RYSZARD GONCZAREK

TEORIA PRZEJSC FAZOWYCH
WYBRANE ZAGADNIENIA

[P

OFICYNA WYDAWNICZA POLITECHNIKI WROCLAWSKIE]
WROCLAW 2004



Recenzent
Lucjan Jacak

Opracowanie redakcyjne i korekta
Alina Kaczak

Projekt oktadki
Zofia i Dariusz Godlewscy

© Copyright by Oficyna Wydawnicza Politechniki Wroctawskiej, Wroctaw 2004

OFICYNA WYDAWNICZA POLITECHNIKI WROCLAWSKIEJ
Wybrzeze Wyspianskiego 27, 50-370 Wroctaw

ISBN 83-7085-762-0

Drukarnia Oficyny Wydawniczej Politechniki Wroctawskiej. Zam. nr 117/2004.



SPIS TRESCI

St .o 5

1. Klasyczne sformutowanie zagadnienia ............ .. .. ... ... .. ... ... 7
2. Teoria Yangailee . ......o o 14
3. Przemiany fazowe ... ... ... 20
4. Modele ferromagnetyzZimu . ... ....... ..ttt 25
5. Relacja ferromagnetyk—antyferromagnetyk . .. .......... .. ... ... ... 42
6. Granica termodynamiCzZna . .. ... ...ooutun ettt et 46
7. Miejsca zerowe wielkiej sumy statystycznej . ... ...t 50
8. Modele JednowymiaroWe . . . . .. ..ottt e 54
9. Przejscia fazowe w uktadach jednowymiarowych............................. 64
10. Model ISinga. . .. ..ot 71
11. Teorie przyblizone . ... ... i 81
12. Zjawiska krytyczne . .. ... ... 89
13, Indeksy KrytyCzne. . . .. ..ottt 98
14. Hipoteza skalowania. . ... ... ... ... i 103
15. Teoria grupy renormalizacyjne] . .. .. ..o vttt 110
16. Kierunki nowych poszukiwan . ............. . ... . i 119

LIteratura . ... ... 121



WSTEP

Przejscia fazowe, zwane takze przemianami fazowymi, to procesy, ktore powszech-
nie wystepuja w otaczajacej nas rzeczywistosci. Ich wynikiem jest zawsze skokowa
zmiana pewnych wilasnosci fizycznych ciata, ktore podlega przemianie. Przemiany fa-
zowe zachodza w okreslonych warunkach, tj. dla okreslonych wartos$ci temperatury
i ci$nienia odpowiadajacych rownowadze fazowej danego ukladu. Przemiany fazowe,
podczas ktorych nastgpuja zmiany stanu skupienia (np. przejscie gazu w ciecz, cieczy
w cialo stale), ggsto$¢ natomiast, a zatem i objgto$¢ oraz takie funkcje termodynamicz-
ne, jak energia wewngtrzna, energia swobodna, entalpia i entropia doznaja skokowej
zmiany, to przemiany fazowe pierwszego rodzaju. Takie przemiany tacza si¢ zawsze
z wydzielaniem lub pochlanianiem pewnej ilosci ciepta stanowiacego tzw. ciepto (uta-
jone) przemiany fazowej. Z kolei przemiany fazowe, podczas ktorych ggstos¢ oraz funkcje
stanu uktadu zmieniajq si¢ w sposob ciagly, skokowe zmiany natomiast dotycza pojem-
nosci cieplnej, wspotczynnika rozszerzalnosci cieplnej, wspotczynnika $cisliwosci (prez-
nosci) itp. to przemiany fazowe drugiego rodzaju. Cieplo przemian fazowych drugiego
rodzaju jest rowne zeru, a przykladami takich przemian sa: przejscie ferromagnetyka w
paramagnetyk, przejscie uktadu metalicznego ze stanu normalnego w stan nadprzewo-
dzacy, przejécie cieklego helu (zaréwno “He, jak i *He) ze stanu normalnego w stan
nadciektosci.

W badaniach wtasnos$ci termodynamicznych ukladow przemiany fazowe oraz zja-
wiska okolokrytyczne stanowia wyodrebniong grupg zagadnien, ktorych specyfika wy-
magata opracowania wlasciwych dla nich ujg¢ teoretycznych i modeli. Obecnie istnieje
bardzo szeroki materiat teoretyczny dotyczacy tych zagadnien, wykorzystujacy takze
zaawansowany aparat analizy funkcjonalnej oraz metod numerycznych, ktoéry nie spo-
sob jednak przedstawi¢ w trakcie jednosemestralnego wyktadu. Dlatego w niniejszym
opracowaniu ograniczono si¢ do zaprezentowania kilkunastu wybranych zagadnien, ktore
jednakze umozliwiaja zilustrowanie roznorodnej specyfiki problemoéw zwiazanych
z badaniem przemian fazowych. W odr6znieniu od innych opracowan podrgcznikowych,
w prezentowanym materiale zamieszczono wiele bardzo szczegotowych obliczen ana-
litycznych, co ma na celu wykazanie studentom oraz zainteresowanym tymi problema-
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mi doktorantom, ze powszechnie przytaczane formuty i relacje, bedace efektem rozwo-
ju teorii przej$¢ fazowych, wynikaja ze znanych praw fizyki i mozna je uzyska¢ w pro-
sty sposob, wykonujac $redniozaawansowane obliczenia.

Niniejszy podrgcznik zawiera materiat wykladany od kilku lat przez autora studen-
tom kierunku fizyka Wydziatu Podstawowych Probleméw Techniki Politechniki Wro-
ctawskiej 1 powstal przy ich wspotudziale.



1. KLASYCZNE SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA

Model twardych kul, wielka suma statystyczna, parametryczne rownania stanu,
granica termodynamiczna, osobliwosci rownania stanu

Przej$ciem fazowym nazywamy przejscie jednej fazy uktadu znajdujacego si¢ w row-
nowadze termodynamicznej w inng fazg. W trakcie przej$cia fazowego substancja przyj-
muje nowy typ struktury lub nabywa nowych cech wtasciwych dla nowej fazy, ktore
nie wystgpowaly przed przejsciem fazowym.

Stwierdzenie. Z do§wiadczenia wiadomo, ze przejscia fazowe zachodza, gdy w rowna-
niu stanu pojawiaja si¢ osobliwosci lub nieciaglosci. Wystgpuja one w uktadach cha-
rakteryzujacych sig silnym wzajemnym oddziatywaniem sktadnikow. Natomiast w ukta-
dach idealnych utworzonych z takich sktadnikow, ktorych wzajemne oddzialywanie
pomija sig, a analiza ich wtasnosci redukuje si¢ do rozwazania pojedynczego sktadnika,
przejscia fazowe nie wystegpuja. Sa to np. klasyczne gazy doskonate. Zatem istota przej$c¢
fazowych jest wystgpowanie oddziatywania migdzy czastkami, co jest wlasciwos$cia np.
gazow van der Waalsa.

Model twardych kul

Rozwazamy klasyczny uktad N jednakowych czastek w objgtosci V, zaktadajac ist-
nienie oddziatywan migdzy nimi. Hamiltonian takiego uktadu mozna wyrazi¢ nastepu-

jaco:
H=K+Q(1,2,..,N)

N 2
gdzie K = z 5—,’% okresla energie czastek, natomiast Q(1, 2, ..., N) = z w; wyraza ich
i=1 i<j

wzajemne oddziatywania, przy czym w; = w(| r; = r; |).
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Stwierdzenie. Czastki lub atomy tworzace pewne substancje mozna uwaza¢ za twarde
kule. Oddziatywanie takich czastek na matych odlegtosciach cechuje istnienie sit odpy-
chajacych, za ktorych wystgpowanie odpowiedzialne jest nakrywanie si¢ funkcji falo-
wych elektronéw walencyjnych oddziatujacych czastek. Na nieznacznie wigkszych od-
legtosciach w oddzialywaniu czastek pojawiaja sig sity przyciagajace, zwane sitami van
der Waalsa.

PrzykeAD

Twarde kule o promieniu @ otoczone potencjatem przyciagajacym o ograniczonym
zasiggu r, 1 glgbokosci €, wowczas

_ [, gdy r<a
W(”)—E) gdy r2r oraz —&<w(r)<0,gdya<r<r,
A
wW(r)

- R
I/ r

Rys. 1.1. Modelowe oddziatywanie w(r) o zasiegu r, i glebokosci e

Stwierdzenie. Chociaz zaprezentowane oddzialywanie jest modelowe, to podobne po-
tencjaly przyciagajace o ograniczonym zasiggu i skonczonej gtgbokosci sa spotykane
w przyrodzie.

Stwierdzenie. O uktadzie mowimy, ze jest z chaosem molekularnym, gdy w wyniku zde-
rzen czastek brak jest korelacji miedzy r(#) i v(z). Wowczas predkosci czastek v(#) znaj-
dujacych si¢ w potozeniu r(f) moga by¢ dowolne.

Suma statystyczna

Zaktadamy, ze elementarne wlasnosci sktadnikéw uktadu sa znane i potrafimy wy-
znaczy¢ sumg statystyczna. Umozliwia to wyznaczenie parametrow termodynamicznych
rozwazanych uktadow. Poniewaz rzeczywiste uktady sa skomplikowane, w rozwazaniach
stosuje si¢ r0znego typu uproszczenia ograniczone do pewnych modeli uktadow fizycz-
nych, jak np. model twardych kul.
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Klasyczna suma statystyczna wyraza si¢ nastepujaco:

3IN o

pl

d3 _B 2
3N 3N, -B(K+Q) _ 520 043N g =B @13n)
Id pdge N'I h3N = Id 13N

N = 5w

gdzie: 3 = 211T , 4; — wspotrzedne uogodlnione, p; — pedy uogélnione orazi =1, 2,..., 3N.

Poniewaz pierwsza z otrzymanych catek mozna wyznaczy¢ analitycznie, tj.

Pi
d3N . 1 © BPl BPN
—J' h3N T s PR J'dplELDJ'dpM,e 2m [1.Le  2m

AR el

+00
gdzie X, = JZBm p i J’ dx e—x =1, azatem [ = B—H oraz wprowadzajac ter-

) 2mh’
. et . 2Tth S . 1
miczng dlugos¢ fali czastki A = catke te zapisuje si¢ w postaci ] = —, a stad
mkT 3N

3N -B QQ,..,N

AVNI
Ponadto dla N = 0 przyjmuje sig, ze Q,(V) = 1. Wowczas wielka suma statystyczna
ma postac:

00

w N
- — — z 3N __~BQ(N)
HEAYER WO d""qge
2O NZO)PNN!I 1

N=0

Stwierdzenie. ROwnanie stanu w postaci parametrycznej jest okre§lone nastgpujaco:

1
=—In=(V
v (z,V)

- Liyy=L.09
_V<N> L EICAY

10 DO
~
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Zasadnicze rownanie stanu okreslajace P(v) powstaje po wyeliminowaniu aktywno-
$ci z z roOwnan parametrycznych. Z drugiego rownania nalezy wyznaczy¢ v = v(z),
a nastgpnie z = z(v), wowczas po wstawieniu z(v) do pierwszego rdwnania otrzymuje
si¢ cisnienie P = P(v) w zalezno$ci jedynie od objgtosci wiasciwej v = V/N, ktora jest
intensywnym parametrem uktadu.

Uwaga. W réwnaniu stanu w postaci parametrycznej zamiast aktywnoéci z =e®* mozna
wprowadzi¢ potencjat chemiczny [.

Przejscia fazowe

Stwierdzenie. Miejsca osobliwe funkcji P(v) odpowiadaja przejsciom fazowym. Dlate-
go badanie zaleznos$ci funkcji P(v) dla ustalonej objgtosci /' ma na celu okreslenie jej
nieanalitycznosci.

Stwierdzenie. W skonczonej objetosci V' mozna zgromadzi¢ co najwyzej N, (V) czastek,
gdyz objetos¢ kazdej z nich wynosi %Tra3. Gdy N> N, (V), wowczas co najmniej dwie

czastki musza si¢ przenikac i odlegtos¢ migdzy nimid < 2a. Wowczas potencjat w(d/2) = oo,
a stad

-B W
J‘d3qu—ﬁQ(N) =J‘d3qu <Z> :J‘d3qu—[j'oo=0
co powoduje, ze Q,\(V)=0dlaN> N, (V), gdyz Q(N) = .

Stwierdzenie. Osobliwosci rownania stanu wystepuja, gdy =(z, V) = 0, gdyz wowczas
potencjat termodynamiczny Q(z, V) =— kT In =(z, V) osiaga warto$¢ nieskonczona.

Stwierdzenie. Dla skonczonych objgtosci V' wielka suma statystyczna ma postac:

(V)= YN0 =1+20 () + 20y ()
N=0

czyli jest to suma skladajaca si¢ ze skonczonej liczby dodatnich sktadnikow, gdyz
z=ePH >0, O,V)=1oraz Q\(V)>0dlaN <N, . Poniewaz =(z, V') jest wielomianem
stopnia N, i =(z, V) > 0, wigc nie moze mie¢ rzeczywistych dodatnich pierwiastkow.
Wynika stad, ze dla skoficzonych objgtosci V' nie ma przej$¢ fazowych.

Stwierdzenie. Dla skonczonych objetosci V' rownanie stanu w postaci parametrycznej
ma postac:
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P=Il+20,() 20y (V)]
_ 1201 +22°0, (V) +..+ N, 2" 0y (V)

BV 1420, +220,(V) +..+ 20y (V)

mmm-m

Przedluzenie analityczne

Stwierdzenie. Jezeli przyjac, ze z (aktywnosc) jest liczba zespolona, z U C, to P i v
sa funkcjami analitycznymi z = x + iy w pewnym obszarze plaszczyzny zespolonej C,
ktory obejmuje potos rzeczywista dodatnia, gdzie x > 0. Jest to przedtuzenie analitycz-
ne funkcji P(z) i v(z) poza dodatnia potos, R..

Stwierdzenie. Z analityczno$ci funkcji v(z) wynika, Ze jest ona odwracalna, funkcja z(v)
jest zatem tez analityczna. Poniewaz P(z) jest analityczna, wigc P(z(v)) U P(v) jest tez
analityczna.

Stwierdzenie. Zachodza nastgpujace relacje:
e P(z)20 dla zOR..

Dowdd. Poniewaz P(z)=ﬁ1n[l+ZQ1(V)+...+ZN'"QNm(V)] oraz z=ePH >0

1 Q\(V)>0dla N<N,, wigc In[1 + wyrazy dodatnie] = 0, a stad P(z) = 0.

e —— <y <o, objgtos¢ wlasciwa jest ograniczona z dotu.

m

4 N _N,

Dowéd.Oqutoééwiaéciwav=ﬁ orazN<N,dlaN=1,2,..,N, sta‘d; 7 O
14
—<vyv<o,
. OP() < (0 — warunek stabilnosci uktadu.

ov
Dowod. op _op [@H , gdyz

av 62 av ,sz av ,sz [0z [
BP = —ln (z,V) 1 l=lziln_:(z,V),wich=ziPD Lo_op

v V 0z Bv 0z ,sz_gl
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ov 501 v2 9 v? 5
Ponadto —=-v? ——=—-——<N>=—-—((N-<n>)?), gdyz
onacto 0z Y 0z v V 0z ZV<( " )> gyz
N
2<N>:£ NZONZ Oy
0z 0z =

= z:=0N22N_1QN = - z::ONZNQN z::ONZN_IQN
—2

=Lon >—l<N>2=l<(N—<N>)2>20.
z

z z

Poniewaz<(N—<N>)2>=<N2>—2<N><N>+<N>2=<N2>—<N>220,

Uwaga. Otrzymane rownanie jest takze stuszne dla przypadku kwantowego.

Granica termodynamiczna

Stwierdzenie. Uktad pozostajacy w stanie rownowagi termodynamicznej jest opisywa-
ny przez kilka wielko$ci (parametréw) termodynamicznych, ktore moga by¢ otrzymy-
wane jako pochodne potencjatu termodynamicznego ((z, V) =—kT In =(z, V). Cecha cha-
rakteryzujaca parametry ekstensywne, takie jak objgtos¢, entropia, energia swobodna
jest to, ze ich warto$ci sa wprost proporcjonalne do liczby elementarnych sktadnikow
tworzacych uktad. Parametry intensywne, takie jak temperatura, ci$nienie, ggstos¢ po-
zostaja niezmienione dla powigkszonej liczby elementarnych sktadnikow.

Stwierdzenie. Wielkos$ci termodynamiczne w pewnych obszarach sa ciagtymi funkcja-
mi parametrow stanu. W punktach odpowiadajacych przejsciom fazowym doznaja one
mniej lub bardziej gwattownych zmian, pojawiaja si¢ osobliwosci 1 przestaja by¢ funk-
cjami ciagltymi takich parametrow stanu, jak temperatura czy gestos¢. Prowadzi do wnio-
sku, Ze powinny istnie¢ pewne ograniczenia co do charakteru wzajemnego oddziatywa-
nia elementarnych sktadnikow uktadu (w(r) < o), a w rozwazaniach uktad nalezy
traktowac jako dostatecznie duzy, tak aby mozna bylo dokonywaé przejscia V — oo,
N - oo, przy czym gesto$¢ N/ V pozostaje stata. Takie przejscie graniczne nazywamy przej-
$ciem do granicy termodynamicznej (por. rozdz. 6).
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Uwaga. Przejscie do granicy termodynamicznej oznacza, ze gdy V' — o0 i N - o stosu-

nek N/V pozostaje staly. Jest to zatem przejscie z jedna stala do nieskonczonosci, np.

V, gdyz wowczas N = const x V. Nalezy pamigtac, ze takie przejscie nie jest rtOwnowaz-

ne zadnemu z przej$é: lim(...)dim(...) lub lim(...)Oim¢...), ktére same moga by¢
. . N - o0 V 5o V oo N - o0

nieprzemienne.

Stwierdzenie. Aby ujawni¢ mozliwo$¢ wystepowania przejscia fazowego, bez jawnego
wyznaczenia sumy statystycznej, nalezy przej$¢ do granicy termodynamicznej. Parame-
tryczne robwnanie stanu ma wowczas postac:

BP = lim ot ln:_(z,V)D i 1. lim o Ziln:_(z,V)D
H 0z H

V - vV Voow
gdzie V, N — oo, gdy V/N = const. Zauwazmy, ze matematyczne operacje lim i (;iz moga
V - o0
. . . 1 0
by¢ nieprzemienne i wowczas — # z % P.
v z

Stwierdzenie. Osobliwo$ci rownania stanu pojawiajace si¢ w granicy termodynamicz-
nej nalezy utozsamiac z przejsciami fazowymi. Dlatego przejscia fazowe istniejq tylko
w nieskonczonych uktadach.



2. TEORIA YANGA 1 LEE

Twierdzenia Yanga i Lee, faza jednorodna i przejscia fazowe, twierdzenia teorii
Yanga i Lee, wybrane przyktady rownan stanu

Termodynamika fenomenologiczna stanowi najbardziej ogélny formalizm umozli-
wiajacy makroskopowy opis uktadow wielu ciat i zjawisk z nimi zwiazanych. Pojgcie
fazy oraz jej zmiana wiaze sig $cisle z wlasno$ciami makroskopowymi i mozna je trak-
towa¢ w kategoriach jako$ciowych, ale mechanizm przemiany jest zwiazany z ukta-
dem wielu cial. Wiele podstawowych informacji o zachowaniu si¢ uktadu w okolicy
punktu krytycznego, a wigc o przejsciach fazowych, mozna uzyskac na podstawie roz-
wazan na poziomie teorii fenomenologicznych. Aby znalez¢ fizyczne przyczyny wy-
stgpowania przejs¢ fazowych w ukladach wielu ciat, nalezy sigga¢ do podstawowej
metody interpretacyjnej, jaka w tym przypadku jest fizyka statystyczna.

Stwierdzenie. Dla uktadéw klasycznych lub kwantowych, gdy objetos¢ jest skonczona
(V <), chociaz bardzo duza, nie obserwuje si¢ osobliwosci w rownaniu stanu, tj.
=(z,V) = 0 nie ma dodatnich pierwiastkow z U R,. Natomiast w ptaszczyznie zespolo-
nej C istnieje N, pierwiastkow zespolonych z, I C, gdziei =1, 2, ..., N, , ktorych licz-
ba ro$nie, gdy zwigksza si¢ objgtos¢ V. W granicy termodynamicznej zatem liczba pier-
wiastkow zespolonych dazy do nieskonczonosci i pewien nieskonczony podciag tych
pierwiastkow moze okaza¢ si¢ zbiezny do dodatniej osi rzeczywistej, tj. gdy V — oo,
215255 - Z, B C 1 n — o, wowczas istnieje podciag z; - z; UR,.

Stwierdzenie. Rzeczywiste dodatnie pierwiastki wielkiej sumy statystycznej moga po-
jawic sig¢ wylacznie po przejsciu do granicy termodynamicznej. Ich obecno$¢ impliku-
je istnienie punktow, w ktorych potencjat termodynamiczny przestaje by¢ funkcja ana-
lityczna. Ustalenie postaci nieanalityczno$ci wystgpujacych w tych punktach pozwala
okresli¢ rodzaj przejscia fazowego.
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Definicja — Obszary fazy jednorodnej

Niech obszar S, lezacy na plaszczyznie zespolonej, bedzie obszarem otwartym obej-
mujacym cze$¢ osi rzeczywistej dodatniej R, 1 dla dowolnego V, =(z,V) nie ma pier-
wiastkow na tym obszarze, tj. =(z,}) #0 dla zU S, to obszar ten odpowiada fazie
jednorodne;.

Stwierdzenie. Dla danego =(z,V) moze istnie¢ wiele obszarow S, fazy jednorodnej. Wow-
czas przy przemieszczaniu si¢ od jednego do drugiego obszaru S, wzdhuz osi R, zacho-
dza przejscia fazowe.

Rys. 2.1. Obszary S, (i=1, 2, 3,...) fazy jednorodnej w plaszczyznie zespolonej C.
Wskazane strzatkami punkty z, [0 R, odpowiadaja przej$ciom fazowym

TWIERDZENIE YANGA I LEE I (dotyczy z[OR,)
Granica termodynamiczna wyrazenia lim [V~ In = (z,V)] istnieje zawsze dla wszy-
V5o

stkich z J R, 1 nie zalezy od wyboru SpOS(;bu przejscia do granicy termodynamiczne;.
Otrzymane wyrazenie jest ciagla i niemalejaca funkcja parametru z.

Uwaga. Otrzymana funkcja nie musi by¢ funkcja analityczna, czyli rézniczkowalna nie-
skonczenie wiele razy. W dowodzie twierdzenia ponadto zaklada sig, ze powierzchnia S
otaczajaca objgtos¢ V nie rosnie szybciej niz objetos¢ podniesiona do potegi 2/3.
W przypadku przej$¢ do granicy termodynamicznej, gdy uktad ma ksztatt regularny,
np. prostopadtoscianu lub kuli, § ~ 3.

TWIERDZENIE YANGA I LEE 1I (dotyczy z U C)

Niech S bedzie obszarem otwartym na ptaszczyznie zespolonej C, obejmujacym pewna
cz¢$¢ dodatniej potosi rzeczywistej R, ktory dla dowolnej objetosci V nie zawiera zad-
nego pierwiastka rownania =(z, ) = 0. Dla kazdego z [ S wyrazenie V"'In =(z, V) jest
zbiezne jednostajnie do pewnej granicy, gdy V' — oo, tj.
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oo, |
| In=(zV - F
Jim = In (z, )H - Fo(2)

gdzie funkcja F_(z) jest analityczna dla wszystkich z [J S.

Stwierdzenie. Faza to zbior stanow termodynamicznych odpowiadajacych tym warto-
$ciom z, ktdre leza w obszarze S na osi R,.

Stwierdzenie. Dla takich obszarow fazy jednorodne S, ktorych moze istnie¢ wiele, za-
wsze spelniona jest zalezno$¢

[ fim 2 1n_:(z,V)§ = Fi(z)

Z0S;, Voo

a funkcje F!(z) sa réznymi funkcjami analitycznymi okreslonymi odpowiednio

w obszarach S..

Stwierdzenie. Poniewaz w obszarach jednofazowych S, funkcje F!(z) sa analityczne,

co zapewnia, ze operacje lim i 9 sa przemienne, rownanie stanu otrzymane w gra-
Voo z

nicy termodynamicznej dla z [J R, ma postaé
JpP(z) = Fa(2)
01 _ 0F.(2)

B e

z ktorej wynikaja nastepujace wlasnosci parametrow ukladu w fazie j ednorodne;j:
oF! (z)

* poniewaz F!(z) jest niemalejaca funkcjaz OR, O 3 — =0, astad
z vz
. 0P(z) _ 1 50
0z B vz

* po przejsciu z obszaru z <z, do obszaru z >z, funkcja (1 nie moze male¢, gdyz
v(z
dla dowolnych skonczonych objgtosci V' zachodzi relacja (por. s. 12)

,o01 0 0 o Bzig><>a

GZ%E 0z azg;ln = V)H_

a zatem

=0

I:II:II:I

o4
a%ﬂ
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P _ 0P - _ 1 9P [0 1]
* poniewaz Fn :E o :_2%%‘)@ , wigc wobec podanych relacji jest
v

oP
spelniony warunek stabilno$ci uktadu ’y <0,

1
<

Stwierdzenie. Jezeli z),z, UR, 1 z, <z, ,tov(z,) 2 (z,) lub odpowiednio .
wz)  w(z)

Wybrane przyklady rownan stanu

I. Niech istnieje tylko jeden obszar S, ktory obejmuje calg potos rzeczywista R . Taki
uktad jest zawsze w obszarze jednej fazy, jest to uktad jednofazowy. Poniewaz

0P() >(0 oraz 9 E,l—gz 0, wigc orientacyjne rozwiazania graficzne dla takiego
0z 0z y(2)[]
uktadu majq posta¢ przedstawiona na rysunku 2.2.
a) b) c)
A | A A
P(z) —— P(v)
v(2)
> > >
z z v

Rys. 2.2. Cisnienie — rosnaca, analityczna funkcja z (a), odwrotno$¢ objgtosci wiasciwej — rosnaca,
analityczna funkcja z (b), ciSnienie — malejaca, analityczna funkcja v (c)

II. Niech uktad ma jeden punktz, JR, stanowiacy granice rozwiazan rOwnania =(z, V)
=0, gdy V' - . Taki uklad ma dwie fazy odpowiadajace z <z, 1 z >z, a w punkcie z,
zachodzi przejécie fazowe. W obszarach S, i S, funkcje Fl(z) i F2(z) sa analityczne,
funkcja P(z) jest zatem ciagta w z = z,. Gdy pierwsza pochodna P(z) ma w tym punkcie

O1 0
skok, a ponadto 9P(z) >0 oraz 9 DI—DZ 0, wowczas orientacyjne rozwiazania
0z 0z ¥(2)0

graficzne dla takiego uktadu majq posta¢ podana na rysunku 2.3.
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a) b) ©)
A ) A A
P (Z) @ P (v)
1
2
|
: i -
I ] Il Il
Z z > Z z > Vv Vo v >

Rys. 2.3. Cisnienie — rosnaca, ciagta funkcja z (a), odwrotnos¢ objgtosci wlasciwej — rosnaca
funkcja z, ktéra w punkcie z, posiada skok (b), ciSnienie — malejaca funkcja v, ktora przyjmuje
stata wartos¢ dla przejscia fazowego (c)

III. Niech ukfad ma jeden punkt z, [ R, stanowiacy granicg rozwiazah roOwnania
=(z,V) =0, gdy V' — oo. Taki uktad ma dwie fazy odpowiadajace z<z,1 z>z, a
w punkcie z, zachodzi przejécie fazowe. W obszarach S, i S, funkcje F.(z) i F2(z) sa
analityczne, funkcja P(z) zatem jest ciagla w z = z,. Gdy pierwsza pochodna P(z) jest
0P(z)

z

ciagla, a druga pochodna ma w tym punkcie skok, a ponadto >0 oraz

g1 0
: EI%DZ 0, wowczas orientacyjne rozwiazania graficzne dla takiego uktadu majq
z ¥2)d

posta¢ przedstawiong na rysunku 2.4.

a) b) ©)
A 1 A A
PE) — P()
V@)
| | |
| | |
' > ' > : >
Z; Z Z1 z Vi 14

Rys. 2.4. Cisnienie — rosnaca, ciagta funkcja z (a), odwrotnos$¢ objgtosci wlasciwej — rosnaca,
ciagta funkcja z, ktéra w punkcie z, jest nieanalityczna (b), ciSnienie — malejaca funkcja v,
ktora w punkcie v, jest nieanalityczna (c)
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Stwierdzenie. Z przedstawionych rozwazan wynika, ze wielka suma statystyczna =(z, V)
oraz potencjat termodynamiczny Q(z, V) =— kT In =(z, V) sa funkcjami analitycznymi
z dla uktadow skonczonych (7 < ). Sytuacja jest typowa w teorii zjawisk krytycznych,
w ktorej zwykle okazuje sig, ze potencjaly termodynamiczne uktadow skonczonych sa
funkcjami analitycznymi odpowiednich zmiennych. Dlatego w uktadach skonczonych
nie moga zachodzi¢ przejscia fazowe rozumiane jako przejscia uktadu przez punkty z,,
w ktorych potencjal termodynamiczny jest nieanalityczny. Poniewaz obiekty badawcze
typu makroskopowego sktadaja si¢ z bardzo duzej liczby czastek, nalezy oczekiwac, ze
ich wlasnosci sa zblizone do wtasnosci hipotetycznych uktadéw nieskonczonych. Dla-
tego tez w badaniach prowadzonych na gruncie fizyki statystycznej szuka si¢ mozliwo-
$ci wystapienia przejs¢ fazowych, w matematycznym sensie, wylacznie w granicznym
przypadku uktadow nieskonczonych, przechodzac do granicy termodynamiczne;.

Komentarz. W celu potwierdzenia takiego podej$cia Yang i Lee zbadali przejscie do
granicy termodynamicznej, rozpatrujac wielki rozktad kanoniczny dla zbioru czastek
tworzacych gaz sieciowy, ograniczajac rozwazania wytacznie do oddzialywan dwucza-
stkowych przy potencjale typu ,,twardych kul”, co znacznie uproscito dowdd. Podobne
rozwazania przeprowadzone przez Yanga i Lee oraz Jonesa dotyczace istnienia i poto-
Zenia zer sumy statystycznej (lub wielkiej sumy statystycznej) w ptaszczyznie zespolo-
nej B=1/kT pozwolity wykaza¢, ze w przypadku przejscia do granicy termodynamicz-
nej zera te moga tworzy¢ punkty skupienia, a nawet linie. Punkt na plaszczyznie
zespolonej, w ktorym linia takich zer przecina o$ rzeczywista odpowiada przejsciu fa-
zowemu i wprost okresla temperaturg 7', =1/k[3, takiego przejscia.



3. PRZEMIANY FAZOWE

Klasyfikacja Ehrenfesta, faza gazowa, relacje Meyera, twierdzenie van Hove’a

Przemiany fazowe stanowia obszerna dziedzing fizyki wciaz bardzo dynamicznie
rozwijajaca sig, a na ich znaczenie sktada si¢ wiele czynnikow. Przemiana fazowa taczy
si¢ ze skokowa zmiana jednej lub kilku wielkos$ci fizycznych, a czgsto nawet z istotna
zmiang wlasciwosci fizycznych uktadu, jak np. zmiana stanu skupienia, zanik oporu elek-
trycznego, pojawienie si¢ spontanicznej magnetyzacji i wiele innych. Tak istotne zmia-
ny wlasnosci makroskopowych uktadu sa mozliwe dzigki temu, Ze o przejs$ciu fazowym
decyduja ztozone zjawiska, w ktorych uczestnicza wszystkie sktadniki tworzace uktad,
tj. atomy, jony, czasteczki itp. Z tego tez powodu w teoretycznych rozwazaniach odno-
szacych si¢ do przej$¢ fazowych nalezaloby uwzglednia¢ oddziatywania migdzy wszy-
stkimi sktadnikami uktadu, co prowadzi do zasadniczych komplikacji, ale i otwiera nowe
horyzonty badan. Wszystko to stanowi o atrakcyjnosci problematyki zwiazanej z przej-
$ciami fazowymi, a takze ze zjawiskami krytycznymi, blisko spokrewnionymi z prze-
mianami fazowymi. W typowych badaniach wyro6znia sig przejscia fazowe pierwszego
i drugiego rodzaju. Pierwsze z nich to znane z codziennego dos§wiadczenia zmiany sta-
nu skupienia: topnienie, parowanie, sublimacja, natomiast przejscia fazowe drugiego
rodzaju to skokowe zmiany innych wlasnosci ciat statych i cieczy, przebiegajace bez
zmiany stanu skupienia. Sa to przemiany struktury krystalicznej, struktury magnetycz-
nej, elektrycznej, lepkosci itp. Cho¢ nie towarzyszy im zmiana objgtosci probki ani wy-
dzielanie ciepla, to zwykle jednak skokowo zmienia si¢ ich ciepto wlasciwe, ktore jest
jedna z wielkosci najbardziej reagujacych na przemiany fazowe.

Klasyfikacja przejs¢ fazowych Ehrenfesta

Stwierdzenie. Z reguty faz Gibbsa: s = n + 2 — f, gdzie f'jest liczba faz w stanie rowno-
wagi fazowej uktadu o n sktadnikach i s niezaleznych intensywnych parametrach stanu,
tj. niezaleznych stopniach swobody, wynika, ze liczba faz bedacych w rownowadze nie
moze przekraczac liczby sktadnikow zwigkszonej o 2. Poniewaz z praktycznego i teore-
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tycznego punktu widzenia najwazniejsze sa przejscia fazowe w uktadach czystych, jed-
nosktadnikowych, rozpatrywana klasyfikacja przej$¢ fazowych odnosi si¢ wytacznie do
uktadow jednoskladnikowych, n = 1. W takich uktadach moga wspolistnie¢ dwie fazy,
f=2, gdy liczba stopni swobody s = | oraz trzy fazy, f= 3, gdy liczba stopni swobody
s=0.

Stwierdzenie. Potencjatem termodynamicznym wtasciwym do badania przej$¢ fazowych
jest molarny potencjat Gibbsa g = g(T, X) zalezny wytacznie od parametrow intensyw-
nych, np. g(7, P) lub g(T, H), ktory spetnia rownanie G(7, X, N) = g(T, X) N, gdzie
G(T, X, N) jest potencjatem Gibbsa, a N okresla liczbg moli sktadnika tworzacego uktad.
Molarny potencjat Gibbsa jest w istocie potencjatem chemicznym.

Klasyfikacja Ehrenfesta

Przejscie fazowe jest n-tego rodzaju, jezeli dla dwoch réznych faz wszystkie pochodne
(T, X) rzedu k, w punkcie przejécia fazowego, sarowne dlak =0, 1, ..., n—1, tj.

d'g, - g, g - g,

ar* ~ art ' ax*  ax*

oraz dla n-tej pochodnej zachodzi:

0" 0" 0" 0"
8 ” 1§ Iub 8 ” g
or” or” ax" ax"

przy czym wystarczy, aby byla spelniona tylko jedna z tych nierownosci.

Stwierdzenie. Przy przej$ciu fazowym I rodzaju uklad wydziela lub pochtania cieplo.
Jest to tzw. cieplo przemiany lub ciepto utajone. Wiasno$¢ tg rézniaca przejscia fazowe
I rodzaju od przejs¢ fazowych wyzszych rodzajow, dla ktorych ciepto przemiany jest
rowne zeru, uznaje si¢ za podstawowa, gdyz mozna to sprawdzi¢ eksperymentalnie.

Stwierdzenie. ROwnanie rozniczkowe krzywej rownowagi faz przy przejsciach I rodza-
ju nazywa si¢ rownaniem Clausiussa-Clapeyrona i ma postac:

dX q

gdzie ¢ jest molarnym cieptem przemiany, a x jest ustalonym dla kazdej z faz moleku-
larnym parametrem stanu termodynamicznie sprz¢zonym do parametru X, tj. takim, zeby
iloczyn Xx miatl wymiar energii, np. x jest rowne V/N dla P lub M/N dla H. Stosujac
regut¢ de L’Hospitala z rownania Clausiussa—Clapeyrona otrzymuje si¢ analogiczna re-
lacj¢ dla przej$¢ fazowych Il rodzaju, ktora ma postac:
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Os
ar _Boy
dT Aal

X

gdzie s = T jest molarna entropia, pochodne Os i Ox nalezy ustali¢, korzystajac z toz-

samosci Maxwella.

Stwierdzenie. Klasyfikacje¢ Ehrenfesta mozna stosowac do przej$¢ fazowych wynikaja-
cych z nieanalityczno$ci potencjatu termodynamicznego identyfikowanych w teorii Yanga
i Lee. W rozwazanych uktadach temperatura 7'= 1/kf3 jest stata. Poniewaz u = g, wigc

Inz=fBg, astad dg = 'Bldz. Z drugiej strony rozniczka dg = —sdT + vdP redukuje sig¢
z

do postaci dg = vdP, gdy T = const. Korzystajac z obu formut otrzymuje si¢ SP =v oraz

1oop_op _poop
v dg 1lg, 0z
B
a stad
oP _ 1
0z Bz
1 . oP . o og .
Gdy funkcja =~ ma zatem skok, wowczas — jest nieciagla oraz pochodna —© jest
v 0z oP

takze nieciagta, co oznacza, ze taka nieosobliwos¢ odpowiada przejsciu fazowemu I ro-
dzaju.

Whiosek. Omowione w rozdziale 2 przejscia fazowe, w wybranych przyktadach row-
nan stanu II i III sa odpowiednio przejsciami fazowymi pierwszego i drugiego rodzaju.

Faza gazowa — podejscie Meyera

Stwierdzenie. W obszarze jednorodnej fazy, gdy obszar S obejmuje punkt z =0, wow-
czas odpowiada on fazie gazowej, tj. wysokiej temperaturze i matej gesto$ci. Poniewaz
funkcja F, (z) jest analityczna w otoczeniu z = 0, mozna ja rozwina¢ w szereg potggo-
wy 1 rownanie stanu wyrazi¢ w nastgpujacej formie:
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1 [ee]
BP(z) = F z b,zl
=1

0

1 1
— ==Y 1p7
v(z) N ,z "

=1
gdzie b, = lim b, (V) sa bezwymiarowe, a A jest termiczna dtugoscia fali.
V 50

Cisnienie P(z) w fazie jednorodnej jest funkcja analityczna, a w obszarze przejscia
fazowego | rodzaju przyjmuje stata wartos¢, co powoduje, ze szereg z b,zl zbiezny

I=1
1 ograniczony dla z >z, jego wartos¢ jest praktycznie stata. Natomiast aby objgtos¢ v(z)

0

mogta dazy¢ do zera, wartos¢ szeregu z lb,zl dla duzych z >z nie moze by¢ ograni-
I=1
czona. W przypadku malych z, z«1, rbwnanie stanu redukuje si¢ do postaci

1 1 1
BP(z)=—=bz i ——=—=
2 v(z) A
z ktorej wynika, ze w obszarze tym otrzymane rdwnanie jest identyczne z rownaniem
stanu klasycznego gazu doskonatego. Na podstawie otrzymanych relacji mozna stwier-
dzi¢, ze izotermy dla uktadu przyjgtego przez Meyera maja posta¢ przedstawiona na
rysunku 3.1.

bz O BPv=1

Stwierdzenie. Jezeli relacje Meyera sa poprawne, a rozwinigcie wirialne jest stuszne dla
wszystkich z > 0, to izoterma powinna mie¢ ksztalt jak na rysunku. Jednakze taki prze-
bieg izotermy jest niefizyczny, gdyz dlav — 0 ci$nienie P(v) musi rosnac. W podejsciu

i
P) |

.\‘
‘\\

>

0<—V Vo v

Rys. 3.1. Izoterma fazy gazowej w podej$ciu Meyera. Dla v <v_ warto$¢ ci$nienia jest stata.
Dla poréwnania krzywa (— -- — ) prezentuje przebieg izoterm gazow rzeczywistych
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Meyera w istocie zachodza dwa przejscia graniczne N — o oraz V' — oo, ktore sg trak-
towane w sposob niezalezny, a zatem niezgodnie z warunkami przejscia do granicy ter-
modynamicznej, gdzie N/V = const. Przejscia graniczne N — o oraz V' — oo s3 ponadto
w ogoblnosci nieprzemienne.

TWIERDZENIE VAN HOVE’A. Po przejsciu do granicy termodynamicznej rOwnanie
stanu w zespole kanonicznym jest takie samo jak w wielkim zespole kanonicznym.

Whiosek. Rozwazania odnoszace si¢ do przej$¢ fazowych moga by¢ prowadzone za-
rowno w zespole kanonicznym, jak i wielkim zespole kanonicznym i sa sobie rowno-
wazne.
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Modele: Heisenberga, Isinga, XY, przejscie Kosterlitza-Thoulessa odpowiednios¢
wzajemna modelu Isinga i gazu sieciowego, temperatura Curie, faza ciekta i ga-
zowa, wlasnoSci symetrii gazu sieciowego

Stwierdzenie. Rozpatrywana jest sie¢ krystaliczna (1, 2,..., n)-wymiarowa, gdzie w kaz-
dym z kierunkow przestrzeni n-wymiarowej jest N, N,, ..., N, weztow, liczba zatem
weztow siect, czyli np. atomow, wynosi N =N N, - N, . Kazdy wezel tej sieci jest obsa-
dzony czastka o spinie r6znym od zera. Taka sie¢ tworzy tzw. uktad spinow. Gdy w j-
tym wezle sieci znajduje si¢ atom o spinie s, to hamiltonian uktadu ma nastgpujaca po-
stac:

H =2 Z JiS'S; _gNBHZ s
<i,j> i
gdzie pierwszy czlon opisuje wzajemne oddziatywanie ,,spinéw”, a drugi czton tzw. ze-
emanowski wyraza oddziatywanie uktadu ,,spindw” z zewngtrznym polem magnetycz-
nym H zazwyczaj skierowanym wzdtuz osi Z. Symbol <i,j> oznacza sumg¢ po wszyst-
kich mozliwych parach spinéw, g jest czynnikiem giroskopowym Landego, U, — to
magneton Bohra, aJy jest catka wymiany, czyli potencjatem oddziatywania migdzy spi-
nami, Jj; jest dodatnia dla ferromagnetykow iJl.j jest ujemna dla antyferromagnetykow.
Najczgsciej okresla sig ja fenomenologicznie, co pozwala modelowa¢ zagadnienie.

Stwierdzenie. Warto$¢ catki wymiany w istotny sposob zalezy od wzajemne;j odlegtosci

weztow 1, /. Stosuje sig¢ przyblizenia kolejnych tj. 1, 2, .., n-tych sasiadow. W praktyce

jednak przyjmuje sig, ze jest to oddziatywanie krotkozasiggowe, ktérego potencjat ma-

leje szybciej niz 1/r, oraz ze Jj; jest rozne od zera jedynie dla par najblizszych sasiadow.
lloczyn skalarny §;°$; mozna wyrazi¢ nastgpujaco:

— JX X Voy z z
S; Bj =sps; tsisy +sis;
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Spin elektronu s = %2, natomiast w przypadku atomow reguty Hundta zapewniaja, ze
ich catkowity spin jest maty i czg¢sto mozna go sprowadzi¢ do wartosci ¥2. Wtedy skta-
dowe operatora spinu mozna wyrazi¢ za pomocg macierzy Pauliego w sposob:

1

a — a

Sj —EO-J
gdziea =x,y,z, s; =[s},s7,5;1, 0, =[0},0/,07]
lub jawnie

col e 1010 yoly 10 =0 sl _._10 00
s, =—0, =— s s =—0 = — , sS=—0° =—
T2 T o VT2 T2k o VT2V Tab -1

Stwierdzenie. Model Heisenberga jest modelem izotropowym, tzn. oddzialywanie spi-
now jest takie samo dla x, y i z-owej sktadowej spinu. Pewnym uogolnieniem tego mo-
delu jest model anizotropowy, w ktorym hamiltonian ma postac:

=-2 Z Jaﬁsasﬁ —guBHz

Hamiltonian ten mozna sprowadzi¢ do osi gtdéwnych uktadu, wowczas przybiera on
postac:

— _ XX X X WVl ZZ \Z ZY\ _ z
H = ZZ{JU’ spsHJPs]sT + T s s T guBHZSi
7

<i,j>

Stwierdzenie. Dla ferromagnetykow rozpatruje si¢ nastgpujace przyblizenia:
* model izotropowy, czyli model Heisenberga, gdy wszystkie skladowe catki wymia-

. , G , . . r
ny sg sobie rowne, JoP i =Jj, wowczas hamiltonian ma postac:

H==2 J E‘B - H
é;;> S; gHp [EE

* model silnie anizotropowy zorientowany w kierunku z, tzw. model Isinga, w ktérym
zaktada sig, ze sktadowe Jij* oraz J catki wymiany sa mate i do pominigcia, wOw-
czas hamiltonian redukuje si¢ do postaci:
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H==2Y J.sis:—gUgHY s/
<g> ’ ’ Z
gdzie J,, = J#
W tym przypadku s° przyjmuje tylko dwie wartodci, tj. §*=+". Czgsto pomija
si¢ takze gorny wskaznik, wowczas hamiltonian uzyskuje forme:

H==2% ‘]ijSiSj_g/JBHzSi

<i,j>

Efekty kwantowe zwiazane z wlasno$ciami przemiennosci operatorow sktadowych
spinow nie wplywaja juz w tym przypadku na dalsze rozwazania. Ilustruje to rysunek
4.1. Model ten jest wlasciwy do opisu uktadow o silnej anizotropii w jednym kierunku.

N

,L/Y

Rys. 4.1. Przyktadowy rozktad spinéw w dwuwymiarowym modelu Isinga

* model XY, gdy mozna pomina¢ oddziatywanie sktadowych z-owych spinu, podczas
gdy sktadowe x oraz y wnosza istotny wktad do hamiltonianu, a oddziatywanie ich
jest anizotropowe, wowczas hamiltonian ma postac:

H=2F Jya+n)sis] +(U=n,)s!s] 1= gusH Y s

<i,j>

XX _ )y
Ji = Jj

XX w
Jij +Jij

. 1
gdzie J; = E(J;x +J;y) oraz ; =

Model ten stosuje si¢ do opisu przejécia Kosterlitza—Thoulesa uporzadkowania bli-
skiego zasiggu w dwuwymiarowych uktadach, jak np. wiry w cienkich warstwach nad-
przewodnika lub tez szkta spinowe i inne.

Stwierdzenie. Zaprezentowane modele moga by¢ rozpatrywane jako wielowymiarowe
modele opisane na sieciach wielowymiarowych, jednakze doktadne analityczne rozwia-
zania otrzymuje sig jedynie dla uktadéw jednowymiarowych 1D, oraz czasami dla ukta-
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dow dwuwymiarowych 2D. W pozostatych przypadkach nalezy stosowac¢ obliczenia nu-
meryczne. W kazdym przypadku operatory spinu sa brane w przestrzeni tréjwymiaro-
wej 3D, jak w modelu Heisenberga, lub w przestrzeni jednowymiarowej 1D, jak w mo-
delu Isinga.

Gazy sieciowe

Niech sie¢ krystaliczna ma N weztow, przy czym w kazdym wezle moze, ale nie musi
by¢ zlokalizowana czastka, tzn. kazdy we¢zet moze by¢ obsadzony lub nie. Niech para-
metr obsadzenia i-tego wezla p, jest okreslony nastgpujaco:

H, gdy w weZle jest czastka N
pi = o przy czym z p;=n
, gdy w wezle czastki nie ma <

Oznaczmy przez 2¢; energi¢ oddzialtywania czastek osadzonych w weztach i-tym
ij-tym, wowczas hamiltonian okre$lajacy energig uktadu (4= E p) ma postac:

H=-2 zggjpipj
<7

gdzie czton zwiazany z drganiami wlasnymi czastek zostat pominigty. Tego typu uktad
nazywany jest gazem sieciowym.

_____¢_____:T__
———0—
— @
.______4!_______,__

Rys. 4.2. Rozlokowanie atoméw w weztach sieci

Stwierdzenie. Model gazu sieciowego shuzy rowniez do opisu roztworu lub stopu dwu-
sktadnikowego, wowczas wezly sa obsadzane przez atomy dwoch pierwiastkow A4 i B,
to p(A4) =1 oraz p(B) = 0, lub pj(A) = O,pj(B) =1.
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Stwierdzenie. Energia uktadu dwusktadnikowego ma postacé:

E; =2 Z {gij (AA)Pi(A)Pj (4 + & (AB)[Pi(A)Pj (B)+ p; (B)Pj (A)]

<ij>
+€,(BB)p;(B)p;(B)}

przy czym energie oddziatywania atomu 4 zlokalizowanego w wezle i z atomem B zlo-
kalizowanym w wegzle j sa sobie rowne, co wynika z symetrii oddziatywania, tj.
sl.j(AB) = sl.j(BA).

Stwierdzenie. W przypadku dowolnego rozmieszczenia dwoch typow atomoéw w sieci
mozna przyjac, ze p(A) + p(B) =1, wigc p(B) =1 —p(A4), a stad energi¢ oddziatywa-
nia mozna przepisac¢ nastgpujaco:

E,=-2 z [2¢;(AB) —€;(44) — €, (BB)Ip,(A)p;(B)

<ij>

=2 3 [g,(44)p, () O +£,(BB)p,(B) O]+ 5 &,(BB)

<ij> <i,j>

Poniewaz drugi czton wyrazenia na energi¢ nie zalezy od rozmieszczenia atomow
A i B w sieci, gdyz kazdy atom 4 i kazdy atom B oddziatuje z wszystkimi weztami sieci,
wigc czlon ten jest staty tak samo jak czton trzeci, dlatego sa one pomijane w dalszych
rozwazaniach.

Stwierdzenie. Uktad dwusktadnikowy jest rownowazny gazowi sieciowemu, gdzie n ato-
moéw jednego skladnika odpowiada gazowi sieciowemu, N —n atomow drugiego skta-
dnika odpowiada nie obsadzonym weztom gazu sieciowego. Natomiast przejscie atomu
z wezta do innego nie obsadzonego wezta odpowiada przestawieniu dwoch atomow roz-
nego typu. Zauwazmy, ze gdy para atomoéw 4 i B pojawia si¢ w weztach i, j, wowczas
energia zmienia si¢ o wartos¢ —2[2£l.j(AB) - El.j(AA) - Sl.j(BB)].

PrzykeAD

Zmiany strukturalne w stopach. Rozwazmy stop dwusktadnikowy ztoZzonego z ato-
mow typu 4 1 B. Przej$cie fazowe w takim uktadzie polega na zmianie struktury nieupo-
rzadkowanej na uporzadkowang lub odwrotnie. Zaktadamy, ze liczba atomow A jest rowna
liczbie atomow B i1 wynosi N, liczba zatem wszystkich weztow sieci krystalicznej, do-
stepnych dla obu typow atomow, jest rowna 2N. Taki stop wykazuje rozny stopien upo-
rzadkowania. W wysokiej temperaturze rozmieszczenie atomow jest zupetnie przypad-
kowe, w miarg za$ obnizania temperatury stopien uporzadkowania wzrasta, az do petnego
uporzadkowania, gdy w weztach kazdej podsieci znajduja sig¢ atomy tylko jednego typu.
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(a) (b)

Rys. 4.3. Stop uporzadkowany (a) i nieuporzadkowany (b).
0 — atomy typy 4, ® — atomy typu B

W stanie catkowicie uporzadkowanym atomy A4 zajmuja jedna podsie¢, atomy
B — druga. W stanie nieuporzadkowanym atomy obu typow znajduja si¢ w obu podsie-
ciach. Dla okreslenia stopnia uporzadkowania (dalekiego zasiggu) wprowadza si¢ para-
metr d, ktory okresla utamek catkowitej liczby atoméw A4 lub B obsadzajacych wezty
w ,,swojej” podsieci. Stanowi pelnego uporzadkowania odpowiada warto$¢ d = 1, nato-
miast petnego nieuporzadkowania d = 1/2. Poniewaz wygodniej jest postugiwac si¢ pa-
rametrem zmieniajacym si¢ w zakresie od 0 do 1 i okreslajacym prawdopodobienstwo,
wprowadza si¢ parametr / [ [0,1] i wowczas d = (1 + [)/2. Liczba N, atomow A obsa-
dzajacych wezty podsieci A wynosi zatem

N, =Nu oraz Ny =Nu

2 2

Aby okresli¢ energi¢ E , uktadu wprowadza sig trzy parametry energetyczne €, ,, €5,
&£, Okreslajace energie oddziatywania dwoch odpowiednich atoméw sasiadujacych ze
soba oraz zaktada sig, ze oddzialywania atomow nie bgdacych najblizszymi sasiadami
mozna pominaé. Wowczas

Eg =Nyy€44 + NppEpp + N 458 4p
gdzie liczbe par N, , atomow typu 4 oblicza si¢ w nastgpujacy sposob: atom 4, znajdu-

jacy si¢ w podsieci A ma z najblizszych sasiadow nalezacych do podsieci B, przy czym
atomy A wystepuja z prawdopodobienstwem (1 — /), a zatem

z
N 4 =E(l+l)(l—l)N oraz N, = Ngg

Liczba par mieszanych wyznaczona w analogiczny sposéb wynosi

Ny =[A+17 + (1= 1IN

wowczas energia £, otrzymuje postac
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1
Ed :EO +EZNAE12,
gdzie
1
E, :EZN(ngB +E, +E,p) oraz AE=26 ., —€,, —€ 5

E, jest kwadratowa funkcja parametru uporzadkowania /, przy czym jest to funkcja
rosnaca, gdy AE' > 0 i malejaca, gdy AE < 0. Gdy AE > 0, E, osiaga warto$¢ minimalna
dla /=0, czyli dla stanu nieuporzadkowanego, natomiast gdy AE < 0, minimalna war-
tos$¢ energii wewngtrznej jest osiagana dla /= 1, czyli w stanie pelnego uporzadkowania.

W temperaturze powyzej zera bezwzglednego nalezy rozwazaé energi¢ swobodnag
F = E—TS. Entropig uktadu § okresla si¢ definicja Boltzmanna. Jesli w podsieci o N

weztach znajduje si¢ N, atomoéw typu A, to mozna je roztozy¢ na @75,\] H sposobow.
an

Entropia zatem wynosi
s =k B S, —lkN[(l +D)In(1+1)+ (1-1)In(l - 1)]
V4O 2

gdzie wykorzystano wzor Stirlinga, a wyrazy nie zawierajace parametru / tworza staty
czton S, ktorego jawna posta¢ nie jest potrzebna. Entropia jest monotonicznie maleja-
ca funkcja / od wartosci S = S, dla /= 0 do warto$ci S = S, — kNIn2 dla/= 1. Stad ener-
gia swobodna uktadu jest nastgpujaca funkcja parametru /:

F=F, +;ZNAE 12 +;kTN[(1 +1)In(1 + 1) + (1 = 1) In(1 = )]

wigc przy ustalonej temperaturze 7 stabilna bedzie ta konfiguracja makroskopowa, dla
ktorej F osiaga minimum jako funkcja /, a zatem

dF

1 1+/
— =0=zNAE | +—kTNIn—
dl 2

Otrzymany rezultat umozliwia okre$lenie stopnia uporzadkowania / w zaleznosci od
temperatury 7, odpowiadajacy stabilnej konfiguracji uktadu. Poniewaz drugi sktadnik
podanego réwnania jest zawsze dodatni, warunkiem koniecznym istnienia niezerowych
rozwigzan jest, aby pierwszy sktadnik byt ujemny, co jest rtownowazne warunkowi:

1
AE <0 lub &, <E(£AA +€5p)

a zatem wzajemne oddzialywanie atomow roéznych musi by¢ stabsze od sredniej aryt-
metycznej oddzialywan pomigdzy atomami jednakowymi.
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Aby okresli¢ temperaturg przejscia, w ktorej / — 0, nalezy otrzymany logarytm roz-
wina¢ w szereg, zachowujac tylko liniowa czg$¢ rozwinigcia. WoOwczas po uproszcze-
niu przez / otrzymuje si¢

_zZAE
T, =
k

Z powyzszego wzoru mozna wyznaczy¢ AE, korzystajac z wartosci T, okreslonej eks-
perymentalnie. Temperatura krytyczna jest zatem bezposrednia miarg parametru ener-
getycznego AE, ktory zostal wprowadzony w trakcie rozwazan nad energia wewngtrzna
stopu.

Aby ustali¢ zalezno$¢ stopnia uporzadkowania od temperatury w obszarze tempera-
tur T —» T, nalezy pos.lu‘Zy(.': sig rozwinigciem logarytmu w szereg z zachowaniem na-
stgpnego wyrazu rozwinigcia, tj.:

mitl o 21 +§z2

wowczas z rownania
zNAEl+kTNZ+;kTN12 =0

otrzymuje si¢

1= 3a-L
TC
Stan uporzadkowania uktadu dwusktadnikowego wystepuje, gdy AE <0 orazT<T,
i w uktadach tych zachodzi przejscie fazowe.
Stwierdzenie. W uktadach dwusktadnikowych, a zatem i w gazach sieciowych, sq moz-

liwe przejscia fazowe.

Odpowiednios¢ wzajemna gazu sieciowego i modelu Isinga

Stwierdzenie. Przyjmuje sig, ze w gazie sieciowym liczba weztéw sieci wynosi N, n za$
jest liczba obsadzajacych te wezty atomow (n < N), wowczas

N
Zpi =n

i=1

oraz energia sieci wynosi
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=25 e;pip; + zsppl

<zJ>

gdzie g, jest energia wlasng drgan atoméw w sieci. Suma statystyczna Z, i wielka suma
statystyczna _: dla gazu sieciowego maja odpowiednio postac:

p =Jp Y exp(=BE,)
3p;=n

N

= exp(Bu,m)j,  exp(-BE,)
2p;=n

N

TS eXP[r BIE, - (1, +kT1an>zp,%
n=0%p;=n E @

gdzie Jp= exp(Bsp) jest przyczynkiem do sumy statystycznej pochodzacym od drgan

atomu w danym wezle sieci, o ktorym zaktadamy, ze jest niezalezny od konfiguracji

otaczajacych atomow. Parametr H, jest potencjatem chemicznym, natomiast suma 2p, = n

oznacza sumowanie po wszystkich rozktadach, dla ktorych liczba obsadzajacych wezly
atomow wynosi 7.

Stwierdzenie. O magnetyku Isinga zaktada sig, ze zawiera N spinow §° =*3, wow-
czas przyjmujac, ze 25" =0, , energia ukladu otrzymuje postac:

ZJO'O' —mHZa

<zJ>

gdzie m = gli,/2.
Suma statystyczna jest okreslona wzorem:
=, = exp(—pE,)
{o;}
gdzie {0;} oznacza sumowanie po wszystkich mozliwych kombinacjach rozktadu spinow.

Stwierdzenie. Catkowita magnetyzacja uktadu dana jest wzorem:

N
M=m) o,

2
wowczas —mN < M <mN lub —N < M/m < N, gdy M/m jest odpowiednikiem #» dla gazu
sieciowego. Magnetyzacj¢ wykorzystujemy do opisu rozkladu spinéw w uktadzie. Sumy
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statystyczne Z,1 =  sa rownowazne, co oznacza, ze takze rownania stanu i opisy zja-

wisk sa rowniez wzajemnie rownowazne. Poniewaz sumowanie wykonuje si¢ dla NV spi-

noéw, to jednak po uwzglednieniu warunku wszystkich ich mozliwych rozktadow w sie-
N

ci, gdzie g, = £1, wowczas — N < Z 0, < N, tak wigc = dla uktadu N spinow jest raczej
i=T

wielka suma statystyczna i odpowiednikiem =, dla gazu sieciowego.

Stwierdzenie. Po podstawieniu p, = (0, + 1)/2, gdzie p,=1 dla g,=1 oraz p,= 0 dla
0. = —1, wielka energia gazu sieciowego otrzymuje postac:

N

N
Ep—(up+kT1njp)zpi zsyaa - (£0+up+kT1n]p)za
=1

<l]>
N E .
- %4+ +kTIn
2|:|2 l‘lp ‘]P@

N N
gdzie g, = z £; = z €; oraz przyjmuje sig, ze suma ta jest zbiezna dla N — oo, co

=1
zachodzi, gdy £~ O dostatecznle szybko dla oddalajacych sig par weztow <i,j>. Wow-

czas dla dostateczme duzego ukladu &; jest stale i niezalezne od drugiego indeksu. Wow-
czas wielka suma statystyczna wyraza si¢ nastepujaco:

- _ [~y . :
:p—eXpETE%O+up+len]p »

gdzie

== exp%E;)Eoraz £, z 100 ; —(0+up+lenjp)%U
{0} kT i=1

<i,j>

Stwierdzenie. Gdy objetos¢ komorki elementarnej sieci wynosi 1, objetos¢ uktadu

V'=1-N= Nirdéwnanie stanu ma posta¢ = =exp BﬂEl a stad
r OkT T

- BV G, o
= =ex P - + +kTlnj
P p 2 g |:|2 IJP ]p

Stwierdzenie. W gazie sieciowym $rednig liczbe czastek <n> okresla zaleznos¢
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Oln = Oln =
<n>=z 1 P = kT 1=

0z ou,,

gdyz dz =z3 dup. Natomiast wyrazenie postaci

k

0ln =, O 0, al al
Tp:]iylwglizexp%%ol:1<ZU[>:<2§0[—1 :n—E
ou, I, K& HTHR2 2\& L' 2 2

okresla liczbg czastek gazu sieciowego pomniejszong o N/2. Powoduje to, ze

-1

) aln:p
~-N<2n—-N<N, czyli —N <2kT <N
ou,

Stwierdzenie. Dla modelu Isinga w przypadku wystgpowania zewngtrznego pola magne-
tycznego H spetione sa relacje:

G. =E. ~TS—HM = N oraz =. = expb- 22 H= expb- HsV
O KkTO 0 kT O

gdzie M oznacza magnetyzacjg, a [ potencjat chemiczny.

Poniewaz THS =-M oraz G, = —kT In =, wigc magnetyzacja uktadu wyraza sig

nastepujaco:
O0ln =
M=k
0H
a stad

- M
M=m Zdi oraz —~N<—<N
i=T m

Stwierdzenie. Odpowiednio$¢ gazu sieciowego i magnetyka Isinga wynika z porowna-
nia wyrazen _:p’i =,. Ich utozsamienie prowadzi do odpowiednio$ci poszczegdlnych
wielkosci charakteryzujacych oba uktady, co przedstawiono w tabeli 4.1.

Wilasnosci magnetyka Isinga maja swoje odpowiedniki w gazie sieciowym. Dotyczy
to takze przejscia fazowego.

Stwierdzenie. Ponizej temperatury Curie 7. w modelu Isinga zachodzi spontaniczne na-
magnesowanie i dla H = 0 pojawiaja si¢ uporzadkowane obszary fazy ferromagnetycz-
nej, podczas gdy dla temperatur 7> T uklad jest niemagnetyczny, a rozklad spinow
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Tabela 4.1. Odpowiednio$¢ modelu Isinga i gazu sieciowego

Parametry uktadu Model Isinga Gaz sieciowy
Energia oddziatywania Jyi &
Magnetyzacja i liczba atomow Mim 2n—-N

Energia oddzialywania z zewngtrznym

polem magnetycznym i potencjat chemiczny mH (&t M, tkTInj)2
Potencjat chemiczny —H P—(&/2+ W, +kTInj,)2
Cisnienie mH — [ P +gy/4

wykazuje pelny chaos. W fazie ferromagnetycznej warto$¢ magnetyzacji na jeden spin
wynosi +ml, gdy H — 0" albo —ml,, gdy H - 0, gdzie 1 21,>0,gdy 0< T'<T,. Wiel-
kos¢ I, = I,(T) = M/mN okresla utamek spinéw uporzadkowanych w fazie ferromagne-
tycznej. ROwnanie stanu magnetyka Isinga dla /' = 0 ma osobliwo$¢, ktora wyraza ist-
nienie przej$cia fazowego.

Stwierdzenie. Niech ¢— aktywno$¢ uogdlniona ma posta¢ ¢ =exp[B(H, +kTInj,)],
wOwczas

N
= = expd? 5,27
=g Seoe

gdzie

1
1 S m N
vy =exnl Beg e =ep Bey + 1, +KTIn /)

Stan gazu sieciowego odpowiadajacy przypadkowi H = 0 w modelu Isinga okresla
warunek v, =1 czyli rownos¢ &, + H,+ kT In Jp=0. Spetienie tej rownosci prowadzi
do osobliwosci w rownaniu stanu, a wowczas ponizej temperatury T, w gazie siecio-
wym jest realizowany stan wspotistnienia dwoch faz, tj. fazy ciektej i fazy gazowej od-
powiednio o ggstosciach

B»H 1+IO oraz B*H 1 10

gdyz z warunkéw odpowiednios$ci wynika relacja M _ 2n— N . Poniewaz w modelu
m

Isinga M NI, wigc gestos¢ fazy cieklej odpowiadajacej fazie uporzadkowanej fer-
m

romagnetycznie ma postac
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A" g =" B£+IH=;(1+IO)

OND 20nN O

PrzykeAD

Dwuwymiarowy model Isinga z oddzialtywaniem najblizszych sasiadow J, opisany
na sieci kwadratowej. Yang pokazat, ze w takim przypadku

1

1 —H ! = gdzie [ = J
°T 5 st )3 2kT

Otrzymana relacja umozliwia wyznaczenie ggstosci fazy ciektej i gazowej gazu sie-
ciowego jako funkcje L. Ci$nienie P natomiast mozna wyznaczy¢ korzystajac jedno-
cze$nie z rozwinigcia Onsagera podanego w rozdz. 10, wowczas

m
P 1 1 )
=-2L+In(2cosh2L)+ — 1n—§+,/1—K251n2 @d
kT ( ) 27'[.0r 2 ¢ Hde
gdzieKzzslnhizzL
cosh” 2L

0

Rys. 4.4. Przyktadowa zalezno$¢ cisnienia od objgtosci wtasciwej dla gazu sieciowego.
Przyblizony przebieg izoterm pojedynczych faz zaznaczono liniami przerywanymi

Wilasnosci symetrii gazu sieciowego

Stwierdzenie. Wprowadzone oznaczenia:

1
1 > .
Yy =eXP%B£o @CZ oraz ¢ = exp[B(H, +kTIn j,)]
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pozwalaja traktowa¢ wielka sumg statystyczna =, jako funkcje y,,, 4.

N
2.0

= 0)= S ew S ej00, Db

p\Up {az,-} HZ <g> j9iv Hyp

Funkcja ta jest niezmiennicza wzgledem zamiany znaku wszystkich 0, na —g,, gdyz
suma Z uwzglednia wszystkie mozliwe rozktady o, gdzie 0, =+1, a zatem po za-
{o:}

. . . . — _H1
mianie znaku zawiera ona takze wszystkie mozliwe rozklady. Stad = ,(y,) = =, B»

as

Stwierdzenie. Liczba czastek gazu sieciowego zdefiniowana w postaci 2n — N spetnia
relacje

o, N H
yir o= expEn Yy Z (o H

i=1

wigc

aiia

i:l
P

g;

Mz

olny,

—

Stwierdzenie. Pochodna 2" 50 gdys
wierdzenie. Pochodna olny, 20, gdyz
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02n—-N) _ G
Olny, dlnyp < '

<i,j>

bl }

Stwierdzenie. Suma statystyczna = b jest parzysta funkcja In Yy gdyz = ;) (v, ==, H
_ By ==

wige =, (exp(tlny,)) ==, (exp(~Ilny,)).

Stwierdzenie. Wyrazenie 2n — N jest nieparzysta funkcja In Yy gdyz

0ln = (exp(Iny,))
Olny,

2n—N =

jest pierwsza pochodna funkcji parzystej po jej argumencie.
Stwierdzenie. Wyrazenie 2n — N jest niemalejaca (rosnaca lub stata) funkcja In Vs gdyz

0(2n—N)
Olny,

=0

Stwierdzenie. Poniewaz w modelu Isinga pojawia si¢ uporzadkowanie (stan ferroma-
gnetyczny) dla T < T, i skok magnetyzacji w punkcie H = 0, wigc dla modelu gazu sie-
ciowego musi pojawi¢ si¢ faza ciekta i skok gestosci czastek. Ggstos¢ czastek gazu sie-

1 1 O0lmn='

ciowego okresla funkcja e =5 +— N Elr ktoérej mozliwe formy przedstawiono
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na rysunku 4.5. Krzywa ma ksztatt (a), jesli wyrazenie n/N jest analityczna funkcja In y,
w przedziale (—o0,+00). Gdy funkcja natomiast ma punkt osobliwy (nieciagtos¢), to od-
powiednia krzywa bedzie krzywa (b), gdzie nieciaglto$¢ pojawia sig, zgodnie z twier-
dzeniem Lee—Yanga, w punkcie, w ktérym In y, = 0.

n/NA
1,0 ;;::‘ ==
(b) (@)
05
=
0 In y:

Rys. 4.5. Mozliwe formy zaleznos$ci n/N od In v, dla gazu sieciowego

Stwierdzenie. Dla wysokich temperatur (T — o, 3 - 0) E;}(yp) redukuje si¢ do postaci

S |
=,,) %p ypH

ktéra wyraza sumg statystyczna uktadu nieoddziatujacych czastek. W tym przypadku
n/N jest analityczna funkcja y,W przedziale (0, ), a wigc takze dla y,=1 czyliIn y,=0.

Dowod
W przypadku, gdy B — 0 w wyrazeniu
N
— ()= S exp P 4,2
= = exp—— £,0,0, =y
p(yp) {JZ} HZ <;>J ./H P

mozna pomina¢ pierwszy czton, ktadac jego wartos¢ rowna 1. Takie przyblizenie odpo-
wiada pominigciu oddziatywan migdzy czastkami. Redukuje si¢ ono wowczas do po-
staci
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N N
Poniewaz - N < Z g,<N i z 0, zmienia si¢ co 2, gdy zmieniamy jaka$ war-
= i=T

to$¢ 0, na przeciwna, wigc

N

=, = Zy;

{0}

.

i

N N
- n n_n— —_ 1
:,;gj@y”m =25 @y”y” - %” +§

Vp

N

gdyz jednakowa warto$¢ z o, moze by¢ realizowana na E]V%sposob()w, a zatem
. n
i=1

= (Iny,) = (exp(ln y,) +exp(=Iny,)"
a stad

n 1 1 6 N
—=—+—[O——In[exp(In +exp(—In
N 272N oy, [exp(Iny,)+exp(~Iny,)]

exp(ln —exp(—In
:;+1D p(ln y,) —exp( y,,):;[lﬂanh(lnyp)]

2 exp(Iny,)+exp(-Iny,)

Otrzymane wyrazenie jest analityczna funkcja In Vv, W przedziale (—0,+o0) i dla
In y,=0 przyjmuje wartos¢ ¥.



5. RELACJA FERROMAGNETYK—ANTYFERROMAGNETYK

Magnetyk Isinga, magnetyzacja a parametr uporzqdkowania dalekiego zasiegu,
temperatury Curie i Néela

Zasadnicza idea modelu, znanego obecnie jako model Isinga, zostata sformutowana
w 1920 1. jako prosty model ferromagnetyka przez Lenza. Lenz przypuszczat, ze dosta-
tecznie silne oddziatywanie pochodzenia niemagnetycznego, ktore wyrdzni jako ener-
getycznie bardziej korzystne jedno z mozliwych potozen momentu magnetycznego cza-
steczki wzgledem jej najblizszych sasiadow w krysztale ferromagnetycznym, powinno
prowadzi¢ przy braku zewngtrznego pola magnetycznego do uporzadkowania momen-
tow magnetycznych w catym krysztale, tj. do pojawienia si¢ r6znego od zera parametru
porzadku. Ising w 1925 r. wykonat analiz¢ zaproponowanego modelu dla jednowymia-
rowego lancucha atomow i wykazat, ze w tym przypadku nie wystepuje przejscie do
stanu uporzadkowanego w zadnej temperaturze powyzej zera bezwzglgdnego. Ten ne-
gatywny wynik spowodowat, ze 0 modelu zapomniano. Zainteresowanie modelem po-
jawito si¢ znow, gdy Peierls wykazal, ze dwu- i trzywymiarowe modele Isinga opisuja
zjawisko uporzadkowania magnetycznego. Nieco pozniej w 1944 r. Onsager podat do-
ktadne rozwiazanie dla dwuwymiarowego modelu przy zerowym polu magnetycznym
i wykazal, Ze istnieje mozliwo$¢ opisu przejs¢ fazowych na gruncie teorii mikroskopo-
wej. Podstawowg zaleta modelu Isinga jest jego prostota utatwiajaca rozwazania staty-
styczne, co rowniez umozliwia stosowanie modelu do opisu przejs$¢ fazowych w innych
uktadach. Istota oddzialywania porzadkujacego momenty magnetyczne nie byta znana
w czasach Lenza i Isinga. Weze$niej Weiss ttumaczyl istnienie uporzadkowania magne-
tycznego w ferromagnetykach jako efekt dziatania niezwykle silnego pola wewngtrzne-
go o nieznanym pochodzeniu. Natura tego oddzialywania zostala wyjasniona dopiero
przez Heisenberga na gruncie mechaniki kwantowej. Za istnienie tego oddziatywania
odpowiedzialne sg elektrony powtok elektronowych atomow, ktorych spinowy moment
magnetyczny nie jest skompensowany drugim elektronem w stanie kwantowym o tej
samej gtownej 1 spinowe;j liczbie kwantowe;j. Jesli rozpatrzy¢ uktad dwoch takich ato-
mow, to zasada Pauliego wymaga, aby funkcja falowa byta antysymetryczna wzglgdem
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przedstawienia zmiennych spinowych i przestrzennych. Prowadzi to do wniosku, ze ener-
gie wlasne uktadu sa rézne, gdy spinowe momenty sa rownolegte lub antyrownolegle.
Oznacza to ze istnieje oddzialywanie, ktore orientuje momenty spinowe rownolegle lub
antyrownolegle.

Stwierdzenie. W przeprowadzonych rozwazaniach rozpatrywany jest model Isinga dla
H =0, ktérego wymiar moze by¢ wybrany dowolnie. Zaktadajac krotkozasiggowosé
oddziatywania, mozna przyjac, ze wystepuje ono jedynie migdzy parami najblizszych
sasiadow. Cata sie¢ stanowia dwa identyczne podsystemy sieci A i B. W weztach pod-
sieci A 1 B znajduja sig czastki, ktorych momenty magnetyczne moga przyjmowac je-
dynie dwa przeciwne potozenia 0, = =1 wzgledem wyrdznionego w przestrzeni kierun-
ku. Czastki traktowane sa poza tym punktowo i sa sztywno zwiazane z siecig krystaliczna,
co oznacza, ze inne stopnie swobody nie maja istotnego wptywu na opisywane zjawi-
sko. Mozna wigc mowi¢ o uktadzie spindw rozmieszczonych w weztach dwoch sieci
o zadanej geometrii, gdzie najblizsi sasiedzi znajduja si¢ w innej podsieci. Jezeli we
wszystkich wezlach podsieci A spiny 0, = +1 (albo g;,= —1) oraz we wszystkich we-
ztach podsieci B spiny 0= +1 (albo 0= —1), to uktad tworzy uporzadkowany stan fer-
romagnetyka. Gdy natomiast we wszystkich weztach podsieci A spiny 0, = +1 (albo 0, =
—1), a we wszystkich wezlach podsieci B spiny 0=-1 (albo 0= +1), to uktad tworzy
uporzadkowany stan antyferromagnetyka.

Rys. 5.1. Przyktadowe rozmieszczenie spindow dla uktadu
dwuwymiarowego w weztach podsieci A 1B

Stwierdzenie. Energia uktadu przy uwzglgdnieniu oddzialywania najblizszych sasiadow
ma postac
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gdzie <i,j/> oznacza sumowanie po najblizszych sasiadach, przy czym spiny odpowia-
dajace indeksom i i j musza naleze¢ do roznych podsieci. Dla ferromagnetyka J;; > 0,
a dla antyferromagnetyka J;; < 0. Dla prostych uktadow regularnych przyjmuje sig, ze
Ji;=J 1]est stale.

Stwierdzenie. Dla ferromagnetyka stanem o najnizszej energii jest stan, gdy wszystkie
spiny w obu podsieciach maja identyczne ustawienie, np. 0 I-A =0 f =+1 albo -1, wow-
czas

E; ZJU,gdmeJ >0
<1J>

Dla antyferromagnetyka stanem o najnizszej energii jest stan, gdy wszystkie spiny
w kazdej podsieci maja identyczne ustawienie, ale spiny w réznych podsieciach sa usta-

wione przeciwnie, np. GI-A = —Jf =+1 albo O I-A =-0 f =-1, wowczas
_1
ES—E Jy = Z| Jil, gdsz <0
<i,j> <1J>

Stwierdzenie. Suma statystyczna

=, = expBﬁ J;0,0;

PP
gdzie {0, Uj} oznacza sumowanie po wszystkich mozliwych rozktadach spinow w obu
podsieciach jest niezmiennicza wzglgdem jednoczesnej zamiany wszystkich Jy =y
oraz 0, - —0, w calej jednej podsieci A albo B. Taka zamiana wyraza przejscie od fer-
romagnetyka do antyferromagnetyka.

Stwierdzenie. Poniewaz suma statystyczna, a wigc i rOwnanie stanu, dla ferromagnety-
ka J; >0 i dla antyferromagnetyka J;<0sa takie same, wlasnosci zatem FM i AFM sa
analogiczne, np. zalezno$¢ ciepta wlasciwego od temperatury, istnienie osobliwosci, okre-
$lenie temperatury przej$cia fazowego.

Definicja. Parametr porzadku jest wielkos$cia intensywna i okresla stan uporzadkowa-
nia uktadu. Niech N i N4 oznaczaja liczby spinow 0, o wartosci odpowiednio +1
i —1 rozmieszczonych w podsieci A, a N2 i N? odpowiednio liczby spinéw rozmie-
szczonych w podsieci B, wowczas parametrem porzadku jest dla:
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» ferromagnetyka — wielko$¢ wyrazajaca spontaniczna magnetyzacje

<’Zv>_1< ‘>_§20 > <ZU >D_[(NA+NB) (N2 +N2)]

» antyferromagnetyka — stopien uporzadkowania dalekiego zasiggu w obu podsieciach

_ 1 D_l A ads BB
_N§Zo,4>—<lzaf>5-N[(N+ NA)—(NE N_)]

= Lvi 4 Ny -2+ N
N

gdzie N =N f +NA+ Nf + N8 oznacza catkowita liczbe spinow w obu podsieciach.

Stwierdzenie. Parametr porzadku dla ferromagnetyka <M>/mN oraz antyferromagnety-
ka S zalezy od temperatury i dazy do maksymalnej warto$ci réwnej 1, gdy 7 — 0. Jest
woOwczas osiggane wlasciwe, pelne uporzadkowanie w obu podsieciach. W przypadku,
gdy T — T, tj. temperatury Curie dla FM, lub T - T, tj. temperatury Néela dla AFM,
parametr porzadku dazy do zera i brak jest uporzadkowania dalekiego zasiggu.

M A
mN

1
S

>
Te,Tn T

Rys. 5.2. Zaleznos¢ parametru porzadku FM — <M>/mN oraz AFM — S od temperatury.
Parametr porzadku znika po osiagnigciu temperatury krytycznej T, lub T,



6. GRANICA TERMODYNAMICZNA

Wtasnosci analityczne sumy statystycznej przy przejsciu do granicy termodyna-
micznej, warunki stabilnosci uktadu, przyktady i oszacowania

Stwierdzenie. Uktad w stanie rownowagi termodynamicznej jest opisywany przez para-
metry intensywne i ekstensywne. Parametry intensywne, np. 7, P, H, p nie zaleza od
liczby elementarnych sktadnikow, parametry ekstensywne np. V, S, F, G sa proporcjo-
nalne do liczby czastek lub spinéw itp., ogoélnie do liczby N.

Stwierdzenie. Funkcje termodynamiczne daja si¢ wyrazi¢ przez In Z lub In =, np.
F=—kTIn Z, Q=—kT In =, lub ich odpowiednie pochodne np. S = (0 kT In Z /07) itp.

Stwierdzenie. Funkcje termodynamiczne w poszczegdlnych fazach uktadu sa analitycz-
nymi funkcjami intensywnych parametrow stanu. W punktach przejs$¢ fazowych pewne
wielko$ci termodynamiczne przestaja by¢ funkcjami ciagltymi intensywnych parametrow
stanu (7, P, H, p) i w wyniku przej$¢ fazowych nastepuja ich gwattowne zmiany.

Stwierdzenie. Wielkosci termodynamiczne nie zaleza od rodzaju zespotu statystyczne-
go uzytego do ich wyznaczenia.

Definicja — Granica termodynamiczna jest to formalne przejscie graniczne dotyczace
liczby czastek (spindow), N — oo, oraz objgtosci, V' — oo, po zatozeniu, ze koncentracja
NIV pozostaje stala.

Stwierdzenie. Przej$cie do granicy termodynamicznej zapewnia:

* jednorodno$¢ przestrzenng uktadu oraz brak efektow zwiazanych z brzegiem ukta-
du, gdyz niejednorodnosci staja si¢ male, a brzeg nieskonczenie odlegty,

* pojawienie si¢ osobliwosci w logarytmie sumy statystycznej i innych wielko$ciach
termodynamicznych, gdy tylko V' — oo, ktére sa odpowiedzialne za przejscia fa-
Zowe.
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PrzykeAD
Rozpatrzmy model Isinga w przyblizeniu najblizszych sasiadow, J; = J. Suma staty-
styczna dla uktadu N spinéw 0; = =1 ma postac:

U

== z z exp[—l—HZGiGj%
o=l oy=tl EZkT B<i,j> %

Zawiera ona 2V sktadnikéw analitycznych, gdyz dla ustalonego i zachodzi

-5 < z 0,0; <s, gdzie s jest liczba najblizszych sasiadow, a wigc wartos¢ sumy
<>

Ay
<i,j> <i,j>

z 0,0 ; dlawszystkich par <i,j> jest ograniczona i niech - N, < z 0,0, < N,,gdzie

s
N, < 5 N, wowczas

_ b J
2= 3 Aol

gdzie A, — pewna liczba naturalna jest funkcja analityczna jako skoficzona suma funkcji
analitycznych, gdy 7> 0.

Stwierdzenie. Suma statystyczna jest analityczna funkcja temperatury 7, z wyjatkiem
T =0, co powoduje niewystgpowanie przej$¢ fazowych dopoki liczba sktadnikoéw ukta-
du N jest skonczona, N < oo,

Stwierdzenie. Osobliwosci funkcji termodynamicznych w sensie $cistych definicji ma-
tematycznych mogg si¢ pojawic¢ jedynie po przejsciu do granicy termodynamiczne;j.

Stwierdzenie. Rzeczywiste uktady zawsze sa skonczone, gdyz sa zbudowane ze skon-
czonej liczby sktadnikoéw, chociaz N moze by¢ bardzo duze. Obserwowane cechy do-
$wiadczalne w punktach przej$¢ fazowych sa identyfikowane przez ich ekstrapolacje
na odpowiedniki osobliwosci pojawiajace si¢ podczas przejscia do granicy termodyna-
miczne;j.

Stwierdzenie. Jednorodno$¢ przestrzenna uktadu oraz brak brzegu przy przejs$ciu do gra-
nicy termodynamicznej powodujq koniecznos¢ nakladania ograniczen na potencjat od-
dziatywania sktadnikow uktadu.

Stwierdzenie. Gdy N, i N, sa liczbami czastek uktadu nalezacych odpowiednio do podu-
ktadow I i II, wowczas energia wewngetrzna uktadu E(1, 1) = E(1) + E(II) + W, gdzie W
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jest energia oddziatywania poduktadow 11 11, ktora wyraza efekty brzegu. Nastepujace
lematy wprowadzaja ograniczenia na potencjat oddziatujacych sktadnikow uktadu.

LEMAT. Warunek |W| < AN, N,r 4, gdzie stala 4 2 0, jest wystarczajacy, aby pomina¢
efekty brzegu, gdy r okreslajace najmniejsza odleglos¢ dwoch czastek nalezacych do
poduktadow 1111 jest duze, a wykladnik g wigkszy niz wymiar d przestrzeni konfigura-
cyjnej, ¢ > d, co zapewnia addytywnos$¢ poduktadow.

LEMAT. Warunek E(N)=—-NB, gdzie B = 0, pozwala unikna¢ efektu gromadzenia si¢
czastek prowadzacego do niestabilno$ci uktadu oraz zapewnia zbiezno$¢ sumy staty-
stycznej. Poniewaz E(N) ~ N, wigc warunek E(N)/N = —B oznacza istnienie kresu dol-
nego energii przypadajacej na jedna czastke niezaleznie od liczby czastek uktadu.

PrzykeAD

Uktad N czastek jednoatomowych jednego gatunku. Dla takiego uktadu suma staty-
styczna ma postac:

ZN ]in A3N J.d3Nx eXp[ BE(N)]

gdzie A =./2mh? / mkT jest termiczna dtugoscia fali czastki oraz E(N) = —NB, wigc
—BE(N) < BNB. Wowczas suma statystyczna jest ograniczona nastgpujaco:

Zy < L0l vV e = L 2 eoiam Eﬁexp(ﬁBm
YN MBS H "~ §

gdzie n, = N/V = const oraz wykorzystano wzor Stirlinga — N! = e "NV, Stad wielka suma
statystyczna, ktora wyraza sig:

— S _
= _1+1\20ﬁ J/'dwx exp[-BE(N)]

gdzie ¢= z/A%, az jest aktywnoscia, po uwzglednieniu warunku E(N) = —NB daje si¢ osza-
cowac nastgpujaco

o c C = S ! =
= NZV exp(mz;N)-1+Nz=0ﬁ [¢ Vexp(BB)]" = expl ¥ exp(8B)]

Stwierdzenie. Przedstawione oszacowania dowodza, ze w przypadku skonczonego uktadu,
V<o i N <oo, warto$ci Z, oraz = sa skonczone. Nie musi to dotyczy¢ granicy termo-
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dynamicznej. Jednak otrzymane wyrazenia umozliwiaja oszacowanie ci$nienia w gra-

nicy termodynamicznej. Poniewaz P = _ZIF/ , wiec

P .. 0lnZ . Inz O e 0
— = lim N = lim N < n, In[F——— exp(BB)[I< o
KT vee OV vee V0B, o(p )5

gdzie wykorzystano regul¢ d’Hospitala.
Cisnienie mozna réwniez wyznaczy¢ 1 oszacowac z formuty

P . In=
— = lim —— < ¢exp(fB) <o
i = Gexp(BB)
. . .. InZ, . In=
Z otrzymanych oszacowan wynika zatem, ze wyrazenia I}1111 oraz th Vv

przyjmuja skonczone wartosci.



7. MIEJSCA ZEROWE WIELKIEJ SUMY STATYSTYCZNEJ

Przedluzenie analityczne i miejsca zerowe wielkiej sumy statystycznej, ident)fi-
kacja przejscia fazowego w gazie sieciowym, porownanie z potencjatem Coulomba
w dwuwymiarowej przestrzeni

Stwierdzenie. Przejawem przejscia fazowego jest nieciaglto$¢ albo osobliwo$¢ w row-
naniu stanu badanego uktadu. Rozwazanym obiektem jest uktad N oddzialujacych cza-
stek zawartych w naczyniu o objetosci V, dla ktorych potencjat oddziatywania v(r) cha-
rakteryzuje si¢ skoficzonym zasiggiem r,, sztywnym rdzeniem sit odpychajacych
o $rednicy a 1 ma nastgpujaca postac (por. rozdz. 11 2):

o, gdy r<a
v(r)=Q oraz —v,<w(r)<0, gdy asr<r,
(), gdy r<p
Powoduje to, ze w objetosci V' moze znajdowac si¢ co najwyzej N, (V) czastek, gdyz
dla N> N, (V) co najmniej dwie czastki beda sig ,,stykaty” 1 wowczas klasyczna suma
statystyczna jest towna zeru, tj. Q\(¥) = 0 dlaN > N, (V), zatem wielka suma statystyczna
rozwazanego uktadu ma postac

N, (V)
@)=Y 2oy
N0
gdzie Q\(V) =1 oraz
1

Oy()=

PEL e—ﬁQ(l ,,,,, N 50
NIAN I

Z(@ V) =1+20,(N) + 270, (V) +..+ 20y (V)
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jest wielomianem stopnia N,, = N, (V) < o zmiennej z. Poniewaz wszystkie wspotczyn-
niki wielomianu sa dodatnie, O\(V) >0 orazz = ePHOR,, rownanie =(z, V) = 0 nie ma
pierwiastkow wsrod z rzeczywistych dodatnich.

Stwierdzenie. Przedtuzenie analityczne funkcji =(z, V') na cala ptaszczyzng zespolong C
zapewnia, ze rOwnanie =(z,V) =0 ma N, (V) pierwiastkow Z,...,Zy_ UC. Wowcezas
wielkq sumg statystyczna =(z, /) mozna przedstawi¢ w postaci:

N, (V)

Zen= 1] E—ZZ%
=1 i

Otrzymane wyrazenie umozliwia okreslenie ci$nienia w granicy termodynamiczne;j
w nastgpujacej formie:

gdziez, 0 C,az OR,. Poniewaz dla V' < oo wszystkie pierwiastkiz;, [1 R, wigc w grani-
cy V - oo liczba pierwiastkow N, (V) — o i moze istnie¢ nieskonczony podciag z;, —
z, UR,, gdyi" - woraz =(z,, V) = 0. Wowczas z = z, jest punktem osobliwym aktyw-
nosci, w ktoérym zachodzi przejscie fazowe.

A
Y .
Zi =X+ 1y
'..... ‘
.....
S
-
*,
>
0 Z X

Rys. 7.1. Przyktadowy ciag punktow z,, = x, + iy, 1 C dazacy do z, O R

Stwierdzenie. Istnienie przejscia fazowego w gazie sieciowym mozna wykaza¢ przez
poréwnanie wtasnosci z dwuwymiarowym potencjatem Coulomba.

Dowéd. Niech pierwiastki rownania =(z, V) = 0 tworzace ciag zbiezny do z, I R, sa

postaci z, =r, exp(i8,) orazz LI R, wowczas
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1
_ o — )2 ; 272

mA - 2 He1n (r, c086, —z) +ir,sinf, _ In [(r,cos0, —z)" +(r,sinB,)"]
z, r,exp(if,) v

n

1
+ cze$¢ urojona =1In(z* —2zr, cosB, +r?)2 —Inr,+ czes¢ urojona

Rownanie stanu zatem, ktore w granicy termodynamicznej ma postac

gdzie z > 0 jest aktywnoscia, zawiera \{vs’réd sktadnikéw nieskonczonego szeregu ele-

menty postaci In(z? —2zr, cos8, +r)2 .

Rozwazmy potencjal elektrostatyczny w przestrzeni dwuwymiarowej pochodzacy od

fadunku punktowego e. Z twierdzenia Gaussa wynika, ze E [2Ttr = 4Tte, czyli E = 2¢ ,

gdzie £ — warto$¢ natgzenia pola elektrycznego w odlegtosci » od tadunku punktowegg e,

. 2 L . . .
zatem natgzenie E(r) = —zer , a stad odpowiadajacy mu potencjat oddziatywania ku-
r
lombowskiego ma posta¢ @(r) = —2eln | r | . Przenoszac rozwazania na ptaszczyzng XY,
mozna stwierdzi¢, ze dwuwymiarowy potencjat elektrostatyczny w punkcie P, pocho-
dzacy od fadunku e = —%2 umieszczonego w punkcie P, wyraza si¢ on nast¢pujaco

1
@(r,) =In(z> = 2zr, cos@, +r?)?

1

gdyz odlegto$¢ | PP | = (z* = 2zr, cos@, +r,)>2

A
y

Rys. 7.2. W punktach P, znajduja si¢ tadunki e = —%2. Gdy punkt P, zmierza
do punktu z), wowczas punkt z takze dazy do punktu z
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Gdy liczba tadunkéw N — oo, wowczas staja sig one roztozone w sposob ciagly wzdtuz
krzywej, jak na rysunku 7.2, ktdra przecina o$ X w punkcie z, > 0. W punkcie tym po-
tencjal elektrostatyczny pochodzacy od zgromadzonych na krzywej fadunkow e = %%,
ktéry ma postac

N 1
o) = z In(z* = 2zr, cosB, +r?)>
n=1

zmienia si¢ w sposob ciagly, natgzenie natomiast gwattownie zwigksza si¢ skokowo do
warto$ci przeciwnej. Zauwazmy, ze w przypadku tadunkow roztozonych wzdtuz nie-
skoficzonej prostej prostopadtej do osi X i przechodzacej przez punkt z, potencjat wy-
znaczany na osi X ma posta¢ @(z) = -E|z - z, |, gdzie E jest stalag wartoscia natgze-
nia pola. Stad natezenie pola (wzdtuz osi X, X — wektor jednostkowy) ma posta¢

E=-00(r) = —aicp(z)fc = E Bgn(z —z,)%
Z

czyli zmienia skokowo swoja warto$¢ na przeciwna w punkcie z,.
Poniewaz ggstos$¢ (koncentracja czastek) gazu sieciowego wyraza si¢ nastepujaco

N orH. 1. _ . 0 QP
p —; —z(k@lngn_(z,V)@, czyli p _ZE@VC_T@
a suma statystyczna zawiera takze takie same wyrazy jak potencjat elektrostatyczny, zatem
gestos¢ p w punkcie z, musi wykazywac nieciagto$¢ typu skok 1 jest to punkt przejscia
fazowego. Faza gazowa istnieje, gdy z < z, faza ciekla, gdy z > z,. Na podstawie prze-
prowadzonych rozwazan, nalezy oczekiwac, ze funkcja ggstosci w najblizszym otocze-

1
niu punktu z, bedzie wyrazaé sig nastgpujaco: P(z) = Py + 5 Py sgn(z — zy) , gdzie p,

pochodzi od innych sktadnikow wielkiej sumy statystycznej niz te, ktére maja swoje
odpowiedniki w dwuwymiarowym potencjale elektrostatycznym, a p, okresla wielkos¢
skoku gestosci.



8. MODELE JEDNOWYMIAROWE

Modele jednowymiarowe z oddziatywaniem o skonczonym zasiegu, rozktad P-T,
analitycznos¢ rownania stanu, model oddziatywania o nieskonczenie diugim za-
siegu przy zaniedbywalnie matej energii

Stwierdzenie. Modele jednowymiarowe daja si¢ rozwigzac $cisle w sposob analityczny.
Otrzymywane rozwiazania pozwalaja ustali¢ warunki zachodzenia przejs¢ fazowych lub
wykazuja ich brak.

Uklady o oddzialywaniach wylacznie mi¢gdzy najblizszymi sasiadami

Rozwazany jest model jednowymiarowy, w ktorym:

* objetos¢ V' = L jest dtugoscia uktadu, a czastki sa rozmieszczone w przestrzeni jed-
nowymiarowej,

» oddziatywanie krotkozasiggowe jest ograniczone do oddziatywania najblizszych sa-
siadow, uwzgledniane sa jedynie sity wzajemnego oddziatywania wystgpujace mig-
dzy parami sasiadujacych czasteczek,

 czastki jednego rodzaju oznaczone numerami 1, 2,..., N, rozmieszczone kolejno wzdtuz
linii ukfadu, nie moga przenikac si¢ wzajemnie,

* diugos¢ uktadu L moze przyjmowac dowolne warto$ci.

Stwierdzenie. Jezeli w rozwazanym ukladzie zachodzi przejscie fazowe, to istnieje taka
dhugoséé¢ L, ze pochodna OP/JL jest nieciagta w L = L*. Aby zbadac¢ te whasnosé¢ uktadu,
nalezy rozwazy¢ zdefiniowane dalej wielkosci.

Suma statystyczna dla uktadu jednowymiarowego ma posta¢

Zy(T,L)= —NJ’ ...J’exp[-l— B Zu(xi+1 —x;)0dx, ...dxy |
A0 B B

<isN-1
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gdzie czynnik 1/N! nie wystepuje, poniewaz czastki klasyczne nie moga zamienia¢ swej
kolejnosci w uktadzie jednowymiarowym, A = ,/21‘[7’12 / mkT — termiczna dlugos¢ fali
czastki.

Stwierdzenie. Aby przenie$¢ rozwazania do uktadu, w ktorym parametrami sa cisnienie
i temperatura, czyli tzw. uktadu P—T, nalezy okresli¢ posta¢ czynnika Boltzmanna uwzgle-
dniajacq zmiany liczby stanow pod zadanym ci$nieniem termostatu. Poniewaz entropia
termostatu wynosi

os oS E PV
S(E-E\V-V)Y=SEV)+_—(-EV+_—(-V)=S(EV)-—~-—
( VESEY)* L CEYr (V) =SEY) = =

wigc czynnik Boltzmanna ma posta¢ exp[— B(E' + PV')], a stad suma po wszystkich
stanach, czyli suma statystyczna w zespole P—T wyraza si¢ nastgpujaco

00

Yy(T,P) =J'dV exp(=BPV) Zy(T,V)
0

i stanowi transformat¢ Laplace’a sumy statystycznej Z,(7.,V).

Stwierdzenie. Y\ (T,P) = exp[-BG(T,P)], gdzie G(T,P) jest entalpia swobodna okreslana
takze jako potencjal Gibbsa.

Dowod. Poniewaz Z,(T,V) = exp[-BF(T,V)], gdzie F(T,V) jest energia swobodna, wigc

00 00

Yy(T,P) =J'dV exp(=BPV) Zy(T,V) =J'a’Vexp{—B[PV + F(T,V)]}
0 0

z czego wynika, ze

) 1 e )

ﬁlnYN(T,P)— Y, (T.P) aﬁ-!dV exp{-B[PV + F(T,V)]}

e 2 oy - p () - g TN
= YN(T,P)J)'dVeXp{ ,B[PV+F(T,V)]}%|—PV F(T,V)- 0 -

=P<V>+<F>+T<S>=H
gdzie H jest entalpig oraz

-1

1 -1

B67F2767F:lai T :—TaizTS

0B kT 51 TOorTHor or
kT
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a oznaczenie

00

<4>=_ | [V expi=BLPV + F(T. )]} ()
0

 Yy(T.P)

definiuje $rednia po zespole statystycznym P-T. Z drugiej strony

0 =0 ao - G _ - _
—ﬁmmmm_ww®<ﬂﬁw G-TS

azatem G = H+ TS, czyli G jest entalpia swobodna.
Stwierdzenie. Srednia objetos¢ w zespole P—T wyraza sie wzorem

1Y, (T,P)
oP

<V >=
gdyz

— 1 P —_
<V >= 7YN(T,P).!:dVeXp{ BIPV + F(T, M)}V

Stwierdzenie. W rozwazanym ukladzie jednowymiarowym suma statystyczna w zespo-
le P—T ma postac

Kﬂﬂﬂ=ﬁﬂwﬂ1ﬁD2ﬁﬁD
0

1 00 _BPLoo 00 |:| |:|
=A7‘[dL e ‘!'dxl ...‘!'de expF B u(x; 4 —xi)g

1<isN-1

Po przedstawieniu dtugo$¢ L w formie
L=x+(x,—x) T (;—x,) ...+ (xy—xy_) + (L —-xy)

oraz zamianie zmiennych catkowania, zast¢pujac odpowiednio wsytepujace w catkach
rozniczki:

dx, — d(x,—x,),dxy - d(x;—x,),...,dL - d(L —x,)

wyrazenie Y,(7, P) mozna przeksztatci¢ do postaci
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00 00

1 [ee]
Yy (T,P)=—(dx, ... [dx, [dLexp{—BP[x; +(x, —x))+...+ (L —x,)]}
N /\N‘([ 1 ‘([ N'([ 1 27X N
Lexp{=Plu(x, =x) +u(x; —xy) +...+ulxy —xy_ )1}
1 [ee] [ee] [ee]
:/\Tv‘!.dxl‘!.d(xz —xp) ”“([d(xzv _xN—1)Id(L = xy) exp(—BPx;)

Cexp{=Blulx, = x) + Px, = x)]} L. Lexp {=Blu(xy —xy_) + P Uxy —xy))]}

-1
Lexp[—pBP LWL =~ xy)]= W %gdx exp[—f (u(x) + P DC)]QV

Po wprowadzeniu oznaczenia

00

F(P)= Idx exp[—B(u(x) + P [¥)]
0

otrzymujemy
1 1
AV (BP)Y?

Yy (T,P) = [F(P)V™!

Stwierdzenie. Poniewaz w uktadach jednowymiarowych objgtosci odpowiada dtugosc,

1 0lnYy(T,P) .

wigc jej srednia warto$¢ < L > = L wyraza si¢ wzorem L = — ,3 op ijest funk-

cja P 1 T. Po podstawieniu wyznaczonych wyrazen otrzymujemy

__1 a%
BaPa D’\ (BP) %

=- [1366 [-NInA =2In(BP) + (N —1)In F(P)]
_ 24T 0

~kT(N - l)—lnF(P) =—KIN InF(P)
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gdyzN—1=N, a zatem

kT

/= 3 -(])’dx x exp[—B(u(x) + P k)]

L
N F(

gdzie [ jest ,,dlugoscia wtasciwg”.

Stwierdzenie. Aby ustali¢, czy w badanym uktadzie moze zachodzi¢ przejscie fazowe,
nalezy wyznaczy¢ pochodna dP/d/. Wymaga to znajomosci postaci potencjatu u(x).
W uktadzie jednowymiarowym potencjat u(x) musi by¢ potencjatem odpychajacym, tzn.
u(x)>0orazu(x) - 0, gdyx — oo, gdyz potencjat przyciagajacy preferowatby stan gro-
madzenia sig czastek, zatem wyrazenie u(x) + Px > 0, a stad

[ee] [ee]

F(P) = J;dx exp[-B(u(x) + P ¥)] < ldx exp(-BPx) = kPT

oraz

_9F(P)

oP OP 0O

= ﬁ{dx x exp[-Bu(x)+ P k)] < ﬁ{dx xexp(—BPx) = B’i
co stanowi, ze dla P >0 F(P) jest regularna, ograniczong i malejaca funkcja P, czyli
funkcja analityczna, ktorej pochodna tez jest funkcja analityczna. Wynika stad, ze dtu-
go$¢ wilasciwa [/ jest analityczng funkcja P oraz P = P(/) jest takze funkcja analityczna
dla wszystkich wartosci /. Brak osobliwos$ci funkcji P(/) oznacza, ze nie sa mozliwe zadne
przejscia fazowe.

Stwierdzenie. W uktadach jednowymiarowych, przy zatozeniu oddziatywania najbliz-
szych sasiadow, przejscia fazowe nie wystegpuja.

Jednowymiarowy gaz sieciowy uwzgledniajacy oddzialywania
pierwszych, drugich i trzecich najblizszych sasiadow

Zatozenia

* Gaz sieciowy stanowi uktad, w ktorym n czastek jest rozmieszczonych w N weztach
sieci krystalicznej, gdzie n < N.

*  Model gazu sieciowego jest rownowazny modelowi Isinga.

* W modelu jednowymiarowego gazu sieciowego uwzgledniajacym jedynie oddziaty-
wania najblizszych sasiadow zadne przej$cia fazowe nie wystegpuja.
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* Obiektem rozwazan jest jednowymiarowy uktad, w ktorym wzajemne oddziatywa-
nia obejmuja skonczona liczbg kolejnych najblizszych sasiadow. Szczegdtowe roz-
wazania sa prowadzone dla przypadku, gdy uwzglednia si¢ oddziatywania pomig-
dzy trzema najblizszymi sasiadami.

Rys. 8.1. Oddziatywania migdzy sasiadami: a) najblizszymi, b) drugiego rzedu, c) trzeciego rz¢du

Stwierdzenie. W przypadku oddzialywania migdzy trzema najblizszymi sasiadami ener-
gi¢ wzajemnego oddzialywania uktadu n czastek obsadzajacych N wezlow mozna zapi-
sa¢ w formie

E,=u(p\, py, P3> Ps) + u(py, D3, Py P5) + t(P3, Pys P, Pe) T+ -

gdzie u(p,, p,, . P;.»» P;+3) J€St €nergia przypisang czastce znajdujacej si¢ w wezle i-tym,
ktéra wyraza oddzialywanie i-tej czastki z czastkami obsadzajacymi wezly i+1, i+2,
i+3,

O, gdy wezet jest obsadzony

p; =

N
=n
, gdy wezel jest pusty oraz ;p,

Woweczas wielka suma statystyczna ma postac

N O N 0
== ZE" Z eXpErBzu(pi’pi+1’pi+zvpi+3)5
i=l

n=0  2p;=n

gdzie wyrazenie ij = n oznacza sumowanie po wszystkich mozliwych stanach, tj. kom-
binacjach rozlokowania n czastek w N weztach. Zaktadamy ponadto, ze uktad tworzy
zamknigty pier§cien, co utozsamia wezet N+ 1 z pierwszym weztem itd. Po przeksztat-
ceniu wielkiej sumy statystycznej do postaci

N
== z I_l exp[—B u(p;, Dis1» Pixz» Pix3)IE"
{pyyis=
gdzie sumowanie odbywa si¢ po wszystkich mozliwych kombinacjach obsadzenia N
wezlow, oraz po wprowadzeniu oznaczenia
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WD, Pis1s Pivy | Pivy> Piva> Pivy) = exp[—Bu(p; s Piv> Pivys Pivs )&

ostatecznie otrzymuje si¢ wyrazenie

N

== z I_l W(Pi»> Pixt> Piva | Pist> Pivas Pix3)
{Pj}i=1

Stwierdzenie. Liczba mozliwych stanow dla trzech kolejnych weztow o obsadzeniach 0
lub 1 wynosi 2° = 8. Stany te oznaczane jako k= 1, 2, ..., 8 odpowiadaja nastepujacym
obsadzeniom

k= 1 2 3 4
stan 000 001 010 011

k= 5 6 7 8
stan 100 101 110 111

Mozna traktowa¢ wyrazenia W(p;, P;y» Pivs | Pisi» Piva» Piv3) Jako elementy pew-
nej kwadratowej (8x8) macierzy W, ktdra ma postac

0oQd
ot

OJ
UN
x
ol

OJ
0g

00
xH

S OO xR OO O =
S O 8 OO O v O
S O v OO O =% O
S X O OO 8w OO
S X O OO 8w OO
= O O O O O O

=
I
(& GLHULIGH IS

gdzie symbol x oznacza elementy macierzowe roézne od zera, ktorych jest 16. Pozosta-
tych 48 elementow jest zerami, poniewaz maja one niefizyczny charakter, np. w(2 | 1)
=w(001 | 000) =0, gdyz w lewej czeSci przyjeto, ze obsadzenie weztap, ., = 1, a w pra-
wej, ze p;., = 0, co jest sprzeczne, a wigc niefizyczne.

Stwierdzenie. Macierz W okres$la wszystkie mozliwe oddziatywania czastki z jej trzema
kolejnymi sasiadami. Macierze W, Z{W( P> Pists Pisz | Prszs Pisas P; +3)} zdefiniowane
dla poszczegolnych weztow i = 1, 2, ..., N sa identyczne W, = W, gdyz wszystkie czast-
ki sa jednego rodzaju, a kolejne taczace je oddziatywania powtarzaja si¢. Pozwala to
zapisa¢ wielka sumg statystyczna w postaci
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N

== ZHW(P17P1+17P1+2 | Dists> Disas Pin3) =T |_|W =Tr W™
{p;}i=l

Stwierdzenie. Po zdiagonalizowaniu macierzy W wielka suma statystyczna sprowadza
si¢ do postaci

gdzie A, (i=1,2, ..., 8) sa warto$ciami wlasnymi macierzy W. Z twierdzenia Perrona
wynika brak degeneracji wartosci wlasnych A oraz ze najwigksza warto$¢ wiasna (co
do bezwzglednej wartosci) jest dodatnia.

Stwierdzenie. Jezeli A, >0 jest najwigksza warto$cia wlasna, rownanie stanu w granicy

P
termodynamicznej ma postac T =1InA,. Poniewaz A, jest analityczna funkcja 3, zad-

na osobliwos$¢ w cisnieniu P = P(T), ktore jest analityczna funkcja temperatury 7, nie
pojawi sig, a zatem brak jest przej$¢ fazowych.

Dowod. Rownanie stanu w granicy termodynamicznej wyraza si¢ nastepujaco:

BP = lim L inz = tim —ln(/\N +AY + .+ A
N o N N o N

—A}{anln%\{V%HE&%V +. +%§%
:A}iinwan/\1 +]1vln§1 +E%§ +...+ %g%: In A

gdyz (A/A)N - 0,dlai=2,3, ..., 8, gdy N - o,

Stwierdzenie. Przeprowadzone rozwazania w przypadku oddziatywania z trzema najbliz-
szymi sasiadami w uktadzie jednowymiarowym mozna tatwo uogéIni¢ na dowolna skon-
czong liczbe ¢ (¢ < o) sasiadow. Wowczas takze otrzymane rdwnanie stanu jest anali-
tyczne i w ukladzie nie wystgpuja przejscia fazowe. W uktadach jednowymiarowych
zatem, w ktorych oddzialywania czastek majq skonczony zasieg, przejscia fazowe nie

wystepuja.
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Oddzialywania dalekozasi¢gowe

Stwierdzenie. Jedna z istotnych cech oddziatywan jest ich zasieg. Rozréznia si¢ oddzia-
tywania dtugozasiggowe lub inaczej dalekozasiggowe o nieskonczonym zasiggu oraz od-
dziatywania krotkozasiggowe lub inaczej bliskozasiggowe, ktorych zasigg jest zawsze
skoficzony. Zasigg oddziatywania wynika z zalezno$ci potencjatu oddzialtywania od od-
leglosci. W przypadku oddziatywan dlugozasiggowych ich potencjat maleje dla duzych
odlegtosci powoli, np. jak 7!, natomiast potencjat oddziatywan krotkozasiegowych maleje
wyktadniczo lub potggowo, jak ", gdzie n jest dostatecznie duza liczba. Przyktadem
oddziatywan dlugozasiegowych sa oddziatywania elektrostatyczne o potencjale ~ 77!
Przyktadami oddziatywan krotkozasiegowych sa oddziatywania o potencjale
U (l") = i - E

rn rm

gdzie parametry 4, B, m, n sa dodatnie oraz n > m, ktory w szczego6lnos$ci moze by¢ po-
tencjatem Lennarda—Jonesa (n = 12, m = 6), lub potencjatem sit van der Waalsa ~ 7,
a takze oddzialywania o ekranowanym potencjale kulombowskim ~ ~'exp(-Ar), gdzie

A~! jest promieniem ekranowania.

Stwierdzenie. Oddziatywanie o nieskonczenie dtugim zasiggu stwarza mozliwo$¢ poja-
wienia si¢ przejs¢ fazowych w uktadach jednowymiarowych.

Przedmiotem rozwazan sg jednowymiarowe, jednorodne uktady o oddziatywaniu J(r)
lub &) odpowiednio migdzy spinami lub czastkami gazu sieciowego pozostajacymi
w odlegtosci 7 od siebie.

Stwierdzenie. Jezeli np. w gazie sieciowym oddzialywanie &(r) = € = const, tzn. jest
state, czyli niezalezne od odleglosci wielkos$ci 7, catkowita energia oddziatywania E,
Wynosi:

- - ~ 2
E, ——EZpipj = NN-1)=-€¢N
<iLj>
Z otrzymanej relacji wynika, ze energia uktadu E,~ N2, co jest sprzeczne z zasada-
mi termodynamiki w odniesieniu do wielkosci ekstensywnych, ktore stanowia, ze E,~N.
Aby omina¢ ten problem, nalezy przyja¢, ze £(r) = const = £/N i wowczas

&
E,= —WONZ =—€,N

a zatem im wigcej atomow jest w sieci, tym stabsze jest oddzialywanie dlugozasiggowe
1&r) - 0,gdy N — oo,
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Stwierdzenie. Model, w ktérym oddziatlywanie ma nieskonczenie dtugi zasigg przy za-
niedbywalnie matej energii oddziatywania pojedynczej pary czastek lub spindw, jest
rownowazny przyblizeniu Weissa lub przyblizeniu Bragga—Williamsa. Rownanie stanu
dla takiego modelu charakteryzuje si¢ wystgpowaniem obszaru w przestrzeni stanow
termodynamicznych o dodatnim nachyleniu krzywej P(v) w statym 7, tj. (OP/dv) > 0,
w ktorych uktad jest niestabilny. Powodem takiego efektu jest zatozenie o jednorodno-
$ci przestrzennej rozktadu czastek w catej objetosci uktadu bez wprowadzenia konden-
satu. Zastosowanie reguty rownych pol Maxwella, czyli tzw. reguly dzwigni, umozli-
wia wyeliminowanie obszarow niestabilno$ci i zastgpienia ich obszarami przejs$¢
fazowych.

Stwierdzenie. W modelach, w ktorych oddziatywanie ma nieskonczenie diugi zasigg przy
zaniedbywalnie malej energii oddziatywania, przej$cia fazowe wystepuja niezaleznie
od wymiaru uktadud =1, 2, 3, ...



9. PRZEJSCIA FAZOWE W UKEADACH
JEDNOWYMIAROWYCH

Warunki wystepowania przejscia fazowego a wlasnosci energii oddziatywania,
warunek Ruelle’a, twierdzenie Dysona, model Bakera, model Kaca — jednowy-
miarowy gaz van der Waalsa

Stwierdzenie. Warunki wystgpowania przej$cia fazowego daja si¢ sformutowaé¢ w od-
niesieniu do oszacowan nastgpujacych wielkosci

oo}

M0=iJ(n) i M1=ZnJ(n)
n=1

n=l
gdzie J(n) okre$la energi¢ oddzialywania spindw (czastek) w jednowymiarowej sieci
oddalonych o n (n = r/a) statych sieci a.

Przykeap J
Oszacowanie wielkosci M, i M,. Niech J(n) = WO , gdzie stata 0 <.J, <o, jest w gra-

nicy termodynamicznej oddziatywaniem o nieskonczenie dtugim zasiggu i zaniedbywa-
nie malej energii, np. model Isinga dla ferromagnetyka, wowczas

N
Naoon=1 N Noe N
Yo Jy N(N +1) 1
M, = lim zn—oz lim “% " = lim —Jy(N+1)=o
Naoon=1 N Noo N 2 Noow?2

Stwierdzenie. Jezeli M, = oo, to r6znica energii migdzy poziomem o najnizszej energii
(podstawowym) a nastgpnym z najnizej potozonych jest nieskonczenie duza, co powoduje,
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ze przejscie do innego (wyzszego) stanu jest niemozliwe. Poniewaz uktad pozostaje
w jednym stanie o najnizszej energii, nie ma przej$¢ fazowych.

Dowéd. Rozpatrzmy jednowymiarowy model Isinga zawierajacy 2N + 1 spinéw 0; = *1
roztozonych symetrycznie wzgledem punktu O.

—O0—0—0— 00— 00— 00— 00— 00— 00— 00— 00—
-N N
Rys. 9.1. Rozktad weztéw w sieci w rozpatrywanym modelu Isinga

W granicy termodynamicznej N — oo, energia takiego uktadu przypadajaca na jeden
spin ma postac

N N

1 1 1 1

E.=— lim J(li-j)o.o;, =—— lim J(i-j|)o,o;

= fim Y (i) oo, 4N~w2N+1,.:ZNFZN (i-jhoo,
J#i

<i,j>

Stanem o najnizszej energii (podstawowym) jest stan, w ktorym wszystkie spiny 0;
maja to samo ustawienie, np. 0, = 1 dlai=0, £1, £2, ..., £N, wowczas

<i,j>

1 1 1 1 I
E =——1lim J(i—=j)=—— lim J(i—7
sp I NN +1 z (i=jD 4N*°°2N+1[=ZNJ=Z\/ (i=Jj
J#

N

1 1 1 1
=—-— lim M,i(,Ny=——1im M,(i,N)=——M, =—c
4Nﬂ002N+1[=ZN 0( ) 4 Nocw O( ) 2 0
gdyz
N—i N+i

MyG,N)=Y Jm)+ Y J i lim M,(i,N)=2M, =
o, N) nzl(n) nzl(n)lng o, N) 0=

Niech stanem wzbudzonym begdzie stan ze spinami odwrdconymi poczawszy od pew-
nego k, tj. 0,=1dla—-N<i<koraz g,=—1 dla k <i< N. Energia takiego ukladu przy-
padajaca na jeden spin ma postac
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N N

1
£ =—— lim J(i-jNo.o.
wE M Y Y IUimiDas,
j¢i
O
Lim B S ugioip- S SJ0i-j)
=—— 1lim l_ - 1=
ity g2, 2 1T 3 3 i
JZi

D

N k-1
3 ZJ(|1_]|)+ZZJ(|1‘]|)D

i=k j=—N i=k j=k
JZi

1 1 k-1 N S
=—— lim J(|i- 4 J(i—-7j
4M2N+1DZN :ZN(" ih=43 3/0i-ihg
J¢l H
N k-1
=&, + lim

W2 N+IZJ 2 Ji=ih=e, +hm—; ZJ("”')

. 1
l+]|)=£sp +5MO

Naoo
gdyz

i-k ik

Oy
hm ZJ(|1+ ]|)_1 J(n) ZJ(n)E M, - ZJ(n)

gdzie odejmowane wyrazenie, ktore stanowi sumg skonczonej i — k (i 2 k) liczby ele-
mentow J(n), ma warto$¢ ograniczona, zatem £, — £, = T®, co oznacza, ze przejscie
do takiego stanu nie jest osiagalne. Podobnie mozna wykaza¢, ze energia przejscia do
innych stanéw wzbudzonych przypadajaca na jeden spin jest takze nieskonczona.

Stwierdzenie. Aby moglo zachodzi¢ przej$cie fazowe, musi by¢ spelniony warunek
M, < oo,

Stwierdzenie. Ruelle wykazal, ze gdy M, < o, wowczas uktad pozostaje zawsze w sta-
nie nieuporzadkowanym i nie pojawiaja si¢ przejscia fazowe.

Dowod. Rozpatrzmy taki jak poprzednio jednowymiarowy model Isinga zawierajacy
2N+ 1 spindbw o; =+*1 (=N <i < N) rozlozonych symetrycznie wzgledem punktu 0.
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Niech uktad jest w takim stanie, ze 0, = 1 dla—-N<i<koraz 0,= -1 dlak<i<N, gdzie
liczba k jest numerem dowolnie wybranego wezta jednowymiarowej sieci. Energia uktadu
w tym stanie przypadajaca na jeden spin w granicy termodynamicznej ma postac

N k-l
e, =€, +1i J(i-j
W sp Nlilio 2N+1._k Z (|l ]|)
i=k j=—N
li L J S J N 2kD
=g, + lim - + N -2k)0
p s = 3 nsla e N =200
2k

1 O
=+ 1 - J(n+ N -2k)0=¢

n=1

gdyz wyrazenia w nawiasie tj. M, oraz skonczona suma maja ograniczone wartosci.
Oznacza to, ze energia ukladu w rozwazanym stanie przypadajaca na jeden spin wyzna-
czona w granicy termodynamicznej (N — o) nie zalezy od wyboru we¢zta k. Odwroce-
nie k-tego spinu 0, = -1 - 0, = +1, a takze kolejnych spindw, nie prowadzi do zmiany
tej energii. Powoduje to, ze uktad pozostaje wylacznie w stanie nieuporzadkowanym
i nie zachodza przejscia fazowe.

Stwierdzenie. Aby mogto zachodzi¢ przej$cie fazowe, musi by¢ spelniony warunek
M, = oo,

TWIERDZENIE DYSONA. Jezeli energia oddziatywania J(n) = 0 jest malejaca mono-
dJ(n)
dn

tonicznie funkcja n, tj. <0, a wyrazenia

00

M, = Z J) i K= ;Un In(n +4)][n*J ()]

przyjmuja skonczone wartosci (tj. M, <o 1 K <o), gdy M, = z nJ(n) jestrozbiezne,
n=1
wowczas w skonczonej temperaturze 7. (0 <7, <) zachodzi przejscie fazowe. Wyja-

tek stanowi przypadek, gdy M, = o, ale wyrazenie

0 N 0
lim [{InIn N) lz nJ(n)0=0
Nﬁw@ n=1 E

gdyz wowczas przejscie fazowe nie wystgpuje.
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Przyxrap

Model Bakera. Rozwazane jest oddziatywanie postaci J(n) = a exp(—y), ktére ma
nastgpujace wlasnosci: nieograniczony zasigg oraz eksponencjalny zanik, tj. J(n) > 0 oraz
J(n) - 0,gdy n - . Przyjmuje si¢ ponadto, ze a =a,y , gdzie a,= const, wOw-
czasgdy y —» 0 J(n)=a,yexp(-yn) - a,yexp(0) =a,y — 0. Wielkosci M, i M, dla
rozpatrywanego oddziatywania sa postaci

eXp( Y)

ZJ(n)—ZOIOVeXp( yn) = OIOVZ (exp(=y)” 1 exp(—y)

o0 o0 d o0
M, = nZ:an(ﬂ) = Ofoynz=1 nexp(~yn) = _aoy?y;eXp(_ny)

_ gy @ exp(zy) __ o =exp(=y)(1=exp(=y)) ~exp(=}) exp(=Y)
4 ayy 5
dy 1-exp(-y) (1-exp(=y))
_ exp(—y)
=q,y——~—
(1-exp(-y))°

0 wielkosci te redukuja sig¢ do war-

ktore spetniaja relacjg M, = -

tosci

M, =lma,y———~—=Ilima lima,y—
0 y-0 Oyl—exp(—y) y—0 0y1—1+y y -0 Oyy o

XY fmay Y = lim Oy—hm 0 = o

T y
(I=exp(-y)®  v=0 " (I=14y)” v-0y? -0y

Poniewaz M =a, <o oraz M, = w ukladzie z rozwazanym oddziatywaniem
J(n) =a,yexp(—yn), przejscie fazowe jest mozliwe.

M, = hmO{ %

Stwierdzenie. Dla jednowymiarowego uktadu gazu sieciowego o dtugosci L, ktory za-
wiera N czastek, przyjmuje si¢, ze yn = % , gdzie x jest odlegloscia migdzy dwiema
czastkami a / = — jest dlugos$cia wlasciwa, tj. obszarem w jednowymiarowej przestrzeni

przypadajacym na jedna czastkg. Wtedy po wprowadzeniu statej sieci a otrzymujemy

roeag oy
[ lla I a
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gdzie y=a/l - 0, gdy / — o oraz n = x/a jest odleglo$cia mierzong w stalych sieci.

PrzykEAD

Model Kaca. Rozpatrywany jest model twardych kul o $rednicy o oddziatujacych
potencjatem przyciagajacym typu Bakera. Przyjete oddzialywanie z tzw. sztywnym rdze-
niem ma postac

00 dlax<od
u(x) = D—éexpﬁ—iﬁ dlax=9d

Hi!: 701o

gdzie A = a,a. Rownanie stanu dla uktadu z dowolnym oddziatywaniem u(x) zostato
wyznaczone w rozdziale 8 i ma ono postaé

0

[= —kTa(;ln'Ordx exp[—B(u(x) + P [X)]

W obliczeniach uwzglednia si¢ jedynie przyblizona formg¢ oddziatywania otrzymana
dla przypadku x <</tj.

u(x) :_17@_7@

Wowczas rownanie stanu mozna przeksztalci¢ w nastepujacy sposob

I = —kTa(;ln !dx exp[- B(u(x) + P &)
—kT—an'dxexpD— ,BB—A+12+P %
U
IR I 40 0 04 0
=—kT P ln!dxexpEﬁTEexpE[— ,8%7+P§%
_—kT§&+an'dxexpD—ﬂB»+P%%

N N s p%‘;g

or H B(4+PI*) O O*
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0.8 2 0 §4 [0
=—kT—In ex B»+P%
op "Eaia+ pt) "PH PE2 ih:

|:| 2 2
=7 % Bl —in(a+ P - ,BB»+P% LU

P B A+ PI?
zatem
2
= KT 45
A+ Pl

z czego wynika, ze rOwnanie stanu jednowymiarowego uktadu twardych kul z zanikaja-
cym eksponencjalnie potencjatem przyciagajacym ma forme rownania van der Waalsa
i daje sig¢ zapisa¢ w postaci

g

kT
Stwierdzenie. W modelu Kaca cis$nienie, ktore wyraza si¢ wzorem P = I~ —— ,Jest
oP kT 24 . . .
funkcja /. Obszary, gdzie pochodna —— 5l _W + ZT jest dodatnia to obszary nie-

stabilnosci uktadu. Aby je wyeliminowac, stosuje si¢ regute Maxwella, co powoduje,
ze wystepujace w tym uktadzie przejscie fazowe jest pierwszego rodzaju.

Komentarz. Biologiczne makroczastki wykazuja przej$cie strukturalne od struktury spi-
rali do struktury kigbka, np. DNA i polipeptydy, ktére mozna opisa¢ za pomoca jedno-
wymiarowego modelu Isinga. Gdy wystgpujace oddziatywania sa dlugozasiggowe za-
chodzace przemiany stanowia przejscia fazowe, natomiast w przypadku istnienia tylko
oddziatywan krotkozasiggowych obserwowane przemiany sa procesami dyfuzyjnymi.
Nie wszystkie zatem przemiany w uktadzie to przejscia fazowe.



10. MODEL ISINGA

Model Isinga dla uktadow jednowymiarowych i wielowymiarowych, suma staty-
styczna, sieci sprzezone, model dwuwymiarowy, temperatura krytyczna, model jed-
nowymiarowy, metoda macierzy, magnetyzacja i podatnos¢ magnetyczna

Model Isinga jest stosowany z powodzeniem w zagadnieniach ferromagnetyzmu. Ot6z
w takich metalach, jak Fe i Ni, pewna skonczona liczba spinow ustawia si¢ wzdtuz jed-
nego kierunku, co powoduje powstawanie w metalu makroskopowego pola magnetycz-
nego. Zjawisko to wystgpuje tylko dla temperatur nie przekraczajacych pewnej charak-
teryzujacej kazdy uktad temperatury, zwanej temperatura Curie. Powyzej tej temperatury
orientacje spindw sa zupetnie przypadkowe i wypadkowe pole magnetyczne znika. Model
Isinga stanowi uproszczony sposob opisu rzeczywistego ferromagnetyka. Jego jedno-
wymiarowg oraz dwuwymiarowa wersj¢ mozna $cisle rozwiazaé, postugujac si¢ mecha-
nika statystyczna. Nalezy jednakze zaznaczy¢, ze model dwuwymiarowy jest jedynym
nietrywialnym przyktadem uktadu, w ktorym w $cisly sposob mozna przeanalizowac
przejscia fazowe.

Stwierdzenie. W modelu Isinga rozpatruje si¢ uktad N ustalonych punktow, zwanych
weztami sieci, tworzacych d-wymiarowa periodyczng sie¢ (d =1, 2, 3, ...). Sie¢ moze
mie¢ strukturg regularng lub np. heksagonalna. Kazdemu wezlowi sieci przyporzadko-
wana jest zmienna spinowa s, = %2 (i = 1,..., N), ktoéra w celu uproszczenia rozwazan
zastepuje sig przez 0, = 2s,, wowczas 0; = £1, przy czym +1 i -1 oznaczaja skierowanie
spinu w i-tym wezle w jednym z dwoch przeciwnych kierunkéw, np. w gorg i w dot.
Uktad nie ma zadnych innych stopni swobody, a zbidr liczb {0,} wyznacza konfigura-
cje¢ uktadu. Energia takiego uktadu wyraza si¢ w sposob nastgpujacy (por. rozdz. 4)

1 N
E, :—E Z‘]ijo-io-j —mH;O’i

<>
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gdzie m = glz/2. Symbol <i,;j> oznacza tu sumowanie po parach najblizej sasiaduja-
cych spindw, czyli tzw. parach najblizszych sasiadow w sieci, przy czym pary uwzglg-
dnia si¢ jednokrotnie, tzn. pary <i,j>1i <j,i> sg nierozréznialne. Suma po <i,j> przy
zaniedbaniu brzegéw zawiera yN/2 wyrazow, gdzie y jest liczba najblizszych sasiadow
pojedynczego wezta sieci, przy czym y = 2 dla sieci jednowymiarowej, y =4 dla dwu-
wymiarowej sieci kwadratowej, y = 6 dla trojwymiarowej sieci prostej regularnej, y = 8§,
gdy tréjwymiarowa sie¢ regularna jest centrowana przestrzennie. W uproszczonych przy-
padkach rozwazane sa oddziatywania izotropowe, gdy J;; = J jest jednakowe dla wszy-
stkich par <i,j>, wowczas energig £, mozna zapisa¢ w postaci

E, :—;JZaiaj—mHiai

<>

Model Isinga stosuje si¢ do opisu ferromagnetykow, wtedy J > 0 oraz antyferroma-
gnetykow, gdy J < 0. W dalszej czg$ci rozwazany bedzie przypadek J > 0, czyli ferro-
magnetyka.

Stwierdzenie. Suma statystyczna dla rozpatrywanego przyblizenia modelu Isinga
i w przypadku braku zewngtrznego pola magnetycznego, H = 0, ma nastgpujaca postac

7 = Z Z Hexp(LaiU‘/)

0,=*1 oy=%l <i,j>

gdzie L = J/2kT. Poniewaz 0; dla kazdego i moze przyjmowac jedynie wartosci +1 lub
—1, wigc musza by¢ spelnione rownosci

1 dy o . =0.
O-IO-J=|:|_1 gdy ' /
i gdy Jiiaj

a stad LGZ.UJ. =4[, co pozwala okresli¢ nastepujaca relacje:

+
e‘L =

(eiL +ett )+ 1 (eiL -ett ) = cosh(xL) +sinh(xL) = cosh L £ sinh L

1
2 2

z ktorej wynika, ze eXp(LU flo) j)= cosh L +0,0; sinh L. Z kolei ta relacja umozliwia

zapisanie sumy statystycznej w bardziej uzytecznej dla dalszych rozwazan postaci

Z= Z z H(coshL+Ul-UjsinhL)

0,=*1 oy=%l <i,j>
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Jednowymiarowy model Isinga

Stwierdzenie. W jednowymiarowym modelu Isinga zawierajacym N spindw przyjmuje
sig, ze spiny sa roztozone na prostej z zachowaniem periodycznosci sieci. W rozwaza-
niach uwzglednia si¢ dwa przypadki, tj. gdy sie¢ tworzy fancuch otwarty, wtedy g, , =0
lub tancuch zamkniety (zwiazany), wtedy 0y, , = 0.

. . . . . . ....... . . . . . . . ....... .
1 2 3 N-2 N-1 N 1

Rys. 10.1. Jednowymiarowa sie¢ o N weztach. Gdy sie¢ tworzy tancuch
zwiazany wezel N+ 1 pokrywa si¢ z pierwszym weztem

Stwierdzenie. Suma statystyczna w jednowymiarowym modelu Isinga wyraza si¢ wzo-
rem

= z z |£|[coshL(1+c7i0i+1 tanh L)

o,=%1 oy=%1 1=l

N
= (cosh L)" z |_| (1+0,0,, tanh L)

o,=%1 oy=t1 i=l

Korzystajac z faktu, ze z o, =01 (01- )2 = l oraz zakladajac, ze 0,,, = 0, stwier-

1
. 072l
dzamy, ze wszystkie sumy postaci

z 0,0, =04 z 0, =0,,(+1-1)=0,, =0

0,=%1 0,=%1

dlai=1, 2, ..., Nredukuja si¢ do zera. Stad sumg statystyczna daje si¢ przeksztatci¢ do
postaci
N
Z = (cosh L)Y z z [(1+1[&, tanh L) + (1 -1 (&5, tanh L)] |‘J (1+0,0,,, tanh L)
g, =+] O'N:il 1=
N
= (cosh L)" 2 [1a+0,0,, tanh L) = (2 cosh L)
S - 3]

0,=t1  oy=tl

co oznacza, ze w przypadku otwartego tancucha (0, =0) jest ona postaci Z = (2cosh L)".
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W przypadku zamknigtego tancucha, gdy 0y, , = 0,, sumg statystyczna przeksztalca
si¢ nastgpujaco

Z =(cosh L) z Z (1+0,0, tanh L)(1+ 0,0, tanh L) ... (1 + 0 0, tanh L)

o,=%1 oy=%1

=(cosh L)" z Z[1+(0102+0203+...+0N01)tanhL
o=t o=t

+...+0,0,0,0; O..[by0o, (tanh L)' ]

N N
Poniewaz 0,0,0,0; [..[0\0, = |_| (0,) = |_| 1 =1 oraz wszystkie inne wyrazy
i=1 i=1
stojace przed kolejnymi potegami tanh L znikaja wyrazenie okreslajace sumg statystyczna
redukuje si¢ do postaci

Z =(cosh L) Z Z[1+(tanhL)N]=(2coshL)N[1+(tanhL)N]

o, =%1 oy =%l

Poniewaz tanh L < 1, wigc (tanh L)Y - 0 dla N » o i w przypadku zamknigtego
tancucha spindw mozna przyjaé, ze suma statystyczna jest takze postaci Z = (2cosh L)".

Stwierdzenie. Poniewaz Z = exp(—fBF) energia swobodna Helmholtza ma postac
F=—kTN In(2cosh L), gdzie L = J/2kT. W przejsciach fazowych istotnym kryterium jest
zalezno$¢ cisnienia od objgtosci. W przypadku jednowymiarowego modelu spindw w sieci
objetosci odpowiada liczba czastek N, a zatem cis$nienie P, ktére ma postaé

P= _9F —L[—Nlen(ZcoshL)] = lenBZcoshLH
ON ON 0 2kT C

jest analityczng funkcja 71J oraz P - J/2 dla T - 0, co stanowi, ze w modelu tym
przejscia fazowe nie zachodza.

Model wielowymiarowy

Jak juz wspomniano w d-wymiarowe;j sieci catkowita liczba par najblizszych sasia-
dow wynosi YN/2. Po wprowadzeniu oznaczen u = tanh L oraz S = yN/2 (w przypadku
sieci jednowymiarowej y = 2, a S = N) mozna sumg statystyczna przeksztatci¢ nastgpu-

jaco
Z= z z |_|(coshL +Ul-ajsinhL)=(coshL)S z z |_|(1+Ul-0ju)

o, =%l oy =%l <i,j> o =%1 oy =%l <i,j>
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jednakze wyznaczenie jej nie jest sprawa prosta. Zaproponowana przez Landaua i Lif-
szica, a udoskonalona przez Poliakowa, metoda diagramow jest ogoélnie skomplikowa-
na i wymaga ustalenia wymiaru przestrzeni i modelu sieci, np. dla przestrzeni dwuwy-
miarowej istnieja 3 modele sieci, tj. sie¢ kwadratowa, trojkatna i sze$ciokatna. W sieci
d-wymiarowej ogolna posta¢ sumy statystycznej mozna zapisac jako:

Z =(cosh L)* z z E+uz 0,0; +u’ z ZGiUJ-UkUI+...E

g,=%1 oy=%l <i,j> <i,j><k,>

:2N(coshL)S§+ %Q ur
n H

n=1

gdzie Q jest liczba diagramow o n wiazaniach utworzonych wylacznie z wielokatow.
Po wprowadzeniu rozwinigcia wysokotemperaturowego (3 — 0), zgodne z idea Kaca, War-
da i Feynmana, mozna uzyska¢ przyblizona warto$¢ Z wyrazona w formie analityczne;.

Stwierdzenie. Sumg stanéw dla wielowymiarowego modelu Isinga liczono takze inna
technika, np. z uzyciem modelu sferycznego Berlina i Kaca dla dowolnego wymiaru d,
przy czym Berlin i Kac rozwigzali zaproponowany przez Kaca model sferyczny dla
d=1,2,3. Model ten jest jednym z niewielu $cisle rozwiazywalnych modeli dla sieci
tréjwymiarowej. Wazne osiagnigcie stanowi model osmiowierzchotkowy zaproponowany
przez Baxtera do opisu przej$cia fazowego w dwuwymiarowym ferroelektryku. W mo-
delu tym rozwaza si¢ osiem mozliwych konfiguracji dipoli usytuowanych w wiazaniach
sieci kwadratowej. Pozwala on obliczy¢ analityczna posta¢ energii swobodnej przypa-
dajacej na pojedynczy wierzchotek. Okazat sig takze rownowazny modelowi Isinga dla
kwadratowej sieci spinow w odniesieniu do sieci sprzgzone;.

Metoda macierzy

Dwuwymiarowy model Isinga sformutowany w kategoriach macierzy przez Onsa-
gera w 1944 roku stanowi pierwszy krok prowadzacy do $cistego rozwigzania modelu.
Rozwazana jest periodyczna sie¢ kwadratowa zawierajaca N = n? spinéw utozonych
w n wierszy 1 n kolumn, tworzaca dwuwymiarowy torus. Oznacza to, ze konfiguracja
spinow w n + 1 rzedzie i n + 1 kolumnie jest taka sama, jak konfiguracja spinéw odpo-
wiednio pierwszego rzg¢du i pierwszej kolumny.

Definicja — W sieci dwuwymiarowej, jezeli wstawimy punkt o w $rodek kazdej z ko-
morek elementarnych, to punkty O tworza sie¢ sprzgzona, przy czym

dla sieci kwadratowej siecia sprz¢zona jest sie¢ kwadratowa,

dla sieci szeSciokatnej siecia sprz¢zong jest sie¢ trojkatna,

dla sieci trojkatnej siecia sprzgzona jest sie¢ szesciokatna.
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Rys. 10.2. Dwuwymiarowa sie¢ w modelu Isinga.
Warunki brzegowe nadaja sieci topologig torusa

Stwierdzenie. Energia swobodna wyznaczona w podej$ciu Onsagera (metoda macierzy)
dla dwuwymiarowego modelu Isinga, gdy H = 0, ma postac

“F ez =m2
kT
1 2m 2m

+—— [d¢, [d¢, In(cosh 2L, cosh2L, +sinh 2L, cos ¢, +sinh 2L, cos ¢, )
2(27_[)2_! 1_!. 2 1 2 1 1 2 2

gdzie L, = BJ,/2 (a=1,2) oraz J, okresla oddziatywanie w sieci wlasciwej, a J, —
w sieci sprzezonej. Rozwigzanie dla dwuwymiarowego modelu Isinga, gdy H > 0, zo-
stalo podane przez Zamatodczikowa w 1989 roku.

Stwierdzenie. Temperaturg przejscia fazowego T, (temperatur¢ Curie) dla modelu dwu-
wymiarowego wyznacza si¢ z rOwnania sinh 2L sinh 2L, = 1. Poniewaz dla sieci kwa-
dratowej L, =L, = L_, wigc sinh? 2L.=1,astad L_ = 0,4407 oraz temperatura krytycz-
na dla sieci kwadratowej 7, = J/0,8814k.

Stwierdzenie. Wprowadzajac kat Gudermanna g mozna okresli¢ temperatury przejscia
fazowego w modelu dwuwymiarowym dla sieci kwadratowych, szesciokatnych i troj-
katnych za pomoca relacji

coshL, =secg =
cos g

gdzie g = TUY, a y jest liczba najblizszych sasiadow. Wowczas

-1 =2
L, =lln osE + osE -1 9 oraz T, = J
2 V V 0 2kL
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gdzie: L_.=0,2747 dla sieci trojkatne;j,

L,=0,4407 dla sieci kwadratowej,

L,.=0,6585 dla sieci szeSciokatnej,
a zatem dla wszystkich rodzajow sieci przejscie fazowe zachodzi w T, > 0.

Zaproponowana przez Onsagera metoda macierzy, ktora okazata si¢ wyjatkowo efek-

tywnym narzgdziem do badania przej$¢ fazowych w uktadach jedno- i dwuwymiaro-
wych, w przypadku jednowymiarowym uwzgledniajacym pole magnetyczne pozwala
takze rozwazy¢ wlasnosci magnetyzacji.

Stwierdzenie. Energig uktadu w przyblizeniu najblizszych sasiadow dla jednowymiaro-
wego modelu Isinga w obecnosci pola magnetycznego H mozna zapisa¢ w postaci

N N ) N g, 0,
—EJ;oiam —mH;oi = —; E%al.am +mH2+§

gdzie uwzglednia si¢ warunek brzegowy 0, , = 0, ktdry oznacza, ze sie¢ spinow two-
rzy periodyczny uktad zamknigty. Po wprowadzeniu oznaczen, jak poprzednio L = 3J/2
oraz C =mH/kT suma statystyczna przyjmuje kolejno formy

Z= expg Ho, o +¢ 9119 U”l %
B
N
= z z |_| exp%Laiai+1 +Cm5

0\=F1 o=+l i=l 0

o, —+1 oy=%1

Aby zastosowa¢ metode¢ macierzy, nalezy zdefiniowac nast¢pujaca macierz
K( 1+1 =¢&Xp &j l+1 + LU 01+1 EI

wowczas suma statystyczna daje si¢ zapisa¢ w postaci

z=3y . ZK(01,02)1<(02,03)...K(JN,al)zTrKN

o,=%1 oy=%l
Po przyjgciu, ze macierz K mozna sprowadzi¢ do postaci diagonalnej
K'= 1 0 O
T a0

gdzie A, A, >0,A, > A, oraz K’ = A7'KA, ponadto po uwzglednieniu, ze
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Tr A"BA=Tr AA'B=Tr B

sumg statystyczna mozna przeksztatci¢ w nastgpujacy sposob

0
Z=Tr KN =Tr AK'A™. AK'A™ =Tr KN =Tr 1 g =N +AY
— o -

Poniewaz

0 U
Z=N A =A{V§+%g§
1

oraz A,/A, < 1, wigc suma statystyczna dla N — oo redukuje si¢ do postaci Z= A,

Stwierdzenie. W celu przeksztalcenia macierzy K do postaci diagonalnej K’ nalezy wy-
znaczy¢ wartos$ci wlasne macierzy K, rozwigzujac rownanie wiekowe (sekularne) po-
staci |K — AE| = 0, gdzie E jest macierza jednostkowa. Poniewaz spetnione sa relacje

. O-1, gdy 0;,=0;4 =-1
% =E 0, gdy 0,#0;,
Hi-l, gdy o0, =0, =+1
oraz

oL gdy o, %20,

0.0, =
o ETH: gdy o,=0,,

macierz K ma postac

K: |:| |:|
g
x O

gdzie w celu uproszczenia dalszej procedury wprowadzono oznaczenia €€ = x i eX =

Woweczas rownanie wiekowe, ktore jest postaci

y.

1
-2 -AF—=0
(xy )BX El_yz

nalezy sprowadzi¢ do rownania kwadratowego
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A —/\B'+1@+Ey2 —IZE:O
o x y

ktére ma nastepujace rozwiazania

a stad

A :;%L(eC +e_C)i\/eZL(eC reC)2 — 4t _e—ZL)D

redukuje si¢ do postaci

A, =€’ cosh C + \/eZL sinh? C + 72t

gdzie zostat wykorzystany zwiazek cosh?> C — 1 = sinh? C. Poniewaz AA, = e —e?l >0,
wige A, A, > 0.

Stwierdzenie. Dla dostatecznie duzych N (N — o) suma statystyczna dla jednowymia-
rowego modeli Isinga, gdy H#0, wyraza si¢ nastgpujaco

Z= EeL cosh C +\/e2L sinh? C + ¢ %% EN

a stad energia swobodna

F=-kThZ-= —kTNlnEeL cosh C +\/€2L sinh? C +e7 %t E

gdzie L = 3J/2 oraz C = mH /kT.
Stwierdzenie. Magnetyzacja w jednowymiarowym modelu Isinga ma posta¢
2L
oL sinh C + 2¢“” sinh C cosh C

oF 2\/e2L sinh? C + ¢ 72F "
oH e’ cosh C + \/eZL sinh?2 C +e2L kT
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sthE\/ e?lsinh? C + ek + et coshCﬁ ol
=mN
e coshC+\/e2L sinh? C + 72t \/ 2Lginh? C +e7%
czyli
v sinh HH
M= U
sinhzmH GXpH‘ ZJH
OkT O O kT O

z czego wynika, ze dla 7> 0, gdy H — 0 magnetyzacja M — 0, a zatem brak jest spon-
tanicznej magnetyzacji ponizej jakiej$ temperatury 7, > 0. Mimo ze dla T=01 H - 0
pojawia si¢ spontaniczna magnetyzacja M = mN sign(H), jednak nie istnieje skonczona
temperatura T, > 0, w ktorej zachodzitoby przejscie fazowe.

Stwierdzenie. Podatno$¢ magnetyczna w jednowymiarowym modelu Isinga ma postac¢

"ol

=0 kT OkT C

oM
OH

ktora dla J << kT jest zgodna z prawem Curie dla paramagnetykow. Gdy T - 0 otrzy-
mana zalezno$¢ dazy eksponencjalnie do nieskoniczonosci, co jest zwigzane z istnieniem
spontanicznej magnetyzacji w 7 = 0.

Komentarz. Przedstawione wyniki pokazuja, ze w uktadzie opisywanym jednowymia-
rowym modelem Isinga Zzaden stan uporzadkowany, tj. ferromagnetyczny (J > 0), czy
tez antyferromagnetyczny (J < 0) nie moze zaistnie¢. Jezeli stan uporzadkowany zosta-
nie uformowany w pewnym obszarze liniowego tancucha spindw, to przynajmniej na
jednym jego koncu znajduje si¢ spin ustawiony antyrownolegle do spindw rozmieszczo-
nych w tym obszarze. Wskutek istnienia jednego pojedynczego antyroéwnoleglego spi-
nu, tworzacego ostra granicg w jednowymiarowym uktadzie, stan uporzadkowany w wy-
dzielonym obszarze nie moze wplywac na porzadkowanie spindw poza tym obszarem.
W przypadku uktadéw dwu- i tréjwymiarowych wptyw obszaru bedacego w stanie upo-
rzadkowanym na sasiednie spiny nie moze zosta¢ wyeliminowany przez obecnosc¢ poje-
dynczego antyrownoleglego spinu na brzegu tego obszaru. Stan spindw w otoczeniu
uporzadkowanego obszaru bedzie si¢ ksztattowat pod wplywem wszystkich znajduja-
cych sig tam spindéw i pojedynczy graniczny, antyrownolegly spin nie wystarczy do po-
wstrzymania propagowania si¢ stanu uporzadkowanego poza pierwotnie zajmowany
obszar. Dlatego, mimo ze w uktadach jednowymiarowych spontaniczna magnetyzacja
nie wystepuje, staje si¢ ona mozliwa w ukladach dwu- i tréjwymiarowych.



11. TEORIE PRZYBLIZONE

Przyblizenie sredniego pola dla ferromagnetyka, temperatura Curie, podatnos¢
magnetyczna, parametr porzqdku, wyjasnienie wltasnosci przyblizenia

Stwierdzenie. Scisty opis whasnosci termodynamicznych uktadow, a w szczegdlnosci
zachodzacych w nich przej$¢ fazowych, moze by¢ sformutowany wylacznie w przypad-
ku pewnych szczegdlnych uktadéw jedno- i dwuwymiarowych. Wigkszo$¢ rzeczywi-
stych i interesujacych uktadoéw fizycznych sa to uktady tréjwymiarowe, do ich opisu
stosuje si¢ metody przyblizone. Jedna z takich metod jest przyblizenie $redniego pola.

Stwierdzenie. W metodzie przyblizenia §redniego pola przyjmuje si¢, ze $rednie pole
otaczajacych czastek lub spinow dziata na wybrana czastke lub spin. Na przyktad w od-
niesieniu do modelu Isinga, dla ktérego hamiltonian uktadu spinowego w zewngtrznym
polu magnetycznym H wyraza si¢ wzorem

H=-2 ZJl-jsl-Zsj —guBHZsl-Z

<i,j>

gdzie §° =+, zaklada si¢ istnienie stalego oddzialywania, J;;=J = const, wylacznie
z najblizszymi sasiadami, ktorych liczba wynosi Y. Poniewaz symbol <i, j> w pierw-
szej sumie hamiltonianu oznacza sumowanie po najblizszych sasiadach, ktorych liczba
jest skonczona, wprowadza si¢ podstawienie

Z z
ZSJ—y<s >
J

gdzie <s*> jest $rednig warto$cia spinu w uktadzie i nie zalezy od polozenia. Wowczas
hamiltonian uktadu w przyblizeniu $redniego pola otrzymuje postac

}[=—2Jyzsf <s® >—guBstf
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Pierwszy sktadnik przyblizonego hamiltonianu opisuje wplyw sasiednich spinow na
wybrany spins; jako dziatanie Sredniego, wewngtrznego pola otaczajacych spinow, ktore
jest proporcjonalne do $redniej warto$ci spinu <s*> w ukladzie. Stad procedura ta nosi
nazwe przyblizenia pola $redniego, a otrzymany hamiltonian mozna przedstawi¢ jako
sumg hamiltonianow jednoczastkowych, tj.

"= 4,

gdzie 34; = ~(2Jy <s* > +gUpH) 5]
Stwierdzenie. W przypadku modelu Heisenberga, gdzie spin jest wektorem i ma postac

S =[si,s7,57]

hamiltonian wyraza si¢ nastepujaco
H==2 ZJU-SI-SJ- - glzH z S
<ij> 7

Gdy pole magnetyczne H jest skierowane wzdluz osi z, H = H Z, wowczas
Hs = Hs; , co powoduje, ze < s> =[0,0,<s” >]. Stad wynika, ze w przyblizeniu sSre-
dniego pola hamiltonian dla modelu Heisenberga jest taki sam jak dla modelu Isinga.

Stwierdzenie. Przyblizenie §redniego pola zwane jest takze przyblizeniem pola moleku-
larnego, przyblizeniem Weissa lub przyblizeniem Bragga—Williamsa. Ma ono zastoso-
wanie m. in. w teoriach magnetyzmu, badaniach stopéw podwojnych oraz umozliwia
okreslenie przejscia fazowego typu porzadek—chaos (nieporzadek).

Stwierdzenie. Uwzgledniwszy, ze hamiltonian uktadu N spinéw w przyblizeniu $rednie-
go pola jest suma hamiltonianéw jednoczastkowych, sumg statystyczna mozna zapisac

w postaci Z =z, gdzie

] O 0Ol 0
Z; = ZleXp(—Bﬂ,-) =eXp§ﬁ(2Jv<s > +guBH)E+eXpH5ﬁ(2Jy<s > +guBH)E

S=4—

0 1
=2cosh[ﬁB]y<s >+guBH%
O o 2

oraz§ =8 i <g>=<s7 >. Srednia warto$é¢ spinu <s> zdefiniowana nastepujaco
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! ian-

Bgug 0H

1
<S>:<Si>—? Zsiexp[ﬁ(2jy<s>+g/JBH)Sl-]=
igoyl

S, =+

i

po przeksztatceniach

0 O
<s>=[200shd35]y<s>+1guBH%
o 00O 2
! O 01 nl
Foxpa B(2Jy <s > +giyH) Fxp & - B2y <s > +euyH)
0 @ 5 Ee H2 5 %

.0
_151nh5ﬁ§]y<s>+;guBH%

2 O 1
cosh B] <§s>+— H%
BﬁDV 2gUB

otrzymuje postac

0
<s>=1tanh[ﬁB]y<s>+1guBH%
2 0O 2

Poniewaz tanh(x) < x dla x > 0 i tanh(x) =x dla x =0, aby zatem w temperaturze
T.> 0 zachodzi przejscie fazowe i powstaje spontaniczne namagnesowanie w nieobec-
nos$ci pola magnetycznego, tj. dla H = 0, wigc rbwnanie

<s>=;tanh(BJy<s>)

ma niezerowe rozwiazanie dla 7 <7, czyli gdy BJy<s>>2 <s>. Przyjawszy, ze
<s> - 0,gdyT - T, oraz

tanh : Jy<s> DLJy<s>
T, kT,

otrzymuje si¢ rownanie < s >=-—— Jy < s >, a stad temperatura przejscia do fazy fer-

c

romagnetycznej, czyli temperatura Curie, wyraza si¢ nastgpujaco 7, = Jy/2k. W tempe-
raturach 7> T mozliwe jest jedynie rozwiazanie <s> = 0, co oznacza, ze faza ta jest
paramagnetyczna.
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Stwierdzenie. Przyblizenie $redniego pola umozliwia wyznaczenie podatno$ci magne-
tycznej fazy paramagnetycznej i sformutowanie prawa Curie—Weissa. Dla temperatury
T'> T, magnetyzacja wywolana polem magnetycznym H przypadajaca na pojedynczy
spin wyraza si¢ wzorem M = g, <s>. Stad podatno$¢ magnetyczna przypadajaca row-
niez na pojedynczy spin jest okreslona przez wyrazenie

_om
X O0H H =0
Z relacji

0
<s>=1tanh[ﬁB]y<s>+1guBH%
2 0o 2

gdy H i<s>sarozne od zera oraz po wykonaniu przeksztatcenia

0<s> 1
X = 8Hp o :EguB 1
H=0 COShZEBJV<S > +Eﬁgl«l3H H=0

i uwzglednieniu wprowadzonych oznaczen oraz tego, ze dla H = 0 mianownik powyz-
szego wyrazenia jest rowny jeden, otrzymuje si¢ nastgpujace rownanie

_1 Up
X—ZﬁJVX’fﬁEng

a stad
By
x=pEeta iR B
02 00 2 0O
Jy

Poniewaz Iy =T, oraz T = T, podatno$¢ magnetyczna przypadajaca na pojedynczy
spin jest okreslona wzorem

_(gIJB)Z 1
2w -1

ktory wyraza prawo Curie—Weissa.
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Stwierdzenie. Dla temperatury T'< T, w ukladzie pojawia si¢ spontaniczne namagneso-
wanie. Wowczas <s> jest parametrem porzadku, ktorego wielkos¢ zalezy od odlegto-
sci od punktu przej$cia fazowego T,. Dla T > T parametr porzadku znika, tj. <s>= 0.
Z relacji

0
<s>=1tanh[ﬁB]y<s>+1guBH%
2 0O 2

ktora dla T'< T, w przypadku braku zewngtrznego pola magnetycznego (H = 0) reduku-
je si¢ do postaci

<s>=;tanh(BJy<s>)

a takze korzystajac z rozwinigcia funkcji tanh(x) = x —1/3x>, dla matych wartoéci <s>,
gdy I', — T << T, otrzymuje si¢ rOwnanie

<s>:i<s>—lﬁi’g <g>
2kT 6 kT O
Gdy Jy/2k=T.i T= T, oraz po wykonaniu kolejnych przeksztatcen

1=V 8y <s>?
2T 6 [RAT.

§<s>2 :—1+£

otrzymuje si¢ wyrazenie

<S>:i£ 1—1
2 T.

ktore okresla zaleznos¢ parametru porzadku <s> od temperatury dla T'< 7T, gdy
T — T << T.. Stad spontaniczna magnetyzacja przypadajaca na jedna czastkg wynosi

BT
M =4gu, > [1-—
8Hg > T,

i znika w temperaturze 7= T, co oznacza, ze uklad jest ferromagnetykiem, przy czym
zostalo uwzglednione zwyrodnienie uktadu dopuszczajace dwa sposoby spontaniczne-
go uporzadkowania spinow, tj. 1 lub {.
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Stwierdzenie. W przypadku gdy w T =T, istnieje infinitezymalnie mate pole H >0,
z przeksztatcenia relacji

0
<s>=1tanh[ﬁB]y<s>+1guBH%
2 0o 2

do postaci
<§>= Ty <s>+%H—i Ty <gs>?
2KT, 4kT. " 3[RAT.
wynika, ze

1
— 1
<g>=z= gIJB H§
6KT,

gdzie uwzgledniono zwiazek Jy= 2kT . Stad magnetyzacja (przypadajaca na jedna cza-
stk¢) w polu H > 0 w punkcie krytycznym (T'= T,) wynosi

1
Y

_ %H 3
M =gl gk;§H3

Stwierdzenie. W przypadku modeli rotacyjnie niezmienniczych opisanych hamiltonia-
nem o ciagtej symetrii globalnej, np. hamiltonianem Heisenberga kierunek spontanicz-
nego namagnesowania moze zosta¢ wybrany w sposob dowolny sposrod wszystkich
mozliwych stanéw podstawowych o najmniejszej energii, zwiazanych ze soba wlasno-
$ciami symetrii, a zmiana kierunku spontanicznej magnetyzacji nie wiaze si¢ ze zmiang
energii uktadu. W modelu takim nastgpuje tzw. spontaniczne naruszenie symetrii cig-
glej, co prowadzi do pojawienia si¢ bezszczelinowych modow Goldstone’a zwanych takze
bozonami Goldstone’a o zerowej masie i spinie.

Stwierdzenie. Dla uktadu, ktorego czastki rozmieszczone w weztach sieci posiadaja cat-
kowity spin rowny S, a magnetyczna liczba kwantowa m_ okre$lajaca rzut spinu w kie-
runku pola przybiera jedna z 25+1 wartosci: —S,-S + 1, ..., § — 1, S, $redni moment
magnetyczny < /> przypadajacy na jeden spin, ktory jest zgodny z kierunkiem H, nale-
zy wyznaczy¢ z rownania < [ > = gl1,SB(x) , gdzie

O 2Jy

O
= Baly [ g <p>+HT
Heug) g



11. Teorie przyblizone 87

oraz

Bg(x)= B+&oth% B{D LcothBﬁ H

jest funkcja Brillouina. Dla uktadu takiego temperatura Curie wyraza si¢ wzorem
2JyS(S+1)
3k

a podatno$¢ magnetyczna ferromagnetyka powyzej temperatury 7., przypadajaca na
jedna czastke zgodnie z prawem Curie—Weissa jest odwrotnie proporcjonalna do r6zni-
cy T —T,ima posta¢

= (&)’ S+ 1
3k T-T,

T =

c

W przypadku uktadu, dla ktorego S = %2, po podstawieniu S = Y2 otrzymuje si¢ wyra-
zeniana T, 1 X. Funkcja Brillouina redukuje si¢ ponadto do postaci
2cosh(2x)  cosh(x)
sinh(2x)  sinh(x)

B, (x) = 2COth(2x) - COth(x) =

_ 2[cosh?(x) +sinh?(x)] _ cosh(x) _ cosh?(x) + sinh % (x) — cosh?(x)
2sinh(x)cosh(x) sinh(x) sinh(x) cosh(x)

_ sinh ? (x) _ sinh(x)
sinh(x) cosh(x)  cosh(x)

= tanh(x)

ktéra pozwala otrzymac¢ powyzej rozwazane rownanie.

Stwierdzenie. W przyblizeniu $redniego pola wyznaczenie temperatury Curie T, oraz
stwierdzenie istnienia fazy ferromagnetycznej dla 7' < T, nastgpuje niezalezne od liczby
wymiardw rozpatrywanych sieci. Postuzenie si¢ w rozwazaniach krotkozasiggowym
oddziatywaniem najblizszych sasiadow moze nasuwa¢ wniosek, ze otrzymane rozwia-
zania sg sprzeczne z wlasnosciami uktadéw jednowymiarowych, dla ktérych w przy-
padku oddziatywan o ograniczonym zasiggu przejscia fazowe nie sa mozliwe. Wyja-
$nienie tej sprzecznosci uzyskuje si¢ przez wykazanie, ze przyblizenie $redniego pola
jest rownowazne uwzglednieniu oddziatywania dalekozasiggowego.

Dow6d. Poniewaz <s> jest $rednig globalna, jednakowa w catym uktadzie, mozna okre-
$li¢ ja nastgpujaco

<s>=%25i

1
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gdzie suma przebiega po wszystkich weztach sieci, NV jest natomiast liczba spindw w sieci.
Wowczas Hamiltonian uktadu

H==2Jyy s; <s>—glzH s

otrzymany w przyblizeniu $redniego pola przeksztatca si¢ do postaci

__2Jy _
H = NHIZSI' g gllBHlZSi

Poniewaz

H= 2=2 Ly
EIZSIQ EZ E s; <g> +Zsl <g>ss +—

iZ] iZ]
gdyz s? =V, wige
2Jy 2Jy Eﬁ
H=—"72Y s;5, —gUgHH s, ——
N <g> i~ &Hs Z N 4
gdzie symbol <i,j> oznacza sumowanie po wszystkich parach spinow w uktadzie. Po

przyjeciu, ze w uktadzie istnieje state, dalekozasiggowe oddzialywanie

2
Jl-j = ﬂ = const
N

ktore rozciagaja si¢ na wszystkie pary spindw <i,j> oraz po uwzglednieniu, ze ostatni
wyraz w hamiltonianie
2Jy N Jy
N 4

jako staly moze zosta¢ pominigty, rozwazany hamiltonian mozna sprowadzi¢ do wyj-
sciowej postaci zdefiniowanej w modelu Isinga

H=-2 ZJUSISJ g/JBHZ S;

<i,j>

= const

Stwierdzenie. Przyblizenie $redniego pola jest rownowazne przyjgciu, ze state oddzia-
tywanie o energii J=2J Y/N jest oddziatywaniem dalekozasiggowym, ktorego energia
Jy; =0, gdy liczba spindéw N — 0. Dla tego typu oddzialywan mozliwe sa przejscia
fazowe niezaleznie od wymiaru uktadu.



12. ZJAWISKA KRYTYCZNE

Indeksy krytyczne i postac funkcji termodynamicznych w poblizu T, odpowiednios¢
uktadow magnetycznych i uktadow czqstek

W teorii przej$¢ fazowych najtrudniejszym, ale zarazem najciekawszym problemem
jest badanie zachowania si¢ uktadu w poblizu punktu krytycznego. Zjawiska zachodza-
ce w bezposrednim sasiedztwie tego punktu oraz w nim samym nazywa si¢ zjawiskami
krytycznymi. W celu opisu tych zjawisk wygodnie jest wybra¢ pewna wielko$¢, tzw.
parametr uporzadkowania (lub parametr porzadku) w taki sposob, aby punkt krytyczny
byt stanem odniesienia w stosunku do wszystkich innych. Charakterystyczna cecha wszy-
stkich przej$¢ fazowych jest osobliwe zachowanie si¢ niektorych wielko$ci termodyna-
micznych podczas zblizania si¢ do punktu krytycznego. Opis przej$cia fazowego nie
moze jednak dotyczy¢ jedynie zdefiniowania jego rodzaju, czy rozwazan dotyczacych
stanu krytycznego, ale musi takze okresla¢ funkcyjna zaleznos¢ wielkos$ci charaktery-
zujacych uktad w warunkach, gdy ktorys$ z parametréw uktadu dazy do swej wartosci
krytycznej. Jest to tym bardziej konieczne, gdyz trudno jest w realnych przypadkach
dokonywa¢ pomiarow w punkcie krytycznym, w ktorym wiele wielkosci fizycznych dazy
do ostrego maksimum. Dlatego przyjgto, aby zachowanie krytyczne roznych wielkos$ci
fizycznych osobliwych i nieosobliwych, charakteryzowa¢ za pomoca indeksow krytycz-
nych, zwanych takze wskaznikami lub wyktadnikami krytycznymi.

Stwierdzenie. Na podstawie wynikow eksperymentalnych stwierdza sig, ze
* Miarg odlegtos$ci stanu od punktu krytycznego jest wielkos¢

T-T, T
827:7— ,
T, T,

ktéra nosi nazwg temperatury zredukowanej. Temperatura zredukowana £€> 0 dla
T'>T, oraz £<0dla T'<T,. Otoczenie punktu krytycznego to obszar, w ktorym |£|
nie przekracza wartosci ~107", gdzie wyktadnik » wynosi od kilku do kilkunastu
w zalezno$ci od rodzaju substancji.
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*  Wielkosci termodynamiczne zwiazane z opisem przejs$¢ fazowych w otoczeniu punktu
krytycznego zaleza od temperatury, jak ‘T - Tc‘iu , gdzie U jest indeksem krytycz-
nym oraz [ > 0.

* Na ogo6t indeksy krytyczne przybieraja warto$ci uniwersalne niezaleznie od rodzaju
opisywanej substancji, wyjatek stanowi model o§miowierzchotkowy.

 Istniejq proste zaleznosci migdzy indeksami krytycznymi wynikajace z relacji ter-
modynamicznych.

Stwierdzenie. Indeksy krytyczne A i A’ okreslajace zachowanie si¢ wielkosci fizycznej
f(&) w punkcie krytycznym &= 0, sa zdefiniowane za pomoca relacji Fishera:

A=lim N f@ o Inte)
e.0" |ne e-0" [n(—¢€)

ktore zaktadajq istnienie tych granic, po uwzglednieniu tego, ze granica prawostronna
nie musi by¢ rowna granicy lewostronnej. Co prawda dla wigkszosci przypadkow A = A’,
ale nie jest to reguta. Wartosci indeksow z primem, tj. zdefiniowanych w obszarze T< T,
sa bardzo trudno mierzalne, przez co ich warto$ci eksperymentalne s mato precyzyjne.

Stwierdzenie. Funkcja termodynamiczna f( &) zalezy nie tylko od temperatury, ale row-
niez od innych parametrow, jednak dla wygody pomija sig je podkreslajac tym samym,
ze rozpatrywane jest jedynie zachowanie sig funkcjif(€) w obszarze krytycznym. Wow-
czas funkcje f(€) mozna przyja¢ w formie

g 4¢?, dy £€>0
fer=g.; N gdy
(=&)", gdy €<0

gdzie stale 4, A"> 0 to tzw. amplitudy. Funkcja ta w punkcie krytycznym osiaga warto-
sci

[froo dla A<O0 oo dla A'<0
lim, fe)=H4 dla A=0 oraz  Jim f@©=H04 da A'=0
N Ho dla A>0 N Ho dia A'>0

a zatem jest rozbiezna dla A, A’ <0 oraz rowna zeru dla A, A’> 0. W granicznym przy-
padku, gdy A = A’"=0, funkcja f(€) nie ma okreslonego typu zachowania si¢, mimo ze
w &= 0 ma skonczona warto$¢. Moze by¢ ona funkcja analityczna lub mie¢ nieciagtos¢
typu skonczonego skoku, 4'-A4. Takie podejscie do fizyki zjawisk krytycznych, ktore
zostato wprowadzone przez Fishera (1965), okazato si¢ nie tylko proste, ale i efek-
tywne, co prowadzi do sformutowania wielu nowych regut i praw fizycznych. Nagro-
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madzenie materialow na drodze badan do§wiadczalnych prowadzi do przekonania, ze
dla kazdej wielkosci fizycznej mozna wyznaczy¢ indeks krytyczny. Wartosci indeksow
krytycznych, wyznaczane na podstawie modeli teoretycznych, wynikaja wprost z otrzy-
mywanych zaleznos$ci w postaci potggowej lub rozwijania otrzymywanych relacji w
odpowiednie szeregi potggowe. W opracowywaniu danych eksperymentalnych nato-
miast, w celu wyznaczenia indeksow krytycznych, stosuje si¢ metody numeryczne przez
dopasowanie zatozonych form funkcyjnych.

Stwierdzenie. Przyjmuje sig, ze typowa funkcje¢ termodynamiczna w obszarze krytycz-
nym mozna przedstawi¢ w postaci

NGEEWNG)

co pozwala rozrozni¢ dwa przypadki tj., gdy f,(€) w € = 0 jest funkcja analityczng i wow-
czas

fo(€)=A+Blel” +C el +...

gdzie 0 <b <c<..oraz lim f,(€) = 4, lub gdy f,(€) w €= 0 jest funkcja nieanalitycz-
£-0

na i wowczas mozna wybrac ja w postaci

fo&)=A(n|e|™H* +B

gdzie u> 0.
Badania do$wiadczalne oraz prace teoretyczne najczgsciej prowadza do zaleznos$ci
z analityczna funkcja f(€), a nawet do najprostszych postaci, gdy B = C = ... = 0. Spo-

tykana rozbieznos¢ f(€), ktora jest typu logarytmicznego, czyli stabsza niz potggowa,
dotyczy zwlaszcza funkcji opisujacej ciepto wlasciwe.

Stwierdzenie. Gdy funkcja f,(€) ma rozbiezno$¢ logarytmiczna postaci
f(e)=Aln|eg|" +B

wowczas mozna formalnie przyjaé, ze indeks krytyczny A = 0, gdyz

-2 _ _ _
f(£):1imHA|£| 1+BH:AlimeXp( Alnfed=1, g
A=0 A A-0 A

I-Aln|eg|-1

:A}l\im +B=-Aln|e|+B=Aln|e|" +B
-0
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Stwierdzenie. W przypadku gdy pochodne [ (g) = d;(g) dla i=1,2,.., n—1 nie
gl

wykazuja osobliwosci, pochodna f)(€) jest natomiast nieanalityczna w €= 0, w celu
rozrdznienia rozbieznosci typu logarytmicznego od innych zachowan funkcji f{€) dla

_ . . _ . In| f™()]
A =0 wprowadza si¢ nastgpujacy indeks krytyczny A =n + lim —nlel | .
£-0 €

Przykeap

Niechf(€&) = 4 + B |e|*oraz Q(€) = I/\mg) Ale |, wowezas £(0) = g(0) = A. Poniewaz
pochodna f V(&) = 2B || dazy do nieskoficzonosci, gdy € — 0, wiec indeks krytycz-
ny

In{lB)-1n|e
A, =1+ lim (2 ) el
‘ e-0  In|g|

Stwierdzenie. Na podstawie prawa standow odpowiadajacych przyjmuje sig, ze w oto-
czeniu punktu krytycznego temperatura zredukowana & uniezaleznia rozwazane relacje
termodynamiczne od innych niz T, wielko$ci charakteryzujacych dany materiat. Dla in-
deksow krytycznych przyjgto ustalone, uniwersalne oznaczenia, ktére podano w tabe-
lach 12.1112.2.
W przypadku gdy cieplo wlasciwe wykazuje rozbieznosci logarytmiczne, tzn.
C,~In(-&)! lub C,~In(-€)"! dlae<0
oraz
C,~Ing! lub Cy~Ine! dlag>0
przyjmuje sig, ze a = o' = 0.

Tabela 12.1. Indeksy krytyczne dla uktadéw ciektych €= T/T — 1

Warunki

Indeks Definicja Wielkos¢
e |P-P |p-p.
a’ C,~(-&"“ <0 = #Z0 | Pojemnos$¢ cieplna przy statej
a C,~¢e"“ >0 | = = objetoscidla T<T,iT>T,
<0 = #Z0 | Roznica migdzy ggstosciami fazy
B p,—Pg~(&F cieklej i gazowej (krzywa
wspolistnienia)
y' Ky~ &Y <0 = Z0 | Izotermiczna $cisliwosc
y K~ €&V >0 = = dlaT<TiT>T,
P-P, ~|p, - pGPsgn(pL - Pg) = Z0 Z0 | Izoterma krytyczna
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Tabela 12.2. Indeksy krytyczne dla uktadow magnetycznych e =T/T, - 1

Indeks Definicja Warunki Wielkosé
£ H M
a’ Cy~ (—ey @’ <0 = Z0 | Pojemnosc¢ cieplna w statym polu
a Cy~e? >0 | = magnetycznymdla < T, iT>T,
M~ (—&y B <0 = # 0 | Namagnesowanie w zerowym
polu zewngtrznym H = 0
y Xr~ & <0 =0 Z0 | Izotermiczna podatno$¢
y Xr~ €Y >0 =0 =0 | magnetyczna w zewngtrznym
poluH=0dlaT<T,iT>T,
14) H ~ |M)® sgn(M) =0 z0 #0 | Izoterma krytyczna
PrzykeAD

Zastosowanie przyblizenia sredniego pola do ferromagnetykow umozliwia okresle-
nie nastgpujacych zaleznosci termodynamicznych oraz wartosci indeksoéw krytycznych
w temperaturze bliskiej temperaturze Curie 7', (por. rozdz. 11):

* podatno$¢ magnetyczna, prawo Curie—Weissa

M -
X :E 0(r-T1,) ! dlaT>T, zatem y=1
* magnetyzacja spontaniczna

1
MD(TC—T)% dlaT<TC,zatemB=E
* magnetyzacja w punkcie krytycznym
1
MOH? dlaT=T, zatem 0= 3.

Stwierdzenie. Zgodnie z zasada odpowiednio$ci wielko$ci rozwazane w przypadku ma-
gnetykow albo uktadow czastek maja swoje odpowiedniki i jednakowe indeksy krytyczne:

* zmiana gestosci p; — P 1 magnetyzacja spontaniczna M dla 7<T,,

stad p; — p; O (7, —=T)F oraz M O (T, - T)® maja jednakowy indeks S,

* zmiana ci$nienia P — P_ 1 nat¢zenie pola magnetycznego HdlaT =T,

stad p, — ps; O |P—Pc|1/5 oraz M [0 H'® maja jednakowy indeks &,

» Sci$liwo$¢ izotermiczna K, = 1L EP—V H: 1 B@B gdzie p= N/V i podatno$¢ ma-
VoorPQO pPPLC

net czna)(‘aﬁ stad
gnety oH A
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HT-T,)” dla T>T, HT-T,)” dla T>T,
Kr U0 —y oraz)(DD —y
HT.-T)" dla T<T, HT.-T)" dla T<T,

maja jednakowe indeksy yi ', chociaz wyniki do§wiadczen sugeruja, ze Y=y’

Stwierdzenie. W celu dokonania ilo§ciowej charakterystyki zmian struktury i wlasno$ci

termodynamicznych, ktorych doznaje uktad przy przejsciu fazowym, wprowadza sig

parametr uporzadkowania @ zwany takze parametrem porzadku okreslony w taki spo-

sob, aby byl on r6zny od zera w fazie o nizszej symetrii i zerowal si¢ w fazie o wyzszej

symetrii. Wybor parametru uporzadkowania nie jest jednoznaczny, ma on jednakze na-

stepujace wilasnosci:

* powinien znika¢ powyzej T 1 jest rozny od zera ponizej T,

* W sposoéb ciagly dazy do zera, gdy T — T, od strony temperatur nizszych od 7,

* ponizej T, nie jest on w petni zdefiniowany przez warunki zewngtrzne i moze przyj-
mowac dwie lub wigcej wartosci w tych samych warunkach.

Dla gazow parametr uporzadkowania wybiera si¢ np. jako p, — P, gdzie p, i p;
oznaczaja odpowiednio ggstos¢ fazy ciektej i gazowej. Dla uktadow magnetycznych jako
@wybiera si¢ spontaniczne namagnesowanie M lub $rednig warto$¢ spinu <s> w czasie
nieobecnosci zewngtrznego pola magnetycznego.

Stwierdzenie. Parametrem o wymiarze dtugosci okreslajacym rozmiar obszaru uporzad-
kowania jest dugos¢ korelacji . W przypadku magnetykow jest to sredni rozmiar ob-
szaru, w ktorym spiny sa ustawione rownolegle, natomiast dla ukladu czastek jest to
$redni rozmiar obszaru, gdzie czastki tworzac grono (cluster), sa zgrupowane w calo$¢.
Dtugo$¢ korelacji staje sig nieskoficzenie duza & — oo, gdy 7 — T, woéwczas

HT-T,)™" dla T>T,
¢umg ,
HT.-T)" dla T<T,

gdzie v, v’ > 0 sa indeksami krytycznymi.

Stwierdzenie. W o$rodkach optycznych niejednorodnych fizycznie, w ktérych wspot-
czynnik zatamania $wiatla ma r6zna warto$¢ w réznych punktach osrodka, co jest spo-
wodowane przede wszystkim fluktuacjami ggstosci osrodka, zachodzi rozpraszanie $wia-
tla. Zjawisko to nosi nazweg opalescencji, a jego szczegdlne nasilenie, ktore nastgpuje
w punkcie krytycznym, zwane jest opalescencja krytyczna. Natgzenie $wiatla rozpra-
szanego przez uktad dane jest wzorem

1(k) =J]'n(2) (r,r") exp[=ik Lr —r")] dr dr' + VK n >>
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gdzie:

<n>=<n(r)>= <z o(r—r; )> jest srednia gestoscia czastek, a
J

n®(r,r') = Z o(r— r; )O(r' = r,) | jest dwuczastkowa funkcja rozktadu.
T
J*k

Po wykonaniu catkowania (k) =[S(k)+ <n >2 5(k)]V, gdzie czynnik struktury

S(k) = Iexp(—ik ) G(r) dr

, otrzymuje si¢

jest transformata Fouriera funkcji Greena G(r) = G, M
r

S(k) = G, [ exp(~ik i) SR8
r

0 1 _
dr = 210G, [dr r? [ dx exp(—ikr) SPCT/S)
0 =l r

=21mG, Idr r epo_ Hexp_( l]‘l;l:rx)

-1

= 2:?’ ‘([dr exp%% %exp( —ikr) —exp(ikr)]

O O 1 oo 0 1 (oo
Dexp[-}—%ﬂk% p[-}-% k%m
2“G0E g __ B g

“kno _H L
0 0

(|
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Poniewaz w punkcie krytycznym & — oo, wigc S(k) ~ k2. Uogolniajac otrzymane
wyrazenie, mozna przyjaé, ze w punkcie krytycznym S(k) ~ k2", gdzie n jest kolej-
nym indeksem krytycznym.

Stwierdzenie. W przedstawionych rozwazaniach zdefiniowano osiem indeksoéw krytycz-
nych:a, a’, B, y, y', 4, n, v. Ich zmierzone (w granicach bledu) i wyznaczone teoretycznie
wartosci zamieszczono w tabeli 12.3. Przy nieciagltosci typu skokowego lub przy roz-
bieznos$ci logarytmicznej wyktadniki krytyczne sa oznaczone odpowiednio symbolami:

0(6) i 0(In).

Tabela 12.3. Wartos$ci indeksow krytycznych

Wielko$¢ fizyczna X Kr M M C C S(k) é
P = Pg p-p.
Indeks % B o a a’ n v
(rsT) | (I'=T) | (T>T) | (T<T)

Doswiadczenie — uklady rzeczywiste

u. m. Fe 1,33 0,35 <0,17 <0,13
u. m. Ni 1,35 0,42 4,22 0 a'=-03
u. c.g. CO, 1~1,35 0,34 4,2 0,1 0,1

u. c.g. Xe 1,2~1,3 0,35 4.4 <0,2

Teoria — uktady modelowe

p. $r. p. 1 12 3 0(6) 0(6) 0(?) 0,5(2)
m. . 2-D 7/4 1/8 15 0(In) 0(In) 0,25 1
m. . 3-D 5/4 5/16 5,05 0,1 0,1 0,056 | 0,638

u. m. Fe — uktad magnetyczny Fe,

u. m. Ni — uktad magnetyczny Ni,

p. $r. p. — przyblizenie $redniego pola (gaz van der Waalsa i model Weissa),
m. I. 2-D — model Isinga dwuwymiarowy,

m. . 3-D — model Isinga trojwymiarowy.

Komentarz. Sci$le z problemem wyznaczania indeksow krytycznych wiaze sie pytanie,
w jakim zakresie temperatur w poblizu punktu krytycznego nalezy spodziewac si¢ za-
leznosci potggowej lub logarytmicznej, ktora okresla indeksy krytyczne. Ten zakres tem-
peratur to obszar krytyczny. Jednakze dla tak zdefiniowanego obszaru krytycznego po-
jawiaja si¢ dwa zastrzezenia: po pierwsze taki obszar krytyczny, mimo ze lezy w poblizu
T, to wykracza poza strefe zjawisk krytycznych, a po drugie przy tak przyjetej definicji
w danym materiale moze istnie¢ wiele obszarow krytycznych, gdyz moga one by¢ roz-
ne dla r6znych wielko$ci termodynamicznych. Pierwsze zastrzezenie wynika z tego, ze
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»szukamy analitycznej struktury”, tzn. formulujemy analityczny aparat do opisu niea-
nalitycznego zachowania si¢ wielkos$ci termodynamicznych oraz z drugiej strony, ze
z danych eksperymentalnych otrzymuje si¢ jedynie ,,0stre maksimum”, a nie dazenie
do nieskonczonosci w punkcie krytycznym. Drugie zastrzezenie, bez szukania przyczyn
interpretacyjnych, mozna sformutowa¢ na podstawie analizy wynikow eksperymental-
nych.

Indeksy krytyczne sa bardzo waznymi charakterystykami przej$¢ fazowych i zacho-
wania si¢ parametrow fizycznych w otoczeniu tych przejs¢, ale nie dostarczaja infor-
macji o warunkach i punktach zachodzenia przej$¢ fazowych. Dlatego mozliwosci wy-
znaczenia T, jak rowniez amplitud, wystepujacych w relacjach zawierajacych indeksy
krytyczne stanowi przedmiot stalych dociekan. Jednak ustalenie warto$ci poszczegol-
nych parametrow oraz ich zwiazku z mikroskopowymi charakterystykami uktadu jest
praktycznie mozliwe jedynie w ramach rozwazan modeli mikroskopowych.
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Zwiqzki pomiedzy indeksami krytycznymi, nierownos¢ Rushbrooke’a i nierownos¢

Griffithsa

Stwierdzenie. Migdzy indeksami krytycznymi, zwanymi takze wyktadnikami krytycz-
nymi, istnieje wiele zwiazkow, majacych formg nierownosci, wynikajacych z relacji ter-
modynamicznych okreslonych przez warunki stabilnosci dla uktadéow termodynamicz-
nych. Mimo ze zwiazki te, ktore sa nierownosciami, nie wplywaja na zredukowanie liczby
niezaleznych indeksoéw krytycznych, jednak umozliwiaja nalozenie ograniczen na za-
kres ich zmienno$ci.

Stwierdzenie. Nierownosci spelniane przez indeksy krytyczne umozliwiajgq weryfikacjg
wynikow eksperymentalnych, a dla modeli teoretycznych — oceng prawidtowosci przy-
jetych zatozen oraz wyeliminowanie modeli sprzecznych z nimi.

LEMAT. Niech funkcje fix) > 01g(x) > 0 oraz f{x) = g(x), wowczas In f{x) = In g(x). Po-
niewaz dla wartosci 0 <x < I funkcja Inx <0, w obszarze tym spetniona jest relacja

In f(x) _ Ing(x)
Inx ~ Inx
Niech funkcje f{x) i g(x) beda postaci f{x) = 4x* oraz g(x) = Bx", wowczas

+ +
lim In f(x) - lim Alnx+In4 = A orag lim In g(x) - im Ulnx+InB = i
x-0" Inx x-0" In x x-0" Inx x-0" Inx

Jezeli zatem dla funkcji termodynamicznych zachodzi relacja Ax* > Bx*, ich wykta-
dniki krytyczne spetniaja nierownosé A < L.

Stwierdzenie. Indeksy krytyczne spetniaja nieréwnos¢ Rushbrooke’a: a'+ 2B+ A" > 2.

Dowo6d. Rozpatrujemy uktad magnetyczny dla 7 < T, tj. gdy €= T/T,— 1 < 0. Rowna-
nie okreslajace zwiazek miedzy cieptem wiasciwym C,, okreSlonym w statym polu mag-
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netycznym H i cieptem wlasciwym C,, okreslonym przy stalej magnetyzacji M wynika
z nastgpujacych relacji:
Niech entropia S = S(7, M), wowczas

dS=ED£H dT+BainM
0T 0, [OM 3
Po podzieleniu obu stron przez d7 i przyjeciu statej H otrzymujemy rownanie
s s, Gas oo g
P70, P70, DPM G.00T
Z relacji Maxwella
nos [y __pi
M [ 00T O,
i tozsamosci
PMBEPHE BT -y BT PP
00H [ 00T [, [PM [, M, 00T 0,

oraz po pomnozeniu obu stron przez 7 powyzsze rOwnanie mozna przeksztalci¢ w na-
stepujacy sposob:

rP5 8 =PSB [P0 MR S LM
WTg, IO, 00T 0,00T 0, TO, [O0H G 00T [}y
gdyz
-1
PAH - H PV
0T 0, [00H [ 00T [}
Stad po uwzglednieniu definicji ciepta wtasciwego 1 podatnosci magnetyczne;j

o -5 , Cy -rBP5H ELH
0T O, PT O,

[0H

otrzymuje si¢ rownanie

e =y PM
Cu—Cuy TXT%@
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Poniewaz spetnienie warunkéw stabilnosci dla uktadu wymaga, aby C,,= 0 oraz
Xr =0, wigc z podanego rownania wynika niero6wnos¢

|
2Txr %é

ktora jest spetniona takze, gdy I' — T, oraz H = 0.

Przyjawszy, ze w obszarze krytycznym, gdy 7'< T, (&€ < 0), nastepujace funkcje ter-
modynamiczne majg postac: Cp = A(-&)™", M =B(-&)F i Xr = C(-¢)7Y, gdzie
A, B, C sa statymi oraz uwzgledniajac, ze

E d(-€) _ E@M __1BBC-ef1H __BB(-eF"
DaTE}{ (EE, T, (—E)E, T, g 0(-¢) T.

otrzymang nierownos$¢ mozna poda¢ w postaci

2p2
A(_E)—(X' > ,B B (_E)y'+2(ﬁ—1)

z ktorej na mocy wprowadzonego Lematu wynika, ze —a'< y'+ 23— 2, czyli nierow-
no$¢ Rushbrooke’a: a’+2B+ A'=2.

Stwierdzenie. Poniewaz w warunkach rownowagi potencjal Helmholtza, czyli energia
swobodna £, osiaga minimalng warto$¢, jest wige funkcja wypukta. Z warunku wypu-
ktosci potencjatu Helmholtza wynika nierdwno$¢ Griffithsa: a’+ B(1 + ) = 2.

Dowod. Jezeli funkcja dwoch zmiennych f{x, ) osiaga minimum, to sa spelnione wa-
runki

a*f |
2 2 2
0x 0y0x>0 oraz af>01ub aj;>0
0%f 0% f 0 x?
Oxdy 0y2

Warunki te zapewniaja takze wypuktos¢ funkceji poza punktem osiagania minimum,
w ktorym ponadto musi by¢ spetniony warunek

af_of_,
Ox Oy

Poniewaz potencjat Helmholtza F' w ustalonych warunkach zewngtrznych, tj. 7= T,
1 H = H,, osiagga minimum, w rozwazanym ukladzie, gdzie zmiennymi sa S1i M, jest on
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funkcja postaci F(S, M) = U(S, M) — T,S — H,M, gdzie U = U(S, M) jest energia wewng-
trzna. Po uwzglednieniu, ze dU = TdS + HdM oraz ze pochodne

E%SH =T - TolﬁﬁH = H - H,

warunki wypuktosci potencjatu Helmholtza maja postac

78 B0 o
HH BaﬂH >01D6S§4>Olub [ﬁM@>O
0os 0, [PM G

Spehienie drugiego warunku pociaga za sobg relacje
S
Cy =THLH >0 oraz Xy =EB£H >0
0T O, 0H [

ktére sa wymagane dla stabilnosci uktadu. Gdy natomiast korzysta si¢ z metody funk-
cjonalnych wyznacznikow (jakobiandéw), pierwszy warunek mozna przeksztatci¢ w na-
stepujacy sposob

P'H R »
00S 0, oM Gg|_ D(T,H) _UD(S,M)U S

H[  [0H 0 D(S.M) CD(T.H)C

0oS 0, [OM G

z czego wynika, ze

g g

D(S,M) 07 [}, DGH@

RO =T e

00T [}, [oH [
a stad

PSHEPMA PMBESH 0
i DO

T [, 0H 3 00T [, [(PH

Uwzgledniwszy, ze
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%QJ:?,XT:E%H

00H -

oraz relacje Maxwella
sy v
0H [ 00T [

otrzymuje si¢ relacje

ktora jest takze spelniona w punkcie krytycznym.

0H -
Poniewaz w punkcie krytycznym, gdzie T'=T,, H = DM?®, wigc P =dDM°™" Na-

tomiastdla I’ — T, gdy T < T, (&<0), rozwazane funkcje termodynamiczne maja po-
stac

e\ B-1
CH = A(_E)_a’a M =B(—£)ﬁ oraz BLH M

0oT [y T,
a ponadto
sayt M _ﬂ _g)B1-5)
X = @?ﬁ% @WH =lue )= =T, o

Po podstawieniu powyzszych funkcji do wyznaczonej nierdownos$ci otrzymuje si¢ wy-
razenie
. B1_6 _ BZBZ _
A(—e)@ _e)B0-0) 5 _g)2(BD
(=€) - (-¢) T (=€)
z ktoérego na mocy wprowadzonego Lematu wynika, ze —a’'+ B(1 — &) < 2(B— 1), czyli
nierownos$¢ Griffithsa: a’+ B(1 + d) = 2.

Komentarz. Dla wszystkich modeli teoretycznych nierdownosci Rushbrooke’a i Griffith-
sa przechodza w rownosci. Takze dla wielu uktadow rzeczywistych wyznaczone do§wiad-
czalnie indeksy krytyczne spetniaja relacje rownosci z doktadnoscia do btedow pomia-
row. Dowodzi to, ze nie wszystkie indeksy krytyczne sa niezalezne.



14. HIPOTEZA SKALOWANIA

Hipoteza skalowania, rownos¢ Widoma, redukcja niezaleznych indeksow krytycz-
nych, zasada uniwersalnosci, prawo stanow odpowiadajqcych

Stwierdzenie. Hipoteza skalowania zwana takze teorig skalowania, hipoteza podobien-
stwa, lub hipoteza ogolnej jednorodnosci potencjatu termodynamicznego, pozwala wy-
razi¢ sze$¢ podstawowych indeksow krytycznych, tj. a, a’, B, y, y', O przez dwa nieza-
lezne.

Definicja — Funkcja n zmiennych postaci: f(x , x,, ..., x,) nazywa sig uogolniona funk-
cja jednorodna, jezeli f(A"x;,A%x,,...,A%x,) = AP f(x x,,...,x,).

Stwierdzenie. Potencjaly termodynamiczne sa uogdlnionymi funkcjami jednorodnymi
wylacznie parametrow intensywnych, np. 7, P, H.

PrzykeAD

Rozpatrujemy uktad magnetyczny o dwoch stopniach swobody 7' i H. Uog6lniong
funkcja jednorodna jest entalpia swobodna G = G(7,H), ktorej rozniczka zupetna ma
posta¢: dG = —SdT — MdH. Rozwazania dotycza obszaru krytycznego, dla wygody tem-

. T , e
perature T zastepuje si¢ temperatura zredukowana € = — —1, wowczas potencjat Gibbsa

G = G(&, H), gdzie w punkcie krytycznym &= 0. Ponicwaz jest to uogdlniona funkcja
jednorodna, wigc wynika z tego, ze

G(A%€, APH) = A’ G(g, H)
L. Po zr6zniczkowaniu obu stron powyzszego wyrazenia wzgledem H oraz uwzglg-

dnieniu, ze @g%ﬁ =-M , gdzie M jest magnetyzacja, otrzymujemy odpowiednio
L
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0 0
N a b — Ab a b — b a b
o & N H) =N 50517) GOe, AH) = XM(A“e, A'H)

0
F NG(g, H)= A’M(¢, H)

a stad

AbM(A%e, APH) = APM(&, H)

Rozwazamy dwa przypadki, tj. £ = 0 1 H = 0, odpowiadajace dwom roznym indeksom
krytycznym.

Przypadek 1. T=T czyli €= 01 H # 0. Wowczas magnetyzacja M ~ HY % a otrzymana
relacja redukuje si¢ do postaci

APM(0, APH) = APM(0, H)

a stad po podstawieniu M = DH''®, gdzie D jest stala amplituda, otrzymujemy réwnanie
)\bD()\bH)l/5= AP HSD

z ktérego wynika, ze AP*”2= € czyli b + b/5= p, a zatem

b

p-b
Przypadek 2. H=01 T - T, czyli € - 0 oraz T <T. Wowczas magnetyzacja
M ~ (—£)P, a otrzymana relacja redukuje si¢ do postaci

o=

APM(A%g, 0) = APM(&, 0),
a stad po podstawieniu M = B(—€)P, gdzie B jest stata amplituda, otrzymujemy réwnanie
APB(-A2€)B= APB(-£)B,

z ktorego wynika, ze A>**P= AP czyli b+ a3 =p, a zatem

p=L"b

a
I1. Rozpatrzmy podatno$¢ magnetyczna X, = E%H ‘ p=o AlaT<T_ idlaT>T, gdy
0o Ly

T - T, czyli € - 0. Wowczas podatno$¢ magnetyczna X, ~ (—€) ¥ dla €< 0 oraz X, ~ £
dla £>0.
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Po zrézniczkowaniu obu stron wyrazenia
APM(A%e, APH) = W M(€, H)

wzgledem H i przyjeciu H = 0 otrzymujemy odpowiednio

0 0
H APM(Ae, APH) | _ o = Azbm M(A%€, APH)|,_ o = A? X [{(A%),

0
ﬁ /\pM(ga H)|]—[: 0 = /\p Xj(g)a
a stad
A2 X (A€) = N x(€)
Po podstawieniu X, =C'(—€) ¥ dla € < 0 oraz x, =Ce Vdla € > 0, gdzie C'i C sa staly-
mi amplitudami, otrzymujemy odpowiednio rownania
A2bC(—Aag)y V' = ApC(—-g) Y
z ktorego wynika, ze
A2b=ay' = Ap_ czyli 2b—ay =p
oraz
AL C(A%e)Y = ACe Y
z ktorego wynika, ze
A2b=ay = AP czyli 2b — ay=p

a zatem

Stwierdzenie. Poniewaz indeksy krytyczne w otrzymanych relacjach maja postac ilora-
zu, mozna wyeliminowac¢ z nich jeden parametr, zastgpujac np. stale a i b przeza'p i1 b'p.
Wowczas
b' b' -b'p 1-b 2bp—p _2b" -1
5=_"P _ ',‘B:P'P: ' pP—P _

= —= oraz Y =Y = ; ;
p—bp 1-b ap a a'p a

a stad po przeksztatceniu wyrazenia

— L T T I_+_I L _I+
,35:1,17 b :2:2b 1+1 b:2b 1+ b +1

a 1-b d a a' a

=y'+p
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otrzymuje si¢ tzw. rownos¢ Widoma:

y'=B(-1
okreslajaca zwiazek pomigdzy indeksami krytycznymi £, y'1i 0.

II1. Ciepto wtasciwe przy statym polu magnetycznym okres$lone jest wzorem

N G
Cy =TE;LT§1H=0 =T%EH=O

a zatem, aby wyznaczy¢ zwiazki dla ciepta wlasciwego, nalezy zrézniczkowaé dwukrotnie
wzgledem T relacjg

G(A%€, APH) = A G(g, H)

i potozy¢ H = 0. Poniewaz T zostalo zastapione przez & wygodnie jest postuzy¢ sig for-
mulg

9 _060 _10
oT 0T oe T, d¢
woweczas kolejno otrzymujemy

10 AY 0 AY
—_— a b - — a b - — a b
T. 9¢ G(A%, A’H) = T. 0\ &) G(A%, A’H) = T, S(A%, A°H)

1 8° A9
T_fa? G(A%e, APH)|,,_ = T—Cza—g S(Ae, AH)|,,

A2a a , A2a
= Tc2 A(N'E) S(A%e, A’H) |, _ = Tcz C (A
oraz
1 o? AP
77 9¢? VOE Do = 77 )
a stad
A2a

a AP .
FCH (A%€) = FCH (€), czyli N2°C, (A%€) = MC,(€)

¢ c
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Po podstawieniu C, = A'(~€) * dla €<0 oraz C,;=4€ % dla £€>0, gdzie 4" i 4 sa
statymi amplitudami, otrzymujemy odpowiednio rownania

A2 A (~Ae) @ = AP A'(—e) @

z ktorego wynika, ze A2 % = M?, czyli 2a — aQ’ = p oraz
A2 A(Xg) Y = W Ag @

z ktorego wynika, ze A*¢4% = I, czyli 2a — ad = p, a zatem

_2a-p

T

a =qa

, 1
luba' =a=2-—
a

gdzie c stata a zostata zastapiona przez a'p.

1 1-0 2b' -1

Stwierdzenie. Wyrazenia @' = =2-—, B = oraz Y =y = umozliwia-
a

a'
ja wyznaczenie wzoru a'+ 2+ y' =2, ktory jest odpowiednikiem nierownos$ci Rush-
brooke’a i okresla zwiazek migdzy indeksami krytycznymi o', Bi y'".

Dowod

1 2-2b" 2b' -1 1 2 2 20 1
a’+2B+ y’= 2_?4' ; + ; :2——'+—'——'+—'——'

a a a a a a a

=2.

Stwierdzenie. Hipoteza skalowania prowadzi do wniosku, ze 6 indekséw krytycznych,
tj.a, a’, B, y, y'i djest powiazanych czterema zwiazkami:

a=a’ y=Vy, a'+2B+y =2, y'=pB(-1)

z czego wynika, ze tylko dwa indeksy krytyczne sa niezalezne, a pozostate cztery moz-
na wyrazi¢ w zaleznosci od nich. Otrzymane zwiazki zwane sa prawami skalowania.
Jezeli jako niezalezne indeksy krytyczne zostang wybrane np. ' i ¥, to

a-a  y-y, p-2797V, 5-270%Y
2 2-a-y
Hipoteza skalowania prowadzi ponadto do wniosku, ze indeksy krytyczne a i o' oraz
yi Y, wystepujace w funkcjach termodynamicznych C,, oraz X po obu stronach 7, sa
sobie rowne.
Podane zwiazki otrzymano dla magnetyka, sgq one jednak stuszne réwniez dla innych
uktadow.
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Stwierdzenie. Wszystkie wersje hipotezy skalowania sprowadzaja si¢ do zatozenia
0 uogdlnionej jednorodnosci potencjatu Gibbsa w otoczeniu punktu krytycznego. Zad-
na z wersji tej hipotezy nie zostala jeszcze udowodniona. Tak wigc wyniki otrzymane
na podstawie stwierdzenia, ze potencjaly termodynamiczne sa uogoélnionymi funkcjami
jednorodnymi sa na tyle poprawne, na ile stuszne jest to stwierdzenie. Hipoteza skalo-
wania nie daje mozliwo$ci wyznaczenia wartosci indeksow krytycznych, a jedynie po-
zwala wyraza¢ 4 spo$rod nich przez 2 pozostate lub wszystkie przez dwa nieokreslone,
skalujace parametry a 1 b. Znajomos$¢ parametrow « i b bytaby rownoznaczna ze znajo-
moscia indeksow krytycznych.

Stwierdzenie. Chociaz brak jest ogoélnego dowodu hipotezy skalowania, Kadanoff w 1966
roku wskazat na heurystyczne argumenty intuicyjne potwierdzajace hipotezg¢ skalowa-
nia i sformutowat hipotezg¢ uniwersalnosci.

Stwierdzenie. Staranna analiza eksperymentalna wartosci indeksow krytycznych pozwala
dostrzec, ze dla wielu grup uktadow maja one zblizone wartosci. Dla bardzo wielu zwiaz-
kéw ptynowych 1 magnetycznych na podstawie wynikow eksperymentalnych uzyskuje
si¢ nastgpujace oszacowania dla indeksow krytycznych:

=-0,1+0,1, B =0,33+0,42, y=1,21+1,37, 0=4,2+44,

ktore pokazuje, ze ich wartosci zawarte sa w waskich przedziatach o szerokosci 0,2 oraz
zapewniaja, ze rzeczywiste parametry krytyczne spelniaja prawa skalowania w grani-
cach bledu.

Stwierdzenie. Dla dwuwymiarowego modelu Isinga wyznaczone warto$ci indeksow kry-
tycznych sg r6zne od podanych, niemniej jednak nie zaleza one od rodzaju sieci spino-
wej 1 sa np. takie same dla sieci kwadratowej i sieci trojkatnej. Tego typu obserwacje
doprowadzily do sformutowania zasady uniwersalnosci.

Stwierdzenie. Zasada uniwersalno$ci zwana takze hipoteza uniwersalnosci sformutowana
przez Kadanofta glosi, ze:

Ciagtle przejscia fazowe mozna podzieli¢ na niewielka liczbg klas uniwersalnosci
w zaleznosci
* od wymiaru przestrzennego d uktadu (modele 1-, 2-, 3-, ... , d-wymiarowe) oraz
* od wymiaru (charakteru) parametru porzadku (skalar, wektor, tensor, ...).

Przykladem rzeczywistego ukladu 1-wymiarowego moze by¢ tancuch polimerowy,
w ktorym sprz¢zenia migdzy czasteczkami tancucha sa silniejsze niz sprzezenia migdzy
réznymi tancuchami. Btony i cienkie warstwy, a takze nadprzewodniki wysokotempe-
raturowe, w ktorych korelacje migdzy warstwami mozna pomina¢, sa przyktadem rze-
czywistych uktadow 2-wymiarowych.

W kazdej klasie uniwersalnos$ci odpowiadajace sobie wielkosci fizyczne zaleza
w podobny sposéb od wzglednej odlegtosci €= T/T, — 1 od punktu krytycznego i maja
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jednakowe indeksy krytyczne. Uktady te sa zatem opisywane takimi samymi algebra-
icznie rOwnaniami stanu.

Stwierdzenie. Warto$ci indekséw krytycznych zaleza przede wszystkim od makrosko-
powych wiasnos$ci uktadu, co si¢ wyraza w istnieniu niewielkiej liczby klas uniwersal-
nosci i znikomym wptywie mikroskopowej budowy uktadu.

Stwierdzenie. W obszarze krytycznym fluktuacje parametru porzadku staja si¢ makro-
skopowe i zaczynaja dominowac. Niezwykle silny wzrost fluktuacji parametru uporzad-
kowania oraz wzrost zasiggu fluktuacji jest charakterystyczng cecha ciaglych przejsé
fazowych. Pozwala to tez uscisli¢ pojecie obszaru krytycznego, przyjmujac, ze jest to
obszar, w ktorym fluktuacje zaczynaja mie¢ znaczaca rolg w przebiegu zjawisk fizycz-
nych. Dla ciagtych przejs¢ fazowych promien korelacji &, tj. promien obszaru identycz-
nosci uktadu jest rzedu |7 —T |, gdziev>0oraz ¢ - o, gdy T - T..

PrzykeAD
[. W przypadku opalescencji krytycznej fluktuacje parametru porzadku w punkcie
krytycznym wystgpuja w skali makroskopowej, a nie tylko w skali mikroskopowe;j. Sa
to tzw. fluktuacje krytyczne.
II. Promien korelacji (dlugos¢ koherencji) wyznaczony na podstawie teorii mikro-
1

2
skopowych dla nadprzewodnika jest okreslony wzorem &(7') = 0,739, E - ]]:E . Stad
=1
V=3

Stwierdzenie. Pierwowzoru hipotezy uniwersalno$ci mozna szuka¢ w rOwnaniu van der
Waalsa. Przejscie do przeskalowanych bezwymiarowych zmiennych prowadzi do zre-
dukowanego rownania van der Waalsa zwanego takze rOwnania standéw odpowiadaja-
cych, prawem stanéw odpowiadajacych lub hipoteza odpowiedniosci stanow:

3 P vV T
+— U3¢0 —-1)=81, gdzie m=—, p=—, T=—
EWZE("’ )8 & AR

c c c

w ktorym ulegly zatarciu wszystkie indywidualne cechy gazow. Mimo Ze rézne gazy
van der Waalsa maja r6zne wspotrzedne punktéw krytycznych, po przeskalowaniu ich
roOwnania stanu sg takie same, co powoduje, ze wszystkie gazy van der Waalsa maja
identyczne indeksy krytyczne.

Komentarz. Pomimo niepodwazalnych osiagni¢¢ hipotezy skalowania i hipotezy uni-
wersalnosci nalezy stwierdzi¢, ze nie wyjasniaja one przyczyn zachodzenia przejs$c¢ fa-
zowych, nie okreslaja wspotrzednych punktéw krytycznych, ani nie podaja wartosci licz-
bowych indeksow krytycznych.



15. TEORIA GRUPY RENORMALIZACYJNEJ

Metoda grupy renormalizacyjnej, transformacja Kadanoffa, jednowymiarowy mo-
del Isinga, punkt staly transformacji, wyznaczanie indeksow krytycznych

Stwierdzenie. Powigkszenie s razy (s > 1) d-wymiarowej kostki o krawedzi L oznacza,
ze kazda krawedz jest powigkszona s razy i wynosi sL, a objeto$é wzrasta s¢ razy. Jezeli
uktad czastek w d-wymiarowej przestrzeni jest d-wymiarowa kostka, to powigkszony
uktad zawiera s razy wigcej czastek. W powigkszonym uktadzie stopnie swobody, ktore
pojawiaja si¢ w wyniku jego powigkszenia, nazywa si¢ wewngtrznymi stopniami swo-
body. Jezeli zaniedba¢ wewngtrzne stopnie swobody, to powigkszony uktad ma tyle samo
stopni swobody co uktad wyjsciowy.

AR
iy HH T = P2
7 el 7 N
Zalil ~¢ T v
A - -— —>
a) b) ©) d)

Rys. 15.1. Dwuwymiarowy uktad spinowy: a) uktad wyjsciowy, w kazdej matej komorce znajduje sig
1 spin; b) uktad powigkszony 3 razy, duze komorki zawieraja 9 matych komoérek z wyjsciowymi
spinami; kazdej duzej komérce mozna przyporzadkowaé spin catkowity; ¢) transformacja Kadanoffa
— uktad $rednich spindw w duzych komorkach; d) przeskalowanie — rozmiar uktadu jest rowny
rozmiarowi wyjsciowemu
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PrzykeAD

Transformacja Kadanoffa i przeskalowanie ukladu. Rozwazany jest dwuwymiaro-
wy uklad o krawedzi L = 4, w komorkach ktorego znajduja sig¢ dowolnie zorientowane
spiny O, (czastki obdarzone spinem) —rysunek 15.1a. Ukfad zostaje przeskalowany, po-
wigkszony s =3 razy ma krawedz L'=sL =3x4 =12. Male komorki staja si¢ duzymi
komoérkami o krawedzi 3, wewnatrz ktorych znajduje sie s¢ = 3% = 9 elementarnych ko-
morek. Kazda elementarna komorka zawiera jeden spin 0. W duzych komoérkach jest
s?=9 spindw — rysunek 15.1b. Spiny wewnatrz kazdej duzej komorki zostaja zastapio-
ne jednym spinem o warto$ci rownej wartosci sredniej, zdefiniowanej nastgpujaco:

o, :S_dZO'

{ci}

gdzie {0} oznacza sumg po komoérkach elementarnych w jednej duzej komorce.

Woweczas zaniedbujac wewngtrzne stopnie swobody, otrzymuje si¢ uktad zawieraja-
cy L2, czyli tyle samo co wyjsciowy uktad komorek z jednym (uérednionym) spinem,
ale powigkszony s razy — rysunek 15.1c. Kolejne przeskalowanie uktadu (pomniejsze-
nie s = 3 razy) powoduje, ze koncowy uklad ma rozmiar identyczny jak uktad wyjscio-
wy, jednakze zmniejszenie jego rozmiaru powoduje wzrost gestosci spinéw s razy
w pomniejszonych komoérkach, tj. 0, = s?0, — rysunek 15.1d.

Stwierdzenie. Hamiltoniany ukladow w kolejnych etapach transformacji odpowiadaja-
cych na rysunku przypadkom a, b, ¢, d sa oznaczane odpowiednio #, #,, H, ., H,.

Definicja — Transformacja Kadanoffa to transformacja hamiltonianu od postaci hamil-
tonianu dla powigkszonego s razy wyjsciowego uktadu (b) do postaci hamiltonianu dla
uktadu z usrednionym spinem (c), przy czym uklad (b) ma s razy wiecej spinéw niz
uktad (c). Niech hamiltoniany uktadéw (b) i (c) sa odpowiednio postaci

1 1
—_— —_— !
Hy == > Ji0i0y oraz H = 2 > Ji0i0,
<i,j> <hJ>

woweczas transformacj¢ Kadanoffa wyraza si¢ w formie
'{]{Ls = KSHL
gdzie posta¢ hamiltonianu %, ; jest okreslana na podstawie rownania

eXp(_B}[Ls): Z ---}ZeXP(_B}[L)a(Ui _S_dzaci)

{o

ci

a O jest n-wymiarowa delta Diraca, jezeli spin ma n sktadowych.
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Stwierdzenie. Poniewaz w wyniku transformacji Kadanoffa krawedz pojedynczej komor-
ki zostala powigkszona s-krotnie, przeskalowujac ja do pierwotnych wymiarow L = L'/s
gestosé spindw transformuje sig zgodnie z zaleznoscia 0= A,07, gdzie A, = s%.

Stwierdzenie. Transformacja stanowigca ztozenie transformacji Kadanoffa z przestrzen-
nym przeskalowaniem oznaczana jest przez R, wowczas H =R H .

Definicja — Transformacje R, tworza tzw. grupg renormalizacyjna. W rzeczywistosci
jest to potgrupa, gdyz brak jest elementéw odwrotnych.

Stwierdzenie. Transformacje R, ktore spetniaja zaleznos¢ R =K R ., sa na ogot trans-

formacjami nieliniowymi. Podczas transformacji R, nastepuje zmiana oddziatywania
i i ale takze czgsto zmianie ulega posta¢ hamiltonianu. Oddziatywanie migdzy

»hieistotnymi stopniami swobody” zostaje ponadto wyeliminowane z hamiltonianu.

PrzyKEAD

Jednowymiarowy model Isinga, L = J/2kT oraz H = 0. Hamiltonian uktadu N spinéw
tworzacych zwiazany tancuch ma postaé

1 N
H = —EJ;aiam

gdzie 0, = £1, 0y, = 0,. Rozwazmy nastepujace przeksztalcenia sumy statystycznej:

N

Zy(L)= Z z z Hexp(LUl-al-ﬂ)

0,=*10,=%*1 oy=tli=l

z exp(Lo,0,) exp(Lo,05) exp(La,0,) ... exp(Lo y0,)

o,=tl0,=%*1 oy=%1

. %Z exp[L(o, + 03)02]% Z exp[L(O, + 05)04]%..

0,=%10,=%1 =) =]

Poniewaz

Z eXp[L(O’l- +0;,, )U,‘+1] = Z exp(L 0,0,y )exp(L Ui+20i+1)

042l O0,4=%1

= Z (cosh L +g,0;,, sinh L)(cosh L + g,,,0;,, sinh L)

0=kl
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= Z [cosh? L + (0, +0,,,)0,,, cosh Lsinh L +0,03,0,,, sinh? L]

0, =%l
=2(cosh? L +0,0,,, sinh? L) = cosh 2L +1+0,0,,, cosh2L - 0,0,,,

wigc po okre$leniu zmienionej warto$ci oddziatywania L' = J/2kT za pomoca réwnania

exp(2L") = cosh 2L

b1 .
czyli L' = 5 In(cosh 2L) oraz gdy L =0, wowczas L'=01igdy L — o, wowczas

2L+ 2L
pelpete™ 1, +11n(1+e‘4L)—11n2 =L
2 2 2 2 2

wyrazenie mozna przeksztalci¢ w nastgpujacy sposob:
cosh2L +1+0,0,,, cosh2L —0,0,,, =exp(2L')+1+0,0,,, exp(2L") - 0,0,,,
= exp(L)[exp(L) + exp(=L") + 0,0, exp(L') = 0,03, exp(~L")]

=2exp(L')(cosh L' +0,0,,, sinh L") =2exp(L")exp(L'0,0,,,)
Po wykorzystaniu otrzymane;j relacji suma statystyczna Z,(L) otrzymuje forme

Zy(L)= Z z [2 exp(L") exp(L'0103)][2 exp(L") exp(L'0305ﬂ
0731 05=%1
T ]\y T T
=[2exp(L")]"? Z Z [exp(L 0,05)exp(L'0405) ]

0,721 0y=%1

Stwierdzenie. Wyeliminowanie standw spinowych w parzystych weztach sieci powodu-
je redukcj¢ uktadu N spindw z oddziatywaniem J (lub L) do uktadu N/2 spinow z od-
dziatywaniem J' (Iub L'). Transformacja Kadanoffa prowadzi do zwiazku

I ]\y T
Zy(L) =[2exp(L)] 2ZJV (L)
2
gdzie Z v (L") jest suma statystycznag uktadu N/2 spindéw z oddziatywaniem J .
2

Stwierdzenie. Poniewaz jednowymiarowy model Isinga, N — oo, otrzymuje sig, gdy (por.
rozdz. 10).
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Zy(L) =[Z(L)" = (2cosh L)V

wigc

Zy(1) =1Z(0)*]2 = 2exp(L)Z(L)] 2> cayli Z(L)? = 2exp(L)Z(L')
a stad

(2cosh L)% =4exp(L")cosh L', czyli cosh? L = exp(L')cosh L'

Stwierdzenie. W przypadku jednowymiarowego modelu Isinga transformacja Kadanof-
fa, ktora jest okreslona na podstawie rownania

N
exp(-B7,, ) =[2exp(L)] 2 [exp(L'0,05)exp(L'0,05)..]
prowadzi do wniosku, ze

1 N2
Hyis = _5‘]' Z 02i-102i+1
i=T
Hamiltonian zatem po transformacji ma posta¢ taka sama, jak przed transformacja,
ale nie jest to prawidtowos¢ ogolna.

Stwierdzenie. Na hamiltonian mozna naktada¢ wielokrotnie transformacj¢ renormali-
zacji R, s > 1, ktora na ogo6t jest nieliniowa. Jej zlozenie jest rownowazne transfor-
macji o zwigkszonym parametrze s, tzn. R R, =R, gdzie s" > s, s'. W przypadku, gdy
s — oo, otrzymany hamiltonian okre$la sie jako: #/" = lim R H .

500

Definicja — Hamiltonian 4" to hamiltonian niezmienniczy wzglgdem transformacji %,
gdyz R H =H", dlakazdego s. Jest on tzw. statym punktem (fixed-point) transformacji
renormalizacji.

Stwierdzenie. Punkt staty #~ transformacji K, charakteryzuje si¢ tym, ze wprowadzony
na wejsciu uktadu dynamicznego pojawia sig¢ na wyjsciu —RA,‘H)K =#{". Punkt natomiast,
do ktorego daza wartosc¢ il({?-fK przy kolejnych iteracjach to tzw. atraktor. Poniewaz dla

dowolnej transformacji R zachodzi zwiazek R R, (MR ;H =limR H =H ", wigc " jest
[ So 00
Nn- oo
takze atraktorem transformacji . Obszar, w ktorym kazdy element # przy kolejnych
transformacjach & | zbliza si¢ do atraktora, jest obszarem przyciagania atraktora lub tzw.
dorzeczem atraktora.
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Stwierdzenie. Osiagniecie wartoéci granicznej #~ ujawnia wlasnoéci specyficzne dla
punktu krytycznego oraz uniwersalne wlasnosci uktadu. Procedura renormalizacji oznacza
powigkszanie skali zjawisk i coraz mniejsze obszary uzyskuja wtasnosci makroskopo-
we, co w obszarze okolokrytycznym eliminuje szczegdty mikroskopowe.

Stwierdzenie. W punkcie krytycznym L staje si¢ niezmiennicze wzgl¢dem transforma-
cji renormalizacji, zatem L = L'. Wynika stad, ze

cosh? L = exp(L)cosh L , czyli exp(L) = cosh L

Rownanie jest spelnione jedynie wowczas, gdy
e [ =00, cozachodzi, gdy T =0,
e L=0,codlaJ>0oznacza,ze T — oo.

Otrzymane wyniki potwierdzaja fakt, ze w uktadach jednowymiarowych z krotkoza-
siggowym oddziatywaniem nie wystepuja przejscia fazowe.

PrzykeAD

Rozwazamy d-wymiarowy uktad spinéw opisany hamiltonianem Ginzburga—Landaua
zwanym takze funkcjonatlem Ginzburga—Landaua, ktory jest postaci

H(0) = I d'x [ay + a,0* + a,0* +c(00)? - ho]

Gdy pole magnetyczne 4 = 0, hamiltonian #(0) zalezy od trzech parametréw a,, a,,
¢, ktore mozna oznaczy¢ w formie wektora U= [a,, a,, c]. W punkcie krytycznym, gdy
hamiltonian #{( 0) staje si¢ niezmienniczy, wektor U okresla zbior statych parametrow,
zatem R _p* = p* oraz w dowolnym przypadku ® = u'".

Niech oy = u— p* wtedy, gdy stan uktadu okreslony wektorem U znajduje si¢ bar-
dzo blisko punktu krytycznego O jest bardzo mate. Dla matych Oy dziatanie operatora
R, mozna zlinearyzowa¢ wzgledem punktu krytycznego i wowczas R -y = o', gdzie
R jest macierza 3x3.

Niech p/(s) oraz e(s), i =1, 2, 3, sa wartosciami wlasnymi i wektorami wlasnymi

3 3 3
operatora R -, zatem Ju = z t,e, oraz QU'=R}Fou=RL Z e = Z pit;€ -
i=1 =1 i=1

Stwierdzenie. Poniewaz 9{;"9{;’7 = 51;,, wigc P(s)p(s") = pss”), z czego wynika, ze P(s)

musi by¢ postaci p(s) =s? , gdyz s%s'% = (s 3")%.
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Dowdd
Po zrézniczkowaniu obu stron wyrazenia p(s)p,(s") = p{ss") po s"1 potozeniu s'= 1
otrzymuje sig:
Strona lewa:
d
ds'

dp;(s')
ds’'

[o:(5)0:(s")] =p;(s)a;

s'=1

= p;(s)

s'=1

gdzie a; oznacza stata warto$¢ pochodnej api(s) dlas’=1.
ds'
Strona prawa:

ds s =1 d(ss') |s =1 ds
a zatem
pi(s)a; =s 4:(5)
ds
Aby znalez¢ rozwiazanie otrzymanego rownania, nalezy przeksztatci¢ je do postaci
dp;(s) _ u ds
p;(s) s

i obustronnie scatkowaé, wowczas otrzymuje si¢
Inp,(s)=a;Ins +1n 4,
a stad

p;(s) = A;s“

gdzie 4, jest stata catkowania.

Po podstawieniu otrzymanego wyrazenia do wyrazenia p(s)P04s") = p{ss’) otrzymu-
je sig rownanie A.s“ U, (s")“ = 4, (s 3")%, z ktorego wynika, ze (Al.)2 =A4,, a zatem
A4, =1, czyli funkcja p,(s) moze by¢ wylacznie postaci:

p;(s) =5
Stwierdzenie. Jezeli O nalezy do podprzestrzeni rozpigtej na wektorach wlasnych {e;},

i=1,2,3, a odpowiadajace im funkcje wiasne p,(s) = s“ maja wykladniki a; <0, to

dlas — oo funkcje s* - 0 oraz o', 4 — 0, co oznacza, ze w przypadku gdy wykta-
dniki a; < 0, punkt U" jest osiagany.
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Stwierdzenie. Jezeli U lezy w podprzestrzeni, gdzie funkcje wiasne . (S) = S* maja
wykladniki a,> 0, to dla s — o funkcje S* . o oraz O, dU — o, co oznacza, ze
w przypadku, gdy wykladniki a, > 0, punkt g szybko oddala si¢ od punktu p".

Stwierdzenie. Zastosowanie zaprezentowanych elementdéw teorii grupy renormalizacyj-
nej umozliwia wyznaczanie indeksow krytycznych.

PrzykeAD

Niech wykladniki funkeji wlasnych p; (s) = s“ spetniaja nierownos$ciay < a, <0<a,,
wowczas, gdy s — oo, O = s“¢,e, gdyz pozostate dwa wyrazy mozna pomina¢ jako
zaniedbywalnie male. Poniewaz w punkcie krytycznym Oy’ =0, wigc ¢, powinno by¢
funkcja temperatury taka, ze t, —» 0, gdy T - T, zatem niech #,(T) jest funkcja postaci

O O
(D) =A(T-T)+B(T-T)Y+..=A4(T- Tc)g+%(T—Tc)+... 0
O 1 O

oraz A, >0, wowczas dla T’ - T, mozna przyjac, ze t,(T) = A (T —T,), a stad
Ho= s A4 (T -T,)e

Funkcja ¢,(T) = A(T — T,) zalezy od odleglosci stanu uktadu od punktu krytycznego.
Z kolei dtugos¢ korelacji &, ktora okresla rozmiar obszaru uporzadkowania, wyraza si¢
wzorem (por. s. 95)

SU|T-T1,

codla 7> T, umozliwia podstawienie

<k

A(T-T)=XE
wowczas
1 - Loy
u =l esoxE ve = ple xS =+ xEEHY " v
s 4 Os O
Poniewaz w punkcie krytycznym & — oo i uktad staje si¢ nieczuly na przeskalowa-
nia, tj. §/s =& U |T—T ™, wigc q, —% =0, a stad indeks krytyczny v = all , gdzie war-

to§¢ wyktadnika a, wynika z postaci operatora R ~.

Stwierdzenie. Jezeli wyktadniki funkcji wlasnych p,(s) =s“ spetniaja nierdownosci
a, <0 <a,, a; w uktadzie pojawia si¢ potrojny punkt krytyczny, w ktérym istnieja trzy
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fazy substancji o tych samych wlasnosciach. Taki punkt potrdjny jest obserwowany
w roztworach He* i He.

Stwierdzenie. W przyblizeniu Gaussa, gdy zaniedbuje si¢ wyraz ¢*, mozna dla hamilto-
nianu Ginzburga—Landaua postaci

H @ = [d"x[0,0" + (0]

przeprowadzi¢ do konca przedstawiong procedurg grupy renormalizacyjnej. Otrzymane
indeksy krytyczne maja warto$ci

1 d+2 d+2
=Oa =—, = s 5=
n > Py d-2

gdzie d jest wymiarem przestrzeni.

Stwierdzenie. W przypadku zastosowania modelu @* w odniesieniu do hamiltonianu
Ginzburga—Landaua, gdy wymiar przestrzeni d > 4, przyblizenie Gaussa okazuje si¢
wystarczajace. Po wprowadzeniu parametru £ = 4 — d mozna rozwinia¢ asymptotycznie
wzgledem &.
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Przejscie fazowe ciecz-ciecz, modele teoretyczne, temperatury krytyczne, para-
metry porzqdku

Natura przej$¢ fazowych moze mie¢ bardzo niezwykty charakter. Dowodza tego ba-
dania ostatnich lat, ktoérych celem jest doglgbne poznanie i wyjasnienie przejscia fazo-
we typu ciecz—ciecz wystepujacego w materiatach cieklokrystalicznych oraz roztworach
o0 ograniczonej mieszalno$ci. Na podstawie zebranych wynikow eksperymentalnych opra-
cowano juz kilka modeli teoretycznych opisujacych wtasnosci zarowno w samych przej-
$ciach fazowych, jak i zachowanie si¢ ukladu w obszarach przedprzejsciowych. Waz-
nym obiektem zainteresowan stato si¢ przej$cie fazowe ciecz izotropowa—faza
cieklokrystaliczna, najczg$ciej nematyczna lub smektyczna. Na bazie modelu Landaua—de
Gennesa opracowano modele opisujace nie tylko jako$ciowo ale i ilosciowo, zar6wno
liniowe, jak i nieliniowe wtasnosci dielektryczne w poblizu wspomnianego przejscia
fazowego. W potowie lat 90. Mukherjee zaproponowat model, tj. podat sposob opisu
przejscia fazowego ciecz izotropowa—nematyk, ktory przenosi pewne idee aplikowane
do przejscia fazowego w roztworach binarnych o ograniczonej mieszalnosci z wyraznie
zdefiniowanym punktem krytycznym. W modelu tym krzywe opisujace wspoétistnienie
mieszaniny jednorodnej z mieszanina, rozdzielona meniskiem wewnatrz fazy ciekte;j,
tzw. spinodala i binodala, maja punkt wspolny. Gdy przyjmie sig, ze punkt przejscia
fazowego ciecz izotropowa—nematyk lezy na hipotetycznej binodali mozna wyprowa-
dzi¢ réwnanie stanu dla tzw. uktadow cieczopodobnych (fluidlike), ktore umozliwia usta-
lenie warto$ci istotnych parametrow okreslajacych to przejscie, a zwlaszcza nieciagtosé
przejscia fazowego mierzong jako rdéznicg pomigdzy temperaturg faktycznego przejscia
fazowego (binodala), T, a temperatura hipotetycznego przejscia ciagtego (spinodala),
T*, oraz wyktadnik krytyczny opisujacy m. in. liniowe wtasnosci dielektryczne. Model
ten daje si¢ rozszerzy¢ na przejscia fazowe ciecz izotropowa—smektyk.

Innych waznym elementem badan natury przej$¢ fazowych jest przejscie od cieczy
bedacej w rownowadze termodynamicznej do cieczy przechtodzonej (szklistej). W mo-
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delu zaproponowanym przez Fischera, ktory podaje molekularna interpretacje mecha-
nizmoéw zwiazanych z wlasnosciami cieczy przechtodzonych, zaktada sig istnienie tzw.
,klasterow Fischera”. Na podstawie modelu mozna stwierdzi¢, ze w przechtodzonej cieczy
wspotistnieja wieloczasteczkowe obiekty (klastery) o zamrozonej kompozycji moleku-
larnej, ktorych rozmiary rosng w miarg zblizania si¢ do temperatury szkta. Klastery pty-
waja W ,,zwyczajnej” cieczy, ktora ostatecznie zamarza w temperaturze szkla, 7.

Uogolnienie odnoszace si¢ do przejscia fazowego ciecz—ciecz zostato zawarte
w modelu Tanaki, ktéry bazuje na zalozeniu, ze ciecz nie jest jednorodnym osrodkiem,
gdyz w dowolnej cieczy istnieja lokalnie faworyzowane struktury wspotistniejace z nor-
malnymi strukturami cieczy. Dla opisu wtasnosci fazowych dowolnego materiatu fizycz-
nego definiuje si¢ odpowiedni parametr porzadku. Powszechnie przyjmuje sig, ze dla
cieczy najlepszym parametrem porzadku jest ggstos¢ p, ktora doskonale opisuje przej-
$cie fazowe gaz-ciecz. W modelu Tanaki wprowadza si¢ dwa lub wigcej parametrow
porzadku. Jednym jest gestos¢ p, a pozostate opisuja uporzadkowanie wiazan. Parame-
try porzadku wiazan (bond order parameters) S(r) opisuja geometri¢ wiazan w konfi-
guracyjnym uktadzie wspotrzgdnych. Energia swobodna takiego uktadu dana jest wyra-
zeniem

F(S)=E-TZ +[SVs +(1=S)V,]P

gdzie 2, V, Vo oznaczaja odpowiednio entropi¢ oraz objgtosci wlasciwe stanow Si p.
Punkt krytyczny przejscia ciecz-ciecz okre$laja nastgpujace wartosci parametrow: S, = Y2,
T, =J2k, P.=[AE - TAZ)/AV, gdzie AE = E, - Eg, AV=V,— Ve ponadto J jest para-
metrem opisujacym frustracje uktadu sktadajacego si¢ z dwoch roznych, sasiadujacych
ze sobg struktur. Wartos$ci parametrow J oraz AE dziela ciecze na trzy klasy ze wzgledu
na potozenie punktu krytycznego parametru porzadku S. Punkt ten znajduje si¢ w obrg-
bie fazy ciektej lub statej, lub jak jest w cieczach przechtodzonych, w obszarze ujem-
nych cis$nien, kiedy sa klasterami Fischera.






LITERATURA

1. M. Toba, R. KuBo, N. SAIT0, Fizyka statystyczna I, mechanika statystyczna stanow rownowagowych,
PWN, Warszawa 1991.

2. K. Huanc, Mechanika statystyczna, PWN, Warszawa 1987.

3. R. S. INGARDEN, A. JAMIOLKOWSKI, R. MRUGALA, Fizyka statystyczna i termodynamika, PWN, Warsza-
wa 1990.

4. J. Kramur, K. Durczewskl, J. Sznap, Wstep do fizyki przejsé fazowych, Wyd. PAN 1979.

6. J.J. BinNEY, N. J. Dowrick, A. J. FisHEr, M. E. J. NEWMAN, Zjawiska krytyczne. Wstep do grupy renor-
malizacji, PWN, Warszawa 1998.



	Spis treści
	Wstęp
	1. Klasyczne sformułowanie zagadnienia
	2. Teoria Yanga i Lee
	3. Przemiany fazowe
	4. Modele ferromagnetyzmu
	5. Relacja ferromagnetyk - antyferromagnetyk
	6. Granica termodynamiczna
	7. Miejsca zerowe wielkiej sumy statystycznej
	8. Modele jednowymiarowe
	9. Przejścia fazowe w układach jednowymiarowych 
	10. Model Isinga
	11. Teorie przybliżone
	12. Zjawiska krytyczne
	13. Indeksy krytyczne
	14. Hipoteza skalowania
	15. Teoria grupy renormalizacyjnej
	16. Kierunki nowych poszukiwań
	Literatura

