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WSTEP

Pojecie grupy odgrywa fundamentalng rolg we wspotczesnej fizyce. Wynika to z faktu,
ze wlasnosci symetrii uktadow, w ktorych rozpatrywane sa poszczegolne zjawiska fi-
zyczne, tworza grupg, a odpowiadajace im prawa fizyki stajq si¢ niezmiennicze wzgle-
dem tej grupy. Podstawowy aparat matematyczny stosowany do badania tych zagadnien
stanowig metody teorii grup. Sama teoria grup jest bardzo rozlegta i abstrakcyjna dzie-
dzing matematyki, co powoduje wykorzystanie jej w zagadnieniach fizyki, narzuca po-
trzebe selektywnego wyboru materiatu. Dlatego zdefiniowanie podstawowych pojg¢,
wykazanie istniejacych zwiazkow i ograniczen oraz poznanie metod stosowanych w ba-
daniach grup 1 ich reprezentacji powinno dostarczy¢ istotnych elementéw wiedzy dla
0sob interesujacych si¢ zagadnieniami fizyki wspotczesne;j.

Niniejszy podrgcznik stanowi zebranie materiatu wykladanego od wielu lat przez
autora podrecznika studentom kierunku fizyka Wydzialu Podstawowych Problemow
Techniki Politechniki Wroctawskiej i powstal przy ich wspotudziale.



1. POJECIA PODSTAWOWE

Operacja zamknieta, definicja grupy i okreslenie jej wtasnosci, grupy cykliczne
i abelowe, rzqd grupy, tabele mnozenia grupowego, przyktady grup sktadajqcych
sie z kilku elementow, podgrupy

Definicja — Operacja zamknigta

Niech G oznacza zbior elementoéw i niech a, b € G, wowczas dowolna operacja np.
e kropka” zdefiniowana na elementach zbioru G nazywa si¢ operacja zamknigta, jezeli
dla kazdej pary @, b € G zachodziae b € G.

Operacja e czgsto jest okreslana jako ,,mnozenie” i moze ona oznacza¢ zwykle mno-
zenie liczb, ale takze np. mnozenie macierzowe, dodawanie, dodawanie modulo, skta-
danie (superpozycjg) itp. Z tego powodu symbol e jest czgsto zastgpowany przez - lub
po prostu pomijany.

Definicja — Grupa

Grupa nazywamy parg {G, e}, tj. zbior elementdw G i operacj¢ zamknigta e, ktora
spelnia nastepujace warunki:
1. Lacznosci, tzn. jezelia, b, c€ Gto(aeb)ec=ae (bec).
2. Istnieje element jednostkowy e taki, ze dla kazdego a € G zachodziae e =eea =a.
3. Dla kazdego a € G istnieje element odwrotny a ! taki,zea ! ea=aea ! =e.

Stwierdzenie. Podang definicj¢ mozna ograniczy¢, zastepujac warunki 2 i 3 warunkami

lewostronnymi, prawostronnymi lub mieszanymi, mozna np. uwzgledni¢ jedynie wa-

runki prawostronne, tj.:

2'. Istnieje element jednostkowy prawostronny e taki, ze dla kazdego a € G zachodzi
aee=a.

3". Dla kazdego a € G istnieje element odwrotny prawostronny a! taki,ze a e a”! = e
zapewnia spelnienie warunkow lewostronnych, a zatem ogétu warunkéw podanych
w definicji grupy.
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Dowod. (Symbol e zostat pominigty)

1

Nalezy pokazaé, ze jezeliae =ai aa' =e,toea=aia'a =e. Poniewaza ' € G,

zatem (a')! € G jest odwrotny do a!, z czego wynikaja nastepujace relacje:

e=a'(a) =@ )@ =laaa @) =[(@'@)a 1@

= (cfla)[cf1 (ail)fl] = (aila)e =q! (ae)= ala

czyli z warunku aa! = e wynika relacja a'a = e, a ponadto jedynka prawostronna jest
rowna jedynce lewostronnej, gdyz

a=ae=a(a'a)=(aa HYa=(a"'a)a=ea

Stwierdzenie. Udowodniona wlasnos$¢ jest stuszna dla grup, ale nie musi by¢ stuszna
dla ogolnych operacji liniowych.

LEMAT. Dla kazdego elementu grupy a € G zachodzi (a!)! =a
Dowédd. a=ae=ala (@) 1=(@aa™Ha@ ) '=e(a) ' =D

Definicja — Grupa abelowa lub przemienna
Grupa {G, e} jest grupa abelowa zwang takze przemienna, jezeli dla kazdej pary
a, b € G spetiony jest zwiazek ae b =b e a.

Definicja — Rzad grupy

Rzad grupy G — to liczba elementow grupy oznaczana jako n. Jezeli n jest skonczone
(n < o), to grupa jest skonczonego rzedu, jezeli n = oo to grupa jest nieskonczonego
rzedu.

Okreslanie wlasnosci grup — przyklady

Przykeap 1
Grupa jednoelementowa jest najprostsza mozliwa grupa, ktora takze musi spetnia¢ wszy-
stkie warunki grupy. Poniewaz grupa powinna mie¢ element neutralny, wigc G = {e},
a dla dowolnej operacji ® zachodzie e e € G oraz ¢! =e¢ i ¢! € G. Realizacja takiej
grupy jest para, ktorej zbior jednoelementowy zawiera liczbg 1, a ® oznacza zwykle mno-
zenie liczb.
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Definicja — Tabela mnozenia dla grupy
Tabela mnozenia dla grupy podaje wszystkie operacje mnozenia elementow grupy.

PrzykeAD 2

Grupa dwuelementowa G = {e, a}, ® 0znacza mnozenie na grupie.

Poniewaz sa stuszne relacje: eee =e i aeae G,wiccaea=calboaea=a
Jezeliaea=a,to (aea)ea'! =aeal =e, zczego wynik, ze a® (a®a’l) = e, wicc
aee=-e 1 a=e,co jest sprzeczne z zalozeniem o elementach grupy, gdyz a #e, a
zatema ® a = e.

Elementem odwrotnym a! jest e albo a. Gdyby a! =e,toalea=cea i e =a,
czyli sprzeczno$é, a zatem a! = a.

Tabela mnozenia dla grupy dwuelementowe;j

€ a
€ € a
a a €

Na przyklad G= {1,—-1} (e =1 a =-1) i e oznacza mnozenie liczb.

1 (-1
1]11]-1
-1]-1]1

Na przykiad G = {0, 1} oraz e oznacza dodawanie modulo 2, tj. a ®, b = (a + b)
(mod 2) jest reszta z dodawania po wylaczeniu liczby podzielnej przez 2, czyli parzy-
stej.

011
01011
1(1]0

Na przyktad G jest zbiorem permutacji w zbiorze dwuelementowym, wowczas per-
mutacja tozsamos$ciowa jest jedynka grupy e, a permutacja przestawiajaca elementy zbioru
jest drugim elementem grupy a

(a.b)——(a,b) oraz  (a,b)——(b,a)—2-(a,b)
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Elementy e i a spetniaja relacje okreslone w pierwszej tabeli. Operacja kropka e moze
zard6wno oznacza¢ np. mnozenie, dodawanie modulo, jak i sktadanie permutacji, co ozna-
cza, ze ogolne wlasnosci i relacje migdzy poszczegodlnymi elementami sa spetnione w
kazdym przypadku realizacji danej grupy.

Definicja — [zomorfizm

Dwie grupy nazywamy izomorficznymi, jezeli istnieje jednoznaczna odpowiednio$é¢
migdzy elementami tych grup zachowujaca dziatanie grupowe. Dla grup izomorficznych
G z operacja ® i G' z operacja X, gdzie elementom grupy G odpowiadaja tak samo ozna-
czone, ale z primami elementy grupy G’, dla dowolnej pary elementow grupy G zacho-
dzirelacja (a @ b)' =a'x b’

Stwierdzenie. Grupy izomorficzne sa jednakowego rzedu. Grupy o tym samym rz¢dzie
nie musza by¢ izomorficzne.

Stwierdzenie. Wszystkie grupy dwuelementowe sa izomorficzne.

Stwierdzenie. Ustalenie wartos$ci tabeli mnozenia na grupie dokonuje si¢ droga elimina-
cji sprzecznych relacji. Dla wielu grup moga istnie¢ roézne, nie wykluczajace si¢ wzaje-
mnie mozliwo$ci, okre§lenia mnozenia na grupie.

PrzykeAD 3
Grupa trzyelementowa G = {e, a, b}, ® oznacza mnozenie na grupie.

Eliminacja sprzecznych relacji:
e
aebe G, zatem aeb=1a
b
Gdyby a ® b = a, wowczas po pomnozeniu przez a'e, tj. (a' e a) e b =a! e q,
otrzymuje si¢ e ® b = e, czyli b = e, czyli sprzecznos¢. Podobnie w pozostatych przy-
padkach
e
bea=3a =b=e sprzecznos¢

b = a=e sprzeczno$é

e =>aeb=e=aea=aeb=a=>b sprzecznos¢
aea=a*={a =aea=a=a=e sprzecznos¢

b =aea=b
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e =>beb=e=>beb=aeb=b=a sprzeczno$¢
beb=b>=:a =beb=a
b =beb=b=b=e sprzecznos¢
Dla elementéw grupy e, a, b zachodza zatem relacje a®> = b oraz a®>=a ¢ b = e, co

pozwala przedstawia¢ grupe trzyelementowa w postaci G = {e, a, a*}, gdzie @ = e.
Tabela mnozenia dla grupy ma postacé:

elal|b

elelal|b

b|bfle]|a
1 2m
Przyklad realizacji grupy — pierwiastki jednoéci. Poniewaz 1=¢?™ | wiec 13 =¢ 3 |
a wiec
2m i, AT omi m Am
a=e3, a*=b=e3 =e3, a’=e3 =™ =1oraz G={l,e3 ,e3 |

Stwierdzenie. Zawsze istnieja grupy postaci G = {e, a, a%, a’, a"" '}, gdzie a" = e. Sa to
np. grupy n pierwiastkow n-tego stopnia z jednosci, gdzie

a=e", a'=|len | =™ =1 e=1

Stwierdzenie. Zawsze istnieja grupy dowolnego skonczonego rzgdu ».

Stwierdzenie. Dla dowolnej grupy G i dowolnego elementu ¢ € G mozna utworzy¢ ciag
a’=e,a =a,a?, d, ..., d,... Jezeli istnieje n < oo, takie ze a” = e, to element a
jest skonczonego rzedu n. W przeciwnym przypadku rzad elementu a jest nieskon-

czony.

Stwierdzenie. Elementy e = d°, al, a2, a3, ..., a"~! sarézne, gdy a jest rzedu n (a” = e).
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Dowdd. Nie wprost
Niecha' =/, gdy 0<i<j<n—1. Wowczas a'(a')' =a’/(a')™!, a zatem e = &/~
dla0<j—i<n.
LEMAT. (a® b)' =b! ea ! dla dowolnycha, be G.
Dowdd. e=(aeb) ' (aeb)=(b'ea)e(aeb)=b'le(alea)eb=¢

LEMAT. (o) =4
Dowod. (a‘l )_1 eqa'=qgea ' =¢
Definicja — Grupa cykliczna rzedu n
Gdy wszystkie elementy grupy G ={e,a,b,...} mozna zapisa¢ w postaci G = {e, a, a?,
\—ﬂ/_—J

n

3, ..., a" '} oraz a" = e, wowczas grupa G nazywa sie cykliczng i jest rzedu n.

a
Stwierdzenie. Wszystkie grupy 1-, 2-, lub 3-elementowe sa wytacznie cykliczne.

Przykerap 4
Grupa czteroelementowa G = {e, a, b, ¢}, ® oznacza mnozenie na grupie.

Stwierdzenie. Dla grup 4-elementowych istnieja dwie nieizomorficzne formy ich reali-
zacji, gdyz
e

5 a= a’ =a= a=e= sprzeczno$é
a =

b

c

Zalozenie 1. a* = b, wowczas

a =aec=a=c=e sprzecznosc

b =aec=b=a>=aec=a’=a=c sprzecznosé
aec=

¢ =aec=c=>a=e sprzecznos¢

e
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oraz
esa’=e=a’=aec=a*=c=>b=c sprzecznoié
5 a=a’=a=a’=e=b=e sprzeczno§é
a =
b=a’=b=a’=a> =>a=e sprzecznoic
c

zattm a* = e oraz a’=g*ea=bea=aeb=c. W tym przypadku grupa

G={e,a,b= a’,c= a3} jest grupa cykliczna. Tabela mnozenia ma postac:

OISR
Q|||
QIO
(ol IR BEO BN e

OISR

Zalozenie 2. a*> = a prowadzi do sprzecznosci: a = e.
Zalozenie 3. a®> = ¢ jest rtOwnowazne zafozeniu 1, gdyz element ¢ nie jest w zaden
sposob wyrozniony w stosunku do elementu b. W tym przypadku grupa

G={e,a,c=a’,b=a’} jest takze grupa cykliczna.

Zatozenie 4. a> = e prowadzi do nastgpujacych mozliwosci

e=>aeb=e=a’ = b=a= sprzeczno$é

a=aeb=a= b=e= sprzeczno$¢

aeb=
b= aeb=>b= a=e= sprzecznos¢
c
oraz
e=aec=e=a’ = ¢ =a = sprzecznos¢
a=>aec=a= c=e= sprzecznos¢
aec=

b

c=aec=c= a=e=>sprzecznos¢
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Analogicznie mozna wykazaé, gdyz nie ma innych mozliwosci, ze b ® a = ¢ oraz
ce®a = b. Uwzgledniwszy, ze ¢> = (b e a)e (ae b) = (b e (aea)eboraz a*> = e,
otrzymuje sig relacje b? = 2, ktora prowadzi do nastepujacych mozliwosci
e=b*=c’=e

a=b*>=c*=ua

b= b* =b= b= e= sprzecznos¢

c=b? =c=c? = ¢ =e= sprzecznosé

Zalozenie 4a. b*=c?>=a

Po pomnozeniu a = b? przez a i wykorzystaniu podanych zwiazkow otrzymuje si¢
e=(aeb)eb=ceboraze=>be(bea)=>hec. Wtym przypadku tabela mnozenia
dla grupy ma postac:

e |a |b |c
e le |a |b |c
a la |e |c |b
b |b|c |a le
c lc |b |e |a

Po dokonaniu wzajemnie jednoznacznej zamiany elementow a i b (a <> b ) powyzsza
tabela uzyskuje postac¢

e |la |b |c
e le |la |b |c
a la |b |c |e
b |b |c |e |a
c |lc |le |a |b

ktora jest identyczna z tabela mnozenia dla grupy otrzymana przy zalozeniu, ze a2 = b,
zatem przyjmujac, ze a> = e oraz b> = ¢? = a otrzymuje si¢ grupe cykliczna.

Zalozenie 4b. b2 =c?=¢
Po pomnozeniu a ® b = ci b ® a = ¢ przez b 1 wykorzystaniu podanych zwiazkow

otrzymuje sig kolejne relacje: a = ce b oraza = b e c. W tym przypadku tabela mnoze-
nia dla grupy ma postaé
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e |la |b |c
e le |a |b |c
a la |le |c |b
b |b |c |e |a
c lc |b |a |e

w ktorej na diagonali znajduje si¢ zawsze element neutralny e. Tabeli tej nie mozna po-
przez zamiang zmiennych sprowadzi¢ do postaci uzyskanych dla grupy cykliczne;j.

Stwierdzenie. Grupa o relacjach podanych w powyzszej tabeli nie jest grupa cykliczna.
To tzw. czterogrupa.

Stwierdzenie. Dla grupach czteroelementowych istnieja dwie rozne, nieizomorficzne ich
formy. Sa to grupa cykliczna i czterogrupa. Obie grupy sa abelowe (przemienne).

Stwierdzenie. W$rdd mozliwych grup dowolnego rzedu n zawsze istnieja grupy cykliczne.
Grupy cykliczne sa abelowe. Jezeli liczba elementow grupy jest liczba pierwsza, to gru-
pa moze by¢ tylko grupa cykliczna.

PrzykeAD

Przyktadem realizacji czterogrupy jest grupa symetrii prostokata C, , ktora zawiera
zbior wszystkich przeksztatcen prostokata zmieniajacych jego potozenia w przestrzeni
R2. Grupe C,, = {e, a, b, ¢} tworza nastepujace elementy symetrii:

1. e — przeksztalcenie tozsamosciowe,

2. a — obrot o kat 180° wzgledem osi OZ,

3. b — odbicie wzglgdem osi OX,

4. ¢ — odbicie wzglgdem osi OY.
Elementy a®> = b? = ¢* = e definiuja przeksztalcenia tozsamosciowe, natomiast ztozenie
dwoch elementow odbicia daja obrot: b e ¢ = a. Ponadtoa eb=c 1 aec =b.

Definicja — Podgrupa

Zbior elementow H zawarty w w grupie G (H c G ) nazywamy podgrupa grupy G, gdy
l.ee H,
2.abe Htoaebe H,
3.ae Hytoa'e H,

tzn. H jest grupa zawarta w grupie G.

Przyxrap
W czterogrupie G = {e, a, b, ¢} zbiory H,, H, i H; tworza podgrupy:
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H, ={e,a}, a’=e, a'=a
H,={e,b}, b*=e, b'=b

H;={e,c}, ct=e, ¢'=c

Stwierdzenie. W kazdej skoficzonej grupie G, ciag elementow {a, a?, @’,..., a" = e}, gdzie

n jest rzgdem elementu, a € G stanowi podgrupe cykliczna grupy G.

Stwierdzenie. Jezeli grupa G jest rzedu n 1 sklada si¢ z elementow G ={q,,a,,...,a,}, to

weiagach g, - 4;, a, - a;,..., a, - a; (a;€ G) otz a;-ay, a;-ay,..,a;-a, (a;€ G)kaz-

dy element moze wystgpowac tylko jeden raz.

J

Dowdd. Nie wprost
. _ -1 _ -1 _ .
Niech a, # a, oraz a, -a,=a,-a;, = (a,-a;)-a; =(a,-a;)-a;, = a, =a,;, czyli
sprzecznos$¢.

Whiosek. W tabelach mnozenia dla grupy w kazdym rzedzie i w kazdej kolumnie dany
element moze wystgpowac tylko jeden raz.

Stwierdzenie. Przedstawione badania relacji grupowych — to badania indukcyjne. Moga
by¢ one prowadzone dla grup 5, 6,... rzedu, ale jest to mato pouczajace, a same badania
szybko si¢ komplikuja. Wyjatek stanowia grupy, ktorych rzad jest liczba pierwsza. Gru-
pa rzgdun =5 jest tylko cykliczna. Dla zbioru 6 elementow istnieje kilka mozliwosci
utworzenia grupy. W zbiorze tych grup istnieja grupy nieabelowe (nieprzemienne), ale
istnieje takze grupa cykliczna.

Stwierdzenie. Grupy nieskonczonego rz¢gdu moga by¢ przemienne np. grupa liczb cat-
kowitych z operacja dodawania, gdyz dla dowolnych aib,a + b =5 + a, e =0 oraz
a’' = —a, lub nieprzemienne, jak np. grupa macierzy unitarnych (U e U~! = E) z opera-
cja mnozenia macierzowego, gdyz w ogolnosci U, e U, = U, U,.



2. MORFIZMY GRUP

Odwzorowania grup — morfizmy. Homomorfizm, epimorfizm, monomorfizm, izo-
morfizm, endomorfizm, automorfizm. Jadro homomorfizmu

Odwzorowania zbioru X w zbidr Y za pomoca funkcji f wyraza si¢ nastgpujaco f:
X =Y. Wowczas X jest dziedzing, Y — przeciwdziedzing, a Imf= {f{x), x € X} =AX)
=Y, c Y tworzy tzw. obraz. Zbior f~1(Y,) = {x € X, f(x) = Y,} to tzw. przeciwobraz.
Pojgcia te stajq si¢ istotne przy definiowaniu odwzorowan o szczegdlnych wtasnosciach
i pozwalaja okresli¢ nastgpujace ich rodzaje:

\ obraz
/

X - dziedzina f\® /

Y - przeciwdziedzina

przeciwobraz

Rysunek. Elementy odwzorowania

* Odwzorowanie zbioru ,,na” zbidr nazywa si¢ surjekcjq lub odwzorowaniem surjek-
tywnym.

* Roznowartosciowe odwzorowanie zbioru w zbior ,,1+1” to injekcja lub odwzorowa-
nie injektywne.

* Roznowartosciowe odwzorowanie zbioru na zbior (surjekcja i injekcja) to bijekcja
lub odwzorowanie bijektywne.

* Ponadto ztozenie dwoch odwzorowan nazywa si¢ superpozycjq odwzorowan.
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Stwierdzenie. Formalne ujgcie wlasnosci obiektow matematycznych okresla si¢ termi-
nem kategorii, ktéry mie$ci w sobie pojecia obiektow i morfizmow (przeksztatcen).
W kategorii zbiorow obiektami sg zbiory, a morfizmami ich odwzorowania, w kategorii
grup natomiast obiektami sa grupy, a morfizmami ponizej zdefiniowane przeksztatce-
nia.

Definicja — Homomorfizm

Odwzorowanie f: {G, ¢} — {G', %}, ktore zachowuje dzialanie grupowe nazywa
si¢ homomorfizmem, co oznacza, ze jezeli a, be G oraz f:a—a', f:b—>b', to
zachodzi relacja: (aeb)'=a'x b'.

Definicja — Endomorfizm
Endomorfizm to homomorfizm grupy w siebie.

Definicja — Epimorfizm
Epimorfizm to homomorfizm surjektywny, czyli ,,na” tj. grupy na grupe.

Definicja — Monomorfizm
Monomorfizm to homomorfizm injektywny, czyli ,,1+1” tj. réznowarto$ciowy.

Definicja — [zomorfizm (por. s. 9)

[zomorfizm to homomorfizm bijektywny, czyli roznowartosciowy i ,,na”, wowczas
kazdemu elementowi jest przyporzadkowany doktadnie jeden element, a rzedy obu grup
sa jednakowe.

Definicja — Jadro homomorfizmu
Jadrem homomorfizmu f nazywamy zbior Ker f= {a € G, ze fla) = €', gdzie e’
jest jedynka grupy G'}.

Stwierdzenie. Jezeli jadro epimorfizmu Ker f= {e}, to epimorfizm jest izomorfizmem.

Dowdd. Nie wprost
Niech dla jakich$ a, b € G oraz a # b zachodzi réwnos¢ f(a) =f(b). Wynika stad,

ze f(bea )= f(b)X f(a™")= f(a)x [f(a)] “'=¢', ale jadro epimorfizmu jest jed-
nowarto$ciowe, zatem b ® ¢! = e, czyli b = a, a wiec sprzecznosé.

Stwierdzenie. Zbidér H = Ker f jest podgrupa grupy G.

Dowod.
1. Operacja zamknigta. Jezelia, be H, to aebe H, gdyz

f(aeb)= f(a)X f(b)=e'}e'=e".
2. Element odwrotny. Jezeli a € H, to a”'€ H, gdyz f(a™')= U(a)]_lz e''=e'.
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3. Element jednostkowy e € H, gdyz

f@=flaea™)=fl@x[f@]" =¢xe=¢"
Definicja — Automorfizm

Izomorfizm grupy w siebie to automorfizm.

Stwierdzenie. Zbior automorfizmow Aut(G) = {e, @, ¥, X, ...} Z operacja superpozycji
tworzy grupe. Jest to podgrupa grupy S(G) wszystkich bijekcji zbioru G w siebie.



3. GRUPY PERMUTACJI

Grupa symetryczna i alternujqca, cykle przejscia, transpozycje, parzystoS¢ per-
mutacji, przyktady grup symetrycznych nieabelowych

Definicja — Grupa symetryczna
Grupa S(G) — grupa wszystkich wzajemnie jednoznacznych odwzorowan n-elemen-
towego zbioru G w siebie tworzy tzw. n-ta grupg symetryczna S,,.

Stwierdzenie. Grupa symetryczna S, to grupa permutacji n elementow w siebie 1 jest
rzedu n!.

Definicja — Elementy grupy S,
Elementami grupy symetrycznej S, sa roznowartoSciowe odwzorowania (permuta-
cje), ktore oznacza sig nastepujaco:

1 2 3 ... n-—1 n
pi: :{ml,mz,m3,...,mn},

m nm, ny my,_ my

gdzie {m,, m,, m, ..., m,} to pewne ustawienie zbioru pierwszych n liczb naturalnych
w stosunku do porzadku naturalnego.

Stwierdzenie. Elementy p; grupy symetrycznej S, sa np. postaci:

1 23 4 5 6
P =
6 54 3 21

W grupie symetrycznej S, znajduje si¢ 6! = 720 roznych elementow p,.

Stwierdzenie. W kazdej permutacji mozna wyrozni¢ cykle przejscia, ktore sa np. postaci:



20 3. Grupy permutacji

123456
pi= ( ]= (16)(25) (324)

654321 2 o
lub
123456
pj:(6 4125 3]:(1?)(224)(?

Takie wyrazenie permutacji przez cykle, to rozbicie permutacji na cykle roztaczne.
Cykle te w zaleznosci od permutacji moga by¢ réznej dtugosci. W podanych przykta-
dach ich dtugos$¢ wynosi 1, 2, lub 3.

Definicja — Dlugos¢ cyklu
Cykl zawierajacy / elementow jest cyklem o dtugosci /.
Stwierdzenie. Cykle jednoelementowe przeksztatcaja element zbioru w siebie.

Stwierdzenie. Wyrdznione cykle sa zamknigte i rozlaczne.

Stwierdzenie. Dziatanie cyklu na zbior uporzadkowany naturalnie mozna przedstawi¢
nastgpujaco, np.:

(163){17 27 37 47 57 6} = {§7 27 L 4757 5} >

lub odpowiednio w uproszczonej formie: (163){136} ={613}, co odpowiada roztozeniu
permutacji na cykle roztaczne i pominigciu jednoelementowych (2), (4) i (5) cykli
tozsamosciowych, tj.:

123456
Pi= =(163)
621453

Stwierdzenie. Efekt permutacji nie zalezy od kolejnosci wykonywania przestawien
w cyklu, tzn. od tego, ktory element cyklu jest poczatkowy. Dlatego w cyklach zamknig-
tych, elementy tych cykli mozna przestawia¢ cyklicznie, np.: (163) = (316) = (631).

Definicja — Transpozycje
Cykle dwuelementowe to tzw. transpozycje.

Stwierdzenie. Dowolny cykl mozna przedstawic¢ jako iloczyn transpozycji, ktoére nie musza
by¢ rozlaczne, np.:

(163) = (13)(16), wowezas (13)(16){136} = (13){631} = {613}

lub korzystajac z rownowaznosci cykli roztacznych (163) i (316) mozna otrzymac
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(316) = (36)(31), wowezas takze (36)(31){136} = (36){316} = {613}.

Stwierdzenie. Dla cykli roztacznych kolejno$¢ wykonywania dziatan jest nieistotna,
natomiast dla cykli nieroztacznych kolejno$¢ wykonywania dziatan jest istotna, np.:

(31)(36){136} = (31){163} = {361} = {613}, zatem (31)(36) = (36)(31).

Stwierdzenie. Rozktad cyklu na transpozycje nieroztaczne nie jest jednoznaczny. Istnie-
ja zawsze rozne mozliwosci roztozenia, np.: (163) = (13)(16) lub (163) = (631) = (61)(63).

Stwierdzenie. Rozktad cyklu (1234...n) o dlugosci n na transpozycje mozna zawsze wy-
razi¢ w jednej z nastgpujacych form:

1234...n=>0 n1 n-1)1nr-2)...1 3)1 2),

234.n1)=2 D2 Q2 n-1)...2 42 3),

(n 1.2 won=1)=m n-1)n n-2)(n n-3)...(n 2)(n 1).

Definicja — Parzysto$¢ permutacji

Parzysto$¢ permutacji okresla si¢ przez liczbg P = (-1)V, gdzie N to liczba transpo-
zycji, na ktore mozna roztozy¢ permutacje. Gdy P = 1 permutacja jest parzysta, a gdy
P =—1 permutacja jest nieparzysta.

Definicja — Permutacja

Permutacja to dowolna bijekcja f n-elementowego zbioru w siebie. Zbidr ten nie
musi by¢ w zaden sposob uporzadkowany, a wzajemne przyporzadkowanie elementow
zbioru dokonuje si¢ jak pokazano na rysunku.

<

e
7S

f

Rysunek. Odwzorowanie zbioru kilkuelementowego w siebie
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Stwierdzenie. lloczyn dwoch permutacji zbioru n-elementowego, czyli ztozenie albo
superpozycja dwoch permutacji, jest takze permutacja. Operacja sktadania permutacji
zatem jest operacjq zamknigta.

Stwierdzenie. Zbior permutacji zbioru n-elementowego z operacja superpozycji tworzy
grupe sktadajaca si¢ z n! elementowow (rzedu n!). Jest to grupa symetryczna S, .

PrzykeADY

Grupy symetryczne
S, = {e} jestrzedu 1! =1 izawiera jedna permutacjg parzysta e, gdyz P=(-1)° =1,
S, = {e, (12)} jestrzedu 2! = 2 i zawiera jedna permutacj¢ parzysta e oraz jedna
nieparzysta (12), gdyz P = (-1)! =—1. Grupy S,, S, sa abelowe.
S, ={e, (12),(13),(23), (123),(321)} jestrzedu 3!=61izawiera 3 permutacje parzyste
e, (123)1(321), gdyz P = (-1)? = (-1)? = 1, oraz 3 nieparzyste (12), (13) i (23), gdyz
P=(-1)! = —1. Grupa S, jest nicabelowa, poniewaz sktadanie jej elementow nie jest
przemienne, np.: (12)(13)# (13)(12), gdyz (12)(13) = (132) =(321),a (13)(12) =(123)
#(321).

Stwierdzenie. Grupy symetryczne S, dla n 2 3 nie sa abelowe.
LEMAT. Dla dowolnych transpozycji zachodza réwnosci (i j) = (j i) oraz (i j)? = e.

Tabela mnozenia dla grupy Sj:

e | (12) | (13) | (23) | (123) | (321)
e e | (12) | (13) | (23) | (123) [ (321)
12) | a2 [ e [ @2 [a23) | 23) | 13)
a3) | a3 [a23) | e [32D) ] (12) | 23)
23) | @3 [32D) ] a23) | ¢ | (13) | (12)
(123) [23) [ (13) | @3) | (12) | 321) | e
32D [32D) | 23) | (12) | (13) | e | 123)

Przyklady mnozenia elementow grupy
(13)(12) = (123)

(12)(13) = (132)(321)

(12)(23) = (21)(23) = (231) = (123)

(12)(123) = (12)(231) = (12)(21) (23) = (23)
L))

(12)(321) = (12)(132) = (12)(12)(13) = (13)
(123)(123) = (13)(12)(231) = (13)(12)(21) (23) = (13)(23) = (31)(32) = (321)
et/

e
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Definicja — Podgrupy trywialne
Podgrupy trywialne grupy G to cata grupa (H = G) oraz podgrupa sktadajaca si¢ wy-
tacznie z elementu jednostkowego, H = {e}.

Stwierdzenie. Grupa S, ma 4 nietrywialne podgrupy: trzy dwuelementowe — {e, (12)},
{e, (13)}, {e, (23)} oraz jedna trojelementowa — {e, (123), (321)}. Podgrupy te sa cy-
kliczne.

Stwierdzenie. Kazda grupa zawiera podgrupg lub podgrupy cykliczne, ktére mozna wy-
odrebni¢ w nastepujacy sposob. Jezeli a € G, to ciag elementow {a = a!, a2, a3, ..., a* = e}
tworzy podgrupe cykliczna rzedu k. Warto$¢ k jest takze rzegdem elementu a.
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Twierdzenie Cayleya, podgrupa regularna, rozktad na cykle roztqczne, grupy, dla
ktorych rzqd jest liczbq pierwszq

TWIERDZENIE CAYLEYA. Kazda grupa rzedu » jest izomorficzna z jakas podgrupa
grupy symetrycznej S, (rzad S, = n!).

Dowod. Niech G = {a,, a,, ..., a,} iniech a, € G, wowczas zbior {aa,, aa,, ..., aa,}
zawiera wszystkie elementy grupy G, a kazdy element wystepuje tylko jeden raz, gdyz
aa,#aa;, < a,# a, Nalezy zatem dokona¢ jednoznacznego przyporzadkowania ele-
mentom grupy G elementéw grupy S, . Ustala si¢ nastgpujace przyporzadkowania:

al a2 a,
al%PalF
a;a, a;a, a;a,
a, a, a,
aJ%PaF
L
aa; aa, aa,
oraz
a a a
1 2 n
aiaj%PaaF
iaj
a;a;a, aa,a, .. aaa,

Aby udowodni¢, ze ustalone przyporzadkowanie okresla izomorfizm grupy G we
wskazana podgrupe grupy S,, wystarczy wykazac, Ze spetniona jest relacja: P, P 5 P, ar
Po dokonaniu przestawienia elementow mozna wyrazi¢ P, nastgpujaco

P B al a2 an _ ajal ajaz ajan
aj .
aial aiaz a-an aiajal aiajaz aiajan
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Wowczas

aa, a;a, . aa, a, a .. a,
P,P,=
a;a;a, aa;a, .. aaa, |\ a;a; a;a, .. a.a,

ij i“j%n J

al 612 a, p
laa.a aa.a aa.a. | @
;a4 qaa, .. aqaa,

Stwierdzenie. Grupa Sy szeScioelementowa ma podgrupe trzyelementowa {e, (123),
(321)}, ktora jest izomorficzna z kazda grupa rzedu n = 3.

Stwierdzenie. Grupa S, dwudziestoczteroelementowa ma podgrupy izomorficzne z czte-
rogrupa i z czteroelementowa grupa cykliczna.

Przykeap 1.
Dla elementow czterogrupy G = {e, a, b, ¢} zachodza relacje: a?> = b2 =c?=e, ab=c,
bc=a, ca=b. Elementy grupy S, nalezy wybra¢ w postaci

e a b ¢ e a b c e a b ¢ e a b c
P: ,P: ’Pb: ,P,: b
¢ le a b c “ la e ¢ b b ¢ e a  le b a e

wprowadzajac cykle zamknigte wyraza sig je nastgpujaco:
P,=e, P ,=(ea)bc), P,=(eb)ac), P,=(ec)ab),

zatem szukany podzbior grupy S, jest postaci {P,, P, P,, P} = {e, (e a)(b ¢), (e b)(a c),
(e ¢)(a b)}. Aby wykaza¢ zachodzenie relacji grupowych P, =P P, = P wykorzys-
tuje si¢ wlasnosci mnozenia cykli, np.: P P, = (e a)(b c) (e b)(a c) = (otrzymujac po
przeksztatceniach) = (e ¢)(a b) = P,

PrzykeAD 2.
Dla czteroelementowej grupy cyklicznej G = {e, a, b= a?, ¢ = a’}, gdzie a* = e, elemen-
ty grupy S, nalezy wybra¢ w postaci

e a b ¢ e a b c e a b ¢ e a b c
Pe = H Pa = H Pb = H Pc:
e a b ¢ a b ¢ e b ¢ e a c b a e
wowczas odpowiadaja im nastgpujace cykle:

P,=e, P,=(eabc), P,=(eb)ac), P.=(ecba)
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Aby wykaza¢ zachodzenie relacji grupowych, ponownie wykorzystuje si¢ wiasnosci
mnozenia cykli.

Stwierdzenie. Permutacja na n-elementach daje si¢ przedstawi¢ w formie cykli o dlugo-
Sciach 1,2, 3,4, ... lub n.

Stwierdzenie. Permutacje wystgpujace w dowodzie twierdzenia Cayleya nie pozostawiaja
zadnego elementu permutowanego zbioru na swoim miejscu z wyjatkiem permutacji
tozsamos$ciowej P,

Podgrupy regularne i ich wlasnosci

Definicja — Podgrupa regularna
Podgrupa grupy S, nazywa si¢ podgrupa regularna, jezeli jej kazdy element, z wyjat-
kiem elementu P, przestawia wszystkie elementy permutowanego zbioru. Na przyktad

1 2 3 4

nie jest permutacja regularna.
1 2 4 3]

1 23 4) . |
est permutacja regularna, a
2 3 41 1P Jaree

Stwierdzenie. Podgrupa S, izomorficzna z grupa n-elementowa jest podgrupa regularna,
co wynika z konstrukcji dowodu twierdzenia Cayleya, gdyz gdyby permutacja

a a . a

1 2 n . ., . .. ,

P, = pozostawiala jaki$ element na swoim miejscu, wowczas
" aa aa, ... aa,

np. a; = a,a;, ale stad wynika, Zze a, = e, wigc sprzecznosc.

LEMAT. W podgrupie regularnej permutacji zadne dwa elementy podgrupy nie prze-
ksztatcaja danego elementu zbioru w inny, ale taki sam element.

Rysunek. Przyktad przeksztatcania zbioru pigcioelementowego przez permutacjg regularna
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Dowod. Nie wprost

Niechp,, p, (p, # p,) sar6znymi permutacjami pewnej podgrupy regularnej R. Przyj-
mujac, ze dzialaja one tak na pewien element a, ze p,a=>b oraz p,a = b, z faktow, ze
PP, € R oraz p;' e R, wynika, ze p,py'b = b, czyli ze permutacja regularna p,p;!
pozostawia element b na swoim miejscu, a zatem p,p;! = e, astad p, = p,, co stanowi
sprzecznos$¢.

LEMAT. Cykl (a,, a,, ..., a;) o dtugosci / musi spetnia¢ tozsamos¢: (a;, a,, ..., a) =e
\_ﬁ/——/

' 1
oraz zachodzi relacja, ze (a,, a,, ..., al)l #ze gdyl’ <L
\_é/_—/

1
LEMAT. Jezeli element podgrupy regularnej da si¢ roztozy¢ na cykle rozlaczne, to cykle
te musza mie¢ t¢ sama dtugosc.

Dowod.

Niech cykl p=(a,...,a,)(a, 155 @, ), gdzie [ =1, +1, oraz [, < [, wéwczas
3 L

b

I ! ! I
P =y @ )@ @) | =g @) (@ e @y g ) =€ (@ 45 @y 4y )
ll lz ll 12 12

a zatem elementy 4;,---,@; nie ulegaja przestawieniu, podczas gdy elementy @; 4150 1,
ulegaja przestawieniu, czyli zachodzi sprzecznos$¢ z podstawowymi wlasnos$ciami ele-
mentow podgrupy regularnej R, gdyz pe R = pll € R, a permutacja pll nie przesta-

wia zadnego z elementow @, ---»a; .

Stwierdzenie. Cykl o dlugosci / umozliwia utworzenie podgrupy cyklicznej rzedu /
o elementach p; =(a,,....a;) , p; =(ay,....a;)’ oraz p, =(a1,---,az)l =e

! I l
TWIERDZENIE. Kazda grupa G rzgdu n jest grupa cykliczna, jezeli n jest liczba
pierwsza.

Dowod

Grupa G jest izomorficzna z jakas podgrupa regularna R grupy S,. Podgrupa R za-
wiera jedynie elementy, ktore stanowia jeden cykl dlugosci n, gdyz n jest liczba pierw-
sza, a elementy podgrupy R moga by¢ podzielne wytacznie na cykle rozlaczne o jedna-
kowej dtugosci oraz element jednostkowy e, ktory jest iloczynem 7 cykli o dtugosci 1.
Niech ponadto R = {p, = e, p,, p5, ..., p,}. Dowolny element p € R, r6zny od e, odpo-
wiada pewnemu cyklowi o dtugos$ci n, co pozwala wygenerowa¢ podgrupg cykliczng
R, ={p,p* p’, ..., p"} = e} zawierajaca n elementow.



28 4. Wtasnosci grup symetrycznych

Poniewaz pe R, wiec p' € R, czyli R, € R . Ale rzad grupy R, wynosi n, zatem
podgrupy R, i R maja jednakowa liczbg elementéw oraz wszystkie elementy podgrupy
R, naleza do R. Wynika stad, ze R, = R oraz R jest grupa cykliczna.

Przykeap

Dowolna grupa trzeciego rzedu jest izomorficzna z jakas podgrupa R grupy S, ktora
zawiera 6 elementow. Ta podgrupa jest R = {e, (123), (321)}, ktora jest cykliczna, gdyz
R={(123), (123), (123)%} = {(123), (321), e}.

Stwierdzenie. Dla duzych n liczba réoznych mozliwych grup jest na ogét duza, ale gdy »
jest liczba pierwsza, woczas istnieje tylko jedna mozliwos¢ utworzenia grupy i jest to
grupa cykliczna.

Stwierdzenie. Gdy rzad grupy jest liczba pierwsza, wowczas kazdy element p grupy,
z wyjatkiem e, generuje cata grupe G = {p, p?, p’,..., p" = e} ijest rzedu n oraz pF#e,
gdy k<n.

Definicja — Grupa alternujaca
Wszystkie permutacje parzyste zbioru n-elementowego tworza podgrupe 4, S,
ktora jest rzgdu n!/2. Jest to tzw. grupa alternujaca.

PrzykrAD
Grupa §,; = {e, (12),(13),(23),(123), (321)} i podgrupa permutacji parzystych — grupa
alternujaca 4, ={e,(123),(321)}.
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Grupy symetrii, grupy punktowe, grupy klasyczne, grupy ortogonalne, unitarne,
specjalne ortogonalne, specjalne unitarne (unimodularne), parametry grupy, grupy
nakrywajqce, przyktady

Definicja — Grupa symetrii
Grupa symetrii to zbior przeksztalcen symetrii wraz z operacja superpozycji.

Definicja — Grupy punktowe

Grupy symetrii skonczonego rzgdu, w ktorych przy przeksztatceniach symetrii za-
chowuje si¢ jeden niezmieniony punkt, nazywamy grupami punktowymi.

Definicja — Grupy klasyczne

W grupach (nieskonczonego rzgdu) przeksztatcen przestrzeni afinicznych, euklide-
sowych, oraz unitarnych, podgrupy pozostawiajace niezmieniony jeden ustalony punkt
(np. poczatek uktadu wspotrzednych) nazywamy grupami klasycznymi.

Definicja — Macierz nieosobliwa

Macierz kwadratowa n xn nad ciatem liczb rzeczywistych R lub liczb zespolonych C,
nieosobliwa jest oznaczana odpowiednio jako M (R), gdzie m; € R idet M (R) #0 lub
M (C), gdzie m; € C idet M (C)#0.

Definicja — Ogolna grupa liniowa

Zbior macierzy M (R) lub M (C) z operacja mnozenia macierzowego tworzy tzw.
0g6lna grupe liniowa GL(n,R) nad ciatem liczb rzeczywistych lub GL(n,C) nad ciatem
liczb zespolonych.

Stwierdzenie. Warunek det M (R) # 0 lub det M (C) # 0 zapewnia istnienie macierzy
odwrotnych M -1(R) lub M 1(C), ktére stanowia elementy odwrotne grupy. Element jed-
nostkowy grupy przyjmuje postac:
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1 0 0

0 1 0
E=

_O 0o --- 1_

czyli E jest macierza jednostkowa nxn. Ponadto spetnione sa relacje M, (R)-M, (R)™! =
M, (R)y"M (R)=E lub M (C)M (C)' =M (Cy""M (C)=E.

Definicja — Specjalna grupa liniowa

Zbior macierzy M, (R) lub M, (C) z operacja mnozenia macierzowego tworzy tzw.
specjalng grupe liniowa SL(n,R) nad cialem liczb rzeczywistych lub SL(n,C) nad cia-
tem liczb zespolonych, gdy macierze M, (R) lub odpowiednio M, (C) sa unimodularne,
tj. det M (R) = 1 lub det M, (C) = 1.

Stwierdzenie. Dla obu rozwazanych grup, gdy ograniczy¢ cialo liczb, powstaja podgru-
py, np.:

SL(n,R)
GL(n,R)— —SL(n,Q) > SL(n,Z) = E(n)
GL(n,Q)
gdzie: O — liczby wymierne, Z — liczby catkowite.

Definicja — Grupa ortogonalna
Grupa ortogonalna lub grupa macierzy ortogonalnych O(n) jest postaci:

Om)={4e (M, (R)} oraz 4-AT = A" - A=E}

Definicja — Grupa specjalna ortogonalna
Grupa specjalna ortogonalna lub grupa specjalna macierzy ortogonalnych SO(n) jest
postaci:

SO(n)=4{4e O(n) oraz det 4=1}

Definicja — Grupa unitarna
Grupa unitarna lub grupa macierzy unitarnych U(n) jest postaci:

Un)={4e (M, (C)} oraz A- 4" = 4% - A=E}, gdzie A" = (4"
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Definicja — Grupa specjalna unitarna
Grupa specjalna unitarna lub grupa specjalna macierzy unitarnych SU(n) jest posta-
ci:

SU(n)={4e U(n) oraz detA=1}

Stwierdzenie. Dla dowolnych macierzy kwadratowych M, i M, zachodzi relacja:
det(M,-M,) = det M,- det M,. Wynika stad, ze dla macierzy ortogonalnych 4 € O(n)
det (4-AT)=det A - det AT = (det A)?> =1, a wigc det 4=+1.

Przyktady.
O(1) = {[+1], [-1]} — grupa dwuelementowa,
SO(1) = {[+1]} — grupa jednoelementowa,
U(1) = {[€'?], 0 < ¢ < 21} — grupa nieskonczonego rzedu,

SU(1) = {[+1]} — grupa jednoelementowa, gdyz ¢?=1dla ¢ =0,

cos@ —sin@
SO2)=4| . , 0@ <2rm; — grupa nieskonczonego rzedu
sing  cos@

Stwierdzenie. Jednoelementowe grupy SO(1) i SU(1) sa izomorficzne. Elementem tych
grup jest macierz 1x1 postaci: [+1].

Stwierdzenie. Grupy SU(1) 1 SO(2) to jednoparametrowe grupy nieskonczonego rzedu i
sg izomorficzne.

|:COS ¢ —smn (P:| izomorfizm [ei(p ]
—>

sing  cosg

Stwierdzenie. Kazdy element 4 grupy SO(3) przeksztatcen izometrycznych wtasciwych
jest obrotem w przestrzeni trzywymiarowej dookota pewnej nieruchome;j osi i daje sig
sparametryzowac przez katy Eulera ¢, wi 9, gdzie 0 < ¢,y <2n oraz 0<9¥ <, na-
stgpujaco: A= B, - Cy - B, , gdzie macierze
cosp —sing 0 1 0 0
B,=|sing cosp 0|1 Cy=|0 cos?¥ —sind
0 0 1 0 sind cos?
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okreslaja odpowiednio obrot wokot osi OZ 1 wokot osi OX.
Stwierdzenie. Kazdy element G grupy SU(2) daje si¢ wyrazi¢ w nastgpujacy sposob

a B
Ge SU(2), wiec G=|: },gdzie o, p,7,0eC
Y

o vy
G =| |oraz detG=1,
B o
zatem
T I
. . a=6 a=6 o o
Poniewaz G" =G, wigc ~,c0 powoduje, ze G=| _ | oraz

2 2 o . L .
detG =lo” +|B[” =1. Stad wynika, ze elementy macierzy a = o, +ic, i f = f3, +if3,
musza spetnia¢ rownos¢:

of +a3 + i+ B3 =1.
Stwierdzenie. Grupa SU(2) jest topologiczne rOwnowazna, czyli homeomorficzna ze strefa

trojwymiarowa S? w czterowymiarowej przestrzeni R*.

Stwierdzenie. Kazda macierz G € SU(2) daje sig zapisa¢ w postaci:

9 %Y oV

008(2)8 2 isin(zje 2 l% 0
. _le

, gdzie b, = '

G((D, 1971”) = b(pc'ﬂbyj = 19 —IIM 19 —iM )
isin()e 008(2)8 2 0 e

[SRESY

2

AT
cos| — | isin| —

R O
S| — COS| —
2 2

e P _1 _anl P
=5 e o), 8=si 5 |
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argﬁ:;((p+y/+ﬂ:) oraz 0<@<2m, 0<¥<m, -2n<y<2n
Macierze G mozna wybrac takze w postaci

costy-e?  isiny-e'V

isint-eV  costy-e'?

G=

przyjmujac, ze 0 < @', v, ¥ <2m. W obu przypadkach det G = 1.

Stwierdzenie. Grupa SU(2) jest grupa nakrywajaca dla grupy SO(3). Grupa SU(2) to
grupa obrotow wilasciwych i niewlasciwych (obrot + inwersja) w przestrzeni trojwy-
miarowej R3.

Stwierdzenie. Grupa SO(3) jest obrazem homomorficznym grupy SU(2) przy homo-
morfizmie @: SU(2) — SO(3) z jadrem homomorfizmu Ker @ = {J_r E }

Stwierdzenie. Istnieje monomorfim grupy SO(3) w grupg SU(2), gdyz SO(3) jest pod-
grupa obrotow wilasciwych w grupie SU(2) obrotow wtasciwych i niewtasciwych.

Stwierdzenie. Obroty niewlasciwe, a w szczegdlnosci inwersje, to przeksztatcenia orto-
gonalne, dla ktorych wyznacznik macierzy przeksztalcenia A, det 4 =—1. W przestrze-
ni dwuwymiarowej inwersja jest np. zamiana wspotrzednych x — —x, y — y, wowczas

-10
A= oraz det 4 =-1.
01

y=Yy A

N,
NP

Rysunek. Inwersja w ptaszczyznie, np. x - —x oraz y = y




6. OGOLNE WLASNOSCI GRUP

Warstwy lewostronne i prawostronne, twierdzenie Lagrangea, przykiady dla grup
symetrycznych, relacja sprzezenia i jej wlasnosci, klasy rownowaznosci, wydzie-
lanie klas rownowaznosci, przyktady

Definicja — Warstwy

Niech 4 = {a,, a,, ..., a, } bedzie podgrupa grupy G. Rzad podgrupy 4 wynosi m,
arzad grupy G odpowiednio n oraz m < n. Ponadto niech be G 1 b¢ A, wowczas
ciag elementow {ba,, ba,, ..., ba, } tworzy tzw. warstwe lewostronna podgrupy 4 ozna-
czana bA, a ciag elementow {a,b, a,b, ..., a,b} tworzy warstwe¢ prawostronng ozna-
czana Ab.

Stwierdzenie. Warstwa nie jest podgrupa, gdyz nie zawiera elementu jednostkowego e.

Dowod. Nie wprost

Niech e€ bA= e=ba, = b=a; ale q,€ A= a;'€e A= be A, a wigc za-
chodzi sprzeczno$¢, gdyz z zatozenia b ¢ A.

Stwierdzenie. Warstwa nie zawiera zadnego elementu nalezacego do podgrupy 4.
Dowod. Nie wprost

-1
J

1 . .
| € A, czyli be A,awigc

Niech a,e A1 a;€e bA=a;=ba; = b=a;a
sprzecznosc¢.

, ale a;a

LEMAT. Dwie warstwy lewostronne (prawostronne) podgrupy 4 albo maja wszystkie
elementy wspolne, albo nie zawieraja zadnego wspolnego elementu.

Dowod
Niech x4 1 yA sa warstwami podgrupy 4 = {a,, a,, ..., a,}. Gdy warstwy
xA:{xal,xaz,...,xam} i yA:{xyl,yaz,...,yam} maja wspoélny element, wowczas
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_ . . . —1 .
xa; = ya, gdzie g;,a; € A oraz xa; € XA, ya;€ YA . Poniewaz y x=aa; € A, wiec

ciag {y_lxal,y_lxaz,...,y‘lxam }: A , ale wowczas

YA = {yy_1 xal,yy_lxaz,...,yy_1 xam} = {xal,xaz,...,xam }: xA, czyli yA=xA
= [ =

e e e

Jezeli zatem dwie warstwy maja jeden wspodlny element, to ich wszystkie elementy sa
wspolne.

Stwierdzenie. Podgrupa 4 i jej warstwy sa rownoliczne.

Dowdd. Nie wprost

A={a,, ..., a,} oraz x4 = {xa,, ..., xa, }. Gdyby warstwa zawierala mniej elemen-
tow niz podgrupa 4, wowczas xa, =xa, ale to implikuje, ze a; = a, czyli powstaje sprzecz-
nos¢.
TWIERDZENIE LAGRANGE’A

Rzad grupy G jest calkowita wielokrotno$cia rz¢du jej dowolnej podgrupy.

Dowod

Niech podgrupa A < G irzad podgrupy 4 wynosi m, arzad grupy G —n oraz n < m.
Ponadto niechb, € Gib, ¢ 4, wowczas b4 jest warstwa iniechb, e Gib,¢ Aib, ¢
b,A4 to b,4 jest kolejna warstwa itd. Niech b4, b,A4, ..., b ! beda wszystkimi otrzyma-
nymi réznymi warstwami podgrupy 4. Wowczas kazdy dowolny element g € G musi
naleze¢ do podgrupy 4 albo do ktérejs z warstw b.4. Poniewaz warstw jest ft — 1 i za-
wieraja po m elementow, zatem n =m + m(u— 1), czyli n = my.

Definicja — Indeks podgrupy
Parametr m to indeks podgrupy 4.

Stwierdzenie. Rzad dowolnego elementu grupy jest dzielnikiem rz¢du grupy.

Dowod
Niech a € G irzad elementu a wynosi m. Wowczas ciag {a, a%, a°, ..., a" = e} two-
rzy podgrupe cykliczna rzedu m, zatem m jest dzielnikiem rz¢du grupy G.

3

Stwierdzenie. Grupa, ktorej rzad jest liczba pierwsza, musi by¢ cykliczna.

Dowod.

Niech rzad grupy G wynosi 7 i jest liczba pierwsza. Poniewaz rzad dowolnego jej
elementu a # e jest dzielnikiem rzedu grupy, wigc jest on rowny #. Ten element a gene-
ruje podgrupe cykliczna {a, @, ..., a" = e} rownoliczna z G, zatem G = {a, d?, ..., a" =
e} jest grupa cykliczna.
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PrzykrAD

Grupa symetryczna S; = {e, (12), (13), (23), (123), (321)} rzedu 6 ma podgrupg
A = {e, (12)} rzedu 2, dla ktérej mozna utworzy¢ dwie roézne lewostronne lub prawo-
stronne warstwy. Warstwy lewostronne utworzone przez pomnozenie podgrupy 4 przez
wszystkie elementy grupy S, nie nalezace do podgrupy 4 maja postac:

(13)A={(13),(123)}
(23)A={(23),(321)}
(123)A={(123),(13)}
(321)A={(321),(23)}
Poniewaz otrzymane warstwy 1 1 3 oraz 2 i 4 sg identyczne tj. (13)4 = (123)A4 oraz

(23)4 = (321)4, zatem Sy = A+ (13)4 + (23)4 lub Sy =4 + (123)4 + (321)4.

Stwierdzenie. Warstwy lewostronne moga by¢ rézne od warstw prawostronnych, np.
{(13),(123)} =(13)4 # A(13) = {(13),(321)}, gdyz (13)(12) = (123) = (321) = (12)(13).

PrzykeAD

Grupa symetryczna S, = {e, (12), (13), (23), (123), (321)} rzedu 6 ma takze podgru-
pe rzedu 3 B = {e, (123),(321)}, dla ktorej mozna utworzy¢ tylko jedna warstwe
{(12),(13),(23)} zawierajaca 3 pozostale elementy grupy. Zatem warstwy lewostronna
i prawostronna sa identyczne, tj. (12)B = (13)B = (23)B = B(12) = B(13) = B(23)
=1{(12),(13),(23)} oraz S;=B+ (12)B.

Stwierdzenie. Podgrupa B = {e,(123),(321)} — to grupa alternujaca 4, permutacji pa-
rzystych, S; — 45 = (12)B — to warstwa permutacji nieparzystych, zatem Sy = A4, + (12)4,.

Definicja — Sprz¢zenia
Niech a,b € G, wowczas element b jest sprzezony do elementu a, gdy istnieje takie
xe G,zea=xbxl.

LEMAT. Jezeli b jest sprzgzone do a, to a jest sprzezone do b.
Dowod

a=xbx"' = x'ax=b i niech y=x"'e€ G=b=yay™

LEMAT. a jest sprzezone do a.

Dowod

a=aaa! lub a = eae™!

LEMAT. Jezeli b jest sprzgzone do a i ¢ jest sprzgzone do b, to ¢ jest sprzezone do a.
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Dowod
a=xbx"'i b= yey !, x,y€e G, zatem a= x(yey ™ Hx™ = (xp)e(xy) !, a poniewaz
xwe G, a=(xp)e(xy)
Stwierdzenie. Relacja sprzgzenia jest relacja rownowaznosci, gdyz jest ona:
e zwrotna b jest sprzg¢zone do @ = a jest sprzezone do b,
° symetryczna a jest sprzezone do a,
e tranzytywna (przechodnia) b jest sprzgzone do @ 1 c¢ jest sprz¢zone do b = ¢
jest sprzezone do a.

Definicja — Klasy
Wszystkie elementy grupy G wzajemnie do siebie sprzgzone tworza klasg¢ rowno-
waznosci, zwana klasa.

Stwierdzenie. Dwa elementy nalezace do jednej klasy C musza by¢ tego samego rzegdu.

Dowod
Niecha,b e C, zatem b = xax™'. Niechrzad elementua wynosin, wowczas a" = e

oraz a™ # e, gdy m < n. Poniewaz p" = (xax’l )m =xax'xax"... xax™" = xa" x , wigc je-

m
zelim =n,to b" = xa’x' = xex'! = e, czyli b" = e, natomiast gdy m <n i b" = e,
wowezas e =xa”x ! 1 a" =x"lex = e, czyli a™ = e, a wigc sprzecznos¢.

Stwierdzenie. Jezeli rzedy dwoch elementéw grupy sa roézne, to nie moga one naleze¢
do tej samej klasy.

Stwierdzenie. Element jednostkowy e tworzy jednoelementowa klase C = {e} jedynego

elementu rzedu 1, gdyz jedynie e! = e.

TWIERDZENIE (o tworzeniu klasy elementow sprz¢zonych wzglgdem elementu a)

Dla kazdego elementu a € G, gdzie G = {a, = e, a,, as, ..., a,}, wszystkie elementy
b, =a,aa; ! ciagu {b,, b,, ..., b, } sa do siebie sprz¢zone, gdyz sa sprz¢zone do a i tworza
klasg (elementow sprzgzonych wzgledem a).

Dowod
Wszystkie b, sa sprzezone do a, gdyz b, = al.aalf1 ia,e G, zatem b, sa sprzgzone do
siebie dla i = 1, ..., n, ale sa to wszystkie mozliwe elementy grupy G sprzg¢zone do a,

wiegc ciag {b,, b, ..., b,} tworzy klasg, chociaz nie wszystkie elementy b, musza by¢
rozne.

Stwierdzenie. Kazda grupg mozna rozlozy¢ na klasy. Klasy sa roztaczne.

Stwierdzenie. Dla grup abelowych kazdy element tworzy wiasna klasg jednoelementowa.
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Dowod
Niech dwa elementy a, b grupy abelowej sa sprzezone. Wowczas b = xax!, ale xax~
la = a, wiec b = a.

1

= XX

PrzykrAD

Grupa cykliczna G = {e, a, a?, a*}, abelowa, czteroelementowa. Rzedy jej elemen-
tow wynosza odpowiednio: e — 1, a —4, b =a*> -2, ¢ = a® — 4. Klasy {e}, {a}, {a*},
{a’} sa jednoelementowe.

PrzykeaD
W grupie symetrycznej S; = {e, (12),(13),(23),(123),(321)}, gdzie elementy odwrotne
tworza ciag {e,(12),(13),(23),(321),(123)}, istnieja klasy:

C, = {e} —klasa elementu jednostkowego rzedu 1,

C, —klasa elementow sprzezonych do elementu (12)

e(12)e’! = (12)

(12)(12)(12) ' = (12) D

(13)(12)(13)1 = (123)(13) = (321)(13) = (32)(31)(13) = (32) = (23)

(23)(12)(23) ' = (213)(23) = (321)(23) = (31)(32)(23) = (13)

(123)(12)(123) ! = (13)(12)(12)(321) = (13)(31)(32) = (23)

(321)(12)(321) ! = (213)(12)(123) = (23)(21)(12)(123) = (23)(32)(31) = (13)
zatem C, = {(12),(13),(23)} zawiera 3 elementy rzedu 2.

C, — klasa elementow sprzezonych do elementu (123)

e(123)e! = (123)

(12)(123)(12) ' = (321)
Pozostate kombinacje musza prowadzi¢ do tego samego wyniku, gdyz klasy sa roz-
taczne, zatem C; = {(123),( 321)} zawiera 2 elementy rzedu 3.

Stwierdzenie. Dla grup permutacji S, podziat na klasy jest zgodny ze struktura cykli.
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PrzykeAD

Klasy grupy S, Liczba Rzad
—r1zad grupy 4!=24 elementow elementu

C, = {e} 1 1

C, = {(12),(13),(14),(23),(24),(34)} 6 2

C,y = {123),(124),(134),(234),(321),(421),(431),(432)} 8 3

C, = {(12)(34),(13)(24),(14)(23)} 3 2

Cs = {(1234),(1243),(1324),(1342),(1423),(1432)} 6 4

razem 24

Uwaga. W rozwazaniach jest stosowany takze symbol C\(n), ktéry oznacza, ze kla-

sa C, zawiera n elementow.



7. PODGRUPY I ICH WELASNOSCI

Podgrupy sprzezone, podgrupa inwariantna, grupa prosta, grupa ilorazowa, jq-
dro homomorfizmu jako podgrupa inwariantna, wyszukiwanie podgrup inwariant-
nych w grupach symetrycznych

Stwierdzenie. Jezeli H jest podgrupa grupy G, to zbiér H'= aHa', gdzie a € G, jest
takze podgrupa grupy G.

Dowdd.
Niech x,ye H = xye H oraz axa™, aycf1 € H', nalezy zatem pokaza¢, ze

1= a(xy)a!, wiec a(xy)a! € H.

a(xy)a' € H. Poniewaz (axa )(aya™) = ax(a 'a)ya
Pozwala to stwierdzi¢, ze

— dzialanie grupowe jest operacja zamknigta w H’,
— element jednostkowy ec H = aea™ =ee H',

— dla kazdego axa ! € H'istnieje element odwrotny, ktorym jest axla! € H', gdyz

(axa V) (ax'a™) = ax(a la)x'a' = a(xx VNa'l=aal=e.
Stwierdzenie. Gdy a € H to H'= aHa' = H, wowczas jest to odwzorowanie podgrupy
H w siebie, czyli automorfizm.
Dowod

xe Hiae H=>axa'e H=H'=aHa'=H

Definicja — Podgrupa sprzgzona
Podgrupa H'=aHa ', gdzie H c Gia € G, nazywa sie podgrupa sprzezong do pod-
grupy H w grupie G.

Definicja — Podgrupa inwariantna
Jezeli aHa ' = H dla kazdego a € G, to H nazywa si¢ podgrupa inwariantng lub nie-
zmiennicza.
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Stwierdzenie. Dla podgrupy grupy inwariantnej z warunku H' = aHa ', a € G wynika,
7ze Ha = aH, H zatem jest podgrupa inwariantna wtedy i tylko wtedy, gdy jej warstwy
lewostronne i prawostronne utworzone dla dowolnych a € G sa identyczne.

Stwierdzenie. Jedynka {e} i cata grupa G sa zawsze podgrupami inwariantnymi, try-

wialnymi.

Dowod
Dla kazdego a € G jest spelniona relacja aea e, wiec af{eta ! = {e}.
Dla kazdego a, b€ G aba' € G, wiec aGa™' =G.

—1 —

Przyxrap

Podgrupa 4 = {e, (12)} grupy S; =4 + (13)4 + (23)A nie jest inwariantna, gdyz war-
stwy lewostronne i prawostronne sa rozne, np. (13)4 #A(13).

Podgrupa B = {e, (123), (321)} grupy S; = B + (12)B jest inwariantna, gdyz warstwy
lewostronne i prawostronne sa rowne dla wszystkich elementow grupy S.

Definicja — Grupa prosta
Grupa prosta — to grupa nie posiadajaca nietrywialnych, tj. roznych od {e} i G, pod-
grup inwariantnych.

LEMAT. Podgrupa H grupy G jest inwariantna wtedy i tylko wtedy, gdy zawiera cate
klasy grupy G, tzn. jezeli H zawiera 1 element jakiej$ klasy, to zawiera takze wszystkie
pozostate elementy tej klasy.

Dowod.

I. Jezeli H jest inwariantna, H = aHa ', a € G, to H zawiera cale klasy:

Dla kazdego zatemx € Hia € G axa ' € H, ale elementy axa ! otrzymane dla wszy-
stkich a € G tworza klasg Ci C € H, czyli H zawiera zawsze petne klasy.

II. Jezeli H zawiera cate klasy, C € H, to H jest inwariantna:

Kazde x € H nalezy do jakiej$ klasy C, wiec C — H , ale klasa C zawiera wszystkie
elementy postaci axa ! otrzymane dla wszystkich a € G, zatem jezeli x € H, to takze
dla wszystkich a € G wszystkie elementy postaci axa™!, ktore tworza klasg C, naleza do
H, czyli C < H. Ale to jest stuszne dla dowolnego x € H, ktore musi naleze¢ do jakiej$
klasy. Stad, jezeli x€ H = x€ C i wszystkie axa ! € C c H, co oznacza, ze dla kaz-
degoa e G aHa'= H, czyli H jest inwariantna.

Definicja — Mnozenie warstw

Mnozenie warstw wyraza si¢ nastgpujaco:

aH-bH:{Z:x-y, gdzie xe aH, ye bH}, natomiast gdy ae Hi be H, wow-
czas aH=bH=H i H-H={z=x-y, gdzie xe H,yc H}=H.
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TWIERDZENIE. Zbior sktadajacy si¢ z podgrupy inwariantnej H i wszystkich jej roznych
warstw sam stanowi grupg zwang grupa ilorazowa grupy G, ktoéra oznaczamy G'= G/H.

Dowod
aH = Ha dla wszystkich a € G, poniewaz H jest inwariantne, ponadto:
— H jest elementem jednostkowym w grupie ilorazowej, gdyz

(aH)-H=a-(HH)=aH
oraz
H-(aH)=(Ha)-H=(aH)-H =a-(HH)=aH ,
— mnozenie warstw jest warstwa, czyli jest to dziatanie zamknigte, gdyz
(aH)(bH )= a(Hb)H = a(bH ) H = ab(HH )= abH,
a abH jest warstwa, jako ze ab € G,
— kazda warstwa aH ma element odwrotny a 'H, gdyz
aHa 'H =aa™'HH =eH =H |
zatem a ' H jest elementem odwrotnym do aH w grupie ilorazowe;.
PrzykeAD
Grupa §; = {e, (12), (13), (23), (123), (321)}, jej podgrupa inwariantna B = {e, (123),

(321)} oraz warstwa (12)B={(12), (13), (23)} pozwalaja utworzy¢ grupe ilorazowa
Sy/B = {E, A}, gdzie E = B oraz A = (12)B. Jest to grupa dwuelementowa, a zatem 42 = E.

Uwaga. Elementy grup ilorazowych oznaczamy duzymi literami tj. £, 4, B, C,...
Stwierdzenie. Grupg ilorazowa mozna traktowac jako homomorfizm grupy G w G'= G/H.

TWIERDZENIE. Przy kazdym homomorfizmie f grupy G w G, tj. {G) = G, jadro ho-
momorfizmu Ker(f) = H tworzy podgrupg inwariantng w G.

Dowod
Dla kazdego b € H=Ker(f)= f(b)=e'c G', ponadto dla kazdego be Hiae G

elementaba'e H,gdyz f(aba™) = f(a)f(b)f(a™) = f(a)ef(a)™" = fla)f(a)' =¢,
zatem H = aHa ' i jest podgrupa inwariantna.
Stwierdzenie. Przy kazdym homomorfizmie f: G — G, jezeli a'e G' i a'#¢' to ist-

nieje warstwa np. aH, gdzie H = Ker(f), taka ze flaH) = a', tzn. cate warstwy sa prze-
ksztatcane w jeden element.
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Dowod
Niech be aH = b=ax oraz fla) = a'i f(x) = e, dla dowolnego zatem b € aH

f(b)= f(ax) = f(a) f(x) = f(a)e'= f(a) = a'.

Stwierdzenie. Przy dowolnym homomorfizmie f: G — G'rzad grupy G'musi by¢ dziel-
nikiem rze¢du grupy G.

Dowodd

Jadro homomorfizmu Ker(f) oraz utworzone wzglgdem niego warstwy sa rownolicz-
ne, a kazda z nich jest przeksztatcana w jeden element grupy G'. Rzad grupy G jest za-
tem rowny iloczynowi rz¢du jadra homomorfizmu Ker(f) i rzedu grupy G'.

PrzykeAD
Wyznaczanie nietrywialnych podgrup inwariantnych grupy S,. Grupa S, zawiera 4!=24

elementy, podgrupy inwariantne musza spelnia¢ warunki:

— podgrupa inwariantna musi zawiera¢ cate klasy grupy S, (por. s. 41), tj. C,(1), C,(6),
C5(8), C,4(3), C4(6), ktore maja tacznie 1 + 6 + 8 + 3 + 6 = 24 elementy,

— rzad podgrupy musi by¢ dzielnikiem rzedu grupy S,; dzielnikami liczby 24 sa: 1, 2,
3,4,6,8, 12,24, przy czym 1 i 24 to dzielniki trywialne,

— podgrupa musi zawsze zawiera¢ element e, czyli klasg C,(1).

Przypadek [

H=C(1)+C,(3), czyli H={e,(12)(34),(13)(24),(14)(23)}. Jest to podgrupa czte-
roelementowa. Poniewaz elementy podgrupy H spehniaja relacje:

((12)(34))* = (12)(34))* = e, ((13)(24))* = ((13)*(24))* = e,

((14)(23))* = ((14)*(23)y* = e,

H jest czterogrupa. Grupa ilorazowa G' = §S,/H zawiera 6 elementow.

Przypadek 11
H'=C, (1)+ C, (8)+ C, (3) zawiera 1 + 8 + 3 = 12 elementow. H' jest podgrupa per-
mutacji parzystych, czyli tzw. grupa alternujaca

A= {e,(123),(124),(134),(234),(321),(421),(431),(432),(12)(34),(13)(24),(14)(23)}.

Grupa ilorazowa S,/4,= {E, A}, gdzie E = 4,, natomiast 4 jest warstwa wszystkich per-
mutacji nieparzystych.

Stwierdzenie. Grupa ilorazowa S,/4,, gdzie S, jest grupa symetryczna, a 4, jest grupa
alternujaca, jest zawsze izomorficzna z grupa dwuelementowa {E,A}.

Stwierdzenie. Grupa alternujaca 4, jest podgrupa inwariantng grupy symetrycznej S,.
Poniewaz 4, zawiera wszystkie permutacje parzyste, S, — 4, stanowi warstwe permuta-
cji nieparzystych.



8. GRUPY OBROTOW

Obroty w plaszczyznie i przestrzeni, kqty Eulera, sktadanie obrotow

Stwierdzenie. Istnieja dwie interpretacje obrotow: bierna i czynna. Bierna, gdy obraca-
my uktad wspotrzednych, a przestrzen jest nieruchoma, czynna, gdy obracamy przestrzen
a uklad wspotrzednych jest nieruchomy. W prezentowanych rozwazaniach jest stoso-
wana interpretacja bierna.

Definicja — Operator obrotu R, ()

Operator obrotu R, () wyznacza obrot w plaszczyznie wokot ustalonej, prostopa-
dlej do niej osi k o kat o. W szczegodlnosci osig k moze by¢ jedna z osi uktadu wspot-
rzednych: x, y, z.

Definicja — Operator obrotu R(c, 3, 7)
Dowolny obrot w przestrzeni trojwymiarowej daje si¢ wyrazi¢ jak zlozenie obrotow:

R(a, B,y)=R. ()R, (B)R.(7)
gdzie «, 3, vsa katami Eulera oraz 0 <o,y <2m, 0< B < m.

Stwierdzenie. Obroty w przestrzeni trojwymiarowej R? wokot osi uktadu wspotrzednych
mozna wyrazi¢ za pomocg macierzy 3x3:

cosoe —sino 0 cosff 0 —sinf
D(R.(a))=|sina cosax 0], D(Ry (ﬁ)): 0 1 0
0 0 1 sinf 0 cosf

Stwierdzenie. Katy o i B sa standardowymi katami sferycznymi ¢ i @ koncowe;j osi z’
wzgledem uktadu pierwotnego (x, y, z). Kat yjest zawarty migdzy osiami y iy’ po obro-
cie R ().
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Stwierdzenie. Pola sa elementami przestrzeni nad ciatem liczb rzeczywistych lub zespo-
lonych. Pola moga by¢ skalarne, wektorowe, tensorowe itp.

Definicja — Dziatanie operatora obrotu na pole

Operator obrotu R dziata w nastgpujacy sposob na pole

— skalarne: Rf(r) = f"(r) = f(R"'r) , np. R () f(r, @) = f(r, 9 — 1),

— wektorowe: Rf(r) = Rf(r)e; = f;(r)e;’, gdzie f;'(r) =fj(R*1r) oraz e;' = [D*l(R)e]j
= [DT(R)e]J. = DJ.I.T(R)el. =D(R)e;, wige Rf,(r)e; = ;D ;(R) J‘;.(R*Ir).

Definicja — Sktadanie obrotow
Sktadanie obrotow, lub iloczyn obrotow, wyraza si¢ nastgpujaco:

R\[R,f(r)] = R, f"(r) :f'(Rflr) =f(R2’1R1’11‘) =f((R1R2)’11‘).

Stwierdzenie. Poniewaz (R,R,)f(r) = f((R,R,)'r), wigc R [R,f(r)] = (R R )(r).

Stwierdzenie. Zbior macierzy kwadratowych nxn o wyznaczniku r6znym od zera i o okre-
$lonych wlasnosciach (ortogonalne, unitarne, hermitowskie i inne) z operacja mnozenia
macierzowego tworzy grupg nieskonczonego rzedu i stopnia n, gdyz

— spetniona jest relacja tacznos$ci dla mnozenia macierzy, tj. (4B)C = A(BC),

—jedynka grupy jest macierz jednostkowa E,

— dla kazdej macierzy kwadratowej 4 o wyznaczniku det 4 # 0 istnieje macierz od-
wrotna 47! taka, ze A4 = A4 =E.

Stwierdzenie: Zbior R, (c) obrotow w plaszczyznie wokot prostopadiej do niej osi k
o kat o z operacja sktadania obrotow tworzy grupg. Elementem neutralnym grupy jest
R, (0), tj. obrot o kat o= 0. Poniewaz R, ()R, (B) = R, (e + ), wigc element odwrotny
ma posta¢ R,"(0) = R (-), gdyz R, (o + ) = R,(0), gdy B =—0L.

Stwierdzenie: Zbior obrotow R = R(a, 3, }) z operacja sktadania obrotow tworzy grupe
obrotow wilasciwych w R3 nieskonczonego rzedu trzeciego stopnia, ktora jest izomor-
ficzna z grupa SO(3). W grupie obrotéw R = R(c, 3, 7)

— spetniona jest relacja tacznos$ci: (R R,)R; = R,(R,R;),

— istnieje jedynka e = R(0, 0, 0), tj. = = y=0,

— element odwrotny ma posta¢ R'(e, B, ) = R(-y,—B,—0), gdyz

Rl(a. B,y = [R)R (PRI =R, (DR, (PR, ()
=R,(-VDR(-P)R,(-0) = R(~Y,~p,~0)



9. GRUPY CIAGLE

Homeomorfizm grupy ciqglej w przestrzen euklidesowq, mapy, atlasy i ich zgod-
nos¢, stopien grupy. Topologia grupy, grupy Liego oraz elementy (operatory),
generatory i reprezentanci grupy. Komutatory, state struktury grupy, antysyme-
tria i tozsamosc¢ Jacobiego. Przestrzen liniowa z bazq generatorow i algebra Lie-
go, obroty operatorow

Stwierdzenie. Jezeli kazdemu obrotowi R (), gdzie o # 0 zostanie przypisany punkt
z przedziatu 0 < o < 2, to otrzymuje sig tzw. mapg w przestrzeni euklidesowej R, przy
czym termin mapa odnosi si¢ zarowno do sposobu odwzorowania jak i do powstalego
odwzorowania, tj. zbioru punktow z przedziatu (0, 2m). Mapa to takze odwzorowanie
grupy obrotow R(a, B, Y) w przestrzen euklidesowa R3, gdy 0 < o, y<2moraz 0 < f <.

Uwaga. Mapy to odwzorowania w zbiory otwarte.

Definicja — Homeomorfizm
Homeomorfizm to ciagle i wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie fzbioru X w zbior
Y, f: X—Y takie, ze przeksztalcenie odwrotne f~!: Y— X jest tez ciagle.

Stwierdzenie: Homeomorfizm to odwzorowanie ré6znowartosciowe i obustronnie ciagte.

Definicja — Stopien grupy
Stopien grupy # to liczba niezaleznych i zmieniajacych si¢ w sposob ciagly parame-
trow rzeczywistych potrzebnych do okreslenia poszczegodlnych elementow grupy.

Definicja — Mapa

Mapa to homeomorfizm dowolnie wybranego otwartego zbioru elementow grupy G
w zbidr otwarty przestrzeni euklidesowej R”, przy czym wymiar przestrzeni n odpowia-
da stopniowi grupy.
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Definicja — Mapy zgodne
Dwie mapy S,, S, € R” nazywamy parami zgodnymi, jezeli w obszarach, ktore nale-
za do nich obu, odwzorowanie S;! — G — S, jest dostatecznie regularne.

Stwierdzenie. Odwzorowanie dostatecznie regularne to np. ciagte lub rézniczkowalne,
lub analityczne.

Definicja — Atlas
Mapg pokrywajaca cata grupg, lub uktad map parami zgodnych i pokrywajacych cala
grupe nazywamy atlasem.

Stwierdzenie. Jezeli wszystkie mapy atlasu danej grupy maja obrazy euklidesowe w tej
samej przestrzeni R”, to grupa jest stopnia #.

Stwierdzenie. Jezeli grupa jest spojna (jednospojna) to odpowiadajace jej obrazy eukli-
desowe maja ten sam wymiar.

PrzykeaD. R (o) = [a] € R, R(e, B, ) — [0, B, 7] € R3
Topologia grupy

Stwierdzenie. Majac atlas grupy, mozna utworzy¢ topologi¢ grupy z warunku, ze bli-
skim punktom w obrazie euklidesowym grupy w R” odpowiadaja bliskie elementy gru-
py g(s) € G, gdzie s € R".

Stwierdzenie. Elementy grupy, dla ktorych atlas zawiera wigcej niz jedna mape, mozna
oznaczac np. g (s), ale wyrdznianie mapy jest nieistotne, gdyz mapy sa parami zgodne,
wigc na ogot si¢ je pomija.

Stwierdzenie. Zwykle poczatek uktadu wspohrzednych w przestrzeni R” przypisuje sig¢
jedynce grupy, tzn. g(0) = e lub g(0) = 1.

Grupy Liego

ZALOZENIA

Rozwaza si¢ mapg obejmujaca poczatek uktadu wspotrzednych 0 = [0,...,0] € R”, od-
powiadajacy jedynce grupy g(0) = 1, oraz punkty s, t € R” lezace dostatecznie blisko
0 tak, zeby elementy grupy g(u) = g(s)-g(t) oraz g(w) = g(s) ! byty objete mapa. Wzory
te definiuja funkcje u = u(s, t) oraz w = w(s) i sa dobrze okreslone dla s i t dostatecznie
bliskich poczatku uktadu wspotrzednych.
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Przyxrap
Dla grupa obrotéw w plaszczyznie XY g(s) = R (o), wowczas R () = R ()R ()
=R (o+ P), wigc y= or+ Boraz R(8) =R (0)™' =R (—), wigc § = —aL.

Definicja — Grupa Liego
Grupe G, dla ktérej mozna zbudowac atlas i wybra¢ parametry s, t, u, w tak, zeby

funkcje u = u(s, t) oraz w = w(s) byty analityczne, nazywamy grupa Liego.

Stwierdzenie. Grupy, ktorych elementy dadza si¢ opisa¢ parametrami zmieniajacymi si¢
w sposob ciagty, to na ogot grupy Liego.

Stwierdzenie. Grupy operatoréw R () i R (a, 3, y) to grupy Liego.
Generatory

ZALOZENIA
Niech g(s) € G i g(s) jest funkcja analityczng w pewnym obszarze wokot poczatku
uktadu wspotrzednych oraz g(0) = 1. Wowczas

n

, dg(s)
s)=1—-i ) s, ), gdzie J, =i—=—=|_
g( ) ; JvJ g J aS] |S 0
sq generatorami grupy Liego.

Stwierdzenie. Wiele wlasnosci grup Liego mozna badaé, rozpatrujac skonczong liczbg
generatorow J; zamiast nieskonczonej liczby elementéw grupy g(s).

PrzykeAD
Dziatanie operatora R (), gdy o « 1, na pole skalarne f{r, ¢):

RS, @) =, p— 0) = fir, @) — aaaf(r, 0 =[1 - iCia2 fir, 9
® L)

=[1—iaJ]fr, 9)
zatem R (o) = (1 — iald)), gdzie J_ jest generatorem grupy operatorow R (o), ktorego

reprezentantem w wybranym (biegunowym) uktadzie wspolrzednych jest K, =—i %
¢

Stwierdzenie. Reprezentant generatora grupy zalezy od wyboru uktadu wspolrzednych

i ma r6zng posta¢ w réznych ukltadach wspotrzednych, np. reprezentantem generatora

ox

p =—iV, podczas gdy w biegunowym uktadzie wspotrzednych jest K, =—i e
¢

J, w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych jest K, =—i (x ; - ya] = (rxp),, gdzie
y
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Stwierdzenie. Znajac generatory grupy J, mozna odtworzy¢ wszystkie elementy grupy
g(s).

Stwierdzenie. Znajac generator J_ oraz traktujac obrét o dowolny kat o jako ztozenie N
obrotow o kat ot/N « 1, posta¢ operatora R () wyznacza si¢ nastgpujaco:

N N
R, ()= lim {RZ[;H = lim [1—1'10\;sz =exp(~iJ,a)

N —oco N —oo

Stwierdzenie. Operator obrotu w R? ma postac:
R, By) = R, ()R, (B)R.(y) = exp(~i J.a)exp(=i ], B) exp(~i].y)

Stwierdzenie. Dziatanie operatora g(s), s € R”, w grupach Liego mozna traktowac jako
ztozenie nieskonczonego ciagu infinitezymalnie malych zmian. Wowczas wykorzystu-
n

jac postac operatora g(s) wyznaczona dlas — 0: g(s) =1 — izs 1 ; dla dowolnych rze-

czywistych warto$ci S otrzymuje sig: /=l
N
1 n n
g(s)zAlllinm I_INZSJ’JJ =exp —IZSJ-JJ-
j=1 j=1

Stwierdzenie. Aby uzyskac¢ jawna posta¢ operatora grupy Liego g(s), nalezy generatory
grupy J; zastapi¢ reprezentantami generatorow grupy K;w wybranym uktadzie wspot-
rzgdnych.

Stwierdzenie. Generatory grupy Liego J,,..., ], na ogot nie komutuja ze soba, [J 1l # 0

dlaj # k, dlatego zgodnie z relacja Hausdorffa—Bakera eA™B  eAeB, gdy [A, B] # 0, gdzie
A 1 B to np. generatory grupy lub ich kombinacje liniowe.

Komutatory

Definicja — Komutator
Komutatorem elementow grupy a,b € G jest wyrazenie postaci: [a,b] = aba 'b.

Stwierdzenie. Operatory postaci g, = exp(— is;J ,) to elementy grupy G, g, € G, gdyz
g, =g(s)dlas=[0,..,0,s,0,...,0].

Elementem odwrotnym do g; = exp(— is;J; ) jest gl_l = exp(iS,J,), gdyz
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g8, =exp(~is,J;) exp(is,J;) = 1, jako ze [J, J] = 0 (relacja Hausdorffa—Bakera).

Stwierdzenie. Komutator elementow 8 8 jest postaci:

g, grl= GXP(— is ;¥ )GXP(— isd g )exp(istj )exp(iska)= Ci (Sjask )

Poniewaz [J;, J,] # 0, rozwijajac operatory g, g, w szereg dla matych s, s, otrzymu-
je si¢ wyrazenie Cy(s;,8;) =(1—sJ ) )A=sJ ) A+, )A+s5T) =1+5,503,,1].

Stwierdzenie. Komutator dwoch elementéw grupy jest elementem grupy, wigc dla ma-
n

tych §; 5, MOZNa go przedstawic¢ w postaci: C (s ;,5;)=1- iZ t,J,. Z poréwnania otrzy-
n I=1

manych wyrazei C . (s;,s;) =1+s;5.[J;,J,]=1~ iZt,J, wynika nastgpujaca relacja
I=1

t
[J.,0,1=iy CLJ1,, gdzie ¢}, = lim 1.
g lz} S = S j,8p,t—0 ssk
Definicja — Stale struktury grupy Liego

Wspblezynniki C’; to tzw. stale struktur rupy G i spetniaja one
po1CzZy. k yeg

J
— warunek antysymetrii Cj»k = —C,l{j ,gdyz [J;, J,] =[], J,] oraz

— relacje ZC;I”Cjk +ZC"’C’ ZC"’C]“ =() wynikajaca z tozsamos$ci Jacobiego
[JJ,[Jk,J ]]+[Jk,[Jl,J ]]+[Jl,[J Je11=0.

PRZYKEAD.
Dla grupy obrotéw generatorami sal,,L,L - sktadowe operatora momentu pgdu,

wowczas [ , L] =i€;yL,; oraz ! ik =€ju ]CSt tensorem Levi—Civity.
Stwierdzenie. Zbior generatorow J,,..., ], stanowi bazg w przestrzeni liniowej (wektoro-

wej) wszystkich kombinacji liniowych postaci Zs 3 » ktore odwzorowuja sig na ele-
n J=1
menty g(s) =exp —iZstj grupy Liego.
j=1
Definicja — Algebra Liego
Przestrzen liniowa z baza generatorow J,..., J, oraz komutatorem [, ] jako iloczy-

nem tworzy tzw. algebrg Liego. Komutator nie jest iloczynem w zwyklym sensie, gdyz
nie speinia relacji tacznosci.
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Definicja — Obroty operatorow

Niech O okresla dowolny operator oraz R, () jest operatorem obrotu wokot osi k
o kat . Niech ponadto wektory x, y € V spetniaja relacie Ox=ye V, R(a)yx=x'eV,
R (a)y=y'e V,wowczas
R (@[O0 x] = Ry(@) [OR ()R, (0)x] = [Ry(0) OR ()] R (0)x = [R(@) OR, (0] =

stad obrot operatora O okresla wyrazenie

R ()(0) = R (@)OR, (@), gdzie R, () = exp(— ial,) oraz R,"(c) = R, («)

Stwierdzenie. Dla matych katow o obrot operatora O okresla wyrazenie
R, (@) O0) = exp(—iaLk)Oexp(iaLk) =0- io[L,, O]

PrzykeAD.
Obroty operatora L, j =x, y, z, wokot osi z dla malych katow «, gdzie [L;, L;]
= i€ ;yL;, wyrazaja sig¢ nastgpujaco:

R((L)=L.,+aLl, R(olL)=L —-aL, R(a)L)=L,



10. CALKOWANIE NA GRUPIE LIEGO

Catkowanie niezmiennicze, miara Haara, catka Hurwitza, objetos¢ grupy, grupy
zwarte, przykiady

Definicja — Calkowanie na grupie Liego

Jezeli funkcja f(s), gdzie s € R”, jest catkowalna w R”, to mozna mowic, ze funkcja
jest catkowalna na grupie G, gdyz wowczas f(s) = f(s(g)) i catlkowanie odbywa si¢ po
elementach g € G.

Stwierdzenie. Catkowanie po calej grupie wymaga uzycia atlasu.

PrzykeAD
Calkowanie na grupie obrotow R (o), gdzie 0 < or < 2w oraz f{or) =1

2n
jf(a)da =2r
0

Stwierdzenie. Warto$ci calki zaleza od wyboru parametrow grupy.

PrzykeAD

Catkowanie na grupie obrotow R_(f3), f(f) = Alcr) = 1. Wybér parametru 8 moze by¢
dokonany w sposob dowolny i w odniesieniu do parametru o, 0 < o < 2w, prowadzi do
roznych wartosci catki:

B=a B=oal B=o? B=Iha

2 In2m

2m m 41
[rap=2m, jldﬁ:n, J1d3:4n2, [1ap=-=
0 0 0 00
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Definicja — Calkowanie niezmiennicze

Calkowanie na grupie nazywamy lewostronnie niezmienniczym, jezeli dla kazdej
funkcji calkowalnej /i dla kazdego elementu g, € G zachodzi zwiazek

[ F(g19)utdg) = [ F(g)u(dg)

gdzie u(dg) oznacza miarg elementu objgtosci odpowiadajacego elementowi dg w eu-
klidesowym obrazie grupy G, a calkowanie rozciaga si¢ na catg grupe.

Stwierdzenie. Calkowanie na grupie jest niezmiennicze, gdy grupa jest jednorodna wzgle-
dem miary.

PrzykeAD

27 2n
jcosz(a +B)do = jcosz(a)da oraz d(o.+ B) = det.
0 0

Stwierdzenie. Gdy miara elementu objgto$ci jest niezmiennicza wzglgdem ,,przesunigc”
u(dg) = u(g,dg) spowodowanych przez lewostronne dziatania elementow grupy g, € G,
wowczas powyzszy zwiazek jest spelniony tozsamosciowo:

Jf(glg)ﬂ(dg) = ff(glg)ﬂ(gldg) = Jf(glg)ﬂ(dglg) = Jf(g')ﬂ(dg')

gdzie g' = g,g.

PrzykLAD

Grupa obrotow R (). Elementy g =R (1), g, = R (), g, =R (¢t))R (a) =R (a; + Q)
=R)(w), gdzie o' = a + o, wowcezas, gdy:

udg) =da = da'=do+ o) =da,

udg) =do? = do)=da+ o) #do,

udg) =dnae = dlna'=dln(a + o) #dlno.

Stwierdzenie. Calkowania na grupie moga by¢ niezmiennicze lub nie. Zalezy to od wy-
boru miary.

Stwierdzenie. Jezeli (dg) jest miara niezmiennicza na grupie, to miara u'(dg) = cu(dg),
gdzie ¢ jest stala, jest tez niezmiennicza i zmienia ona jedynie catkg po grupie o staty
czynnik.

Stwierdzenie. Calkg niezmiennicza mozna zmienia¢ o dowolny czynnik przez przeska-
lowanie parametrow lub miary.
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Definicja — Miara Haara, catka Hurwitza
Catkowanie niezmiennicze na grupie to calkowanie wedlug miary Haara, a wyzna-
czana catka nazywa si¢ catka Hurwitza lub catka grupowa.

Stwierdzenie. Miara lewostronnie niezmiennicza moze by¢ rézna od miary prawostron-
nie niezmienniczej.
Zwartos¢
Definicja — Objgtos¢ grupy
Catke¢ niezmiennicza po catej grupie z funkcja f'= 1 nazywamy objgtoscia grupy.

Definicja — Grupy zwarte
Grupy o skonczonej objgtosci nazywamy grupami zwartymi.

PrzykrAD
Grupa translacji wzdtuz osi z: T (a)fiz) = iz - a), —oo < g < oo
Grupa obrotéow wzgledem osi z: R.(0) flp) = flo— o), O0<a<2m

Stwierdzenie. Grupy {T ()} 1 {R_ ()} sa lokalnie identyczne, ale r6zne globalnie,
gdyz grupa obrotow R (o) jest zwarta, a grupa translacji 7,(«) ma nieskonczona objg-
tos¢.

TWIERDZENIE. Dla grup zwartych miara lewostronnie (prawostronnie) niezmienni-
cza jest zawsze prawostronnie (lewostronnie) niezmiennicza (bez dowodu)

Stwierdzenie. Miara niezmiennicza na grupie obrotow wiasciwych w R3, SO(3), jest
w(dg) = dadcospdy, gdzie 0 = o, y<2m, 0 < o< .

2n T 2n
Stwierdzenie. Objeto$é grupy SO(3) wynosi: V = jdajd cos 8 Idy =8n. Grupa SO(3)
0 0 0

jest zwarta, gdyz V = 8m? < co. Miara u(dg) = dodcosf3 dy jest dwustronnie niezmien-
nicza.
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Grupy transformacji przestrzeni i grupy operatorowe. Transformacja operatora
wzgledem operatorow grupy, operator niezmienniczy, kryterium niezmienniczo-
sci, operator Cassimira, zagadnienia wtasne dla operatora, homomorfizm ope-
ratorow grupy w zbior macierzy

Definicja — Grupa transformacji przestrzeni

Niech elementy U, grupy G dzialaja w przestrzeni wektorowej V' < R” tak, ze gdy
x e V,wowczas U.x =y e V. Elementy U, grupy G = {U, x € V= U,x € V} transfor-
muja przestrzen wektorowa V' w siebie.

Stwierdzenie. Operatory translacji T, zdefiniowane nastegpujaco: 7,y =r—a , gdzie a, r,
r—a € R", z operacja sktadania translacji tworza grupe {7}, gdyz T,(T,r)
=T(r-b)=r—a-b=T,,,r,azatem zlozenie translacji jest translacja, 7,7, = T,

elementem neutralnym jest translacja zerowa T}, a element odwrotny 7! = 7' .

Definicja — Przestrzen funkcyjna

Niech funkcje fix), g(x), h(x), ..., gdziex € V przypisuja kazdemu elementowix € V'
pewna liczbg rzeczywista lub zespolona, wowczas funkcje f, g, 4, ... tworza przestrzen
funkcyjna H.

Przyxrap
fi=x*+572+72 i filrye R lub gr)=2x3+i(x*+y+4z%) i gr) e C,
gdzie r e R3.

Definicja — Grupa operatorowa
Zbior operatorow {7} zdefiniowanych nastgpujaco:

U, fix) =AU 1)

tworzy grupg transformacji funkcji zwana grupa operatorowa G.
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Stwierdzenie. Zbior operatorow {,} jest grupa, gdyz zachowuje wlasnosci grupy trans-
formacji G, poniewaz

U, fx) = UU, fx) = U fU1x) = U, f1(x) = [(U; %)
~ AU 1U; %) = f(UU) ),
czyli

WAL = f(UU) 1)

Istnieje zatem jednoznaczne przyporzadkowanie U,— U, oraz U—U, oraz zachowa-
na jest relacja grupowa (U,U)—>(U1)).

Stwierdzenie. Grupa operatorow G = {U,} jest izomorficzna z grupa G = {U,}.

PrzykrAD
Translacja: T, x =x—a oraz 7T, fix) = AT, 'x) = AT _x)=fix + a). Odwzorowanie
{T,}—1{1,} jest zatem izomorficzne. Niech funkcja f{x) jest analityczna, wowczas

f(x+a)=2;(aV)"f(x){Z;(W)”}f(x)wﬂf(x)
n=0"" n=0""

czyli
7, fix) = ¥ flx)

a stad 7, = ¢4V. W mechanice kwantowej wprowadza si¢ operator p= —ihV , wtedy
T,= .

PrzykrAD

Obrot wokot osi kartezjanskiego uktadu wspotrzednych:

oL,

0 i
a=— L —BL
R(o)=e 99 =¢h neoE

i
R(B)=ch" Y R(py=eh”
gdzie L, L,L, sa kwantowo-mechanicznymi operatorami momentu pedu.
Stwierdzenie. Grupy {7} i {R(c)} to grupy operatoréw transformacji przestrzeni funk-
cyjnej H.

Stwierdzenie. Jezeli parametry elementow grupy np. G = {7,} zmieniaja si¢ W sposob
ciagty, to sa to grupy ciagle, w szczego6lnosci grupy Liego.

Stwierdzenie. Niech dzialanie operatora 4 dziatajacego w przestrzeni funkcyjnej
H = {f(x), g(x), ...} jest okreslone w punkcie x, tzn. 4 _f(x) = g(x) i dzialanie operatora
A_na f{x) zalezy od punktu x. Niech U € G oraz UU' = I, gdzie ] jest elementem neu-
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tralnym grupy G, oraz U f{x) = AU 'x), gdzie U~'x =y € V. Poniewaz dzialanie opera-
tora U na A4 _f(x) wyraza si¢ nastgpujaco: U(4,f(x)) = Ug(x) = g(U 'x), a jednoczesnie
A JU “x) = g(U '), wigc wykorzystujac zwiazek 171! = I oraz wykonujac prze-
ksztatcenia: U(4, Ax)) = UA (U 'U)fix) = UA, U AU 'x) = g(U'x) otrzymuje sig na-
stepujaca relacje A4, =UA U

Definicja — Transformacja operatora
Dla dowolnych funkcji f{x) € H transformacja operatora 4, wzgledem operatorow
U € G wyraza sig¢ wzorem: Au—lx = ‘Zle‘Zlfl.

Stwierdzenie. Gdy operatory U sa unitarne, wowczaso U ' = U™ i 4, =UAU".

Definicja — Niezmienniczo$¢ operatora
Jezeli dla kazdego U € G zachodzi UA U~ = A, to operator A4 _ jest niezmienniczy
ze wzgledu na grupeg G.

Definicja — Niezmienniczo$¢ funkcji
Jezeli dla kazdego U € G Uf(x) = f(x), to funkcja f(x) jest niezmiennicza ze wzglg-
du na grupg G.

PrzykeAD
Gdy f(r) = f(r), wowczas R, (o) f(r) = f(r) 1 f(r)]jest niezmiennicza ze wzgledu na grupg
obrotow {R,()}.

Stwierdzenie. Z kazda jednoparametrowa grupa niezmienniczo$ci jest zwigzana zasada
zachowania okreslonej wielkosci fizycznej, np. grupa translacji {7, } i zasada zachowa-
nia pedu, grupa obrotow {R, (o)} i zasada zachowania momentu pedu.

Stwierdzenie. Kazda grupa niezmienniczo$ci dla danego rownania stanu uktadu fizycz-
nego prowadzi do powstania prawa zachowania wielkos$ci fizycznej dla tego rownania.

Stwierdzenie. Jezeli operator jest niezmienniczy ze wzgledu na grupg G, to dla kazdego
Ue G UA, =AU lub [U, A,] =0, czyli operator 4, komutuje ze wszystkimi operato-
rami grupy G, co stanowi tzw. kryterium niezmienniczosci.

Stwierdzenie. Gdy [U,, U=0 dla wszystkich elementow grupy G, wowczas grupa jest
abelowa i kazdy operator 7, jest niezmienniczy ze wzgledu na grupe G.

Stwierdzenie. Poniewaz [U, U] =0, wigc [AU), g(U)] =0, gdzie f, g dowolne funkcje
analityczne.

PrzykeAD
Operator Laplace’a A = V? jest niezmienniczy ze wzgledu na grupg translacji 7, = eV,
gdyz [A, V] =0.
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Definicja — Operator Cassimira
. . . I Al

Niech operatory J,, ..., J, ltworzqcekgrupq spetniaja relacje [J;, J,]1 = CicJ), gdzie C
jest stata struktury i niech g™ =Cj,C,,; , wowczas operator J = gJ,J zwany operato-
rem Cassimira jest operatorem niezmienniczym grupy i komutuje ze wszystkimi opera-
torami grupy, tzn. [J, J 1=0.
PrzykrAD

Operatory momentu pgdu spehiaja relacje [L;, L] =igy L, wige gl'" =€t =200
a stad operator J =-26, L L =-2[ L+ Lzy +1° 1 =212 gdzie L2 — kwadrat catko-
witego momentu pedu odpowiada czesci katowej operatora Laplace’a, zatem L2 jest ope-
ratorem Cassimira oraz [L2, Lj] =0.

Stwierdzenie. Nie wszystkie operatory sa niezmiennicze na grupie.

PrzykeAD

Niech operator X dziala w natepujacy sposob: X, fix) = xf(x). Transformacja opera-
tora X, wzgledem operatoréw grupy translacji {Z,} ma postac:

(7, X T, N %) = TX S (Tx) = X Nx—a) = Tx fix—a)

=(x+a)fix—a+a)=xf(x)+af(x)= (X, +a)f(x),
azatem T X T '=X ta#X.

Definicja — Zagadnienie wtasne operatorow
Jezeli A f(x) = Af(x), to fix) jest funkcja wlasna operatora 4, a A — odpowiadajaca
jej wartoscia wlasna.

Definicja — Operator hermitowski
Jezeli A, = A, to operator 4, jest operatorem samosprzgzonym zwanym takze her-
mitowskim.

Stwierdzenie. Jezeli f(x) jest funkcja wlasna operatora 4, oraz UA = A U, to Uf(x) jest
takze funkcja wtasng operatora 4, o tej samej wartosci wlasnej A.

Dowod

4, fx) = A fix)
oraz

A [USx)] = A, Ufx) = UA, fix) = UL fix) = A[UAx)],
czyli

A JUfx)] = A UAx)]
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Stwierdzenie. Jezeli A jest wlasnoscia niezdegenerowana, tzn. odpowiada tylko do jed-
nej funkcji wlasnej f(x), to funkcje U f{x) r6znig si¢ jedynie o stala multiplatywna, tzn.
U fix) = D(U)f(x), gdzie D(U) jest stala zalezna od U oraz f(x) ~ D(U)f(x).

Stwierdzenie. Jezeli D(U) =1 dla wszystkich U € G, to Ufix) =f(x) i funkcja f{x) jest
niezmiennicza ze wzgledu na grupg G.

Stwierdzenie. Jezeli A jest warto$cia wlasna y-krotnie zdegenerowana tzn. 4, f{(x) = Af/(x)
dlai=1,..., u, gdzie {f(x)} jest zbiorem liniowo niezaleznych funkcji wtasnych opera-
tora A, odpowiadajacych wartosci wtasnej 4, to 7 f,(x) jest takze funkcja wlasna opera-
tora A, odpowiadajaca tej samej wartosci wlasnej A, tzn. 4 Uf(x) = AUf,(x) oraz

u

Uf(x)= ZD i (W) jj.(x) jest kombinacja liniowa funkcji f(x). Gdy U =1, to D,-j(l) = 51.1..
=1

Wyrazy lj)l.j(‘ll) sa elementami macierzy kwadratowych D(U) stopnia y.

Stwierdzenie. Zbioér macierzy {D(U)},U € G, z operacja mnozenia macierzowego tworza
grupe bedaca homomorficznym odwzorowaniem grupy G w {D(U)}.

Dowodd

Wystarczy wykaza¢, ze odwzorowanie zachowuje dzialanie grupowe, niech zatem
u,,U,e G, wowczas

u u
(@ 2,)f;(x) = 4 [1, £,(0)]= U Y, D;i(W) f;(x) = Y, D) Uy f(x)

J=1 J=1

Lou
' Dy (U)D; (1) (x)

k=1 j=1
oraz
u
() fi(x) = 2 Dy () fi, (%) |
k=1
Poniewaz funkcje f,(x) sa liniowo niezalezne, wigc z porOwnania otrzymanych rela-

u
cji wynika, ze Zij (4)D;; (W) =Dy (U,), a zatem mnoZenie powstatych macie-

=
rzy zachowuje dziatanie grupowe. W ujgciu macierzowym otrzymana relacja ma po-
sta¢: D(U,)D(U,) = D(U,U,), a stad D(I) = E oraz D(U~') = D(U)".
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Reprezentacja grupy — definicja i przyktady. Reprezentacje regularne, wierne,
rownowazne, przyktady, iloczyn prosty Kréneckera jako odwzorowanie zachowu-
Jjace iloczyn grupowy

Definicja — Reprezentacja grupy
Reprezentacja grupy G lub G to homomorficzne odwzorowanie grupy G lub G w zbior
skonczenie wymiarowych macierzy kwadratowych.

Definicja — Stopien macierzy
Wymiar macierzy kwadratowych (nxn) jest okreslany jako stopien » macierzy kwa-
dratowych lub czasami jako ich rzad ».

Stwierdzenie. Grupa macierzy {D(U)}, U e G, bedaca homomorfizmem grupy G
w {D(U)}, jest reprezentacja grupy G.

Stwierdzenie. Istnieje $cisty zwigzek pomigdzy symetriami a degeneracja fizycznych
zagadnien wlasnych. Gdy funkcje wlasne odpowiadaja pewnej t-krotnie zdegenerowa-
nej warto$ci wlasnej A (np. poziom energetyczny), to pod dziataniem operatorow grupy
symetrii transformuja si¢ migdzy soba tworzac w ten sposob macierze przejscia, czyli
jedna z reprezentacji grupy.

Stwierdzenie. Zawsze jest mozliwe odwzorowanie wszystkich elementow U grupy G
W macierz pierwszego stopnia [1], tzn. D(U) = [1] dla wszystkich U € G, lub w macierz
jednostkowa stopnia n i wowczas
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1 0.00
01 .00

DU) =| .
00.10
00 .0 1

Jednak sa to malo uzyteczne reprezentacje, chociaz istniejq zawsze.

Stwierdzenie. Gdy znana jest reprezentacja 4 grupy G, tj. homomorfizm U — D(U),
gdzie U € G, D(U) € A, wowczas wyrazenia det D(U) takze tworza reprezentacjg ma-
cierzy pierwszego stopnia, gdyz rownos¢ det [D(U,)D(U,)] = det D(U,) det D(U,) zapew-
nia zachowanie dzialania grupowego. Odwzorowanie D(U) — det D(U) to homomor-
fizm.

Stwierdzenie. Jezeli istnieje homomorfizm G — G’ oraz znana jest reprezentacja 4 gru-
hom.  hom.

py G', to odwzorowanie G — G' — A4 jest homomorfizmem i A4 jest reprezentacja
grupy G.
PrzykeAD

Niech H jest podgrupa inwariantng grupy G oraz grupa ilorazowa grupy G'= G/H
ma reprezentacj¢ 4. Wowczas reprezentacja A jest takze reprezentacja grupy G.

Reprezentacje regularne

Stwierdzenie. Jezeli kazdy element grupy G = {U,, U,, ..., U, g} zostanie pomnozony przez
jaki$ wybrany element U, € G, to ciag elementow {U U,, U U,, ..., U U g} zawiera wWszy-
stkie elementy grupy tylko inaczej uporzadkowane.

Definicja — Reprezentacja regularna

Reprezentacja regularna to odwzorowanie elementow U € G w zbior macierze gx g
postaci Dy(U,) = 8,8, gdzie U; = U,U,.

Stwierdzenie. W kazdym wierszu i w kazdej kolumnie macierz D, (U, ) wystepuja same
zera i jedna jedynka. Macierze D(U ) sa nieosobliwe, det D(U,) # 0 oraz det D(U,) = +1,
gdyz moga by¢ one otrzymane z macierzy jednostkowej przez odpowiednie przestawia-
nie kolumn lub wierszy.

Stwierdzenie. Zbior macierzy {D(U,)} tworzy grupg, a zatem stanowi reprezentacje
grupy G.
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Dowod
Odwzorowaniem elementu jednostkowego /€ G jest D, (1) =6,0, =5, —macierz
jednostkowa, gdyz U, = IU.. Wszystkie pozostate macierze D(U,) maja na diagonali same
zera. Poniewaz dla U, # I warunek U, = U U; moze by¢ spetniony jedynie, gdy i # /,
elementy D, (U,) =6,0; moga zatem przyjmowac niezerowe wartosci, gdy k # [.
Zdetiniowane odwzorowanie zachowuje dzialanie grupowe:

im*> js*“nr im*> js

N Dy U)IDU,) = 8,,81,64,8 s =818 8, = 8,8, =Dy (UU,),
k k

gdzie D, (U,)=6,,6,, gdy U, =U U, oraz Djy(U;)=6,6, gdy U, =U.U,. Po-
niewaz 6, implikuje warunek n = r, wigc U, =U,U,, a stad powstaly zwiazek
U, =U,UU,)=U,U,)U, pozwala nastepujaco zdefiniowac¢ elementy D;(U,U;)
=0,,0 5, zatem D(U )D(U,) = D(U,U)) (por. s. 59)

PrzykrAD
Grupa cykliczna 4-elementowa G ={a,=e, a,= a,a,=a
runek a; = a, - a; prowadzi do nastgpujacych relacji:
LLv=1,zattma,=e = a,=ea,,a, = ea,, a, = ea,, a, = ea, Oraz

2, a,= a’} oraz a*= e. Wa-

(1 0 0 0]
01 00
D(e)=
0010
0 0 0 1]

II.v =2, zatem a,=a = a,=aa,, ay = aa,, a, = aa,, a, = aa, oraz

[0 0 0 1]
1 000
D(a)=
0100
0 0 1 0]

= =2 =2 -2 -2 - 2
II. v=3, zatem a, = a* = a, = a“a,, a, = a“a,, a, = a*a;, a, = a*a, oraz
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0 010
5 0 0 01
D(a")=
1 0 00
01 0 0]

= = 3 = 43 - 3 -3 -3
IV.v=4,zatema,=a’ = a,=a’a,, a, = a’a,, a,= a’a,, a, = a’a, oraz

0100
0010

D(a*)=
00 0 1
1.0 0 0

Stwierdzenie. Istnieja reprezentacje rozne od reprezentacji jednowymiarowych.

Definicja — Reprezentacje wierne
Reprezentacje nazywamy wiernymi, jezeli odwzorowanie grupy w reprezentacjg:
G — {D(U,)}, gdzie U € G, jest izomorfizmem.

Stwierdzenie. Dla reprezentacji regularnych, dla ktorych rzad grupy G jest rowny g,
odwzorowanie grupy w zbior macierzy (gxg) jest izomorfizmem.

Stwierdzenie. Reprezentacja regularna jest reprezentacja wierna.

Stwierdzenie. Jezeli D(U,) jest reprezentacja grupy G (U, € G) oraz § jest dowolna nie-
osobliwa macierza kwadratowa tego samego stopnia co macierze D(U,), to macierze
D'(U) = S'D(U,)S takze tworza reprezentacje grupy G.

Dowod

Wystarczy wykaza¢, ze macierze D'(U,) zachowuja dzialanie grupowe. Poniewaz
macierze D(U,) tworza grupg, wiec D(U,)D(U,) = D(U,U,), a to pozwala wykaza¢, ze
D'(U)D'(U,) = S"'DU)SS'DU)S=S"'DU,)DU)S=S"'DWU,U,)S=DUU,.

Definicja — Reprezentacje rOwnowazne
Reprezentacje {D(U)} 1 {D'(U)}, ktoérych elementy sa zwiazane relacja D'(U,)
=S8-'D(U,)S, przy czym det S # 0, nazywaja sig reprezentacjami rOwnowaznymi.
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Definicja — [loczyn prosty Kroneckera

Iloczyn prosty Kroneckera dwoch macierzy 4, B to operator 4 ® B dziatajacy w prze-
strzeni L macierzy C, ktorego dziatanie wyraza si¢ nastgpujaco (4 ® B)C = ACBT e L,
przy czym jezeli A jest macierza (nxn), B — macierza (m>m), to C — (nxm).

Stwierdzenie. lloczyn prosty Kroneckera ma nastgpujace wlasnosci:

— niech E jest macierza jednostkowa (nxn) lub (mxm), wowczas operator EQFE = E
jest operatorem jednostkowym, gdyz E® EC = ECE = C oraz C= EC = CE,

— addytywnos¢ lewo- 1 prawostronna, tj.

(4 +A4)®B=4 ®B+4,®B oraz A® (B, +B,)=A® B, + A® B,

— zatozenie dwoch operatorow iloczynu prostego jest operatorem iloczynu prostego,
gdyz

(4 ® B))(4, ® B,)C = (4 ® By) 4,CB; = 4,(4,CB; )B] =(4,4,)C(B,B,)"
=(44,)®(B,B,)C
zatem (A4, ® B, )(4, ® B,)=(A4,4,)®(B,B,),
— element odwrotny ma posta¢ (A ® B) ' = 47! ® B!, gdyz

(ARBY(A'®B ) =(44")® BB H)=EQE=E

Stwierdzenie. lloczyn prosty A ® B jest reprezentowany przez macierz czterowskazni-
kowa postaci (A®B);; ;, = 4, B, gdyz

[(4®B)C]; = ZAikaszjT' = ZAikleCkl = Z(A ® B 1 C
K K K

Stwierdzenie. lloczyn prosty macierzy to zestawienie dwoch niezaleznych macierzy, tj.
A® B =4 B, przy czym macierze 4 i B nie laczy zadna operacja, przez co tworza wyra-
zenie czterowskaznikowe.

Stwierdzenie. Slad iloczynu prostego Tr(4 ® B) to $lad po indeksach podwojnych, czyli

Tr(A®B)=Y (A®B); ; => > 4;B; =Tr A-Tr B
i J ’

azatem Tr(A® B)=Tr A -Tr B.

Stwierdzenie. Jezeli D(U) 1 D'(U) sa dwiema reprezentacjami grupy G, to ich iloczyn
prosty D(U)®D'(U) jest takze reprezentacja tej grupy.
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Dowod
Iloczyn prosty zachowuje dziatanie grupowe

(bWw)eD'U))DU,)®D'U,))=(DW)DU,))® (D'U)D'U)))

=DUU;)®D'(UU,)

Stwierdzenie. Jezeli przynajmniej jedna z reprezentacji D(U) 1 D'(U) jest wierna, to nowa
reprezentacja okre$lona przez iloczyn prosty D(U)®D’(U) jest tez wierna.
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Metody wyznaczania reprezentacji grup, przyktady dla grup obrotow, reprezen-
tacje nieprzywiedlne, reprezentacja jako suma prosta reprezentacji nieprzywie-
dlnych, charaktery i ich wiasnosci

Stwierdzenie. W celu znalezienia reprezentacji grupy zazwyczaj wykorzystywane sg
nastgpujace sposoby:
Sposéb 1

Nalezy znalez¢ zbior liniowo niezaleznych funkcji {f,(x)}, ktore pod dziataniem wszy-
stkich elementow grupy U € G transformuja si¢ migdzy soba, tzn.

Ufy(x)=Y D ;(U) f;(x)
J
Zbiér macierzy {D(U)} tworzy wowczas reprezentacje grupy G. Sposob ten jest bardzo
uzyteczny w odniesieniu do grup nieskonczonych, np. grupy Liego.

Sposéb 2
Dotyczy grup skoficzonych. Dla dowolnej funkcji flx) zbior funkcji {f(x)} otrzyma-
nych nastgpujaco: f,(x) = U, f(x) jest zamknigty na transformacje grupowe, gdyz

U, [i(x)=U,U;f(x)=U, f(x)= fi(x)

gdzie UU,= U Nie wszystkie, tak otrzymane, funkcje f(x) musza by¢ liniowo nieza-
lezne.

Stwierdzenie. Jezeli wszystkie funkcje f/(x) sa liniowo niezalezne oraz U, = U, U, wow-

czas U, fi(x) =f(x) oraz U, f;(x)= Y Dy(U,)fi(x)=D 8, fi(x)= f;(x). Zatem

Dy(U,)=64,0; =64, gdyz U, = U, Ujli a powstala repreze]ﬁtacj a jest reprezentacja re-
gularna.
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Stwierdzenie. Jezeli w zbiorze {f,(x)} nie wszystkie funkcje f,(x) sa liniowo niezalezne,
to elementami otrzymanej reprezentacji sa macierze nizszego stopnia niz w reprezenta-
cji regularnej, w ktorej stopien macierzy g tworzacych reprezentacjg jest rowny rzgdo-
wi grupy.

PrzykeAD

Reprezentacja grupy obrotow. Reprezentacje grupy obrotow R (o) ustala si¢ wedtug
pierwszego sposobu.

L. Zbior liniowo niezaleznych funkcji wybiera si¢ w postaci: f,(¢@) = cos ¢, f,(¢)
= sin @, (dwie funkcje). Dzialanie operatora obrotu prowadzi wowczas do relacji:

R (a)f,(¢) = f,(¢— &) = cos(¢ — @) = cos@ coso + sing sin = cosof, (@) + sin of5(),

R()f5(9) = f5(¢ — &) = sin( @ — &) = sin@ cos o — cos @ sinae=—sino. f,(¢@) + cosa f,( ),
ktére w notacji macierzowej mozna zapisac:

R.(@)[f.£]= DT(Rz(oc)){ﬂ

2

z czego wynika, ze macierze reprezentacji operatora R () maja postac:

DR, (@)= {

coso —sin (x}

sin  coso

oraz ze otrzymana reprezentacja {D( R_(@))} —to grupa SO(2). Gorny indeks macie-
rzy, tu (1), numeruje rézne reprezentacje.

Stwierdzenie. Poniewaz na mocy relacji grupowych zachodzi zwiazek:

R.()R,(B)=R.(a+ ), wiec DV (R,())DV(R,(B))=DV (R, (o + B))

z czego wynikaja ponizsze zwiazki dla funkcji trygonometrycznych:

cosax —sino |[cosff —sinf
sinae  cosa ||sinfB  cosf
[ coscrcos B —sinasin B —cosasinﬁ—sinacosﬁ}

| sinorcos B +cosasin B —sinosin B +cosercos B

[cos(ac+ B) —sin(a+ﬁ)}
_sin(a+ﬁ) cos(o+ )
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IL. Zbiér liniowo niezaleznych funkcji wybiera si¢ w postaci: f () = €'?, (tylko jedna
funkcja). Dzialanie operatora obrotu prowadzi wowczas do relacji:

R.(@)f,(@)= fi(p—0a) =€V =" =7 f(p)

a zatem macierze reprezentacji D®)(R_ (o)) =[e™'*] tworza grupe U(1).
III. Zbior liniowo niezaleznych funkcji wybiera si¢ w postaci: f, (¢) = e '?, (tylko
jedna funkcja). Dziatanie operatora obrotu prowadzi wowczas do relacji:

R()f,(9)= fr(@—a) =€ =™ =" f, (9)

a zatem macierze reprezentacji D® (R.()) = [¢'*] tworza grupe U(1).
IV. Zbiér liniowo niezaleznych funkcji wybiera si¢ w postaci: f;(p)=¢",
£ (@)= e'?, (dwie funkcje). Macierze reprezentacji maja wowczas postac:

)
0

a
el

i tworza grupe SU(2), gdyz det D (R_(ex)) =1.
V. Zbiér liniowo niezaleznych funkcji wybiera si¢ w postaci: f, (@) =e™?, (tylko
jedna funkcja). Dziatanie operatora obrotu prowadzi do relacji:

R.(0) /(@)= [ (p-a)=e" D =" f (¢)
a zatem macierze reprezentacji D™ ( R ()= [e"™*] tworza grupg U(1).

Stwierdzenie. Poniewaz grupa R () jest zwarta o objetosci 27 i obroty o katy ,,zerowy”
i 21 s rownowazne R (0) = R (2m), wigc D(R (0)) = D")(R (2m)), czyli e 2™ = 1,
z czego wynika, ze m musi by¢ liczba calkowita.

Stwierdzenie. Reprezentacje DI)(R () i D(R (01)) sa sobie rownowazne, gdyz istnie-

1

I
je transformacja podobienstwa S = Ll: }, ktora przeksztalca jedna reprezentacje
1

V2|i
w druga.

1

-

.2 1, zatem
i

-1

41 —i
Macierz odwrotna S~ =$|: . }, gdyz detS =

5
Sl
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_ 111 —il|cosax —sine |1 i
STDD(R, (@))S =~
2|-i 1 ||sina cosa ||i 1

1|11 —i||cosax—isinx icoso—sino
2|-i 1 ||sino+icosa cosa+isina
1 1 —q e—itx ieitx 1 e—itx + e—itx ieitx _ieitx
2 _—i 1 ] ie—itx eitx 2 _ie—itx +ie—itx eitx +eitx

:[el L =D R @)

Stwierdzenie. Jezeli reprezentacje D(U) mozna sprowadzi¢, jednoczesnie dla wszystkich
U e G, za pomoca jakiej$ transformacji podobienstwa S, tj. D(U)=S"'D(U)S , do

postaci klatkowe;j:

000 00 O

000 00 O

0 0 00 0
Bany=| © 0 00 0
0 0 00 0
00 000 0
00 000 0
(00 000 00 "]

w ktorej reprezentacja D(U) jest suma prosta reprezentacji o mniejszych wymiarach

(tj. reprezentacji podstawowych), to w zbiorze funkcji {f(x)

} istnieja podzbiory funk-

cji, ktorych elementy pod dziataniem rozpatrywanej grupy G przeksztalcaja si¢ wzaje-

mnie na siebie.

Definicja — Reprezentacje nieprzywiedlne

Reprezentacje, ktorych nie mozna za pomoca transformacji podobienstwa sprowa-
dzi¢ do prostszych postaci klatkowych (o mniejszych klatkach) nazywajq sig reprezen-
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tacjami nieprzywiedlnymi lub nieredukowalnymi. Pozostale reprezentacje to reprezen-
tacje przywiedlne lub redukowalne.

Stwierdzenie. Reprezentacje powiazane ze soba transformacja podobienstwa D(U) =
SIDU)S , gdzie det S # 0, sa reprezentacjami rownowaznymi. (por. s. 63).

Stwierdzenie. Reprezentacja przywiedlna jest suma prosta reprezentacji nieprzywiedl-
nych
DU)=a"DVU)®aPDPU)®...0a" D" U)=@a"' DV (U),
v=1
gdzie D® (U) - to reprezentacje nieprzywiedlne, a a®) jest liczba rownowaznych re-

prezentacji nieprzywiedlnych danej reprezentacji, a zatem

000 00 0

000 00 0

00 00 0
py=| 0 0 00 0
00 00 0
00 000 0
00 000 0
(00 000 00 -

:a(l)l: }@a@)[ l®a® (—B...(—Ba(")l: }

Stwierdzenie. Wszystkie rownowazne reprezentacje nieprzywiedlne mozna jednocze$nie
sprowadzi¢ do tej samej postaci za pomoca transformacji podobienstwa

S'DW)s =DV ().

Dowod

Jezeli w reprezentacji przywiedlnej D(U) istnieja dwie rOwnowazne reprezentacje
DV W)} i (DWW
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00 0 0 0 00 0
00 0 0 0 00 0
0 0 0 0 00 0
00 DY) 00 00 0
0 0 0 0 00 0
pU)=
=4 o 00 0 00 0
0 0 00 0 00 0
0 0 00 0 0 0
00 00 0 00 p¥(U)
0 0 00 0 0 0

to wykorzystujac macierz postaci

1 000 00 0O0O0
1l 000 00 000
0 0 00 00 0
0 0 S 00 000
.| 00 00 00 0
o0 0 00 0 0 0
00 0 0 0 0 0 0
00 000 0011
00 000 00 1
00 000 00 1

i transformacj¢ podobienstwa, gdzie S jest macierza spetniajaca relacje S™'D®)(U)S
= DW)(U), mozna réwnowazne nieprzywiedIne reprezentacje sprowadzi¢ do jednolitej
postaci.

Definicja — Charaktery

Slad macierzy reprezentacji TrD(U) jest oznaczany x(U) i nazywany charakterem
elementu U € G w danej reprezentacji.
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Stwierdzenie. Charakter elementu U jest taki sam we wszystkich rtownowaznych repre-
zentacjach.

Dowéd
Poniewaz D(U)=S"'D(U)S oraz y({U)=TrDU) , wigc

X(U)=TrD(U)=Tr{S"'DWU)S1=Tr[SS™'DU)]=TrDU) = (V)
gdyz wyrazenia wystgpujace pod znakiem $ladu wolno przestawiac¢ cyklicznie.

Definicja — Charaktery reprezentacji nieprzywiedlnych

Slad elementu U w v-tej reprezentacji nieprzywiedlnej oznacza sie:

2V i xU)=TrDM(U)

Stwierdzenie. Wszystkie elementy grupy nalezace do jednej klasy maja ten sam cha-
rakter.

Dowod
Niech elementy grupy U, U W€ C,, wtedy istnieje U » € G takie, ze U 5 uu p*1 =U r
Poniewaz macierze reprezentacji spetniaja relacje grupowe, wige

D(U,)=DU,U,U," =DU ,)DU,)DW,") = DU ,)DU,)DWU,)"
a zatem
x(U,)=TrDU,UU," =Tr[DU ,)DWU,)DU )]

=Tr{DU )" DU ,)DU,)]=TrDU,) = x(U,)

Stwierdzenie. Charaktery to funkcje catych klas, a nie poszczegoélnych elementow grupy.

Definicja — Charakter Z,( Y

Symbol X ,( " oznacza charakter i-tej klasy w v-tej reprezentacji nieprzywiedlnej.

Stwierdzenie. Jezeli grupa ma k klas, to wyznaczenie charakterow X ,( Y dlai= L. k
w v-tej reprezentacji nieprzywiedlnej dostarcza istotnych informacji o reprezentacji.



14. REPREZENTACJE UNITARNE

Rownowaznos¢ reprezentacji, lematy Schura, reprezentacje grup abelowych, wila-
snosci reprezentacji wynikajqce z lematow Schura

Definicja — Macierze unitarne

Macierze 4 € {M,(C)} takie, ze dla dowolnych x,y € V jest spelniona rownos¢
(x,y) = (4x, Ay), gdzie (, ) oznacza iloczyn skalarny, nazywaja si¢ macierzami unitar-
nymi.

Stwierdzenie. Macierze unitarne 4 spetniaja relacje: 44" =4"4 = E = A" = A oraz two-
rza grupe unitarng U(n).

Definicja — Reprezentacje unitarne
Reprezentacje unitarne to reprezantacje utworzone z macierzy unitarnych.

TWIERDZENIE. Kazda reprezentacja grupy skonczonej jest rtownowazna reprezenta-
cji unitarnej. Oznacza to, ze dla kazdej reprezentacji {D(U)} istnieje nieosobliwa ma-
cierz S taka, ze dla kazdego U € G i dla kazdej pary x, y € V spelniona jest rownos¢:

(DW)x,DU)y) = (x,y) gdzie: DU)=S5"'DU)S

Dowodd

Dowod przeprowadzany jest w kilku etapach. W pierwszym etapie pokazuje sig, ze
kazda reprezentacja jest unitarna wzglgdem pewnego szczegdlnego iloczynu skalarne-
g0, nazwanym iloczynem wewngtrznym.

Definicja iloczynu wewngtrznego:

Iloczyn postaci {x, y} = Z(D(U )x,D(U)y) spelia aksjomaty iloczynu skalarne-
go, gdyz vee
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{x,y}eC, {x,y} = {y,x}*
oraz
{x, o0y + Bz) = aix, y} + Bix,z} 1 {ax+ By, z)=o*{x, 2} + f*y, 2}

gdzie (x, y) = le* Vi
i=1
Dowolna macierz spehia relacj¢ {D(U")x, D(U )y} = {x, y}, gdyz

{DU")x, DUy} =Y (DWU)DU)x, DU)DU")y)= Y (DUU")x, DUV")y)
UeG UeG

= 2. (DU")x.DU"y)=tx.y}

U”eG

gdzie zostato uwzglednione, ze U"= UU’ e G.

Stwierdzenie. Dowolna reprezentacja {D(U)} wypeia warunek unitarnosci wzglgdem
pewnego szczegodlnego iloczynu wewngtrznego. Nalezy zatem znalez¢ transformacje
podobienstwa S, ktora pozwoli uczyni¢ {D(U)} reprezentacja unitarng wzgledem ilo-
czynu skalarnego.

W drugim etapie okresla si¢ transformacjg podobienstwa S.

Niech wektory {£} stanowia zupelna, ortogonalna i unormowang bazg w ¥ wzgle-
dem iloczynu skalarnego, zatem (&, éj) = 5l.j, a wektory {1} stanowia zupelna, ortogo-
nalng i unormowang baz¢ w ¥ wzglgdem zdefiniowanego iloczynu wewngtrznego, za-
tem {7, nj} = 5l.j. Operator S okreslony w ¥, ktory transformuje wektory & w wektory
1., ti. & = Sn,, spetnia wlasnosci:

(x,»)={Sx,Sy} lub (S7'x,S7'y)={x, y}

gdzie
X = zaj&ja y= Ebj&ja wige (x,y) = Za;bja
j=1 j=1 j=1
gdyz

(Sx, Sph = Y {sa&,.Sh,€,}= ¥ aib 46,58, 1= Y aib dnn b= Y alb; =, p)
i,j=1 i,j=1 i,j=1 j=1
W trzecim etapie wykazuje si¢, ze D(U)=S"'D(U)S jest reprezentacja unitarna,
czyli ze dla dowolnego U € G jest speliona rownosé: (D(U)x, D(U)y)=(x, y) .
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Z powyzej otrzymanych relacji wynika, ze

(D(U)x,DU)y) = (S7'DU)Sx,S~'DU)Sy) = {D(U)Sx, D(U)Sy}

a poniewaz {D(U)} jest reprezentacja unitarng wzgledem iloczynu wewngtrznego { , },
wiec

{DU)Sx, DU ) Sy} = (5%, 5y} = (x, ),

zatem (D(U)x,D(U)y)=(x,y) i {D(U)} jest reprezentacja unitarna.

Stwierdzenie. Dowolna reprezentacj¢ grupy skonczonej zawsze mozna przetransformo-
waé w reprezentacjg unitarna, ale na ogot jest to takze mozliwe dla wielu nieskonczo-
nych i ciagtych grup np. grup Liego.

LEMAT. Jezeli macierz M komutuje z macierzq unitarng 4, MA = AM, to macierze M
i M_ zdefiniowane nastgpujaco:

M. -1 (M + M") oraz M7=l. (M — M) takze komutuja z 4, przy czym M 1M sa
macierza%ni samosprzgzonymi. .
Dowod

AM =MA = M*A" =A"M™ oraz 44" = AT A=E
zatem

AMT AT =AATM =M~ = M A=AM A A= AM"
czyli

M A4=AM"
Poniewaz

AM + AMT =MA+M "4, wigc AM, =M, A
oraz

AM —AM ™ =MA-M" A4, wigc AM _ =M _A
Macierze M, i M_ sa samosprzgzone, gdyz

+
1 1
Mt =[;(M+M+)} =E(M++M)=E(M+M+)=M+



76 14. Reprezentacje unitarne

oraz
] o ]
MY =| - (M-M*")| =—— (M*-M)=— (M -M*)=M_
2 2 2

LEMAT SCHURA 1. Jezeli D(U) jest elementem nieprzywiedlnej reprezentacji grupy
G (U e G)ijezeli D(UM = MD(U) dla wszystkich U € G, to M musi by¢ postaci:
M = cE, gdzie E jest macierza jednostkowa, a ¢ pewna stala.

Dowod

Zaktada sig, ze reprezentacja {D(U)} jest unitarna, wigc D(U) sa macierzami unitar-
nymi. Poniewaz D({U)M =MDU) = DWU)M, =M, DU) oraz M =M_ +iM_,
gdzie macierze M, i M_sa macierzami hermitowskimi. Dlatego rozwazania mozna
przeprowadzi¢ w odniesieniu do macierzy M, i M . Niech A, n=1, 2,..., k, sa r6zny-
mi warto$ciami wlasnymi oraz x ), i = 1, 2,..., m  r6znymi, odpowiadajacymi warto-
sci wlasnej A, wektorami wtasnymi operatora (macierzy) M, ktore spetniaja relacje

k

Mx, =2 x O Wektory x, rozpinaja N wymiarowa przestrzen, wigc Zmn =N.
n=1
Stwierdzenie. Wszystkie wartosci wiasne A, macierzy hermitowskiej sa rzeczywiste a
wektory wlasne x, () sa ortonormalne gj. (x,, x,%) = §,, 6, gdyz dla réznych wartosci
A, x,® musza by¢ ortogonalne, a dla tej same; wartosci A, moga zosta¢ wybrane jako
ortogonalne i w obu przypadkach mozna je unormowac.
Wektor D(U)x,® jest wektorem wasnym macierzy M., gdyz

M, [DU)xPD1=DWUM ,x\) = DU)A,x" =2, [DU)xD]
zatem

n,

DU)x =Y di" U)x)
J=1
gdziei=1,2,..., m, dla wszystkich U € G.
Elementy d ,;") (U) macierzy D(U) w reprezentacji wektorow wiasnych x @ okresla
relacja

(x”,DO)x") = dP O, x) =Y d U8, =d " (U)Sy,
=1 =1

a zatem elementy macierzy D(U), dla ktorych k # n sa zawsze rowne zero i macierz
D(U) w bazie x,() ma dla wszystkich U € G postac:
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d(U) 0
(my x'my)
D(U) =
0 (N —m)x(N —my)

w ktorej elementy rézne od zera sa zawarte w blokach roztozonych wzdtuz diagonali.
Dla n =1 elementy d y(-l) (U) tworza macierz (m,*m,) itd. Poniewaz z zatozenia repre-
zentacja jest nieprzywiedlna, wigc sprzecznos¢, gdyz {D(U)} ma strukturg blokowa wia-
$ciwa dla reprezentacji przywiedInych. Jedyna mozliwo$cia uniknigcia sprzecznosci jest

przyjecie, ze m, = N, ale wowczas A, staje sig¢ N-krotnie zdegenerowane.

Stwierdzenie. Macierz hermitowska w bazie ortonormalnych wektorow wilasnych ma
postac

(A, 0 .. .00]
0 A 00
oo
00 .2y 0
00 L0 A,

gdzie niezerowe wartosci rowne odpowiednio A , n =1, 2,..., k wystepuja wylacznie na
diagonali.
Gdy zatem A, = A, dlan =1, 2,..., k, macierz M, przyjmuje postac

40 ...00

0 2 00
| nE

00 ...40

00 ...04|

i analogicznie macierz M = x,E, a stad M = (A, + x))E = cE.
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Stwierdzenie. Jezeli macierz M, ktora nie jest macierza jednostkowa, komutuje ze wszy-
stkimi elementami reprezentacji {D(U)}, tj. MD(U) = D(U)M dla wszystkich U € G, to
reprezentacja ta jest przewidywalna.

Stwierdzenie: Grupa abelowa ma tylko jednowymiarowe reprezentacje nieprzewidywalne.

Dowod

Poniewaz wszystkie elementy grupy abelowej komutuja ze soba, wigc [D(U), D(U")]
= 0 dla wszystkich U’ € G. Macierz D(U) komutuje zatem ze wszystkimi elementami
nieprzywiedlnej reprezentacji {D(U")}, czyli D(U) = cE. Ale zeby reprezentacja ma-
cierzy jednostkowych byla nieprzywiedlna musi by¢ jednowymiarowa.

LEMAT SCHURA II. Niech {D(U)} i {D’(U)} beda dwiema nieprzewidywalnymi re-
prezentacjami grupy G. Jezeli dla wszystkich U e G jest speliona relacja D(U)M
=MD'(U), to D(U) i D'(U) sa reprezentacjami rownowaznymi albo M = 0.

Dowod

Macierz D(U) i D'(U) sa unitarne i moga mie¢ rozne wymiary i niech D(U) — macierz
nxn, D'(U) —macierz mxm, wowczas M jest macierza nxm. Poniewaz dla wszystkich U € G
D(U)M = MD(U), wiec M'D*(U) = D"(U)M*. Ale D*(U) = D(U)"! = D(U™) dla dowol-
nego U € G, a zatem takze dla U’ = U' € G. Dlatego

M*D*U)=D" (UM =M DU HY=D'U "YWM*'=>M'DU)=D'UM"

astad MM *DU)=MD’(U)M*. Podobnie z warunku D(U)M = MD'(U) wynika, ze
D(UYMM* = MD'(U)M"*, a zatem MM *DU)=DU)MM* dla wszystkich U e G.
Otrzymana relacja na podstawie pierwszego lematu Schura prowadzi do wnioskow, ze
MM* = cE, gdzie MM™ jest macierza kwadratowa nxn oraz MM = c¢'E, gdzie M™M jest
macierza kwadratowa mxm.

W dowodzie lematu rozpatruje si¢ trzy przypadki.

I. Niech n = m, wowczas M jest macierzg kwadratowa. Jezeli ¢ =0, to MM* = 0, co
oznacza, ze wszystkie wyrazy macierzy MM" sa rowne 0, a wigc takze (MM"),. = 0. Stad
wynika, ze

2=0

(MM™); ZZMU'M;' ZZMU'MU' =Z\M,-,-

j=1 j=1 j=1
czyli kazdy wyraz M; =0, a zatem macierz M = 0. Jezeli ¢ # 0, to det(MM ™)
=detM -detM " = ‘det M‘z =c¢" 20, awiec det M # 0 i istnieje macierz odwrotna M1,
a stad D(U) = MD'(U)M" dla wszystkich U € G, czyli reprezentacje {D(U)} i {D’(U)}
sq rownowazne.
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II. Jezeli n > m, to macierz M (nxm) nalezy uzupemic¢ do macierzy kwadratowej nxn
dopisujac n—m kolumn zer. Wowczas macierz N i N* (nxn) maja postac:

M+

000 0O0O

=
Il
© o o o o o
© o o o o o
=
+
Il

00 00 0 0 |
Latwo mozna zauwazy¢, ze NN* = MM*, a skoro MM" = cE, wigc NN* = cE. Podob-
nie jak poprzednio det(NN*)=detN -det N* = ‘det N ‘2 =c”, ale teraz det N =0, gdyz
macierz N ma co najmniej jedng kolumng zer, zatem ¢ = 0, a stad wynika, ze N =0,
awieci M =0.
III. Jezeli m > n, to macierz M (nxm) nalezy uzupetni¢ do macierzy kwadratowej
mx>m dopisujac m — n wierszy zer i dalej postgpowac jak w przypadku II.

Stwierdzenie. Lematy Schura obowiazujg dla dowolnych skonczenie wymiarowych re-
prezentacji unitarnych. Sa one zatem takze stuszne dla grup nieskonczonych (np. Lie-
go) posiadajacych skonczenie wymiarowe reprezentacje.

Stwierdzenie. Macierz postaci M l-(v) = ZD(V) (U), gdzie C,; oznacza i-ta klasg, a v nu-
UeC;
meruje reprezentacje nieprzywiedlne {D™(U)}, jest wielokrotno$cia macierzy jednost-

kowe;j.

Dowod
Nalezy zauwazy¢, ze
D(V) (Ul)Ml(V) [D(v) (U|)]“1 _ ZD(V) (UI)D(V) (U)D(V) (Ul—l ) — ZD(V) (UlUUl—l )
UeC; UeC;
ale Ue C,, wigc U" = U'UU"! e C,isumowanie po U € C, mozna zastapi¢ sumowa-

niem po U" € C,. Zatem

1
D(V) (UI)MI(V) [D(V) (U')} — ZD(V) (U") — Ml'(V)
U'eC,
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dla wszystkich U’ € G, a stad na mocy pierwszego lematu Schura A/ i(‘/) :cl(") E . Gdy
wymiar reprezentacji o indeksie v wynosi n,, wowczas Tr M i(") = cg‘”)nv . Ale

MY = Y 1DV W)= Y 2V U) =g 2
UeC; UeC,

gdyz $Slady wszystkich macierzy reprezentujacych elementy jednej klasy sa sobie row-
ne, stad

c™ =&){i(v) oraz ZD(V)(U) = &){fv)E

v UeC; n,

Stwierdzenie. Macierz postaci M = ZD(V)(U )X [D(”)(U )}1 , gdzie DV(U) i DW(U)
UeG
sa macierzami nieprzywiedlnych reprezentacji o wymiarach odpowiednio i n,aX

jest dowolna macierza nxn,, jest proporcjonalna do macierzy jednostkowe;j.

Dowod
Nalezy zauwazy¢, ze dla wszystkich U’ € G spetniona jest relacja

D(V)(U')M[D(”)(U')}l — zD(V)(U’)D(V)(U)XD(H)(U—I)D(H)(U’—l)
UeG

= Y oM wuyxp® (Uu)yt)= I DU DWW =M,
UeG UG

gdzie U" =U'Ue G, z ktorej wynika, ze D) (U)M = MD™ (U). Na mocy zatem obu
lematow Schura M =c(X)ES,, i M =0, gdy v# u, oraz M = c(X)E, gdy v = u, czyli

> oV xp® )] =88,
UeG
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Relacje ortogonalnosci dla elementow macierzowych i charakterow dowolnych
reprezentacji oraz reprezentacji regularnych i otrzymywane warunki

Stwierdzenie. Elementy macierzy Dlg-v) ), Dl(k” )(U) dwoéch nieprzywiedlnych reprezen-
tacji unitarnych {DO(U)} i {DW(U)} spelniaja zwiazek ortogonalnosci ze wzgledu na

posiadane trzy wskazniki v, i, j oraz U, [, k.

Dowod
Macierze unitarne D®(U) i D®(U) oraz dowolna macierz X spetniaja zwiazek:

Y DV (W)XDW (U =c(X)ES,,

UeG
gdyz DO(U)'= DY U)*, ktory rozpisany po elementach macierzowych wyraza sig na-
stepujaco:

> DY U [DW U) 1y = e(X)8 58y

UeG
Poniewaz [D") (U )1, jest elementem macierzy sprzezonej po hermitowsku, wigc
[D"(U)"] = Dl(ﬁl (U) . Niech X jest takgq macierza, ktora ma tylko jeden element rozny
od zera X}k =1, zatem X,;; =0; j5 % - Wowczas po przyjeciu, ze c(X) = Cito rozwazany
zwiazek uzyskuje postac:

Z Dl(k'u)* (U)ng'v) )= Cik 61’1 6vu
UeG

Aby wyznaczy¢ wspolczynnik Cipo stosuje si¢ nastgpujaca procedurg. Niech pu = v
oraz [ = i, wowczas po zsumowaniu po i otrzymuje si¢

7y Ty
2 2 D,'(kv)‘ (U)D,;V) U)=cy 2 6, = C kv
i=1

UeGi=l
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Ale D)(U) jest macierza unitarna, wiec

S D WDy U) =8,
i=1
a stad

Cjknv = 251{] = g5kj , CZYH Cjk = £5kj
UeG n,
gdzie g jest rzedem grupy G. Elementy macierzy D,;V) 0), D,(k“ \(U) nieprzywiedlnych
reprezentacji unitarnych spetniaja zatem nastgpujacy zwiazek ortogonalnosci:
> D" @)D )= 56,6,8,,

UeG v

ktory jest zgodny z posiadanymi wskaznikami.

Stwierdzenie. Macierz D®)(U) o wymiarze n, ma n_ elementéw D, "(U). Mozna wige
utworzy¢ co najwyzej nf + n22 +..+n 12\, ortogonalnych wektorow w g-wymiarowej prze-
strzeni, gdzie N jest liczba nierdwnowaznych reprezentacji nieprzywiedlnych, zatem

N
anﬁg

v=l

Stwierdzenie. Grupa skonczonego rzgdu g moze mie¢ tylko skonczona liczbg nierowno-
waznych reprezentacji nieprzywiedlnych N < g, przy czym wymiar kazdej z nich musi
spelnia¢ warunki 1<, < \/g .

Stwierdzenie. Poniewaz w grupach abelowych wszystkie reprezentacje nieprzywiedlne

N N

sa jednowymiarowe, wigc Z nk = Z 1=N < g oraz k = g, gdyz kazdy element two-
v=l v=l]

rzy osobna klasg.

Stwierdzenie. Charaktery y") i y*, gdzie i = 1, 2,..., k dwoch nieprzywiedlnych re-

prezentacji unitarnych {D®} i {DW(U)} spetiaja zwiazek ortogonalnosci ze wzgledu

na rownowazno$¢ reprezentacji.

Dowdd
v)

Elementy macierzy D’ (U), D l(k“ (V) spetniaja nastgpujacy zwiazek ortogonalnos$ci:
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> D WHDY (U)=2-8,8,,6,
UeG n,

Ktadac &k = /1 sumujac po /, otrzymuje sig

ZZDW(U)D(”(U)_ & 5#V25,15,j 25,8,

UeG =1 n, n,,
ale

n

U
ZDI(I#)* U)=Tr pW* U)= x(#)* )
wiec

> W)= g 6,w6y

UeG

Z kolei ktadac i = 1 sumujac po i otrzymuje sig

ZX(”)‘(U)ZD“)(U): 2N W)=g8,,

UeG UeG
gdyz prawa strona jest rozna od zera, jedynie gdy y = v, a wtedy n,=n, Poniewaz
wszystkie elementy nalezace do tej samej klasy C; maja rowne charaktery, otrzymana
rownos$¢ redukuje si¢ do postaci

Zg,x, W =g8,,

gdzie k jest liczba klas C, w grupie G, g; — liczba elementow w klasie C;, a N — liczba
nierownowaznych, nieprzywiedlnych reprezentacji grupy G. Istnieje zatem N ortogo-

/g1<) /gzu /gk v)
nalnych k~-wymiarowych wektorow{ 1 X7 X }, aponiewaz ich

liczba nie moze przewyzsza¢ wymiaru przestrzem, wigc N<k<g.

Stwierdzenie. W przypadku nieskonczonych grup ciaglych, np. Liego, sumowanie po
elementach grupy nalezy zastapi¢ catkowaniem po parametrach grupy. Dla grup zwar-
tych podane relacje i wlasno$ci zachowuja wazno$¢, a przedstawione dowody moga by¢
tatwo rozszerzone.
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PrzykeAD

Grupa obrotow w plaszczyznie XY o kat o, 0 < o < 27, — {R () }. Grupa ta jest abe-
lowa, a jej jednowymiarowe reprezentacje tworza grupg U(1) i sa postaci D™ ( R, ()
=[e"%], gdzie m sa liczbami catkowitymi. Poniewaz macierze reprezentacji sa jedno-
wymiarowe, wigc maja wylacznie jeden element

D}’ (R. (e = D™ (R (a)) =™
Sumowanie po elementach grupy U € G zostaje zastapione catkowaniem po para-
2r

metrze o Z - Jdoc -, wowczas rzad grupy G rowny 21 =g odpowiada objgto-
UeG 0 2r UeG
sci grupy {R (o)} rownej Jda =21 <o, gdyz grupa jest zwarta. Ponadto zwiazek

ortogonalno$ci 0

> D" @)D )= 56,6,8,,
v

UeG
po uwzglednieniu, ze g — 21, n,= 1 oraz [ = k = i = j = 1, przyjmuje postac¢

2r

jda D (R_(a))D™ (R, () = 21” S
0

W celu sprawdzenia stusznosci otrzymanej relacji nalezy uwzgledni¢ jawna postac
elementow

D" (R ()= e™

wowczas
2 2n
o . . 2m (0 gdy n#m
J‘daeﬂm(xem(x — J‘dael(nfm)(x :;el(nfm)(x — = Znamn
. ! i(n—m) 0 2n gdy n=m

Stwierdzenie. Charaktery grupy {R ()} maja posta¢ ™ =Tr D™ (R, (cr)) = ™ isa
réwne macierzom reprezentacji nieprzywiedlnej, tj. jedynemu elementowi macierzowemu
macierzy jednowymiarowych. Dlatego relacja ortogonalnos$ci dla charakteréw jest row-
nowazna relacji otrzymanej dla macierzy i ma posta¢

27
Jdo x5 = 2m8,,,
0
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Stwierdzenie. Proste rozszerzenia teorii grup skonczonych nie zawsze sa mozliwe w przy-
padku grup nieskonczonych, np. grupy Lorentza.

Stwierdzenie. Znajomo$¢ charakteréw reprezentacji ( X ,-(#) i X; ) umozliwia okre$lenie
krotnosci a® dla =1, 2,..., N rtownowaznych reprezentacji nieprzywiedlnych.

Dowod

Niech D(U)=a"DVYU)® aPDPU)®...@a VDM (U), gdzie U € G, a™ jest
krotno$cia rownowaznych reprezentacji nieprzywiedlnych, a D®)(U) jest elementem
v-tej reprezentacji nieprzywiedlnej grupy G, wowczas charakter wszystkich elementow
U danej klasy C; jest rtowny

N
1 1 2 2 N N
2=V 0 +a®@ @ s a2 Y g0y
v=l

Po wymnozeniu obu stron powyzszej rownosci przez g; ;51.(”)* , gdzie g, jest liczba
elementéw w klasie C;, 1 zsumowaniu po 7 otrzymuje si¢ wyrazenie

igixf“)*xi = iia“)gixf“)*xf”
i=1

v=1i=1
k

ktore po zastosowaniu relacji ortogonalnosci Zgili( Y

i=l1

o =g6,, redukuje sie do

postaci

k N
Zgi)(i('u)*)(i =Z a(v)g5uv =ga™
i=1

v=1

a stad
1 &
a® zgzgiXi(#VZi
i=l1

Stwierdzenie. Jezeli dwie reprezentacje danej grupy maja te same charaktery, to musza
by¢ one rownowazne, gdyz sa scharakteryzowane tymi samymi a9,

Stwierdzenie. W reprezentacji regularnej krotno$¢ wystgpowania rownowaznych repre-
zentacji nieprzywiedlnych jest rowna wymiarowi tych reprezentaciji, tj. a® = n -
Dowod

Niech U; € G irzad grupy G wynosi g. Wowczas wymiar reprezentacji regularne;j
wynosi takze g, a elementami reprezentacji sa macierze gxg. Elementy macierzy repre-
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zentacji regularnej sa okres$lone nastepujaco Dy, (% v )=90 %0 i, gdzie U; =U,U ;. Ele-
ment jednostkowy 7 grupy G tworzy jednoelementowa klas¢ C, = {/}. Poniewaz U, = IU,,
wige D, () = &, a zatem macierz reprezentacji odpowiadajaca elementowi jednostko-
wemu / jest macierza jednostkowa E, podczas gdy pozostale macierze — elementy re-
prezentacji regularnej odpowiadajace innym elementom grupy G — majq na diagonali
same zera. Dla reprezentacji regularnych zatem y, =7rD(e)=g oraz y, =0, gdy i #
1. Poniewaz macierz jednostkowa w wyniku transformacji podobienstwa przechodzi
zawsze w macierz jednostkowa, wigc charaktery reprezentacji nieprzywiedlnych otrzy-
mane dla klasy C, = {I} sa rowne wymiarowi tych reprezentacji, tj. )(1(“ ) =n u - Latem

N N

zrelacji X; =Za(v) )(,-(v) wynika, ze & =Za(v)nv , gdzie n, jest wymiarem v-tej re-
v=1 v=1

prezentacji nieprzywiedlnej, a z relacji

1< .
a*) :gzgili(y) Xi
i=1

po uwzglednieniu, ze y, =g, ¥, =0 dlai# 1 oraz ¥ 1(“ ) = n, otrzymuje sig
1
(1) —
aV=—:1-gn
g u
N
astad o™ = n, , co prowadzi do wyrazenia g = vaz .

v=l

Stwierdzenie. Dla dowolnych reprezentacji nieprzywiedlnych grup skonczonych spet-

n
. . . , o, 2 . . ’ r 7
niona jest nierownosc¢ 2 n, < g . W przypadku reprezentacji regularnych nierownos¢
v=1
N

ta przechodzi w rownos¢ g = E n, , ktora oznacza, ze liczba elementow macierzowych
v=I

we wszystkich nierownowaznych reprezentacjach nieprzywiedlnych odpowiadajacych
danemu elementowi grupy jest rowna rzgdowi grupy.

Stwierdzenie. Elementy DIS-V) (U) macierzy nieprzywiedlnych reprezentacji, gdzie
1<ij<n, orazv=1,2,..,N,wreprezentacji regularnej tworza zupelny ortonormalny
uktad g wektoréw w g-wymiarowej przestrzeni. Wektory te, ktore unormowane sa po-
staci

n n
/—lDfP(U), e /—ND,%N )
g g
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musza spetnia¢ nastgpujaca (druga) relacjg ortogonalnosci:

ZZZ DD U = 8y

Vllljl

Poprzednio zostato wykazane (por. s. 82), ze elementy Dls.v) ©) spetniaja relacjg orto-
gonalno$ci postaci:

3 DU DY (U)= 8,648

UeGg

Stwierdzenie. Z otrzymanej relacji ortogonalnosci wynika drugi zwiazek ortogonalno-
$ci dla charakterow.

Dowodd

Nalezy zsumowac obie strony otrzymane;j (drugiej) relacji ortogonalnosci po wszy-
stkich elementach U e C,oraz U'e C,, wowczas

N n, n,

222” ZD;'V) ZD(V) —gz 25UU' 22,0, ,

v=li=l j=1 UeC, U'eC, UeC,U’eC,,
z ktorej po uwzglednieniu, ze (por. s. 80)
2 D(V) x(V) 5
UeC, n,
otrzymuje si¢ wyrazenie

N n, n,

> Y B s, gl sz) 8y = 8810 |

v=1i=1 j=1 n,

y Ny
z ktorego z kolei po uwzglednieniu, ze 5%-/2. =4, oraz Z 25; = n, wynika nastgpu-
i=l j

=1
jacy (drugi) zwiazek ortogonalnosci dla charakterow:

v v)# g

8i
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Stwierdzenie. Otrzymany zwiazek Z P x(v)* £ =4, dowodzi, ze wektory postaci

8
/g v /g v /g v
71%()’ _2%§)’_“’ —k)(;({)
4 8 4

tworza zupehy, ortonormalny uktad w A-wymiarowej przestrzeni.

Stwierdzenie. Liczba nieprzywiedlnych reprezentacji w reprezentacji regularnej jest rowna
liczbie klas, N = k.

Dowod
Z relacji ortogonalnosci dla charakterow wynika odpowiednio, ze

k
Zg, 0y () =g6,, = N <k oraz ZZ(V) oy _ & =6, = k<N, zatemk = N.
i v=1 8i

Stwierdzenie. Poniewaz odwzorowanie grupy G w reprezentacjg regularng jest izomor-
fizmem, a odwzorowanie reprezentacji w charaktery jest homomorfizmem, wigc relacje
dziatan grupowych przenosza si¢ na reprezentacje i charaktery.

Stwierdzenie. Elementy macierzy i charaktery reprezentacji nieprzywiedlnych wyzna-
czonych dla reprezentacji regularnej spetniaja po dwa zwiazki ortogonalnosci:

Y b U)DG" U)== g 5,6, i ZZZ” DY UIDY (") =g8 0
n

UeG v v=1i=1 j=1

oraz

v v, xE_ 8
zg %( ) H) _gsvu i z%( )%)(n) g 5lm .

/

Stwierdzenie. Zawsze istnieje trywialna reprezentacja jednowymiarowa taka, ze dla wszy-
stkich Ue G, U— [1] e SO(1).

Stwierdzenie. Dla reprezentacji jednowymiarowych charaktery y, =7TrD(U) sa iden-
tyczne z macierzami reprezentacji oraz D(U) = y, dla wszystkich U € C..

Stwierdzenie. Charaktery klasy identyczno$ci sa rOwne wymiarowi reprezentacji.
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Wyznaczania charakterow i reprezentacji nieprzywiedInych reprezentacji regular-
nej dla kilku grup skonczonych

Oznaczenia:
g —r1zad grupy G, liczba elementoéw w grupie,
k — liczba klas w grupie G,
g; — liczba elementéw w klasie C,,
N —liczba nierownowaznych reprezentacji nieprzywiedInych, N=k.
Wskazniki: i=1, 2,..., korazv=1,2,.... N

Stwierdzenie. Tabele charakterow wyznacza si¢ wykorzystujac zwiazki ortogonalnosci
oraz relacje grupowe.

Przyxrap
Grupa jednoelementowa G = {e} zawiera jedna klas¢ C, = {e} orazg=1,k=1,N=1.
Poniewaz

wige n, = a® =1 , a zatem istnieje tylko jedna jednowymiarowa reprezentacja grupy
jednoelementowej — D(1)(e) =[1].
PrzykeAD
Grupa dwuelementowa G = {e, a} zawiera dwie klasy C, = {e} 1 C, = {a} oraz g =2,
2
k=2, N=2.Poniewaz vaz =2,wiec n? +n3 =2 = n,=n,=lorazg =g,=1.

Istnieja zatem dwie reprve:%entacje jednowymiarowe. Charaktery klasy elementu jedno-
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stkowego sa rowne wymiarowi reprezentacji, va) =n, , a charaktery reprezentacji try-
wialnej Zi(l) = 1. Tabela charakterow zawiera elementy:
)

i

Tabela charakterow y

% i 1 2
1 1 1
2 1 o=-1

co wynika z relacji

61226

azz(xgz))zle(z)zl = o’=1 = a=%I

Macierze reprezentacji majq zatem postac:
DW(e) = D(a) =[1] oraz DP(e) = [1], D) (a) = [-1]

PrzykeAD
Grupa 3-elementowa G = {e, a, a®} zawiera trzy klasy C, = {e} i C, = {a}, C; = {a*}

3
orazg=3,k=3,N=3.PoniewaZan =3,wigc n,=n, =n, =1 orazg, =g, =g, = 1.

Istnieja zatem 3 reprezentacje je(lvrT(l)wymiarowe. Charaktery klasy elementu jednostko-

wego sg rowne wymiarowi reprezentacji, ¥ I(V) =n, , a charaktery reprezentacji trywial-

nej ;(l.(l) =1. Tabela charakterow zawiera elementy:

v)

i

Tabela charakterow y

\i 1 2 3
1 1 1 1
2 1 B B’
3 ! Y .

co wynika z relacji [33 = y3 =1 gdyz a’=e,ale
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a stad
Tabela charakteréw Z[(V)
v i 1 2 3
1 1 1 1
2 1 € e
3 1 e? £

oraz DM(e) = x l(v) =1,DM(a)=x §V) , Da?) = x §V)

Przyxrap

Grupa symetryczna S; = {e, (12), (13), (23), (123), (321)} ma g = 6 elementdéw za-
wartych w trzech klasach: C, = {e}, C, = {(12), (13), (23)}, C; = {(123), (321)}, za-
temg, =1,g,=3,g,=2oraz N = k= 3. Poniewaz

Yonl=6= nl+ni+n;=6= 1+1+27 =6

n=n,=1,n,=2 oraz V=g =1, =2

Jako ze )(I(V) =n, , a charaktery reprezentacji trywialnej )(l.(l) =1, w tabeli charakte-
rOw pojawiaja si¢ tylko 4 nieznane elementy a, b, ¢, d.

v)

i

Tabela charakterow y

Liczba elementf’)w 8i 1 2 3
w klasie —

Wyn;laf R i 1 2 3

1 1 1 1 1

1 2 1 a b

2 3 2 c d

W celu wyznaczenia elementéw nieznanych w tabeli charakterow wykorzystuje si¢
zwiazki ortogonalnosci
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k N
Zgili(v)li(ﬂ)* = g5uv’ Z%l(v)l;(;)* - ;5lm
i=1

y=1 l

ktére prowadza do rownan

1+3a+2b=0
24+3c+2d =0
l+a+2c=0
1+b+2d =0

z ktorych tylko 3 sa liniowo niezalezne. Dlatego pozwalaja one wyznaczy¢ jedynie a, b,
d w zaleznoéci od ¢ 1 wowczas

a=-1-2c

b=1+3c

d=—1—§c
2

Aby ustali¢ ¢, nalezy zauwazy¢, ze elementy (123) 1 (321) zawarte w klasie C, spel-
niaja relacje (123)> = (321). Poniewaz tym elementom odpowiada jeden charakter ) §2) ,
wiec

(Z:gz))zz :52):1:>b:1+3czlz>czo Oraza:d:_l

a stad
Tabela charakterow )(i(")

Liczba elem.entéw 8i 1 3 )

w klasie —
Wymiar |G |1 2 3
1 1 1 1 1
1 2 1 -1 1
2 3 2 0 -1

Reprezentacje grupy

Grupa symetryczna S, ma dwie reprezentacje jednowymiarowe i jedna dwuwymia-
rowa. W reprezentacjach jednowymiarowych charaktery sa rowne elementom macie-
rZowym.
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Reprezentacja I (jednowymiarowa — trywialna)

pY(e)=DV((12))= DV ((13)= DV((23)= DV((123)) = DV ((B21)) =1

Reprezentacja Il (jednowymiarowa — antysymetryczna)

D()=Dp®((123)=DP((321)=1 - permutacje parzyste,
D(z)((12)) = D(z)((13)) = D(z)((23)) =-1 - permutacje nieparzyste.

Reprezentacja Il (dwuwymiarowa)
Macierz elementu jednostkowego e jest macierzg jednostkowa:

1 0
ol !

Pozostate macierze sa unitarne, mozna zatem przyjac, ze pierwsza z nich ma postac¢
diagonalna

DY (12))= {z Z}

Ale TrDP((12))= 4 =0 = a+b=0 = b=—a . Poniewaz (12)> = e, wige

a 0 |la O al 0 1 0
0 S A
a stad @ = £1 1 mozna przyjac, ze
D ((12))= {1 " }
0 -1
Macierze reprezentacji elementow (13) i (23) spetniaja relacje

[DP((@3)F =[DP((23))]* =DV (e)

gdyz (13)2 = (23)* =e.
Wynika stad, ze

DI3)=[DD (3N oraz DD (23))= D (23))]
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Poniewaz macierze reprezentacji sg unitarne, wigc
[DP (@3] =[DP(3)]™" oraz [DD((23)]" =[DD((23)]!
a stad
DE((A3) =[] oraz DV((23))= D (23))]
Uwzgledniwszy, ze TrD®((13)) =TrD® ((23)) = ;(§3) =0 mozna przyja¢ je w for-

mic

a b c d
D ((13)) = oraz DD ((23))=| |
b* -a d~ —c
gdzie a, ¢ — rzeczywiste, a b, d — zespolone. Wykorzystujac relacje

3 D) =8 ,0g
UeC, ny

oraz ktadac y{’ =0, otrzymuje si¢ wyrazenie
D ((12)) + D ((13)) + D ((23))=0
z ktorego wynika, ze
l+a+c b+d 0 0
e o o
astadl +a +c¢=0 oraz b +d=0, czyli

- ) -b
b:l oraz D(3)((23))=|: (a-: ) }

—a -b a+1

a
DR (3= |

b
Dla macierzy tych z warunku unitarnosci

DO@3NDD(A3)] =D (23)NIDD((23)]" = E

otrzymuje si¢

a’+|b? 0 @+ b 0 o
0 a’+|b? 0 (@a+D*+ b | [1 0
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a stad roOwnania
a?+|bP=11 (1+a)* +|b* =1

z ktorych wynika, ze

a=—l i bzﬁew
2 2
zatem
1 V3,
-—  —e
pO3)=| -2 2 oraz DO ((23))=
N3 g L
2 2

2

V3

_N3 e
2

Aby wyznaczy¢ D®)((123)) oraz D®)((321)), nalezy uwzglednié, ze reprezentacja za-

chowuje dziatania grupowe, oraz ze (123) = (13)(12) i (321) = (123)"!, zatem

DY ((123))=D((13))D?((12))

1 V3, 1
- 2 2 { }: 2
_3€_l¢ l 0 _1 3 —i¢
2 2 2

oraz

p(2n)=[p®(@23)]" =[p® (23] =

Stwierdzenie. Stata ¢ jest zupelnie dowolna i mozna przyjaé, ze ¢ = 0.

Dowod

Macierze reprezentacji sa postaci

io io
pO(y)=| “ " iniech 52| °
ce d 0 1
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jest macierza transformacji podobienstwa. Wowczas wykonujac transformacje podobien-
stwa otrzymuje si¢ rOwnowazna reprezentacjg

(-0 o] [ io ] T ,io

B e 0 a be e 0
STDP(())s = 4 :

0 1] |ce™ d 0 1
e 0] [ae® be (a b
0 1| ¢ d | |cd

ktora odpowiada potozeniu ¢ = 0.

PrzykeAD

Grupa symetrii kwadratu w przestrzeni R? oznaczana jako C,, ma jedng o symetrii
(0$ obrotu) czterokrotna, gdzie » okresla obrot o kat /2, oraz cztery ptaszczyzny syme-
trii a, b, ¢, d przecinajace si¢ w tej osi. Grupa C,, = {e, r; % 13, a, b, ¢, dy ma 8 elemen-
tow symetrii, rzad jej zatem wynosi 8. Sktadanie operacji symetrii zostato przedstawio-
ne w tabeli mnozenia.

Rysunek. Elementy symetrii kwadratu: 4 ptaszczyzny symetrii @, b, ¢, d i 0§ czterokrotna r
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Tabela mnozenia

Y
‘UJ

Y
‘UJ

S,

~ 4~ =
(o8 |

\‘w\‘N\‘ Q
SATSd S [ e
Sy e

RCISHESEESHAS Y I
RRESEESHES T KN KoY

Sdo as|o (o]

SO TS (S0 | (]

\‘w(\

UIO (TR
UIO ([T
SR (O
O |XN[(R|T S (
QT O
Sol s

~

S0

Y

Grupa C,, nie jest abelowa, gdyznp. ac = P #ca=r,bc = r#ba=r3, cr=a#b = rc
1tp.

Grupa C,, ma nietrywialne podgrupy rzedu 2 i 4 (2 1 4 sa podzielnikami 8), tj.

+ podgrupy dwuelementowe: {e, r*}, {e, a}, {e, b}, {e, ¢}, {e, d}, gdyz
a*=b*=cr=d*=r*=e,
* podgrupy czteroelementowe:
cykliczna {e, r, 72, 3} — podgrupa obrotow,
czterogrupa C, = {e, r% a, b} — grupa symetrii prostokata,
czterogrupa { e, 12 ¢, d}.

Podgrupa {e, 72} jest inwariantna i ma warstwy {r, 3}, {a, b}, {c, d}, co pozwala
utworzy¢ grupg ilorazowa izomorficzna z czterogrupa. Pozostate trzy podgrupy cztero-
elementowe sa takze inwariantne i maja odpowiednio warstwy:

{e,, 2 — {a b, c d},

{e, 1’ abl— {r 1cd},

{e 1 cdy— {r 1 a b}

Odpowiadajaca im grupa ilorazowa jest izomorficzna z grupa dwuelementowa {E, A}.

Grupa C,, ma k = 5 klas:

+ dwie jednoelementowe: C, = {e}, C, = {r?},
+ trzy dwuelementowe: C; = {r, 1}, C, = {a, b}, Cs = {c, d},
zatemg, =g,=1, g,=g,=8;=2 oraz N =k=15, poniewaz

5
Yoni=8 = nl+nj+ni+ni+ni=8 = P+I+1°+1°+27=3,

v=1
wiec
n=ny,=ny=n,=1, ng=2 oraz a)=a®=a®=agW=1, ¢ =2,

W celu wyznaczenia tabeli charakterow reprezentacji nalezy uwzglednic, ze:
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— charaktery klasy C, = {e} sa rtowne wymiarowi reprezentacji, wigc )(1(") =n,,

— charaktery reprezentacji trywialnej Z,-(l) =1,

— charaktery reprezentacji jednowymiarowych sg tozsame z macierzami reprezentacji, wigc
spetniaja relacje grupowe: (x3)? =(x{")* =(x{")? =" =11 (I = 1) =1
dla v=2,3,4 (oraz, co zostato juz uwzglednione, v = 1),

— dlai=2,4,5 oraz v=2, 3,4 charaktery Z,-(V) przyjmuja wartosci +1 albo —1,

— poniewaz (y{")? = x{") = £1, zatem ng) moze by¢ rowne +1,—1, +i albo —i.
Jednak wszystkie pozostale warto$ci charakterow sa rzeczywiste, wigc na mocy zwiaz-

kow ortogonalnosci ng) musi by¢ tez rzeczywiste, ng) =+1, a zatem xév) =+1.
Wskazane wtasno$ci pozwalaja okresli¢ charaktery dla reprezentacji jednowymia-

rowych, wowczas charaktery reprezentacji dwuwymiarowej mozna wyznaczy¢ bezpo-
$rednio ze zwiazkow ortogonalnosci

L N
2:g1%i(v)%i(ﬂ}k =806, Z%l(v)l;(nv}k - g£51m
v=1 i

i=1
Uwzgledniwszy powyzsze otrzymuje sig:

v)

i

Tabela charakterow y

G [ [ 1 [ 2 [ 2 ] o
v;znliar v i 1 2 3 4 5
1 1 1 1 1 1 1
1 2 1 1 1 1 1
1 3 1 1 1 | 1
1 4 1 1 1 1 )
2 5 2 ) 0 0 0

Latwo mozna sprawdzi¢, ze wyznaczone charaktery spelniaja zwiazki ortogonalnosci.

Reprezentacje grupy

Grupa symetrii C,, ma cztery reprezentacje jednowymiarowe i jedna dwuwymiaro-
wa. W reprezentacjach jednowymiarowych charaktery sa rowne elementom macierzo-
wym. Jej elementy symetrii odpowiadaja pewnym szczegdlnym obrotom wilasciwym
i niewtasciwym w plaszczyznie. Wszystkie obroty w plaszczyznie tworza grupg klasyczna
0(2), ktora jest izomorficzna z U(1). Elementy reprezentacji dwuwymiarowej stanowia
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zatem podgrupg grupy O(2), podczas gdy elementy reprezentacji jednowymiarowych
tworza grupe O(1) = {[1], [-1]}€ U(1), a reprezentacji trywialnej SO(1) = {[1]}.

Reprezentacja I (jednowymiarowa — trywialna)

DY (e)=D"(r)=DV(?)=DV(+*)=D"(a)= D (b) =DV (c) = DV () =[1]
Reprezentacja Il (jednowymiarowa)

DP(e)=DP(r)=D?(*)=DP ) =1,

DP(a)=DP(b)=DP(c)=D?(d)=[-1] - reprezentacja podgrupy cykliczne;
obrotow

Reprezentacja Il (jednowymiarowa)
D (e)= DO (%) =DV (@) = DO (b) =[]

D) =D® 3 =D® ()= D®(d)=[-1] — reprezentacja podgrupy czterogrupy
symetrii prostokata

Reprezentacja IV (jednowymiarowa)

DW(e)=DW(?)=DW(¢)=DP(d)=[1] - reprezentacja podgrupy drugiej
czterogrupy

DW(r)=DW(*)=DW(a)=DW(b)=[-1]

Reprezentacja V (dwuwymiarowa — ortogonalna)
Macierz elementu jednostkowego e jest macierzg jednostkowa:

1 0
ol

Pozostate macierze sa unitarne i spetniaja relacjg:

ZD(v)(U) :&x(v)E
UeC, ny,

Poniewaz klasa C, = {r?} jest jednoelementowa oraz )5;5) =-2, wigc

DO ()= {—01 OJ

Slady wszystkich pozostatych elementow reprezentacji sa rowne 0, tj.
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7rD® (r) =TrD® (r*) = TrD®) (a) = TrD®) (b) = TrD® (¢) = TrD® (d) =0 .

Wszystkie pozostate elementy reprezentacji to macierze ortogonalne, ktoérych $lad
wynosi 0. Niech zatem

D(S)(r):[u v}
w —u

Poniewaz [DO)(r)]? = DO)(r2), wiec

u? +vw 0 -1 0

0 u? +ww 0 -1
astad u2+vw=-1 oraz det D® (r)=-u? —vw=1. Wéwczas z warunku [DO)(r)]!
=[DO()]T otrzymuje sie

S

azatem u=0,v=-w 1 v==I1, astad

0 -1 0 1
D(s)(r)=|: } oraz D(s)(r3)=|: }
1 0 -1 0

co wynika zaréwno z relacji dla sumy macierzy reprezentacji elementéw grupy naleza-
cych do jednej klasy, tj. DO)(r) + DO)(r3) = 0, jak i z izomorfizmu grupy i reprezentacji,
tj. DO(NDO)(r2) = DOX(3), gdyz rr? = r3. Otrzymane macierze DO () dlak=0,1,2, 3
odpowiadaja macierzom reprezentacji grupy obrotow wlasciwych SO(2)

DU(R, (a»:[

coso —sina
sin@  cosa
odpowiednio o kat =0, /2, T, 3n/2 (por. s. 67).

Pozostate elementy grupy to szczegdlne obroty niewlasciwe, ktore maja wtasnosc¢
pr=e, czylip'= p, gdzie p € {a, b, ¢, d}, wiec reprezentujace je macierze ortogonal-
ne spetniaja rownosci DO)(p) = [DO)(p)]! = [DO)(p)]T oraz TrDO)(p)=0. Mozna za-
tem przyjac, ze

D(s)(a):|:x y:l
y —Xx
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Poniewaz [D®)(a)]?> = D®)(e) = E, wiec

Xy {x oy | [¥+y 0 10
y —=x||y —x 0 x2+y2 0 1

z czego wynika, ze x?+)? =1 czyli det D® (a) =—x? — y? =—1, a zatem x i y moga
by¢ wzigte w postaci x = cos @, y = sin ¢. Wowczas

cosQ sin@

sing —cosQ —sing  cosQ

D® (a) = {

—Ccos¢@ —sin
} oraz D®(b) = { ¢ (p}

gdyz C, = {a, b}, wigc D®)(a) + DO)(b) = 0. Aby wyznaczy¢ DO)(c) i DO)(d) wystarczy
wykorzystaé relacje grupowe np. ra =c i a'r =d, z czego wynika, ze DO)(c) =
DO(r)-DO(a) i DO(d)= D)} a)-DO)(r), a zatem

—sing cos@

DO (¢)= {

sin —Cos
} oraz D (d) ={ 4 (p}

cos¢ sin@ —cosp —sing

Wybor parametru ¢ uzalezniony jest od wyboru osi uktadu wspoétrzednych w sto-
sunku do bokow kwadratu i gdy wybrane osie leza w ptaszczyznach a i b, wowczas ¢ = 0.
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