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Streszczenie

W pracy przedstawiona jest nowa oryginalna koncepcja zastosowania grup war-
koczowych do wyjasnienia przyczyn wystepowania korelacji Laughlina w dwuwy-
miarowych uktadach naladowanych czastek w obecnosci silnego pola magnetycz-
nego i przy utamkowym zapekieniu najnizszego poziomu Landaua. Topologiczne
uwarunkowanie osobliwoéci utamkowego kwantowego efektu Halla proponujemy
powiazaé z sytuacja kiedy promien cyklotronowych orbit jest zbyt krotki w sto-
sunku do odlegloéci miedzy czastkami, co uniemozliwia zamiany czastek koniecz-
ne dla ustalenia statystyki. Taka sytuacja wystepuje dla utamkowego zapetnienia
najnizszego poziomu Landaua. W celu przywrécenia mozliwosci zamiany cza-
stek zostaly zdefiniowane podgrupy pelnej grupy warkoczowej o wielo-petlowym
charakterze trajektorii, co prowadzi do zwiekszenia efektywnego promienia cy-
klotronowego i mozliwosci ustalenia statystyki. Ta ostatnia realizuje sie zgodnie z
jednowymiarowymi unitarnymi reprezentacjami zdefiniowanych podgrup warko-
czowych i pozwala na konsekwentne wprowadzenie nowych czastek kwantowych
identyfikowanych ze zlozonymi fermionami i zlozonymi anyonami. W ten spo-
sob udaje sie wyjasni¢ strukture ztozonych fermionéw traktowanych tradycyjnie
jako kompleksy fermionéw i zlokalizowanych na czastkach fikcyjnych, pomocni-
czych strumieni pola magnetycznego (flua-tubes) lub wiréw (vortices). Rozwi-
nieta metoda warkoczowych podgrup cyklotronowych pozwala ominaé potrzebe
postugiwania si¢ pomocniczymi fikcyjnymi elementami ztozonych fermionéw (i in-
nych zlozonych czastek pojawiajacych sie w natadowanych uktadach 2D w silnych
polach magnetycznych). Wskazano na niejasnoéci standardowej teorii zlozonych
fermionéw i mozliwe zwigzane z tym nadinterpretacje, w szczegdlnosci w odnie-
sieniu do mapowania utamkowego kwantowego efektu Halla na catkowity efekt
Halla i wyjasnienia obserwowanej eksperymentalnie hierarchii zapelnien poziomu
Landaua.



Abstract

We propose a new topology type method for explanation of Laughlin correlations
in 2D charged systems in the presence of strong magnetic field corresponding to
fractional filling of the lowest Landau level. We associate the reason of fractional
quantum Hall effect peculiarity with the situation when cyclotron trajectories are
too short in comparison to particle separation which precludes particles exchanges
along single-looped trajectories. This happens at fractional filling of the lowest
Landau level. The cyclotron braid subgroups of the full braid group are originally
identified in order to restore exchanges of particles and statistics determination.
The statistics of quantum particles is associated with one dimensional unitary
representations of the defined cyclotron subgroups. In this manner the structure
of composite fermions is elucidated without invoking any fictitious elements like
flux-tubes or vortices in traditional heuristic modeling of composite fermions.
Some assumptions of standard theory of composite fermions have been identified
as not clearly justified and the way of correction of derivation of fractional filling
Hall systems hierarchy structure, via mapping of fractional Hall effect onto integer
one, is suggested within formulated cyclotron braid theory.
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Rozdziat 1

Wprowadzenie

Topologiczne globalne efekty coraz czesciej postrzegane sg jako odgrywajace pod-
stawowa role w fizyce. W dziedzinach fizyki relatywistycznej, w teorii pola, a takze
ostatnio przy prébach sformutowania opisu kwantowej grawitacji, szeroko stosu-
je sie zaawansowane metody w duzym stopniu o charakterze topologicznym. W
istocie podstawowy aspekt elektrodynamiki ze zrédtami — tadunkami i wirami
— pradami ma takze geometrycznie uwarunkowanie, obydwa defekty pola maja
lokalnie nieusuwalny topologiczny charakter. Badania defektéw topologicznych
(np. uogdlnienia defektu skreconej na koncach tasmy, tzw. sine-Gordon kink [1])
rozwijane byly w ramach teorii pola [1, 2, 3], prowadzac do koncepcji tworéw o to-
pologicznym tadunku (np. instantonéw [4]). Takze w fizyce fazy skondensowanej
metody topologiczne byly szeroko stosowane, m. in. do charakteryzacji defektow
w krysztatach [5], a takze defektéw i tekstur w cieczach kwantowych i innych
uktadach o bogatym, wielowymiarowym parametrze porzadku (jak w przypadku
nadcieklego He? i cieklych krysztaléw) [5]. Znane efekty globalne, jak zjawisko
Aharonova-Bohma [6], czy cala klasa efektéw w rodzaju nadprzewodzacych ob-
wodéw typu Josephsona [7], a nawet kwantowych interferencyjnych zjawisk, jak
lokalizacja Andersona [8], poza podstawowym charakterem, pozwolily na zbu-
dowanie wyrafinowanych urzadzen, np. nadprzewodnikowy interferometr SQUID
(Superconducting Quantum Inteference Device) pozwalajacy na rejestracje poje-
dynczych kwantéw strumienia magnetycznego.

Metody topologiczne okazaly sie niezwykle istotnie w bardzo podstawowym
aspekcie — kwantowania uktadow wielu jednakowych czastek. Odkrycie ekspe-
rymentalne utamkowego kwantowego efektu Halla (FQHE, Fractional Quantum
Hall Effect) [9] przyczynilo sie do dostrzezenia roli topologii przestrzeni (roz-
maitoéci, na ktérej ulokowany jest uktad) warunkujacej cechy kwantowych cza-
stek odbywajacych dynamike w tych przestrzeniach. Odkryto niezwykte bogactwo
topologiczne przestrzeni dwuwymiarowych, przejawiajace sie poprzez mozliwo$é
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realizacji statystyk odmiennych niz fermionowa i bozonowa, a mianowicie utam-
kowych statystyk anyonowych.

Coraz mocniej podnoszona jest ostatnio takze rola topologicznych stopni swo-
body w kwantowej topologicznej informatyce [10, 11, 12], gdzie upatruje si¢ moz-
liwosci pokonania czy raczej ominiecia lokalnej z natury dekoherencji*, lokujac
przetwarzanie informacji na globalnych topologicznych stopniach swobody, od-
pornych na lokalne 'deformacje’ dekoherencyjne. Schematy zwiazanych z ta kon-
cepcja tzw. nieabelowych anyonéw [16, 11, 12] sa bardzo obiecujace, ale trudne
do praktycznej realizacji (kontrolowanie topologicznych stopni swobody, np. w
uktadach hallowskich, czy nadprzewodzacych, wydaje sie jednak poza zasiegiem
obecnej technologii).

Centralng role w topologicznych metodach stosowanych w fizyce odgrywa to-
pologia algebraiczna [17], szeroka dziedzina opisujaca deformacyjny, a zarazem
ciggly charakter odwzorowan w réznych przestrzeniach, o dobrych zwiazkach z
pojeciami fizycznymi, jak np. z trajektoriami w przestrzeniach konfiguracyjnych
dla réznych przestrzeni fizycznych — rozmaitosci, odpowiadajacych ograniczeniom
dynamiki lub warunkom brzegowym, powierzchniami i ich osobliwosciami (np.
powierzchniami izoenergetycznymi typu powierzchni Fermiego), rozkladami prze-
strzennymi rozmaitych pol i parametréw porzadku, czy defektami ich rozktaddw.

Gléwnym narzedziem topologii algebraicznej sg grupy homotopii, a w przy-
padku przestrzeni konfiguracyjnych ukladéow wielu czastek nazywane grupami
warkoczowymi (sa to grupy podstawowe [fundamentalne], czyli pierwsze grupy
homotopii 71 przestrzeni konfiguracyjnych wieloczastkowych uktadéw) [18, 19]
Grupy warkoczowe badano intensywnie zwtlaszcza od lat 70-tych takze w kon-
tekscie zwiazanej z nimi teorii wezléw i powiazan [19]. Wiele uwagi w rozwijanej
obecnie matematyce jest wladnie kierowane w strone topologii algebraicznej i jej
zwiazkéw z innymi obszarami matematyki.

Grupy warkoczowe to grupy homotopii 71 wieloczastkowych przestrzeni konfi-
guracyjnych. Grupa homotopii 71 to zbiér (o strukturze grupy) klas topologicznie
nieekwiwalentnych trajektorii (tzn. takich, ktére nie moga by¢ w sposob ciagly
przeksztatlcane wzajemnie na siebie za pomoca deformacji, sa one wtedy nieho-
motopijne)’. Okazuje sie, ze grupy warkoczowe bardzo silnie zaleza od rodzaju
fizycznej przestrzeni, na ktorych ulokowane sa trajektorie czastek — przestrze-
nie te nazywane sa tu rozmaitoéciami (np. R® — przestrzen tréjwymiarowa, R2 —
ptaszczyzna, S? — sfera tréjwymiarowa, T’ — torus [odpowiadajacy w szczegdlnoéci
plakietce prostokatnej z warunkami periodycznymi Borna-Karmanal). Niezwykle
zaskakujacym jest fakt, ze grupy warkoczowe dla plaszczyzny (i dla innych lo-
kalnie 2D rozmaitosci, jak sfera czy torus) sa skomplikowanymi nieskoficzonymi

*dekoherencja prowadzaca do niekontrolowanej utraty informacji kwantowej jest gléwng
przeszkoda na drodze do zbudowania duzego uzytecznego komputera kwantowego [13, 14, 15]

fpodobnie mozna rozwazaé¢ homotopie powierzchni i wyzej wymiarowych hiperpowierzchni,
co prowadzi do grup homotopii 72, 73, itd. [19, 5]
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grupami, podczas gdy dla przestrzeni tréjwymiarowej (i wyzej wymiarowych)
sg skonczone i réwne prostej grupie permutacji. Ta istotna réznica stoi w tle
bardzo bogatej fizyki uktadéw dwuwymiarowych, ktérych kwantowe wlasnosci,
niedostepne w wyzszych wymiarach, obserwowane sa w ramach eksperymentalnej
fizyki ptaskich ukladéw hallowskich.

Mimo ze od poczatku badan ukladéw hallowskich (od wezesnych lat 80-tych
ubiegltego wieku) bylo jasne, ze to wlasnie topologiczna odmienno$é ukltadéw
ptaskich przejawia sie w postaci egzotycznej i bogatej fizyki zwlaszcza w obecno-
sci silnych pdél magnetycznych, to jednak zidentyfikowanie petni topologicznych
uwarunkowan nie zostalo osiggniete. Przedmiotem przedkitadanej pracy jest pro-
ba uzupelnienia tego niedostatku. Poprzez oryginalne zdefiniowanie cyklotrono-
wych podgrup warkoczowych, zademonstrowano w pracy odtworzenie korelacji
Laughlina w natadowanych wieloczastkowych uktadach 2D, w silnym prostopa-
dlym polu magnetycznym. W ten sposéb, wydaje sig, zostala zidentyfikowana
przyczyna egzotycznych dwuwymiarowych korelacji Laughlina, traktowanych do-
tychczas w kategoriach fenomenologicznych. Wyjasniona zostata tez prawdziwa
natura pomocniczych kwantow strumienia pola doczepianych do czastek w efek-
tywnych modelach ztozonych fermionéw, konstruowanych dla ilustracji korelacji
Laughlina i dla rozwoju metod obliczeniowych. Podobnie znaleziono topologiczne
uwarunkowanie struktury wiréw w innych fenomenologicznych modelach ztozo-
nych fermionéw.

Plan pracy jest nastepujacy. W rozdziale drugim przestawione sg syntetycznie
gltéowne aspekty fizyki uktadow hallowskich i korelacji Laughlina. W nastepnym
rozdziale przedstawiono zarys metod topologicznych i teorii grup warkoczowych.
W kolejnym rozdziale zdefiniowane sg warkoczowe podgrupy cyklotronowe, zasto-
sowane do zidentyfikowania topologicznego uwarunkowania korelacji Laughlina.
W szeregu podrozdzialéw przedyskutowane zostaly rozmaite aspekty zapropono-
wanego rozwigzania i formalizmu. We wnioskach podsumowano gtéwna teze pracy
— wyjaénienie korelacji Laughlina i struktury ztozonych fermionéw w terminach
wielo-petlowych cyklotronowych warkoczy, pojawiajacych sie w naturalny spo-
sob w ptaskich uktadach w dostatecznie silnym polu magnetycznym. W rozdziale
szostym ulokowano wybrane uzupelnienia i szersze rozwiniecia poruszanych wcze-
$niej zagadnien, jak réwniez opis koncepcji wykorzystania czystych grup warko-
czowych do kodowania informacji. W dodatkach zestawione sg publikacje autora
oraz dotaczone sg kopie wybranych opublikowanych prac.
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Elementy fizyki uktadéw
hallowskich w przestrzeniach 2D

Jednym z najwazniejszych odkry¢ w fizyce pod koniec XX wieku bylto zaob-
serwowanie utlamkowego kwantowego efektu Halla (FQHE, Fractional Quantum
Hall Effect) w wieloczastkowym ukladzie naladowanych czastek ograniczonych
do dwuwymiarowej dynamiki i przy obecnosci silnego prostopadiego pola ma-
gnetycznego, odpowiadajacego utamkowym zapelnieniom najnizszego poziomu
Landaua (LLL, Lowest Landau Level, rozdzial 6.1) [20]. Ten niezwykly ekspery-
ment wskazal na mozliwos¢ realizacji odmiennej mechaniki kwantowej w stosunku
do dobrze znanych, fermionowej lub bozonowej, realizacji mechaniki kwantowej
w przestrzeniach 3D. Osobliwe zachowanie dwuwymiarowej cieczy elektronowej
nie pasowalo do schematu catkowitego kwantowego efektu Halla (IQHE, Integer
Quantum Hall Effect), eksperymentalnie zaobserwowanego wczesniej [21] w ukla-
dzie 2D i zrozumiatego w terminach zapetnienia kolejnych pozioméw Landaua.
Dobrze znane wczesniej efekty Shubnikova—de Haasa (w odniesieniu do kwanto-
wania przewodnictwa) i de Haasa—van Alphena (w odniesieniu do kwantowania
magnetyzacji*) [22], obserwowane eksperymentalnie gtéwnie w metalach 3D, na-
leza w istocie do tej samej klasy efektow. Zaobserwowanie IQHE w ukladzie
2D, chociaz analogiczne do efektu Shubnikova—de Haasa, odnosito si¢ do kwazi-
dwuwymiarowego ukladu, gdzie trzeci kierunek (wzdluz pola) nie wprowadzal
cigglej zmiennej zamazujacej nieco kwantowanie w plaszczyznie poprzecznej do
pola magnetycznego, jak ma to miejsce w uktadach 3D. Odkrycie FQHE zdecy-
dowanie otworzylo nowe pole fizyki kwantowej, bez zadnej analogii w uktadach
3D. Zostalo ono wyjasnione przez R. B. Laughlina [23, 24], wkrétce po odkryciu

*efekty polegaja na mijaniu powierzchni Fermiego przez dyskretne poziomy Landaua (w
wyniku wzrostu ich degeneracji wraz ze wzrostem natezenia pola magnetycznego), co prowadzi
do osobliwosci magnetyzacji lub przewodnictwa
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eksperymentalnym [20], ktéry podal bardzo udana interpretacje obserwowanego
efektu w terminach stynnych korelacji kwantowych w 2D wyrazonych przez fa-
lowa funkcje Laughlina. Zaréwno autorzy eksperymentu odnosnie FQHE (D. C.
Tsuii H. L. Stérmer), jak i autor wlasciwego wyjasnienia efektu (R. B. Laughlin)
otrzymali w 1998 roku nagrode Nobla w dziedzinie fizyki (wczesniej, za ekspe-
rymentalna obserwacje IQHE w uktadzie 2D, nagrode Nobla otrzymal takze K.
von Klitzing, w 1985 roku).

Zasadniczym aspektem odkrycia FQHE jest wskazanie na odmienng reali-
zacje mechaniki kwantowej w przestrzeni 2D, nie majacej odpowiednika w 3D.
Cho¢ oddziatywanie kulombowskie natadowanych czastek na ptaszczyznie odgry-
wa bardzo istotng role w powstawaniu zjawiska, to jednak oddzialywanie to nie
daje sie sprowadzi¢ do roli zaburzenia ubierajacego czastki w oddziatywanie w
schemacie tworzenia kwaziczastek, dobrze znanych w fizyce fazy skondensowanej
w 3D. Specyficzna rola oddzialywania kulombowskiego wyraza si¢ w przypadku
2D poprzez, jak to okreslit Laughlin, kwantowanie odlegtosci. Element macierzo-
wy oddzialywania nie jest funkcja ciagla odlegtoéci wyrazonej przez wzgledny
moment pedu par czastek [24]. Sytuacje te ilustruje przedstawienie oddziatywa-
nia w postaci tzw. pseudopotencjaléw Haldane’a [25, 26, 27|, ktére wyrazaja
zrzutowanie oddzialywania na podprzestrzenie wzglednego momentu pedu par.
Funkcja Laughlina rzedu p (dla zapelnienia % LLL, gdzie p = 3,5...) okazuje
sie by¢ doktadnym (nie wariacyjnym) stanem, jesli ograniczy¢ sie tylko do pseu-
dopotencjaléw o momencie pedu co najwyzej p — 2 [27]. Te pseudopotencjaly
odpowiadajg blisko-zasiegowej sktadowej oddzialywania, najistotniejszej dla po-
jawienia sie korelacji Laughlina.

2.1 Funkcja Laughlina

Funkcja Laughlina [23] jest prostym uogdlnieniem funkcji Slatera przyjmowane;
dla pelnego zapelnienia LLL, czyli dla p = 1, wtedy zaden z pseudopotencjatow
Haldane’a nie odgrywa roli (poniewaz p — 2 < 0) i funkcja nieoddziatujacych
fermionéw w polu magnetycznym jest dokladnym rozwiazaniem — ma postaé

wielomianu Vandermonde’a z gaussowskim czynnikiem eksponencjalnym [28]:

N 721\’ |22
Us(z1,...28) = H (2; — z5)e &=t wZ, (2.1)
ij=1,>j

gdzie, z; = x; + y; jest zespolona reprezentacja potozenia i-tej czastki na plasz-
czyznie, | = \/f—g to 'magnetyczna’ skala odlegtosci (dlugosé magnetyczna).
Funkcja Laughlina ma nastepujaca postaé:
N |zl?

N
\I/L(Zl, ZN) = H (ZZ' — Zj)pe_ Zizl 42 (22)
1,j=1,i>j




ROZDZIAL 2. ELEMENTY FIZYKI UKEADOW HALLOWSKICH W PRZESTRZENIACH 2D 7

Funkcja Laughlina, podobnie jak Slatera, jest funkcja antysymetryczna, jednakze
w odrdznieniu od funkcji Slatera, przy zamianie pary czastek na ptaszczyznie uzy-
skuje przesuniecie fazowe pr, a nie 7 jak funkcja Slatera i chociaz €™ = ™ = —1,
to czynnik w wykladniku p oznacza wtasnie korelacje Laughlina. Czynnik w funk-
¢ji Laughlina, H%:17i>j(zi — 2;)P, jest wielomianem Jastrowa, a jego mnozniki,
(zi — z;)P, interpretowane moga by¢ jako p-krotne zero, gdy z; = z; (okrelane
tutaj jako 'przypinanie p-krotnych zer’ do czastek [29)]).

Funkcja Laughlina jest zgadnieta i nie sg podane argumenty wskazujace dla-
czego dla zapelnienia % wystepuja korelacje wyrazone przez czynnik Jastrowal,
H%’:LD]‘(% — zj)P. Wydaje sie jednak, ze istnieje przyczyna korelacji Laugh-
lina o charakterze topologicznym, charakterystyczna dla topologii 2D, ale nie
wystepujaca w 3D (i w wyzszych wymiarach). Celem przedstawianej pracy jest
zidentyfikowanie tej przyczyny i odtworzenie korelacji Laughlina na podstawie
topologicznych, glebiej ulokowanych przestanek.

2.2 Ztozone fermiony

2.2.1 Ztozone fermiony w modelu Jaina

Przesuniecie fazowe, pr, funkcji Laughlina przy zamianie czastek na plaszczyz-
nie zostalo ujete w fenomenologicznym modelu ztozonych fermionéw [30, 31, 32],
czyli fermionéw z doczepionymi do kazdej czastki lokalnymi strumieniami pola

magnetycznego. Jesli przyja¢ zgodnie z zalozeniem Jaina, ze lokalny strumien
hc

pola wynosi parzysta liczbe ¢ kwantéw strumienia, 77, to przy zamianie cza-
stek z doczepionymi strumieniami otrzymujemy, na zasadzie efektu Aharonova
Bohma [6, 33|, przesuniecie fazowe (¢ + 1), co odpowiada wymogom korelacji
Laughlina. Pomocnicza konstrukcja fikcyjnych strumieni jest bardzo uzyteczna,
w szczegblnosci pozwala na odtworzenie gléownego ciggu tzw. hierarchii obsa-
dzen LLL, przy ktorych manifestuje sie FQHE [30]. Hierarchie te tatwo dostrzec,
gdy uwzglednié, ze lokalne strumienie ztozonych fermionéw moga w usrednio-
nym polu zredukowaé zewnetrzne pole magnetyczne, doprowadzajac do IQHE w
zmniejszonym polu. Takie stany IQHE w zredukowanym polu odpowiadaja ko-
lejnym zapelnionym catkowicie poziomom Landaua i moga by¢ interpretowane
jako niescisliwe (z uwagi na przerwe energetyczna miedzy kolejnymi catkowicie
zapelnionymi poziomami Landaua w efektywnym polui) stany FQHE o zapel-
nieniach LLL, v = 5% (znak £ odpowiada dwém mozliwym orientacjom pola

efektywnego wzgledem pola zewnetrznego, n odpowiada numerowi zapelnionego

fodwrotnie, pokazane jest, ze funkcja Laughlina stopnia p odpowiada zapelnieniu +; dowéd
opiera si¢ na podobienstwie kwadratu modutu funkcji Laughlina z réwnowagowym rozktadem
termodynamicznym naladowanych czastek na tle o gestoséci tadunku skorelowanej z % [24]; jest
to wyraz roli oddzialywania kulombowskiego w przypadku kreowania stanéw Laughlina

fzmniejszenie powierzchni prébki prowadzitoby do zwiekszenia gestosci czastek i ekranuja-
cego pola, co zablokowane jest przez szczeling energetycznag,
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poziomu Landaua w efektywnym polu). Ten bardzo klarowny model sprowadza
FQHE do oscylacji Shubnikova—de Haasa [34] w polu resztkowym wzgledem po-
la odpowiadajacemu zapelnieniu v = %, w ktorym nastepuje catkowita redukcja
zewnetrznego pola przez usrednione pole strumieni (dla przypadku p = 3) do
zeraS. Metal Halla i stany z hierarchii FQHE (w poblizu metalu Halla), ktére
mozna interpretowa¢ w terminach oscylacji Shubnikova—de Haasa, obserwowane
sa eksperymentalnie z coraz wieksza precyzja¥, co wyraznie wida¢ na zalgczonym
rysunku (Rys.2.1) z pracy [35].
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Rys. 2.1. Osobliwosci przewodnictwa Halla w rezimie FQHE w studni
kwantowej GaAs/AlGaAs o gestosci elektronéw 101 em~2. R,, w obszarze
% >v > % w temperaturze T' ~ 35 mK. Gléwne utamki zaznaczone strzal-
kami. Opér Halla R, w obszarze v = 1—71 oraz v = % 0znaczony przerywana
lini@. Zrédlo: W. Pan, H. L. Stérmer, D. C. Tsui, L. N. Pfeiffer, K. W. Baldwin, and
K. W. West, “Fractional quantum Hall effect of composite fermions,” Phys. Rev. Lett.

90, p. 016801, 2003

2.2.2 Ztozone fermiony w modelu Reada

Odmienne podejscie do zlozonych czastek (w szczegdlnoscei ztozonych fermionéw)
zostato sformutowane pézniej przy uzyciu kolektywnego obiektu — wiru, docze-
pionego do czastek [29, 36, 37]. Wiry zostaly zaproponowane w analogii do wiréw
w cieczy nadcieklej w ujeciu funkcjonatu Ginzburga-Landaua i zastosowane do

Sdla v = % otrzymuje si¢ zatem efektywne zerowe pole magnetyczne, mimo silnego zewnetrz-
nego pola, i co za tym idzie stan cieczy Fermiego, nazywany w tym przypadku metalem Halla;
sytuacja powtarza sie¢ i dla innych obsadzen z wigkszym parzystym mianownikiem oraz z wigksza
wtedy liczba kwantéw strumienia doczepionych do czastek

Ynawet w stosunkowo stabszych polach magnetycznych (~ 10 T), w poréwnaniu z wczesniej-
szymi eksperymentami (~ 20 T), dla coraz lepszych prébek o wysokiej koncentracji nosnikéw i
ich ruchliwosci
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opisu FQHE [38]. Elementarny wir z centrum w punkcie z na plaszczyZnie, zostal
zdefiniowany jako [29]:

N
Viz) = H(Zj - 2), (2.3)

N
V'(2) = H(zj —z)% (2.4)

Doczepianie wiréw do czastek interpretowane jest jako zamiana z na z; (i # j) i
dotaczenie indeksu ¢ do iloczynu — w wyniku otrzymujemy:

Vi(z) = H (25 — 2) (2.5)

oraz v
V'(z) = | H ‘(zj —z)9, (2.6)

odpowiednio dla elementarnych wiréw i wiréw o wirowosci q. W wyrazeniach
(2.5) i (2.6) rozpoznajemy odpowiednio wielomiany Vandermonde’a i Jastrowa.
Mozna zatem oczekiwaé, ze wiry dobrze oddadza specyfike korelacji Laughlina,
gdyz sa w istocie czynnikami sktadajacymi sie na funkcje Laughlina. Nalezy pod-
kresli¢, ze wiry zawieraja w swojej definicji nie tylko element fazowy (wyrazony
przez wirowos¢ i rownowazny z przesunieciem fazowym w wyniku zlokalizowanych
strumieni magnetycznych w modelu Jaina), ale takze zawieraja radialna zalez-
no$¢ funkeji Laughlina (poprzez wielomian Jastrowa) zwiazana z minimalizacja
energii kulombowskiej (wyrazona w terminach pseudopotencjaléw Haldane’a).
Pojecie wiréw Reada (vortices) okazalo sie jednak bardzo uzyteczne, z uwagi na
dostrzezenie wyjatkowych wlasnoéci wirdéw, w szczegdlnosci, rozrzedzania lokalnej
gestosci tadunku, i w ten sposéb ekranowania (przez dodatni ladunek jellium)
tadunku ztozonej czastki, oraz mozliwosci modyfikowania struktury wiru przez
przesuwanie jego centrum w stosunku do zwigzanego z nim elektronu. Ta ostat-
nia mozliwos$¢ znalazta zastosowanie przy modelowaniu innej niz laughlinowska,
funkcji stanu, np. dla zapelnienia v = % w postaci tzw. Pfaffianull, kiedy sparowa-
nie fermionéw typu BCS (wyrazone w przestrzeni polozen wlasnie przez Pfaffian,
rozdzial 6.3) nastapilo w wyniku niestabilnosci morza Fermiego na przyciaganie
[22] (takie przyciaganie ztozonych fermionéw uzyskaé¢ mozna poprzez deformacje
wiru [29, 42, 43, 44, 45], dodaé nalezy jednak, ze niestabilno$¢ normalnej cieczy
Fermiego w 2D moze mie¢ inny charakter niz w 3D [46]).
Wiasnosci wirow Reada zebra¢ mozna w nastepujacy sposéb:

ltakze prawdopodobne dla v = 1 lub 1, gdzie zgodnie z ostatnimi doniesieniami ekspe-
2 1
rymentalnymi [39, 40, 36, 41] obserwuje sie niescisliwe stany zwigzane z przerwa energetyczna
wyniktla ze sparowania
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e wirowos$¢ jest ustalona przez ¢ w wyrazeniu (2.4), tj., jesli zatoczy¢ do-
wolna czastka j zamknieta petle wokoél centrum wiru, wtedy uzyskuje sie
przesuniecie fazowe 2mq,

e wir powoduje rozrzedzenie lokalnego tadunku, co zwiazane jest z kulom-
bowska separacja na malych odleglosciach (wyzsza wirowosé odzwierciedla
szybsze dazenie do zera czynnika Jastrowa, czyli 'redukcje’ bliskich odle-
glodci); w wyniku nastepuje ekranowanie tadunku elektronu przez dodatni
jednorodny tadunek tla (jellium), niezréwnowazony lokalnie przez rozrze-
dzenie wiru; dla wirowosci g tadunek dodatni wywotany przez rozrzedzenie
wiru wynosi —qre [29] (dla v = 1/q wynosi zatem —e, co powoduje cal-
kowite ekranowanie tadunku elektronu; wéwczas, kompleksy elektronéw z
wirami zachowuja sie jak neutralne czastki),

e jesli zamieni¢ ze sobg dwa wiry, to uzyskuje sie przesuniecie fazowe ¢’vr,
(z powodu deficytu tadunku w wirze [29]), ktére w przypadku v = % wy-
nosi gm; dla wiréw o wirowosci ¢, razem ze zwiazanymi z nimi elektronami
(elektrony dodaja tadunek e do komplekséw i produkuja dodatkowe prze-
suniecie fazowe 7 przy zamianach komplekséw) kompleksy elektronéw z
wirami zachowuja sie jak zlozone bozony z zerowym tadunkiem efektyw-
nym w przypadku nieparzystych ¢ i jak ztozone fermiony, w przypadku
parzystych ¢; te nienatadowane efektywne bozony moga kondensowaé w
kondensat Bosego-Einsteina, co reprodukuje doktadnie posta¢ funkcji Lau-
ghlina dla nieparzystych ¢ [47], podczas gdy dla parzystych ¢ mamy do
czynienia z morzem Fermiego efektywnych nienatadowanych fermionéw —
co mozna identyfikowaé¢ z metalem Halla [38, 43, 44].

Gléownym aspektem wiréw jest ich kolektywny charakter — w definicji wiru
uwzglednione sg wszystkie czastki, ktére kolektywnie tworza wir. Zatem nie jest
to (w przeciwienstwie do zlokalizowanych kwantéw strumieni Jaina [fluz tubes o
idealizowanej zerowej srednicy|) konstrukcja lokalna. Jest jednak bardzo uzytecz-
na do interpretacji korelacji Laughlina z powodu wygodnego efektu rozrzedzania
gestosci tadunku w wirze, bedacego w istocie przejawem zmniejszenia gestosci
prawdopodobienstwa znalezienia czastek blisko siebie w wyniku ’doczepiania zer’
do czastek przez czynnik Jastrowa (im wyzsza potega p czynnikéw w wielomia-
nie Jastrowa, Hf\;j(zi — zj)P, tym szybciej zdazaja one do zera przy zblizaniu
argumentow).

Obydwa podejscia, Jaina i Reada, do zlozonych czastek, cho¢ bardzo efek-
tywne, sg catkowicie fenomenologiczne, tzn., dostosowuja swoja postaé¢ — liczbe
doczepionych kwantéw strumienia (w przypadku zlozonych fermionéw Jaina) lub
wirowo$é¢ (w przypadku wiréw Reada) — do znanej wezesniej funkcji Laughlina.
W ten sposéb raczej ilustruja, a nie wyjasniaja przyczyny korelacji Laughlina.
Dodaé mozna jeszcze, ze w przypadku konstrukcji Jaina pomocnicze strumienie
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doczepiane w celu uzyskania odpowiedniego przesuniecia fazowego przy zamia-
nie czastek z doczepionymi strumieniami, na zasadzie efektu Aharonova-Bohma,
maja czysto modelowy charakter i strumienie te nie istniejg w rzeczywistosci. Z
pewnosciag jednak te modelowe strumienie ilustruja inny fakt, bardziej realny i
ulokowany w topologicznej strukturze korelacji Laughlina. Zidentyfikowanie re-
alnej przyczyny tych korelacji — co jest przedmiotem tej pracy — stanowi zatem
wyjasnienie modelowej natury kwantow strumienia doczepianych do czastek w
przypadku ztozonych fermionow.

2.2.3 Lokalne transformacje cechowania odpowiadajace strumieniom
Jaina i wirom Reada w konstrukcjach zfozonych fermionéw

Wszystkie wlasnosci wirow Reada i nieskoniczenie cienkich strumieni Jaina mozna
uja¢ razem przy pomocy formalnej lokalnej transformacji cechowania [47, 48]
zastosowanej do wyjsciowych fermionéw. Jedli zdefiniowaé¢ wyjsciowe fermiony
przy pomocy operatora pola (¥(x) dla anihilacji fermionu w punkcie x i U (x) dla
kreacji), to ztozone bozony lub zlozone fermiony mozna zdefiniowaé nastepujaco,

®(x) = e/ MP(x), Ox)=TF(x)e!™), (2.7)

. Z 2
gdzie: J(x) = q [ d*a'p(x')log(z — 2') — %’

formacji cechowania opisujacej doczepianie wiréw Reada (lub strumieni Jaina)

i e~/ odpowiada nieunitarnej trans-

do wyjsciowych fermionéw opisanych przez ¥(x) i ¥*(x) (odpowiednio dla ope-
rator6w anihilacji i kreacji).

Jesli wydzieli¢ z wyrazenia na J(x) tylko jego urojona czesé (tj., tylko uwzgled-
ni¢ urojong czesé log), to otrzymujemy hermitowskie pole Cherna-Simonsa**. To
hermitowskie pole Cherna-Simonsa odpowiada $cisle ubieraniu fermionéw w lo-
kalne strumienie [53]. Operatory pola ®(x) oraz O(x), ®*(x) = O(x)e/ )+ (x),
chociaz nie sa wzajemnie sprzezone (sa idealnie sprzezone w przypadku hermi-
towskiego pola Cherna-Simonsa) opisuja ogélnie zlozone bozony (dla ¢ niepa-
rzystego) oraz zlozone fermiony (dla ¢ parzystego), co tatwo sprawdzi¢ bezpo-
srednim rachunkiem regul komutacyjnych [47]. W ramach przyblizenia $rednie-
go pola [47] istotne jest zauwazy¢, ze w tym przyblizeniu rzeczywista czesé J
znika, poniewaz rzeczywista cze$¢ log jest redukowana przez Gaussian, podczas
gdy hermitowskie pole Cherna-Simonsa jest redukowane przez zewnetrzne po-
le magnetyczne. Z relacji e 2 loge=2) va(z — 2;)? (dla operatora gestosci
p(x) = ¥ (x)¥(x) = Zé\[:l d(z — z;j)), co koresponduje z definicja wiru Reada,
mozna oczekiwaé, ze rownanie (2.7) bedzie reprodukowaé wszystkie wlasnosci wi-

**teoria pol Cherna-Simonsa jest dobrze rozwinieta w ramach kwantowej teorii pola, w tym
przypadku hiralnego pola [49, 50] zaréwno w 3D jak i w 2D; dla 2D pola Cherna-Simonsa okazaly
sie przydatne do formalnego i efektywnego obliczeniowo doczepiania lokalnych strumieni do
czastek 1 zmiany statystyki [51, 52], co zostalo szeroko wykorzystane do transmutacji (zmiany)
statystyki w 2D oraz modelowania anyonéw i ztozonych fermionéw [32, 52]
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réw. Nie dostarcza to jednak wyjasnienia przyczyn konkretnej wirowoéci, a podaje
raczej elegancka forme zapisu, przydatng dla rachunkowych celéw.

Transformacja (2.7) (i zwiazany z nia obraz wiréw) pozwala na interpreta-
cje standéw Laughlina jako kondensatow Bosego-Einsteina ztozonych bozondw, w
przypadku zapeklien LLL, v = %, g—nieparzyste, [29, 47, 53], ale réwniez $cisli-
wego (nie zablokowanego szczelina) morza Fermiego dla g—parzyste, [54, 43, 44|
(to ostatnie niestabilne na sparowanie BCS) [42, 55, 22|, w pelnej zgodnosci
z przedstawionymi poprzednio interpretacjami korelacji Laughlina poprzez wiry
Reada.

Specyficzny charakter wiréw jest wyjatkowo jasno widoczny w przypadku
v = 1. Wiry postaci (2.3) doczepione do elektronéw w ukladzie prowadza do
czynnika Vandermonde’a (tzn. wielomianu Jastrowa z ¢ = 1). W tym przypadku
odpowiedni stan Laughlina przyjmuje posta¢ funkcji Slatera dla N nieoddzia-
tujgcych fermiondéw, co jednak — réwnie efektywnie — moze byé opisane przez
kondensat zlozonych bozonéw [56], zdefiniowanych przy pomocy transformacji
(2.7) dla ¢ = 1 (jest bardzo interesujace, ze cale dzialanie pola magnetycznego na
fermiony zostalo zastgpione przez kondensacje Bosego-Einsteina nieczutych na
pole, nienatadowanych zlozonych bozonéw). Oddzialywanie Coulomba nie wnosi
tu wkladu, gdyz w przypadku v = 1 psedopotencjal Haldane’a [57, 27] (tj. istot-
na, krétko zasiegowa cze$¢ oddzialywania kulombowskiego, decydujaca o wyborze
postaci funkeji Laughlina) jest réwny zeru (gdyz ¢ — 2 < 0, dla ¢ = 1) i dlatego
funkcja Slatera dla nieoddziatujgcych czastek jest odpowiednia jako stan wlasny
hamiltonianu dla oddzialujacych czastek dla v = 1.



Rozdziat 3

Topologiczne metody opisu
uktadow wielu czastek na
roznych rozmaitosciach

3.1 Grupy warkoczowe

Narzedziem pozwalajacym ujaé topologiczne charakterystyki uktadéw wielu cza-
stek w przestrzeniach o réznym wymiarze i na réznych rozmaitosciach (w tym
ograniczonych i wielospéjnych) jest topologia algebraiczna [17], ktéra w jezyku
homotopii (wyrazajacych topologiczne wlasnosci ciagltych deformacji trajektorii)
oddaje zawiloéci trajektorii wielu czastek. Grupa podstawowa (fundamentalna)
dla danej przestrzeni D, czyli pierwsza grupa homotopii tej przestrzeni (rozdzial
6) oznaczana przez 7i(D), to zbiér klas nieekwiwalentnych topologicznie (nie-
homotopijnych) trajektorii w przestrzeni D. Jesli ta przestrzenia jest przestrzen
konfiguracyjna uktadu N czastek, z ktérych kazda realizuje swoja trajektorie na
rozmaitosci M, to odpowiednia grupa homotopii 71 nazywana jest grupa warko-
czowa. Przestrzen konfiguracyjna dla IV identycznych czastek zlokalizowanych na
rozmaitosci M (np. R™, lub rozmaitosci ograniczonej, jak sfera czy torus) zdefinio-
wana jest nastepujaco: Qn (M) = (MY \ A)/Sy, dla nierozréznialnych identycz-
nych czastek oraz: Fy(M) = MY \ A, dla rozréznialnych identycznych czastek;
MY jest N-krotnym iloczynem kartezjanskim rozmaitosci M, A jest zbiorem
punktéw diagonalnych (gdy wspélrzedne dwoch lub wiekszej liczby czastek sa
identyczne), ktéry nalezy odja¢ w celu zapewnienia zachowania liczby czastek w
uktadzie, Sy jest grupa permutacji — struktura ilorazowa zostala wprowadzona
w celu uwzglednienia nierozréznialnoéci kwantowych czastek. Warto zauwazy¢,
ze nierozréznialno$é czastek zostata tutaj wprowadzona sztucznie poprzez defi-

13
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nicje przestrzeni konfiguracyjnej, co wskazuje, ze ta wlasnoéé¢ jest niezalezna od
kwantowych zasad nieoznaczonosci.

Grupa warkoczowa to pierwsza grupa homotopii [17, 5], 71, dla przestrzeni
konfiguracyjnej uktadu N czastek. Elementami 71 (A) sa topologicznie nieekwi-
walentne klasy zamknietych trajektorii w przestrzeni A. W przypadku uktadu
N czastek, A jest odpowiednig przestrzenig konfiguracyjna. Grupy warkoczowe
przedstawiaja jedynie mozliwy klasyczny ruch uktadu N czastek (nie odnoszac
sie do konkretnej dynamiki), natomiast kwantyzacja przeprowadzana jest przy
wykorzystaniu unitarnych reprezentacji klasycznych trajektorii warkoczowych, w
ramach formalizmu Feynmana calek po trajektoriach, tak jak zaprezentowano to
w kolejnych rozdziatach.

Dla zdefiniowanych wyzej przestrzeni konfiguracyjnych, dla nieodréznialnych i
odréznialnych jednakowych czastek, definiuje sie dwa rodzaje grup warkoczowych
[19]: pelna grupe warkoczowa

m(QN(M)) = m (MY \ A)/Sy), (3.1)
oraz czysta grupe warkoczowa

7T1(FN(M>):7T1(MN\A). (32)

3.1.1 Petna grupa warkoczowa dla R3, R??, sfery S? i torusa T

Dla M = R™, n > 2, grupa warkoczowa posiada prosta strukture. Pelna grupa
warkoczowa, dla n > 2 jest réwna grupie permutacji Sy (grupa ta jest skonczo-
na, rzedu N!). Dla M = R? (oraz dla ograniczonych, lokalnie dwuwymiarowych
rozmaitosci, takich jak sfera czy torus w trzech wymiarach) grupy warkoczowe sa
grupami nieskonczonymi o wysoce nietrywalnych strukturach.

Wygodnie jest przedstawié¢ strukture grup warkoczowych dla plaszczyzny
(R?) poprzez prosta prezentacje graficzng wykorzystujac tzw. geometryczne war-
kocze [19, 58], Rys. 3.1. Na tym rysunku przedstawione zostaly: a) geometrycz-
ny warkocz odpowiadajacy generatorowi o; pelnej grupy warkoczowej (zamiana
Sciezek i-tej z (i + 1)-sza reprezentujacych trajektorie czastek), b) geometryczny
warkocz odpowiadajacy odwrotnemu elementowi do generatora, o; L c) geome-
tryczny warkocz kwadratu generatora (o;)? # e (e - element neutralny grupy). W

2 = ¢, natomiast w dwéch wymiarach (0;)? # e i

trzech wymiarach zachodzi (o)
to jest powodem zlozonosci (typu nieskoniczonego) struktury warkoczy dla dwu-
wymiarowych rozmaitosci.

Mozna wymieni¢ formalne warunki natozone na generatory o;, 1 = 1,..., N—1,
w celu kompletnego zdefiniowania petnej grupy warkoczowej w sposéb abstrak-
cyjny [18, 19]. Warunki te zostaly zapisane ponizej, a odpowiadajace im geome-
tryczne warkocze zostaly przedstawione na Rys. 3.2, odpowiednio a, b:

0;0;410; = 0j4+10i04+1, dla 1 <1< N - 2, (3.3)
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a) b) c)
i i+l i+l i i+l
RN n
-1 2
G[. Gi Gi
Rys. 3.1. Prezentacja geometryczna warkoczy dla By (tradycyjne [18]

oznaczenie petnej grupy warkoczowej dla rozmaitosci R?): generator o; (a)
oraz jego element odwrotny, o; ' 2

i1+l

e

(b); kwadrat generatora o7 (c)

oioj =0jo;. dlal<i,j<N-—-1,i—j]>2 (3.4)

a) b)
i i 2 i i+ 02 i it il i it 7

\\ l\ \
\] \\ \ \

Rys. 3.2. Formalne warunki nalozone na generatory, definiujace pelna
grupe warkoczowa dla R? (a — réwnanie 3.3 oraz b — réwnanie 3.4)

W przypadku sfery S? pojawia sie dodatkowy warunek (oprécz warunkéw
identycznych jak dla grupy By ) nalozony na generatory [19],

2
01 02" " Op2 Op_ 1+ Op_2 ..t 0201 =€, (3.5)

ktéory odzwierciedla fakt, ze na sferze petla zatoczona przez wybrana czastke
wokét wyszystkich pozostalych czastek jest homotopijna z punktem. Dla toru-
sa T dodatkowe relacje [59] odpowiadaja dwém nieekwiwalentnym trajektoriom
dostepnym dla kazdej czastki na tej niejednospdjnej rozmaitosci [58, 60].

3.1.2 Czyste grupy warkoczowe

Poczatkowe ustawienie czastek nie musi by¢ zachowane w przypadku warkoczy
z pelnej grupy warkoczowej (czastki sa nierozréznialne), natomiast dla warkoczy
z czystej grupy warkoczowej (kiedy czastki sa rozrdznialne) poczatkowe usta-
wienie czgstek pozostaje niezmienione. Generatory [;; czystej grupy warkoczowej
(Rys. 2.3) [19] odpowiadaja podwéjnej zamianie par czastek, ij, bez jakiejkol-
wiek permutacji ich poczatkowego ustawienia i mozna je przedstawi¢ za pomoca
generatoréw o;:

2 -1 -1 -1 SO
lij =0j—1-0j—2...0441 - 0} (0109 0y, 12i27>N-—1 (3.6)
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n.

Rys. 3.3. Generator [;; czystej grupy warkoczowe;

Czysta grupa warkoczowa jest zatem podgrupa pelnej grupy, poniewaz gene-
ratory l;; mozna wyrazi¢ za pomocg generatoréw o;. Generatory czystej grupy
warkoczowej generowane sa przez nastepujace relacje [19, 58]:

lij, i<r<s<j

lij, r<s<i<j
bl e = § Lo < g - 1, r<i=s<j (3.7

bj - Lsj - lig - 15+ 1, i=r<s<j

Lol [

1 -1 1 -1 , .
rj lsj b sy g -lsj b b - Ly 7 <@ <s <.

Warto zwroécié uwage na fakt, ze powigzanie pomiedzy pelna grupa warko-
czowg oraz czysta grupa warkoczowa wyraza sie przez strukture ilorazowa [19],
By/m(Fn(R?)) = Sy (By jest oznaczeniem dla pelnej grupy warkoczowej dla
plaszczyzny) [18].

3.2 Catki Feynmana po trajektoriach i zwigzek z jednowy-
miarowymi unitarnymi reprezentacjami petnej grupy
warkoczowej

Kwantowanie uktadu N nierozréznialnych, jednakowych czastek mozna przepro-

wadzié¢ wykorzystujac formalizm Feynmana calkowania po trajektoriach [61, 62,

63, 64]. W wyniku zastosowania tego fromalizmu uzyskuje si¢ wyrazenie — propa-

gator (prawdopodobienstwo przejscia uktadu z punktu a, w chwili ¢;, do punktu
b, w chwili to, w przestrzeni konfiguracyjnej) postaci:

Iy = / dXetSPasl/h (3.8)
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gdzie S[A, ] jest klasycznym dzialaniem dla trajektorii \,; w klasycznej prze-
strzeni konfiguracyjnej N-czastkowego uktadu, d\ jest miarag w przestrzeni tra-
jektorii. Do kazdej trajektorii taczacej punkty a i b w przestrzeni konfiguracyjnej
N-czastkowego uktadu, mozna dotaczyé¢ jednak dodatkowe zamkniete petle, ktére
sg elementami pelnej grupy warkoczowej. Wynikajace z tego dotaczenia trajekto-
rie trafiaja do topologicznie roztacznych klas, ktére reprezentowane sa przez ele-
menty pelnej grupy warkoczowej (zawiera ona zamkniete trajektorie). W zwiazku
z tym do wzoru na calkowanie po trajektoriach wprowadza sie [65, 33, 66] do-
datkowy czynnik unitarny (waga odpowiadajaca danej klasie trajektorii) oraz
dodatkowe sumowanie po elementach grupy warkoczowej (poniewaz kazdy ele-
ment pelnej grupy warkoczowej moze zostaé¢ przyltaczony do bezpetlowej prostej
trajektorii Mg p):

I, = Z el /d)\leis[/\l(“vb)]/h’, (3.9)

lem

71 oznacza tutaj pelna grupe warkoczowa. Czynniki ’® tworza jednowymiarows
unitarna reprezentacje pelnej grupy warkoczowej [65]. Odmienne reprezentacje
odpowiadaja odmiennym typom kwantowych czastek zwigzanych z tymi samymi
czastkami klasycznymi. Warto zwrécié uwage na fakt, ze do calki po trajektoriach
daja wklad wszystkie mozliwe trajektorie, niezaleznie od obecnosci pél czy innych
fizycznych uwarunkowan — ale tylko w przypadku gdy dane trajektorie nie sa
wykluczone, tak jak ma to miejsce w silnych polach magnetycznych dla dwu-
wymiarowych natadowanych czastek, co zostanie oméwione ponizej.

Klasyczne trajektorie z pelnej grupy warkoczowej nie posiadaja kwantowej
interpretacji. Kwantowe czastki nie przemierzaja zadnych trajektorii warkoczo-
wych, poniewaz w sensie kwantowym czastki nie posiadaja w ogdéle jakichkol-
wiek trajektorii. Zgodnie z ogélnymi regutami kwantowania [67, 68], N-czastkowa
funkcja falowa musi jednak transformowacé sie zgodnie z jednowymiarows unitar-
ng reprezentacja odpowiedniego elementu grupy warkoczowej, jesli czastki kla-
sycznie przemierzaja zamkniety trajektorie w przestrzeni konfiguracyjnej uktadu
N-czastkowego odpowiadajaca temu elementowi warkoczowemu (jest to zamiana
argumentow N-czastkowej funkcji falowej, ktora w przypadku 2D nie sprowa-
dza sie do prostej permutacji). W zwiazku z tym, ze warkocze z pelnej grupy
warkoczowej opisuja zamiany czastek, wiec odpowiadajace tym zamianom jedno-
wymiarowe unitarne reprezentacje to statystyczne czynniki fazowe.

3.3 Bozony, fermiony, anyony i zfozone czgstki

3.3.1 Anyony na pfaszczyznie, sferze i torusie

Dla Sy, ktéra jest pelng grupa warkoczowa dla tréojwymiarowych rozmaitosci
(lub wigcej wymiarowych), istnieja tylko dwie rézne jednowymiarowe unitarne
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reprezentacje (IDUR),
20
g; — { eiW7 (310)
e

odpowiadajace bozonom i fermionom (co wyraza si¢ poprzez symetrycznosé i
antysymetrycznosé¢ odpowiednich funkcji falowych, poniewaz grupa warkoczowa
jest w tym przypadku prosta grupa permutacji). Dla dwuwymiarowej przestrzeni
(plaszczyzny), grupa warkoczowa (strukturalnie bogatsza niz Sy) posiada nie-
skonczona liczbe jednowymiarowych unitarnych reprezentacji [58, 69], zapisanych

o 0 ¢ (—n, 7], gdzie § numeruje rézne typy

dla generatoréw grupy jako o; — €’
tzw. anyonéw [23, 24, 9, 33, 66, 11]. Warto zwr6cié uwage na fakt, ze elementy
jednowymiarowych unitarnych reprezentacji pelnej grupy warkoczowej nie zaleza
od indeksu ¢ (generatora ;) w wyniku istnienia warunku nalozonego na genera-
tory. W zwiazku z tym, ze elementy 1IDUR komutuja, mozna zapisaé¢ (korzystajac
z warunku (3.3) na generatory pelnej grupy warkoczowej By) e = e¥i+1, gdzie
o; — €% co daje niezaleznosé¢ od indeksu i elementéw 1DUR.

Dla sfery S? jednowymiarowe unitarne reprezentacje maja postaé [58, 69], e?,
gdzie 0 = kn/(N — 1), k=0,1,2,...,2N — 3. Ciekawym faktem jest to, ze dla
dwdch czastek na sferze (czyli dla N =2, k = 0, 1) dostepna jest tylko statystyka
bozonowa lub fermionowa (wynika to bezposrednio z réwnania (3.5)), a anyony
moga pojawic¢ sie na sferze dopiero dla przynajmniej 3 czastek. W przypadku to-
rusa T, dla dowolnej liczby N czastek, tylko §# = 0 lub 7 sa dopuszczone [69, 59]
— dlatego na torusie nie istniejg anyony oprocz fermionéw i bozonéw. Ten ostat-
ni rezultat zostal rozszerzony [69] i dotyczy wszystkich ograniczonych, lokalnie

dwuwymiarowych rozmaitosci z wylaczeniem sfery.

3.3.2 Statystyki kwantowe i grupy warkoczowe

Jak wspomniano wczesniej unitarne reprezentacje, w szczegdlnosci jednowymia-
rowe unitarne reprezentacje pelnej grupy warkoczowej, stuza do identyfikacji réz-
nych rodzajéw kwantowych czastek, ktére odpowiadaja temu samemu rodzajowi
czastek klasycznych [33, 66].

Warto ponownie podkresli¢, ze dla grupy permutacji Sy, ktora jest pelng
grupa warkoczowa dla R™, n > 3, istniejg tylko dwie rézne jednowymiarowe uni-
tarne reprezentacje: o; — €™ lub o; — €!°, (0; — zamiana czastek i-tej z i + 1-sza)
odpowiadajace fermionom i bozonom. Dla R?, w zwigzku ze znacznie bogatsza
struktura grupy warkoczowej, mamy do czynienia z nieskonczong liczba réznych
jednowymiarowych unitarnych reprezentacji odpowiadajacych nieskonczonej licz-
bie réznych kwantowych realizacji tego samego ukladu klasycznego — anyonow
(abelowych, poniewaz jednowymiarowe unitarne reprezentacje komutuja).

Bardzo istotne jest zauwazy¢, ze periodycznosé z okresem 27 czynnika el?, 6 €
(—, 7] uniemozliwia statystyczne rozréznienie zlozonych fermionéw od zwyklych
fermionéw przy uzyciu jednowymiarowych unitarnych reprezentacji pelnej grupy
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warkoczowej. W celu pokonania tej pozornej przeszkody proponujemy powiazaé
zlozone fermiony z jednowymiarowymi unitarnymi reprezentacjami odpowiednio
skonstruowanych podgrup grup warkoczowych zamiast pelnej grupy warkoczo-
wej 1 w ten sposOb wprowadzi¢ mozliwos¢ rozroznienia zlozonych fermionéw i
zwyktych fermionéw.

Warto podkredli¢, ze anyony moga by¢ rozwazane jako 'dwu-wymiarowe’ kwan-
towe czastki tylko przy braku obecnosci pola magnetycznego, poniewaz ich trajek-
torie warkoczowe byly wybierane z grupy warkoczowej bez uwzglednienia jakich-
kolwiek modyfikacji spowodowanych ruchem cyklotronowym. Zalozenie obecnosci
pola magnetycznego znacznie wplywa na trajektorie — wynikowy ruch cyklotro-
nowy ogranicza réznorodno$é¢ dostepnych trajektorii, szczegdlnie w przypadku,
gdy odleglo$é pomiedzy czastkami jest wieksza od podwdjnego promienia cyklo-
tronowego, co uniemozliwia zamiane czastek wzdluz trajektorii cyklotronowych,
a wymusza (jak pokazujemy nizej) zamiany wzdluz trajektorii z dodatkowymi
petlami. W ten sposéb, w przypadku silnego pola magnetycznego w dwoch wy-
miarach, nie wszystkie trajektorie sa mozliwe i te niemozliwe nalezy usunaé z
dziedziny calki po trajektoriach. Obecno$é magnetycznego pola powoduje ko-
nieczno$¢ budowania trajektorii z fragmentéow trajektorii cyklotronowych i to
ogranicza dostepne trajektorie (niezaleznie od szczegétéw dynamiki), zwlaszcza
gdy promienie cyklotronowe staja sie zbyt krétkie w stosunku do odleglosci mie-
dzy czastkami. Tak wtasnie jest dla utamkowych zapelnien LLL (zauwazmy tez, ze
odleglos¢ miedzy czastkami jest stabilizowana przez krétkozasiegows czesé¢ odpy-
chania Coulomba na poziomie wynikajacym z gestosci powierzchniowej czastek).
W szczegbdlnym przypadku utamkowego zapelnienia ;1) LLL, wlaénie z powodu
zbyt krotkich promieni cyklotronowych, trajektorie beda musiaty naleze¢ do od-
powiednich podgrup grupy warkoczowej ztozonych z trajektorii z dodatkowymi
petlami, co zwiekszy promien cyklotronowy i w nastepstwie ponownie umozli-
wi zamiane czastek, tak jak zostanie to nizej przedstawione. W obecnosci pola
magnetycznego sumowanie w propagatorze Feynmana zostanie ograniczone tylko
do elementéw tej podgrupy (jest to wlasciwie pétgrupa dla okreslonego kierunku
pola magnetycznego), tj. zgodnie z ograniczeniami ruchu cyklotronowego, do wy-
branych klas trajektorii zamiast wszystkich mozliwych elementéw z pelnej grupy
warkoczowej.

Wywnioskowaé stad mozna, ze jednowymiarowe unitarne reprezentacje pod-
grupy grupy warkoczowej, generowane przez ruch cyklotronowy w silnych po-
lach magnetycznych, odtwarzajg statystyke ztozonych fermionéw. W ten sposéb
mozna zaimplementowaé zlozone fermiony jako odmienne dwuwymiarowe czastki
kwantowe, odpowiadajace wybranym jednowymiarowym unitarnym reprezenta-
cjom warkoczowej podgrupy cyklotronowej. Ztozone fermiony beda zatem przy-
pisane do jednowymiarowych unitarnych reprezentacji podgrup cyklotronowych
pelnej grupy warkoczowej, tj. do oddzielnego obiektu warkoczowego umozliwia-
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jacego odroéznienie ztozonych fermionéw od zwyklych fermionéw oraz od innych
kwantowych czastek w 2D.

W ten sposéb uniknieta zostaje konieczno$é¢ wykorzystywania sztucznego mo-
delu ztozonych fermionéw jako konstrukcji z dotaczonymi do fermionéw zloka-
lizowanymi strumieniami (fluz-tubes) pola magnetycznego. W zaproponowanym
podejsciu, wykorzystujacym cyklotronowa podgrupe warkoczowa, dodatkowa fa-
za funkcji falowej zostaje wytworzona poprzez dodatkowe petle, w trakcie zamiany
czastek, jako nieunikniona wtasnos¢ powodowana obecnoscia pola magnetycznego
w dwuwymiarowym ukladzie natadowanych czastek przy utamkowym zapelnieniu
v = % poziomu Landaua.

3.4 Wielowymiarowe unitarne nieredukowalne reprezenta-
cje grup warkoczowych

Wazna role odgrywaja takze wielowymiarowe unitarne nieredukowalne reprezen-
tacje grup warkoczowych. Zgodnie z idea Kitaeva [11, 16], dowolna unitarna ewo-
lucja wielo-qubitowego uktadu (np. dwu-qubitowej bramki kwantowej dla QIP
[Quantum Information Processing]) moze zostaé¢ aproksymowana przez wielo-
wymiarowe unitarne nieredukowalne reprezentacje (odpowiedniego rzedu) pel-
nej grupy warkoczowej, pod warunkiem, ze zapewniony jest odpowiedni poziom
gestosci wielowymiarowych reprezentacji unitarnych grupy warkoczowej w prze-
strzeni unitarnych macierzy [11]. Wielowymiarowe unitarne nieredukowalne re-
prezentacje mozna taczy¢ ze zdegenerowanymi nisko-energetycznymi wzbudzenia-
mi (kwaziczastki, kwazidziury, zwykle traktowane jako anyony*) ponad stan pod-
stawowy dla okreslonego utamkowego zapelnienia poziomu Landaua. W zwiazku
z tym, ze elementy wielowymiarowych unitarnych nieredukowalnych reprezenta-
cji nie komutuja wzajemnie, analogicznie jak macierze, te zdegenerowane stany
wzbudzen kwaziczastkowych o charakterze anyonéw okreslane sa jako nieabelo-
we anoyony [11]. Niestety, nieabelowe anyony, ktérych badania prowadzone by-
ly niedawno, w szczegdlnosci dla nisko-energetycznych standéw wzbudzonych dla
czynnikéw zapelien poziomu Landaua % oraz %, odpowiadajg prawdopodobnie
niewystarczajaco gestym wielowymiarowym unitarnym nieredukowalnym repre-
zentacjom (dla nieabelowych anyonéw w przypadku % wielowymiarowe unitarne
nieredukowalne reprezentacje nie sg wystarczajaco geste aby uzyskaé¢ odpowiednia
aproksymacje wielo-qubitowych bramek [11], a drugi obecnie rozwazany stan dla
%2 jest wciaz dyskusyjny [70]). Dlatego bardzo istotne staja sie poszukiwania in-
nych mozliwosci dla uktadéw z utamkows statystyka, posiadajacych odpowiednio
geste wielowymiarowe unitarne nieredukowalne reprezentacje powiazane z nieabe-

*identyfikacja anyonowego charakteru kwaziczastek przeprowadzana byta poprzez numerycz-
ne obliczenie fazy Berry’ego po zamknietej trajektorii dla funkcji falowej, modelujacej kwazi-
czastke lub kwazidziure



ROZDZIAL 3. TOPOLOGICZNE METODY OPISU UKEADOW WIELU CZASTEK NA
ROZNYCH ROZMAITOSCIACH 21

lowymi anyonami. W dalszej czesSci wprowadzone zostang cyklotronowe podgrupy
warkoczowe pelnej grupy warkoczowej. W zwigzku z faktem, ze podgrupy zazwy-
czaj posiadaja bogatsze reprezentacje niz grupy, mozna oczekiwaé, ze cyklotro-
nowe podgrupy warkoczowe moga by¢ przydatne dla rozwiniecia topologicznych
metod QIP — poniewaz odpowiednie wielowymiarowe unitarne nieredukowalne
reprezentacje podgrupy cyklotronowej moga by¢ bardziej geste w poréwnaniu z

reprezentacjami pelnej grupy warkoczowej.



Rozdziat 4

Grupy warkoczowe dla
wieloczastkowych natadowanych
uktadéw 2D w silnym polu
magnetycznym — cyklotronowe
podgrupy warkoczowe

4.1 Zbyt krétkie promienie cyklotronowe w uktadach 2D
w silnym polu magnetycznym

Jednowymiarowe unitarne reprezentacje pelnej grupy warkoczowej [66, 19, 58, 69|
(grupy hotopii m przestrzeni konfiguracyjnej N nierozréznialnych jednakowych
czastek na plaszczyznie [19]) definiuja wagi dla calek po trajektoriach [33, 66, 65].
Jedli trajektorie naleza do oddzielnych klas homotopii, to nie jest mozliwe okre-
slenie miary w przestrzeni trajektorii z powodu nieciggtoéci i mozna ja ograniczy¢
tylko do klas homotopijnych trajektorii, natomiast nalezy dodatkowo wysumowacé
po topologicznie nieekwiwalentnych klasach z wagowym czynnikiem unitarnym.
Nieekwiwalentne klasy trajektorii uzyskuje sie poprzez doczepianie do otwartych
trajektorii Ay p (taczacych punkty a i b w przestrzeni konfiguracyjnej) dodatko-
wych zamknietych petli wieloczastkowych trajektorii, a tych ostatnich jest tyle
ile elementéw w pelnej grupie warkoczowej i sa one wszystkie wzajemnie nieho-
motopijne. Calka Feynmana po trajektoriach, okreslajaca kwantowe prawdopo-
dobienstwo przejscia miedzy a,t = 0 i b,t (propagator Feynmana)*, przyjmuje

*jest to element macierzowy w reprezentacji polozeni operatora ewolucji [62, 63, 61]
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zatem postaé

I, = Z piou /d)\leis[)\l(a,b)]/h7 (4.1)

lem

gdzie 7, oznacza odpowiednia pelna grupe warkoczowa. Czynniki wagowe e’
tworza jednowymiarows reprezentacje (IDUR) pelnej grupy warkoczowej i rézne
reprezentacje odpowiadaja réznym typom kwantowych czastek. Dla grupy per-
mutacji Sy, ktéra jest pelna grupa warkoczowa N czastek w R™, n > 3, istnieja
07 (Uz‘

oznacza tu zamiane i-tej i (i 4+ 1)-szej czastki, czyli generator grupy) odpowiada-

tylko dwie jednowymiarowe unitarne reprezentacje: o; — €' lub o; — ¢€*

jace bozonom lub fermionom. Dla N czastek w R? grupa warkoczowa jest istotnie
bogatsza w poréwnaniu z Sy i posiada nieskoniczenie wiele jednowymiarowych
unitarnych reprezentacji [66, 69], zdefiniowanych dla generatoréw grupy warko-

0 i=1,..,N—1, 0¢ (—n,x], gdzie rézne # odpowiadaja

czowej jako: o; — €
réznym typom anyonéw [24, 33, 66] (abelowych, gdyz elementy jednowymiaro-
wych reprezentacji komutuja).

Zamkniete trajektorie z pelnej grupy warkoczowej opisuja zamiany identycz-
nych czastek, zatem ich jednowymiarowe unitarne reprezentacje (IDURs) okre-
Slaja statystyki czastek. Poniewaz te reprezentacje (1IDURs) sa okresowe jako
czynniki fazowe, z okresem 2w, odréznienie przy ich pomocy zlozonych fermio-
néw (zwiazanych z korelacjami Laughlina) nie byto mozliwe, gdyz zlozone fermio-
ny wymagaja przesunie¢ fazowych pr, p = 3,5.... Jesli zwiazanie ztozonych fer-
mionéw z jednowymiarowymi unitarnymi reprezentacjami (1IDURs) pelnej grupy
warkoczowej nie jest mozliwe, proponujemy [71] zwiazaé je z odpowiednio zdefi-
niowanymi podgrupami pelnej grupy warkoczowej i w ten sposéb odréznié je od
zwyktych fermionow.

Pelne grupy warkoczowe zawieraja wszystkie mozliwe zamknigte wieloczast-
kowe klasyczne trajektorie — warkocze (z mozliwym permutacyjnym przestawie-
niem poczatkowego i koncowego uszeregowania czastek, w celu uwzglednienia ich
nierozréznialnosci). Nasza analiz¢ opieramy na zauwazeniu, ze wlaczenie pola ma-
gnetycznego w uktadach naladowanych czastek 2D istotnie zmienia te trajektorie
— klasyczny cyklotronowy ruch ogranicza réznorodnosé¢ dopuszczalnych warkoczy.

W przypadku kiedy odlegltos¢ czastek jest wicksza od podwdjnego promienia
cyklotronowego, co zachodzi dla utamkowych zapelien LLL, zamiana czastek
wzdhiz zwyktych jedno-petlowych trajektorii cyklotronowych jest niemozliwa,
poniewaz cyklotronowe orbity sa wtedy zbyt krétkie. Zamiany czastek sa jednak
niezbedne dla okreslenia statystyki i w celu umozliwienia zamian ponownie, orbity
cyklotronowe muszg w jakis sposob zwickszy¢ sie. Wzrost rozmiaréw trajektorii
cyklotronowych osiggna¢ mozna przez zmniejszenie efektywnego natezenia pola
magnetycznego, albo przez zmniejszenie efektywnego tadunku czastek. Te dwie
mozliwo$ci prowadza do dwoch fenomenologicznych koncepcji ztozonych fermio-
néw — ze zmniejszonym polem w konstrukeji fikcyjnych lokalnych strumieni Jaina
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[30] i z ekranowanym tadunkiem w konstrukcji wiréw Reada [29]. Obydwie mode-
lowe konstrukcje wydaja sie nie mie¢ niczego wspdlnego z grupami warkoczowymi,
ale w istocie obydwa te fenomenologiczne triki odpowiadajg bardziej naturalnej i
podstawowe]j koncepcji ograniczenia warkoczy przez wykluczenie nieosiggalnych
trajektorii [71, 72], pozostaja wtedy tylko dostepne warkocze. Argumentujemy za-
tem, ze dla dostatecznie silnego pola magnetycznego w uktadzie 2D natadowanych
N czastek, wielo-petlowe warkocze umozliwiaja odpowiedni wzrost rozmiaréow or-
bit cyklotronowych, przywracajac w naturalny sposéb zamiany czastek [72]. Te
wielo-petlowe warkocze tworza podgrupe pelnej grupy warkoczowej i w obecno-
$ci silnego pola magnetycznego sumowanie w propagatorze Feynmana musi by¢
zredukowane do tej podgrupy [73, 71], jako do zbioru pozostalych dostepnych
trajektorii po wykluczeniu niemozliwych, tzn. po wykluczeniu niedostepnych tra-
jektorii o zbyt krétkich promieniach cyklotronowychf.

4.2 Definicja warkoczowej podgrupy cyklotronowej i jej
unitarne reprezentacje

Proponujemy odnies¢ ztozone anyony (w tym zlozone fermiony) do jednowymiaro-
wych unitarnych reprezentacji podgrup cyklotronowych pelnej grupy warkoczowej,
generowanych przez nastepujace generatory [71]:

B =P (p=3,579..),i=1,..,N—1, (4.2)

gdzie kazde p odpowiada innej podgrupie cyklotronowej (i zatem innemu rodza-
jowi zlozonych czastek zwiazanych z jej reprezentacjami), gdzie o;, i — 1,..., N
oznaczaja generatory wyjéciowej pelnej grupy warkoczowej. Grupowy element
b;”’ reprezentuje zamiang i-tej z (i + 1)-sza czastka z % petlami, co jest jasne
na mocy definicji pojedynczej zamiany o; (jak widoczne jest na Rys. 4.2). Ge-

(»)

neratory b;”’ buduja podgrupe peitnej grupy warkoczowej, poniewaz sa wyrazone
przez generatory o; peitnej grupy. Generatory b(p ) nie spelniaja jednak warunku
(3.3) dla generatoréw By , i.e., b( b(p Zp) + bH_1 (p) Ei)l, podczas gdy warunek
(3.4) jest zachowany dla b*: b( )b(p> W) dla1<i,j < N—1, |i—j|>2
(Rys.4.1).

Poniewaz warunek (3.3) nie jest spelniony dla cyklotronowej podgrupy, jej
1DURs moga, w ogdlnosci, zaleze¢ od indeksu . Unitarne reprezentacje 1DURs
pelnej grupy warkoczowej obciete do cyklotronowej podgrupy, nie zaleza jednak
od indeksu ¢ i jako indukowane reprezentacje podgrupy cyklotronowej maja po-
staé:

P s eP =1, N1, (4.3)

fwlasciwie do pélgrupy tej podgrupy przy wybranej orientacji pola magnetycznego, ale z
tymi samymi reprezentacjami 1IDURs co catej podgrupy
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Rys. 4.1. Warunki nalozone na generatory warkoczowej podgrupy cyklo-
tronowej: rysunek goérny przedstawia relacje nalozone na generatory grupy
By, na dolnym rysunku uwidoczniono, ze dla podgrup cyklotronowych tylko
drugi warunek jest spelniony

gdzie p jest nieparzysta liczba catkowita, oraz a € (—m,n]. Te reprezentacje
1DURs, numerowane przez pary (p, ), opisuja zlozone anyony (w szczegdlnosci
zlozone fermiony, w przypadku a = 7). Zatem w celu odréznienia réznych typéw
zlozonych czastek wydaje sie, nalezy rozréznia¢ dwuparametrowe oznaczenia (p,
«) reprezentacji 1IDURs cyklotronowych warkoczowych podgrup numerowanych
przez p. Mozna tu dodaé, ze dla ustalonej orientacji pola magnetycznego cyklotro-
nowe trajektorie tworza raczej potgrupe cyklotronowej podgrupy z tymi samymi
jednak reprezentacjami co calej podgrupy.

N-czastkowa funkcja falowa uzyskuje w tej konstrukcji odpowiednie przesu-
niecie fazowe zwigzane ze szczegdlnym, wielo-petlowym warkoczem opisujacym
zamiane czastek w jezyku grup warkoczowych. W ten sposob przesuniecie fazowe
typu Aharonova-Bohma pochodzace od fikcyjnych strumieni lokalizowanych na
czastkach w modelu Jaina ztozonych fermionéw, jest zastapione przez dodatkowe
petle warkoczy (kazda petla dodaje 27 do catkowitego przesuniecia fazowego, co
zilustrowano na Rys. 4.2 (prawy)). Nalezy podkresli¢, ze kwantowe czastki nie za-
kreslaja warkoczowych trajektorii. Jako kwantowe nie maja zadnych trajektorii
w ogdble. Niemniej jednak, w zgodzie z ogélnymi zasadami kwantowania [67, 68],
N-czastkowa funkcja falowa musi transformowaé sie zgodnie z jednowymiaro-
wa unitarna reprezentacja (1IDUR) odpowiedniego elementu grupy warkoczowej,
gdy czastki zataczaja, w terminach klasycznych (reprezentowane jako argumenty



ROZDZIAL 4. GRUPY WARKOCZOWE DLA WIELOCZASTKOWYCH NALADOWANYCH
UKLADOW 2D W SILNYM POLU MAGNETYCZNYM — CYKLOTRONOWE PODGRUPY
WARKOCZOWE 26

R.=R,
e i(m+2m)
2R,

Rys. 4.2. Generator o; pelnej grupy warkoczowej i odpowiadajaca mu
wzgledna trajektoria zamiany czastek i-tej i (i + 1)-szej (rys. gérny); gene-

rator cyklotronowej podgrupy, bgp ) = o? (na rysunku, p = 3), odpowiada

dodatkowym pT_l petlom, kiedy i-ta czastka zamienia sie z (i+1)-sza (dodat-
kowe petle daja w wyniku dodatkowe przesuniecie fazowe 2m; 2R oznacza
odleglo$é miedzy czastkami) (rys. dolny)

funkeji falowej), zamknieta petle zamiany odpowiadajaca temu wlasnie warko-
czowemu elementowi. Poniewaz warkocze opisuja zamiany potozen czastek w kla-
sycznym sensie (jako zamiany argumentéw wieloczastkowej funkcji falowej), ich
reprezentacje 1DURs odzwierciedlaja mozliwe kwantowe statystyki uktadu. Za-

tem, dla warkoczowych podgrup cyklotronowych trajektorii generowanych przez
(p)

generatory b; ', i = 1,..., N — 1, otrzymujemy statystyczne przesunigcie fazowe
pr dla zlozonych fermionéw (tj. dla « = 7 w réwnaniu (4.3)), jak wymagaja tego
korelacje Laughlina, bez potrzeby odwolywania sie do modeli z pomocniczymi

strumieniami (fluz-tubes).

4.3 Wielo-petlowe trajektorie — odpowiedz uktadu na zbyt
krétkie trajektorie cyklotronowe

Zgodnie z tredcia poprzedniego paragrafu, zaproponowalidmy taczy¢ ztozone czast-
ki i korelacje Laughlina z reprezentacjami 1DURs cyklotronowych podgrup war-
koczowych, ktore sa generowane przez generatory, bz(»p ) — of, (p=3,5...), i=
1,...,N — 1, z r6znymi p dla r6znych typéw zlozonych czastek (o; to generatory
pelnej grupy warkoczowej). Generatory bgp ) reprezentuja zamiany czastek i-tej i
(1 + 1)-szej = % petlami (zamian z mniejsza liczba petli w tej podgrupie nie
ma), co jest widoczne z przedstawienia przez o; (Rys. 4.2). Reprezentacje IDURs
pelnej grupy warkoczowej obciete do podgrupy (nie zaleza wtedy od i) okreslaja
reprezentacje 1IDURs podgrupy: bl(p ) e §=1,...,N — 1, gdzie p nieparzysta
liczba catkowita, o € (—m, 7|; te reprezentacje numerowane sa przez pary (p, «)
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i opisuja zlozone anyony (zlozone fermiony, dla o = 7).

N-czgstkowa funkcja falowa uzyskuje wymagane dla korelacji Laughlina prze-
suniecie fazowe przy zamianach czastek, gdyz zgodnie z regutami kwantowania
(68, 69], funkcja falowa uzyskuje przesuniecie fazowe reprezentacji IDUR warko-
cza, kiedy czastki zamieniaja sie wedlug tego warkocza. Kazda dodatkowa petla
warkocza dodaje 27 do przesuniecia fazowego, jesli przyja¢ a = 7w — dla ztozonych
fermionéw — Rys. 4.2 (dolny).

Nalezy zauwazy¢, ze mimo ze kwantowe czastki nie odbywaja ruchu wzdtuz
warkoczy, to zamiany argumentéw N-czastkowej funkcji falowej odpowiadaja po-
szczegblnym warkoczom, zatem w przypadku 2D, nie tylko permutacjom. Dlatego
dla warkoczy cyklotronowych bz(»p ) ,i=1,...,N — 1, otrzymujemy przesuniecie fa-
zowe pm oczekiwane dla ztozonych fermionéw (czyli dla @ = 7), co odtwarza
faze wymagana przez korelacje Laughlina, bez potrzeby wprowadzania lokalnych
strumieni lub wiréw.

Kazda dodatkowa petla wzglednej trajektorii zamiany czastek, zdefiniowanej

) cyklotronowej podgrupy, reprodukuje dodatkows petle in-

przez generator bl(-p
dywidualnych cyklotronowych trajektorii obu zamieniajacych sie czastek, ktére
skladaja si¢ na wzgledna trajektorie zamiany — jak zostalo to przedstawione na
rysunku 4.3. Indywidualne cyklotronowe trajektorie sa powtarzane przez wzgled-
na trajektorie (Rys. 4.3 c,d) z dwukrotnie wigkszym promieniem w stosunku
do cyklotronowych trajektorii indywidualnych czastek (Rys. 4.3 a,b). W jezyku
kwantowym, w odniesieniu do klasycznych wielo-petlowych cyklotronowych tra-
jektorii, mozna tylko wnioskowaé o liczbie kwantéw strumienia przypadajacych
na kazda czastke w ukladzie, BWS / %, ktora dla zapelnienia ;1) LLL wynosi p, czyli
tyle samo ile wynosi liczba petli cyklotronowych. Zatem mozna tu sformulowaé
prosta regule: (w przypadku zapelnienia % LLL [p nieparzyste]) dodatkowa petla
na cyklotronowym warkoczu zamiany czastek prowadzi do dwéch dodatkowych
kwantow strumienia pola magnetycznego przechodzacych przez indywidualng tra-
jektorie cyklotronows kazdej z czastek.

Powyzsza reguta wynika bezposrednio z definicji cyklotronowej trajektorii,
ktora musi by¢ zamknieta indywidualng trajektoria czastki i w zwiazku z tym
musi odpowiada¢ podwdjnej zamianie pary czastek. Wtedy bowiem indywidualne
trajektorie obu zamienianych czastek beda zamkniete, replikujac takze zamknie-
ta trajektorie wzgledna podwdjnej zamiany (pojedyncza zamiana ma otwarta
trajektorie).

Jedli zamiana jest prosta, tzn., bez zadnych dodatkowych petli, wtedy odpo-
wiadajace jej indywidualne cyklotronowe trajektorie czastek tez sa proste (jedno-
petlowe). W przypadku gdy zamiana odbywa sie z dodatkowymi petlami, jak w
przypadku cyklotronowej podgrupy typu p (p > 1), trajektoria podwdjnej za-
miany (przez to zamknieta) ma 2% + 1 = p pelnych petli oraz tyle samo petli
posiadaja indywidualne cyklotronowe trajektorie czastek, czyli takze p pelnych



ROZDZIAL 4. GRUPY WARKOCZOWE DLA WIELOCZASTKOWYCH NALADOWANYCH
UKLADOW 2D W SILNYM POLU MAGNETYCZNYM — CYKLOTRONOWE PODGRUPY
WARKOCZOWE 28

petli [72, 74].

Bardzo istotne jest podkreslenie réznicy miedzy zwojami (np. przewodu w
zwojnicy 3D) a wielo-petlowymi 2D cyklotronowymi trajektoriami. W tym ostat-
nim przypadku, dodatkowe 2D petle nie mogq zwiekszy¢ catkowitego strumienia
pola magnetycznego przechodzacego przez uktad i wszystkie wielokrotne petle
musza sie dzieli¢ tym samym catkowitym strumieniem. Inaczej jest w przypadku
uzwojen 3D, wtedy kazdy nowy zwdj dodaje nowa porcje strumienia, gdyz kazdy
zw0j dodaje swoja powierzchnie, przez ktorg przechodzi to samo pole magnetycz-
ne, zwiekszajac w ten sposéb catkowity strumien (w 2D nie jest to prawda).

Widaé zatem, ze w 2D dodatkowe petle zabieraja fragmenty strumienia (w
przypadku zapelnien %, kwanty strumienia) i redukuja pole magnetyczne — to jest
wyjasnienie natury pomocniczych strumieni Jaina doczepianych do ztozonych fer-
mionéw w celu ekranowania zewnetrznego pola B. Zlozone fermiony nie sg wiec
zadnymi ztozonymi strukturami zbudowanymi z czastek i doczepionych strumie-
ni (fluz-tubes), chociaz zachowujemy ich oryginalna nazwe. Ztozone fermiony sa
réwnoprawnymi, jak np. fermiony, czastkami odmiennymi statystycznie, co ujmu-
ja grupy cyklotronowe i ich reprezentacje. Podobnie nieco mylaca nazwe, znowu
nawigzujaca do modelowych konstrukecji, odnie$¢ mozna do ztozonych anyonéw
zwigzanych z ulamkowymi reprezentacjami 1DURs podgrup cyklotronowych (tj.
z ulamkowym « w reprezentacji (4.3)). Zlozone anyony takze nie sa zadnymi
kompozytowymi strukturami, ale sa réwnoprawnymi, odmiennymi statystycznie
czastkami w 2D w obecnosci silnych pdél magnetycznych, podobnie jak zwykte
anyony w 2D bez obecnosci silnego pola magnetycznego.

Teorie zlozonych fermionéw Jaina z fikcyjnymi strumieniami [30, 32, 31], jak
i Reada z wirami [29, 42, 54, 47, 48] doczepianymi do czastek, sa zatem efektyw-
nymi, heurystycznymi sformutowaniami o modelowym a posteriori charakterze w
stosunku do weczeéniej znanej funkcji Laughlina. W konstrukcji Jaina, strumienie
sg uzywane do odtworzenia laughlinowskiego przesuniecia fazowego przy zamia-
nach czastek, natomiast wirowos¢ wiréw Reada odpowiada potedze w funkcji
Laughlina (same wiry maja posta¢ czynnikéw w wielomianie Jastrowa i odzwier-
ciedlaja ’przypinanie’ wielokrotnych zer do czastek, wlasnie z uwagi na postaé
wielomianu Jastrowa). W sformulowaniu warkoczowym poszukujemy natomiast
bardziej podstawowych argumentéw, ktére wyjasnialyby wlasnie takie, a nie in-
ne laughlinowskie przesuniecie fazowe przy zamianach czastek. Identyfikujemy
te podstawowa przyczyne jako zbyt krétkie dla zamian promienie cyklotrono-
we przy polach odpowiadajacych utamkowym zapelnieniom LLL, co w natural-
ny i nieodzowny sposoéb prowadzi do wielo-petlowych trajektorii warkoczowych,
wzdluz ktérych zamiany czastek sa wciaz mozliwe (poniewaz dziela w 2D ten sam
strumien caltkowity, oslabiajac pole [bo nie zmieniaja powierzchni] i musza mieé
zatem wiekszy promien przy takim samym kwancie strumienia [dla zapelnien %]
— a to wystarcza by siegna¢ do innych czastek w celu zamiany).
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Rys. 4.3. Polowa cyklotronowej trajektorii indywidualnych czastek i-tej i
(i+1)-szej (a,b) i odpowiadajace im trajektorie wzgledne (c,d) dla zamiany
czastek i-tej i (i + 1)-szej w obecnodci silnego pola magnetycznego dla v = 1
(ac) i dlav =1 (b,d) (trzeci wymiar dodany dla lepszej wizualizacji); w

obydwu przypadkach, v = 1, %, cyklotronowy promien R, jest dopasowany

do odlegtoéci miedzy czastkami, 2R, = 2R oraz R jest utrzymywane przez
odpychanie Coulomba przy zadanej gestosci czastek

Dodaé¢ mozna, ze inna idea, ale rzeczywistego kwaziklasycznego cyklotrono-
wego kolektywnego ruchu w zamknietych pierécieniach w przypadku 2D w polu
magnetycznym byla analizowana przez Kivelsona i wspoétautoréw [46]. W pracy
tej autorzy rozwazali wklad do energii wymiany od takiego koherentnego cy-
klicznego rotowania duzych pierscieni w celu wykrycia szczegdlnego jej wzrostu
przy ulamkowych zapetnieniach LLL, z pewnymi zwiazkami analizowanej matry-
cy czastek z krysztalem Wignera. Rozpatrywane w ten sposéb dalekie korelacje
rzeczywistej kwantowej dynamiki byly szacowane przy pomocy calek funkcjo-
nalnych w kwaziklasycznym przyblizeniu. Trajektorie takie nie maja zwiazku z
rozpatrywanymi czysto klasycznymi warkoczami cyklotronowymi w ramach opisu
statystyki, poniewaz warkocze nie opisuja rzeczywistej kwantowej dynamiki. Cy-
kliczne dalekozasiegowe korelacje Kivelsona wskazuja jednak na bliskos¢ korelacji
Laughlina z uporzadkowaniem krysztalu Wignera [46, 75|, takze rozpatrywanym
jako konkurencyjny stan w ujeciu zlozonych fermionéw [32].

Zaznaczamy raz jeszcze, ze cyklotronowe trajektorie nie maja znaczenia re-
alistycznego ruchu, sa pomocniczym obiektem metod grup warkoczowych, gdzie
dynamika nie odgrywa istotnej roli, natomiast uwzgledniane sa topologiczne uwa-
runkowania trajektorii. Kwantowe czastki nie maja trajektorii, natomiast warko-
czowe trajektorie odzwierciedlaja topologiczne, a nie dynamiczne cechy ukladu i
poprzez unitarne reprezentacje wiazg sie ze statystykami czastek.
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Rys. 4.4. Podwdjna (i dlatego zamknieta) wzgledna trajektoria zamiany
czastek i-tej i (i+1)-szej, z jedna dodatkowa petla (czyli p = 3) (a); odpowia-
dajace tej zamianie indywidualne cyklotronowe trajektorie zamieniajacych
sie czastek i-tej i to samo dla (i 4+ 1)-szej (b); indywidualne trajektorie cy-
klotronowe czastek odpowiadajace podwdjnej wzglednej trajektorii zamiany

i-tej i (i41)-szej czastek w obecnosci silnego pola magnetycznego, dla v = 1

(c)idlav = % (d), odpowiednio; liczba kwantéw strumienia B przypadajaca

na czgstke jest zaznaczona w obu przypadkach v = 1, % (strzalki na rys. (c)
i (d)); wynikajacy promien cyklotronowy R. odpowiada odleglosci miedzy
czastkami, 2Ry = 2R., w obydwu przypadkach (trzeci wymiar dodany dla
lepszej ilustracji)

4.4 Cyklotronowa struktura ztozonych fermionéw

Wielo-petlowy charakter wzglednych trajektorii zamian jest wprowadzany przez
generatory podgrupy cyklotronowej (4.2) (co prowadzi do takze wielo-petlowej
postaci indywidualnych cyklotronowych trajektorii czastek) i jest to nieodzowna
wlasnosé natadowanych N-czastkowych uktadéw 2D w przypadku kiedy odle-
glodci miedzy czastkami (wynikajace z gestosci % i blokowane przez oddzialty-
wanie Coulomba) sa wieksze niz podwéjna dlugoéé zwyklego promienia cyklo-
tronowego. Taki przypadek wystepuje dla utamkowego v = % zapelnienia LLL i
wtedy zamiany czastek wzdtuz pojedynczych petli cyklotronowych sa niedostep-
ne. Pozostajg jednak inne realizacje zamiany ujete w pelnej grupie warkoczowej,
ktore zebra¢ mozna w postaci jej podgrupy cyklotronowej, zbudowanej z warko-
czy wielo-petlowych. Te dostepne zamiany pozwalaja okredli¢ statystyke czastek
poprzez rézne jednowymiarowe unitarne reprezentacje podgrup warkoczowych.
Wielo-petlowe trajektorie cyklotronowe musza w przypadku 2D dzieli¢ miedzy
siebie ten sam strumien zewnetrznego pola (poniewaz i pole magnetyczne i po-
wierzchnia uktadu nie zmieniaja si¢) — w ten sposéb dodatkowe petle zabieraja
czesé strumienia, albo — innymi stowy — nastepuje efektywne zmniejszenie na-
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tezenia pola i oczekiwane zwiekszenie promieni cyklotronowych, ktére ponownie
pasuja do odleglo$ci miedzy-czastkowych (w przypadku v = %, p nieparzyste,

i wtedy trajektorii cyklotronowych z p petlami). Petle moga by¢ dodawane po-
3

jedynczo do warkoczy, stad jedna dodatkowa petla prowadzi do generatora o7,
dwie dodatkowe petle daja generatory o itd. (ale nie istnieja grupy cyklotro-
2
7

magnetycznego, w wyniku zabierania czeSci niezmiennego strumienia pola ze-

nowe z generatorami o2, czy o;). Wskazane wyzej efektywne oslabianie pola
wnetrznego przez dodatkowe petle w 2D, jest tym efektem, ktory modelowany
byt przez Jaina przez dodawanie przeciwnie skierowanych do pola zewnetrznego
kwantéw pomocniczych strumieni. Te strumienie nie istnieja w istocie, a pole nie
jest ostabiane przez zadne pomocnicze strumienie, ale przez dodatkowe petle cy-
klotronowe. To wyjasnienie natury lokalizowanych na czastkach strumieni Jaina
(flux tubes) nie zmienia duzej uzytecznosci modelu Jaina zlozonych fermionéw w
przypadku v = %, p nieparzyste, z bardzo rozbudowana strona obliczeniowa [30].

Calkowity strumien pola zewnetrznego B przez powierzchnie uktadu S jest
réwny BS. Dla zlozonych fermionéw typu p, dla podwdjnej zamiany i-tej i (i +1)-

y4

szej czastek (zatem zamknietej trajektorii z 2%1 + 1 = p petlami), otrzymujemy

te samg liczbe p petli na indywidualnych cyklotronowych trajektoriach czastek

(Rys. 4.4), obejmujacych strumien p% (przy zapelnieniu v = 1, p nieparzyste, na

P
%, zgodnie z wyzej sformutowang

zasadg — dla zlozonych fermionéw typu p mamy p-petlowe cyklotronowe trajek-

kazda petle przypada jeden kwant strumienia

torie czastek, albo p kwantéw strumienia na czastke, BS = N p%) 7 drugiej

strony degeneracja LL wynosi Ny = S}ie, (zaniedbujac spin) i dla utamkowego

BS
N

zapelnienia LLL v, otrzymujemy Ny = % Réwnanie = %% daje % kwan-

tow strumienia, przypadajacych na jedng czastke, co zgadza sie z poprzednim
oszacowaniem dla v = %.

W przypadku indywidualnych trajektorii cyklotronowych z p petlami, kazda
petla ma swoj rozmiar dopasowany do zewnetrznego pola, ktérego strumien jest

pomniejszony przez pozostate petle, tzn. o p — 1 kwantéw na czastke, dokladnie

tak samo jak w modelu Jaina (ale tylko w przypadku v = %, p nieparzyste). Rze-
czywidcie, jesli BS = %pN to % = %% i % odpowiada p-krotnie zmniejszonemu

polu. Podazajac za analogiami z modelem Jaina, mozna by argumentowacé, ze dla
v = % i p = 3 dwie petle na czastke zabieraja caly strumien pola B i trzecia petla
ma nieskonczenie dlugi promien (metal Halla [38]) w zerowym resztkowym polu.

Zabieranie strumienia pola zewnetrznego przez dodatkowe petle wyjasnia
ekranowanie pola modelowo przyjetego w konstrukeji Jaina z doczepianymi stru-
mieniami. Wnioski z modelu Jaina pozostaja obowiazujace takze w podejsciu
cyklotronowych warkoczy, szczegdlnie dla zapelnien v = %, p nieparzyste (dla
innych zapelnien model Jaina okazuje sie niedokladny) [76].

Podsumujmy, dlaczego naladowane czastki w 2D musza by¢ zlozonymi czast-
kami (nazwa jest tu mylaca i zachowana z opisu Jaina, cho¢ te zlozone czastki sa
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w istocie rownoprawnymi kwantowymi czastkami o odpowiedniej statystyce, a nie
konglomeratami z fikcyjnymi strumieniami) w przypadku pdl odpowiadajacych
ulamkowemu zapelnieniu LLL. Dla v = 1 mamy dokladnie R. = Ry (gdzie R,

jest promieniem cyklotronowym, TR2B = %

oraz 2Ry jest odleglosciag miedzy
czastkami, dopasowana do gestosci i utrzymywang przez krotko-zasiegows czesé
odpychania Coulomba, 7R3 = %) Dla v < 1 promien cyklotronowy zwyktych
trajektorii bez dodatkowych petli wynosi R, < Ry, zatem R, jest zbyt krotki
dla realizacji zamian czastek wzdtuz tych trajektorii. Dodatkowe petle prowadza
jednak do wzrostu R., co pozwala na ponowne zamiany, gdyz dla p-petlowych
trajektorii cyklotronowych % = ﬂRi% i R, wzrasta w poréwnaniu do cyklotrono-
wych trajektorii pojedynczych (jedno-petlowych); dla v = % ponownie R, = Ry,
mimo ze zewnetrzne pole jest p-krotnie silniejsze niz dla v = 1 (przy stalym V).

Pomocnicze strumienie Jaina odgrywaly podobng do petli role — zwigkszaty
promien cyklotronowy poprzez redukcje efektywnego pola. Stuszna wydaje si¢ tu
konkluzja, ze dla v = 1 cyklotronowe trajektorie sa z pojedynczymi petlami, a
grupa warkoczowa jest pelna grupa warkoczows generowana przez bl(»p =D _ oy,
podczas gdy dla v = %, p > 1, cyklotronowe trajektorie musza by¢ wielo-petlowe,
prowadzac réwnocze$nie do warkoczy generowanych przez bz(»p ) = o?.

Zasadniczy rezultat zwiazany z warkoczowym uzasadnieniem korelacji Laugh-
lina polega na wykazaniu, ze zlozone fermiony nie sa zwyklymi fermionami ubra-
nymi w oddzialywanie na podobienstwo kwaziczastek w fazie skondensowanej, ale
sg oddzielnymi statystycznie, pelnoprawnymi czastkami kwantowymi. Chociaz
funkcje falowe fermionéw i ztozonych fermionéw sa antysymetryczne, to nalezy
pamietaé¢ o odrebnosci kazdego ich rodzaju i nie dopuszcza¢ do ich mieszania, po-
dobnie jak nie miesza si¢ bozonéw i fermionéw w 3D. Moze mieé to znaczenie w
numerycznych diagonalizacjach oddziatywania, szeroko stosowanych w celu anali-
zy hallowskich uktadéw. Jesli do dziedziny minimalizacji hamiltonianu wtaczono
wszystkie antysymetryczne funkcje probne, to wynik moze by¢ inny w poréwna-
niu do sytuacji, jesli ograniczy¢ sie do okreslonego typu zlozonych fermionéw (o
zadanym przesunieciu fazowym pa), dla ktérego funkcje prébne tworza podzbiér
wszystkich funkcji antysymetrycznych — moze to by¢é powodem nieprawdziwych
wynikéw. Podobnie przy numerycznych analizach wzbudzen stanéw FQHE, od-
powiadajacych kwaziczastkom lub kwazidziurom, interpretowanym czesto jako
anyony spetniajace utamkowa statystyke. Przesuniecia fazowe pozwalajg zidenty-
fikowaé statystyke, obliczang numerycznie jako faza Berry’ego wzdluz zamknigtej
trajektorii w przestrzeni konfiguracyjnej dla modelowej wielo-czastkowej funkcji
falowej, odpowiadajacej nisko-energetycznym wzbudzeniom ponad stan podsta-
wowy, przy utamkowych zapelnieniach poziomu Landaua. Te wzbudzenia — kwa-
ziczastki lub kwazidziury tradycyjnie sa taczone z anyonami w przypadku utam-
kowej fazy Berry’ego. Jest jasne jednakze, ze nie jest mozliwe rozréznienie miedzy
ulamkowym 6 (dla 1IDUR pelnej grupy warkoczowej) i utamkowym pa (dla IDUR
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podgrupy cyklotronowej): obydwa te przesuniecia fazowe moga by¢ tym samym
utamkiem. Poniewaz jednak rozpatrywane kwaziczastki lub kwazidziury sa wzbu-
dzeniami w silnym polu magnetycznym, odpowiednie stany powinny by¢ raczej
odnoszone do cyklotronowych podgrup i zlozonych anyonéw, a nie do zwyktych
anyonéw, jak powszechnie sie je traktuje.

Zamiana anyonéw na zlozone anyony, moze mie¢ tez konsekwencje dla roz-
wijanych ostatnio topologicznych metod kwantowego przetwarzania informacji
[11, 16, 10]. Gdyby dowolna wielo-qubitowa unitarna ewolucje (w szczegblnosci
uniwersalng dwu-qubitowa operacje) [11, 10] mozna bylo aproksymowaé przez
wielo-wymiarowa unitarna nieredukowalna reprezentacje (MDUR) (odpowiednie-
go rzedu) grupy warkoczowej, to zaimplementowaé by mozna wielo-qubitowe dzia-
tania na fizycznym uktadzie naladowanych czastek 2D w polu magnetycznym. By
mozliwa byla wspomniana aproksymacja, nieodzownym warunkiem jest jednak
wymog dostatecznej gestosci tych MDURSs w przestrzeni macierzy unitarnych [11].
MDURs moga sie wiaza¢ ze zdegenerowanymi nisko-energetycznymi wzbudzenia-
mi (kwaziczastkami lub kwazidziurami) ponad stan podstawowy typu FQHE dla
utamkowego zapetnienia LL. Poniewaz elementy MDUR, jako macierze, nie komu-
tuja, to zdegenerowane stany sa odnoszone do nieabelowych anyonéw (w analogii
do abelowych anyonéw zwiazanych z 1IDURs grup warkoczowych) [11]. Ostatnio
badane nieabelowe anyony, w szczegdlnosci dla nisko-wzbudzonych stanéw ponad
5/2 lub 12/5 zapelnienia LL, wykazuja najprawdopodobniej niewystarczajaca ge-
stos¢ MDURs (dla nieabelowych anyonéw w przypadku zapelnienia 5/2, MDURs
sa niewystarczajace, by aproksymowaé¢ wymagane wielo-qubitowe bramki [11],
natomiast stan 12/5 jest wciaz niewyjasniony w tym aspekcie [70, 77]). Moz-
na zatem stwierdzié¢, ze poszukiwanie innych korzystnych ukladéw fraktalnych
z bardziej gestymi MDURs, zwiazanymi z nieabelowymi anyonami, ma istotne
znaczenie. Biorac pod uwage, ze podgrupy maja zwykle bogatsze reprezentacje
niz grupy, mozna oczekiwaé, ze cyklotronowe podgrupy warkoczowe moga by¢ tu
bardziej przydatne niz petne grupy (z powodu mozliwoéci posiadania korzystnie
dostatecznie gestych wielo-wymiarowych reprezentacji podgrup warkoczowych).

4.5 Rola oddziatywania kulombowskiego

Kluczowa rola krétko-zasiegowej czeéci oddziatywania Coulomba miedzy czastka-
mi dla powstania korelacji Laughlina w 2D jest widoczna poprzez fakt, ze funkcja
Laughlina jest dokiadng funkcja falowa stanu podstawowego dla zapelnienia %
LLL, jesli ograniczy¢ oddzialywanie do pierwszych p — 2 pseudoptencjatéw Hal-
dane’a [57, 27, 78], tj. V = 3,0 3200 Vin Pl (P} jest projektorem na stany i-te]
i j-tej czastek ze wzglednym momentem pedu m), ograniczone do skladowych
Vi, tylko z m =1, ...,p— 2. Te czlony V,,, wyrazajace energi¢ oddzialtywania Co-
ulomba dla par czastek ze wzglednym momentem pedu m < p — 2, uwzgledniaja
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krétko-zasiegowa czesé oddzialywania elektronéw, a pozostalte cztony, tzn. daleko-
zasiegowy ogon oddzialtywania dla wickszych odleglosci miedzy czastkami, czyli
dla m = p, ..., nie wplywaja istotnie na funkcje Laughlina [57, 27, 79]. Korelacje
Laughlina sa zwigzane z nieécisliwymi stanami, co odzwierciedla dyskretne wid-
mo oddzialywania Coulomba rzutowanego na stany landauowskie, czyli wyrazane
w terminach pseudopotencjaléw Haldane’a, co nazywane jest nawet przez Laugh-
lina jako ”kwantowanie odleglosci miedzy czastkami” (”a quantisation of particle
separation”) [24, 57]. Kwantyzacja oddzialywania Coulomba po rzutowaniu na
stany wyrazone przez wzgledny moment pedu par w podprzestrzeni Hilberta od-
powiadajacej LLL, prowadzi do niesci$liwych stanéw FQHE numerowanych przez
liczby calkowite (wartosci wlasne wzglednego momentu pedu par), te same, ktére
wystepuja w funkeji Laughlina (poprzez potege w wielomianie Jastrowa). Istot-
ne jest zauwazy¢, ze w ramach podejécia do FQHE uzywajac pseudopotencjalow
Haldane’a (czyli uwzgledniajac tylko krétko-zasiegowa cze$é odpychania Coulom-
ba), korelacje Laughlina przejawiajace sie poprzez wielo-czastkowa funkcje falowa
sg jednoznacznie mozliwym dokladnym stanem podstawowym przy utamkowym
zapelnieniu LLL, a nie wariacyjnym rezultatem modelowania tego stanu [57, 27].
To podkresla znaczenie idei korelacji Laughlina (wyrazonej przez odpowiednie
przesuniecie fazowe przy zamianach czastek), ktére sa wyrazem topologicznej
podstawowej wlasnosci oddzialujacego natadowanego uktadu czastek 2D w sil-
nym polu magnetycznym. Te wlasno$é¢ taczymy tu ze struktura cyklotronowych
podgrup warkoczowych.

7 uwagi na bezposredni zwiazek korelacji Laughlina i modelujacych je ztozo-
nych fermionéw, mozna stwierdzié, ze odpychanie Coulomba (jego krétko-zasiggowa
cze$é wyrazona przez poczatkowe pseudopotencjaly Haldane’a) ma takze podsta-
wowe znaczenie dla konstrukcji ztozonych fermionéw w tradycyjnym ujeciu Jaina.
Widoczne jest tu jednak, ze dyskretne widmo oddzialywania Coulomba z oddzie-
leniem przerwami energetycznymi standéw o réoznym wzglednym momencie pedu
par w obecnos$ci silnego pola magnetycznego (wyrazone przez rzutowanie oddzia-
lywania na stany z utamkowym zapelnieniem LLL, jak w definicji pseudopoten-
cjaléw Haldane’a) nie pozwala na traktowanie oddzialywania w roli ubierania
czastek do kwaziczastek typu Landaua, wtasnie z powodu niecigglosci oddzialy-
wania w tej projekcji.

Efektywna metoda opisu przy pomocy lokalnego pola cechowania jest ujeta
w ramach teorii pola Cherna-Simonsa (pola chiralnego, tzn., lamiacego symetrie
na odbicie czasu i parzysto$é). Teoria ta rozwijana wezesniej takze w 3D zosta-
la wprowadzona do obszaru FQHE [51, 52|, z powodzeniem opisujac czastki ze
strumieniami modelujacymi dowolne statystyki, w szczegdélnosci anyony i ztozone
fermiony Jaina. Nalezy jednak podkresli¢, ze pole Cherna-Simonsa jest przyjmo-
wane ’a priori’ bez podawania fizycznych przyczyn konkretnej jego postaci, czyli
takze nie wyjasnia przyczyn modelowych strumieni (fluz tubes) doczepianych do
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czastek (w przypadku zlozonych fermionéw lub anyonéw).

Zostato zademonstrowane, ze krotko-zasiggowa czesé oddziatywania Coulom-
ba stabilizuje ztozone fermiony wobec dzialania pola Cherna-Simonsa (jego anty-
hermitowskiej czesci [47, 79]), ktére miesza stany z réznymi momentami pedu
wewnatrz LLL [79], co prowadzi do zaburzenia modelu zlozonych fermionéw w
ujeciu pola Cherna-Simonsa [32, 79]. Oddzialywanie Coulomba usuwa degenera-
cje standw z roznymi momentami pedu wewnatrz LLL i powoduje pojawienie sie
przerw energetycznych stabilizujacych obraz ztozonych fermionéw. Dla wyzszych
pozioméw Landaua obraz ztozonych fermiondéw moze nie by¢ juz tak efektywny
jak dla LLL, z powodu mozliwego przekrywania miedzy poziomami indukowanego
przez oddzialywanie zdejmujace degeneracje [80]. W wielu jednak przypadkach
(jak np. v = 5/2) obraz zlozonych fermionéw okazuje sie bardzo przydatny [31].
Oddzialywanie Coulomba moze jednak prowadzi¢ do przekrywania (mieszania)
pozioméw Landaua jedli pokona oddzielajaca poziomy przerwe energetyczna i
wtedy ogranicza efektywno$é modelu zlozonych fermionéw [32, 31]. Analizy (tak-
ze numeryczne) pokazuja, ze zlozone fermiony moga by¢ uzyte do opisu FQHE
w drugim poziomie Landaua [37, 55] uwzgledniajac sparowane ich stany [81, 82].
Mieszanie poziomoéw Landaua wprowadza poprawki do dwu-ciatlowego oddzialy-
wania i ostatnio iloSciowo analizowano jego stabilizujaca role dla stanéw Moore’a-
Reada wyrazonych przez funkcje falowe z czynnikami Pfaffa [83, 84] (rozdzial 6.2).

Krétko-zasiegowa cze$é¢ oddziatywania Coulomba stabilizuje takze obraz zto-
zonych fermionéw w prezentowanym podejsciu warkoczowym, w podobny spo-
sob jak usuwata niestabilnosé orbit momentu pedu wewnatrz poziomu Landaua
wywolang polem Cherna-Simonsa [79]. Rzeczywiscie, jesli by zredukowaé krétko-
zasiegowa cze$¢ odpychania Coulomba, to odlegtosci miedzy czastkami moglyby
nie by¢ utrzymywane (i bylyby tylko zwiazane z gestoscia powierzchniowa uktadu
2D poprzez $rednig warto$é) i wtedy inne trajektorie cyklotronowe, dodatkowe
w stosunku do wielo-petlowych (dla v = %) moglyby byé¢ dopuszczone, co spowo-
dowatoby naruszenie konstrukcji cyklotronowej podgrupy warkoczowe;j.

Zatem krotko-zasiegowa cze$é oddzialywania Coulomba wydaje sie byé klu-
czowa w kazdym podejsciu do zlozonych fermionéw. Ograniczenie pelnej grupy
warkoczowej do jej podgrupy cyklotronowej z wielo-petlowymi trajektoriami jest
uzasadnione tylko dla odlegtoéci dopasowanej do promieni cyklotronowych. Ro-
la, osobliwego odpychania Coulomba na bliskich odleglodciach jest zabezpieczaé
przed zbyt silnym zblizaniem sie czastek i utrzymywac odlegtoéci miedzy nimi na
poziomie $redniej wynikajacej z gestosci. W ten sposéb krétko-zasiegowa czesé
oddziatywania Coulomba jest spozytkowana w konstrukcji cyklotronowych pod-
grup. Daleko-zasiggowy ogon oddzialywania Coulomba jest pozostawiony jako
resztkowe oddzialywanie czastek, podobnie jak w modelu stabo i daleko-zasiegowo
oddzialujacych zlozonych fermionéw Jaina [30, 32, 31].
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4.6 Ztozone fermiony w terminach grup cyklotronowych

W modelu Jaina zlozonych fermionéw zaktada sie [30, 32, 31], ze do kazdej czastki
doczepionych jest p — 1 kwantow strumienia, dla ztozonych fermionéw rodzaju
p. Zaklada sig, ze te lokalne strumienie (fluz-tubes) sa zorientowane przeciwnie
do strumienia zewnetrznego pola. Nastepnie rozwaza sie ostabianie zewnetrznego
pola przez $rednie pole tych lokalnych strumieni, co mozna oszacowaé obliczajac

redukcje strumienia:
hc

BS—N(p—1)— = +B'S, (4.4)
e
gdzie 4 oznacza przyjmowang mozliwa orientacje zredukowanego pola B’, zgodna
lub przeciwng do pola zewnetrznego B. W zredukowanym polu B’ moze zachodzié
IQHE, czyli,
h N
BS/=~ =2
e n
gdzie n oznacza numer LL (liczbe calkowicie zapelionych pozioméw Landaua,
wszystkie maja taka samg degeneracje zalezna od natezenia pola, wynoszaca
B'S/ %) Wyjsciowe pole zewnetrzne odpowiada utamkowemu zapetnieniu LLL,

he
= —=N/BS/—.
Y= N /BS/—
7 powyzszych zaleznoéci otrzymujemy, BS = N / y% i nastepnie NV / y% —N(p—
1)% = iN/”%7 czyli 1/v — (p—1) = £1/n, a stad:

n

Tap-DED 45

co daje gtéwny ciagg hierarchii zapelnien v FQHE w rzeczywistym polu zewnetrz-
nym (wyrazony przez nieécisliwe stany pelnego zapelnienia [oddzielone szcze-
linami, jesli oddzialywanie Coulomba ich nie redukuje| kolejnych n pozioméw
Landaua w zredukowanym polu), przez p — 1 kwantéw strumienia doczepianych
modelowo do czastek w przypadku ztozonych fermionéw rodzaju p.

Latwo zauwazyé, ze w przypadku dwéch kwantéw strumienia doczepionych
do ztozonych fermionéw Jaina, czyli dla p = 3 otrzymujemy pole B’ = 0 dla
V= % Rzeczywiscie, w takim przypadku,

Bs—ns_ Ll _ps BShe_,
2 e ?‘3 e

Interpretowane jest to jako stan metalu Halla [38], kiedy zlozone fermiony zredu-
kowaly swoimi lokalnymi strumieniami caty strumien pola zewnetrznego i zacho-
wuja sie jak fermiony bez obecnosci pola — tworzg morze Fermiego, jak w metalu
(38, 31].

Powyzej przedstawiony fenomenologiczny schemat zlozonych fermionéw nie
jest jednak do konca przekonujacy, jesli przyja¢ wyjasnienie, ze doczepiane kwan-
ty strumienia nie istnieja, a sa tylko wyrazem dodatkowych petli cyklotronowych.
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Zweryfikowa¢ nalezy, w szczegdlnosci, przyjmowang powyzej mozliwosé, ze zre-
dukowane pole B’ moze mieé przeciwny zwrot w stosunku do pola zewnetrznego
B (tzn., znak — z przyjmowanego + w réwnaniu (4.4)). Dodatkowe petle nie
moga bardziej niz caly strumien, redukowaé ten strumien. Wydaje si¢ zatem,
ze zakladana w modelu Jaina, mozliwoé¢ 'przewazenia’ strumieni lokalnych nad
catkowitym strumieniem jest niejasna. Ponizej pokazemy, ze poprawiajac to za-
tozenie, w ramach cyklotronowych grup warkoczowych mozna réwniez uzyskaé
hierarchie zapelnien FQHE poprzez zwiazek z IQHE, oraz uzasadni¢ stan metalu
Halla. W tym celu nalezy zauwazy¢, ze:

o tylko dla v = %, gdzie p nieprzysta liczba naturalna, kazdej petli cyklotro-
nowej mozna przyporzadkowaé kwant strumienia; dla p = 3 sa to zatem
dwa dodatkowe kwanty na czastke, zgodnie z modelem Jaina; dodajmy,
ze petle cyklotronowe nie sa rzeczywistymi trajektoriami czastek i mozna
postugiwacé sie tu tylko odpowiednioScig fragmentéw strumienia BS przypa-
dajacych na pojedyncza petle i w przypadku p petli i pola odpowiadajacego
zapelieniu v = % otrzymujemy pelny kwant % na petle;

e dla innych zapelnien v LLL strumien przypadajacy na jedna petle wynosi

_ BS _ BS _ _BS _ hcl. . _ hel
O =8 = pne = B T e jesli ¢ = 7=+, jak w przypadku n
c/e

catkowicie zapelnionych pozioméw Landaua (przy pojedynczych petlach
cyklotronowych na czastke), mozemy oczekiwaé¢ podobnego zwiazku FQHE

z IQHE (niescisliwym stanem) jak w modelu Jaina, i uzyskujemy w ten
_ 1
= o

sposob hierarchie zapetnien FQHE, % czyli,

v="" p=3,57 .. n=1,234,.. (4.6)
p

W ten sposéb odtworzyé mozna wszystkie utamki zadane relacja (4.5), bez
zalozenia przypinania pelnych kwantéw strumienia takze poza zapelnie-
niem v = % (p nieparzyste) i zalozenia o mozliwosci zmiany zwrotu redu-
kowanego pola;

e w przypadku v = % ip = 3 otrzymujemy ¢ = ?—5 = %%,

zabierajg zatem dwa pelne kwanty strumienia i fenomenologicznie moz-

trzy petle

na domniemywaé, ze dynamika kwantowego ukladu odzwierciedli potr6éjne
cyklotronowe trajektorie, z ktérych dwie zabiora caly strumien (poniewaz
akurat odpowiednio pasuje strumien na czastke), a trzecia bez pola realizu-
je ciecz Fermiego; podkreslamy jeszcze raz, ze petle cyklotronowe (zwiazane
z klasycznym obrazem warkoczowym) nie musza obejmowaé pelnego kwan-
tu w przeciwienstwie do kwaziklasycznych trajektorii, do ktérych odnosi sie
kwantowanie strumienia pola magnetycznego i tylko mozemy domniemywaé
o takim ich charakterze (kwaziklasycznym), ale wylacznie w przypadkach
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gdy jest to mozliwe, jak np. dla v = % (tzn. wtedy gdy na cyklotronowe tra-
jektorie przypadaja catkowite wielokrotnosci kwantu strumienia); warto tez
dodaé ze dla pelnego zapelnienia wyzszych pozioméw Landaua, na czastke
przypada ¢ = %% fragment kwantu i nie jest mozliwy indywidualny kwa-
ziklasyczny cyklotronowy ruch pojedynczej czastki, ale raczej kolektywna
jego aranzacja, nie przeczaca kwantyzacji strumienia w kwaziklasycznym

kwantowym opisie.

Powyzsze argumenty odnosza sie do klasycznych cyklotronowych petli, zwig-
zanych z klasycznymi warkoczowymi trajektoriami, dla ktérych zawsze catkowita
jest liczba petli, ale nie zawsze catkowita jest liczba kwantéw strumienia przypa-

dajaca na pojedyncza petle (jak dla zapelnienia poza v = %)

4.7 Metal Halla w opisie grup cyklotronowych

Sprobujmy odnieéé sie do stanu dla v = % (nazywanego metalem Halla) z punktu

widzenia grup warkoczowych. W ramach modelu Jaina ztozonych fermionéw, dwa
kwanty strumienia doczepionego do czastek, catkowicie kasuja zewnetrzne pole
w przyblizeniu $redniego pola (innymi stowy, hermitowskie pole Cherna-Simonsa
taczace sie z modelem Jaina kasuje, w przyblizeniu $redniego pola, cate pole ze-
wnetrzne), a to prowadzi do stanu zlozonych fermionéw bez obecnosci pola, czyli

morza Fermiego, nazywanego tu metalem Halla [38]. Z kolei w podejsciu Re-
1
2
z powodu rozrzedzenia gestoéci ladunku w poblizu centrum wiru i ekranowa-

ada do zlozonych fermionéw przy v = 5, nastepuje catkowite zniesienie tadunku
nia dodatnim niezréwnowazonym tadunkiem tla (jellium), dla wirowosci ¢ = 2 i
v = % Zamiana dwoch wiréw produkuje przesuniecie fazowe ¢?vm = 27 i jesz-
cze dodatkowe 7, gdy zamieniamy elektrony razem z wirami. Zatem kompleksy
ztozone z dwbdch wiréw doczepionych do elektronéw zachowuja sie jak fermiony
(bez tadunku) — tworza morze Fermiego (metal Halla). Niestabilno$é ukladu fer-
mionéw prowadzi nastepnie do sparowanego stanu typu BCS [22], wyrazonego
w polozeniowej reprezentacji przez czynnik Pfaffa (rozdzial 6). Stan ze sparowa-
niem odtwarza niescisliwo$¢ z powodu szczeliny energetycznej sparowania (np.
dla v = 5/2 [55, 45], ale tez rozwazanego dla v = 1/2 1 1/4 [39, 40]). Poniewaz
Pfaffian [42] produkuje przesuniecie fazowe —m przy zamianach czastek, to pelne
przesunigcie fazowe funkcji falowej z czynnikiem Jastrowa [[;- ;(2i — z;)? [42, 55]
wynosi w. Takie przesuniecie fazowe definiowane jest przez 1DUR, grupy cyklo-
tronowej (z p = 3, poniewaz ta podgrupa cyklotronowa odpowiada zakresowi
zapelnien v € [1/3,1)) oznaczonag przez pa = 3%% =, czyli, a = %77. Ta repre-
zentacja (p = 3, = %TF) indukuje fermionowa statystyke dla v = 1/2 [85], 1 w
terminach warkoczowych zlozonych fermionéw odpowiada morzu Fermiego (po-
niewaz dwie petle zabieraja caly strumien pola zewnetrznego) w zgodnosci tez z
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lokalna transformacja cechowania z ¢ = 2, zatem reprodukuje fermiony (startujac
ze zwyklych fermionéw) [29, 47].

4.8 Uwagi o ograniczeniach dla wielo-petlowej struktury
warkoczy cyklotronowych

Kwantowanie strumienia pola magnetycznego jest bardzo waznym kwantowym
wynikiem, obowigzujacym niezaleznie od oddzialywania — ma ono charakter kwa-
ziklasyczny, kiedy dynamika kwantowa, w ogélnym przypadku nie odbywajaca sie
wzdluz trajektorii, moze byé¢ charakteryzowana (z pewna dokladnoscia przybli-
zenia kwaziklasycznego) przez polozenie i ped, tak ze mozna okresli¢ orbite i jej
powierzchnie i zatem strumien pola przez te powierzchnie [22]. Rozpatrywane
wyzej trajektorie cyklotronowe zwiazane z warkoczami nie sa realnymi trajek-
toriami czastek, nawet w sensie kwaziklasycznym. Dynamika kwantowa nie ma
charakteru ruchu po trajektoriach, a w przypadku uktadéw w polu magnetycz-
nym ksztalt funkcji falowych zalezy silnie od wyboru cechowania potencjatu pola
[28, 86]. Periodycznosé kwaziklasycznego obrazu [86] przy obecnosci pola magne-
tycznego (dowolny kwaziklasyczny pakiet falowy wykazuje periodyczna dynamike
w plaszczyZnie prostopadlej do pola magnetycznego, jak pokazujemy nizej) moze
jednak sugerowaé przydatnos¢ kwaziklasycznego opisu w powiazaniu z kwantowa-
niem strumienia pola magnetycznego, obowigzujacym w odniesieniu do wtasnie
kwaziklasycznych orbit. W przypadku gdy cze$¢ strumienia pola zewnetrznego
przypadajaca na pojedyncza petle cyklotronowa daje sie wyrazi¢ przez pelne
kwanty strumienia, wydaje sie mozliwe, ze kwaziklasyczny obraz silnie oddzia-
tujacego uktadu tadunkéw w polu magnetycznym odzwierciedlaé¢ tez bedzie cy-
klotronowsg strukture. Takie zupelnie heurystyczne przypuszczenie moze wiazaé
topologiczna warkoczowa strukture z realng dynamika w tych szczegdlnych sy-
tuacjach wyréznionych przez kwaziklasyczne kwantowanie strumienia. Moze to
pozwoli¢ w szczegblnosci na okredlenie ograniczen na stosowalnoéé cyklotronowej
wielo-petlowej struktury przez dynamiczne wymogi minimalizacji energii kine-
tycznej i oddziatywania. Ograniczenie tego typu jest rowniez obecne w standar-
dowej teorii zlozonych fermionéw Jaina, w ramach ktérej wykazano [31, 32], ze
dla v < % bardziej stabilny niz stan Laughlina jest stan krysztalu Wignera. Dla
tak wysokich natezen pola magnetycznego promien cyklotronowy jest bardzo ma-
ly i w cyklotronowym warkoczowym opisie wymagana bytaby az 9-cio petlowa
struktura, co wobec powyzej wskazanej mozliwosci dynamicznych konsekwencji,
moze by¢ energetycznie niewygodne. W takiej sytuacji pozostanie prosty jedno-
petlowy ruch cyklotronowy nie umozliwiajacy jednak zamian czastek i ustalenia
statystyki. Elektrony zostana zlokalizowane w strukturze tréjkatnej sieci Wigne-
ra. Badania kwaziklasycznych trajektorii w stanach Laughlina przeprowadzone w
pracach [46, 75] wyraZznie potwierdzaja te konkurencyjnos$é krysztalu Wignera.
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Krysztal Wiggnera, czyli krysztal elektronowy [87] odpowiada krystalizacji
elektronowej cieczy, kiedy przestrzenny rozmiar pakietu odpowiadajacego lokali-
zacji czastek jest mniejszy od éredniej odleglos$ci miedzy czastkami. Takiej kry-
stalizacji mozna oczekiwaé przy niewielkich gestosciach (wtedy wzglednie duzej
sredniej odleglosci miedzy czastkami), kiedy konkurencja miedzy wzrostem ener-
gii kinetycznej w wyniku lokalizacji (przeciwdziala lokalizacji) a oddzialywaniem
(preferuje lokalizacje) dopuscié¢ moze lokalizacje (przy duzych gestos$ciach energia
kinetyczna jest dominujaca). Stan krysztalu Wignera obserwowany byl w dwu-
wymiarowym ukladzie elektronéw na powierzchni cieklego helu [88]. Pole ma-
gnetyczne zwigksza lokalizacje i w elektronowych uktadach hallowskich 2D, przy
niskich zapelnieniach, oczekiwaé¢ mozna takze krystalizacji Wignera w konku-
rencji z laughlinowskimi kolektywnymi stanami. Poprzez poréwnanie catkowitej
energii (kinetycznej i oddzialywania) stanu opisanego przez funkcje Laughlina i
stanu zlokalizowanych elektronéw na trojkatnej sieci krysztalu Wignera w ptla-
skich uktadach 2D okreslono krytyczne zapelnienie najnizszego poziomu Landaua

v = %, ponizej ktorego krysztal Wignera jest bardziej korzystny energetycz-
nie [89]. Uwzglednienie mieszania stanéw miedzy poziomami Landaua przesuwa
to graniczne zapelnienie do v = % [90]. Numeryczna diagonalizacja na toru-

sie ukladu 6-ciu czastek [91] wskazuje z kolei na krytyczne zapelnienie v = %.
Przyczyn tych niewielkich rozbieznosci upatrywaé¢ mozna w bliskim polozeniu
energetycznym obu konkurujacych stanéw w stosunkowo szerokim obszarze roz-
nych parametréw, w réznym stopniu uwzglednianych w rozmaitych podejsciach
obliczeniowych. Eksperymentalnego potwierdzenia realizacji krysztalu Wignera
w elektronowym uktadzie 2D w silnym polu nie osiggnieto jeszcze, ale tez nie

wykluczono obserwacjami FQHE przy niskich zapelnieniach LLL [31].

Periodyczny charakter dynamiki pakietéow falowych

Klasyczna trajektoria cyklotronowa dla natadowanej czastki ma kolisty ksztalt w
plaszczyZnie 2D (ogdlniej w plaszczyznie prostopadlej do pola w 3D). Kwantowy
odpowiednik tej dynamiki moze (w zaleznosci od wyboru cechowania pola) nie
wykazywaé nawet symetrii osiowej (np. w cechowaniu Landaua takiej symetrii nie
wykazuja stany Landaua z funkcjami Hermite’a wzgledem jednej ze zmiennych w
plaszczyznie prostopadlej do pola [28]). Jest to wynik degeneracji pozioméw Lan-
daua, co w klasycznym przypadku znajduje wyraz w braku okreélenia polozenia
osi symetrii trajektorii.

Dla cechowania [86]: A = (—%By, %Bx, 0), klasyczna funkcja Hamiltona po-
jedynczej czastki ma postac:

1 el o\ ] el p \* P2
Hz(px—By) —i—(py-f—Bx) +
m c m

2¢ 2m’
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oraz réwnania Hamiltona (przyjeto tu oznaczenia |e| = e):

=g (e =) 5= (py + 52) 2= 5ope,
i () At e )

Rozwigzanie tych réwnan jest nastepujace: x = Rcos(wt+1)+xo, y = Rsin(wt+

V) + yo, (gdzie, w = fn—% to czestosé cyklotronowa, R to promien cyklotronowy
Pz — z _ Py j
mw> L0 = 3 mo !
zastepujac kanonicznie sprzezone zmienne x, p;, Y, py pPrzez operatory, otrzymuje-
my komutator: [Zg, o] = n%, co oznacza, ze obie wspoélrzedne $rodka orbity nie

moga by¢ réwnoczesnie okreslone. Analogicznie do klasycznych rozwigzan mozna

oraz rg, Yo to polozenie §rodka orbity). Stad, yo = § +

zapisaé operatory &, § w obrazie Heisenberga [86]:

#(t) = Acoswt — Bsinwt + i,
() = Asinwt + Beoswt + o,

gAdzieAniezaleanz odAczasu operatory, A = % + %, B = —% + % oraz Ty =
£ — B gy = 4+ L= (przy warunku poczatkowym i(0) = &, §(0) = §). Zalez-

nosci te pokazuja, ze operatory potozenia w reprezentacji Heisenberga zaleza od
czasu w sposob periodyczny, a stad wynika [86], ze dowolny pakiet falowy o dowol-
nym ksztalcie w plaszczyznie x, y bedzie zmienial sie w czasie takze periodycznie
z okresem 27 /w. Daje to pewne wyobrazenie o kwantowym cyklotronowym zacho-
waniu czastki w polu magnetycznym, w szczegdlnosci w kwaziklasycznym przy-
blizeniu, kiedy zlokalizowany pakiet falowy mozna identyfikowaé z poruszajaca sie
kwaziklasyczna czastka. Na tej podstawie mozna oczekiwaé zwiazku rzeczywistej
kwantowej dynamiki z cyklotronowym obrazem warkoczowym.

Mozna zwrbci¢ uwage, ze pakiet falowy odpowiadajacy balistycznej kwazikla-
sycznej dynamice czastki jest blisko zwiazany z kolektywnym charakterem wielo-
czastkowego ukladu - stany pedowe numerujg wtedy jednoczastkowe stany stacjo-
narne, z ktérych tworzony moze by¢ balistyczny pakiet falowy. Kolektywny ruch
minimalizuje energie kinetyczna, podczas gdy oddzialywanie preferuje lokalizacje
(i zwiazany z lokalizacja wzrost energii kinetycznej). Zatem kolektywna dynamika
wydaje sie preferowa¢ kwaziklasyczny ruch pakietéw balistycznych po periodycz-
nych zamknietych trajektoriach i wtedy koniecznie obejmujacych skwantowane
strumienie zewnetrznego pola magnetycznego. Wskazuje to na role kolektywiza-
cji w preferencji energetycznej pakietéw falowych realizujacych zamknigte tra-
jektorie w zwiazku z klasycznym cyklotronowym opisem, takze wielo-petlowym.
Wydaje sie to by¢ zgodne z obserwacjami FQHE w grafenie (opisanymi w kolej-
nym paragrafie), wystepujacym przy niskich gestosciach nosnikéw, a zatem przy
ich rozrzedzeniu i zmniejszeniu przez to oddzialtywania. Oddzialywanie by¢ moze
nie odgrywa wiec az tak kluczowej roli w inicjowaniu FQHE, jak to podejrze-
wano w konsekwencji standardowego modelu ztozonych fermionéw traktujacych
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ubieranie fermionéw w zlokalizowane strumienie jako wynik tylko oddzialywania
(32, 31].

Eksperymentalne potwierdzenie wzrostu rozmiaréw efektywnych cyklotrono-
wych orbit elektronéw 2D w silnym polu magnetycznym mozna odnalezé w po-
miarach rezonansu sprzezenia piezoelektrycznego warstwy z powierzchniowymi
falami akustycznymi a znajdujacym sie ponizej ukladem elektronéw 2D. Rezo-
nansowy przekaz energii od fali akustycznej do uktadu elektronéow zaobserwowano
przy wspélmiernosci dltugosci fali akustycznej i wyraznie wydtuzonych promieni
cyklotronowych odpowiadajacych ztozonym fermionom w silnym prostopadlym
polu magnetycznym [92, 93]. Innym wynikiem eksperymentalnym wskazujacym
na zwiekszenie rozmiaréw cyklotronowych trajektorii przy utamkowych zapetnie-
niach LLL jest obserwacja fluktuacji transportu balistycznego nosnikéw w ukta-
dzie 2D w silnym polu miedzy dwoma nano-szczelinami w kierunku poziomym
— wzmocnienie transportu obserwowano, gdy odlegto$é miedzy otworami (szcze-
linami) byla wspétmierna z wydluzonym promieniem cyklotronowym w zmniej-
szonym polu efektywnym, wskazujac na ogniskowanie cyklotronowe nosnikéw o
takich wtasnie rozmiarach [94].

Kwaziklasyczny charakter kwantowania strumienia pola magnetycznego

Ped uogdlniony ¥ w przypadku obecnosci pola magnetycznego wyraza sie wzorem
[95]:
e
P=p+-A. (4.7)
c

Zamieniamy operator pedu p = —hV na operator P — €A, czyli jednoczastkowy
iRV —EA)?
hamiltonian H = %

—1hV, jako zmienna kanoniczng — zgodnie z odpowiednimi nawiasami Poissona,

+ U (ped uogdlniony P zamieniamy operatorem

czyli w zgodzie z regutami komutacji).
Wybierajac cechowanie Landaua, A = (0, Bz,0), mamy dla pedu kinema-

[

tycznego, p, = —iha%, Py = —iha% — £Bz, skad,

., €
PyPa = Papy = —ih-B, (4.8)
albo
pyY —Ypy, = —ih, (4.9)
fw mechanice klasycznej ped uogélniony P = g—ﬁ, i dla czastki w polu magnetycznym

lagranzjan ma postaé: £ = m2”2 +£A-v; réwnania Hamiltona wyrazone sg dla pedu uogdlnionego

(ped uogdlniony i uogdlnione potozenie tworza pare kanonicznych zmiennych, odpowiednich do

_eA)2
kwantowania), funkcja Hamiltona ma postaé H = (Z Pqg— l:)q(q Py = % + U; ale ped

w szczegdlnosci z sita Lorentza,

kinematyczny, p = mv, wiaze si¢ z sila, F = 32 = m%},

F=2%qvxB
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gdzie, Y = Zp,. Zatem (py,Y) mozna uznaé za par¢ kanonicznie sprzezonych
zmiennych i ze wzoru Bohra-Sommerfelda dla kwaziklasycznego przyblizenia,

]{pde = h(n+~v(n))gq, (4.10)

gdzie v jest wolnozmienna funkcja n, 0 < v(n) < 1, natomiast ¢ oznacza liczbe
petli klasycznej zamknietej trajektorii (cyklotronowej) w przypadku 2D$. Zatem,

Fpudpe = "L 0+ () (111)

czyli ’kwant pola powierzchni’ w przestrzeni pedéw kinematycznych wynosi AS,, =
heBq
C

Pole powierzchni kwaziklasycznej trajektorii w przestrzeni pedéw kinematycz-

nych skaluje si¢ zatem jak Bgq i podobnie skaluje si¢ energia kinetyczna (propor-
cjonalna do kwadratu pedu kinematycznego). Mozna na tej podstawie oczekiwacd,
ze wraz ze wzrostem ¢, kwantowy odpowiednik wielo-petlowej struktury cyklo-
tronowej staje si¢ coraz mniej wygodny energetycznie z uwagi na szybki wzrost
energii kinetycznej (energia potencjalna jest stala wobec przyjetego warunku sta-
lej gestosei i jednorodnoéci uktadu). Stan z ¢ = 1 przy ulamkowych zapelieniach
(tzn. przy wysokich polach) nie moze by¢ jednak kolektywnym stanem wieloczast-
kowym (z powodu zbyt krotkich jedno-petlowych trajektorii cyklotronowych),
dlatego realizuja si¢ stany laughlinowskie. Kiedy jednak ¢ > 9 przewaga energe-
tyczna kolektywnych laughlinowskich stanéw znika i wygodniejszym energetycz-
nie jest stan indywidualnych zlokalizowanych czastek (o nieustalonej statystyce,
nie mogacych sie zaurnieniaué)11 tworzacych krysztal Wignera.

W odniesieniu do zalozenia Jaina o catkowitej liczbie kwantow strumienia
doczepianych do kazdej czastki, nawet dla zapelnien poza v = %, mozna zauwa-
zy¢ z punktu widzenia wielo-petolwej struktury warkoczowej trajektorii cyklotro-
nowych, ze wymog taki musialby sie wiaza¢ ze wspominana wyzej mozliwoscia
replikowania wielo-petlowej warkoczowej struktury przez realna dynamike cyklo-
tronowa pakietow falowych. Zgodnie z powyzszymi uwagami, kazdy pakiet falo-
wy odbywa periodyczna dynamike (z okresem cyklotronowym), a w szczegdlnosci
balistyczny pakiet musialby zataczaé zamkniete trajektorie, a zatem obejmuja-
ce koniecznie skwantowany strumien pola zewnetrznego. W przypadku v = %
wszystkie petle wielo-petlowej trajektorii cyklotronowej obejmowalyby, w tym
odwzorowaniu, pelne kwanty strumienia, ale w przypadku v poza % ostatnia petla

Sw przypadku 2D i wielo-petlowych klasycznych trajektorii cyklotronowych w przestrzeni
konfiguracyjnej, zgodnie z warkoczowg podgrupa, dodajemy tu mnoznik ¢, gdyz wedtug kwazi-
klasycznego zwiazku [22], Fdt = dp = ¢dr x B (F sila Lorentza) trajektoria potozeniowa jest
replikowana, w przyblizeniu kwaziklasycznym, w przestrzeni pedu kinematycznego (ortogonalnie
obrécona i przeskalowana czynikem -%), czyli powinna by¢ tez wielo-pgtlowa

Ydla funkcji falowych elektronéw z najnizszego poziomu Landaua zlokalizowanych na tré jkat-
nej sieci Wignera, tzw. funkcji Maki-Zotos [96], calka przekrycia najblizszych sasiadéw wynosi
~e T30 e300, dlav =1/9
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nie moglaby obejmowaé pelnego kwantu (reszta ze strumienia po przyjmowaniu
przez poprzednie petle pojedynczych kwantéow strumienia mogtaby by¢ dodatnia
lub ujemna, w zaleznosci od zwrotu wypadkowego pola Jaina w stosunku do pola

zewnetrznego).
Interesujacym wydaje sie zauwazenie, ze utrzymanie w mocy zalozen stan-
dardowej teorii ztozonych fermionéw, w przypadku poza v = %D, polegajacych na

przyjeciu modelu z catkowita liczbg kwantéow strumienia doczepionych do kazdej
z czastek, w proponowanej interpretacji wielo-petlowej prowadzi do obserwacji,
ze czes¢ z tych petli obejmowaé bedzie pelne kwanty strumienia a ostatnia tylko
fragment kwantu, i to dodatni lub ujemny, w zaleznosci czy efektywne pole Jaina
jest skierowane zgodnie czy przeciwnie do pola zewnetrznego (tj. w przypadku
p:3dlay<%luby>%,
nym zamknietym periodycznym trajektoriom kwaziklasycznego pakietu falowego,

odpowiednio). Taka sytuacja odpowiadataby real-

kiedy kwantowanie strumienia pola jest bezwarunkowo wymagane. Oznaczatoby
to, ze tylko w przypadku, gdy na ostatnia petle przypada n-ta cze$¢ kwantu
strumienia (tak jak w przypadku catkowicie zapelnionych n pozioméw Landaua)
mozliwa bylaby aranzacja kwaziklasycznego wielo-petlowego rzeczywistego ru-
chu. Ostatnia petla — podejrzewaé mozna — zorganizowana bytaby w analogii
do n-tego poziomu Landau, kolektywnie, tj. przy udziale n czastek obejmujac
dopiero wspdlnie pelny kwant strumienia pola magnetycznego. Taka kolektywna
petla moglaby by¢ wyobrazona jako petla, na obwodzie ktérej miesci sie n fal de
Broglie’a (kazda z nich reprezentujac jakby jedna czastke). Ta trajektoria reali-
zowalaby cyklotronowy ruch zgodny co do kierunku z poprzednimi petlami lub
przeciwny, w zaleznosci od zwrotu efektywnego pola Jaina w stosunku do pola
zewnetrznego. W przypadku takiego wymuszonego przez kwantowanie strumieni
odwréconego ruchu cyklotronowego ostatniej trajektorii, jej zwiazek z poprzed-
nimi petlami musialby mieé¢ charakter ésemki. Tego typu egzotyczna charaktery-
styka ewentualnej wielo-petlowej dynamiki kwantowej rozumianej w kategoriach
periodycznego ruchu balistycznych pakietéw falowych bytaby konsekwencja kwa-
ziklasycznego kwantowania strumieni i byé moze jest realizowana (na co wskazuje
dobra zgodnosé modelu ztozonych fermionéw z obserwacjami FQHE, zwlaszcza w
okolicach v = %), ale tylko dla zapelnien ujetych hierarchia v = W. Alter-
natywne ujecie mapowania FQHE na IQHE, z jednakowa frakcja strumienia na
kazda z petli wielo-petlowej struktury (w klasycznym warkoczowym ujeciu, bez
wymogu kwantowania strumieni), jak pokazano wyzej, prowadzi do nieco zmo-
dyfikowanej hierarchii zapetnien v = %. Eksperymentalna obserwacja wlasnosci
metalu Halla dla v = % wydaje sie wskazywaé jednak na przewage poprzedniego
modelu.

Zaplanowaé¢ mozna eksperyment, przy pomocy ktérego mozna by rozstrzy-
gnaé, ktéora z powyzszych interpretacji jest poprawna. Eksperyment polegaé¢ by
mogl na pomiarze ogniskowania cyklotronowego wiazki nosnikéw 2D przepusz-
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czanych przez waska, nanometrowych rozmiaréw szczeline, tak jak w eksperymen-
tach opisanych w [94, 32]. Mierzac ogniskowanie na lewo i na prawo od wyj$ciowej
szczeliny w blisko odleglych szczelinach kontrolnych, mozna by wykryé zmiane
orientacji cyklotronowego ruchu na ostatniej orbicie wielo-petlowej trajektorii,
mocno wydtuzonej w poblizu v = % Zmiana orientacji ruchu wzdtuz tej orbity
prowadzi¢ by musiala do asymetrii obserwacji przy przechodzeniu przez zapel-

nienie 5 przy zmniejszaniu lub zwigkszaniu natezenia pola zewngtrznego.

4.9 Grupy cyklotronowe w przypadku grafenu

Jednoatomowa warstwa grafitu (alotropowej odmiany wegla) nazywana grafenem
tworzy heksagonalng strukture 2D, z siecia Bravais zadana przez dwa wektory:

a; = a(37 \/5)/2, dz = CL(3, —\/§)/2’

(a ~ 0.142 nm, odleglo$¢ miedzy atomami wegla) z dwoma atomami wegla na
komérke elementarna, Rys. 4.5 a.

AN
b,/
\

\

K
\
J7EN
7
P
K,
’

’

_ ’
’

b, \,

Rys. 4.5. a) Dwusieciowa (A, B) tréjkatna struktura grafenu, @, da wek-
tory sieci Bravais, b1, ba wektory sieci odwrotnej, b) pasmowa struktura
grafenu, pasma typu 7, w modelu silnego wigzania, wg zaleznosci, B4 (K) =

+t/3 + f(k)—t' f(k), gdzie f(k) = 2cos(v/3kya) —|—4cos(§kya) cos(3kya),
t = 2.7 eV — energia przeskoku dla najblizszych sasiadéw (miedzy podsie-

ciami, wektory &;), t = 0.2t — energia przeskoku dla kolejnych sasiadéw
(wewnatrz podsieci), a = 1.42 A, idealne punkty Diraca K i K’ dla ¢’ =0

W wyniku powstaje podwdjna trdjkatna sie¢ — heksagonalna struktura ato-
moéw wegla typu plaster miodu (honeycomb), rozwinieta nanorurka. Zhybrydy-
zowane wigzania sp? typu o prowadza do mocnej (z kowalencyjnymi wigzania-
mi) dwuwymiarowej struktury, natomiast prostopadte do plaszczyzny orbitale p
hybrydyzuja do typu 7 struktury pasmowej (dobrze opisywanej w przyblizeniu
silnego wiazania i przy uwzglednieniu najblizszych sasiadéw i kolejnych sasiadow)
z dolinami dziurowymi (pasmo walencyjne) i elektronowymi (pasmo przewodnic-
twa) w punktach K i K’ na granicy szeSciokatnej strefy Brillouina [97, 98], Rys 4.5
b. Oba pasma stykaja sie w tych punktach (pétprzewodnik bezszczelinowy) i maja
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ksztalt stozkéw (w przypadku ¢’ = 0, w poblizu punktéw K, K'), czyli zaleznosé
energii od pedu (odlegtoéci od punktéw styku) jest liniowa wzgledem dlugosci
pedu. Odpowiedni hamiltonian pasmowy (w przyblizeniu silnego wiazania naj-
blizszych sasiadow i przy uwzglednieniu obu podsieci, numerowanych sztucznie
wprowadzonym pseudospinem) jest formalnie ekwiwalentny do opisu relatywi-
stycznych fermionéw o zerowej masie spoczynkowej (E = =4/ m%v% —{—p%%, zZ
mo = 0), opisywanych przez réwnanie Diraca z predkoscia $wiatla zastapiona tu-
taj przez predko$¢ Fermiego, vp ~ ¢/300 [98, 99]. Roéwnanie dynamiki przybiera
zatem postac:
—ivpd - V¥(r) = E¥(r),

gdzie wektor macierzy Pauliego odpowiada pseudospinowej strukturze zwiazanej
z dwoma podsieciami [98, 100] (funkcje falowe sa spinorami w tej strukturze).
Zerowa masa fermionéw Diraca prowadzi do licznych konsekwencji i anomalnych
elektronowych wlasnosci grafenu [98, 100, 101, 102]. Dla czastek Diraca o zero-
wej masie spoczynkowej nieoznaczono$é¢ pedu prowadzi takze do nieoznaczonoéci
energii (w przeciwienstwie do przypadku nierelatywistycznego, gdzie relacja nie-
oznaczono$ci potozenia i pedu jest niezalezna od relacji nieoznaczonoéci energii
i czasu), co powoduje ze dla czastek relatywistycznych ewolucja czasowa wiaze
stany czastkowe i dziurowe. Dla bezmasowych elektronéw Diraca inne jest tez
skalowanie energii cyklotronowej (~ B2 a nie ~ B, jak w przypadku nierela-
tywistycznych czastek). Inna, duzo wieksza jest réwniez warto$é tej energii (dwa
rzedy wieksza od odpowiedniej w klasycznych materiatach, tj. wynosi [z powodu
zerowej masy w punkcie Diraca] az okoto 1000 K, dla pola 10 T), co pozwa-
la obserwowaé catkowity kwantowy efekt Halla w grafenie nawet w temperatu-
rach pokojowych [101, 102]. Obserwowany jest tu jednak anomalny IQHE (dla
v==44(n+1/2), czyli dla +2, 46, £10, ... i przy zerowym poziomie Landaua w
punkcie Diraca, tj. dla energii zero; + odpowiada czastkom i dziurom, 4 wynika z
degeneracji spinowo-dolinowej [pseudospinu], 1/2 zwiazana jest z faza Berry’ego
dla pseudospinu) [101, 102, 99]), Rys. 4.6, co dobrze wyttumaczone jest struk-
tura pasmowa prowadzaca do efektywnego opisu Diraca [98, 100, 101, 102, 103].
Tzw. paradoks Kleina odnosnie idealnego tunelowania diracowskich czastek przez
bariery potencjalu prowadzi z kolei do wielkiej ruchliwosci nosnikéw tadunku w
grafenie, obserwowanej eksperymentalnie nawet w poblizu punktu Diraca (poziom
Fermiego na granicy miedzy elektronami i dziurami). W punkcie tym gesto$é no-
$nikéw jest zero (i zerowy poziom Landaua lokuje sie tu wlasdnie korzystajac z
obydwu pasm) [98, 101, 102, 99]. Grafen jest zatem materialem o wyjatkowych
wtasnosciach, dopiero stopniowo identyfikowanych zaréwno eksperymentalnie i
teoretycznie. Za opracowanie metody otrzymywania plaszczyzn grafenu oraz opi-
sanie licznych jego wlasnosci przyznana zostata nagroda Nobla w 2010 roku, dla
A. Geima i K. Novoselova.

Szczegblnie interesujace jest poszukiwanie w przypadku hallowskich pomia-
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Rys. 4.6. IQHE w grafenie w funkcji koncentracji (regulowanej przez na-
piecie bramkujace): pik dla n = 0 wskazuje na istnienie poziomu Landaua
dla punktu Diraca, pasma elektronéw i dziur prowadza do symetrycznych
IQHE oscylacji, stopnie o0,, odpowiadaja poléwkowym wielokrotnoéciom
4e? /h, zgodnie ze struktura pseudospinu dwudolinowego Zrédio: A. H. Castro
Neto, F. Guinea, N. M. R. Peres, K. S. Novoselov, and A. K. Geim, “The electronic
properties of graphene,” Rev. Mod. Phys. 81(1), p. 109, 2009

row grafenu stanéw zwigzanych z utamkowym kwantowym efektem Halla. Mimo
zastosowania bardzo silnych pél magnetycznych (do 45 T), nie wykryto FQHE
w prébkach grafenu osadzonych na podlozu SiOs [104]. W pracy tej wykazano
jednak pojawianie si¢ dodatkowych stopni (plateau) IQHE dla zapelnien v =
0,+1, +4, wskazujacych na usuniecie degeneracji spinowo-pseudospinowej (pod-
sieci), w wyniku nabierania masy przez fermiony Diraca [104]. Dopiero opanowa-
nie techniki tzw. zawieszonych ultramalych ptatkéw grafenu o niezwykle wysokiej
czystosci i ruchliwoéci noénikéw (powyzej 200000 cm?V~'s™!; wysoka ruchliwosé
jest warunkiem obserwacji FQHE takze i w przypadku pétprzewodnikowych he-
terostruktur 2D, co moze mieé¢ zwiazek z wielo-petlowym cyklotronowym kwa-
ziklasycznym ruchem pakietéw falowych w przypadku wielo-petlowych warkoczy
zwigzanych z FQHE), pozwolito na zaobserwowanie FQHE w grafenie przy zapel-
nieniach v = 1/3 oraz —1/3 (dla dziur, przy przeciwnej polaryzacji bramkujacego
napiecia ustalajacego poziom Fermiego albo w pasmie przewodnictwa, albo w pa-
$mie walencyjnym) [105, 106]. Obie prace raportuja obserwacje FQHE w grafenie
dla silnych pdl magnetycznych. W pracy [105], w polu rzedu 14 T dla koncentracji
elektronéw rzedu 10! /em? oraz w pracy [106], w polu rzedu 2 T ale dla mniejszej
o rzad koncentracji — Rys. 4.7.

FQHE w zawieszonym grafenie obserwowany jest nawet w temperaturach rze-
du 10 K [107], a nawet wyzszych [108], co wydaje si¢ by¢ zwiazane z silniejszym
oddziatywaniem elektrycznym wobec braku podloza dielektrycznego (ze stosun-
kowo wysoka przenikalnoscia dielektryczna w przypadku péiprzewodnikéw, ~ 10)
i tez z bardzo duza wartoécia energii cyklotronowej w grafenie (czyli duza przerwa
energetyczng oddzielajaca stany niescisliwe). Ulamkowy efekt Halla w grafenie
rozpatrwany jest tez w relacji ze spinowo-pseudospinowsa struktura w terminach
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Rys. 4.7. a) Obserwacja FQHE w zawieszonym grafenie dla zapelnienia
0.3 (1/3) w polu 12-14 T przy koncentracji 101 em™2 i ruchliwosci 250000
em?V~1s71 b) osobliwoéci FQHE w zawieszonym grafenie dla zapelienia
w polu 2-12 T przy koncentracji 10'°cm~2 i ruchliwoéci 200000 chV*ls’?i
Zrédio: a) X. Du, I. Skachko, F. Duerr, A. Liucan, and E. Y. Andrei, “Fractional
quantum Hall effect and insulating phase of Dirac electrons in graphene,” Nature 462,
p. 192, 2009 b) K. I. Bolotin, F. Ghahari, M. D. Shulman, H. L. Stormer, and P. Kim,
“Observation of the fractional quantum Hall effect in graphene,” Nature 462, p. 196,
2009

symetrii SU(4) i SU(2) [109].

W pracach [102,103] wskazano tez na konkurencje stanu FQHE ze stanem
izolatorowym w poblizu punktu Diraca, odpowiadajacego silnie malejacej kon-
centracji — Rys. 4.8.

a) b)
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Rys. 4.8. a) Pojawianie sie wraz ze wzrostem natezenia pola magnetyczne-
go stanu izolatorowego wok6! punktu Diraca, b) konkurencja FQHE i stanu
izolatorowego dla zapelnienia —1/3: wygrzewanie usuwa zanieczyszczenia
i stwarza warunki do pojawienia sie plateau FQHE Zrédlo: K. I. Bolotin, F.
Ghahari, M. D. Shulman, H. L. Stormer, and P. Kim, “Observation of the fractional
quantum Hall effect in graphene,” Nature 462, p. 196, 2009

7 punktu widzenia grup cyklotronowych wyniki eksperymentalne odnosénie
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FQHE w grafenie [105, 106, 107, 108, 109] wydaja sie zgodne z przewidywaniami
warkoczowego opisu. W przypadku grafenu specyficzna struktura pasmowa (bez-
szczelinowego polprzewodnika) ze stozkowymi pasmami typu Diraca prowadzi do
réwnoczesnego udziatu (w przypadku punktu Diraca) obu pasm — dziur i elektro-
néw, co w potaczeniu z bezmasowym charakterem fermionéw Diraca manifestuje
sie poprzez anomalny IQHE (korygowany w bardzo silnych polach w wyniku znie-
sienia degeneracji spinowej i dwudolinowej) [101, 102, 104]. Wlaczenie bocznego
napiecia (w zakresie do 10 V [105]) pozwala na regulowanie gestosci nos$nikéw przy
stalym polu magnetycznym. Nalezy zatem oczekiwaé, ze przy mniejszej gestosci
nosnikéw (elektronéw, lub symetrycznie dziur przy odwrotnej polaryzacji) orbi-
ty cyklotronowe beda zbyt krétkie by umozliwiaé¢ zamiany warkoczowe czastek
przy dostatecznie silnym polu magnetycznym — stabszym jednak dla mniejszej
koncentracji — i tak jest wlasnie obserwowane eksperymentalnie [105, 106]. Dla
niskich koncentracji, przy zblizaniu sie¢ do punktu Diraca, oczekiwaé¢ mozna, ze
zbyt silne pola przekrocza prog stabilnosci stanu IQHE w konkurencji z kryszta-
lem Wignera (przy zalozeniu podobnego charakteru tej konkurencji w przypadku
bezmasowych fermionéw Diraca do sytuacji tradycyjnych struktur 2D) i to wia-
$nie odpowiada pojawieniu sie stanu izolatorowego w poblizu punktu Diraca w
silnym polu magnetycznym [110]. W przypadku heksagonalnej struktury grafenu
krystalizacja elektronéw (lub dziur) moze interferowaé z tréjkatna siecia kry-
staliczna, a uwzglednienie rezonansu (przeskokéw) pomiedzy dwoma obecnymi
tu podsieciami moze spowodowaé rozmycie przejscia do stanu izolatorowego, co
wydaje si¢ by¢ zgodne z obserwacjami (Rys. 4.8).

Warto tez zwrdci¢é uwage, ze w pewnej korespondencji do struktury grafenu
typu plaster miodu intensywnie rozwazane sa ostatnio topologicznie wyrdznione
stany kwantowe w ukladach sieci optycznych zapelnianych atomami (fermionami
lub bozonami) [111]. Realizacja takich sieci o szeSciokatnych komérkach honey-
comb lub kwadratowych checkerboard mozliwa jest w praktyce przy wykorzysta-
niu interferencji kilku odpowiednio zorientowanych wiazek laserowych, a przy ich
specjalnie dobranej modulacji, nawet mozliwe jest osiagniecie wirowania komérki
elementarnej (imitujac pole magnetyczne) [112]. Stwarza to zupelnie nowe moz-
liwosci badania silnie skorelowanych ptaskich uktadéw (w tym zupelnie odmien-
nych od elektronowych, ukladéw bozonowych), chociaz postep eksperymentu nie
jest tu jeszcze zadowalajacy, zwlaszcza z powodu niemoznosci obserwacji efektow
transportowych dla koniecznie neutralnych atoméw, putapkowanych w sieciach
optycznych. Teoretycznie jednak, w tych ukitadach badane sg stany hallowskie
w polu magnetycznych [112], a takze podobne stany bez pozioméw Landaua
[113, 114, 115]. Te ostatnie nawiazuja do idei Haldane’a [116], zgodnie z ktéra
w ukladach plaskich sieci periodycznych (oryginalnie, typu honeycomb) mozliwe
jest wprowadzenie topologicznej krzywizny Berry’ego poprzez zamodelowanie ze-
spolonych amplitud przeskokéw do najblizszych lub dalszych sasiadéw, co tamie
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symetrie na odbicie czasu i pozwala na modelowanie topologicznie odmiennych
stanéw kwantowych podobnych do stanéw w silnym polu magnetycznym [117].
Tego typu modele zwigzane z zaproponowanymi ostatnio tez topologicznymi izo-
latorami [118, 119] opisywanymi przez topologiczne niezmienniki podobne do pro-
ponowanych wczesniej réwniez dla uktadéw hallowskich [120, 121], niekoniecznie
odpowiadaja stanom hallowskim w heterostrukturach pétprzewodnikowych, czy
w grafenie, ale moga wiaza¢ sie z topologicznymi efektami np. dla standéw po-
wierzchniowych [122]. W przypadku jednak gdy odnosza si¢ do ukladéw w sil-
nym polu magnetycznym (lub imitowanym przez rotacje komérek elementarnych
[114], czy przez odpowiednio dobrane fazy dla amplitud przeskokéw [113]), moz-
na oczekiwaé¢ podobnego zwigzku z cyklotronowymi grupami warkoczowymi jak
w elektronowych uktadach 2D w potprzewodnikowych studniach kwantowych i
w grafenie (podobnie rozwazane moga by¢ tu tez stany krystalizacji Wignera
(123, 124]).



Rozdziat 5

Podsumowanie

Niejednospdjna (wielospdjna) struktura przestrzeni konfiguracyjnych uktadéw
wielu czastek wyrazona jest przez grupy warkoczowe, czyli pierwsze grupy homo-
topii m; tych przestrzeni, ktore w takim przypadku sa nietrywialnymi grupami.
Grupy warkoczowe sa wyjatkowo bogate w przypadku ukladéw 2D (i lokalnie 2D).
Warkoczowa prezentacja wyraza, ze trajektorie w przestrzeni konfiguracyjnej wie-
loczastkowego uktadu nie moga by¢ w sposéb ciagly deformowane i przeksztatcane
jedne w drugie, jesli naleza do réznych klas homotopii grupy warkoczowej. Z tego
powodu nie jest mozliwe przeprowadzenie catkowania po trajektoriach wedlug
jednej miary dla wszystkich trajektorii i warunki ciggtosci pozwalajg definiowaé
miare w przestrzeni trajektorii tylko w ramach wzajemnie homotopijnych krzy-
wych, czyli dla kazdej z klas homotopii oddzielnie. Prowadzi to do rozdzielenia
dziedziny catek Feynmana po trajektoriach zgodnie ze strukturg pelnej grupy
warkoczowej. Pojawia sie w ten sposéb koniecznosé okreslenia jednowymiarowej
unitarnej reprezentacji tej grupy w celu zdefiniowania wag, z jakimi w catkowaniu
funkcjonalnym uwzglednione beda poszczegdlne wzajemnie niechomotopijne kla-
sy wieloczastkowych trajektorii. Kazda z takich reprezentacji daje podstawy do
scharakteryzowania oddzielnego typu czastek kwantowych o odmiennej statysty-
ce. W przypadku R? i wyzej wymiarowych rozmaitoéci, pelna grupa warkoczowa
jest grupa permutacji, ktéra posiada tylko dwie rézne jednowymiarowe reprezen-
tacje unitarne prowadzace do bozonéw i fermionéw. W przypadku rozmaitosci R?
(i ograniczonych rozmaitosci lokalnie 2D) daleko bogatsze reprezentacje unitarne
grupy warkoczowej dopuszczajg istnienie anyonéw, oprécz bozonéw i fermiondw.

W przedstawionej pracy argumentujemy, ze dziedzina sumowania po nieho-
motopijnych klasach trajektorii w catkach funkcjonalnych obejmowaé moze tylko
te elementy petnej grupy warkoczowej, ktore zawieraja trajektorie mozliwe do
realizacji. Wskazujemy, ze w przypadku obecnosci silnego pola magnetycznego
prostopadtego do ptaskiego uktadu natadowanych czastek, nie wszystkie trajek-

o1
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torie definiowane dla uktadu bez pola beda dostepne. W przypadku gdy pro-
mien cyklotronowy jest zbyt krétki w stosunku do odleglosci miedzy czastkami
utrzymywanej przez odpychanie Coulomba na poziomie okreslonym przez gestosé
uktadu, niemozliwe sa zwykle zamiany czastek wzdtuz cyklotronowych trajektorii
i odpowiadajace elementy grupy warkoczowej nalezy wykluczy¢ z dziedziny catek
po trajektoriach. Pozostala podgrupa warkoczowa klas trajektorii, nazwana tu
warkoczows podgrupa cyklotronowa, okreéla zatem dziedzine sumowania funk-
cjonalnego i poprzez swoje reprezentacje unitarne wskazuje na mozliwe czastki
kwantowe w dwuwymiarowych uktadach w silnym polu magnetycznym. Odpo-
wiednie jednowymiarowe unitarne reprezentacje warkoczowych podgrup cyklotro-
nowych pozwalaja na zidentyfikowanie zlozonych fermionéw (ogodlniej, ztozonych
anyonow), czastek modelowanych dotychczas przy pomocy sztucznych konstruk-
¢ji z pomocniczymi lokalnymi strumieniami lub wirami, a obecnych w uktadach
hallowskich z korelacjami Laughlina.

Czastki te obserwowane eksperymentalnie nie mogty by¢ odréznione przez re-
prezentacje pelnej grupy warkoczowej i dopiero okreslenie wtaéciwej dla obecnosci
silnego pola magnetycznego cyklotronowej struktury warkoczowej stwarza mozli-
wos¢ ich odpowiedniej charakteryzacji w jasnym zwiazku z wymagana symetria
korelacji Laughlina. W ten sposéb udaje sie zidentyfikowaé¢ topologiczne uwarun-
kowanie egzotycznej fizyki dwuwymiarowych uktadéw hallowskich bez odwolty-
wania sie do pomocniczych efektywnych konstrukcji. Zauwazono, ze w przypad-
ku natadowanych wieloczastkowych uktadéw 2D w silnym polu magnetycznym,
wielo-petlowa struktura cyklotronowa trajektorii warkoczowych spelnia oczeki-
wane wymagania zamiany czastek. Wiaze sie to z faktem, ze w ptaskich uktadach
dodatkowe petle nie moga prowadzi¢ do wzrostu powierzchni (w przeciwienstwie
do ukladéw 3D) i dziela sie tym samym strumieniem pola zewnetrznego, co pro-
wadzi do wzrostu ich rozmiaréw, w takim stopniu, ze mozliwe sa zamiany czastek
konieczne dla ustalenia statystyki (zdefiniowania grupy warkoczowej, w tym przy-
padku cyklotronowej warkoczowej podgrupy).

Réwnoczednie wyjasnione zostaly szczegély i charakter modelowych pomoc-
niczych obiektéw w poprzednich sformutowaniach odnosnie ztozonych fermiondw
i korelacji Laughlina, w szczegdlnosci wykazany zostal fikcyjny charakter zlo-
kalizowanych na czastkach strumieni magnetycznych w modelowaniu ztozonych
fermionéw, ktére wprowadzono sztucznie w istocie tez po to, by zwiekszy¢ pro-
mien cyklotronowy. Zwrdcono uwage, ze w tym modelowym podejiciu, zatozenie
o calkowitej liczbie kwantéw strumienia doczepianych do czastek dla zapelnien
poziomu Landaua poza v = %D, p nieparzyste, prowadzi do niejasnego zalozenia
o mozliwosci zwrotu wypadkowego pola zewnetrznego i usrednionego pola docze-
pianych strumieni przeciwnie do zwrotu pola zewnetrznego, co bylo stosowane w
celu odtworzenia hierarchii zapetnien utamkowego kwantowego efektu Halla. Cy-
klotronowe sformutowanie pozwala na usuniecie tych watpliwosci opisu korelacji
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Laughlina poprzez ztozone fermiony i uzyskanie poprawionej hierarchii zapelnien
ulamkowego kwantowego efektu Halla przez mapowanie na caltkowity hallowski
efekt.

Zauwazono takze inne mozliwe zrédto niescistosci, kiedy przy numerycznych
diagonalizacjach oddzialywania (szeroko stosowanych w odniesieniu do uktadéw
hallowskich) nie ograniczono dziedziny minimalizacji do podprzestrzeni Hilberta
funkcji antysymetrycznych o wymaganej symetrii dostosowanej do ztozonych fer-
mionéw jako pelnoprawnych kwantowych czastek odrebnych kwantowo-statystycznie
od fermionéw (poprzednio zlozone fermiony traktowane byly niestusznie jako
zwyktle fermiony ubrane tylko w lokalne strumienie w analogii do kwaziczastek,
co prowadzi¢ moze jednak do istotnych niedoktadnosci w wyniku minimalizacji
po zbyt obszernej dziedzinie wszystkich antysymetrycznych funkcji odpowiada-
jacych zwyklym fermionom).

Zaproponowany w pracy formalizm cyklotronowych podgrup warkoczowych
wydaje sie w konsystentny sposdb wyjasniaé przyczyny wystepowania egzotycz-
nych i bogatych korelacji Laughlina w natadowanych wieloczastkowych uktadach
2D w silnym polu magnetycznym. Pozwala on réwnoczesnie na wyjasnienie i
zweryfikowanie szeroko stosowanych modelowych opisow uktadéw przy pomocy
ztozonych fermionéw. Postep w ujeciu fizycznych podstaw i topologicznych uwa-
runkowan kwantowania uktadéw 2D w polu magnetycznym uzyskany w wyniku
rozpatrzenia cyklotronowych podgrup warkoczowych, wskazuje na wielka przy-
datnos¢ metod homotopii w analizie wielo-czastkowych uktadéw kwantowych o
roznej geometrii. Podstawowe zwigzki fizyki i informatyki pozwalaja takze ocze-
kiwaé szerszego wykorzystania grup warkoczowych (zaréwno pelnych, cyklotro-
nowych, jak i czystych) w obu dziedzinach.



Rozdziat 6

Uzupetnienia i rozszerzenia

6.1 Funkcja falowa dla catkowicie zapeftnionego najnizsze-
go poziomu Landaua

Kwantowanie Landaua ruchu natadowanej czastki w polu magnetycznym w plasz-
czyznie prostopadlej do kierunku pola, jest doktadnym wynikiem o licznych istot-
nych konsekwencjach, takze w fizyce wieloczastkowych ukladéw, jak elektronow
w metalu lub w pétprzewodniku, czy uktadéw hallowskich 2D. Jesli rozpatrywaé
pojedyncza natadowana czastke (wtedy nie ma znaczenia jej statystyka i takze nie
mozna jej okresli¢), to w stalym polu magnetycznym odpowiada jej hamiltonian:

(—ihV — £A(r))?
2m

H= —2upB -8, (6.1)

gdzie, e oznacza tadunek czastki, A wektorowy potencjal pola magnetycznego,

eh
2mce’

B =V x A, czlon Pauliego®, —2upB - S, gdzie up magneton Bohra, ug =
S = %(ax,ay,az) operator spinu (przyjeliémy tu spin % jak dla elektronu) wy-
razony przez macierze Pauliego. Jeéli wybraé cechowanie w postaci (cechowanie
Landaua):

A = (0, Bz,0),

to rOwnanie na stany stacjonarne przyjmie postac:

o | 1 ( w0 _Cp )2 R O W (6.2)
——7%—% +t7—|—thz7——-Bz —— 75 =€ .
2m 0z2  2m oy ¢ 2m 022 ’

*czesto pomijany, gdyz w ukladach fazy skondensowanej mnozony jest dodatkowo przez
czynnik giromagnetyczny, zwykle malty (np. w GaAs rozszczepienie Zeemana wywolane przez
czton Pauliego jest rzedu 0.1 meV/T)

fezton Pauliego w hamiltonianie powoduje tylko jednorodne przesuniecie calego widma o
FupB dla spinéw zgodnych i przeciwnych do pola (kierunek z wybierany jest wzdtuz pola B) i
dlatego nie odgrywa istotnej roli w kwantowaniu Landaua
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a funkcje wlasng nalezy wybra¢ w ksztalcie:
Y(a,y, 2) = ePr/le= (). (6.3)

Funkcja ¢(z) spelnia zatem réwnanie:

h2 d2g0(x) 6’232 pyc 2 pz
“m da? | 2me <x_63) plz) = (e~ (). (6.4)

2m

Jest to réwnanie jednowymiarowego oscylatora harmonicznego [28],

n? d*p  ka?
- T4 p=F
omds? T 2 ¥ 4
z przesunietym $rodkiem o ZLBy i czestoscia w = % = %, oraz E = ¢ — %.
Zatem, otrzymujemy widmo:
%
€= 2;@ +upB(2n+1) + upB, (6.5)

gdzie, £upB odpowiada przesunieciu widma dla dwéch orientacji spinu (z powo-
du czlonu Pauliego w hamiltonianie). Pomijajac ten czlon, a takze przechodzac
do przypadku 2D, mamy oscylatorowe widmo:

e=upB(2n+1)

oraz funkcje wlasne w postaci stanéw oscylatora harmonicznego (z wielomianami

Hermite’a H,,) ze srodkiem przesunietym wzdluz kierunku = o xg = ee%’:
1 2 2 r—x
_ (x—x0)*/2a H 0) 6.6
#n(@) nl/4al/2y/ il " ( aB ) (6.6)

Przesuniecie srodka oscylatora jest tu przyczyna degeneracji wszystkich po-

ziomow, w takim samym stopniu dla kazdego n = 0,1, 2,3.... Degeneracje te

tatwo oszacowaé, gdyz, 0 < ce%y < L, oraz dn, = dpy%, co daje degeneracje

kazdego poziomu n, L}waeB = ,ﬁ 73 (czyli wielko$¢ strumienia pola BS wyrazona

k)
=)
Dla innego cechowania, odpowiadajacego np. cylindrycznej symetrii (we wsp6l-

w kwantach strumienia

rzednych cylindrycznych),
Ay =DBp/2, A, = A, =0,
rownanie Schrodingera przyjmuje postac:

— oG8 4 met 2 — By,
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gdzie, w = ‘G‘B . Rozwigzanie ma postac:
1 . A
¥ = =Ml p)
gdzie radialna cze$é¢ spelnia réwnanie:
7 / C M2
CR"+ R + —7+ﬁ——c R=0, (6.8)
gdzie, B = % (E — %) — %, (=57 w52 Dla ¢ — oo asymptotyka R jest postaci

e=¢/2 a dla ¢ — 0, postaci (M2, Zatem R(¢) = e ¢/2¢IM/244(¢) i wtedy w
) y P y
spelnia réwnanie konfluentnej funkcji hipergeometrycznej [28, 86,

w:F{—(ﬁ—‘M';l),\MHLg}, (6.9)

gdzie, §— (|M|+1)/2, musi by¢ nieujemna liczba caltkowita n,, a wartodci wlasne
sg dane wzorem:

(6.10)

M|+ M +1 2
E:hw(np—i—M)—i—pz

2

Sa to te same wartosci wlasne jak wyzej, w cechowaniu Landaua, ale wyrazone

om’

przez inne liczby kwantowe (M to z-towa skladowa momentu pedu). Degeneracja
jest rowniez taka sama jak poprzednio, ale wyraza si¢ tu poprzez niezaleznosé¢ E
od ujemnych M. Funkcje falowe maja postaé:

L (IM]+ny)! vz 2/(4a2)) | M| 2 /(02
Ran(p) 1 +IM] [QanHM]!] e’ p F(_nm |M| + 1, p%/(2a%)),
(6.11)
czyli zupelnie inng niz w przypadku cechowania Landaua. Zalezno$é postaci funk-
¢ji falowych od wyboru cechowania potencjalu pola magnetycznego jest wyrazem
niefizycznego charakteru cechowania, ale i dopasowywania sie tez funkcji falowych
do symetrii cechowania i odpowiednich warunkéw brzegowych, typu plakietki dla
cechowania Landaua i okregu (w przypadku 2D) dla cylindrycznej symetrii. Za-
tem, gestosé prawdopodobienstwa znalezienia czastki (modul funkcji falowej) jest
tez nie zwiazana tu z cyklotronowymi klasycznymi trajektoriami. Funkcje falowe
moga nie mie¢ nawet cylindrycznej symetrii, jak w przypadku cechowania Lan-
daua. Zwiazane jest to z degeneracja pozioméw Landaua i niekomutatywnoscia
operatoréw skladowych z i y polozenia $rodka orbit cyklotronowych (nie moga
by¢ one réwnoczesnie okreslone) [28, 86]. Dynamika kwantowa wykazuje jednak
cyklotronowy periodyczny charakter, co zaobserwowaé¢ mozna w ewolucji czasowej
w reprezentacji Heisenberga operatoréw potozenia, odpowiadajacych klasycznej
trajektorii cyklotronowej (co oznacza, ze dowolny pakiet falowy bedzie realizo-
wal periodyczna cyklotronows dynamike w plaszczyznie prostopadiej do pola
magnetycznego) [86]. Wartoéci wlasne energii (choé¢ moga wyrazaé sie poprzez
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rézne liczby kwantowe) sa niezalezne od cechowania, podobnie jak degeneracja

pozioméw energetycznych. Poziomy te nazywane sg poziomami Landaua.
Mozna teraz rozwazy¢ gaz nieoddzialujacych fermionéw zapelniajacych zde-

generowane poziomy Landaua. W szczegdlnosci interesujacy jest przypadek kom-

pletnego zapelienia najnizszego poziomu Landaua, kiedy liczba czastek N jest
BS

he/e”
sta¢ wyznacznika Slatera réznych standéw jednoczastkowych z pierwszego poziomu

rowna degeneracji poziomdw Odpowiednia funkcja falowa przyjmuje po-
Landaua i antysymetryzowanych z powodu nierozréznialnosci fermionéw. W sy-
metrii cylindrycznej, przyjmujac n, = 0, funkcje falowe maja postac: ~z‘M|e*‘z|2/2“2,
dla —M = 0,1,2,3...N — 1 (co odpowiada degeneracji dla ujemnych M), z =
pe'® = x +iy. W wyniku antysymetryzacji otrzymujemy wyznacznik Slatera —
funkcje falowg dla N nieoddzialujacych czastek — w postaci:

2 N-1
1 zn 27 .. 7
2 N-1
_ 29,21 1 29 z e Z
U(z1,...,2N) = const.e 2 [l /20 2 2 (6.12)
2 N-1
1 2y 2y o 2y

Powyzszy wyznacznik w funkcji Slatera jest znanym wyznacznikiem Vandermon-
de’a i calg funkcje zapisa¢ mozna w postaci:

N
U(z1,...,2N) = const.e” 2, =il /202 H (zi — 2j), (6.13)
ij=1,i>j
gdzie ostatni iloczyn jest wielomianem Vandermonde’a. Zastgpienie wielomianu
Vandermonde’a przez réwniez antysymetryczny wielomian Jastrowa ng=1, i>j (zi—
zj)P (p nieparzysta liczba naturalna) zmienia funkcje Slatera w funkcje Laughlina

dla FQHE dla utamkowych zapelnien, v = % LLL.

6.2 Stany sparowane typu Pfaffian

Wyznacznik antysymetrycznej macierzy 2n x 2n moze by¢ wyrazony (z doklad-
noscia do znaku) w postaci kwadratu wielomianu stopnia n zbudowanego z ele-
mentéw tej macierzy. Ten wielomian nazywa si¢ Pfaffianem macierzy (antysyme-
trycznej, parzystego rzedu). Czyli, np.

A:[O a

)

—a 0

Pf(A) = +\/det(A) = +Va? = a,
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(znak ustali¢ mozna z def. (6.14), poniewaz postugujac sie relacja (Pf(A))? =
det(A) mozliwe jest okreslenie Pfafianu z dokladoscia do znaku)

0 a b c
—a 0 d e

B =
-b —-d 0 fl’
—c —e —f 0

Pf(B) = ++/det(B) = af — be + dec.

latwo pokazaé proste wlasnosci Pfaffianu,
(Pf(A))? = det(A),
Pf(BABT) = det(B)Pf(A),
Pf(aA) = a"Pf(A),
Pf(AT) = (=1)"Pf(A),

gdzie A, B macierze antysymetryczne rzedu 2n, a — liczba.
Przydatna jest tez nastepujaca reprezentacja Pfaffianu macierzy A = {a;;}
erdu 2n, Qj5 = —Qyjj:

1 . L
Pf(A) = Z sign(o) H A5 (2i—1)0(2i)> (6.14)
i=1

npl
2"n! e

gdzie So,, jest grupa permutacji i sign(o) oznacza znak (parzysto$¢) permuta-
cji. Dla macierzy antysymetrycznych, dla ktorych okredlony jest Pfaffian, mozna
wprowadzi¢ sparowanie indekséw 1, ...,2n, tzn.,

o = {(i17j1)7(i2;j2)7'”7(inajn)}7 (615)

gdzie, i, < jg,o0raz i; < 19 < ... < i,. Takiemu dowolnemu sparowaniu odpowiada

W:{} 2.3 4 . Qn} (6.16)

1oJ1 2 J2 e Jn

permutacja:

Uzywajac powyzszych sparowan mozna zapisac:
Pf(A) = Zsign(w)ailjlai2j2...ainjn, (6.17)
[0

gdzie sumowanie przebiega po wszystkich mozliwych sparowaniach speilniajacych
warunki kolejnosci indekséw.
Na przyklad, dla macierzy 4 x 4 mamy,

Pf(A) = a12a34 — a13a24 + a14a23,



ROZDZIAL 6. UZUPELNIENIA I ROZSZERZENIA 59

co zgadza sie z pierwiastkiem z wyznacznika macierzy A.
Pfaffiany okazuja sie przydatne do modelowania funkcji falowych sparowanych
2n fermionéw w stanie BCS w reprezentacji potozeniowej (w przypadku 2D), w

Py <2i2> (6.18)

W ogélnosci, funkcja typu BCS w przestrzeni polozen (2n czastek w 2D) ma

postaci funkcji:

postaé [42]:

2n
Upos(21s o 7an) = Antysymeryzacjad  [[ $(zi—z)p,  (6.19)

i, parzyste

gdzie Antysymetryzacja dotyczy wszystkich mozliwych sparowan 2n czastek
(tych sparowan jest (2n — 1)!!) — dokladnie jak w definicji Pfaffianu [125]. Funk-
cja pary fermionéw 1 (z; — z;) musi by¢ nieparzysta i powinna by¢ monotonicznie
malejaca funkcja odlegtosci czastek, jedli ma reprezentowaé sparowanie. Najprost-
szg taka funkcja (i odpowiadajaca standardowej reprezentacji BCS w przestrzeni
pedéw, ze stalym potencjalem parowania)t jest,

1
Zi—Zj.

Pz - z) = (6.20)

Funkcja falowa w postaci Pfaffianu (6.18) ma osobliwos¢ dla z; = z;, ale wy-
stepuje zwykle jako czynnik razem z wielomianami typu Jastrowa, co powoduje
usuniecie osobliwosci w caltej modelowanej funkcji ze sparowaniem, jak w poniz-
szym przykladzie (dla zapelienia v = % LLL):

\I’(Zl, ceey Zgn) = Pf ( ! ) H(ZZ — Zj)26_ Zj ‘Zj|2/(2a2). (621)

i %)) i

Warto tu zauwazy¢, ze Pfaffian wprowadza w powyzszej funkcji przesunigcie
fazowe —m przy zamianie czastek, co razem z 27w od czynnika Jastrowa, daje
sumaryczne przesuniecie fazowe 7 (jak dla zwyklych fermionéw).

Niestabilno$¢ morza Fermiego na tworzenie par Coopera przy obecnosci nie-
zerowego przyciggania czastek

U podstaw teorii nadprzewodnictwa BCS znajduje sie obserwacja o niestabilno-
Sci dwuczastkowej funkcji Greena normalnej cieczy Fermiego w kanale czastka-

czastka [22]. Ten kanal koherentnych rozproszen wyr6zni¢ mozna w réwnaniu

i 2m

jest postaci Pf ( ! ) (co wiaze sie z relacja, V?1 = —2m8(2)/z) [42]

z;—2;

2
*dla hamiltonianu BCS, H = 3 2+ — © Z#j d(r; — r;), sparowana funkcja BCS (w 2D)
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na wierzchotki typu Bethe-Salpetera. Wierzcholek pelny wyraza sie przez nie-
redukowalng funkcje wierzchotkowa wzgledem zgodnie-réwnolegle skierowanych
dwdéch funkeji Greena (kanal czastka-czastka dla rozproszen; tzn. ze nie mozna
tej nieredukowalnej funkcji wierzchotkowej przeciaé¢ wzdluz takiej pary funkcji
Greena), lub przez inna nieredukowalna funkcje wierzchotkowa wzgledem anty-
rownolegtych dwéch funkcji Greena. Odpowiadajace tym nieredukowalnym wierz-
chotkom wysumowanie nieskonczonej drabiny graféw z golym oddzialywaniem
nie wyczerpuje wszystkich mozliwych rozproszen, a réwnoczesne wysumowanie
obu nieskonczonych drabin graféw jest niemozliwe. Zatem analizowane sa oso-
bliwosci obu kanaléw oddzielnie. Kanal czastka-dziura wiaze sie z teoria nor-
malnej cieczy Fermiego — okreslajac wzbudzenia kolektywne typu zerowy dzwiek
i tlumienie Landaua (w terminach amplitud Landaua wyrazajacych sie przez
odpowiednia granice funkcji wierzchotkowej) [22]. Natomiast analiza osobliwosci
kanatu czagstka-czastka wskazuje na niestabilnos$é stanu podstawowego normalnej
cieczy Fermiego na koherentne rozproszenie pary czastek o sumarycznym pedzie
bliskim zero (czyli pary czastek z przeciwnych stron powierzchni Fermiego), a
zatem na tworzenie par Coopera. Z prostej analizy jadra réwnania catkowego dla
kanatu czastka-czastka (zgodnie-réwnoleglych funkcji Greena) wynika, ze czysto
urojony biegun funkcji wierzchotkowej (i zatem dwuczastkowej funkcji Greena;
biegun wskazujacy na niestabilno$é¢ stanu normalnego cieczy Fermiego) pojawia
si¢ w gornej pélplaszczyznie (po przedluzeniu analitycznym zwiazanym z przej-
sciem od funkcji matsubarowskich do funkcji retardowanych/adwansowanych),
pod warunkiem: 1) przyciagajacego charakteru oddzialywania (znak minus przy
golej funkcji wierzchotkowej), 2) niewielkiego sumarycznego pedu obu koherent-
nie rozpraszanych czastek, 3) niskiej temperatury (warunki 2) i 3) prowadza do
mozliwoéci okreslenia krytycznego pedu par Coopera i temperatury krytycznej
dla niestabilnosci stanu normalnego na tworzenie tych par) [22] rozdziat VII $33.
Podkresli¢ tu nalezy, ze tak opisana niestabilnos¢ morza normalnych fermiondw
w przypadku ich (dowolnie malego) przyciagania wskazuje na koherentne formo-
wanie par Coopera, czyli niestabilnosé do stanu BCS, zidentyfikowana jednak w
stanie normalnym. Pelny opis stanu nadprzewodzacego (lub nadcieklego dla nie-
natadowanych fermionéw) wymaga wprowadzenia anomalnych funkcji Greena i
anomalnych wierzchotkéw, wykraczajac poza ramy teorii normalnej cieczy Fer-
miego, co zostato sformulowane przez Larkina i Migdala dla sparowania typu s i
Czerwonke dla sparowania typu p, opisane ze stosowna literatura np. w [22, 126].

6.3 Podstawowe definicje
Podgrupa Zbiér G’ C G nazywamy podgrupa grupy G, gdy:

1. ee G,
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2.V xzeyecd,
z,yeG’

3. jezeliz € G'tox™! € G,

tzn. para {G’, e} jest grupa.

Rzad grupy Rzad grupy G jest liczbg elementéw grupy oznaczang jako n. Jezeli
n jest skonczone (n < o0), to grupa jest skonczonego rzedu, jezeli n = oo, to
grupa jest nieskonczonego rzedu.

Grupy cykliczne Gdy wszystkie elementy grupy G = {e,a,b, ...} mozna zapisaé
—_——
n
: _ 2 .3 n—1 : k _
w postaci G = {e,a,a?,a°,...,a" 1}, gdzie a® = ge...0q, k € {0,...,n}
k

k' —e e k=0VEk=n, wowczas taka grupe G

(" e 7jest dzialaniem) oraz a
nazywamy cykliczng i jest ona rzedu n.

Grupy permutacji Grupa S (G) wszystkich wzajemnie jednoznacznych odwzoro-
wan n-elementowego zbioru G w siebie tworzy grupe symetryczng S,. Grupa
symetryczna S, to grupa permutacji n elementéw w siebie. Rzad S, wynosi n!.

Generatory grupy Niech X bedzie dowolnym podzbiorem grupy G. Przez (X)
oznaczamy przekréj wszystkich podgrup grupy G zawierajacych X. (X) jest pod-
grupa grupy G, i nazywany jest podgrupa generowang przez X . Elementy zbioru
X nazywane sa generatorami grupy (X). Podgrupa (X) sklada si¢ z elementow
postaci:

ot xg? e

gdzie z; € X., a; = 1.
Jezeli grupa G jest generowana przez skonczony zbior generatoréw X to nie
moze by¢ nieprzeliczalna.

Warstwy Niech G bedzie grupa a G’ jej podgrupa. Warstwq lewostronng pod-
grupy G’ w grupie G nazywamy zbiér 2G’' = {x e g, g € G'}, gdzie x € G. Kazdy
element warstwy xG’ jest reprezentantem tej warstwy. Warstwg prawostronng
podgrupy G’ w grupie G nazywamy zbior G'z = {gex,g € G'}, gdzie z € G.
Kazdy element warstwy G’z jest reprezentantem tej warstwy.

Homomorfizm grup Homomorfizm f : {G,e} — {G’, x} (oznaczane f: G — G’
lub f) jest odwzorowaniem zachowujacym dzialanie grupowe, tzn.:

V f(zey)=f(z) xf(y).

z,yeG
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Jadro homomorfizmu grup Jadrem homomorfizmu f : G — G’ nazywamy zbidér
Ker f ={x € G, f (x) = €'}, gdzie € jest elementem neutralnym G'.
Niech H = Ker f

e Lemat 1. Jadro H homomorfizmu f : G — G’ jest podgrupa grupy G.

o Lemat 2. ¥ xH = Hx,gdziexH = {xroeh,h€ H}iHx ={heox,h € H}.
zelG

e Lemat 3. Para {H, e} jest grupa.
e Lemat 4. Odwzorowanie f': G’ — G jest homomorfizmem.
e Lemat 5. Podgrupa H C Ker f’, a nawet H = Ker f'.

Grupa ilorazowa oznaczana G/H jest to grupa warstw G’ dzielnika normalnego
H.

Dzielnik normalny (podgrupa normalna) Dzielnikiem normalnym nazywamy do-
wolng podgrupe G’ grupy G, spelniajacg warunek:

v 2Glz =G
zeG

Kazdy dzielnik normalny jest jadrem pewnego homomorfizmu.

Reprezentacja grupy Reprezentacja grupy G nazywane jest odwzorowanie homo-
morficzne tej grupy w zbiér skonczenie wymiarowych macierzy kwadratowych.
Grupa, ktoérej elementami sa macierze D (z), z € G, bedaca obrazem homomor-
ficznym grupy G jest jej reprezentacja. Zawsze istnieja reprezentacje trywialne
(dowolnego wymiaru) grupy G — macierze jednostkowe.

Jesli A jest reprezentacja grupy G to wyznaczniki det D (x), D (z) € A,
x € G tworza jednowymiarowa reprezentacje grupy G. Jezeli istnieje homomor-
fizm f : G — G’ oraz A jest reprezentacja grupy G’ to A jest reprezentacja
grupy G. Niech D (z) i D' (x), gdzie x € G beda reprezentacjami grupy G. Jezeli
D' (z) = 871D (z) S, gdzie S jest dowolng macierza nieosobliwg, to D (z) i D’ (x)
nazywane sa reprezentacjami rownowaznymi.

Reprezentacje nieprzywiedlne grup Reprezentacjg nieprzywiedlng lub niereduko-
walng nazywana jest reprezentacja, ktorej nie mozna za pomoca transformacji
podobienstwa sprowadzié¢ do prostszych postaci klatkowych. Pozostale reprezen-
tacje to reprezentacje przywiedlne lub redukowalne.

Kazda reprezentacja przywiedlna jest suma prosta reprezentacji nieprzywie-
dlnych

D (xz) =a1D1 (z) ® azDs () ® ... D apDy (z) = .6_%1 a;D; (z),
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gdzie D; (x) oznacza reprezentacje nieprzywiedlna, a a; jest liczba podprzestrzeni
transformujacych sie wg reprezentacji réwnowaznych jednej i tej samej reprezen-
tacji nieprzywiedlnej (oznacza to, ze reprezentacja nieprzywiedlna D; (z) zawiera
sie a; razy w reprezentacji przywiedlnej). Reprezentacje D (x) mozna wiec przed-
stawi¢ w postaci quasi-diagonalnej:

i 000 0 0 ]
[ 1 000 00
0 0 0 0
D) =| 0 0 { ] 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0 0
L 00 00 0 |
:all ]@ag @Das[|®... Day 1

Unitarne reprezentacje grup Macierze A € {M,, (C)} (gdzie {M,, (C)} to zbiér
macierzy kwadratowych n-tego rzedu nad cialem liczb zespolonych C'), takie
ze dla dowolnych a,b € V (V — przestrzen wektorowa) jest spetniona réwnogé
(a,b) = (Aa, Ab), gdzie (, ) oznacza iloczyn skalarny, nazywaja si¢ macierzami
unitarnymi.

Macierze unitarne A spelniaja relacje

AAT = ATA=1= AT = A,

*
gdzie AT = (AT) oraz tworza grupe unitarna U (n).
Reprezentacja unitarna to reprezentacja utworzona z macierzy unitarnych.
Kazda reprezentacja grupy skonczonej jest réwnowazna reprezentacji unitar-

nej. Tzn.

v 3v VvV (D(z)a D (x)b)=(ab),
WL ¥ (D@D @) ) = @D

gdzie S oznacza macierz nieosobliwa, a D' (r) = S71D () S.

6.4 Grupy homotopii

Przestrzen 2 tukowo spdjna to przestrzen, w ktérej kazda para punktow daje
si¢ potaczyé w tej przestrzeni tukiem. F.uk rozumiany jest jako homeomorficzny
z odcinkiem [0, 1], gdzie homeomorfizm jest przeksztalceniem f : X — Y, ktére
jest ciagte i réznowartoéciowe, oraz przeksztalcenie odwrotne f=1: f(X) — X
takze jest ciagle. Mozna zdefiniowaé¢ petle (obrazy ciagle okregu S' w danej
przestrzeni) w punkcie wy w przestrzeni (2, jako zamkniete, ciaglte krzywe (ze
zdefiniowanym skierowaniem krzywych), ktére przechodza przez punkt wg. Tak
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zdefiniowane petle mozna traktowaé jako ciagle transformacje F (¢) odcinka [0, 1]
w przestrzen ), przy zalozeniu, ze F (0) = F (1) = wp. Jezeli F'(t) = wp dla
kazdego t € [0, 1], to wtedy petla jest nazywana petla zerowa (punktem).

Warto zwrdci¢ uwage na fakt, ze topologia algebraiczna nie ogranicza si¢ jedy-
nie do badania przestrzeni topologicznych i wlasnoéci pojedynczych przeksztatcen
tych przestrzeni na siebie, ale takze bada cale zbiory przeksztalcen [127, 128, 129,
130, 5, 17]. Pojecie homotopii odgrywa role kluczowa w operowaniu tymi zbio-
rami. Homotopie mozna przedstawié¢ pogladowo [127, 128, 129, 130, 5, 17]: dwa
przeksztalcenia f, g : X — Y sa homotopijne, jezeli w sposéb ciagly w produkcie
kartezjanskim X X Y mozna przejé¢ od wykresu przeksztatcenia f do wykresu
przeksztalcenia g. Inaczej, jezeli istnieje rodzina przeksztalcen hy : X — Y, cia-
gla wzgledem parametru ¢t € [0, 1], ktérej pierwszym elementem jest hg = f, a
ostatnim h; = g. Np. kazde przeksztalcenie odcinka [0, 1] w siebie, daje si¢ przez
homotopie zdeformowaé do dowolnego innego przeksztalcenia, w szczegdlnosci
do przeksztalcenia staltego ¢ : [0,1] — [0,1] :  — p. Mozna zauwazy¢, ze ho-
motopia dzieli ogromny zbior przeksztalcen jednej przestrzeni w druga na klasy
rownowaznosci, przy czym przeksztalcenia nalezace do jednej takiej klasy ma-
ja bardzo zblizone wlasnosci topologiczne. Dla niektérych par przestrzeni zbiér
klas homotopii przeksztalcen miedzy nimi ma naturalna strukture algebraiczna
grupy. Pojecie homotopii stalo sie podstawa topologii algebraicznej (szczegélnie
topologii rozmaitosci), poniewaz prawie wszystkie niezmienniki algebraiczne sa
niezmiennikami homotopii [5, 17].

6.4.1 Definicja homotopii

Rodzina przeksztatcen:
htZX—>K tG[O,l]

nazywa sie homotopig miedzy przeksztalceniami hg a hy, gdy odwzorowanie:
H: X x[0,1] =Y :(x,t) — h(2),

jest ciagte.

6.4.2 Przeksztatcenia homotopijne

Dwa przeksztalcenia f : X — Y i g: X — Y nazywaja sie homotopijne, gdy
istnieje homotopia hy : X — Y, t € [0, 1], taka ze hg = f, hy = g.

Homotopie h; lub H miedzy f a g oznacza sie symbolem: h; : f ~ g lub
H:f~g.
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6.4.3 Wotasnosci homotopii

Niech X i Y beda przestrzeniami topologicznymi’. Relacja homotopii na zbio-
rze Y X (wszystkich przeksztatcen przestrzeni X w przestrzen Y) jest relacja
réwnowaznosei (czyli jest zwrotna, symetryczna i przechodnia). Aby udowodnié
zwrotnos¢ relacji wystarczy przyjaé t %1 h: = f. Aby udowodni¢ symetrycznoscé
relacji nalezy przyjaé, ze hy : f ~ g jsst’ homotopia miedzy f a g, wtedy istnieje
homotopia hi_; : g ~ f. Aby udowodnié¢ przechodnio$é relacji, nalezy rozwazy¢
dwie homotopie: ¢; : f ~ g oraz ¢4 : g ~ h, wtedy homotopia h; : f ~ h jest

okred$lona wzorem:
1
¢2t’ t (S 0, b)

1/}21:—17 te %71

Powyzej zostalo pokazane, ze relacja homotopii jest réwnowaznoécia, wiec ist-

hy =

niejg klasy rownowaznosci, nazywane klasami homotopii. Klasa homotopii, do
ktorej nalezy przeksztatcenie f nazywana jest klasa homotopii przeksztatcenia f
i oznaczana jest symbolem [f].

Niech X bedzie przestrzenia metryzowalna. Przy topologii zwarto-otwartej w
Y X klasy homotopii sg identyczne ze sktadowymi tukowej spéjnosci.

6.4.4 Homotopia petli

Dwie petle F' i G sa homotopijne, jezeli istnieje rodzina przeksztalcen hy (1),
t,l € [0,1], w dana przestrzen, w ktérej okreslone sa petle (h; (1) jest ciagla ze
wzgledu na ¢ i) i spelnione sa nastepujace warunki:

ht (0) = ht (1) = wo,

gdzie t,1 € [0, 1].

Przyktady petli homotopijnych i niehomotopijnych zostaly przedstawione na
Rys.6.1

Przestrzen tukowo spojna, w ktérej kazda petla jest homotopijna z petla zero-
wa nazywana jest przestrzenia jednospojna - inaczej - przestrzenia jednospojna X
nazywana jest przestrzen hukowo spdjna, dla ktorej kazde przeksztalcenie okregu
S! — X jest homotopijne z przeksztalceniem stalym, lub inaczej jest to taka
przestrzen, w ktérej kazda petla jest brzegiem obrazu 2-wymiarowej kuli.

§ Przestrzenia topologiczng nazywamy przestrzen X z ustalong topologia 7 , ktora speknia
nastepujace warunki: € 7, Xer; VvV Ui(JU2€7; V V Uses Us € 7. Oznacza to,
Uy, UseT UseT seS
ze topologia jest rodzing zbioréw otwartych.
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b)

G G

Rys. 6.1. Przestrzen z wycietym fragmentem (obszar zakreskowany). a)
petle F' i G sa homotopijne — schematyczna ciggla transformacja petli F w
petle G (obie petle sa takze homotopijne z petla zerowa). b) petle F' i G nie-
homotopijne — brak mozliwosci ciaglej transformacji petli F'(homotopijnej
z petla zerowa) w petle G (otaczajaca wyciecie w przestrzeni)

Mozna rozwazy¢ ztozenie dwbch petli, przy uwzglednieniu skierowania petli.
Wiyniki ztozenia petli F'i G okresla si¢ jako opisanie najpierw petli F' a pdzniej
petli G w nastepujacy sposob:

F(2t) te [0, %}

Fro= G@et-1) te L]

Nalezy pamietaé, ze opisujac dowolng petle trzeba zwrdci¢ uwage na skierowanie
petli.

Klasa abstrakcji petli F' oznaczana jako [F], nazywany jest zbiér wszystkich
petli homotopijnych z petla F'. Zbiér wszystkich petli przechodzacych przez punkt
wo w danej przestrzeni 2 podzieli sie na klasy zawierajace wzajemnie homotopijne
petle. Kazda petla nalezaca do klasy [F] jest jej reprezentacja.

Definiowane jest takze dziatanie na klasach, w podobny sposéb, jak definio-
wane jest dzialanie na pojedynczych petlach [129, 5, 17]:

IFl-[¢) ¥ F-q.

Istotnym faktem jest, ze wynik [F' - G| zlozenia dwoch klas homotopijnych petli
nie zalezy od wyboru poszczegélnych reprezentacji klas [F] i [G]. Taka defini-
cja dzialania wynika z tego, ze dowolne dwie petle F' i G zaczepione w punkcie
wo mozna ztozy¢ i otrzyma sie petle F' - G takze zaczepiona w punkcie wg. Dla-
tego mozna zaproponowaé¢ podobne dziatanie na klasach, ktére nie bedzie wy-
prowadzaé poza zbiér klas. Dowodzi sie, ze powyzsze klasy z tak zdefiniowanym
dzialaniem tworza grupe.

Niech 71 (©2,wp) bedzie zbiorem klas petli homotopijnych w przestrzeni
zaczepionych w punkcie wy, z dzialaniem skladania petli zdefiniowanym powyze;j.
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Lgcznosé wprowadzonego powyzej dziatania wynika z:
Jezeli [F], [G], [H] € m1 (2, wp), to

F(4t) te o4
F-(G-H)={ G4t -1) te |55l .
H(2t-1) te |31

F(2t) te[o,%}
F-(G-H)={ G4t —2) te |53
H(4t-3) te |31

F(,thl) te{o,%}
=3 Glat—s—1)  te [t =]

H(45252) te =21

co wskazuje na lacznosé dziatania.
Elementem neutralnym grupy 7 (€2, wp) jest klasa petli homotopijnych z petla
zerowa (punktem). Jezeli [F] € m (©,wp), to

Homotopie miedzy petlami F' - e i F' ustala rodzina:
F (&) te 0,55
hs = s+1 ’
wo t e [T’ 1j|
a homotopi¢ miedzy petlami € - F' i F' ustala rodzina:
b wo te [O, %}
s 2t+s—1 1— ’
F( 1-is ) te [TS’ 1}

co wskazuje na istnienie elementu neutralnego.
Elementem odwrotnym wzgledem klasy [F] € m (Q,wp) jest klasa, ktora za-
wiera petle odwrotna F~1, tzn. [F]™' = [F~!]. Dla kazdej klasy [F] € 1 (Q,w):
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Homotopie miedzy petlami F' - F~! i e ustala rodzina:

F(2t) te{o,%}
he={ F(2=2(t+s)  te[551—4]
F(0) tel—s,1]

Dlas=0hy=F-F ' adlas=1h; =e, wiec [F]-[F]' = [F-F] =[]
Analogicznie przebiega dow6d [F] ™! - [F] = [e].

Opisana powyzej grupa nazywana jest fundamentalng (podstawowa) grupa
przestrzeni ) w punkcie wg lub pierwsza grupa homotopii, i oznacza sie ja
[127, 128, 129, 130, 5, 17]:

71 (Q,wo) -

Jezeli przestrzen (2 jest przestrzenia jednospdjna, pierwsza grupa homotopii dla
tej przestrzeni jest grupa trywialna, tzn. zawiera tylko jeden element 1 (Q,wp) =
¢ (gdzie € jest jednoelementowa grupa — trywialng). Wyr6zniony punkt wg z prze-
strzeni ) nazywany jest punktem bazowym. Klasa petli zerowej zawiera element
tozsamosciowy grupy m (€2, wp). Element odwrotny klasy petli [F] definiowany
jest nastepujaco:

[F]7t =[P,

gdzie F'~! jest petly przeciwnie skierowana wzgledem petli F.
Mozna teraz rozwazy¢ krzywa C, nalezacg do przestrzeni tukowo spdjnej €2,
ktéra taczy punkty wg i wi z tej przestrzeni. Ponizsza transformacja:

71 (Q,wo) — m (Qw) : [F] — [C] - [F]-[C] 7, (6.22)

jest izomorfizmem, czyli homomorfizmem wzajemnie jednoznacznym (na Rys. 6.2
zostal przedstawiony powyzszy izomorfizm).

F
Rys. 6.2. Konstrukcja petli C' - F - C~! w punkcie w;

Mozna pokazaé, ze odwzorowanie 1 (Q,wp) — w1 (Q,w1) @ [F] — [C] - [F] -
[C]7! jest izomorfizmem. Jezeli [F] € m; (€, wo), to okreslone jest zlozenie [C] -
[F] - [C]™ € m1 (Q,w1), wiec odwzorowanie (6.22) jest poprawnie zdefiniowane.
Jezeli [F1], [Fa] € m1 (2, wp), to zlozeniu [F] - [F2] odpowiada element:

] (A [B) - (0] = (- [ [0]7) - (- [R) - [e]71)



ROZDZIAL 6. UZUPELNIENIA I ROZSZERZENIA 69

zatem odwzorowanie (6.22) jest homomorfizmem.
Jezeli [C] - [F] - [C]™" = e (element neutralny grupy m; (Q,w;)), to

Bl =[C] - [C]-[F]- [0 - (0] = [0] - [C] =e,

(element neutralny w grupie m (©,wp)), a wiec odwzorowanie (6.22) jest injek-
tywne (réznowartosciowe).

Jezeli [G] € w1 (Q,w1), to [C] - [F] - [C] € m1 (Q,wp) oraz
[C]7-[F]-[C] = [C],

a wiec odwzorowanie (6.22) jest surjektywne ("na”).

Jezeli odwzorowanie jest injektywne i surjektywne wtedy jest wzajemnie jed-
noznaczne, czyli jest izomorfizmem.

Z powyzszego wynika, ze grupa fundamentalna (pierwsza grupa homotopii)
dla przestrzeni tukowo spdjnej nie zalezy od wyboru punktu bazowego. Z tego
powodu dla przestrzeni tukowo spdjnych istnienie grupy fundamentalnej, czy-
li grupy homotopii nie wymaga definiowania punktu bazowego (pierwsza grupe
homotopii mozna wiec zapisaé jako 1 (£2)).

Ponizej zostaly przedstawione rozwazania umozliwiajace okreslenie grup fun-
damentalnych dla bardziej ztozonych przestrzeni. Grupa fundamentalna dla ilo-
czynu kartezjanskiego dwoch przestrzeni tukowo spdjnych rowna jest sumie pro-
stej dwoch fundamentalnych grup dla tych przestrzeni [129]:

T (Ql X Qg) =T (Ql) D m (Qg),

gdzie suma prosta G1 @ ... D G, grup G, ..., G, nazywamy iloczyn kartezjanski

”

G1 X ...x G, z dzialaniem ” e ” okreS§lonym wzorem:
1 n Yy

(ar,...,ap) @ (b1,...,by) = (alibl,...,angbn>,

k
gdzie 7 o 7 jest dzialaniem w grupie Gy, k =1,2,...,n.
Przestrzen rzeczywista R jest jednospdjna, czyli

™1 (R) = E.

Zatem takze
1 (Rn) =£.

(gdzie € jest jednoelementowa grupa — trywialna), poniewaz

m(Rn):m(RHxR)z...zm Rx..xR|=mR)®...om(R).

n n

Mozna rozwazy¢ teraz m (S1). Elementami grupy fundamentalnej dla prze-
strzeni tukowo spéjnej S' sa klasy o danej krotnosci petli skierowanych (liczba,
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skierowanych nawinie¢ na okrag) — dlatego jest to grupa izomorficzna z addytyw-
ng grupa liczb catkowitych Z — liczby catkowite odpowiadaja liczbie nawinigé, a
dziatanie dodawania liczb odpowiada dziataniu sktadania petli. Czyli, wiedzac ze

1 (Sl) = Z,

podobnie jak w przypadku R"™, mozna scharakteryzowaé¢ grupe homotopii dla
torusa T = S! x S, mianowicie:

m (T) =m (Sl X Sl) =m (Sl) P (Sl) =707

Analogicznie mozna przeprowadzi¢ charakterystyke wyzszych grup homotopii.
Zgodnie z definicja petla jest transformacja f odcinka [0, 1] w przestrzen €, przy
zalozeniu, ze f (0) = f (1) = wp. Petle mozna otrzymaé takze, jako transformacje
nie odcinka a okregu, czyli:

f:Slvs_)va(h

okrag S' zostaje przetransformowany w €2, a punkt s € S' przechodzi w swoéj
obraz wy € 2. Mozna to traktowaé jako definicje grupy fundamentalnej — grupa
fundamentalna jest to zbiér klas homotopijnych transformacji f : S',s — Q, wp.
Mozna teraz w naturalny spos6b wprowadzi¢ n-ta grupe homotopii (n-wymiarowa
grupe homotopii) jako zbidér klas homotopijnych transformacji f : S™, s — Q, wy,
dlan=0,1,2,.... Te grupy oznaczane beda w nastepujacy sposéb:

T (2, wp) -

Powyzsza definicja jest poprawna dla n > 0. W przypadku gdy n = 0 otrzymany
z definicji zbior mo (2, wp) nie musi by¢ grupa, poniewaz mo (2, wp) jest zbiorem
tukowych sktadowych — czyli maksymalnych podprzestrzeni tukowo spéjnych da-
nej przestrzeni — przestrzeni 2 z punktem wg jako punktem bazowym. Dla prze-
strzeni tukowo spéjnej mo (2, wp) jest grupa jednoelementowa. W pewnych oko-
licznosciach mozna zdefiniowaé¢ dziatanie dla zerowej grupy homotopii i stworzy¢
strukture grupy [5].

6.5 Przestrzen konfiguracyjna

Przestrzen konfiguracyjna, czyli przestrzen potozen czastek jest zbiorem o wymia-
rze zaleznym zaréwno od liczby stopni swobody (parametréw) charakteryzujacych
klasyczne polozenie czastek ukladu, jak i od liczby czastek. Poszczegélne czastki
moga znajdowaé sie na okreSlonej rozmaitosci M, gdzie rozmaito$é¢ rozumiana
jest jako przestrzen, ktora lokalnie posiada strukture przestrzeni euklidesowej np.
plaszczyzna R2, okrag S', sfera S2, torus T, itp.

Jezeli N jednakowych czastek rozpatrywanych jest jako zbiér czastek, kto-
re s rozréznialne, tzn. czastki rozumiane klasycznie (mozna je ponumerowac),
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wtedy przestrzen konfiguracyjna catego uktadu jest postaci N-krotnego iloczynu
kartezjanskiego rozmaitoséci M:

Mx...x M =M. (6.23)
N————
N

Natomiast, jezeli czastki beda traktowane jako czastki w sensie kwantowym,
wtedy mozna méwié o nierozréznialnosci jednakowych czastek i przestrzen kon-
figuracyjna dla ukladu takich czastek bedzie inna — punkty z przestrzeni MV
rézniace sie jedynie permutacja indekséw nalezy uznaé za identyczne. W celu
uwzglednienia nierozréznialnosci jednakowych czastek uzywa sie pojecia prze-
strzeni ilorazowej*.

Przestrzen konfiguracyjna uktadu N nierozréznialnych, jednakowych czastek
na danej rozmaitoéci M, mozna zapisa¢ jako przestrzen ilorazows;:

MY /Sy, (6.24)

gdzie Sy jest grupa permutacji N elementéw.

W przypadku przestrzeni nierozréznialnych czastek MY /Sy warto zwrécié
uwage na problem wystepowania punktéw osobliwych, tzn. takich dla ktérych
potozenia dwdch lub wiecej czastek pokrywaja sie ze soba (sa to stale punkty
dla dzialania grupy Sy na M” — punkty te nazwa si¢ punktami diagonalnymi).
Usuniecie z przestrzeni punktéw diagonalnych (dyskretny zbiér punktéw diago-
nalnych oznaczany jako A) wykonuje sie w celu zapewnienia zachowania liczby
czastek w uktadzie. Czyli przestrzen konfiguracyjna uktadu N jednakowych, nie-
rozroznialnych czastek na rozmaitosci M, ma postac:

Qn (M) = (MM\A) /S. (6.25)

Analogicznie przestrzen konfiguracyjna ukladu N jednakowych rozréznialnych
czastek na rozmaitosci M, ma postac:

Fn (M) = MM\A. (6.26)
6.5.1 Pierwsza grupa homotopii przestrzeni konfiguracyjnej ukfadu

wielu czgstek

Pierwsza grupa homotopii dla przestrzeni konfiguracyjnej uktadu wielu czastek na
danej rozmaitosci nazywana jest grupa warkoczowa [19, 58]. Jezeli rozpatrywana

*Jesli X bedzie przestrzenig liniowa, a Y bedzie jej liniowym podzbiorem to klasami abstrak-
¢ji mozna nazwaé podzbiory przestrzeni X uzyskane w taki sposob, ze x i y nalezg do tej samej
klasy abstrakcji wtedy i tylko wtedy, gdy * —y € Y. Klase, ktéra zawiera element = zazwyczaj
oznacza si¢ [z]. W zbiorze klas abstrakcji mozna wprowadzi¢ dziatania [z] 4 [y] = [z + y] oraz
alz] = [ax], gdzie a jest liczba (dzialania te spelniaja aksjomaty dziatan przestrzeni liniowych.
Elementem zerowym jest klasa abstrakcji, do ktorej naleza wszystkie elementy ze zbioru Y.
Zbiér wszystkich klas abstrakcji wraz z tak okreslonymi dzialaniami nazywany jest przestrzeniq
tlorazowq 1 oznaczany X/Y
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jest przestrzen konfiguracyjna ukladu N jednakowych, nierozréznialnych czastek
na rozmaitosci M, to pierwsza grupa homotopii dla tej przestrzeni nazywana jest
pelna grupa homotopii i zapisywana jest w nastepujacy sposob:

™ ((MN\A) /SN) . (6.27)

FElementami nalezacymi do tej grupy sa klasy, ktore sktadaja sie z homotopij-
nych trajektorii (czyli trajektorii, ktére moga byé¢ w sposéb topologicznie ciagly
przeksztalcone w siebie) dla przestrzeni ilorazowe; (M N \A) /Sn. W tym przy-
padku potozenia koncowe i poczatkowe moga sie rézni¢ — zwigzane sa ze soba
przez permutacje wspolrzednych czastek (sa zatem nierozréznialne). Natomiast
dla przestrzeni konfiguracyjnej uktadu N jednakowych, ale rozréznialnych cza-
stek na rozmaito$ci M pierwsza grupa homotopii nazywana jest czysta grupa
warkoczows;:

™ (MN \A) . (6.28)

Elementy tworzace czysta grupe warkoczowa, sa klasami, zlozonymi z ho-
motopijnych trajektorii w przestrzeni MV\A, dla ktérych polozenia koficowe i
poczatkowe sa takie same.

Grupe warkoczowa mozna przedstawié¢ za pomoca jej generatoréw¥. W przy-
padku czystej grupy warkoczowej generatorami sg klasy topologicznie nieéciagal-
nych | (niechomotopijnych z punktem) petli, odpowiadajacych danym trajekto-
riom uktadu, gdzie tylko jedna czastka zakresla swoja trajektorie a reszta pozosta-
je na swoim miejscu. Ta pojedyncza petla jest niedciagalng, zamknieta trajektoria
— jej niesciagalnos¢ spowodowana jest z jedna z dwbch przyczyn:

1. pozostale czastki (w niektérych przypadkach, w zaleznosci od rodzaju i
wymiaru rozmaitosci, pozostale czastki sa odpowiedzialne za istnienie klas
homotopii),

2. defekty topologiczne danej rozmaitosci M.

Pelna grupa warkoczowa ((M N \A) /S N) generowana jest zatem przez ele-
menty, ktére mozna podzieli¢ na dwa typy. Pierwszy typ odpowiada generatorom
tzw. czystej grupy warkoczowej [19, 58], drugi to klasy homotopijnych, zamknie-
tych trajektorii odpowiadajacych zamianie dwéch czastek (przy braku zmiany
polozenia pozostatych czastek i braku tworzenia sie dodatkowych niehomotopij-
nych petli). Te dwa typy generatoréw generujacych grupe ((M N \A) /S N)

YGeneratorem grupy G jest element zbioru X spelniajacego warunki: 1) kazdy element z
grupy G mozna przestawié¢ jako iloczyn elementéw zbioru X lub ich elementéw odwrotnych, 2)
najmniejsza podgrupa grupy G zawierajaca zbiér X jest grupa G.

”s’cia@alnoéé nalezy rozumie¢ jako ciagla transformacje w sensie topologicznym petli do punk-
tu (nieciagla transformacja jest np. rozerwanie petli)
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oznacza si¢ odpowiednio przez L i P. Mozna zauwazy¢, ze L jest zbiorem gene-
ratorow grupy (M N \A) Natomiast grupe generowana przez zbiér P oznacza
sic ¥ (M). Dla jednospdjnej rozmaitosci M [19, 58]:

™ ((MN\A> /SN) =Yy (M) (6.29)

oraz grupa mp (MN\A) jest podgrupa Xy (M) [19]. Wynika to z faktu, ze jed-
nospojnosé rozmaitosci M jest powodem generowania pelnej grupy warkoczowej
m ((M N \A) /S N) (oraz wszystkich elementéw zbioru L) jedynie przez genera-
tory zbioru P. Jezeli rozmaitosé M nie jest jednospéjna, to zbiory L i P s roz-
laczne, a relacje miedzy ich elementami zaleza od rozmaitosci M [19, 69]. Mozna
zauwazy¢, ze grupa mp (MN\A> jest normalng podgrupa m; ((MN\A) /SN) dla

dowolnej rozmaitosci M. Elementy grupy ilorazowej mq <(M N \A) /S N) /1 (M N \A)
numerujg wszystkie mozliwe permutacje czastek, ktére moga by¢ otrzymane z do-
wolnego uporzadkowania poczatkowego czastek. Grupa ilorazowa

m (MM\A) /8) fm (MM\A)

w ogolnoéci jest grupa permutacji Sy, ale istnieja rozmaitodci, dla ktérych tak
nie jest [19, 69] — np. rozmaitosci niespdjne oraz okrag [19, 58]. W przypadku
uktadu wielu czastek na rozmaitosci niespéjnej M, ktora jest sumag maksymalnych
podprzestrzeni spéjnych

k
M=>" M, (6.30)
=1

wszystkie mozliwe uporzadkowania uktadu beda opisane przez elementy nastepu-
jacej grupy: .
Sn = & S, (6.31)
1=

gdzie N; oznacza liczbe czastek w podprzestrzeni N;. Przypadek okregu zostanie
oméwiony oddzielnie.

Przestrzen Fiy (M) = MY \A jest rozwléknieniem™* nad przestrzenia Qn (M) =
(MN\A) /SN zadanym przez epimorfizm'™ hg, : Fyy (M) — Qn (M) [129, 17].
Liniowe odwzorowanie hg, zwiazane jest z dzialaniem grupy permutacji Sy na
przestrzen Fy (M).

W powyzszym przypadku widknamitt sa przestrzenie N'-elementowe [Fy (M)] -

gdzie z € Qn (M). Ponadto jest to lokalnie trywialne rozwltéknienie. Lokalna try-
wialno$é rozwldknienia definiowana jest nastepujaco [19, 129, 17]:

V JENM)|U=Ux[Fy(M)]

6.32
zeQN(M) U ( )

x?

** Rozwldknieniem nad przestrzenig topologiczng X nazywana jest para zlozona z przestrzeni
topologicznej Y oraz ciagtego odwzorowania h : Y — X (przeksztalcenie surjektywne).

T Epimorfizmem jest homomorfizm surjektywny (’na”).

# Wiéknem jest przeciwobraz punktu x € X w odwzorowaniu h : Y — X (inaczej h™* (z) ).
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gdzie U oznacza otoczenie punktu z, a Fy (M) | U oznacza obciecie przestrzeni
Fx (M) do przeciwobrazu U w odwzorowaniu hg, : Fn (M) — Qn (M).

6.5.2 Nakrycie przestrzeni

Nakrycie przestrzeni spdjnej X definiowane jest jako przeksztalcenie p:Y — X,

gdy
v 3p () =G, CinCp=p, intC;=C, (6.33)
zeX U el

gdzie U oznacza otoczenie otwarte i tukowo spdjne punktu x, oraz gdy

Y pl Ci: C; = U, (6.34)

gdzie p| C; jest homeomorfizmem (surjektywnym) pomiedzy C; a U. Jezeli p :
Y — X jest nakryciem to Y nazywane jest przestrzenia nakrywajaca przestrzen
X. Z powyzszego wynika, ze przestrzen Fy (M) jest przestrzenia nakrywajaca
przestrzen Qn (M). Wykluczenie punktéw osobliwych (zbiér punktéw diagonal-
nych A) prowadzi do swobodnego dzialania * Sy na Fy (M) i wskazuje, ze ho-
momorfizm hg, : Fy (M) — Qn (M) jest odwzorowaniem nakrywajacym, czyli
jest lokalnie trywialnym, oraz kazde wiékno [F (M)], jest dyskretne (zawiera
skonczona liczbe elementéw) [19, 58].

6.6 Grupy warkoczowe dla wybranych rozmaitosci

6.6.1 Grupa warkoczowa dla dwuwymiarowej przestrzeni euklidesowe;j
R2

Pelna grupa warkoczowa dla R?,

m (Qn (B2)) = m (((32)N \A) /SN) , (6.35)

zostala opisana przez Artina [18] (nazywana jest klasyczna grupa homotopii Ar-
tina), czesto oznaczana jest jako By. Dla rozmaitosci R? standardowo wyko-
rzystuje sie graficzna prezentacje elementéw grupy warkoczowej — poprzez tzw.
geometryczne warkocze. Element trywialny pelnej grupy warkoczowej dla ukia-
du N czastek na rozmaitosci R? reprezentowany jest przez nieprzecinajace sie
linie (trajektorie pojedynczych czastek) taczace N punktéw poczatkowych z N
punktami koncowymi (Rys. 6.3).

*swobodne dzialanie definiowane jest jako dzialanie nieposiadajace punktéw stalych, czyli
takich punktéw p nalezacych do danej rozmaitosci M, ze gdy grupa G dziala na M, to jezeli
geG togp=p
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1234 N 123456738
\

Q
(NW N

Rys. 6.3. Trywialny N-warkocz oraz nietrywialny 8-warkocz

Istotnym faktem jest, ze linie na rysunku, przedstawiajace poszczegdlne tra-
jektorie czastek, w przypadku nietrywialnym moga tworzy¢ rézne warkocze po-
przez dowolne splatanie, przy uwzglednieniu braku mozliwosci przecinania sie po-
jedynczych linii — poniewaz z rozpatrywanej przestrzeni zostaly usuniete punkty
diagonalne (A — zbiér punktéw diagonalnych) (Rys. 6.3).

Jezeli uporzadkowanie poczatkowe jest identyczne z uporzadkowaniem kon-
cowym oraz warkocz opisuje krzywa zamknieta (petle) w przestrzeni Fy (Rz) =
(RQ)N \A, to takiego warkocza nie mozna rozplata¢ — do rozplatania konieczne
bytoby ”przeciecie” linii warkocza.

W zwiazku z tym, ze R? jest przestrzenig jednosp6jna, mozna zapisaé:

m (R?) =¢ (6.36)

oraz pelna grupa warkoczowa By jest generowana przez generatory ze zbioru
P — elementéw odpowiadajacych zamianie dwdch sasiednich czastek. Element o;
odpowiadajacy zamianie czastki i-tej z czastka i + 1 oraz jego element odwrotny

1

o, =~ zostaly przedstawione na Rys. 6.4.

g

Rys. 6.4. Graficzne przedstawienie elementarnych operacji zamiany cza-
stek 0; 1 0, 1

Mozna wiec zapisaé, ze
By =Sy (R2) . (6.37)

Istotne jest takze, aby dodatkowo przedstawié¢ relacje, ktore okreélaja gene-
ratory o; pelnej grupy warkoczowej [19].
Relacja natozona na generatory o;

Oi " Oiy1 " 0i = Oiy1 " 05" Oitl, I<i< N -2, (6.38)
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zwiazana jest z faktem istnienia mozliwosci ”przesuwania” warkoczy (graficzne
przedstawienie relacji — Rys. 6.5).

i i+l 2 i i+l i
\ l \
\
] \
\ \

Rys. 6.5. Warkocz po lewej stronie jest topologicznie homotopijny z war-
koczem po prawej stronie (transformacja pomiedzy jednym a drugim jest
ciagla w sensie topologicznym)

Kolejna relacja nalozona na generatory o,
o 0j =050, 1<i,j<N-1]i—j[>2, (6.39)

opisuje brak wplywu kolejnosci zamiany par czastek (czastki i-tej z czastka i + 1
oraz czastki j-tej z czastka j 4+ 1) na topologie warkoczy, przy zalozeniu, ze dane
zamiany nie nachodza na siebie — czemu odpowiada warunek |i — j| > 2 (Rys.
6.6).

i+l j+1 i+l  j+1
1 JJ ]\]

\ \

Rys. 6.6. Warkocz po lewej stronie jest topologicznie rownowazny z war-
koczem po prawej stronie (kolejno$é nie nachodzacych na siebie zamian par
czastek nie wplywa na homotopijnosé petli)

Warto podkredlié, Zze operacja dwukrotnej zamiany czastek o2 (przedstawiona
na Rys. 6.7) nie jest topologicznie réwnowazna z warkoczem trywialnym. Ponie-
waz pojedyncze linie i-ta i ¢ + 1 zaczepiaja sie o siebie, tworzac nierozplatywalny
warkocz.

i irl i irl
0
2 z
)
Giz e

Rys. 6.7. Podwéjna zamiana czastek i-tej z i + 1 oznaczana o
elementem jednostkowym grupy By

2

7 nie jest

Chociaz podwdéjna zamiana o? zachowuje kolejno$é czastek, to:

o #e. (6.40)
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Zatem w grupie By istotne sg nie tylko konfiguracje: poczatkowa i koncowa
danego uktadu (dane punkty w przestrzeni Fiy (M) = MN\A), ale takze sam
przebieg trajektorii uktadu.

Rozwazajac zbiér generatoréw L dla rozmaitosci R? mozna zauwazyé, ze
pierwsza grupa homotopii dla przestrzeni konfiguracyjnej N czastek na rozma-
itosci R? jest podgrupa klasycznej grupy homotopii Artina, czyli:

mi (Fy (R?)) c 3y (R?) (6.41)
Wynika z tego, ze generatory ze zbioru L mozna przedstawié¢ za pomoca ele-
mentéw o;:
= . . 2, -1 -1 -1 . .
lij=0j-10j_2"...-0i41°0; 01" 0970, 1<i<j<N-1 (642)

Element [;;, czyli element czystej grupy warkoczowej, bedacy zarazem jej gene-
ratorem, odpowiada zamianie i-tej czastki z j-ta czastka zachowujac kolejnosé
czastek (Rys. 6.8)

a) C)1\23456789l(\)11

)
{

[ /\ 1234567891011

Rys. 6.8. a) Generator [;; czystej grupy warkoczowej, odpowiadajacy za-
mianie czastek i-tej z j-ta przy zachowaniu uporzadkowania czastek, b)
element odwrotny 1;; ™" = 0 1-0j_2-...-0i11 ~Ui_2-oi_+11 e -aj:lz-aj_fl do
generatora [;;, ¢) przykladowy 11-warkocz bedacy elementem czystej grupy
warkoczowej — poczatkowe i koncowe ustawienia czastek sa identyczne

~oN—
—.

oS

b)

~.

2\

—~

_/_,\_, D O WD O\

Ponizsze relacje nalozone na generatory definiuja czysta grupe warkoczowa
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m (B)™M\A) [131]

lij, i<r<s<j

Lij, r<s<i<j
bl les = § g - lig - 1 r<i=s<j . (6.43)

lrj'lsj'lij‘l;jl'l;jl, i=r<s<j

bj g - Ut U gl -l - 15 10, r<i<s <

Mozna teraz przejs¢ do grupy ilorazowej:

™ (((RQ)N \A) /SN) /1 ( (RQ)N \A) = By/mi (Fy (R?)).  (6.44)

Zgodnie z definicjg struktura ilorazowa przedstawiona jest za pomoca ho-
momorfizmu z jadrem bedacym normalng podgrupa czystej grupy warkoczowej
! ((RQ)N \A) Czyli okreslona jest przez warunek nalozony na generator grupy

lij = e, (6.45)
albo
lij=0j-1"0j_2"... Ciy1- 00" 0;11 e 0]7_12 . O'j__ll =e, (6.46)
gdzie 1 <i< j < N —1, wige
o =e, (6.47)

gdzie 1 <t <N — 1.

7 powyzszego wynika, ze grupa ilorazowa jest generowana przez generatory
oi, ktére spelniaja relacje (6.38) i (6.39), oraz dodatkowo relacje (6.47). Tak
wygenerowana grupa okazuje si¢ by¢ grupa permutacji N-elementowego zbioru,
oznaczang jako Sy. Czyli:

m (7)) \a) /8w ) /m ()" &) = Ba/mi (B (B2)) =8 (6.49

Grupa permutacji Sy N-elementowego zbioru jest generowana przez opera-
cje zamiany dwoch sasiadujacych ze sobg elementéw zbioru — czyli tworzona jest
przez generatory, ktére sg analogiczne do generatoréw o;. Generatory grupy Sy
musza wiec spelniaé¢ relacje okreslajace generatory o;, czyli (6.38) i (6.39) (Rys.
6.5 1 Rys. 6.6). W odréznieniu od grupy By, ktéra wykazuje zalezno$é nie tyl-
ko od konfiguracji, ale takze od przebiegu samej trajektorii — grupa permutacji
Sn zalezy wytacznie od kolejnosci elementéw, a nie od sposobu ich zamiany. To
powoduje, ze dla grupy permutacji nie istnieje réznica miedzy elementem o? a
elementem jednostkowym e, co takze oznacza, ze nie istnieje réznica miedzy o; a
a;l. Z tego wynika, ze generatory o; spelniaja wlasnosé (6.47).
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Istnieje takze inna prezentacja klasycznej grupy homotopii Artina By przed-
stawionej w [60]. Wprowadza ona nowe generatory:
0 =201,

(6.49)

a=01-02 ..."ON_-1-
POW}/‘ZSZG generatory okreslane S8 poprzez nast@puj@ce relacje:

N

a’ = (a- U)Nfl

oraz
0"(1/7‘7’0"(1/7:(17‘7‘0"(1]'0',

gdzie 2 < j < % Mozna zapisaé generatory o; za pomocg nowych generatoréw

o, a:

oi=a"o-a Y,

W odréznieniu od wczesniej omawianej prezentacji By, w ktorej generator od-
powiadal operacji zamiany dwo6ch sasiednich czastek (generator o;), powyzsza
prezentacja opiera sie o generatory, ktére odpowiadaja zamianie dwoch sasied-
nich czastek jedynie wtedy, gdy maja indeksy 1 i 2 (generator o). Natomiast
zlozenia (potegi) generatora a sprowadzaja pozostale czastki na pozycje 11 2.

6.6.2 Grupa warkoczowa dla sfery S?

S? jest przestrzenia jednospdjna, poniewaz kazda petla jest homotopijna z petla
zerowq, czyli pierwsza grupa homotopii dla tej rozmaitoéci ma postac:

m (8%) =

Grupa warkoczowa dla ukladu N czastek na sferze S? ma postaé:

m (@x (57)) == (7).

Podobnie jak w przypadku przestrzeni R?, istnieje intuicyjna, graficzna prezen-
tacja grupy warkoczowej (Rys. 6.9).

Grupa warkoczowa na sferze jest generowana przez generatory odpowiadajace
zamianie dwéch sasiadujacych ze soba czastek. Z faktu, ze sfera S? jest lokalnie
izomorficzna z plaszczyzna R? wynika, ze wlasnoéci generatoréw na R? (6.38),
(6.39) musza by¢ takze spelnione dla generatoréw na sferze. Nalezy jednak zwré-
ci¢ uwage na fakt, ze sfera S? posiada odmienne witasnosci globalne od przestrzeni
R?, 7 ktéra jest lokalnie izomorficzna. Jest to spowodowane tym, ze dowolna pe-
tla na sferze moze zosta¢ zinterpretowana na dwa rézne sposoby. Jako przyktad
mozna podaé petle, ktora zatoczy czastka wokdl wszystkich pozostatych — taka
petla jest homotopijna z petla zerowa (Rys.6.10)
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Rys. 6.9. Graficzna prezentacja 4-warkocza na sferze S2. Dwa zbiory punk-
téw (wieksza sfera i mniejsza sfera) odpowiadaja konfiguracjom (poczatko-
wej 1 koncowej) danego uktadu na sferze

Rys. 6.10. Petla, ktéra zatoczy czastka wokdl wszystkich pozostatych
czastek, jest homotopijna z punktem — w przypadku dwdch czastek na sferze
kazda petla jest homotopijna z punktem (lewa sfera); w przypadku trzech
lub wiecej czastek nie jest mozliwe ciagle ciagniecie petli (ktéra nie otacza
wszystkich czastek) do punktu (prawa sfera)

To prowadzi do dodatkowego ograniczenia nalozonego na generatory grupy
warkoczowej na sferze [19, 69]:

2
0102 .. Op9 0 1 Op_9"... 09 0] =E€. (6.50)

Wprowadzenie dodatkowego ograniczenia na generatory wskazuje na uboz-
szy charakter grupy warkoczowej na sferze, w poréwnaniu z grupa warkoczowa
na plaszczyznie. Natomiast relacje okreslajace generatory [;; na sferze S? maja
identyczna postaé jak dla generatoréw dla przestrzeni R? — zwigzane jest to z defi-
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nicja generatoréw l;; (6.42) (ograniczenie (6.50) nie zmienia relacji na generatory
grupy czystej dla sfery). Dlatego struktura ilorazowa pelnej grupy warkoczowe;j i
czystej grupy warkoczowej ma nastepujaca postac:

m ((2)"8) fw) m ((52)"\8) =i (@ (52)) /m (B (7)) = s

(6.51)

6.6.3 Grupa warkoczowa dla torusa T

Torus jest to kartezjanskie zlozenie dwoch okregow S':
T=_S"x5"

Jako rozmaitosé, torus posiada wiele bardzo waznych interpretacji fizycznych.
Torus jest topologicznie réwnowazny prostokatnej plakietce w przestrzeni R? z
natozonymi periodycznymi warunkami brzegowymi. Ta rozmaito$é w odréznieniu
od plaszczyzny, czy sfery nie jest przestrzeniag jednospdjng, z czego wynika, ze

w1 (T) # e.

Pierwsza grupa homotopii uktadu N czastek na torusie T" posiada bardzo ztozo-
ng strukture w poréwnaniu z grupami warkoczowymi dla ptaszczyzny lub sfery
[19, 59]. Wynika to z istotnych wtasnosci topologicznych torusa. Pierwsza grupa
homotopii dla torusa ma postac:

m (T) =m (51x51>:7r1 (Sl)@m (Sl):ZEBZ;«és,

gdzie @ oznacza sume prosta, a Z jest addytywna grupa liczb catkowitych. Z
powyzszego wynika, ze

™1 (Qn (T)) # En (T).

Zbior generatoréw grupy m (Qn (7)) sktada sie z dwéch zbioréw L i P (poniewaz
rozpatrywana rozmaito$é nie jest jednospdjna). Zbiér generatoréw L zawiera ele-
menty generujace czysta grupe warkoczowa 71 (Fy (7)), a generatory ze zbioru P
odpowiadaja zamianie sgsiadujacych czastek na powierzchni torusa. Nalezy zwro-
ci¢ uwage, ze nie wszystkie elementy ze zbioru L mozna przedstawi¢ za pomoca
zlozen generatoréw odpowiadajacych zamianie czastek. Te, ktore nie wyrazaja sie
za pomoca generatoréw ze zbioru P zwiazane sg z wlasnosciami topologicznymi
torusa — juz dla pojedynczej czastki istnieja niehomotopijne trajektorie. Gra-
ficzna prezentacja grupy warkoczowej na torusie umozliwia tatwe zobrazowanie
generator6w nalezacych do zbioru L, ktére sa zwiazane z topologia torusa (Rys.
6.11).

Generatory 7; 1 p; (gdzie i = 1,2,..., N) odpowiadaja przemieszczaniu po-
jedynczej czastki po jednej z dwoch rodzajéw niehomotopijnych trajektorii na
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Rys. 6.11. Graficzna prezentacja generatoréw 7; i p; niezwigzanych z
zamiang czastek, ale wynikajacych z topologicznych wtasnosci torusa

torusie — w obu przypadkach pozostale czastki pozostaja na swoich miejscach.
Dla ulatwienia wprowadza sie¢ dodatkowe generatory zwigzane z zapetlaniem sie
czastek. Generatory A;; i C;; odpowiadaja dwém rodzajom niehomotopijnych
trajektorii zakreslanych przez czastke i-ta wokét czastki j-tej (Rys. 6.12).

Rys. 6.12. Pomocnicze generatory A;; i C;; (opisujace zapetlanie sie cza-
stek), oraz odpowiadajace im niehomotopijne trajektorie

Nowe generatory A;; i C;; mogg zosta¢ wyrazone za pomocg generatoréw 7;
i p; poprzez nastepujace relacje [19, 59]:

1 1
Ajj =77 pi-Tj-p;

CZ] — pfl ST p] . T,L-il.
J

gdzie 1 < 7 < j < N. W ten sposéb otrzymujemy zbiér warunkow definiuja-
cych zaleznosci wystepujace pomiedzy generatorami pelnej grupy warkoczowej
dla uktadu N czastek na rozmaitosci typu torus, ktéry mozna podzieli¢ na trzy
podzbiory:

1. réwnania definiujace generatory 7; i p;,
2. réwnania definiujace generatory o,

3. réownania definiujace zaleznoéci pomiedzy generatorami ze zbioréw L i P.



ROZDZIAL 6. UZUPELNIENIA I ROZSZERZENIA 83

Ponizsze réwnania definiuja generatory ze zbioru L [19, 59:

Ti - Aje = Aji - T,

pi - Ajk = Aji; - pi

Ty Tj=Tj - Ti,

Pi* Pj = Pj Pis

Cij = (- 75) AL (7_;1 ) 7—f1> ,

Aij = (pi - pj) - ngl : (pj_l : Pi_l) )

-1 -1 —1 —1

Cij = (Aj—l,j ) Aj—2,j Tt Ai+1,j) 'Aij ’ (Ai+1,j ) Ai+2,j Tt Aj—l,j)v

T P1 'Tfl 'pfl =AN-AiN—1-.. - Az A,
gdzie 1 < 7 < j < k < N. Réwnania definiujace generatory o; maja identyczna
postaé z réwnaniami (6.38) i (6.39). Trzeci podzbiér relacji definiujacych gene-
ratory pelnej grupy warkoczowej, ktéry okresla wzajemne relacje generatorow ze
zbior6w L i P, ma postaé [19, 59]:

-1 -1
Ti+1 = 0; T 0;

7 )
Pi+1 = 0i " pi - Oi,
T 0§ = 0" Ti,
pP1 - 03 = 04" p1,

2
o; = Aiiv,

gdzie 1 <i< N—-11i2<j<N-—1.

Istotne jest to, ze przedstawione przyklady grup warkoczowych dla uktadu
N czastek na rozmaitosciach typu: ptaszczyzna euklidesowa, sfera, torus w pelni
oddaja globalne, topologiczne wlasnosci tych przestrzeni [5]. W przypadku sfery
— przestrzeni zamknietej, jednospdjnej, lokalnie izomorficznej do ptaszczyzny, po-
jawia sie dodatkowe ograniczenie na generatory, ktére wynika z wlasnosci samej
przestrzeni. Wskazuje to na zupelnie odmienny charakter topologiczny (globalny)
sfery w poréwnaniu do plaszczyzny. Podobnie w przypadku torusa — przestrzeni
niejednospojnej, ale takze lokalnie izomorficznej do ptaszczyzny, charakter global-
ny przestrzeni jest inny od charakteru plaszczyzny, chociaz obie sa przestrzeniami
dwuwymiarowymi. Mozna zauwazy¢, ze grupa warkoczowa dla torusa ma znacz-
nie bardziej ztozona strukture — co zwiazane jest z wprowadzeniem dodatkowych
generatoréw wynikajacych z wlasnosci topologicznych przestrzeni.

6.6.4 Grupa warkoczowa dla tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowej
R3
Tréjwymiarowa przestrzen euklidesowa R? jest przestrzenia jednospéjng:
R*=RxRxR.
Pierwsza grupa homotopii dla przestrzeni R? jest grupa trywialna:

T (Rs):Wl(RXRXR):Wl(R)EBWl(R)EBTFl(R)28@5@626.
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Grupa warkoczowa dla przestrzeni konfiguracyjnej N czastek na rozmaitosci R3
ma wiec postaé

m (7)) \a) /8w ) = m (Qu (B)) = 5 (B2),

i jest generowana przez generatory o; odpowiadajace zamianie czastki i-tej z
czastka i + 1-sza. Nalezy zwrécié uwage na fakt, ze w przestrzeni Fiy (R?) kazda
zamknieta krzywa (petla) jest $ciagalna do punktu poprzez ciaggle transformacje
— poniewaz w przestrzeni tréjwymiarowej nie mozna otoczyé zadnego punktu

mi (Fy (RY)) =e.

niesciagalna petla. Dlatego

Zgodnie z réwnaniem (6.53)

e (@ (1)) (s (1)) = (@ (1)) Jo = (v () = 5

Mozna zauwazy¢, ze réwnania (6.38), (6.39), oraz (6.47) definiuja generatory. W
przypadku trojwymiarowe]j przestrzeni réwnanie (6.47) jest spelnione, poniewaz
podwdéjna zamiana czastek jest topologicznie rownowazna z zatoczeniem petli
jedna czastka wokol drugiej, a taka petla moze zostaé Sciggnieta w tej przestrzeni
"nad” lub "pod” czastka. Powyzsze wlasnoéci prowadza do podstawowej réznicy
pomiedzy grupa warkoczowa dla dwuwymiarowej przestrzeni, a grupa warkoczo-
wa dla tréjwymiarowej (i wyzejwymiarowych) przestrzeni. W przypadku prze-
strzeni trojwymiarowej pojedyncze struny czastki i-tej i czastki ¢ + 1-szej nie
splatuja sie w warkocz. Co wiecej, kazdy warkocz w przestrzeni tréjwymiarowej
moze zostaé rozplatany. Dlatego w rozwazanym przypadku istotne sa jedynie kon-
figuracje poczatkowa i koncowa uktadu, a nie trajektoria ewolucji. Z tego wynika,

w1 (@ () (s (1)) =

Dla jednospéjnych rozmaitosci M o wymiarze dim M > 2 zachodzi réwnos¢:

ze:

T (Qn (M) =25 (M) = Sy.

Wynika to z faktu, ze kazda petla zatoczona wokot danego punktu jest $ciagalna
w przestrzeniach o wymiarze dim M > 3. W przypadku gdy 71 (M) # ¢, ale
dim M > 3, wtedy Xn (M) = Sy, nawet jezeli m1 (Qn (M)) # Sn. Z powyzszego
wynika, ze dla przestrzeni tréjwymiarowych, badz wyzej wymiarowych, efekty
topologiczne nie maja zadnego wplywu na Xy (M). To pociaga za soba fakt,
ze pelna grupa warkoczowa 71 (Qn (M)) zmienia sie jedynie w przypadku, gdy
jednoczesnie zmienia sie czysta grupa warkoczowa m (F (M)).
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6.6.5 Grupa warkoczowa dla prostej ' oraz okregu S'

W przypadku R!, przestrzeh Fy (Rl) jest podzielona na roztaczne, jednospdjne
podprzestrzenie C;, ktore sa ponumerowane przez elementy grupy permutacji Sy.
Wynika z tego, ze poczatek i koniec trajektorii musza naleze¢ do tej samej pod-
przestrzeni C; (odpowiada to zachowaniu kolejnosci czastek na prostej). Dlatego

[58]:

m (@ (R!)) =m (£ (R!)) ==
W przypadku okregu S', ktory jest topologicznie réwnoznaczny odcinkowi z pe-
riodycznymi warunkami brzegowymi, rozwazane zagadnienie staje sie bardziej
zlozone, poniewaz istnieje mozliwo$é realizacji cyklicznych permutacji czastek.
Generatorem pelnej grupy warkoczowej m1 (Qn (S')) jest element 4, ktéry od-
powiada przestawieniu pierwszej czastki na ostatnie miejsce. Generator ten jest
nieskonczonego rzedu, poniewaz kolejne potegi 6" odpowiadajg niehomotopijnym
petlom, dlatego

m (Qn (51)) =7,

gdzie Z oznacza addytywna grupe liczb catkowitych. Natomiast grupa m (Fx (S1))
generowana jest przez generator v = 6%, dlatego

m (Fy (1) = 2.

Mimo, ze obie grupy m (Qn (S1)) i 71 (Fn (S')) odpowiadaja tej samej abs-
trakcyjnej, nieskonczonej grupie, to jednak zwigzek ich generatoréw powoduje,

m (@x (87)) /m (P (87)) = 2

gdzie Zy oznacza cykliczng grupe rzedu N. Podobnie jak w przypadkach dwu-

ze

wymiarowych i tréjwymiarowych rozmaitosci rozwazanych wczeéniej, grupa Zy
numeruje wszystkie mozliwe permutacje, jakie mozna otrzymacé z danego poczat-
kowego uporzadkowania.

W przypadku rozwazanych rozmaitoéci R! i S' nie istnieje grupa Xy, ponie-
waz niemozliwa jest zamiana potozen dwoch czastek bez zatoczenia niesciagalnej
petli. Z powyzszych rozwazan wynika, ze formalizm grup warkoczowych nie jest
odpowiedni do uktadéw jednowymiarowych [132, 5].

6.7 Ciagi dokfadne dla grup warkoczowych

Ciag homomorfizméw G4 el G- 3 Gs fy | fegt G, gdzie G; sg grupami, jest do-
ktadny, jesli
fl‘ (GZ) = Ker fi-i—l-

Zauwazy¢ mozna, ze Fy(M) (przestrzen konfiguracyjna rozréznialnych jedna-
kowych czastek bez punktéw diagonalnych) tworzy rozwldknienie przestrzeni
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Qn(M) (przestrzen konfiguracyjna nierozréznialnych jednakowych czastek bez
punktéw diagonalnych) zdefiniowane przez epimorfizm hg, zwiazany z Sy dzia-
lajaca na F (M) [17, 133]. Kazde widkno Fn(M),,x € Qn(M) jest skonczong
przestrzenia (IN!-elementowa) i rozwldknienie jest lokalnie trywialne*. Stad wy-
nika, ze Fy (M) jest nakrywajaca przestrzenia dla Qun(M). Dla takiego rozwldk-
nienia dokladny ciag grup homotopii ma postaé [134, 17]:

c—= T ([Fn (M), y) = mn (BN (M), y) — m (Qn (M) ,2) — ...
=1 ([Fy (M)],,y) = m (Fn (M), y) — m (Qn (M), 2) — ,
— 7o ([Fn (M)],,y) — 70 (Fy (M), y),

gdzie M oznacza lukowo spéjna rozmaito$é o wymiarze dim M > 2, m, (Q,w)
jest n-ta grupa homotopii dla przestrzeni ) z punktem bazowym w € €2, punkty
x € Qn (M) oraz y € Fiy (M) sa dowolnie wybrane.

Poniewaz kazde wiékno [Fi (M)],, jest skonczone (zawiera N! elementéw), to

m ([Fy (M)], . y) =€

mo ([Fn (M)],,y) = Sn.

Z tukowej spéjnosci przestrzeni Fiy (M) wynika, ze
o (FN (M> 7:1/) =&,

czyli dla kazdej n-tej grupy homotopii mozna pominaé punkt bazowy y. Zatem
ciag homotopii przyjmie postaé [19, 134, 17]:

e m (Fy (M) S (Qn (M) 2 Sy — ¢, (6.52)

gdzie € oznacza jednoelementowa grupe trywialna, a «, § sa epimorfizmami.

7 dokladno$ci ciggu wynika, ze wszystkie generatory nalezace do zbioru L
(zbiér generatoréw czystej grupy warkoczowej) musza nalezeé takze do jadra epi-
morfizmu /. Natomiast generatory o; € P (zbiér generatoréw zamian sasiednich
czastek [jesli M jest jednospdjna przestrzenia to sa to wszystkie generatory pelnej
grupy warkoczowej, a grupa czysta jest jej podgrupal]) zostaja przeksztalcone w
odpowiednie elementy grupy permutacji Sy. Z réwnania (6.52) otrzymujemy, ze
czysta grupa warkoczowa m (F (M)) jest dzielnikiem normalnym pelnej grupy
warkoczowej m (Qn (M)) oraz

T (Qn (M)) /m (Fn (M)) = Sn. (6.53)

Oznacza to, ze w przypadku kiedy sposéb zamiany pozycji czastek jest nie-
istotny pelna grupa warkoczowa jest grupa permutacji Sy.

*hs, zadaje lokalnie trywialne rozwléknienie, jesli kazdy punkt x € Qn (M) ma otoczenie
U, ze w nim rozwldknienie jest trywialne, tj. Fy(M)|U = U x Fy(M)_, gdzie Fx(M)|U oznacza
przeciecie Fn (M) i przeciwobrazu U w odwzorowaniu hs, [58]
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6.8 Zastosowanie czystych grup warkoczowych w infor-
matyce klasycznej

Bogata struktura grup warkoczowych w 2D stwarza mozliwo$é¢ zastosowania tych
obiektéw matematycznych do kodowania informacji klasycznej [135]. Szczegdlnie
przydatne wydaja sie tu czyste grupy warkoczowe, podgrupy grupy peinej, takze
nieskoniczone w przypadku 2D. Grupy czyste generowane sg przez generatory l;;,
spelniajace relacje (3.7) (paragraf 3.1.2) i odnosza si¢ do warkoczy obrazujacych
zamiany czastek, ale z zachowaniem uporzadkowania czastek (w tym sensie, od-
powiadaja zamianom jednakowych, ale odroznialnych czastek). Jesli odwzorowaé
0 i 1 kodu binarnego w dwa generatory czystej grupy warkoczowej trzech czastek
na R?, a trzeci generator identyfikowaé ze znakiem przerwania, to mozna kodowaé
informacje w warkoczowej strukturze. Oprécz grupowych wlasnoséci nowej repre-
zentacji informacji (np. element odwrotny moze by¢ przydatny w identyfikacji
informacji), relacje miedzy generatorami pozwalaja na ekwiwalentne przetwarza-
nie zakodowanej informacji, niedostepne w kodzie binarnym. Moze to mie¢ istot-
niejsze znaczenie, jesli by réwniez kodowaé informacje klasyczng o bogatszych
alfabetach niz w przypadku binarnym, wykorzystujac czyste grupy dla wiekszej
liczby czastek (o bardziej rozbudowanych relacjach dla generatoréw).

Czysta grupa warkoczowa (w odréznieniu od pelnej grupy warkoczowej) udo-
stepnia wlaénie odpowiednie dla kodowania podzbiory generatoréw, ktére zacho-
wujg porzadek — w przypadku pelnej grupy warkoczowej generatory o; oraz o;
sa przemienne dla |i — j| > 2 i nie moga by¢ wykorzystane jako podstawowe ele-
menty kodowe. Przy szacowaniu liczby dostepnych elementéw kodowych nalezy
uwzglednié¢ podzbiér generatoréw, ktére zachowuja porzadek — mozna przyjac
tu w przyblizeniu (po uwzglednieniu relacji dla generatoréw) liniowa zalezno$é
od liczby linii N. Skrocenie dlugosci kodu informacji w alfabecie N elemento-
wym, w stosunku do dlugoéci informacji kodowanej binarnie, wyrazi sie zatem
jako logy(N). Z drugiej strony wzrost liczby symboli alfabetu (liczby linii N)
komplikuje sama strukture kodujaca, co wiaze sie¢ ze wzrostem zuzycia zasobow
wydatkowanych na utworzenie kolejnych nici powiazan. Nalezy tu zauwazyé, ze
prezentacja czystych warkoczy w 2D, przy pomocy przeplatanych linii laczacych
punkty o takim samym ustawieniu, moze by¢ identyfikowana ze strukturg sieci
powiazan w 3D, przy warunku stalosci punktéw poczatkowych i koncowych. Da-
je to mozliwo$é kodowania informacji (w elementach czystej grupy warkoczowej)
w takiej sieci potaczen wykorzystujac rzeczywiste splatania warkoczowe fizycz-
nie realizowanych linii. Funkcje wydatkowania zasobéw (energetycznych, mate-
rialnych) potrzebnych dla zorganizowania sieci mozna przykladowo zamodelowaé
w postaci potegowej, g1 = N,go = N%,gg = N%,g4 — Ni. Wykres funkcji
I;(N) = gi(N)/(logg N) — Rys. 6.13, wykazuje minimum, przy ktérym kodowa-
nie w N alfabetach jest optymalne z punktu widzenia stosunku nakladéw do
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pojemnoéci informatyczne;j.

2,00 1, (N) 0.650

1.98F
0.645
1.96

1.94F 0.640 [

192 0.635F

1.90F

0.630
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Rys. 6.13. Wykresy funkcji 1;(IV), wyrazajacej wielkos¢ nakladéw na zysk
kodowania, dla réznego skalowania naktadow, g; ~ N* 1 =1,2,3,4

Na podkreélenie zastuguje tu fakt, ze struktura warkoczowa odpowiada spla-
taniom, a nie adresowaniom potaczen tych linii. Przewaga tych pierwszych polega
tu na nieskonczonych zasobach informatycznych odpowiedniej czystej grupy war-
koczowej w 2D w stosunku do skonczonego zasobu adresowania potaczen (N!
dla N linii). Interesujacym wydaje sie tu wynik [135] pokazujacy, ze pojemnosé
informacyjna splatan takiej sieci osiaga maksimum przy okoto 20 liniach przy
réwnoczesnym optymalizowaniu naktadéw wydatkowanych na utworzenie calej
sieci, dla realnego skalowania nakladéw ~ N/3, Rys. 6.13. Najbardziej optymal-
na informacyjnie i oszczedna od strony naktadéw potrzebnych na zorganizowanie
sieci polaczen 3D (w ktérej kodowaé mozna splataniowe warkocze z czystej grupy
warkoczowej 2D) jest zatem stosunkowo niewielka sie¢ odpowiadajaca alfabeto-
wi okoto 20 elementowemu. Zaskakujaca jest tu koincydencja tej liczby z liczba
glosek uzywanych informatycznie w wiekszosci jezykéw, co moze wskazywaé na
splataniowa (warkoczowa), a nie adresowa strukture zapisu i przetwarzania infor-
magcji lingwistycznej w sieci neuronéw.

Inne argumenty, ktore przytoczy¢ mozna za warkoczows struktura informacji
klasycznej odnies¢ mozna do preferowanego dwuwymiarowego jej charakteru, w
korespondencji do geometryzacji informacji kodowanej w czystych grupach war-
koczowych dla dwuwymiarowych rozmaitosci (tylko wtedy grupy warkoczowe sa
nieskonczone). Dwuwymiarowy charakter informacji wydaje sie by¢ podnoszony
przez zasade holograficzng [136, 137, 138]. Zgodnie z ta zasada entropia (a zatem
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i informacja [139]) skaluje sie jak powierzchnia horyzontu zdarzen w przypadku
czarnej dziury, po to, by II zasada termodynamiki obowiazywala takze w odnie-
sieniu do kolapsu materii w osobliwosci grawitacyjnej [137, 138, 140]. W tym celu
wprowadzono [137, 138] entropie czarnej dziury, Spp = %, gdzie A (A = 16w M?)
jest powierzchnig horyzontu zdarzen czarnej dziury o masie M (jednostki wybra-
no w konwencji Plancka: h = G = ¢ = k = 1; wtedy jednostka powierzchni
Plancka % =1 [=2,59-107% cm?]). Dla przyktadu, w przypadku protonu po-
wierzchnia horyzontu zdarzen wynosi okoto 10?° (w jednostkach Plancka), a dla
Ziemi 10*'. Skoniczona powierzchnia horyzontu ogranicza entropie i zatem liczbe
stopni swobody ukladu, eSB# = dim H, gdzie H jest odpowiednig przestrzenig
Hilberta. W czarng dziure nie moze zatem zamienié sie obiekt o zbyt duzej entro-
pii, moze by¢ ona co najwyzej réwna 1/4 powierzchni horyzontu tej utworzonej
dziury, A/4. Jest to ograniczenie liczby stopni swobody uktadu (~ Indim H)
i wskazuje, ze entropia (oraz informacja) skaluja sie jak powierzchnia, a nie jak
objetos¢. Zostaly sformutowane holograficzne modele, chociaz nie w fizycznie uza-
sadnionych metrykach (w hiperbolicznej metryce anti-de-Sitter, z uwagi na ko-
nieczno$¢ utworzenia brzegu przestrzeni z hologramem) [141, 142, 143], to jednak
podkreslajace dwuwymiarowa geometri¢ informacji.

Pogladowym argumentem za dwuwymiarowym charakterem informacji, moze
by¢ tez fakt, ze efektywne i szybkie przetwarzanie informacji klasycznej, ktére od-
bywa sie w duzej skali w kazdej z komoérek organizméw zywych, wykorzystuje ko-
dowanie informacji w deformacjach powierzchni odpowiednio skonformowanych
biatek (duzych polimerowych struktur o dostatecznie wtedy duzej powierzchni
przy rozdzielczosci w skali atomowej; malte molekuly, jak np. H20O, sa infor-
matycznie nieprzydatne z powodu zbyt malej powierzchni). Tysiace sygnaléow
enzymatycznych réwnoczesnie przetwarzanych w komorkach wykorzystuja naj-
prawdopodobniej najbardziej efektywny nosnik informacji, jakim sa deformowa-
ne powierzchnie, nie bez zwiazku z abstrakcyjna reprezentacja dwuwymiarowego
charakteru informacji w warkoczowych strukturach (mozna réwniez odwzorowaé
zdeformowang powierzchnie, po jej digitalizacji, w strukture czystej grupy war-
koczowej).
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Introduction. — The essence of 2D Hall system
physics involves Laughlin correlations (LCs), which are
expressed by the famous Laughlin wave function (LF) [1].
An analysis of the Coulomb interaction in Haldane
pseudopotential terms [2—4] indicates that the LF exactly
describes the ground state for N charged 2D particles at
the fractional Landau level (LL) filling 1/¢, ¢ odd integer,
if one neglects the long-distance part of the Coulomb
interaction expressed by a projection on the relative
angular momenta of particle pairs for values greater than
g — 2. An effective model of composite fermions (CFs) [5]
was next formulated in terms of auxiliary flux tubes
attached to particles in order to produce the required
statistical phase by employing the Aharonow-Bohm
phase shift. The competitive construction of CFs utilizes
so-called vortices [6,7], collective fluid-like objects that are
pinned to bare fermions and reproducing LCs [6]. Both
types of composite particles, with vortices or with flux
tubes, are phenomenological in nature, thus the question
arises as to what is a more fundamental reason for LCs in
2D charged systems. It is commonly acknowledged [8-10]
that the source of exotic LCs is of a 2D peculiar topology
type. To match the topological properties of quantum
systems, quantization by the Feynman path integral
method is particularly convenient [8,9]. In the present
letter we revisit it to recover LCs by employing properties
of the underlying cyclotron braid picture [11,12] without
a phenomenological modeling of CFs.

Too-short cyclotron trajectories at strong
magnetic fields. — One-dimensional unitary represen-
tations (1DURs) of the full braid group [9,13-15] (m;
homotopy group of undistinguishable N-particle config-
uration space [13]), define weights for the path integral

(B E-mail: ljacak@pwr.wroc.pl

summation over trajectories [8,9]. If the trajectories fall
into separated homotopy classes that are distinguished
by non-equivalent closed loops attached to an open
trajectory Aqp (linking points a and b in the configuration
space), then an additional unitary factor (the weight of
the particular trajectory class) should be included [8,9] in
the path integral: I, ., = > el fd)\leis[’\“avb)]7 where
lem

m1 stands for the full braid group. The factors e’ form a
1DUR of the full braid group and distinct representations
correspond to distinct types of quantum particles. For
the permutation group Sy, which is the full braid group
for N particles in R™, n > 3, there exist only two 1DURs:
o;— €™ or o;— e, (0; is the interchange of the i-th
and (i+ 1)-th particles) corresponding to fermions and
bosons, respectively. For N particles in R? the braid
group is substantially richer than Sy and has an infinite
number of 1DURs [9,15], defined for the group generators
as: o;—e? i=1,...,N—1, 0¢c(—n, 7|, where each 0
corresponds to a different type of anyons [1,8,9] (Abelian,
as the 1DUR elements commute). The closed loops
from the full braid group describe exchanges of identical
particles, thus, their IDURs indicate the statistics of the
particles. Because 1DURs are periodic with a period of
2w, the statistical distinguishing of CFs linked with LCs
is precluded due to the fact that they require a phase
shift of pmr, p=3,5.... If it is impossible to associate CFs
with the IDURs of the full braid group, we propose [11]
to associate them with appropriately constructed braid
subgroups instead of the full braid group and in this way
to distinguish CF's from fermions.

The full braid group contains all accessible closed
multi-particle classical trajectories —braids (with initial
and final orderings of particles that may differ by
permutation). We base our analysis on the observation
that inclusion of a magnetic field substantially changes

60002-p1



J. Jacak and L. Jacak

Fig. 1: The generator o; of the full braid group and the corre-
sponding relative trajectory of the i-th and (i 4+ 1)-th particles
exchange (a); the generator of the cyclotron braid subgroup,
bgp) =o? (in the figure, p=3), corresponds to additional p%l
loops when the i-th particle interchanges with the (i + 1)-th

one (2Ry is the inter-particle separation) (b).

these trajectories —a classical cyclotron motion confines
a variety of accessible braids. When the separation of
particles is greater than twice the cyclotron radius, which
occurs at fractional lowest LL fillings, the exchanges
of particles along single-loop cyclotron trajectories are
precluded, because the cyclotron orbits are too short
for interchanges. Particle interchanges, however, are
necessary for defining the statistics and in order to allow
exchanges again, the cyclotron radius must somehow
be enhanced. An enhancement could be achieved by
either lowering the effective magnetic field or lowering
the effective particle charge. These two possibilities lead
to the two phenomenological concepts of CFs —with
the lowered field in Jain’s construction [5] and with the
screened charge in Read’s construction of vortices [6].
Both of these constructions seem to have nothing in
common with braid groups, but actually both of these
phenomenological tricks correspond to the same, more
basic and natural concept, of restricting the braids by
excluding inaccessible trajectories [11,12]. We argue
that at sufficiently high magnetic fields in 2D charged
N-particle systems, multi-loop braids allow for the
enlargement of cyclotron orbits, thus restoring particle
exchanges in a natural way [12]. These multi-loop braids
form a subgroup of the full braid group and, in the
presence of strong magnetic field, the summation in the
Feynman propagator will be thus confined to the elements
of this subgroup (its semigroup, for fixed magnetic field
orientation, however, with the same 1DURs as of the
subgroup).

Cyclotron braid subgroups —the response to
too short trajectories. — More precisely, we associate
composite particles and LCs with the 1DURs of cyclotron
braid subgroups that are generated by the following gener-
ators: bl(-p):af, (p=3,5...),i=1,...,N —1, where each
p corresponds to a different type of cyclotron braid
subgroup (and to a different type of corresponding
composite particles), and o; are the generators of the
full braid group. The group element bl(p ) represents the
interchanges of the i-th and (i+ 1)-th particles with
pz;l loops, which is clear by virtue of the definition of

Fig. 2: Half of the individual particle cyclotron trajectories of
the i-th and (i + 1)-th particles ((a), (b)) and the corresponding
relative trajectories ((c), (d)) for interchanges of the i-th and
(¢ + 1)-th 2D particles under a strong magnetic field, for v =1
(left) and for v = ¢ (right), respectively (3D for better visual-
ization).

the single interchange o; (cf. fig. 1). The 1DURs of the
full group confined to the cyclotron subgroup do not
depend on ¢ and yield the cyclotron subgroup 1DURs:
bl(p) — e i=1,...,N — 1, where p is an odd integer and
a € (—m, 7]. These IDURs, enumerated by the pairs (p, ),
describe composite anyons (CFs, for & = 7). Thus in order
to distinguish various types of composite particles one has
to comnsider (p, &) IDURSs of cyclotron braid subgroups.
The N-particle wave function acquires an appropriate
phase shift due to particle interchanges, because in agree-
ment with the general rules of quantization [10,15], the
wave function must transform according to the 1DUR
of an appropriate element of the braid group when the
particles traverse, in classical terms, a closed loop in the
configuration space corresponding to this particular braid
element. In this manner, the Aharonov-Bohm phase of
Jain’s fictitious fluxes is replaced by additional loops (each
loop adds 27 to the total phase shift, if one considers
1DUR with == related to CFs, cf. fig. 1 (right-hand
side)). Let us emphasize that the real particles do not
traverse the braid trajectories, as quantum particles do
not have any trajectories. But exchanges of coordinates of
the N-particle wave function can be represented by braid
group elements, in 2D —not permutation only [9,10,15].
Hence, for the braid cyclotron subgroup generated by bz(-p ),
i=1,...,N —1, we obtain the statistical phase shifts pr
for the CFs (i.e., for a =), as required by the LCs, with-
out the need to model them with flux tubes or vortices.
Each additional loop of a relative trajectory for the
particle pair interchange (as defined by the generators
bl(»p )) reproduces an additional loop in the individual
cyclotron trajectories for both interchanging particles
—cf. fig. 2. The cyclotron trajectories are repeated in
the relative trajectory (c, d) with twice the radius of
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the individual particle trajectories (a, b). In quantum
language, with regards to classical multi-loop cyclotron
trajectories, one can conclude only on the number, % %,
of flux quanta per single particle in the system, which
for the filling L is p, i.e., the same as the number of
cyclotron loops. Thus, a simple rule could be formulated:
an additional loop of a cyclotron braid corresponding to
particle interchange, results in two additional flux quanta
piercing the individual particle cyclotron trajectories.
This rule follows immediately from the definition of the
cyclotron trajectory, which must be a closed individual
particle trajectory related to a double interchange of
the particle pair. In this way, the cyclotron trajectories
of both interchanging particles are closed, just like the
closed relative trajectory for the double interchange. If
the interchange is simple, i.e., without any additional
loops, the corresponding individual particle cyclotron
trajectories are also simple, i.e., single-looped. However,
when the interchange of particles is multi-looped, as
associated with the p-type cyclotron subgroup (p>1),
the double interchange relative trajectory has 2% +1=p
closed loops, and the individual cyclotron trajectories are
also multi-looped, with p loops [12].

It is important to emphasize the difference between the
turns of a 3D winding (e.g., of a wire) and multi-loop 2D
cyclotron trajectories. In the latter case, 2D multi-loop
trajectories cannot enhance the total magnetic field flux
BS piercing the system, so all loops must share the same
total flux. In the former case, each turn of a winding adds
a new portion of the flux, just as a new turn adds a new
surface, which is, however, not the case in 2D.

The additional loops in 2D take away the flux quanta
simultaneously diminishing the field; this gives an explana-
tion for Jain’s auxiliary fluxes screening the external field
B. CFs are actually not compositions of particles with flux
tubes, though the original name can be still used. More-
over, one can use a similar name, “composite anyons”,
for particles associated with fractional 1IDURs (i.e., with
fractional «) of the cyclotron subgroup instead of the full
braid group.

The role of the short-range part of the Coulomb
interaction. — The Coulomb interaction is crucial for
LCs [2-4] but cannot be accounted for in a manner of
standard dressing particles with interactions as is typical
for quasiparticles in solids, because the interaction does
not have a continuous spectrum with respect to particle
separation expressed in relative angular-momentum
terms [2,3]. The interaction can be operationally included
within the Chern-Simons (Ch-S) field theory [16,17], an
effective description of the local gauge field attached to
particles, which, in the area of Hall systems, suits to
particles with vortices, such as anyons and CFs [18]. It
has been demonstrated [3,19] that the short-range part
of the Coulomb interaction stabilizes CFs against the
action of the Ch-S field (its anti-Hermitian term [19,20]),
which mixes states with distinct angular momenta within

LL [19], in disagreement with the CF model in the Ch-S
field approach [18,19]. The Coulomb interaction removes
the degeneracy of these states and results in energy gaps
which stabilize the CF picture, especially effectively for the
lowest LL. For higher LLs, the CF's are not as useful due to
possible mixing between the LLs induced by the interac-
tion [21]. The short-range part of the Coulomb interaction
also stabilizes the CFs in cyclotron braid terms [11],
similarly to how it removes the instability caused by the
Ch-S field for angular-momentum orbits in LL [19].
Indeed, if the short-range part of the Coulomb repulsion
was reduced, the separation of particles would not be
rigidly kept (adjusted to a density only in average) and
then other cyclotron trajectories, in addition to those for
a fixed particle separation (multi-loop at v = %), would be
admitted, which would violate the subgroup construction.

Vortices —links with cyclotron braids. — For
Read’s CFs [6,7], LCs are modeled by collective vortices
that are attached to the particles. A vortex with its center
at z is defined as [6] V(z) = Hévzl(zj —z)?, where ¢ is the
vorticity. For odd g, it is linked to the Jastrow factor of
the LF (resulting by the replacement of z by z; and the
addition of 7 (i > j) to the product domain, i.e., binding
to electrons). In particular, for ¢=1 one arrives at the
Vandermonde determinant, associated with the ordinary
single-loop cyclotron motion of N fermions on the plane at
v =1. Because the vortices are fragments of the Laughlin
function, they contain more information than just the
statistical winding phase shift (the latter expressed by the
factor, [ [, ; (2 —2j)?/|2i — 2;/?). IDURs of the cyclotron
braid subgroups define the statistical phase winding, but
not the shape of the wave function, which is determined
via the energy competition between various wave functions
with the same statistical symmetry. Thus, vortices contain
information beyond just the statistical phase shift, they
also include the specific radial dependence of multi-fold
zeros pinned to particles through the Jastrow polynomial.
The vortex is a collective fluid-like concept that does not
meet the single-particle picture. The vorticity ¢ is selected
in accordance with the known in advance Laughlin
function, thus, similarly as CF flux tubes, it requires a
motivation within the cyclotron structure.

The properties of vortices can be listed as follows [6]:
1) when traversing with an arbitrary particle z; a closed
loop around the vortex center, then the gain in phase is
equal to 2mq; 2) the vortex induces a depletion of the local
charge density, which results in a locally positive charge
(due to background jellium) that screens the charge of
the electron associated to the vortex center; this positive
charge is —que (for v=1/q it gives —e, which would
completely screen the electron charge); 3) exchange of
vortices results in a phase shift of ¢?vr, (due to the
charge deficit of the vortex), which for 1/:% gives qr;
the g-fold vortex, together with the bound electron (which
contributes a charge e to the complex and produces a
statistics phase shift of 7), forms a complex that behaves
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like a composite boson with zero effective charge for odd
q and like a composite fermion for even ¢. The bosons
can condense to exactly reproduce the LF for odd ¢ [20],
while, for even ¢, one deals with the Fermi sea in a zero
net field, as in both cases the effective charge of the
complexes is zero; the latter case reproduces the Hall metal
state [22-24].

The second property explains why the model with
vortices works. The reduced effective charge of the
electron—vortex complex, results in an increase of the
cyclotron radius, which is necessary for particle exchanges
at fractional fillings.

All properties of vortices or flux tubes can be grasped
together by a formal local gauge transformation [20] of the
original fermion particles (defined by the field operator
¥(x)) to composite particles: ®(x) =e /™ ¥ (x), O(x) =
Ut (x)e’ ™) where: J(x) =g [ d%z'p(x")log(z — 2') — %,
and e~ corresponds to a nonunitary, in general, transfor-
mation that describes the attachment of Read’s vortices
(or Jain’s flux tubes) to the bare fermions, ¥(x) and
U+ (x) (for the annihilation and creation fields, respec-
tively). When restricting J(x) to only its imaginary part
(i.e., to the imaginary part of log), one arrives at the
Hermitian Ch-S field corresponding to the dressing of
fermions with local flux tubes [25]. The field operators
®(x) and O(x), ®*(x) = O(x)e’ )77 () though are not
mutually conjugated (they are perfectly conjugated for
the Hermitian Ch-S field), describe composite bosons (for
odd ¢) and composite fermions (for even ¢) within the
mean-field approach [20] (remarkably, the real part of
J vanishes in the mean field, as the real part of log is
canceled by the Gaussian, while the Hermitian Ch-S field
is canceled by the external magnetic field). From the rela-
tion e?2 108(z=%) :H;V(z—zj)q (for the density oper-
ator p(x)=T*(x)¥(x) = 31" §(z—z)), which coin-
cides with the definition of Read’s vortex, one can expect
that the above local gauge transformation reproduces
all properties of the vortices. This gauge transformation
allows for the interpretation of the Laughing state as a
Bose-Einstein condensate of composite bosons, at v = %,
g odd, [6,20], and as a compressible fermion sea, at ¢
even, [23,24] (the latter is unstable against BCS-like pair-
ing) [7,26]. Assuming that the CFs are defined by the
1DURs of the cyclotron subgroup, the Hermitian term of
this gauge transformation should be omitted, because it
defines CF's when starting from ordinary fermions, which
are already taken into account in terms of cyclotron braids.

Compressible Hall-metal state in cyclotron braid
terms. — Let us finally comment on the v = % state (Hall
metal) from the point of view of the braid approach.
Within Jain’s model, two flux tubes attached to composite
fermions completely cancel an external magnetic field
in the mean-field approximation (in other words, the
Hermitian Ch-S field associated with Jain’s model cancels,
in mean field, the external magnetic field), and this

results in a Fermi sea, called the Hall metal state [22].
Within Read’s approach to composite particles at v = %,
the complete cancellation of charge takes place due to
the charge density depletion of the vortex with ¢=2.
Mutual interchange of 2-fold vortices produces ¢?vm = 2w
phase shift and including additional 7= due to electrons,
the complexes of 2-fold vortices with electrons behave
like fermions (without charge) —thus form a Fermi sea
(Hall metal). The instability of the Fermi system, results
next in a paired state expressed by the Pfaffian factor,
restoring incompressibility due to the pairing-gap (BCS-
like paired state at v =>5/2 [26,27], also considered for
v=1/2 and 1/4 [28,29]). As Pfaffian [7] contributes with
—m to the phase shift due to particle interchanges, the
total phase shift of the wave function with the Jastrow
polynomial [, (2 — z;)? [7,26] is m. This phase is given
by the 1DUR of the cyclotron braid group (with p=3,
as such a cyclotron braid subgroup corresponds to the
range v € [1/3,1)) assigned by pa =3im =, i.e., a = .
The representation (p=3, a= %71') induces the fermion
statistics phase shift of the many-particle wave function
for ¥=1/2, and in terms of braid-composite fermions,
it corresponds to a net composite electron Fermi sea
(since two loops take away the total external flux), in
consistence with the local gauge transformation with
g =2, thus reproducing fermions (starting from ordinary
fermions) [6,20].

In summary, we argue that, at fractional LL fillings,
braid trajectories must be multi-looped, while those
with lower number of loops (including single-looped)
are excluded due to too short cyclotron radius. This
unavoidable property of braids recovers LCs in a natural
way for 2D charged systems upon strong magnetic field
and explains the structure of CFs both with flux tubes
or vortices. Unitary representations of cyclotron braids
allow also for a self-consistent explanation of compressible
states at fillings with even denominators. For example,
the ¥ =1/2 metal Hall state corresponds to composite
anyons with pa = 3%71' =m number of 1IDUR of the p=3
cyclotron braid subgroup.

REFERENCES

[1] LAUGHLIN R. B., Phys. Rev. Lett., 50 (1983) 1395.
[2] HALDANE F. D. M., Phys. Rev. Lett., 51 (1983) 605.
[3] PRANGE R. E. and GIRVIN S. M., The Quantum Hall
Effect (Springer Verlag, New York) 1990.
| LAUGHLIN R. B., Phys. Rev. B, 27 (1983) 3383.
[5] JAIN J. K., Phys. Rev. Lett., 63 (1989) 199.
| READ N., Semicond. Sci. Technol., 9 (1994) 1859.
] GREITER M., WEN X. G. and WILCZEK F., Nucl. Phys.
B, 374 (1992) 567.
[8] WiLczEK F., Fractional Statistics and Anyon Supercon-
ductivity (World Scientific, Singapore) 1990.
[9] WU Y. S., Phys. Rev. Lett., 52 (1984) 2103.
SupARsHAN E. C. G., ImBO T. D. and GOVINDARAJAN
T. R., Phys. Lett. B, 213 (1988) 471.

60002-p4



Recovery of Laughlin correlations with cyclotron braids

(11]
(12]

(13]

(14]

(15]
(16]

(17]
(18]

JAcAK J., JOZwiak I. and JACAK L., Phys. Lett. A, 374
(2009) 364.

JacAk J. et al., J. Phys.: Condens. Matter, 22 (2010)
355602.

BIRMAN J. S., Braids Links, and Mapping Class Groups,
Ann. Math. Stud., 82 (Princeton University Press,
Princeton) 1974.

JAcAK L. et al., Quantum Hall Systems: Braid groups,
composite fermions, and fractional charge (Oxford
University Press, Oxford) 2003.

ImBo T. D., IMBO C. S. and SUDARSHAN C. S., Phys.
Lett. B, 234 (1990) 103.

FETTER A. L., HANNA C. B. and LAUGHLIN R. B., Phys.
Rev. B, 39 (1989) 9679.

LoPEz A. and FRADKIN E., Phys. Rev. B, 44 (1991) 5246.
HEINONEN O., Composite Fermions (World Scientific,
Singapore) 1998.

60002-p5

[19]
[20]

21]
[22]
23]
[24]
[25]
[26]
[27]
[28]

[29]

MORINARI T., Phys. Rev. B, 62 (2000) 15903.
RAJARAMAN R. and SonDHI S. L., Int. J. Mod. Phys. B,
10 (1996) 793.

SBEOUELJI T. and MESKINI N., Phys. Rev. B, 64 (2001)
193305.

HALPERIN B. I., LEE P. A. and READ N., Phys. Rev. B,
47 (1993) 7312.

REzAYI E. and READ N., Phys. Rev. Lett., 72 (1994) 900.
LEE D. H., Phys. Rev. Lett., 80 (1998) 4745.

ZHANG S. C., HanssoN T. H. and KIVELSON S., Phys.
Rev. Lett., 62 (1989) 82.

MOORE G. and READ N., Nucl. Phys. B, 360 (1991) 362.
WILLETT R. et al., Phys. Rev. Lett., 59 (1987) 1776.
LuHMAN D. R. et al., Phys. Rev. Lett.,, 101 (2008)
266804.
SHABANI J.
256802.

et al., Phys. Rev. Lett.,, 103 (2009)



IOP PUBLISHING

JOURNAL OF PHYSICS: CONDENSED MATTER

J. Phys.: Condens. Matter 22 (2010) 355602 (10pp)

doi:10.1088/0953-8984/22/35/355602

Cyclotron braid group structure for

composite fermions

J Jacak', I J6zwiak?, L Jacak' and K Wieczorek'

! Institute of Physics, Wroctaw University of Technology, Wyb. Wyspiariskiego 27,

50-370 Wroctaw, Poland

2 Institute of Applied Computer Science, Wroctaw University of Technology,

Wyb. Wyspianskiego 27, 50-370 Wroctaw, Poland

E-mail: janusz.jacak @pwr.wroc.pl, ireneusz.jozwiak @ pwr.wroc.pl, lucjan.jacak @ pwr.wroc.pl

and konrad.wieczorek @pwr.wroc.pl

Received 21 March 2010, in final form 8 July 2010
Published 13 August 2010
Online at stacks.iop.org/JPhysCM/22/355602

Abstract

Although they describe properties of 2D Hall systems in the fractional quantum regime well,
composite fermions suffer from the unexplained character of the localized magnetic field
flux-tubes attached to each particle in order to reproduce the Laughlin correlations via

Aharonov—-Bohm phase shifts. The identification of the cyclotron trajectories of 2D charged
particles as accessible classical trajectories within the braid group approach at the magnetic
field presence, allows, however, for the avoidance of the construction with fluxes. We introduce
cyclotron braid subgroups for charged 2D systems at the fractional Landau-level filling
associated in a more natural way with composite fermions without invoking field flux-tubes.
The Aharonov—Bohm phase shifts caused by fluxes are replaced with the phase gain due to
multi-loop cyclotron trajectories unavoidably occurring at the fractional filling of 1/p (p is an

odd integer). Another approach to composite particles, using so-called vortices, is also
discussed from the point of view of the cyclotron braid group description (for both odd and even

p integers).

1. Introduction

Composite fermions (CFs) are commonly regarded as ordinary
2D fermions, with an associated even number of localized
magnetic flux quanta in the form of flux-tubes fixed to each
particle [1-3], which results in correlations involving binding
of electrons and zeros of the wavefunction [1] (note that the
idea of flux-tubes attached to particles was applied to 2D
Hall systems earlier, in the context of a Chern—Simons field
theory [4, 5]). As was formulated in Jain’s original paper [1],
his CF construction takes advantage of accessing the fractional
quantum Hall effect (FQHE) from the integer quantum Hall
effect (IQHE) by adding an even number of flux quanta to each
electron, and this analogy between FQHE and IQHE suggests
a natural generalization of the Laughlin states. Correlations
expressed by wavefunction zeros binding to electrons, beyond
only the phase-winding, are related to the Laughlin radial
wavefunction behaviour and were also understood in terms of
vortices associated to particles [6-8].

The construction with the flux-tubes was introduced [1-3]
in order to explain Laughlin correlations [9, 10] in 2D

0953-8984/10/355602+10$30.00

electron systems at sufficiently strong external magnetic fields
corresponding to the fractional filling of the lowest Landau-
level (LL), as observed experimentally in the FQHE [11-13].
The Laughlin wavefunction [9, 10] describes the ground
state of Coulomb interacting N charged 2D particles in
the magnetic field for the fractional filling 1 of the lowest
LL. It is a generalization of the Slater determinant for the
completely filled lowest LL obtained by the replacement of
the Vandermonde determinant, ]_[i< j (zi — zj), in this Slater
function (for a magnetic field in a cylindrical gauge [14])
by the Jastrow polynomial, ]_L.<j (zi — z;)? (p is an odd
integer). The Laughlin wavefunction is still antisymmetric but
differs from the Slater function in the phase shift acquired due
to interchange of a 2D particle pair. For the Vandermonde
function it is , while for the Jastrow function it is pwr. Even
though e'”™ = e = —1, the difference in phases is important
in the planar geometry (but in higher dimensions had no
meaning) and was the reason for introducing CFs as fermions
with attached local magnetic field flux-tubes. The necessary
additional phase shift is acquired due to the Aharonov—Bohm

© 2010 IOP Publishing Ltd  Printed in the UK & the USA
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phase shift caused by these local flux-tubes [15], provided that
each CF is a carrier of p — 1 flux quanta "70

This construction is, however, phenomenological and does
not explain the physical origin of local magnetic flux quanta
attached to charged particles, which alter original fermions
into CFs, or how to understand the localization of fluxes on
particles. Nevertheless, CFs describe the FQHE hierarchy
surprisingly well, especially within the lowest LL [2]. The
system of weakly (residually) [2] interacting CFs seems to
be equivalent to the strongly interacting electron system with
Laughlin correlations imposed. The auxiliary fluxes of CFs,
oriented oppositely to the external field, are assumed to be
able to screen the external magnetic field, and in the effective
weaker field, one can deal with an IQHE, which yields the
main line of the FQHE hierarchy ﬁ [1, 2]. The important
observation in favour of this model is the so-called Hall metal
state [16] at filling fraction 1, when the total external magnetic
field should be cancelled by the averaged internal field of CF
fluxes. In other words, the oscillations in Hall conductivity
can be associated with Shubnikov—de Haas oscillations in a
reduced resultant magnetic field (for small departure from 1,
at least [2, 3]).

The phase shift of the multi-particle wavefunction
acquired during a mutual interchange of a particle pair assigns
the statistics of the particles. Because of ¢™ = ¢!P™, with p as
an odd integer, it is impossible to distinguish the statistics of
CFs from the statistics of fermions in this manner.

We propose the solution of this problem and show that
CFs are rightful 2D particles distinct in statistics from ordinary
fermions. To this end, we have developed a braid group
representation method on cyclotron braid subgroups addressed,
in a natural way, toward CFs. Simultaneously, the flux-tubes
attached to CFs within Jain’s construction [1] are replaced
with additional loops of trajectories consistent with the braid
subgroup structure caused by the cyclotron motion of 2D
charged particles under the presence of a strong magnetic field
corresponding to % filling of LL.

2. Statistics and braid groups

In the first part of this section we review briefly the braid group
approach to quantum statistics of many particle systems.

The exceptional topology of 2D systems [17] is related
to complicated homotopy groups [18] describing classical
trajectories for many particle 2D systems.  Classes of
topologically non-equivalent closed loops in the configuration
space of the system of N identical particles build up the m;
homotopy group, called in this case the braid group (full
and pure for indistinguishable and distinguishable particles,
respectively) [18-21].

The configuration space of N identical particles located
on a manifold M is defined as Qy (M) = (MM \ A)/Sy
for indistinguishable identical particles, and as Fy(M) =
MY \ A for distinguishable identical particles; M" is the
Nth Cartesian product of the manifold M, A is the set of
diagonal points (when coordinates of two or more particles
coincide), subtracted in order to preserve the conservation of
particle number, Sy is the permutation group and the quotient
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Figure 1. The geometrical presentation of the generator o; of the full
braid group for R? and its inverse o, (left); in 2D o # e (right).
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(
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(
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Figure 2. Formal conditions defining a full braid group for R?,
cf equations (1a) and (1b) ((a) and (b), respectively); violation of
condition (1a) for the cyclotron subgroup generators b,@

(c) (condition (1b) is maintained for the cyclotron subgroup
generators (d)).

structure is introduced to account for the indistinguishability of
‘quantum’ particles. For these configuration spaces two types
of braid groups are defined [18]: 7 (Qn(M)) = m (MN \
A)/Sy), a full braid group and w1 (Fy(M)) = 1 (MY \ A), a
pure braid group.

A simple pictorial presentation of the braid groups for
the plane M = R? is possible via geometrical braids [18]
(cf figure 1). In figure 1 (left) a geometrical braid is depicted
corresponding to the generator of the full braid group o;
(interchange of the ith and (i + 1)th strings representing
particle trajectories). In 3D (and in higher dimensions) aiz =e
(the neutral element), while in 2D aiz # e (cf figure 1 (right)),
which makes 2D braids complicated.

The formal conditions imposed on generators of the full
braid group for the plane are as follows [18, 20] (figure 2
(upper)):

0;0;4+10; = 0;4+10{0}41, for 1 gl < N — 2,

(1a)

0i0j = 0,0;. for 1 <i, j<N-—-1, [|i—]j|=2.

(1b)
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The pure braid group is a subgroup of the full group; for
generators and defining relations for generators of the pure
braid group, see e.g., [18].

Unitary representations, in particular one-dimensional
(1IDURs) of the full braid group, serve for the identification
of various quantum particles corresponding to the same
classical ones [15, 22]. Quantization of the system of N
identical indistinguishable particles can be expressed by the
Feynman integral over trajectories (the propagator is the
probability for a transition from a point a to a point b in the
configuration space): I, = [dieSal/" where S[A, ]
is the classical action for the trajectory A,;. To each A,
trajectory linking points a and b in the N-particle configuration
space one can attach additional loops from a full braid
group and in this manner make topologically non-equivalent
trajectories. If trajectories fall into separated homotopy classes,
distinguished by non-equivalent closed loops attached to 1, 5,
and represented by elements of the full braid group, then the
additional unitary factor (the weight of the particular trajectory
class) should be added [15, 22] to the path integral: [,_., =
Y ien, €% [ dagePen] where ; stands for the full braid
group, as to each loop-less X, trajectory an arbitrary braid
loop can be attached. The factors e form a 1DUR of the full
braid group and distinct representations correspond to distinct
types of quantum particles. Note that in the path integral all
possible trajectories contribute, regardless of the field or any
other physical circumstances, unless they exclude some orbits,
as in the case of strong magnetic field for charged 2D particles,
which is described below.

For the permutation group Sy, being the full braid group
for R", n > 3, there exist only two 1DURs: o; — &
or o; — ¢ (o; is the interchange of the ith and (i 4+ 1)th
particles), corresponding to fermions and bosons, respectively.
For R? the braid group is substantially richer than Sy and has
an infinite number of 1DURSs [19, 21, 22], defined for the group
generators as: o; — e?,i = 1,...,N —1,0 € (—m, ],
where each 6 corresponds to a different type of 2D particles
called anyons [10, 12, 15, 22, 23] (Abelian, as IDUR elements
commute). Note that the 1DURs of the full braid group do
not depend on i (index of the generator ;) owing to the
condition (1a) imposed on generators (since elements of IDUR
commute, from equation (1a) it follows that ¢ = e'%+ where
o0; — ¢, which gives i-independence of 6;).

As IDURs e, 6 € (—m, ] are periodic with the period
27, this precludes the statistical distinguishing of CFs from
fermions by the 1DURs of the full braid group, as CFs
correspond to the phase shift p7r, p = 3,5,7,9,.... In
order to overcome this ostensible obstacle we propose below
to associate CFs with the 1DURSs of appropriately constructed
braid subgroups instead of the full braid group and in this way
to distinguish CFs from fermions.

It should be emphasized that anyons can be regarded
as 2D particles in the absence of a magnetic field only, as
the trajectories for the braid group were taken without any
modifications caused by cyclotron motion. The inclusion of
a magnetic field substantially changes the trajectories—the
resulting cyclotron motion confines a variety of accessible
trajectories, especially in the case when the separation of

particles is greater than double the cyclotron radius, which
precludes exchanges of particles along single-loop cyclotron
trajectories. In this manner, in the case of the strong magnetic
field in 2D, not all trajectories are possible and those that are
impossible have to be excluded from the path integral domain.
The presence of a magnetic field causes the trajectories to have
to be built from pieces of cyclotron trajectories and in the
particular case of - fractional LL filling they fall into a braid
subgroup formed by trajectories with additional loops and
thus with enhanced radii, again allowing particle exchanges,
as is demonstrated below. In the presence of the magnetic
field, the summation in the Feynman propagator will thus be
confined to the elements of this subgroup (its semigroup, for
fixed magnetic field orientation) only, i.e., in accordance with
cyclotron motion, to selected classes of trajectories instead of
the whole full braid group.

It is easy to notice that the IDURSs of the braid subgroups
generated by cyclotron motion in a strong magnetic field
reproduce the statistics of CFs. In this manner one can
implement CFs as separate quantum 2D particles in terms of
braid representations. CFs will thus be ascribed to 1DURs
of the cyclotron subgroups of the full braid groups, i.e., to
the separate braid objects allowing for the distinguishing of
CFs from ordinary fermions and from other 2D particles.
Simultaneously the construction with field fluxes attached to
CFs is avoided. Within the proposed cyclotron braid subgroup
approach, the additional phase is gained by additional loops
during particle interchanging, as an unavoidable property
induced by the magnetic field in 2D charged systems at LL
filling .

3. Cyclotron braid subgroups for composite particles

We propose to associate composite anyons (including CFs)
with the IDURs of the full braid group cyclotron subgroups,
as generated by the following generators [24]:

P _ _p
b,"” =o/,

(p=3,57,9,...), LN —1,
2
where each p corresponds to a different type of cyclotron braid
subgroup (and to a different sort of corresponding composite
particles), and o; are generators of the full braid group. The
group element bfp ) represents the interchange of ith and (i +
1)th particles with prl loops, which is clear by virtue of
the definition of the single interchange o; (cf figure 3). The
generators bfp ) create the subgroup of the full braid group
as they are expressed by the generators o; of the full braid
group. The bf” ) do not, however, satisfy the condition (la),
ie, bbb % b b pP) | while the condition (1b) is
maintained for b{”: b”'b'" = BB for 1 < i,j <
N —1, |i — j| > 2 (figure 2 (lower)). Since condition (1a) does
not hold for the cyclotron subgroup, its IDURs can depend on
the index i, in general. The 1DURs of the full group confined
to the cyclotron subgroup, do not depend, however, on i, which

yields:

i=1,..

bP — &P, N —1, 3)
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Figure 3. The generator o; of the full braid group and the
corresponding relative trajectory of the ith and (i + 1)th particle
exchange (a); the generator of the cyclotron braid subgroup,

b'" = o/ (in the figure, p = 3), corresponds to additional ”T_l loops
when the ith particle interchanges with the (i + 1)th one (an
additional loop results in the 277 phase shift; 2R, is the inter-particle
separation) (b).

where p is an odd integer and @ € (—m, w]. These IDURs,
enumerated by the pairs (p, o), describe composite anyons (in
particular CFs, for @ = 7). Thus in order to distinguish various
types of composite particles it is sufficient to consider (p, o)
IDURSs of cyclotron p-numbered braid subgroups. Note that at
fixed magnetic field orientation the cyclotron trajectories form
the semigroup of the cyclotron subgroup, though with the same
IDURs as those of the subgroup.

The N-particle wavefunction for CFs acquires in this
construction an appropriate phase shift due to a peculiar type of
particle interchanges in the braid picture, i.e., the Aharonov—
Bohm phase of fictitious fluxes is replaced by additional
loops (each loop adds 27 to the total phase shift, cf figure 3
(right)). Let us emphasize that the quantum particles do
not traverse the braid trajectories, as quantum particles do
not have any trajectories at all. Nevertheless, in agreement
with the general rules of quantization [25, 26], the N-particle
wavefunction must transform according to the 1DUR of an
appropriate element of the braid group when the particles
traverse, in classical terms, a closed loop in the configuration
space of the N-particle system corresponding to this particular
braid element. As braids describe the exchanges of particle
positions in the classical sense (denoted by arguments of the
multi-particle wavefunction), their IDURSs reflect the possible
statistics of the system. Hence, for the braid subgroup of
cyclotron trajectories generated by bfp ), i=1,....,N—1,we
obtain the statistics phase shifts pzr for CFs (i.e., for « = 7 in
equation (3)), as required by the Laughlin correlations, without
the need to model them by auxiliary flux-tubes.

3.1. Multi-loop cyclotron trajectory

Both composite fermion theories, with Jain’s fluxes [1-3]
or Read’s vortices [7, 8, 27-29] attached to particles, are
of effective and heuristic-type formulations a posteriori with
respect to Laughlin function. The former uses fluxes to
reproduce the required Laughlin phase, while in the latter
model, parts of the Jastrow factor are defined as vortices
(and thus ‘zeros are pinned’ to particles through the vortices
form). In our braid group approach we look for some prior
arguments which stand behind the winding Laughlin phase
shift and recognize them in the cyclotron braid structure,

Figure 4. Half of the individual particle cyclotron trajectories of the
ith and (i 4+ 1)th particles ((a), (b)) and the corresponding relative
trajectories ((c), (d)) for interchanges of ith and (i + 1)th 2D
particles under a strong magnetic field, for v = 1 (left) and for v = %
(right), respectively (3D for better visualization), in both cases
v=1, % the appropriate cyclotron radius R, fits in the particle
separation, 2R, = 2Ry, and Ry is fixed by the Coulomb repulsion.

unavoidably caused by the strong magnetic field acting on
the 2D charge interacting N-particle system. For sufficiently
strong fields the cyclotron orbits are too short for exchanges.
But exchanges are necessary in order to establish statistics,
and particles must exchange somehow. The natural way is to
realize these exchanges by multi-loop trajectories which in 2D
have enhanced radius (due to sharing by all loops in 2D of the
same external magnetic field flux, in contrast to 3D wire loops).
These multi-loop trajectories can be next effectively modelled
by Jain’s fluxes or Read’s vortices, though in both these cases,
the fluxes and the vortices were not previously explained
and were assumed heuristically in order to satisfy Laughlin
correlation requirements. An advantage of the cyclotron braid
approach consists thus in supplying a more basic motivation for
Laughlin correlations linked next with effective constructions
of composite particles.

In order to explain the multi-loop structure of cyclotron
trajectories, let us first make a simple observation that
each additional loop of a relative trajectory for particle
pair interchange reproduces an additional loop in individual
cyclotron trajectories for both interchanging particles—
cf figure 4. In this figure the cyclotron motion of
particles is depicted for the interchange of ith and (i + 1)th
particles separated by double cyclotron radius 2R., without
any additional loops (a) and with the additional loop (b),
respectively. Such multi-loop trajectories correspond to the
definition of the subgroup generators bi(p ). The cyclotron
trajectories with the cyclotron radius are repeated in the relative
trajectory ((c), (d)) with a double radius in comparison to the
individual particle cyclotron trajectories ((a), (b)).

With regard to the classical multi-loop cyclotron
trajectories, one can conclude in quantum terms only on the

number, % %‘ , of flux quanta per single particle in the system.

For the LL filling % is p, this number of flux quanta per particle
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Figure 5. The double (thus closed) relative trajectory for the
interchange of the ith particle with the (i 4+ 1)th one, with one
additional loop (i.e., p = 3) (a); the corresponding individual particle
cyclotron trajectory of the ith particle (the same for the (i 4+ 1)th
one) (b); individual particle cyclotron trajectories corresponding to
double relative trajectories for interchanges of ith and (i + 1)th 2D
particles under a strong magnetic field, for v = 1 (c¢) and for v = %
(d), respectively; the number of B field flux quanta per particle is
indicated in both cases of v = 1, % (arrows in (¢) and (d)); the
resulting cyclotron radius R, fits in the inter-particle separation,
2Ry = 2R., in both cases (3D for better visualization).

apparently coincides with the number of cyclotron loops of
each particle. Therefore, one can formulate the following
simple rule. Each additional loop of a braid corresponding to
particle interchange, introduced in accordance with generators
of the cyclotron braid subgroup, results in two additional flux
quanta piercing the individual particle cyclotron trajectories.

The above statement immediately follows from the
definition of the cyclotron trajectory. The cyclotron trajectory
is defined as the individual particle trajectory corresponding
to a double interchange of the particle pair (cf figure 5). In
this manner, the cyclotron trajectories of both interchanging
particles are closed, similarly to the closed relative trajectory
for the double interchange. If the interchange of particles is
simple, i.e., without any additional loops, the corresponding
individual particle cyclotron trajectories are also simple,
single-loop (circles on a 2D plane). Nevertheless, when the
interchange of particles is multi-loop, as associated with the p-
type cyclotron subgroup (p > 1), then the double interchange
relative trajectory has 2‘”7_1 + 1 = p closed loops and the
corresponding individual cyclotron trajectories must be also
multi-loop, with p loops. This is illustrated in figure 5.

It is important to emphasize here the difference between
the turns of 3D windings (e.g., of a wire) and the multi-
loop 2D cyclotron trajectories. In the latter case, 2D multi-
loop trajectories cannot enhance the total magnetic field flux
BS piercing the system (thus, the number of flux quanta per
particle must coincide with the number of loops of a closed

cyclotron individual particle trajectory). In the former case (3D
windings), each turn of windings adds a new portion of the flux
as a new turn adds a new surface in fact, which is, however,
not true in the case of 2D. In the latter case of 2D multi-loop
trajectories, all loops share the same total flux of the external
field.

Note also that some ideas of cyclotronic-type rigid
movement were developed in [30]. It should be emphasized,
however, that cyclotron braids are not the case of quasiclassical
rings analysed by Kivelson et al [30] (and in other works
cited therein). In that paper authors consider the contribution
to exchange energy due to coherent cyclic movement by
simultaneous rotation of a closed cooperative ring with a large
number of particles in order to find energy cusps at fractional
lowest LL fillings with some links to Wigner crystal ordering.
The quasiclassical rings considered there were addressed to
real long-range correlations of true quantum dynamics though
expressed in a limiting quasiclassical picture, while braids are
pure classical many particle configuration space trajectories
being elements of the general topological approach to statistics
not dynamics. Although the objects of both attitudes are not the
same, the cyclotron motion is a property of some generality
and probably linked with transition to Wigner crystal state
competitive to FQHE, as analysed using the semiclassical ring
picture [30, 31] and also discussed in CF terms [2].

Let us emphasize that the cyclotron trajectories considered
in the present paper do not have any realistic motion meaning,
they are formal auxiliary objects of the braid group method.
They are not real trajectories of quantum particles. The
electrons considered as quantum particles do not have any
trajectories and do not traverse any classical trajectories,
including cyclotron ones. Classical trajectories lie, however,
in the centre of the braid group approach. Braids are classical
closed trajectories from the many particle configuration space.
Thus, one cannot expect that the cyclotron braids could be
somehow calculated using e.g., path integrals. Only 1DURs
(one-dimensional unitary representations) of braid groups link
up with path integrals, supplying appropriate weights for
topologically non-equivalent classical trajectory classes. These
classes are exactly numbered by elements of the braid groups.
Additionally, one can formulate a link of IDURs of the braid
group with the wavefunction: as the pure braid group elements
define exchanges of classical particles, thus they describe
also exchanges of coordinates of multi-electron wavefunction.
Therefore, a 1DUR element gives the phase shift of this
function caused by an exchange of wavefunction coordinates
according to the prescription given by this particular braid
associated with its IDUR. Cyclotron braids are not quantum
particle trajectories and therefore they are not a particular type
of motion (as the quasiclassical cyclotron motion analysed
in [30] using path integral expansions).  Braid groups
are a topological tool and do not display a real dynamic.
Their relation with path integration is only via unitary braid
group representations and serves not for determination of the
dynamic picture but to distinguish statistical phases. As these
phases are central for FQHE and were previously modelled
heuristically only, a possibility for determining them in a more
consistent manner in topology terms seems to be advantageous.
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3.2. Relation of cyclotron braid subgroups with CFs

It should be emphasized that the multi-loop shape of the
relative trajectory for interchanges, as defined by the subgroup
generators (2) (and the corresponding multi-loop form of
individual particle cyclotron trajectories) is an unavoidable
property of the charged N-particle 2D system in the case
when inter-particle separation (resulting from the density %
and fixed by the Coulomb repulsion) is greater than the
double value of the single-loop cyclotron radius. In this
case, in particular at the - LL filling fraction, any exchanges
along simple single-loop cyclotron trajectories are impossible,
because the corresponding cyclotron radii are too short. In
order to restore the possibility of particle interchanges, which
are necessary for establishing statistics (or equivalently for the
braid generator definition, where 1DURSs define the statistics),
these too short cyclotron radii must be enhanced. The way to
enhance the effective cyclotron radius of the 2D particle, which
would again fit into the inter-particle separation (and then
allow interchanges), is through the multi-loop character of the
cyclotron motion and the simultaneously resulting multi-loop
braids for particle interchanges (represented by generators of
the cyclotron braid subgroups, equation (2)), as was presented
in section 3.1. Bearing in mind the discussion presented there,
one can conclude that the additional 2D cyclotron loops take
away some part of the total external field flux and thus reduce
the effective field, which leads to the desired growth of the
resulting cyclotron radius. This property of the multi-loop
cyclotron orbits can be modelled by Jain’s fluxes reducing
external field and thus enhancing cyclotron radius. In this way,
the multi-loop cyclotron braids explain a true nature of flux
components of composite particles.

The total flux of the external field through the surface S is
BS. For p-type CFs, if one considers the relative trajectory of
the double interchange of ith and (i 4-1)th particles (thus closed
and with 2‘”771 + 1 = p loops), one gets the individual particle
closed cyclotron trajectories with the same number p of loops
(cf figure 5), embracing the flux p% (each loop takes away a
single flux quantum in accordance with the above formulated
rule). Thus, for the p-type of CFs we deal with closed p-
loop cyclotron trajectories of particles, i.e., p flux quanta per
particle, BS = Np %‘ On the other hand the degeneracy of the
LL is equal to No = 3B (neglecting spin) and for fractional
filling v, Ny = 85 = kel gives 1 flux quanta
per particle, Wthh fits with the prev1ous estlmatlon forv = %

In the case of p-loop trajectory each loop has its size
adjusted to the external magnetic field flux diminished by p —1
quanta per particle taken away by the remaining loops, exactly
as in the case of Jain’s model. Indeed, if BS = PN, then
hc = ﬁ ]f, and S corresponds to a p times lowered field.
Followmg an analogy with Jain’s model, one could argue that
forv = 5 and p = 3, two loops per particle take away the total
B field flux and the third loop has to be of infinite radius (Hall
metal [16]) for the zero rest-field.

The additional loops take away the flux quanta
simultaneously diminishing the field; this gives an explanation
for the Jain fluxes screening the field B. Thus, the presented
cyclotron subgroup implementation of CFs can be addressed

= The equatlon

to Jain’s theory with all the advantages of the related
conclusions [2], in particular of the integer quantum Hall effect
in the rest-field, leading to the hierarchy of the incompressible
FQHE states [1, 2].

One can summarize why 2D charged particles must be
composite particles for fields corresponding to fractional filling
of LL. For v = 1 one has R. = Ry (where R. is the
cyclotron radius, 7 R*B = he—c and 2R is the separation of
particles, adjusted to the density and fixed by the short-range
part of the Coulomb repulsion, nRé = %). Forv < 1
the radius of cyclotron trajectory without additional loops is
R. < Ry, so R is too short for particle interchange along
these trajectories. Additional loops can, however, enhance
R. and again allow interchanges, since for p-loop cyclotron

trajectories ¢ = 7 R?Z, and R. grows in comparison to
e cp

single-loop trajectories; for v = %, again R, = Ry, though
the external field is p times bigger than for v = 1 (at constant
N). The auxiliary flux-tubes of Jain’s CFs actually played a
similar role, leading to an increase of the cyclotron radius in
the reduced resultant field. Thus, one can conclude that for
v = 1 the cyclotron trajectories are single-loop and the braids
are generated by bi(pzl) = o;, while for v = 1 p > 1,
the cyclotron trajectories must be multi-loop, simultaneously
resulting in braids generated by b = o

The additional loops associated with the appropriate
subgroup generators lead to the phase shifts for particle
interchanges, just as for Jain’s CFs and they permit
corresponding Laughlin-type function requirements to be
satisfied. These loops replace the screening flux-tubes. Note
that multi-loop trajectories (similarly to single-loop ones) only
have meaning in classical braid terms. Quantum particles
do not traverse any trajectories, including any multi-loop
cyclotron trajectories.  The corresponding wavefunctions
transform, however, in agreement with the IDURs of the braid
group [25, 26] (of the cyclotron subgroup, in the presence of a
magnetic field), resulting in appropriate statistics behaviour.

Let us emphasize that although CFs actually are not
compositions of particles and flux-tubes, we have not modified
the original name of ‘composite fermions’.  Moreover,
we use the similar name ‘composite anyons’ for particles
associated with fractional 1DURs (i.e., with fractional po in
equation (3)) of the cyclotron subgroup instead of the full
braid group. The phase shift can be calculated as the Berry
phase along a closed trajectory in the configuration space
for model multi-particle wavefunctions corresponding to low-
energy excitations beyond the ground state at the fractional
filling of LL. These excitations—quasiparticles/quasiholes—
were traditionally associated with anyons in the case of a
fractional Berry phase. It is clear, however, that it is impossible
to distinguish between fractional 6 (of the IDUR of the full
braid group) and po (of the 1IDUR of the cyclotron subgroup):
both these phase shifts can happen to be the same fraction.
Nevertheless, as the considered quasiparticles/quasiholes are
excitations at the magnetic field presence, these states should
rather be associated with cyclotron braid 1DURs, and therefore
they are composite anyons and not ordinary anyons, as
previously regarded.
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This change, of anyons for composite anyons, would result
in a possible convenience for recently developed topological
quantum information processing applications [23, 32, 33].
According to an idea of Kitaev [32], an arbitrary unitary
evolution of a multi-qubit system (e.g., of a double qubit
gate) [23, 33] can be approximated by the multi-dimensional
unitary irreducible representation (MDUR) (of an appropriate
rank) of a braid group, provided there is a sufficient
density of MDURSs in the unitary matrix space [23]. These
MDURs can be linked with degenerated low-energy excitations
(quasiparticles/quasiholes) above the ground state for some
fractional LL fillings. Since elements of MDUR do not
commute, as matrices, these degenerate states are referred
to non-Abelian anyons [23]. Unfortunately, the non-
Abelian anyons recently investigated, in particular for the low
excited states for 5/2 and 12/5 LL filling factors, probably
correspond to insufficiently dense MDURSs (for non-Abelian
anyons in the % case, the MDURSs are not dense enough
to approximate the needed qubit gates [23], and another
considered state of % is still disputable [34, 35]). Thus,
the search for other opportunities for fractional statistics
systems with more dense MDURs associated with non-
Abelian anyons is of high significance. As subgroups have
usually richer representations than a group, one could expect
that the cyclotron braid subgroups would be convenient
for topological quantum information processing applications,
since the relevant MDURSs of cyclotron subgroups would be
denser in comparison to the representations of a full braid

group.

3.3. A role of the short-range part of the Coulomb interaction

The crucial character of the short-range part of the Coulomb
interaction for Laughlin correlations is visible from the
fact that the Laughlin function is an accurate ground
state wavefunction for i LL filling, if one confines the
Coulomb interaction represented by the so-called Haldane’s
pseudopotential [13, 36, 37], V. = 3., Y2V Pl (Pl
is the projector on the states of ith and jth particles with
relative angular momentum m), to the components V,,, with
1,...,p — 2 only. These V, terms, ie., the
Coulomb interaction energy of a particle pair with relative
angular momentum m, contribute to the short-range part of
the interaction of electrons, and the remaining terms, i.e., the
long-range interaction tail, corresponding to greater particle
separation, i.e., with m = p, ..., do not strongly influence the
Laughlin function [13, 36, 38]. The Laughlin correlations are
associated with the incompressible states, which correspond
to the discrete spectrum of the Coulomb interaction projected
on LL states, i.e., the interaction expressed in terms of
Haldane’s pseudopotential even named by Laughlin as ‘a
quantization of particle separation’ [10, 13]. The quantization
of the Coulomb interaction after projection on the relative
angular momentum of particle pairs in the LL subspace of the
Hilbert space results in incompressible FQHE states numbered
by integers (eigen-values of relative angular momentum of
particle pairs), the same as those which occur in the Laughlin
functions (the exponent in the Jastrow polynomial). It is

m =

important to note that according to an approach to FQHE using
Haldane’s pseudopotential (confined to the short-range part of
the Coulomb repulsion), the Laughlin correlations revealed in
the multi-particle wavefunction are an unambiguous possibility
for accurate ground state at fractional LL filling, not only
a variational result of the ground state modelling [13, 36].
This supports the idea that Laughlin correlation (expressed
by an appropriate phase shift) is a fundamental topology-
originated property of interacting charged 2D particles. One
can thus expect that this Landau quantization behaviour of an
interacting 2D charged system must also manifest itself within
the braid group quantization approach to the same system, e.g.,
via an introduced cyclotron subgroup structure.

Since the Laughlin correlations can be expressed within
the CF approach, the Coulomb repulsion (the short-range
part of Haldane’s pseudopotential) is also of a fundamental
significance for the CF construction. It should, however, be
emphasized that the Coulomb interaction with the discrete
spectrum, i.e., with the separation by energy gaps of distinct
relative angular momenta of particle pairs for sufficiently
high magnetic field (noticeable via the projection of the
interaction on a fractional filled LL, as in the definition of
Haldane’s pseudopotential), does not play the role of the
standard dressing of particles with interaction, as typical for
quasiparticles in solids, just because the interaction does not
have a continuous spectrum in this projection.

An effective description of a local gauge field attached to
particles is supplied by the Chern—Simons (ChS) field theory
(chiral field, i.e., breaking time reversal and parity). This
approach revived [39, 40] in the area of FQHE, successfully
describes particles with vortices, in particular for anyons
and Jain’s CFs [2]. It still, however, does not explain the
physical origin of the flux-tubes assumed in composite particle
constructions.

It was demonstrated [13, 38] that the short-range part of
the Coulomb interaction stabilizes CFs against the action of the
ChS field (its antiHermitian term [28, 38]), which mixes states
with distinct angular momenta within LL [38], in disagreement
with Jain’s CF model in the ChS field approach [2, 38]. The
Coulomb interaction removes the degeneracy of these states
and results in energy gaps which stabilize the CF picture,
especially effectively within the lowest LL. For higher LLs,
the CFs are not so useful due to possible mixing between the
LLs induced by the interaction [41]. The Coulomb interaction
would lead to mixing of Landau-levels if exceeds the gap
between levels, and then would diminish the effectiveness of
the composite fermion picture [2, 3]. Nevertheless, many
analyses evidence that composite fermions can be used to
describe FQH states in the second Landau-level [42, 43]
including paired CF states [44, 45]. Landau-level mixing
provides corrections to the two-body interaction, and recently
its stabilizing role for the Moore-Read state [46, 47] was
quantitatively determined.

The short-range part of the Coulomb interaction also
stabilizes CFs in our description, similarly to how it removes
the instability caused by the ChS field for angular momentum
orbits in LL [38]. Indeed, if the short-range part of the
Coulomb repulsion was reduced, the separation of particles
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would not be rigidly kept (adjusted to a density only on
average) and then other cyclotron trajectories, additional to
those for fixed particle separation (multi-loop at v = %), would
be admitted, which would violate the subgroup construction.
Thus, the short-range part of the Coulomb interaction
turns out to be crucial for CF formation under any description.
The confinement of the full braid group to the subgroup with
the multi-loop structure of cyclotron motion is justified only
for particle separation adjusted to the double cyclotron radius.
Itis arole of the short-range part of the Coulomb repulsion that
does not allow closer inter-particle separation than that which
follows from the density. In this manner the short-range part of
the Coulomb interaction is involved in the construction of the
cyclotron braid structure. The long-range tail of the Coulomb
interaction is left as a residual interaction of particles, which
agrees with Jain’s model of weakly interacting CFs [1, 2].

4. Composite particles as complexes with vortices

4.1. Definition of vortices—links with cyclotron braids

In this subsection a short review of other authors’ results is
given in part. The Laughlin correlations involved binding of
electrons and zeros of the wavefunction were the starting point
also for another construction of composite fermions [7, 8, 27],
in which Laughlin correlations were modelled by so-called
vortices associated to particles. This was done in some analogy
to superfluid vortices in the Ginzburg—Landau approach to the
superfluid continuous phase [6, 48]. An elementary vortex for a
2D Hall system, with a centre in z, is defined as the product [7]:

N
V) =[]z -2. “)
j=1

If one substitutes z with z; in the above formula and includes
the index i (i > j) to the product domain, one arrives at
the Vandermonde determinant associated to ordinary cyclotron
motion of N noninteracting fermions on the plane at magnetic
field corresponding to v = 1 [14] (i.e.,, to single-looped
cyclotron orbits in the classical braid picture). Thus, one
can state, that the vortex given by equation (4) is connected
to the simple cyclotron classical motion of N free charged
2D particles, quantumly described by the Slater determinant
with the Vandermonde factor (the vortices are factors in this
function and binding of them to electrons consists in the
substitution of z with z; and in the inclusions of index i to the
product domain in equation (4)).
Next, one may introduce a natural generalization,

N
V() = l_[(Zj —2)9, (5)
j=1

regarded as a g-fold vortex (g is called as the vorticity). Such a
vortex is related with g-looped cyclotron trajectories, since for
odd g, equation (5) links to the Jastrow factor of the Laughlin
function (resulting by replacement of z by z; and addition
of i (i > j) to the domain of the product in equation (5),
which means the association of g-fold vortices to fermions).

This indicates that behind the vortex construction are the
same braid properties as described by the cyclotron braid
subgroups. Because vortices are fragments of the Laughlin
function, therefore they contain more information than only
the statistics winding phase shift (the latter expressed by the
factor Hi,j(Zi — z;)?/|zi — z;|7). The Laughlin function
minimizes the Coulomb energy and defines an accurate ground
state for the Haldane pseudopotential, i.e., for the short-
range part of the Coulomb interaction [36], and the vortices
inherit these properties. 1DURs of cyclotron braid subgroups
define the statistical phase-winding, but not the shape of the
wavefunction. The function shape is determined via energy
competition between various multi-particle wavefunctions
with the same statistics fixed by 1DUR. Vortices contain thus
information beyond only the statistics phase shift, they include
also the specific radial dependence of multi-fold zeros pinned
to particles through the Jastrow polynomial (which expresses a
result of Coulomb repulsion).

The vortex is a collective construction because all particles
are involved in its definition, equation (4) or (5). Thus, the
dressing of a bare electron with the vortex associated to it does
not meet the single-particle picture and is aided with some
collective heuristic-type fluid-like idea (with the vorticity g
selected in accordance with the known in advance Laughlin
function). As the vorticity choice is not supported by any other
arguments, the vortex model of composite fermions is heuristic
similarly to the flux-tube model. The relative advantage of the
vortex model for composite particles (fermions or bosons) is,
however, connected with information on the Coulomb energy
minimizing state (comprised by radial dependence of zeros
pinned to particles).

A phenomenological modification of vortices, like a shift
of the centre of the vortex from the position of an associated
electron, may result in effective attraction of vortex-composite
fermions, leading to their pairing at e.g., v = 5/2 [8, 43].
This corresponds, in fact, to a modification of the Laughlin
function and leads to a new wavefunction, in this case, N-
particle BCS-like function in the form of Pfaffian, as was
described in [8, 43, 44]. Note that the wavefunction with the
Pfaffian factor is still of the same statistical symmetry as that
for the particular sort of braid-composite fermions (defined by
IDUR of the corresponding cyclotron subgroup).

Summarizing this short review, the vortex-composite
particles create a convenient effective phenomenological
picture of composite particles, with several remarkable
properties. These properties can be listed as follows:

e the vorticity is fixed by ¢ in formula (5), i.e., when
traversing with an arbitrary particle z; a closed loop
around the vortex centre, then the gain in phase is equal
to2mq,

e the vortex induces a depletion of the local charge density,
linked to the Coulomb repulsion separating particles at
small distances; it can be noticed that a locally positive
charge (due to background jellium) screens next the charge
of the electron associated to the vortex centre in the case of
a composite particle; for the vorticity g the positive charge
of the vortex is —gve (for v = 1/q it gives —e, which
completely screens the electron charge: the complex of
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the vortex with the electron behaves like a neutral particle
in this case),

e if one exchanges two vortices the resulting phase shift is
g*vr (due to the charge deficit of the vortex [7]), which
forv = 5 gives gr; the g-fold vortex together with the
bound electron (which contributes with the charge e to
the complex, and produces 7 statistical phase shift), the
complex of the electron with the vortex behaves like a
composite boson with zero effective charge for odd ¢ and
like a composite fermion for even ¢; these bosons can
condense reproducing exactly the Laughlin function for
odd g [28], while for even g one deals with the Fermi sea
in a zero net field, as in both cases the effective charge
of complexes is zero—the latter case reproduces the Hall
metal state [16, 49, 50].

The last but one of the above properties makes clear why
the model with vortices works. The reduced effective charge
of the electron—vortex complex results in the cyclotron radius
growth, which is necessary for particle exchanges at the field
magnitude corresponding to fractional filling. The vorticity
adjusted to the form of the earlier known Laughlin function
defines a level of this charge screening.

4.2. Local gauge transformation corresponding to Jain's
fluxes and Read’s vortices

All properties of vortices or of flux-tubes can be expressed by
a formal local gauge transformation [28, 29] of the original
fermion particles (defined by the field operator W(x)) to
composite bosons or composite fermions (the results of other
authors are briefly reviewed in this subsection):

d(x) = e/ MU(x), Ox) =¥ xe’®,  (6)
where J(x) = ¢ [d*x'p(x)log(z — 7) — % and e’/
corresponds to a nonunitary transformation that describes the
attachment of Read’s vortices (or Jain’s flux-tubes) to the
bare fermions with W(x) and W*(x) (for annihilation and
creation fields, respectively). When restricting J (x) to only its
imaginary part (i.e., to the imaginary part of log), one arrives
at the Hermitian ChS field corresponding to the dressing of
fermions with magnetic field local flux-tubes [48]. The field
operators ®(x) and O(x), ®+(x) = O(x)e/ ¥+ ™ though
are not mutually conjugated (they are perfectly conjugated for
the Hermitian ChS field), well describe composite bosons (for
odd ¢) and composite fermions (for even ¢) within the mean
field approach [28] (remarkably, the real part of J vanishes
in mean field, as the real part of log is cancelled by the
Gaussian, while the Hermitian ChS field is cancelled by the
external magnetic field). From the relation e?2;'°2@=2) —
]_[jv (z—z;)? (for the density operator p(x) = ¥ (x) ¥ (x) =
> 8(z — z;)). which coincides with the definition of
Read’s vortex, one can expect that equation (6) reproduces
all properties of vortices. Let us, however, emphasize that
this does not give an explanation of the vortices’ origin which
would be rather associated with the cyclotron braids.

Transformation (6) (and the associated vortex picture)
allows for the interpretation of the Laughlin state as a Bose—
Einstein condensate of composite bosons, at v = é q-
odd [7, 28, 48], and as a compressible fermion sea, at g-
even [27, 49, 50] (the latter one is instable against BCS-like
pairing) [8, 43, 51].

The specific character of the concept of vortices is clearly
visible, in particular, for v = 1. Vortices of the form (4),
attached to electrons in the system, result in the Vandermonde
factor (being the Jastrow factor with ¢ = 1). In this case,
the corresponding Laughlin state is thus given by the Slater
function of N noninteracting fermions, which, however, can
also be effectively described by the Bose-Einstein condensate
of bosons [52] defined by the transformation (6) with ¢ = 1
(all the action of the magnetic field on ordinary fermions
is replaced with this Bose condensation). The Coulomb
interaction does not contribute in this particular case, since at
v = 1 the Haldane pseudopotential [13, 36] (i.e., the short-
range part of the Coulomb interaction, being essential in the
selection of the Laughlin state form) is zero (as ¢ — 2 < 0, for
q = 1), and thus the Slater function of noninteracting particles
is suitable as the eigen-state of the interacting system at v = 1.

5. Conclusions

We have argued that in the presence of a strong magnetic field
corresponding to % (p odd) LL filling, the full braid group
for the 2D charged interacting N-particle system is reduced
to its subgroup, which we refer to as the cyclotron braid
subgroup of type p. The p-numbered cyclotron subgroups are
defined by the generators bfp ) = o/ (o; are the generators
of the full braid group), and reflect the cyclotron trajectories
of Coulomb interacting charged 2D particles at a sufficiently
strong magnetic field corresponding to % LL filling. We have
suggested that the 1DURSs of these subgroups describe CFs
(and, more generally, composite anyons) with the statistical
properties required by the Laughlin-type correlations. The
association of CFs with separate braid subgroups distinguishes
CFs from fermions, despite the 27 periodicity of 1IDURs. The
identification of the cyclotron braid subgroups seems to resolve
the problem of local magnetic field fluxes (flux-tubes) attached
to CFs. The presented CF braid group implementation does
not invoke any flux-tubes (we retained, however, the traditional
name of ‘composite fermions’, though they turn out not to
be compositions with fluxes). The Aharonov—-Bohm phase
shifts caused by CF magnetic fluxes are replaced by the N-
particle wavefunction phase shift due to additional qu loops at
interchanges of particles unavoidably occurring in the classical
cyclotron braid picture. These loops allow interchanges of
particles when the single-loop cyclotron diameter is shorter
than the particle separation, and to restore particle interchanges
in the braid picture, each particle must traverse, in the classical
braid meaning, a closed p-loop cyclotron trajectory, or, in the
quantum language, each particle must take away p quanta of
the B magnetic field flux; p — 1 of them play the equivalent
role to p — 1 flux quanta attached to each CF in Jain’s model,
thereby reducing the external field. This suggests that CFs
are not complexes with flux-tubes nor ordinary quasiparticles,
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i.e., fermions dressed with the interaction (as e.g., Landau
quasiparticles), but are separated in the statistics of 2D particles
topologically arranged by cyclotron braids. Thus, CFs should
not be mixed with ordinary fermions, or with other sorts
of CFs (with different p), though all of them correspond to
antisymmetric wavefunctions. The whole segment (—m, 7]
gives an opportunity to define composite anyons as particles
distinct from ordinary anyons, linking them with the IDURSs of
appropriate cyclotron braid subgroups instead of the full braid
group (7 corresponds to CFs, 0 to composite bosons).

Composite particles with vortices were also analysed in
terms of the cyclotron braid subgroups. In the vortex-type
approach to composite particles, the statistics phase of 2D
particles (corresponding to the cyclotron group 1DUR) defines
the symmetry (vorticity number) of vortices. Their shape,
taken in the form of a partial factors of the Jastrow polynomial,
is, however, beyond the phase only (corresponding to multi-
fold zeros of the Jastrow term) and includes information
on the Coulomb energy minimization (which, as in the
case of the Laughlin function, is expressed by its radial
dependence). The vortex induced depletion of the charge
distribution allows in this picture for the screening of an
electron charge resulting in the effective enhancement of the
cyclotron radius for the effective particles dressed with the
nonlocal vortices. This nonlocal vortex structure aids in
the adjustment of an appropriate statistics phase and takes
advantage of Coulomb energy minimization. This is not
accessible through the statistics phase only, though the phase
symmetry of the corresponding model wavefunction (even with
the pairing Pfaffian term) satisfies the cyclotron braid group
representation requirements. Thus, behind the phase symmetry
of the composite fermions in terms of vortices is again the
cyclotron braid structure of the underlying 2D system, and
the phase can be modelled by vortices if one started with the
ordinary fermions, similarly to in the case of the flux-tube
construction.
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1. Introduction

Exotic topological properties of 2D quantum systems have been
widely investigated since the discovery of the fractional quan-
tum Hall effect (FQHE) [1]. A hierarchy of Landau level (LL) frac-
tional fillings was experimentally observed [1-3] and explained
by new topological concepts closely related with planar geome-
try [4-6]. The exceptional topology of 2D systems is connected
with nontrivial homotopy groups [7,8] describing planar trajecto-
ries for many-particle systems. Classes of topologically nonequiv-
alent closed loops in the configuration space of the system of N
identical particles build up 7r1 homotopy group, called in this case
a braid group (full and pure for indistinguishable and distinguish-
able particles, respectively) [7-10]. Braid groups for 2D case are
infinite, while for higher dimensions are finite and equal (full braid
groups) to the permutation group Sy (for 1D case this formalism is
irrelevant). Unitary representations, in particular one-dimensional
(1DURs) of the full braid group serve for identification of quantum
particles corresponding to the same classical ones [5,6]. For Sy
there exist only two 1DUR: o; — €™ or o; — e® (o; — the inter-
change of the ith and (i + 1)th particles) corresponding to fermions
and bosons, respectively. In 2D there is however an abundance of
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1DURs of the full braid groups: e, 6 € (—m, 7], associated with
anyons (Abelian). Anyons satisfy a fractional statistics — the in-
terchange of two anyons results in a 6 phase shift of the wave
function [5,6]. The phase factor of the 1DUR (and the statistics) is
determined modulo 27.

2. Braid groups: Definitions

The configuration space of N identical particles located on a
manifold M is defined as: Qn(M) = (MN \ A)/Sy, for indistin-
guishable identical particles, and as: Fy(M) = MN \ A, for distin-
guishable identical particles; MN is the Nth Cartesian product of
the manifold M, A is the set of diagonal points (when coordinates
of two or more particles coincide), subtracted in order to preserve
conservation of the particle number, Sy is the permutation group
— the quotient structure is introduced in order to account for
indistinguishability of quantum particles. For these configuration
spaces two types of braid groups are defined [7,10]: m1(Qn(M)) =
1 ((MN\ A)/SN), a full braid group and 71 (FN(M)) = (MN \ A),
a pure braid group.

A simple presentation of the braid groups for the plane is pos-
sible via geometrical braids [7] (cf. Fig. 1). In this figure (left) a
geometrical braid is depicted corresponding to the generator of the
full braid group o; (interchange of the ith and (i + 1)th strings rep-
resenting particle trajectories). In 3D (and in higher dimensions)
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Fig. 1. The geometrical presentation of the full braid group for R2: (from the left)
the generator of the full braid group, the formal definition of the full braid group
(a) and (b).

o = e (the neutral element), while in 2D ¢ # e, which makes 2D
braids complicated. The formal conditions imposed on generators
of the full braid group for the plane are illustrated by geometrical
braids in Fig. 1(a), (b) and can be written as follows [7]:

(@) 0i0i410; =0i+10i0i41 for1<i<N -2,

(b) oigj=o0jo; for1<i,j<N-1,|i—jl=2. (1)
For generators of the pure braid group (being a subgroup of the
full group) and defining relations for generators, see, e.g., [7,10].

3. Composite fermions

Significant progress in understanding of FQHE was achieved in
the formulation by Laughlin [4] of the wave function correspond-
ing to fractional filling of LL and being a generalization of the
Slater determinant for completely filled zeroth LL. Substitution in
this Slater function (at magnetic field in cylindrical gauge) of the
Vandermonde determinant, [];_ i@ —zj), by the Jastrow polyno-
mial, ]_[,-<j(zi — zj)P (p odd integer), results in the Laughlin wave
function for filling % [4], which is still antisymmetric but addi-
tionally differs from the Slater function in the phase shift acquired
due to interchange of a 2D-particle pair. For the Vandermonde
function it is 7, while for the Jastrow function ps. Even though
elP™ — ei™ — _1, the phase shift pr is distinct from 7, which is
important in planar geometry (in higher dimension the phase shift
has no meaning).

The remarkable idea of Jain [11] associated this difference in
phases with the notion of composite fermions (CFs), as complexes
of the charged fermions and of p — 1 magnetic flux quanta, %
attached to each particle. The additional Laughlin phase shift,
(p — 1), above the fermionic 7, is given by Aharonov-Bohm
phase of local fluxes [5]. The fluxes of CFs, oriented oppositely
to the external field are assumed to be able to screen the exter-
nal magnetic field, and in the effective weaker differential field,
one can deal with an integer quantum Hall effect (IFQE) — which
yields the fractional hierarchy zp% [11,12]. In other words, the
oscillations in Hall conductivity can be associated with Szubnikov-
de Haas oscillations in an effective differential magnetic field. The
most pronounced observation behind this model is the so-called
Hall metal state [13] at filling fraction % when the total external
magnetic field should be canceled by the averaged internal field
of CF fluxes. There arises, however, the question of what is the
physical source of these magnetic flux quanta attached to charged
particles which alter original fermions into CFs.

Description of a local chiral (i.e. breaking time reversion and
parity) gauge field attached to particles is supplied by the Chern-
Simons (ChS) field theory, and this approach revived [14] in the
area of FQHE successfully describing particles with fluxes for
anyons and CFs [12]. It still however does not explain, what are the
spontaneously arising fluxes dressing CFs. This dressing takes place
only in the presence of a strong magnetic field, thus occurs as a re-
sponse to the external field in a system of interacting charged 2D
particles. A short-range part of the Coulomb interaction stabilizes
CFs against action of ChS field, which mixes states with distinct

angular momenta within LL [15]. Interaction removes the degener-
acy of these states and results in energy gaps stabilizing CF picture,
especially effectively for the lowest LL. For higher LLs CFs are not
so useful due to mixing of LLs [16]. Numerical studies, e.g., for
finite systems on so-called Haldane sphere [17], allow for identifi-
cation of particular fractional states and of low energy excitations
— quasiparticles [typically, anyons] [3], also beyond the lowest LL.
Worth mentioning is a filling factor % for which the Pfaffian wave
function was suggested [18] of the form ~ Pf(Zi%zj) [Tizj(zi— )",
with ¢ an even integer (this state focused much attention as low-
energy excitations of it, quasiparticles and quasiholes, would man-
ifest a noncommutative statistics of so-called non-Abelian anyons
linked with quasiparticle degenerated states, expected for decoher-
ence free quantum information manipulations [19,20]).

The obstacle on the way for better understanding of the CFs is
that the phase factor with pm connected to CFs is indistinguish-
able from that with 7 for ordinary fermions (since e = ei™  if
p is odd integer). In the present Letter we try to overcome this
problem via construction of special subgroups of the full braid
groups, adjusted to cyclotron motion in a strong magnetic field.
We show that the 1DURs of these subgroups reproduce the statisti-
cal properties of CFs. In this manner we implement CFs as rightful
quantum 2D particles in terms of braid representations. CFs are
thus numbered by 1DURs, eP” = —1 (and the phase shift prm,
p odd integer), of the specially selected p-numbered subgroups
of the full braid groups, the separate braid objects allowing for
distinguishing of CFs from ordinary fermions and from other 2D
particles. Simultaneously the problem of fluxes attached to CFs is
removed. Within the proposed braid subgroup approach the ad-
ditional phase is acquired by additional loops during particle in-
terchanging, a generic subgroup property induced by the strong
magnetic field in 2D charged systems. This braid subgroup imple-
mentation of CFs supports an idea [11,12] of CFs as rightful 2D
particles, though in another manner explains the corresponding
Laughlin function phase shift. On the other hand, the braid imple-
mentation of CFs supplies a well defined mathematical object, the
subgroups of the full braid group, convenient for further analysis
of CF properties.

Distinguishing of CFs from fermions is important in particular
for numerical diagonalization of interaction of CFs (not all anti-
symmetric functions can be admitted, but only those which have
the same phase shift due to particle interchanges, unless the mix-
ing of various sorts of CFs took place [this is prohibited, similarly
to the mixing of fermions and bosons in 3D]).

The whole segment (—m,m] gives an opportunity to define
composite anyons as particles which are distinct from ordinary
anyons. One can define the composite anyons as quantum 2D
particles corresponding to 1DURs, eP? (with the phase shift pa,
o € (—m,m]), of appropriate p-numbered subgroups of the full
braid group. The physics behind the choice of the particular sub-
group of the full braid group is the magnetic field acting on planar
system of interacting charged particles; it induces the type of gen-
erators of the subgroup, as is demonstrated below.

4. Unitary representations of braid groups

Quantization of the system of N identical indistinguishable par-
ticles can be expressed by the Feynman integral over trajecto-
ries (propagator): Io_,p = [dieS%asl where S[qp] is the clas-
sical action for the trajectory A,p. If trajectories fall into sepa-
rated topologically nonequivalent classes, represented by elements
of the full braid group, then the additional unitary factor (the
weight of the separated trajectory class) should be added [5,6]:
lash = Y jeq, €% [dijeSHen], These factors e’ form a 1DUR
of the full braid group and distinct representations correspond
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to distinct types of quantum particles. For 2D space (the plane),
the braid group has an infinite number of 1DURs [9,10], writ-
ten for the group generators: o; — e, 6 € (—m, 7], where each
6 corresponds to a different type of anyons [2,4-6,19]. Note that
the 1DURs of the full braid group do not depend on i owing to
the condition (a) of Eq. (1) imposed on generators (since 1DUR
commute, from (a) of Eq. (1) it follows that e = ei®i+1, where
gj —> e’pf )

In order to implement CFs in a similar manner via subgroups
of the full braid group, the summation in the Feynman propagator
is confined to the subgroup elements only, i.e., to selected, suitably
to cyclotron motion, classes of trajectories instead of the full braid
group.

5. Cyclotron subgroups of braid group for composite particles

We propose to associate composite anyons (including CFs) with
1DURSs of the cyclotron subgroups of the full braid group, generated
by the new generators:

bP =oP (p=3,5,7,9,...), (2)

where each p corresponds to a different sort of cyclotron subgroup
and thus of composite anyons. The group element b,.(p ) represents
the interchange of ith and (i+ 1)th particles with pz;] loops, which
is clear due to the definition of the single interchange by o; (cf.
Fig. 2(a), (b)). The generators b,.(p) create the subgroup of the full
braid group as they are expressed by generators o; of the full
braid group. The b,.(p ) do not, however, satisfy the condition (a) of
Eq. (1) (cf. Fig. 2(c)), while the condition (b) is maintained for b,.(p):
bfp)bj-p) :b;p)bfp), for 1<i,j<N—1, |i — j| > 2. Disappearance
of the condition (a) results in possible dependence of the subgroup
1DUR on the index i, in general. The 1DURs of the full group con-
fined to the subgroup, do not depend however on i, and yield:

b — P, (3)
p an odd integer, o € (=7, ]. These 1DURs describe composite
anyons (CFs for ¢ = ). For « =, e'?* =e'* = —1 and 1DUR

of the cyclotron subgroup coincides with 1DUR of the full braid
group. The difference consists., however, in the braid objects to
which the 1DURs are addressed. The difference between the full
group and its cyclotron subgroup results in distinct domains in
the summation in the corresponding path integrals, which dis-
tinguishes CFs from ordinary fermions. The coincidence elP® =
el = —1, for o =, indicates that both wave functions for CFs
and fermions are antisymmetric. The CF phase shift pz (due to
particle exchange expressed by b;p) braid) is distinct than 7 of or-
dinary fermions, which is important in 2D exactly as in the case
of Lughlin correlation requirements expressed by the Jastrow-type
generalization of the Vandermonde factor. The explicit difference
of 1DURs of the full braid group and the cyclotron subgroup is no-
ticeable for o being fraction of 7, when eP% £ ei?

In the above construction of CFs the wave function acquires
an appropriate phase shift due to a peculiar type of particle in-
terchanges, i.e., we replace the Aharonov-Bohm phase of ficti-
tious fluxes with additional loops (each adds 2w to the total
phase shift — cf. Fig. 2). Each additional loop in a relative tra-
jectory for particle pair interchange (such a trajectory is needed
for definition of the subgroup generator bi(p )) reproduces an ad-
ditional loop in individual trajectories for both particles — cf.
Fig. 3. In this figure the cyclotron motion of a particle pair is
depicted for the interchange of A and B particles separated by
the double cyclotron radius 2R, [without additional loops (a),
(b) and with the additional loop (c), (d), respectively; the cy-
clotron trajectories are repeated in the relative trajectory with a

a) b) c)

11+l ein=gi(mam
P >
>
'd A [ ] A
)

B _~3
bP=c;

S

H
OO0

POOS o

< o"_3

w

c? o} oo’

+1 70 i+ 70 T

Q

Fig. 2. The generator bf) = a,.3 for the subgroup of the full braid group, relevant for

CFs (with p =3) (a); the generator bgp) = a,.p corresponds to additional qu loops

when the ith (A) particle interchanges with the (i + 1)th (B) one (in the figure
p(zT 3) (b); violation of the condition (a) of Eq. (1) for the subgroup generators
b (c).

1

double radius in comparison to the single particle trajectories].
The additional loop in the relative trajectory for particle inter-
change results in additional two flux quanta piercing the indi-
vidual particle cyclotron trajectories. It is clear, if one define the
individual cyclotron trajectory as closed trajectory of each parti-
cle corresponding to closed and therefore double relative trajec-
tory of mutual interchange of two particles (single interchange has
an open trajectory). When the interchange is without any addi-
tional loops, then cyclotron individual particle trajectory is also
simple, just 2D circle, but when the interchange involves a loop,
the corresponding closed cyclotron trajectory gains two additional

loops (for 112;1 additional loops at interchange we arrive with

2("2;1) 4+ 1 = p loops in closed individual particle cyclotron tra-
jectories).

Let us emphasize that real quantum particles do not traverse
any single-loop or multi-loop trajectories, as they have no trajec-
tories at all. The classical braid picture with multi-loop cyclotron
braids allow, however, for concluding on the number of external
magnetic field flux quanta taken away by each particle in the sys-
tem, as it is the same as a number of loops in individual particle
cyclotron classical trajectory. Note also that these loops cannot be
treated as, e.g., windings of a wire, since in 2D each new loop does
not add the surface (and flux) in opposite to 3D wire windings.

The total flux of the external field through the surface S is BS.
For p type of CFs, if to consider the relative trajectory of double in-
terchange of A and B particles (thus closed and with sz—l +1=p
loops), we get the underlying closed cyclotron trajectories of par-
ticles with the same number p of loops (cf. Fig. 3), embracing the
total flux p% (assuming that each loop takes a single flux quan-
tum). Thus for p type of CFs we deal with closed p-loop cyclotron
trajectories of particles, i.e. p flux quanta per particle, BS = Np%.

On the other hand, the degeneracy of the LL equals to Ng = %

; : ; ; N BS _ hcl
(neglecting spin), and for fractional filling v, No = 3. | = ?C;

gives % flux quanta per particle, which fits with the previous esti-
mation only for v = %.

In the case of p-loop trajectory each loop has dimension ad-
justed to the field flux diminished by p — 1 quanta per particle
taken away by remaining loops, exactly as in the case of the Jain’s
model. Indeed, if BS = £pN then i = %% and 3 corresponds to
p times lowered field. Following an analogy with Jain’s model, one
could argue that for v = % and p = 3, two loops per particle take
the total B field flux and the third loop has to be of infinite radius
(Hall metal) for zero rest-field.

The additional loops take away flux quanta simultaneously di-
minishing the field; this gives the explanation of the fictitious Jain
fluxes screening the field. Thus the presented subgroup implemen-
tation of CF can be addressed to Jain’s theory with all advantages
of the related conclusions [11], in particular of the IQHE in the
rest-field.
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a)
AEDB /<-B

simple interchange

AE =B ‘A

A( ;B A D

with additional loop

Fig. 3. Cyclotron (a), (c) and corresponding relative (b), (d) trajectories for interchanges of A and B 2D-particles at strong magnetic field, (a), (b) for v =1, (c), (d) for v = %

1

respectively (3D for better visualization), in both cases v =1, 3 the appropriate cyclotron radius R fits with the particle separation 2R, = 2Ry, fixed by the Coulomb

3
repulsion.

One can also argue why 2D charged particles must be com-
posite particles for fields corresponding to fractional filling of LL.
For v =1 one has R. = Ry (where R. is the cyclotron radius,
nR?B = h?c and 2R is the separation of particles, adjusted to the
density and fixed by the short-range part of the Coulomb repul-
sion, nR% = %). For v < 1 the radius of the cyclotron trajectory
without additional loops implies R; < Rg, and then R is too short
for particle interchange along these trajectories. Additional loops
can however enhance R, and again allow interchanges, since for

p-loop cyclotron trajectorles &= nR2 and R grows in compar-

ison to single-loop trajectories; for v = E' again R, = Ry, though
the external field is p times bigger than for v =1 (at constant N).
The fictitious fluxes of Jain’s CFs played actually the similar role
leading to an increase of cyclotron radius in the differential field.

The multi-loop character of particle interchange is thus an un-
avoidable property of charged 2D system at magnetic field strong
enough that single-loop particle interchanges are impossible be-
cause of too short simple cyclotron radius in comparison to par-
ticle separation. Restoring exchanges (needed for statistics deter-
mination) unavoidably causes thus multi-loop cyclotron braids and
composite particles.

Let us emphasize that though CFs actually are not composi-
tions of particles and fluxes, we have not modified the original
name ‘composite fermions’. The Jain’s fluxes do not exist and can
be treated rather as a useful model for presented above cyclotron
braid subgroup basic concept for Laughlin correlations. Moreover,
we use the similar name ‘composite anyons’ for particles asso-
ciated with fractional 1DURs of the cyclotron subgroup instead
of the full braid group. The phase shift can be calculated as the
Berry’s phase along closed trajectory in configuration space for
model multi-particle wave function, e.g., corresponding to low en-
ergy excitations above the ground state at fractional filling of LL.
These excitations — quasiparticles/quasiholes were traditionally as-
sociated with anyons in the case of a fractional Berry's phase.
It is, however, clear that it is impossible to distinguish between
fractional 6 (of 1DUR of the full braid group) and pa (of 1DUR
of the cyclotron subgroup) — both these phase shifts can be the
same fraction. As considered quasiparticles/quasiholes are excita-
tions at the magnetic field presence, thus these states should be
rather associated with cyclotron braids 1DURs, and therefore they
are composite anyons and not ordinary anyons, as previously re-
garded.

Note that the short-range part of the Coulomb interaction sta-
bilizes CFs in our description, similarly as it removes instability
caused by ChS field for angular momentum orbits in LL [14]. In-
deed, if to reduce the short-range part of the Coulomb repulsion,
the separation of particles would not be rigidly kept (only in av-
erage adjusted to a density) and then other cyclotron trajectories
above those for fixed particle separation would be admitted, which
violates the subgroup construction for a particular LL filling.

The additional loops associated with the appropriate subgroup
generators, preserve the phase shifts for particle interchanges just
as for Jain’s CFs and permit corresponding Laughlin-type function
requirements to be satisfied. These loops substitute for the ficti-
tious screening fluxes.

Association of CFs with the subgroups of full braid groups opens
the possibility of considering also multidimensional unitary rep-
resentations (MDURs) of these subgroups (representations of sub-
groups are richer than of a group) for similar purposes as still
hypothetical non-Abelian anyons [19]. In order to approximate an
arbitrary unitary evolution of a multi-qubit gate by braid group
MDUR, a sufficient density of MDUR is required [19,20] (for non-
Abelian anyons in the 2 case the density of MDURs is probably

2
not enough [19], and another state ?, now under consideration,
is still disputable [21]). Note also that recent experiments [22]
with the filling % indicate anyon excitations with formal charge %,
which supports an idea that the Moore-Read-type state [18] for %
corresponds to q = 4, with the phase-shift 3w for particle in-
terchanges (as the Pfaffian term contributes to the phase-shift
with —m).

6. Conclusions

Even though anyons have been successfully described by braid
groups, the application of braid groups to CFs was not previously
formulated (because of the 27 period of 1DUR). In the present Let-
ter we implement CFs (and composite anyons) in terms of braids
via 1DURs confined to specially chosen, in accordance with cy-
clotron motion, braid subgroups generated by the new generators
b;p) = cr,.p (p enumerates a sort of composite anyons). Association
of CFs with a distinct braid object than the full braid group sup-
ports an idea that CFs are separate 2D quantum particles which
cannot be mixed with ordinary fermions, or with other sorts of
CFs (though all correspond to antisymmetric functions). Determi-
nation of the special braid group object, the subgroup of the full
braid group, linked with the CFs, resolves also the problem of
fictitious magnetic flux quanta attached to these particles within
Jain’s picture. The Aharonov-Bohm phase shifts caused by hypo-
thetical ﬂuxes are replaced with the phase shifts due to addi-
tional p loops during interchanges of particles. These loops are
a generlc property of interchanges of uniformly distributed (due
to the Coulomb interaction) 2D particles in a strong external mag-
netic field when the ordinary cyclotron radius is too short in com-
parison to particle separation (in this case each CF must traverse
a closed p-loop cyclotron trajectory in order to enhance the ef-
fective cyclotron radius, or in a quantum language, it takes awayp
quanta of the B field flux; p — 1 of them play an equivalent role
as p — 1 flux quanta attached to each CF in Jain’s model). The
1DURs of the subgroup generated by bfp) (p — odd integer) sup-
ply an implementation of composite anyons, including CFs of rank
p (b;p) — e o e (—m, ), CFs for = 1), with the phase shifts
(due to the additional loops) the same as required by Laughlin-
type functions. It makes CFs similar to other types of 2D quantum
particles, despite the 27t periodicity limitation for 1DUR (unifying
1DURs for distinct phase shifts modulo 27). The composite parti-
cles within the presented implementation are thus not connected
with the full braid groups but with their subgroups, and the se-
lection of an appropriate p-numbered subgroup (bfp) generators)
reflects cyclotron trajectories of 2D interacting charged particles at
strong magnetic field.
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Abstract

Homotopy braid group description including cyclotron motion of char-
ged interacting 2D particles at strong magnetic field presence is developed
in order to explain, in algebraic topology terms, Laughlin correlations in
fractional quantum Hall systems. There are introduced special cyclotron
braid subgroups of a full braid group with one dimensional unitary rep-
resentations suitable to satisfy Laughlin correlation requirements. In this
way an implementation of composite fermions (fermions with auxiliary
flux quanta attached in order to reproduce Laughlin correlations) is for-
mulated within uniform for all 2D particles braid group approach. The
fictitious fluxes—vortices attached to the composite fermions in a tradi-
tional formulation are replaced with additional cyclotron trajectory loops
unavoidably occurring when ordinary cyclotron radius is too short in com-
parison to particle separation and does not allow for particle interchanges
along single-loop cyclotron braids. Additional loops enhance the effective
cyclotron radius and restore particle interchanges. A new type of 2D
particles—composite anyons is also defined via unitary representations of
cyclotron braid subgroups. It is demonstrated that composite fermions
and composite anyons are rightful 2D particles, not auxiliary composi-
tions with fictitious fluxes and are associated with cyclotron braid sub-
groups instead of the full braid group, which may open also a new oppor-
tunity for non-Abelian composite anyons for topological quantum infor-
mation processing applications, due to richer representations of subgroup
than of a group.

1 Introduction

Specific topological properties of 2D N-particle systems have been recog-
nized within algebraic topology [1] using homotopy group methods [2, 3.
They turned out to be of particular significance in understanding of quantum
behavior of 2D electron systems widely experimentally investigated in Hall
configuration since the discovery of fractional quantum Hall effect (FQHE)
[4]. A hierarchy of Landau level (LL) fractional fillings was observed [4, 5, 6]
and explained by new topological concepts closely related with planar ge-
ometry [7, 8, 9]. The exceptional topology of 2D systems is connected with
nontrivial homotopy groups [2, 11, 12, 13, 14] describing planar trajecto-
ries for many-particle systems. Classes of topologically nonequivalent closed
loops in the configuration space of a system of NV identical particles build up
71 homotopy group [1], called in this case a braid group (full and pure for
indistinguishable and distinguishable particles, respectively) [2, 11, 12, 13].
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Braid groups for 2D case are infinite, while for higher dimensions are fi-
nite and equal (full braid groups) to the permutation group Sy (for 1D
case this formalism is irrelevant) [3]. Unitary representations, in particu-
lar one-dimensional (1IDURs) of the full braid group serve for identification
of quantum particles corresponding to the same classical ones [9]. For Sy
there exist only two distinct 1IDURs: o; — €™ or o; — €0, (0;—the inter-
change of ith and (i 4+ 1)th particles) corresponding to fermions and bosons,
respectively. In 2D there is, however, an abundance of distinct 1DURs of
the full braid groups: €, § € (—m,n], associated with anyons (Abelian)
[7, 8, 5,9, 15]. Anyons reveal a fractional statistics—the interchange of
two anyons results in a 6 phase shift of the wave function [9, 10].

Crucial for understanding of FQHE was the formulation by Laughlin [7, 8]
of the wave function for a ground state of 2D charged particle system at
strong magnetic field presence. The Laughlin function [8] corresponds to %

(p-odd integer) fractional filling of the lowest LL and is a generalization of
the Slater determinant. The Slater function for completely filled lowest LL,
for magnetic field in cylindrical gauge, has the form (up to an exponential
factor) of the Vandermonde determinant, [](z — z;), z; = x; + iy; stands
i<j
here for ith 2D particle coordinate expressed as a complex number. Re-
placement in this Slater function of the Vandermonde determinant with the
Jastrow polynomial, [](z; — 2;)P, (p odd integer), results in the Laughlin
i<j

wave function [7, 8] for filling % . The Laughlin function is still antisym-
metric but differs from the Slater function in the phase shift acquired due
to interchange of a 2D particle pair. For the Vandermonde function it is
7, while for the Jastrow function pr. The difference in phases is important
in planar geometry (in higher dimensions the phase shift has no meaning),
but 27 periodicity of the phase factor, ™ = €™, also in 2D seemingly does
not allow for distinguishing of the statistics imposed by Laughlin correla-
tions from ordinary fermion antisymmetry. Therefore more subtle topolog-
ical attitude—the braid group methods, should be here applied in order to
grasp the novelty introduced by the Laughlin function.

The phenomenological approach to Laughlin correlations was introduced
in terms of composite fermions (CFs), regarded as ordinary 2D fermions with
associated to each particle even number of magnetic flux quanta [16, 17].
The even number, ¢, of magnetic flux quanta attached to individual particles
does not change antisymmetry of the total system wave function, but due
to Aharonov-Bohm effect results in additional g phase shift during particle
pair interchange [9]. In this manner the magnetic field local fluxes, called
as vortices, attached to CFs model the Laughlin correlations [7, 8]. The CF
attitude suffers, however, from an artificial character of the construction,
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i.e., not explained source of the magnetic field fluxes changing fermions into
CFs.

Nevertheless, CFs regarded as only weakly (residually) interacting, sur-
prisingly well describe Hall systems [16, 17] especially within the lowest LL
(for higher LLs the inter-level mixing effects perturb a CF picture). The
vortices of CF's, oriented oppositely to the external field are assumed to be
able to screen the external magnetic field, and in the effective weaker resul-
tant field, one can deal with an integer quantum Hall effect—which yields
the fractional hierarchy 2})’% [16, 17]. In other words, the oscillations in
Hall conductivity (FQHE) can be associated with Szubnikov-de Haas oscil-
lations in an effective reduced magnetic field. The interesting observation
supporting this model is the so-called Hall metal state [18] at filling fraction
%, when the total external magnetic field should be canceled by the averaged
internal field of CF fluxes. It still arises, however, an important question
of what is the physical source of these magnetic flux quanta, i.e., vortices,
attached to charged particles which alter original fermions into CF's and how
to understand localization of magnetic field fluxes on individual particles.

In the present paper we demonstrate the braid structure of composite
fermions, as particles with statistical properties required by Laughlin corre-
lations, via association them with cyclotron braid subgroups instead of the
full braid groups. Introduced below cyclotron braid subgroups reflect the
classical braid picture for 2D N-particle charged system at the presence of
magnetic field. The quantization, via 1DURs of these cyclotron subgroups,
allow for natural explanation of Laughlin correlations, without invoking ar-
tificial vortices. In particular this approach elucidates the CF construction
and the true character of auxiliary Jain’s vortices [16], which turned out a
useful model of basic trajectory loops unavoidably occurring on cyclotron
braids at fractional LL fillings %. The multi-loop braids from cyclotron
braid subgroups allow for particle interchange in the braid picture, when the
single-loop cyclotron diameter is shorter than the particle separation, which
precludes their exchanges along single-loop cyclotron trajectories. In order
to enhance cyclotron radius and to restore particle interchanges in braid pic-
ture, each particle must traverse, in classical braid meaning, a closed p-loop
cyclotron trajectory, or in quantum language, each particle takes away p
quanta of the external magnetic field flux; p — 1 of them play the equivalent
role as p — 1 flux quanta attached to each CF in a traditional model, reduc-
ing the external field. Topological implementation of CFs in braid group
terms was not previously formulated due to periodicity of 1DURs. Associ-
ation of composite particles (including composite fermions) with a separate
cyclotron braid subgroups allows, however, for distinguishing them in terms
of unitary representations, despite 27 periodicity of the unitary factor.
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The paper is organized as follows. In the next paragraph the main lines
of the braid group approach to quantum systems are summarized. In the
following one, the original idea of cyclotron braid subgroups is developed
and applied to description of CFs, and more generally to composite-anyons.
The multi-loop structure of cyclotron braids, essential for CF description,
is explained. The role of the Coulomb interaction is described in a sepa-
rate paragraph. The possible application of introduced composite anyons to
topological quantum information processing (QIP) is indicated.

2  Braid group method for description of N-particle systems
Definitions of a full and a pure braid groups

Braid group is a first homotopy group [1], 71, for configuration space of
N-particle system. m1(A) is a group of topologically nonequivalent classes
of closed trajectories in the space A. In the case of N-particle system, A
is an appropriate classical configuration space. The braid groups display
only a possible classical motion of N-particle system and a quantization is
performed via unitary representations of classical braid trajectories, as it is
described below.

The configuration space of N identical particles located on a manifold M
(e.g., R", or compact manifolds) is defined as: Qn(M) = (MY \ A)/Sy,
for indistinguishable identical particles, and as: Fy (M) = MN \ A, for
distinguishable identical particles; M” is the Nth Cartesian product of the
manifold M, A is the set of diagonal points (when coordinates of two or
more particles coincide), subtracted in order to preserve conservation of the
particle number, Sy is the permutation group—the quotient structure is
introduced in order to account for indistinguishability of quantum particles.
Note, that indistinguishability of particles is here artificially introduced in
the definition of configuration space, which indicates that this property is
independent of quantum uncertainty principles.

For these configuration spaces two types of braid groups are defined [2]:
(1) T (Qn(M)) = m(MY\ A)/Sy),
a full braid group and
(2) m (Fy(M)) = m(MY\ A),

a pure braid group.
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T ToT 21T =T =T

Figure 1. Geometrical braid presentation for By: the gen-
erator o; (a) and its inverse, o; ' (b); square of the generator

o7 (c)

For M = R™, n > 2 the braid group have a simple structure. The full
braid group, for n > 2, equals to a permutation group Sy (note, that this
group is a finite group, of rank N!). For M = R? (and for compact locally
2D manifolds, as a sphere or a torus in 3D) the braid groups are infinite
highly nontrivial groups.

It is convenient to illustrate a structure of the braid groups for the plane
via a simple presentation using geometrical braids [2, 12]—cf. Fig. 1. In
this figure there are depicted: (a) geometrical braid corresponding to the
generator o; of the full braid group (interchange of the ith and (i + 1)th
strings representing particle trajectories), (b) geometrical braid correspond-
ing to the inverse element of the generator, o, ! (c) geometrical braid for the
square of the generator (0;)? # e (e—the neutral element of the group). In
3D (0;)? = e, which simplifies the braid structure to ordinary permutation
group Sy, while in 2D (0;)? # e and it causes complicated (of infinite type)
structure of planar braids.

One can list formal conditions imposed on generators o, ¢t = 1,..., N — 1,
in order to define the full braid group for the plane, in an abstract manner
[11, 2]. These conditions are written below and are illustrated by geomet-
rical braids in Fig. 3 a,b,

(3) 0;0;410; = 041030441, for 1 < ) < N — 2,
(4) oio; =005 forl1<i,j<N-—1,]i—j|>2.

The initial ordering of particles is not conserved for braids from a full braid
group, while for braids from a pure one, the ordering must be conserved. The
generators l;; of a pure braid group [2] correspond to double exchanges of
particle pairs, ij, however, without any perturbation of the assumed ordering
of particles, and have the following form in terms of o; generators:

2 -1 -1 -1 S
(5) lj=0j-1-0j—2...0041 " 0; O 1T g O 1>i>j>N-—1.
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The pure group is a subgroup of the full group since the generators /;; are
expressed by means of o; generators. For defining relations for generators
of the pure group cf. Refs [2, 12].

Note that the connection between the full braid group and the pure one
is given by the quotient relation [2], By /71 (Fn(R?)) = Sy (By stands here
for commonly used notation for the full braid group for the plane) [11].

For the sphere S? the additional condition for generators, beyond those
given by Eqs (3) and (4), is imposed [2],

2
(6) 0102 e  Op2 0| Op_2 ... 0201 =€,

which displays the fact that on the sphere a loop of a selected particle em-
bracing all other particles is contractible to a point. For the torus 17" addi-
tional relations [14] correspond to two nonequivalent paths of each particle
on this not simple-connected manifold.

Quantization in braid group picture

Quantization of the system of N identical indistinguishable particles can be
performed by application of the Feynman integral over trajectories, leading
to a propagator (probability for a transition from a point a to a point b in
the configuration space):

(7) Iy = / dNe"SPadl/h,

where S[Ayp] is the classical action for the trajectory A, in the classical
configuration space of N-particle system, d)\ is a measure in a trajectory
space. To each trajectory linking a¢ and b points in the N particle config-
uration space, one can attach, however, additional closed loops which are
elements of the full braid group. Thus resulting trajectories fall into sep-
arated topologically nonequivalent classes, represented by elements of the
full braid group. Therefore an additional unitary factor (the weight of the
separated trajectory class) should be added [9, 10] in the formula for inte-
gration over trajectories, together with the additional sum over the braid
group elements (since each element of the full braid group can be attached
to a loop-less simple trajectory Aqp):

(8) I,y = Z el /d)\leis[)‘l(a,b)]/ﬁ7

lemy

71 represents here the full braid group. These factors e/ form a 1IDUR of
the full braid group. Distinct representations correspond to distinct types
of quantum particles, linked to the same classical ones.
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As was mentioned in the Introduction, for Sy, which is the full braid
group for 3D manifolds (and for higher dimensions), there exist only two
distinct 1DURs,

67:0,
o 5 G

9

corresponding to bosons and fermions, respectively (leading to a symmetry
and antisymmetry properties of relevant wave functions). For 2D space (the
plane), the braid group (considerably richer than Sy) has an infinite number
of 1IDURs [12, 13], written for the group generators as o; — €, 6 €
(—m, 7], where each 6 enumerates a different type of so-called anyons [7,
8, 5, 9, 10, 15]. Note that elements of 1IDUR of the full braid group do
not depend on the index ¢ (of the generator ;) owing to the condition (3)
imposed on generators. Because the 1IDUR elements commute, then from
Eq. (3) it follows that ¢ = e®i+1, where o; — €%, which gives this i-index
independence of 1IDUR elements.

For the sphere S? 1DURs have the form [12, 13], ¢/, where 6 = kn /(N —
1), k=0,1,2,...,2N —3. It is interesting to notice, that for two particles on
the sphere (i.e., for N = 2 one has only k£ = 0, 1) only bosonic or fermionic
statistics are available (actually because of Eq. (6)), and anyons may occur
on the sphere for three particles, at least. In the case of a torus T, for an
arbitrary number N of particles, § = 0 or 7 are admitted only [13, 14]—thus
on a torus any anyons do not exist, except for fermions and bosons. This
result was generalized [13] also for all compact locally-2D manifolds with
exception for the sphere.

The classical trajectories from the full braid group have no quantum
meaning. Quantum particles do not traverse any braid trajectories since
they do not have trajectories at all. In agreement with the general rules of
quantization [19, 20], N-particle wave function must transform according
to IDUR of an appropriate element of the braid group when the particles
traverse classically a closed loop in the configuration space of N-particle
system corresponding to this braid element. As braids from the full braid
group describe interchanges of particles, thus corresponding 1DURs display
statistics phase factors.

Note that important are also multidimensional unitary irreducible rep-
resentations (MDURs) of braid groups. According to an idea of Kitaev
[15, 21], an arbitrary unitary evolution of multi-qubit system (e.g., of a
double qubit gate for QIP) [15, 22] can be approximated by a MDUR (of
an appropriate rank) of a full braid group, provided the sufficient density
level of MDURS in the unitary matrix space [15]. MDURs can be linked with
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degenerated low-energy excitations (quasiparticles/quasiholes, typically re-
garded as anyons) above the ground state for some fractional LL fillings.
Since elements of MDUR, do not commute, as matrices, these degenerate
states of anyons are referred as non-Abelian anyons [15]. Unfortunately, the
non-Abelian anyons recently investigated in particular low excited states
for 5/2 and 12/5 LL filling factors correspond probably to not sufficiently
dense MDURs (for non-Abelian anyons in g case the MDURSs are not dense
enough to approximate needed qubit gates [15], and another considered now
state % is still disputable [23]). Thus searching for other opportunities for
fractional statistics systems with more dense MDURs associated with non-
Abelian anyons is of high significance. In the next section we will introduce
a cyclotron braid subgroups of a full brad group. As subgroups have usually
richer representations than a group, thus one can expect that the cyclotron
braid subgroups would be convenient for topology methods for QIP, since the
relevant MDURs of cyclotron subgroups would be more dense in comparison
to representations of a full braid group.

3  Cyclotron braid groups at magnetic field presence

Let us emphasize that the braid groups described above are constructed in
the absence of the magnetic field. Elements of the full braid group were
all trajectories without any modifications caused by the magnetic field. In-
clusion of the magnetic field considerably confines, however, the variety of
admitted trajectories. All trajectories must be of cyclotron shape at the
presence of the magnetic field and this property highly modifies the braid
group structure. Instead of a full braid group, cyclotron trajectories form
a braid subgroup—a cyclotron subgroup, in particular at 1/p fractional LL
filling. It leads to an opportunity for an implementation of CFs (2D parti-
cles at a strong magnetic field presence) via cyclotron subgroups of the full
braid group. Following this idea, at magnetic field presence the summation
in the Feynman propagator must be confined to the subgroup elements only,
i.e., to selected, suitably to cyclotron motion, classes of trajectories instead
of arbitrary elements of the full braid group. The 1DURs of the cyclotron
braid subgroups will thus substitute the 1DURs of the full braid group in
the path integral (8).

Let us consider 2D charged particle system with planar density % (N
is the number of particles, S is the surface of a sample) and at presence
of a perpendicular magnetic field B. Topology of a manifold where the
particles are located is assumed here the same as of the plane R? (it would
be considered as an compact subset of R?, without a boundary) [2]. For
this manifold one can define the full braid group [2, 11, 12, 13], being the
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i i+l
<

1T
e

——

S =

Figure 2. The generator o; of the full braid group and the
corresponding relative trajectory of particle ith and (i+ 1)th

exchange (a); the generator of the cyclotron braid subgroup,
bz(p ) = o? (in the figure p = 3), corresponds to additional %
loops when the ith particle interchanges with the (i 4+ 1)th
one (an additional loop results in 27 phase shift; 2 Ryp—inter-

particle separation) (b)

71 homotopy group [1] of the configuration space for N indistinguishable
particles on R2. This braid group is commonly called as By (the Artin
group) [11] and is generated by interchanges of neighboring particles at
chosen their ordering [2, 12],

(10) o i=1,..,N—1,
with defining relations given by Eqgs (3) and (4).

Definition of the cyclotron braid subgroup

Let us define the cyclotron braid subgroup by means of its generators bz(-p )

of the following form:

(11) b =0, p=1,357,9,.; i=1.N-1,

(2

where each p corresponds to a different type of the cyclotron subgroup and
o; are generators of the full braid group.

The full braid group element bgp ) (the generator of the cyclotron braid
subgroup of type p) represents the interchange of ith and (i + 1)th particles
with % loops. It is clear due to the definition of the single interchanges by
the generators o; of the full braid group, cf. Fig. 2.

) create the subgroup of the full braid group as they

i
are expressed by generators o; of the full braid group. The bl(p ) do not,

however, satisfy the condition (3) (cf. Fig. 3 (c)), while the condition (4) is

The generators b
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Figure 3. Formal conditions defining a full braid group for
R?, cf. Egs (3) and (4); violation of the condition (3) for the

cyclotron subgroup generators bgg) (c) (the condition (4) is
maintained for the cyclotron subgroup generators (d))

(), @) (P)
: J

% %

=P for 1 <i,j <N -1, |i—j|>2(ct

maintained for b ;b;

Fig. 3 (d)).

The condition (3) resulted in independence of 1IDUR of the braid group
generator index i. Disappearance of this condition for the cyclotron braid
subgroup leads to possible dependence of the subgroup 1DUR on the index 4,
in general. The 1DURSs of the full group, o; — €'®, confined to the subgroup,
do not depend, however, on ¢ and yield:

(12) bF) e,
p an odd integer, a € (—m,m]. These IDURs of the cyclotron braid sub-

group, numbered by the pairs (p, «), describe composite anyons, and, in a
particular case, CFs for oo = 7.
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Multi-loop cyclotron braid structure

For the above construction of the cyclotron subgroups the N-particle wave
function acquires an appropriate phase shift due to a peculiar type of particle
interchanges in the braid picture, i.e., we replace the Aharonov-Bohm phase
of fictitious fluxes by additional braid loops (each loop adds 27 to the total
phase shift—cf. Fig. 2). It is noticeable if one takes into account the rules
of quantization in the braid group framework [19, 20]. In agreement with
them, N-particle wave function must transform according to IDUR of an ap-
propriate element of the braid group, when the particles traverse classically
a closed loop in the configuration space of N-particle system corresponding
to this braid element. For the cyclotron braid subgroup generated by bz(p ),
i=1,...,N—1 (defined by Eq. (11)), we obtain for particle pair interchange
the total wave function phase shifts pr (for @« = 7 in the representation
given by Eq. (12)), as is required by Laughlin correlations [7, 8], without
modeling them by fictitious vortices.

Definition of an individual particle cyclotron trajectory

Note, that each additional loop of a relative trajectory for particle pair inter-
change (such a trajectory is needed for definition of the subgroup generators

bz(p )) reproduces an additional loop in individual cyclotron trajectories for
both interchanging particles—cf. Fig. 4. In this figure the cyclotron motion
of particle pair is depicted for the interchange of ith and (i 4+ 1)th particles
separated by double cyclotron radius 2R, without any additional loops (a)
and with the additional loop (b), respectively. The cyclotron trajectories
are repeated in the relative trajectory (right) with a double radius in com-
parison to the individual particle trajectories (left). In quantum language,
with regard to classical multi-loop cyclotron trajectories, one can conclude
only on the number, % %, of flux quanta per single particle in the system,
which for the LL filling % is p, i.e., the same as the number of cyclotron loops
of each particle. Thus a simple pictorial rule could be here formulated: an
additional loop on a braid corresponding to particle interchange, introduced
in accordance with generators of the cyclotron braid subgroup, results in two
additional flux quanta piercing the individual particle cyclotron trajectories.
It immediately follows from the definition of the cyclotron trajectory.

One can define this trajectory as the individual particle trajectory corre-
sponding to a double interchange of the particle pair (cf. Fig. 5). In this
way, the cyclotron trajectories of both interchanging particles are closed,
similarly as closed the relative trajectory for double interchange is. If the



J. JACAK, I. JOZWIAK, L. JACAK, K. WIECZOREK 13

Figure 4. Cyclotron (left) and corresponding relative
(right) trajectories for interchanges of ith and (i + 1)th 2D-
particles at strong magnetic field, (a) for v = 1, (b) for
v = L respectively (3D for better visualization); in both

3
cases, v = 1, %, the appropriate cyclotron radius R, fits with
the inter-particle separation 2Ry = 2R., 2Ro—inter-particle
separation is fixed by the Coulomb repulsion

interchange is simple, i.e., without any additional loops, the corresponding
individual particle cyclotron trajectories are also simple, single-loop (circles
on 2D plane). But when the interchange of particles is multi-loop, as as-
sociated with p-type cyclotron subgroup (p > 1), the double interchange
relative trajectory has 2% + 1 closed loops and the individual cyclotron
trajectories are also multi-loop, with p loops. It is illustrated in the Fig. 5.

It is worth to emphasize the difference between turns of windings (e.g.,
of a wire) and multi-loop 2D cyclotron trajectories. The latter ones cannot
enhance a piercing total magnetic field flux BS (thus the number of flux
quanta per particle coincides with the number of loops of closed cyclotron
individual particle trajectory), while in the former case, each turn of wind-
ings adds a new portion of the flux as a new turn adds a new surface in fact
(which is no case in 2D).

Relation of cyclotron braid subgroups with CF's

We will explain below that the multi-loop shape of the relative trajectory for
interchanges, as defined by the subgroup generators (11) (and corresponding
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multi-loop form of individual particle cyclotron trajectories), is an unavoid-
able property in the case when inter-particle separation (resulted from the
density % and fixed by the Coulomb repulsion) is greater than the double
value of single-loop cyclotron radius. In this case, in particular at % LL fill-
ing fraction, any exchanges along simple single-loop cyclotron trajectories
are impossible, because the corresponding cyclotron radius is too short. In
order to restore a possibility of particle interchanges (necessary, on the other
hand, for braid structure definition and thus for statistics determination),
too short cyclotron radius must be enhanced. The way to enhance the ef-
fective cyclotron radius, which would again fit to inter-particle separation,
is the multi-loop character of cyclotron motion and simultaneously resulting
multi-loop braids for particle interchanges (represented by generators of the
cyclotron braid subgroups, Eq. (11)). The additional cyclotron loops take
away a part of the external field flux and thus reduce the effective field which
leads to an expected growth of a resulting cyclotron radius.

The total flux of the external field through the surface S is BS. For p
type of CFs, if one considers the relative trajectory of double interchange
of ith and (i + 1)th particles (thus closed and with 2% + 1 = p loops),
one gets the individual particle closed cyclotron trajectories with the same
number p of loops (cf. Fig. 5), embracing the total flux p% (each loop
takes away a single flux quantum in accordance with the above presented
interpretation). Thus for p type of CFs we deal with closed p-loop cyclotron
trajectories of particles, i.e. p flux quanta per particle, BS = Np%. On
the other hand, the degeneracy of the LL equals to Ny = S}ﬁe, (neglecting

N BS _ hcl 1

spin) and for fractional filling v, No = ;. 57 = . gives - flux quanta

per particle, which fits with the previous estimation only for v = %.

In the case of p-loop trajectory each loop has its size adjusted to the
external magnetic field flux diminished by p — 1 quanta per particle taken
away by remaining loops, exactly as in the case of the Jain’s model. Indeed,
if BS = %pN , then % = %% and % corresponds to p times lowered field.
Following an analogy with Jain’s model, one could argue that for v = % and
p = 3, two loops per particle take away the total B field flux and the third

loop has to be of infinite radius (Hall metal [18]) for zero rest-field.

The additional loops take away flux quanta simultaneously diminishing
the field; this gives an explanation of the fictitious Jain fluxes screening the
field B. Thus the presented cyclotron subgroup implementation of CFs can
be addressed to Jain’s theory with all advantages of the related conclusions
[17], in particular of the integer quantum Hall effect in the rest-field, leading
to hierarchy of FQHE [16, 17].
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Figure 5. Individual particle closed cyclotron trajectories
corresponding to double relative trajectories for interchanges
of ith and (i 4+ 1)th 2D-particles at strong magnetic field,
(a) for v = 1, (b) for v = %, respectively (3D for better
visualization); the number of B ﬁeld flux quanta per particle
is indicated in both cases, v = 1, 1 3; the resulting cyclotron
radius R, fits with the inter-particle separation 2Ry = 2R,

in both cases

One can thus summarize why 2D charged particles must be associated
with classical multi-loop braids for fields corresponding to fractional filling of
LL. For v = 1 one has R, = Ry (where R, is the cyclotron radius, TR2B =
and 2Ry is the separation of particles, adjusted to the density and ﬁxed by
the short-range part of the Coulomb repulsion, TR? = %) For v < 1 the
radius of cyclotron trajectory without additional loops R, < Ry, and then
R, is too short for particle interchange along these trajectories. Additional
loops can however enhance R, and again allow interchanges, since for p-loop
cyclotron trajectories % = WR%%, and R, grows in comparison to single-loop
trajectories; for v = %, again R. = Ry, though the external field is p times
bigger than for v = 1 (at constant N). The fictitious fluxes of Jain’s CFs
played actually the similar role leading to an increase of cyclotron radius
in the reduced resultant field. One can conclude thus that for v = 1 the
cyclotron trajectories are single-loop and braids are generated by bip -

o, while for v = ;17, p > 1, the cyclotron trajectories must be multi-loop,
simultaneously resulting in braids generated by bl(p ) = o?.

Note finally that for a fixed magnetic field orientation the one-side cy-
clotron rotation is admitted, thus the cyclotron subgroup should be con-
fined to its semigroup structure only. It does not cause, however, any per-
turbations of relevant 1DURs of cyclotron subgroups, which are crucial for
identification of composite particles.
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The additional loops associated with the appropriate subgroup generators
lead to the phase shifts for particle interchanges, just as for Jain’s CFs and
permit corresponding Laughlin-type function requirements to be satisfied.
These loops replace the fictitious screening fluxes. Note once more that
multi-loop trajectories (similarly as single-loop ones) have only meaning in
classical braid terms. Quantum particles do not traverse any trajectories,
also any multi-loop cyclotron trajectories. The corresponding wave functions
transform, however, in an agreement with 1DURs of the brad group or of
the subgroup [19, 20], resulting in appropriate statistics behavior.

Let us emphasize that though CF's actually are not compositions of par-
ticles and vortices, we have not modified the original name ’composite
fermions’. Moreover we use the similar name ’composite anyons’ for particles
associated with fractional 1IDURs (i.e., with fractional pa in Eq. (12)) of the
cyclotron subgroup instead of the full braid group. The phase shift 6 can be
calculated as the Berry’s phase along closed trajectory in configuration space
for model multi-particle wave function corresponding to low energy excita-
tions above the ground state at fractional filling of LL. These excitations—
quasiparticles/quasiholes were traditionally associated with anyons in the
case of a fractional Berry’s phase. It is, however, clear that it is impossible
to distinguish between fractional 6 and pa—Dboth these phase shifts can be
the same fraction. As considered quasiparticles/quasiholes are excitations
at the magnetic field presence, thus these states should be rather associated
with cyclotron braids 1DURs, and therefore are composite anyons and not
ordinary anyons, as previously regarded. This change, anyons for composite
anyons, would result in convenient for QIP more dense relevant MDURs
corresponding to braid subgroup instead of the full braid group.

A role of the short-range part of the Coulomb interaction

The crucial character of the short-range part of the Coulomb interaction
for Laughlin correlations is visible from the fact that the Laughlin function
is an accurate ground state wave function at % LL filling, if to confine the
Coulomb interaction represented by the so-called Haldane’s pseudopotential
24, 6], V =3, > VinPri, (P is the projector on the states of ith and
jth particles with relative angular momentum m), to the components V,,,
with m = 1,...,p—2 only. These V,, terms, the Coulomb interaction energy
of an particle pair with relative angular momentum m, contribute the short-
range part of the interaction of electrons, and the remaining terms—long-
range interaction tail, corresponding to greater particle separation, i.e., with
m = p, ..., do not influence strongly the Laughlin function [6, 24, 25]. The
Laughlin correlations are associated with the incompressible states which
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correspond to discrete spectrum of Coulomb interaction projected on LL
states, i.e., interaction expressed in terms of Haldane’s pseudopotential with
components assigned by relative angular momentum of particle pairs. This
property, essential for FQHE, was even named by Laughlin as ”"a quanti-
zation of particle separation” [8, 6]. Quantization of the Coulomb inter-
action after projection on relative angular momentum of particle pairs in
LL Hilbert subspace results in incompressible FQHE states numbered by
integers (eigen-values of relative angular momentum of particle pairs), the
same which occur in the Laughlin functions (the exponent in the Jastrow
polynomial). It is important to note that according to an attitude to FQHE
using Haldane’s pseudopotential (confined to the short-range part of the
Coulomb repulsion), the Laughlin correlations revealed in the multi-particle
wave function are unambiguous possibility for accurate ground state at frac-
tional LL filling, not only a variational result of the ground state modeling
[6, 24]. It supports an idea that Laughlin correlations are a fundamen-
tal topology-originated property of interacting charged 2D particles. One
can thus expect that this Landau quantization behavior of interacting 2D
charged system must also manifest itself within braid group quantization
approach to the same system, via the introduced cyclotron subgroup struc-
ture.

Since the Laughlin correlations can be expressed within CF approach, thus
the Coulomb repulsion (the short range part of Haldane’s pseudopotential)
is of a fundamental significance also for the CF construction. It should
be, however, emphasized that the Coulomb interaction with the discrete
spectrum, i.e., with separation by energy gaps the distinct relative angular
momenta of particle pairs for sufficiently high magnetic field (noticeable
via projection of the interaction on fractional filled LL as in the definition
of Haldane’s pseudopotential) does not play a role of standard dressing of
particles with interaction, typical for quasiparticles in solids, just because
the interaction has not a continuous spectrum in this projection.

An effective description of a local gauge field attached to particles is sup-
plied by the Chern-Simons (Ch-S) field theory (chiral field, i.e., breaking
time reversion and parity). This approach revived [26, 27] in the area of
FQHE successfully describing particles with fluxes, in particular anyons and
Jain’s CFs [17]. Tt still, however, does not explain, what the spontaneously
arising fluxes are.

It was demonstrated [6, 25] that the short-range part of the Coulomb
interaction stabilizes CFs against action of Ch-S field (its antihermitean
term), which mixes states with distinct angular momenta within LL [25]
in disagreement with the Jain’s CF model in CH-S field approach [17, 25].
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The Coulomb interaction removes the degeneracy of these states and results
in energy gaps which stabilize CF picture, especially effectively within the
lowest LL. For higher LLs CFs are not so useful due to possible mixing
between LLs induced by interaction [28].

The short-range part of the Coulomb interaction stabilizes CF's also in
our description, similarly as it removes instability caused by Ch-S field for
angular momentum orbits in LL [25]. Indeed, if the short-range part of the
Coulomb repulsion was reduced, the separation of particles would not be
rigidly kept (adjusted to a density only in average) and then another cy-
clotron trajectories, additional to those for fixed particle separation (multi-
loop at v = %), would be admitted, which violates the subgroup construc-

tion.

Thus the short-range part of the Coulomb interaction turns out to be
crucial for CF formation in any description. Confining of the full braid group
to the subgroup with multi-loop structure of cyclotron motion is justified
only for particle separation adjusted to the double cyclotron radius. It is a
role of the short-range part of the Coulomb repulsion which does not allow
closer inter-particle separation than that which follows form the density. In
this manner the short-range part of the Coulomb interaction is involved in
the construction of the cyclotron braid structure. The long-range tail of
the Coulomb interaction is left as a residual interaction of particles, which
agrees with the Jain’s model of weakly interacting CFs [16, 17].

4 Conclusions

We have developed the braid group description for the case of N charged
2D particle system at strong magnetic field presence, via definition of the
cyclotron braid subgroups. This formalism allowed for interpretation of
the Laughlin correlations of 2D charged systems within the braid group ap-
proach to N particle quantum systems. In this manner we formulated a new
implementation of CFs employing braid group methods. Braid description
of CFs was not previously established because of 27 period of 1IDURs. In
the present paper we have avoided this problem via reduction of 1DURSs to
specially chosen braid subgroups selected in accordance with a 2D cyclotron

motion. These cyclotron braid subgroups, generated by the new generators
bz(p ) = Jf (p =1,3,5,... enumerates a sort of composite anyons, o; are gen-
erators of the full braid group), are separated braid objects which allow for
distinguishing in statistics of CFs (with p > 1) from ordinary fermions. It

supports an idea that CFs are rightful 2D quantum particles which cannot
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be mixed with ordinary fermions, or with other sorts of CFs (though all cor-
respond to antisymmetric functions). Distinguishing of CF's from fermions
is important in particular for numerical diagonalization of interaction of
CFs (not all antisymmetric functions can be admitted in diagonalization
procedure, but only those which have the same phase shift due to particle
interchanges, unless the mixing of various sorts of CFs took place [this is
prohibited, similarly to the mixing of fermions and bosons in 3D]).

CF's turn out thus to be real 2D particles and not quasiparticles, i.e., they
are not fermions dressed with interaction only, but are arranged as separate
particles in topological terms. Identification of the special braid group ob-
ject, the subgroup of the full braid group, associated with CF's, resolves also
the problem of fictitious magnetic flux quanta, vortices, attached to these
particles within the standard Jain’s model. The Aharanov-Bohm phase
shifts caused by hypothetical fluxes are replaced with the phase shifts due
to additional % loops during interchanges of particles (described in classi-
cal braid terms). These loops are an unavoidable property of interchanges
of uniformly distributed (due to the Coulomb repulsion) 2D particles in a
strong external magnetic field when ordinary cylotron radius is too short for
particle interchanges (each particle traverses, in a classical braid picture, a
closed p-loop cyclotron trajectory or in quantum language, it takes away p
quanta of the B field flux; p — 1 of them play the equivalent role as p — 1
screening flux quanta attached to each CF in Jain’s model).

The 1DURs, bz(p ) e o € (—m, 7], of the cyclotron braid subgroups

generated by bl(p ) (p—odd integer) supply, more generally, an implementa-

tion of composite anyons, including CFs of rank p, for o = 7. In particular,
CFs (for a = m) gain the phase shift pr (due to the additional loops) the
same as required by Laughlin-type correlations. The composite particles
within the presented implementation are thus not connected with the full
braid group but with their cyclotron subgroups. It makes CFs described
rightfully with other types of 2D quantum particles within the uniform braid
group approach, despite the 27 period limitation for 1DURs.

An important role of the short-range part of the Coulomb interaction
is indicated. This interaction fixes the inter-particle separation, (only in
average determined by the planar density), which allows for definition of
multi-loop cyclotron braid trajectories for particle interchanges in the case
when single-loop cyclotron radius is too short in comparison to inter-particle
separation, precluding particle exchanges along single-loop trajectories, as
for % LL filling. The additional loops reduce the total magnetic field flux and
enhance the effective cyclotron radius, restoring possibility of particle inter-
changes. Thus multiloop trajectories are unavoidable property of cyclotron
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braids leading, in a natural way, to the Laughlin correlations, without arti-
ficial constructions with vortices.

On the other hand, the cyclotron subgroups may have richer unitary
representations, including MDURs, in comparison to the full braid group,
which would result in more dense MDURSs corresponding to composite non-
Abelian anyons for possible QIP applications.
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