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Streszczenie: Najczgsciej stosowane zasady szacowania sktadki netto w ubezpieczeniach
komunikacyjnych to zasady oparte na klasycznych miarach statystycznych. W przypadku
rozktadéw asymetrycznych wydaje si¢ jednak uzasadnione szacowanie sktadek na podsta-
wie pozycyjnych miar. W pracy podjgto probe oceny tak wyznaczanych sktadek w przypad-
ku rozktadu wielkosci szkod typu Pareto.

Slowa kluczowe: sktadka netto, rozktad Pareto, rozktad wielko$ci szkod.

1. Wstep

Odpowiednie oszacowanie wysokosci sktadek ubezpieczeniowych w stosunku do
poziomu ryzyka, jaki reprezentuja ubezpieczeni, jest podstawa dzialalnosci kazdego
ubezpieczyciela. Zbyt niskie sktadki moga by¢ przyczyna strat finansowych firmy
ubezpieczeniowej. Zbyt wysokie sktadki jednak w warunkach konkurencji na rynku
moga spowodowac utratg klientow.

Sktadka ubezpieczeniowa to kwota, jaka ubezpieczony jest zobowiazany zapta-
ci¢ zaktadowi ubezpieczen za udzielona mu ochrong. Sktadka netto, powigkszona
o tzw. wspotczynnik bezpieczenstwa, to czg$¢ sktadki ubezpieczeniowej przezna-
czona na pokrycie odszkodowan i $§wiadczen. Sktadka brutto to sktadka netto po-
wigkszona o koszty zwiazane z funkcjonowaniem zakladu ubezpieczen, takie
jak: koszty administracyjne, koszty akwizycji, dodatki na dziatania prewencyjne,
zysk 1 bezpieczenstwo oraz korekty z tytulu inflacji, reasekuracji i dochodow inwe-
stycyjnych.

Artykut dotyczy szacowania skladek netto w ubezpieczeniach majatkowych.
Podjeto w nim probe pordwnania wysokosci sktadek netto liczonych réznymi meto-
dami, znanymi w literaturze, dla przykladowo wybranego teoretycznego rozktadu
wielko$ci szkoéd. Oceniono réwniez, jak wielkos¢ wylosowanej proby wptywa na
szacowane wartosci sktadek netto.
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2. Teoretyczne zasady kalkulacji skladki

W ubezpieczeniach majatkowych i pozostatych osobowych podstawa obliczenia
sktadki jest oszacowanie sktadki netto na podstawie przewidywane;j liczby i wielko-
$ci roszczen, czyli na podstawie oceny i pomiaru ryzyka ubezpieczeniowego. Sktad-
ka netto jest zatem funkcja wielko$ci szkody.

Niech IT(X) oznacza wysoko$¢ skladki netto za ochrong przed strata o wiel-
kosci X. Niech X bedzie zmienna losowa o dystrybuancie Fy. Sktadka netto powinna
mie¢ nastgpujace wlasnosci (por. [Kaas i in. 2001]):

D TI(X) > EX (nieujemna nadwyzka),

2) TI(X) <min{x: Fy (x) =1} (skladka nie wyzsza niz maksymalna strata),

3 TI(X + a) =TI(X) + a, dlakazdego a € R ia>0 (translatywnos$¢ sktadki),

4) I(X + Y) = TI(X) + T1(Y), dla niezaleznych zmiennych X i ¥ (addytywnos$¢
sktadki),

5) TI(X) =TI(TI( X |Y)), dla wszystkich X, ¥ (interaktywnosé sktadki),

6) I1(aX) = alI(X) dla kazdego a € R ia >0 (proporcjonalnos¢ sktadki),

7) II(X + Y) < TI(X) + T1(Y), dla dowolnych zmiennych X'i ¥ (subaddytywnos¢
sktadki).

W pracach dotyczacych teorii ryzyka ubezpieczeniowego mozna znalez¢ jeszcze
inne wlasnoséci funkcjonatu sktadki. Jednak w praktyce wigkszos¢ funkcjonalow
sktadki nie posiada wszystkich wymienionych wlasnosci.

Podamy teraz najczesciej spotykane zasady wyznaczania funkcjonatu sktadki
[Kaas i in. 2001]:

1. Zasada czystej sktadki (rownowaznosci sktadki netto)

1I(X) = EX 6]
2. Zasada wartosci oczekiwanej

(X)) =(+a)EX )

gdzie o >0 nazywa si¢ wspotczynnikiem bezpieczenstwa.
3. Zasada wariancji

IM(X)=EX +aVarX,a >0 3)
4. Zasada odchylenia standardowego
TI(X)=EX +aWVarX,a =0 4)
5. Zasada odchylenia absolutnego

I(X)=EX +aE|X - Meg|, @ >0 (5)
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6. Zasada percentylu (kwantyla rzedu ¢)
TI(X)=min{x:F(x)>1-&}=F;'(1-¢) (6)

7. Zasada maksymalne;j straty

[(X)=pEX +(1- p)max(X), p=0 i max(X)<oo 7

8. Zasada zerowej uzyteczno$ci — grupa metod wyznaczania sktadki uwzgled-
niajaca preferencje ubezpieczyciela. Zaktada sig, ze ubezpieczyciel posiadajacy ma-
jatek w ma preferencje dotyczace majatku wyrazone za pomoca funkcji uzytecznosci
u(w)=Eu(w+TI(X)-X), w € (—o0,+o). Dla w = 0 funkcja u(w) ma postac

u(0) = Eu(T1(X)—X). W tym przypadku zasada uzyteczno$ci nazywana jest zasa-
da zerowej uzytecznosci. Najczesciej stosowang w ubezpieczeniach funkcja uzytecz-

.. . . . 1 Caw .
nosci jest funkcja wyktadnicza postaci u(w) = —(1 —e “W), a >0. Zasada zerowej
a

uzytecznos$ci z wyktadnicza funkcja uzytecznos$ci jest nazywana zasada wykladnicza
1 jest okre§lona rownaniem

I(X) = llog(Ee“X ), a>0, Ee®" <o (8)
a

9. Zasada wiarygodno$ci — to grupa metod wyznaczania sktadki jako $redniej
wazonej sktadki kolektywnej i indywidualnej sktadki X;, oszacowanej na podsta-
wie historii roszczen w przesztosci, czyli jako

H(X;)=Zx;+(1-Z)u ©))

gdzie Z, € (0,1). Tak zdefiniowana sktadke nazywa sig sktadkq zaufania dla i-tego

kontraktu, natomiast Z; wspofczynnikiem zaufania.

W warunkach idealnych, tzn. przy nieskonczenie duzej liczbie potencjalnych
ubezpieczanych oraz doskonatej informacji o ryzyku, powinna by¢ stosowana za-
sada rownowaznos$ci sktadki, co wynika z teorii rachunku prawdopodobienstwa
1 statystyki.

Analityczne wyznaczenie wspélczynnika bezpieczenstwa a, wystepujacego
w formutach 2, 3, 4, 5 1 8, jest trudne. Najczesciej, wyznaczajac sktadke netto dla
calego portfela, stosuje si¢ dwa podejscia [Ronka-Chmielowiec, Kowalczyk, Po-
prawska 2006]. W pierwszym sktadke dla portfela ryzyk ustala si¢ tak, by prawdo-
podobienstwo poniesienia straty na tym portfelu w kolejnym okresie nie przekroczy-
Yo ustalonej z géry wartosci — kwantyla rzedu & zmiennej losowej tacznej sumy szkod
w portfelu. Druga metoda opiera si¢ na teorii ruiny. Wedtug tej metody dobrze osza-
cowana sktadka powinna gwarantowaé, ze prawdopodobienstwo ruiny nie przekro-
czy zadanej warto$ci. W praktyce wspotczynnik bezpieczenstwa jest informacja po-
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ufna i towarzystwa ubezpieczeniowe nie chca ujawnia¢ jego wielkosci. Jednak
wspotczynnik 100% uznaje si¢ za jego bezpieczng granice.

Zasade wyktadnicza wprowadzit Gerber [Gerber 1979], natomiast zasada mak-
symalnej straty jest czysto teoretyczna i na ogot stuzy do wyznaczania gornego ogra-
niczenia sktadki. Przedstawione funkcjonaly sktadek ubezpieczeniowych powinny
by¢ stosowane dla portfeli jednorodnych Iub dla jednakowych klas jednego portfela
[Daykin, Pentikdinen, Pesonen 1994]. W celu rownomiernego rozlozenia ryzyka
w portfelu stosuje si¢ zasadg wiarygodnosci.

3. Przyklady empiryczne

W ubezpieczeniach komunikacyjnych zmienna losowa wielko$ci szkod ma najcze-
sciej rozktad Pareto, rozktad gamma lub rozktad logarytmiczno-normalny.

W przeprowadzonym badaniu rozwazano szacowanie sktadek netto dla portfela
o wielkosci szkod typu Pareto. Oceniono, jak zmieniajg si¢ parametry opisowe
w wylosowanych probach w zaleznos$ci od liczebnosci proby.

Niech zmienna losowa X ma rozktad Pareto z parametrami « i f, o funkcji gesto-
$ci postaci

_ap”
(/H+x)a+1 ’

W przeprowadzonym badaniu wygenerowano populacje o rozktadzie Pareto i pa-
rametrach:

f(x)= x> 0. (10)

a=2,3; =28, EX =4,93535; DX =5,2745; x ;5= 3,7681.

Wartos$¢ oczekiwana i wariancja w populacji odpowiadaja $redniej i wariancji
wielkosci szkdd w ubezpieczeniach komunikacyjnych OC publikowanych przez
KNF.

Z populacji losowano po 1000 razy proby (liczba repetycji dla kazdej proby o li-
czebnosci n wynosita 1000) o liczebnosci: 50, 100, 150, 200, 250, 300, 500, 1000.
Dla wylosowanych prob obliczono klasyczne i pozycyjne miary struktury oraz btad
sredniokwadratowy dla $redniej arytmetycznej i mediany z proby. Wyniki przedsta-
wiono w tab. 1-3.

Tabela 1. Wartosci klasycznych miar dla prob losowanych z rozktadu Pareto

Parametry populacji: a =2,3; f=2,8; EX =4,93535; DX =5,2745; x 0.5=3,7681

n fmin xmﬁx fi € Smin Smax MeS V;ﬂiﬂ (%) VSmax (%)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
50 3,7957 | 12,5217 | 4,9715 | 0,7931 | 0,8846 | 46,8840 | 2,9236 23 417
100 3,8621 | 8,6443 | 4,9467 | 0,4927 | 1,0823 | 33,1533 | 3,2687 28 428
150 4,1586 | 7,8941 | 4,9426 | 0,4337 | 1,3827 | 27,8015 | 3,4134 32 407
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
200 | 4,2823 | 17,7014 | 4,9558 | 0,3762 | 1,6822 | 32,9851 | 3,4647 38 428
250 | 4,3132 | 6,6879 | 4,9623 | 0,3324 | 1,8315 | 21,9302 | 3,5941 41 370
300 | 4,2028 | 7,4874 | 4,9618 | 0,3262 | 1,7624 | 27,1075 | 3,7544 41 399
500 | 4,3990 | 6,4737 | 4,9505 | 0,2377 | 2,1293 | 21,5621 | 3,8262 47 333

1000 | 4,5834 | 5,6965 | 4,9511 | 0,1614 | 2,4663 | 15,3936 | 4,0206 53 282

gdzie: n — liczebno$¢ proby; fmin — minimalna warto$¢ $rednich arytmetycznych z proby z 1000 re-

petycji; )_Cmax — maksymalna warto$¢ érednich arytmetycznych z proby z 1000 repetycji; X. + — Sred-

1000

2
nia arytmetyczna $rednich arytmetycznych z 1000 repetycji; e = \/ (EX -X j) btad $rednio-

1000 “=

j=1
kwadratowy; X ; —$rednia arytmetyczna dla j-tej repetycji; Sy, — minimalna warto$¢ odchylen stan-
dardowych dla 1000 repetycji; S,,,x — maksymalna warto$¢ odchylen standardowych dla 1000 repe-
tycji; Me, — mediana odchylen standardowych z 1000 repetycji; Smin — minimalna warto$¢ wspot-

czynnikéw zmienno$ci z 1000 repetycji; V¢™™* — maksymalna warto$¢ wspotezynnikow zmiennosci
z 1000 repetycji.

Zrodto: obliczenia wlasne.

Tabela 2. Warto$ci pozycyjnych miar dla prob losowanych z rozkladu Pareto

Parametry populacji: a =2,3; =2,8; EX =4,93535; DX =5,2745; x ( 5=3,768
n Meyin Mepax XMe e
50 3,2052 4,7283 3,8096 0,2434
100 3,3320 4,4687 3,7989 0,1653
150 34273 4,3249 3,7767 0,1253
200 3,4770 42345 3,7773 0,1107
250 3,4906 4,1337 3,7796 0,0986
300 3,5380 4,2191 3,7763 0,0940
500 3,5875 4,0924 3,7746 0,0706
1000 3,6396 3,9936 3,7725 0,0496

gdzie: Me,;, — minimalna warto$¢ median z 1000 repetycji; Me,,, — maksymalna warto$¢

median z 1000 repetycji; X yve— Srednia arytmetyczna z median z 1000 repetycji;

1000

1000

1 2 . . . .

e= \/ Z (XO,S - Me j) blad sredniokwadratowy; Me; — mediana dla j-tej repetycji.
J=1

Zrodto: obliczenia wlasne.

Nastgpnie dla badanego rozktadu wielkosci szkdd oszacowano za pomoca roz-
nych metod sktadke netto. Sktadki wyznaczono dla calej populacji oraz réznych
liczebnos$ci prob. Przy czym w probach w tab. 3 do obliczen wykorzystano $rednie
warto$ci z 1000 repetycji.
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Tabela 3. Wartosci sktadki netto (j.p.) obliczone réznymi metodami

Zasada wyznaczania sktadki netto

. warto$ci L odchylenia
czyste] oczekiwanej warlanct standardowego kwantyla
sktadki a=1 o=1 a=1 rzedu 0,5
populacja 4,935335 9,87067 32,75569 10,20984 3,7681
n=>50 4,9715 9,9430 13,5189 7,8951 3,8096
n=100 4,9467 9,8934 15,6311 8,2154 3,7989
n=150 4,9426 9,8852 16,5939 8,3560 3,7767
n=200 4,9558 9,9116 16,9599 8,4205 3,7773
n=250 4,9623 9,9246 17,8799 8,5564 3,7796
n =500 4,9618 9,9236 19,0573 8,7162 3,7763
n=1000 4,9505 9,9010 19,5903 8,7767 3,7746
Zrédto: obliczenia wiasne.
35
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Rys. 1. Wartosci sktadki netto (j.p.) obliczone ré6znymi metodami

Zrodto: obliczenia wlasne.

liczebnos¢ proby
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metoda szacowania sktadki netto

Rys. 2. Wartosci sktadki netto (j.p.) obliczone réznymi metodami dla populacji i wielkoéci proby
n =50 (min — na podstawie minimalnych warto$ci parametréw proby w 1000 repetycjach, $red. — na
podstawie wartosci $rednich parametrow proby w 1000 repetycjach, max — na podstawie wartosci
maksymalnych parametrow proby w 1000 repetycjach)

Zrodto: obliczenia wlasne.
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metoda szacowania sktadki netto

Rys. 3. Wartosci sktadki netto (j.p.) obliczone réznymi metodami dla populacji
i wielkosci proby n =200

Zrodto: obliczenia wlasne.
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Rys. 4. Wartosci sktadki netto (j.p.) obliczone ré6znymi metodami dla populacji
i wielkosci proby n = 500

Zrodto: obliczenia wlasne.

4. Whnioski

Z przeprowadzonych badan wynika, ze dla rozktadu Pareto mediana z proby osza-
cowuje kwantyl rzedu 0,5 w populacji z mniejszym btedem, niz $rednia arytmetycz-
na z proby oszacowuje warto$¢ oczekiwana w populacji. Wraz ze wzrostem liczeb-
nosci proby wzrasta rowniez wspolczynnik zréznicowania w probie.

Mozna réwniez stwierdzi¢, ze w przypadku rozktadu wielkosci szkod typu Pare-
to zasada czystej sktadki i percentylu daja najbardziej stabilne (niezalezne od wielko-
$ci proby) wartosci sktadki netto. Najgorsze wyniki uzyskujemy za pomoca zasady
wariancji. Im wigksza liczebno$¢ proby, tym bardziej zblizone wartosci sktadek netto
szacowanych réznymi metodami na podstawie proby do sktadek szacowanych na
podstawie parametrow populacji. Jedynie sktadka szacowana metoda wariancji rdzni
si¢ znacznie dla prob i populacji. Oznacza to, ze w przypadku zasady wariancji
ubezpieczyciel, szacujac sktadke netto na podstawie proby, bedzie wyznaczal za
mala sktadke w stosunku do wielko$ci szkod w portfelu. W ubezpieczeniach komu-
nikacyjnych OC, przy portfelach skladajacych si¢ z duzej liczby roéznych rodzajow
ryzyka, wyznaczanie innych parametrow oprocz wartosci oczekiwanej moze by¢
ktopotliwe. Z przeprowadzonych badan wynika, ze proba losowa o liczebnosci 500
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w przypadku rozktadu wielkosci szkdd typu Pareto zapewnia prawidtowe szacowa-
nie sktadek netto.
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ESTIMATING NET PREMIUMS IN CAR LIABILITY INSURANCE
FOR THE ASYMMETRIC DISTRIBUTION OF THE SIZE
OF DAMAGES

Summary: The rules which are most often used to estimate net premiums in car liability in-
surance are the rules based on classical statistical measures. In the case of asymmetric dis-
tributions, estimating net premiums by means of location measures seems to be reasonable.
The paper is an attempt to assess premiums determined in this way for the Pareto type dis-
tribution of the size of damages.
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