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Streszczenie: Przedstawiony referat jest kontynuacja badan nad wptywem niejednorodnosci
populacji wynikajacej z nieobserwowalnych czynnikoéw na ryzyko demograficzne. W pro-
wadzonych wcze$niej badaniach autorka zaprezentowata m.in. jedna z metod analizy nieob-
serwowalnych czynnikéw, a mianowicie modele nazywane frailty models, opisujace indy-
widualne zréznicowanie umieralnosci. W modelach tego typu zaktada sig, ze Z jest nieob-
serwowalna, nieujemna zmienna losowa, ktora charakteryzuje ryzyko danej grupy spowo-
dowane zréznicowaniem pod wzgledem umieralnosci.

Celem referatu jest analiza ryzyka demograficznego w portfelu zaktadéw emerytalnych
przy zalozeniu, ze populacja jest niejednorodna pod wzglegdem nieobserwowalnych czyn-
nikow. Analiza ta pozwoli oceni¢, w jakim stopniu indywidualne zréznicowanie pod wzgle-
dem umieralno$ci oraz niejednorodno$¢ populacji maja wplyw na wielko$¢ ryzyka jednora-
zowej sktadki netto dla renty dozywotniej w zaleznosci od wieku osoby rozpo-czynajacej
pobieranie renty oraz dokona¢ oceny ryzyka dla portfela zakltadow emerytalnych.

Stowa kluczowe: ryzyko demograficzne, zmienna losowa, ubezpieczenia emerytalne.

1. Wstep

Niejednorodnos$¢ populacji pod wzgledem umieralnosci spowodowana jest indywi-
dualnymi réznicami migdzy osobami wynikajacymi zardwno z obserwowalnych, jak
i nieobserwowalnych czynnikoéw. Portfele ubezpieczeniowe sa tak konstruowane
przez aktuariuszy, aby czynniki oddziatujace na polisy w danym portfelu byty takie
same. Jednak nie zawsze jest to mozliwe, gdyz nie zawsze mozna wyodrebnié
wszystkie czynniki ryzyka. Dla portfeli budowanych w ubezpieczeniach zyciowych
wykorzystuje si¢ w duzym stopniu modele uwzgledniajace niejednorodnos¢ ryzyka
spowodowana tylko obserwowalnymi czynnikami (np. pte¢, wiek, indywidualny styl
zycia, nawyk palenia), a w matym stopniu modele uwzgledniajace niejednorodnosc¢
wynikajaca z nieobserwowalnych czynnikéw (np. cechy dziedziczne, genetyczne).
Obserwowalne czynniki ryzyka sa powszechnie uwzgledniane w wycenie produktow
ubezpieczeniowych — jest to tzw. underwriting. Natomiast nicobserwowalne czynniki
ryzyka sa zazwyczaj pomijane.
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Przedstawiony referat jest kontynuacja badan nad wplywem niejednorodnosci
populacji wynikajacej z nieobserwowalnych czynnikow na ryzyko demograficzne.
W prowadzonych wczesniej badaniach autorka zaprezentowala m.in. jedna z metod
analizy nieobserwowalnych czynnikéw, a mianowicie modele nazywane frailty mo-
dels, czyli modele opisujace indywidualne zr6znicowanie umieralno$ci. W tych mo-
delach zaklada sig, ze Z jest nicobserwowalna, nieujemna zmienna losowa (frailty
random variable), ktdra charakteryzuje ryzyko danej grupy spowodowane zréznico-
waniem pod wzgledem umieralnos$ci. Autorka wykorzystata te modele do oceny
ryzyka demograficznego dla portfela ubezpieczen na zycie (por. [Papiez]).

Celem niniejszego referatu jest analiza ryzyka demograficznego w portfelu za-
ktadow emerytalnych przy zatozeniu, Ze populacja jest niejednorodna pod wzgledem
nieobserwowalnych czynnikéw. Do oceny ryzyka zostanie wykorzystana metoda
podziatu tacznego ryzyka oparta na analizie wariancji. Wariancja bedzie przedsta-
wiona jako suma dwoch sktadowych, ktore sa zwiazane z ryzykiem ubezpieczenio-
wym, dlugowiecznosci oraz ryzykiem wynikajacym z dziatania czynnikéw nieob-
serwowalnych.

Analiza ta pozwoli oceni¢, w jakim stopniu indywidualne zréznicowanie pod
wzgledem umieralno$ci oraz niejednorodnos¢ populacji ma wplyw na wielkos¢ ry-
zyka jednorazowej sktadki netto dla renty dozywotniej w zalezno$ci od wieku osoby
rozpoczynajacej pobieranie renty, a tym samym dokona¢ oceny ryzyka dla portfela
zaktadow emerytalnych.

2. Metody analizy niejednorodnosci populacji — modele frailty

Badania nad niejednorodnoscia populacji w analizie przezycia zostaly przedstawione
m.in. w pracy [Vaupel, Manton, Stallard 1979]. W pracy zaprezentowano dwa podej-
scia: podejscie dyskretne, w ktérym niejednorodno$¢ jest modelowana przez mie-
szanke odpowiednich funkcji, oraz podejscie ciagle, w ktérym do modelowania
niejednorodnosci wykorzystuje si¢ nieobserwowalna nieujemna zmienna losowa Z
(frailty random variable) wyrazajaca poziom nieobserwowalnego czynnika ryzyka
oddziatujacego na indywidualny przebieg umieralnosci. Modele frailty, czyli indy-
widualnego zréznicowania 0s6b w populacji pod wzgledem umieralno$ci, maja za
zadanie opisa¢ wszystkie czynniki nieobserwowalne wptywajace na przebieg indy-
widualnej umieralno$ci. W modelach tych zaklada sig, ze osoby z wyzsza warto$cia
zmiennej losowej Z umieraja §rednio wczesniej niz pozostate (por. [Metody oceny...
20007).

Niech x oznacza wiek osob, ktdre tworza niejednorodna grupe tylko z powodu
nieobserwowalnych czynnikéw. Zat6zmy ponadto, ze dla pojedynczej osoby czynni-
ki te opisane sg przez nieujemna zmienna losowa opisujaca indywidualne zréznico-
wanie umieralnosci. Niech Z, bedzie nieobserwowalng zmienna losowa o rozkladzie
ciaglym opisanym funkcja gestosci g.(z), wowczas warunkowa funkcj¢ intensywno-
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$ci umieralnosci dla osoby w wieku x przy danym poziomie indywidualnego zrézni-
cowania umieralno$ci mozna zdefiniowa¢ wzorem:

,ux(z):lirnP(TxSt'Zx:Z). W

t—0 t

Stad wynika, ze badanie zalezno$ci miedzy u(z) a standardowa funkcja inten-
sywnos$ci umieralnosci x, wymaga analizy facznego rozktadu zmiennych losowych

(T xe)- W pracy [Vaupel, Manton, Stallard 1979] zostat zaproponowany multipli-

katywny model dla intensywno$ci umieralnosci:
()=, @

gdzie u, mozna interpretowac jako intensywnos$¢ umieralnosci osoby w wieku x, gdy
z =1, czyli na osobe nie dzialaja czynniki nieobserwowalne.

Podstawowe charakterystyki nieobserwowalnej zmiennej losowej Z, opisujacej
indywidualne zr6znicowanie ze wzgledu na umieralnos¢ zostaty przedstawione np.
w pracach [Olivieri 2006; Metody oceny... 2000, s. 155; Papiez].

Zalezno$¢ migdzy indywidualng umieralno$cia a umieralno$cia populacji zalezy
od rozktadu zmiennej losowej Z,. Przyjmuje si¢ nastgpujace zalozenia dotyczacego
indywidualnego zréznicowania. Zaktada si¢, ze parametr indywidualnego zréznico-
wania jest wynikiem dziatania wielu czynnikéw nieobserwowalnych, nie jest staty
w ciagu calego zycia oraz ze kumuluje on czynniki majace wplyw na umieralnos¢
(por. [Metody oceny... 2000, s. 154]). Stad mozna przyjaé, tak jak sugeruja autorzy w
pracy [Vaupel, Manton, Stallard 1979], zeby w badaniach dotyczacych niejednorod-
nosci populacji zmienna losowa Z, miata rozklad gamma. Szczegdtowe uzasadnienie
wyboru rozktadu gamma do opisu niejednorodnosci populacji wraz z wtasnos$ciami
tego rozktadu w pracach [Olivieri 2006; Metody oceny... 2000, s. 155; Papiez].

3. Skladka i ryzyko dla niejednorodnego portfela
zakladow emerytalnych

Zdefiniyymy zmienna losowa Yt(j ) opisujaca zaktualizowana na moment ¢ taczna

sumg przyszlych wyplat renty dozywotniej j-tej osoby w wieku x nastepujaco:

r)

vV = [bllle™du, 3)
0

gdzie: T x(j? — zmienna losowa opisujaca dalsze trwanie zycia j-tej osoby w wieku x

W czasie ¢, b[(j ) - wysoko$¢ swiadczenia w czasie ¢ dla j-tej osoby w wieku x

(wyptata realizowana przez caty rok), 7 — intensywnos¢ oprocentowania.
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Wielkos¢ portfela zaktadu emerytalnego, ktory jest jednorodny ze wzgledu na
obserwowalne ryzyka (np. wiek, pte¢), oznaczymy symbolem: II, ={; :Tx(j ) >t

j=1,...,n}. Jezeli zmienne {T(j) j= 1,...n} majq taki sam rozktad i sa niezalezne,

X+t 2

to zmienna losowa:
LD AU 4)

opisuje zaktualizowana na moment ¢ taczna sume przysztych wyplat renty dozywot-
niej dla catego portfela.

W celu uproszczenia analizy zalozymy, ze warto$¢ wyptaty §wiadczenia dla kaz-
dej osoby jest jednakowa w czasie ¢, czyli Vj b[(j ) =b, =1 oraz n, oznacza liczbg

0sob (polis) w czasie . Jezeli dodatkowo zalozymy, ze portfel jest niejednorodny ze

wzgledu na nieobserwowalne ryzyko, to wowczas zmienne losowe {T (H), j=1L. }

sa zalezne od nieobserwowalnej zmiennej losowej Z,, ale zmienne losowe
{T )ff,), j=l..nlZ = z} sa warunkowo niezalezne 1 maja taki sam rozktad. W tym
przypadku posta¢ portfela nie ulegnie zmianie. Dla takiego portfela mozna wyzna-
czy¢ jednorazowa sktadke oraz ryzyko demograficzne zwiazane z ta sktadka. Wa-
runkowa jednorazowa sktadka netto dozywotniej renty ciaglej dla j-tej osoby w wie-
ku x przy zatozeniu warto$ci indywidualnego zréznicowania ze wzgledu na umieral-
no$¢ wynosi (por. [Olivieri 2006]):

B B _°° . x+t+u|)
E(Y )—!e o iT7) 2T (5)

a $rednia jednorazowa sktadka netto dozywotniej renty ciaglej j-tej osoby w wieku x,
w niejednorodnej populacji ze wzgledu na nieobserwowalne ryzyka, wynosi:

(M) _ () < — x+t+u)
N)=E(EY |z {e Sead Ao ©

—I;t,(z)dt
gdzie: S(xlz) — warunkowa funkcja przezycia dana wzorem: S(x|z)=e ,

S(x) — érednia liczba osob dozywajacych wieku x dana wzorem:

5(x)=[S(x|2)gy(2)dz.
0

Wartos¢ jednorazowej sktadki netto dla catego portfela IT wynosi:
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CT)EH’) :E(Yt(n’)): Z E(K(j))=”,E(K('/))="z¢7.x- (7)

Jel,

Wykorzystujac metode tacznego podzialu oparta na analizie wariancji, wariancje
tej zmiennej mozna przedstawi¢ w nastgpujacy sposob (por. [Papiez 2008; 2008a,
Papiez)):

Var(v™)) = E(var(v")|Z,,, = 2) )+ Var(E(1") | Z,,, = 2)) -

(a0 2., =) v (012,

Jezeli zaloZymy, 7e populacja jest jednorodna, wowczas pierwszy skladnik sumy
®) - (Var( |Z )) redukuje si¢ do wartosci Varé’t(n')), a drugi sktadnik

wynosi zero. Stad pierwszy sktadnik mozna traktowac jako sktadnik ryzyka demo-
graficznego, ktory mierzy ryzyko spowodowane przypadkowymi odchyleniami od
warto$ci oczekiwanej umieralno$ci, czyli mierzy ryzyko ubezpieczeniowe. Nato-
miast gdy zalozymy niejednorodnos¢ populacji w portfelu wynikajaca z czynnikdw
nieobserwowalnych, to drugi sktadnik sumy VarG?(Y |Z —z)) mierzy syste-
matyczne odchylenia miedzy rzeczywista liczba zgonéw a oczekiwana, wynikajaca
z dziatania czynnikow nieobserwowalnych, ktore wptywaja na dlugos$¢ zycia. Zatem
mierzy albo ryzyko dlugowiecznosci, albo $miertelnosci. Do wyznaczenia udzialu
ryzyka mierzonego odchyleniem standardowym w stosunku do sktadki mozna obli-
czy¢ indeks ryzyka w zalezno$ci od liczby polis w portfelu:

varly'™)  [EVar(v" |Z,., =2)) 7 12, =2
rln,)= E(Yd,)) :\/ (arn([éz(yt(j)) 2), vartely (Ez()/;(./)) ) o

t

oraz wielkos¢ indeksu ryzyka, gdy liczba polis w portfelu rosnie do nieskonczonosci:

lim r(n, )= \/ varlE(r1Z,,, =z)) . (10)

—- E? (Yz( ))

Ze wzorow (9) 1 (10) wynika, ze udziat pierwszego sktadnika sumy (8) w sktadce
moze by¢ zmniejszony, gdy zostanie zwigkszona wielko$¢ portfela. Natomiast udziat
drugiego sktadnika w sktadce nie ulega zmianie wraz ze wzrostem liczby polis w
portfelu. Ze wzoru (10) wynika, ze wraz ze wzrostem liczby polis w portfelu udziat
catkowitego ryzyka demograficznego w sktadce redukuje si¢ tylko do udziatu ryzyka
zwiazanego z niejednorodno$cia populacji. Udziat ryzyka ubezpieczeniowego redu-
kuje si¢ wowczas do zera.
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4. Analiza skladki i ryzyko dla niejednorodnego portfela zakladow
emerytalnych — przyklad empiryczny

W celu analizy wplywu niejednorodnosci populacji na wysokos¢ jednorazowej
sktadki dozywotniej renty ciaglej oraz wpltywu na ryzyko demograficzne w portfelu
zaktadu emerytalnego, przyjmijmy, ze w rozpatrywanym portfelu indywidualna in-

tensywno$¢ umieralnosci opisana jest za pomoca funkcji Gompertza u_ = ae”™ (por.

[Papiez]). Do analizy przyjeto wartosci parametrow: « = 0,0001878 i f = 0,07713.
Zostaly one oszacowane na podstawie tablic trwania zycia dla mezczyzn w Polsce
w 2007 r. Dodatkowo zalozymy, tak jak proponuje literatura [Olivieri 2006], ze w
badaniach dotyczacych niejednorodnosci populacji zmienna losowa Z, ma rozktad
gamma oraz $rednie zroznicowanie indywidualne umieralnosci w chwili urodzenia
jest rtowne 1. Wowczas parametr skali jest rowny parametrowi ksztattu w rozkladzie
gamma (0 = ). Ponadto do wyznaczenia wysokos$ci jednorazowej sktadki dozywot-
niej renty przyjmijmy wysokos¢ intensywnosci oprocentowania na poziomie
r=0,0198.

Wyniki analiz przedstawiono w tab. 1-3. Tabela 1 przedstawia wartos$ci jednora-
zowej sktadki netto dozywotniej renty w zaleznosci od wieku x przy zatozeniu war-
tosci indywidualnego zr6znicowania ze wzgledu na umieralnos¢ oraz wartos¢ ryzyka
mierzonego odchyleniem standardowym w stosunku do wielko$ci jednorazowej
sktadki netto dla pojedynczej polisy. Do analizy przyjeto nastgpujace wartosci
zmiennej losowej opisujacej indywidualne zr6znicowanie pod wzgledem umieralno-
Sci: z = 0,75, co oznacza zwigkszona indywidualna odporno$¢ na zachorowanie,
z = 1,25 oznacza zwigkszona indywidualng podatno$¢ na choroby oraz z =1, ktére
mozna traktowac jako ,,standardowa” umieralno$¢. Analiza warto$ci jednorazowe;j
sktadki netto wskazuje, ze maleje ona zar6wno z wiekiem, jak i ze wzrostem warto-
$ci nieobserwowalnej zmiennej losowej Z, opisujacej indywidualne zréznicowanie
umieralno$ci. Natomiast ryzyko mierzone odchyleniem standardowym w stosunku
do wielkosci jednorazowej sktadki netto dla pojedynczej polisy wzrasta wraz z wie-
kiem oraz wartoscia zmiennej losowej Z,.

Tabela 1 przedstawia rowniez stosunek wielkosci jednorazowej sktadki netto dla
portfela niejednorodnego do wielkosci jednorazowej sktadki netto dla portfela o jed-
norodnej populacji (z = 1) w zalezno$ci od warto$ci parametru O oraz wieku. Nalezy
zauwazyC, ze roznica miedzy wielkoscia jednorazowej skladki netto dla portfela
jednorodnego i niejednorodnego wzrasta wraz ze wzrostem wieku oraz im wyzsza
warto$¢ parametru o, tym portfel staje si¢ bardziej jednorodny, a wartosci sktadek
si¢ wyrownuja.

Natomiast w tab. 2 przedstawiono poréwnanie ryzyka mierzonego odchyleniem
standardowym w stosunku do wielkosci jednorazowej sktadki netto dla portfela,
w ktorym brak indywidualnego zréznicowania populacji (z = 1) oraz dla portfela
z niejednorodna populacja (J =30), w zaleznosci od liczby polis w portfelu i wieku.
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Analiza tych wartosci wskazuje, ze udziat jednorazowej sktadki netto w odchyleniu
standardowym jest wyzszy, gdy portfel jest niejednorodny, oraz wzrasta wraz z wie-
kiem. Oznacza to, ze gdy na populacj¢ dzialaja nieobserwowalne czynniki, to ryzyko
zwiazane ze sktadka wzrasta. Ponadto wraz ze wzrostem liczby polis w portfelu ry-
zyko to redukuje si¢ do zera w wypadku braku indywidualnego zréznicowania popu-
lacji. Natomiast gdy populacja jest niejednorodna, nie mozna go catkowicie zredu-
kowac.

Tabela 1. Wartosci jednorazowej skladki netto dozywotniej renty w zaleznosci od wieku x
przy zatozeniu warto$ci indywidualnego zréznicowania ze wzgledu na umieralno$¢ z=0,75, z=1
1 z=125 wraz z warto$cia wspotczynnika zmiennosci dla pojedynczej polisy oraz stosunek wielkosci

jednorazowej sktadki netto dla portfela niejednorodnego do wielkosci jednorazowej sktadki netto dla
portfela o jednorodnej populacji ( z=1) w zalezno$ci od wartosci parametru § oraz wieku

o | ] [ o i)
Wiek | TV [ ez, =z) ay.  EV)Z,, =2
w [%]

z=0,75 z=1 z=1,25 z=0,75 z=1 z=125 o=1 o =30 o =100
55 | 18,1148 | 16,3875 | 15,0597 | 4020 | 4328 | 45,79 | 1248 | 1,008 | 1,003
60 | 15,8026 | 14,1053 | 12,8198 | 4437 | 47,67 | 5034 | 1,324 | 1,011 | 1,003
65 | 13,5369 | 11,0070 | 10,6932 | 48,84 | 52,34 | 5515 | 1431 | 1,015 | 1,004
70 | 11,3680 | 9,8420 | 8,7283 | 53,57 | 57,23 | 60,14 | 1,584 | 1,020 | 1,006
75 | 93457 | 7,9589 | 69657 | 58,51 | 62,28 | 6523 | 1,803 | 1,028 | 1,008
80 | 7,5136 | 6,2000 | 54337 | 63,58 | 67,38 | 7030 | 2,118 | 1,040 | 1,012
85 | 59045 | 4,8600 | 4,1449 | 68,66 | 72,40 | 7522 | 2,575 | 1,057 | 1,017

Zrodto: obliczenia wlasne.

Tabela 2. Poréwnanie ryzyka mierzonego odchyleniem standardowym w stosunku do wielkoS$ci
jednorazowej sktadki netto dla portfela, w ktérym brak indywidualnego zréznicowania populacji
(z, =1) oraz dla niejednorodnej populacji (0 =30)w zaleznoéci od liczby polis w portfelu i wieku
(w %)

Wiek x =155 x =65 x=75
Var Y(H) | Z, VVur[Y(H)) Var Y(n) | Z, \ Var[}'(”)) Var Y(H) | Z, VVar :y(”))

N Er™z,) E™) E™z,) Ey™) £z, E(y™)
z=1 5=30 z=1 5=30 z= 6=30

1 43,28 43,46 52,34 52,55 62,28 62,50
10 13,69 15,12 16,55 18,47 19,69 22,16
100 4,33 7,92 5,23 9,96 6,23 12,24
1000 1,37 6,80 1,66 8,66 1,97 10,75
100000 0,14 6,66 0,17 8,50 0,20 10,57

Zrodto: obliczenia wlasne.
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Tabela 3. Porownanie wielkos$ci ryzyka ubezpieczeniowego i ryzyka zwiazanego z niejednorodnoscia
populacji w stosunku do catkowitego ryzyka oraz indeksu ryzyka w zaleznosci od liczby polis
w portfelu dla oséb w wieku 65 lat (w %)

Elparly™, 2,)) | varlelr™) z,) JEvarly™ 2 ))| Jrarlel™ 2, )| Jrarly™)
N varly™) varly™) E[y) ) £y
(1) (2) (3) 4) (5)
1 97,38 2,62 51,86 8,50 52,55
10 78,83 21,17 16,40 8,50 18,47
100 27,13 72,87 5,19 8,50 9,96
1000 3,59 96,41 1,64 8,50 8,66
100000 0,04 99,96 0,16 8,50 8,50

Zrodto: obliczenia wlasne.

Tabela 3 przedstawia porownanie wielkosci ryzyka ubezpieczeniowego i ryzyka
dhlugowiecznosci zwiazanego z niejednorodnoscia populacji w stosunku do catkowi-
tego ryzyka w zaleznosci od liczby polis w portfelu dla 0osob w wieku 65 lat. Tabela
zawiera rowniez wartosci indeksu ryzyka. Analiza warto$ci z tab. 3 (kolumny 1 i 2)
wskazuje, ze wraz ze wzrostem liczby polis w portfelu ulega zmianie rodzaj ryzyka
oddziahujacy na catkowite ryzyko demograficzne. W wypadku jednej polisy catkowi-
te ryzyko demograficzne w ok. 97,4% zalezy od przypadkowych odchylen migdzy
oszacowang a rzeczywista dlugoscia trwania zycia i tylko w ok. 2,6% zalezy od nie-
jednorodno$ci populacji. Jezeli liczba polis w portfelu wzrosnie, wowczas udziat
ryzyka ubezpieczeniowego w ryzyku demograficznym redukuje si¢ prawie do zera.
Wozrasta natomiast udziat ryzyka zwiazanego z niejednorodnoscia populacji, ktora
powoduje wydluzanie si¢ lub skracanie dlugosci trwania zycia. Analiza wartosci
indeksu ryzyka (kolumna 5) wskazuje, ze wraz ze wzrostem liczby polis maleje
wielko$¢ ryzyka demograficznego w stosunku do sktadki, ale tylko do poziomu
udziatu ryzyka zwiazanego z niejednorodnoscia populacji w sktadce. Tak wigc zmia-
na liczby polis nie powoduje, ze wielko$¢ ryzyka zwiazanego z niejednorodnoscia
populacji w stosunku do sktadki ulegnie zmianie (kolumna 4). Natomiast wraz ze
wzrostem liczby polis maleje wielko$¢ ryzyka ubezpieczeniowego w stosunku do
sktadki (kolumna 3). Redukuje si¢ ono prawie do zera.

5. Uwagi koncowe

Analiza wysokoSci jednorazowej sktadki netto dozywotniej renty i wielkosci ryzyka
demograficznego w portfelu zaktadow emerytalnych w zaleznosci od indywidualne-
go zroéznicowania 0sob ze wzgledu na umieralno$¢ oraz stopien niejednorodnosci
populacji ze wzgledu na nieobserwowalne czynniki wskazuje, ze nieuwzglednienie
tych czynnikow ma wplyw na wysokos$¢ sktadki i ryzyka z nig zwiazanego. Wyniki
empiryczne potwierdzaja fakt, ze czgsciowej redukcji ryzyka demograficznego moz-
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na dokona¢, zwigkszajac liczbg polis w portfelu. Jednak catkowita redukcja jest nie-
mozliwa, gdyz niezaleznie od liczby polis udziat ryzyka zwiazanego z niejednorod-
noscia populacji jest staty.
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IMPACT OF HETEROGENEITY OF A POPULATION ON A RISK
OF PENSION INSURANCE PORTFOLIO

Summary: The following paper is the continuation of the analysis of the impact of hetero-
geneity of a population due to unobservable factors on a demographic risk. In an earlier pa-
per the author presents, among others, one of the methods of analyzing unobservable factors
called "frailty models", that is models describing individual mortality. In such models it is
assumed that Z is a frailty random variable, which characterizes the risk of a given popula-
tion due to mortality differences. The aim of the paper is the analysis of a demographic risk
in a pension insurance portfolio, with the assumption that the population is heterogeneous as
far as unobservable factors are concerned. Such an analysis can be used in assessing to what
extent individual mortality differences and heterogeneity of the population affect the risk of
a net single premium of life annuities dependent on the age of a pensioner, and, at the same
time, in evaluating the risk for pension insurance portfolios.
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