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WPLYW WYBRANYCH METOD

WYGLADZANIA PRAWDOPODOBIENSTW ZGONU
NA WYSOKOSC SKEADEK I REZERW NETTO

W UBEZPIECZENIACH NA ZYCIE

Streszczenie: W ubezpieczeniach na zycie konstrukcja tablic trwania zycia (tablic wymie-
ralnoéci) ma podstawowe znaczenie dla wynikow kalkulacji aktuarialnych. Tablice trwania
zycia sa budowane najczgséciej na podstawie danych przekrojowych, a nastgpnie wygladzane
w poszukiwaniu nieznanego, ukrytego wzorca wymierania. W artykule poréwnano na przy-
ktadzie empirycznym wybrane metody wygtadzania prawdopodobienstw zgonu. Nastegpnie
dokonano przyktadowych kalkulacji sktadek i rezerw w przypadku funkcji tablicowych su-
rowych i wygtadzonych.

Stowa kluczowe: tablice trwania zycia, wygladzanie wskaznikoéw demograficznych, splaj-
ny, ubezpieczenia na zycie, sktadki i rezerwy netto.

1. Wstep

Znajomo$¢ rozkladu dalszego trwania zycia w populacji 0os6b ubezpieczonych lezy
u podstaw wszelkich kalkulacji aktuarialnych dotyczacych polis ubezpieczen na
zycie. W praktyce rozktad dalszego trwania zycia wyznacza si¢ na podstawie danych
statystycznych, konstruujac tablice trwania zycia (tablice wymieralnosci). Funkcje
tablicowe sa estymowane najczg¢sciej na podstawie danych przekrojowych, tzn. da-
nych o zgonach i liczbie osob w ustalonym krotkim okresie w badanej populacji
(dane te stanowia wigc przekroj przez wszystkie zyjace w danym okresie generacje).
Przekrojowa tablica wymieralno$ci jest wige krotkotrwalym odzwierciedleniem po-
ziomu umieralno$ci wszystkich ludzi badanej populacji zyjacych w danym okresie.

Estymacja funkcji tablicowych dokonywana jest z okreslona doktadnoscia. Im
wigksza jest liczebno$¢ danego rocznika wieku, tym wigksza doktadnosé. Niestety,
zwykle trudno uzyska¢ zadowalajaca doktadno$¢, dlatego konieczne moze sig¢ staé
wygtadzanie funkcji tablicowych w poszukiwaniu nieznanego wzorca wymierania.

W artykule na przyktadzie empirycznym przedstawiono wptyw wybranych me-
tod wygladzania na poziom biezacej sktadki netto oraz rezerweg sktadki netto, a takze
zysk (stratg) ze wzgledu na réznicg w §miertelnosci.
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2. Poréwnanie wybranych metod wygladzania
prawdopodobienstw zgonu

Wygtadzanie (wyréwnywanie) wskaznikéw demograficznych polega na zastapieniu
warto$ci surowych przez wartosci bardziej regularne i lepiej opisujace, wedtug arbi-
tralnej opinii badacza, istot¢ zjawiska. Wybor metody wyrownywania jest dazeniem
do kompromisu miedzy osiagnigciem odpowiedniego stopnia wygladzenia i jedno-
cze$nie otrzymaniem wartos$ci zblizonych do wyjsciowych.

Wygtadzaniu podlega najczesciej jedna z nastepujacych funkcji tablicowych':
[ — liczba dozywajacych wieku x, d, — liczba 0sob, ktore umarty w wieku x, p, —
prawdopodobienstwo, ze osoba w wieku x dozyje do wieku x +1, g, — prawdopo-
dobienstwo zgonu w wieku x, m_ — wspolczynnik zgonéw w wieku x.

Polskie tablice trwania zycia oglaszane przez GUS sa wygladzonymi tablicami
przekrojowymi konstruowanymi na podstawie danych o zgonach i liczbie ludno$ci
dla jednego roku kalendarzowego. W celu niniejszej analizy zbudowano dla roku
2007 tablice surowe zgodnie z metodologia stosowana przez GUS [Trwanie zycia. ..
2008, s. 34-35]. Wykorzystano nastepujace dane:

1) liczba 0s6b zmartych w 2007 r., sklasyfikowanych wedhlug ptci, roku urodze-
nia i wieku ukonczonego;

2) liczba ludnosci wedhug pfici i rocznikéw wieku na koniec 2006 oraz 2007 r.;

3) liczba urodzen wedhlug ptci w 2007 r.

Sposrod calego bogactwa metod do analizy wybrano metode wygladzania
P-splajnami, ktora zostala por6wnana z metoda mechaniczna stosowana przez GUS
do wyréownywania prawdopodobienstw zgonu w polskich tablicach trwania Zycia.

2.1. Metodologia GUS wygladzania tablic surowych

Prawdopodobienstwa zgonu ¢, otrzymane na podstawie danych surowych dla
x=1,2,...,84 sa wyrownywane trzykrotnie za pomoca ruchomych $rednich wazo-
nych o roznej liczbie wyrazow (5, 7, 9) w zaleznosci od grupy wieku. Dla wieku x =0
prawdopodobienstwo gy pozostaje niezmienione. Jest to metoda mechaniczna,
w ktérej liczba usrednianych warto$ci, system wag i liczba powtdrzen procedury
zostaly dobrane na podstawie badan empirycznych ludnosci Polski. Dla wieku po-
wyzej 85 roku zycia stosuje si¢ analitycznga metode wygladzania polegajaca na eks-
trapolacji funkcji wielomianowo-wyktadniczej dla liczby dozywajacych /. i na tej
podstawie wyznacza si¢ dopiero prawdopodobienstwa zgonu® [Trwanie Zycia. ..
2008, s. 35-36].

! Pozostate funkcje tablicowe wyznacza si¢ na podstawie wygladzonego wskaznika demogra-
ficznego.

% Wiecej na temat mechanicznych i analitycznych metod wygtadzania wskaznikow demograficz-
nych mozna znalez¢é w [London 1985; Tabeau, van den Berg Jeths, Heathcote 2001; Wieniecki 1976].
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2.2. Wygladzanie P-splajnami

Metoda wygtadzania funkcjami sklejanymi’® polega na lokalnej interpolacji wskazni-
kéw surowych wielomianami sklejonymi w taki sposob, by globalnie zachowac pe-
wien stopien gladkosci, tzn. rézniczkowalnos¢ okreslong liczbe razy [Eilers, Currie,
Durban 2006; Eilers, Marx 1996]. B-splajny sa funkcjami bazowymi sktadajacymi
si¢ z segmentow gladko polaczonych wielomiandéw (w praktyce zwykle niskiego
stopnia drugiego lub trzeciego). Miejsca potaczenia segmentow nazywane sa wezta-
mi (knots). Przy wygltadzaniu B-splajnami nalezy podja¢ decyzje o: stopniu wielo-
mianéw, liczbie wezlow”, potozeniu weztow (zwykle stosuje si¢ wezly rownoodleg-
fe). Wybor ten ma wplyw na stopien wygtadzenia i dopasowania modelu. Liniowa
kombinacja B-splajnow daje krzywa wygladzona. B-splajny tworza baze funkcji
wykorzystywana w nastepujacym zagadnieniu regresji (B-spline regression):

y=Ba+e, (1)

gdzie: y —wektor mx1 zmiennej objasnianej,
x —wektor mx1 zmiennej objasniajacej,
B —macierz mxn warto$ci n splajnéw wyznaczonych dla argumentu x,
a —wektor nx1 wspolczynnikow regresji,
e —wektor mx1 reszt.

W tym przypadku zmienng objasniang jest wskaznik demograficzny, natomiast
zmienng objasniajaca jest wiek. Wspolczynniki regresji wyznacza sig, minimalizujac
sume kwadratow:

S=|y-Baf. ©)

P-splajny sa liniowa kombinacja B-splajnéw oraz tzw. funkcji straty (penalized
function). Funkcja straty oparta jest na roznicach okreslonego rzgdu dla wspotczyn-
nikow o sasiadujacych B-splajnow. Rzad roznic jest wybierany w zaleznosci od
zastosowan. Wspotczynniki regresji (P-spline regression) wyznacza sig¢, minimalizu-
jac sume kwadratow:

2

; 3)

gdzie: D,a — wektor (n—d)x1 roznic rzgdu d pomigdzy sasiednimi wspotczyn-

S= ||y - Boz”2 + /1||Dda

nikami regresji Adal. =Ad_1al.+1 —A‘Hai (dlai=12, ..., n—d),
A — waga funkcji straty.

? Zamiast nazwy funkcje sklejane uzywa si¢ takze okreélenia funkcje gicte lub splajny (spline).

* Im wigksza liczba weztow, tym lepsze dopasowanie modelu, lecz krzywa wowczas bardziej
»faluje”, odwzorowujac nieregularnosci w danych. Problem algorytmu poszukiwania optymalnej
liczby wezldéw nie jest rozstrzygnigty i jest przedmiotem dyskusji [Eilers, Currie, Durban 2006;
Eilers, Marx 1996].
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Zagadnienie regresji w przypadku P-splajnéw mozna rozszerzy¢ do uogdlnionego
modelu regresji (GLZ), w ktorym wspdtczynniki regresji wyznacza si¢ metoda naj-
wigkszej wiarygodnos$ci, modyfikujac funkcje wiarygodnosci L(e) nastgpujaco:

L'(a)=La) -+ 2|D,af . (4)

W artykule postuzono si¢ metoda wygtadzania P-splajnami do wyro6wnania loga-
rytmu prawdopodobienstw zgonu w wieku x=0,1,...,100, przyjmujac: wielomiany
stopnia trzeciego, 25 rownoodleglych weztow, réznice rzedu trzeciego dla funkcji
straty. Waga A funkcji straty zostala wyznaczona za pomoca kryterium krzyzowej
poprawnos$ci (cross validation). Wspotczynniki regresji wyznaczono metoda naj-
wigkszej wiarygodnosci. Na rys. 1 zostaly poréwnane dla wieku od 20 do 50 lat su-
rowe wartosci ¢, oraz wyrdwnane pochodzace z polskich tablic trwania Zycia

[Trwanie zycia. .. 2008] i wygltadzone metoda P-splajnow.
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Rys. 1. Estymatory surowe i wygladzone prawdopodobienstwa zgonu w wieku od 20 do 50 lat
w 2007 r.

Zrodto: opracowanie wihasne.

Oceniajac efekt wyrownywania, nalezy mie¢ na uwadze, ze polepszenie stopnia
wygladzenia czgsto odbywa si¢ kosztem pogorszenia dopasowania wielkosci wygla-
dzonych do surowych. Dlatego tez ocena gtadkosci powinna by¢ przeprowadzana
lacznie z analiza dopasowania [London 1985]. Przy ocenie wygladzenia mozna sig¢
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kierowac¢ nastgpujacymi kryteriami opartymi na obserwacji r6znic okreslonego rzedu

migdzy sasiednimi wyrazami wyréwnywanego ciagu wartosci:

» r6znice rzedu pierwszego, drugiego itd. powinny by¢ coraz mniejsze,

« znaki réznic nie powinny ulega¢ czgstym zmianom,

« jako miary wygladzenia mozna przyjac: sume¢ wartosci bezwzglednych roznic,
srednig warto$¢ bezwzglednych roznic, srednia warto§¢ bezwzglednych réznic
do $redniej warto$ci szeregu.

Tablice wygladzone opublikowane przez GUS oraz tablice wygladzone

P-splajnami spetniaja dwa pierwsze kryteria. Miary stopnia wygladzenia (tab. 1)

przyjmuja zblizone wartos$ci, przy czym nieco lepsze jest wygtadzenie tablic GUS.

Tabela 1. Ocena wygladzenia prawdopodobienstw zgondéw na podstawie roznic rzgdu d dla osob
w wieku od 20 do 60 lat

. . Metodologia GUS Wygtadzanie P-splajnami
Miara wygladzenia
d=1 | d=2 | a=3 | a=1 | d=2 | d=3
Mgzczyzni

Suma wartos$ci bezwzglgdnych réznic | 0,02036 | 0,00159 | 0,00045 | 0,02043 | 0,00205 | 0,00114

Srednia warto$¢ bezwzglednych roznic
do $redniej wartosci szeregu

8,15% | 0,64% | 0,18% | 8,18% | 0,82% | 0,46%

Kobiety
Suma warto$ci bezwzglednych réznic | 0,00813 | 0,00064 | 0,00050 | 0,06318 | 0,00879 | 0,00145

Srednia warto$¢ bezwzglednych réznic
do $redniej warto$ci szeregu

9,10%| 0,72%| 0,56%| 9,19%| 0,95%| 0,60%

Zrodto: obliczenia wlasne.

Jako kryterium oceny dopasowania wygtadzonych wspotczynnikéw demogra-
ficznych do wspotezynnikéw surowych mozna zaproponowac:

« znaki odchylen wartosci surowych od wygladzonych nie moga tworzy¢ zbyt
dhugich serii,

+ miary dopasowania: suma kwadratow roznic (lub wartosci bezwzglednych
réznic) pomigdzy wartosciami wygtadzonymi a surowymi, odchylenie standar-
dowe reszt, odchylenie standardowe reszt przypadajace na srednia wartos¢ sze-
regu.

Dopasowanie obu rozwazanych modeli jest bardzo dobre, przy czym tym razem
nieco lepsze jest dopasowanie modelu wygladzonego P-splajnami (tab. 2). Na pod-
stawie miar wygltadzenia i dopasowania (tab. 1 1 2) mozna stwierdzi¢, ze miary abso-
lutne sa mniejsze w przypadku szeregu dla kobiet, natomiast miary wzgledne sa
mniejsze dla mezczyzn’.

° Wynika to z tego, ze umieralno$¢ kobiet jest na znacznie nizszym poziomie niz mezczyzn (tzw.
nadumieralno$¢ mezczyzn).
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Tabela 2. Ocena dopasowania wygtadzonych prawdopodobienstw zgonoéw dla oséb w wieku

od 20 do 60 lat

Megzezyzni Kobiety
Miara dopasowania metodologia | wygladzanie | metodologia | wygladzanie
GUS P-splajnami GUS P-splajnami
Odchylenie standardowe reszt 0,000167 0,000143 0,000116 0,000100
Odchylenie standardowe reszt 2.74% 2359, 5349 4.59%,
do $redniej warto$ci szeregu e 0270 e et

Zrodto: obliczenia wlasne.

Warto$¢ miar wygladzenia i dopasowania zalezy nie tylko od metody wygladza-
nia, ale takze od gtadkosci i regularno$ci szeregu surowego. Dlatego tez miary te nie
niosg informacji o stopniu dopasowania pojedynczego modelu, lecz stuza do analizy
poréwnawczej kilku modeli zbudowanych na podstawie tych samych danych.

3. Przykladowe kalkulacje skladek i rezerw
w przypadku prawdopodobienstw zgonu surowych
i wygladzonych

Zaprezentowane powyzej metody zostaly zastosowane na duzym zbiorze danych
charakteryzujacych si¢ regularnoscia, dlatego tez otrzymano bardzo dobra oceng
wygladzania i dopasowania. Mimo to odchylenia wartosci rzeczywistych od mode-
lowych przenosza si¢ w widoczny sposoéb na wyniki kalkulacji sktadek i rezerw
w ubezpieczeniach zawieranych na krotki okres. Poniewaz w obu metodach wygla-
dzania spetliony byl warunek losowosci odchylen, wigc wygladzanie nie wptywa
istotnie na poziom sktadek i rezerw w ubezpieczeniach dtugoterminowych. W tab. 3
zaprezentowano wzgledna zmiang jednorazowej sktadki netto po wygladzeniu praw-
dopodobienstw zgonu dla przyktadowych terminowych ubezpieczen na wypadek
$mierci na okres 3 i 5 lat dla 0sob w wieku od 20 do 60 lat przy zatozonej technicznej
stopie procentowej 3%°.

Natomiast w tab. 4 przedstawiono zmiang warto$ci w czasie rezerwy sktadki net-
to przypadajacej na jedna polis¢ przy zastosowaniu danych surowych i wygtadzo-
nych dla przykladowego 10-letniego ubezpieczenia na wypadek $mierci na sumg
1000 jednostek pienigznych dla mezczyzny i kobiety w wieku 40 lat przy sktadce
ptatnej co rok z gory i technicznej stopie procentowej 3%. Rezerwa skladki netto
(nazywana tez rezerwa matematyczna) w momencie ¢ zostala policzona jako réznica
migdzy warto$cia przysztych §wiadczen zdyskontowanych na moment ¢ oraz warto-
Scia przysztych sktadek zdyskontowanych na moment ¢ [Bowers i in. 1997].

® Wzgledne odchylenie nie zalezy od kwoty ubezpieczenia.
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Tabela 3. Wzgledne odchylenie wartosci jednorazowej sktadki netto skalkulowanej dla tablicy
wygtadzonej od wartosci jednorazowej sktadki netto skalkulowanej dla tablicy surowej

przy zatozeniu technicznej stopy procentowej 3% dla os6b w wieku od 20 do 60 lat

Megzcezyzni Kobiety
Odchylenie metodologia wygtadzanie metodologia wygtadzanie
wzgledne GUS P-splajnami GUS P-splajnami
3-letnie ubezpieczenie na wypadek $mierci
Minimalne 0,084% 0,059% 0,021% 0,077%
Maksymalne 5,244% 5,092% 9,519% 6,965%
Srednie 1,165% 0,804% 1,674% 0,900%
S-letnie ubezpieczenie na wypadek $mierci
Minimalne 0,039% 0,005% 0,139% 0,044%
Maksymalne 3,523% 3,128% 4,590% 3,079%
Srednie 0,615% 0,303% 1,183% 0,575%

Zrodto: obliczenia wlasne.

Tabela 4. Rezerwa sktadki netto w momencie ¢ przy zatozeniu technicznej stopy procentowej 3%
w przypadku 10-letniego ubezpieczenia na wypadek §mierci na sumg¢ 1000 dla osoby 40-letniej
przy sktadce ptatnej co rok z gory

Megzcezyzni Kobiety
Moment | rezerwa zmiana wzgledna rezerwy rezerwa zmiana wzgledna rezerwy
p po wygtadzeniu po wygladzeniu
dane metodologia | wygladzanie dane metodologia | wygladzanie

surowe GUS P-splajnami surowe GUS P-splajnami
0 0,0000 0,0000
1 1,9676 9,94% 2,50% 0,8195 1,25% —0,42%
2 3,7836 6,22% -1,14% 1,5132 1,86% —0,06%
3 5,3207 3,39% -2,49% 2,0804 0,96% 0,34%
4 6,5237 0,40% -2,94% 2,4918 —0,02% 1,42%
5 7,0929 0,28% -0,14% 2,8465 —5,22% —-1,68%
6 6,9907 1,72% 4,17% 2,7729 -2,89% 2,65%
7 6,7696 —4,42% 0,02% 2,6339 -7,09% -0,67%
8 5,3493 —4,25% 1,31% 2,1289 -9,30% -2,85%
9 3,2070 —6,78% -1,48% 1,0981 2,24% 8,34%
10 0,0000 0,0000

Zrodto: obliczenia wlasne.

W rzeczywistym portfelu polis wystawionych dla x-latkow zaobserwowana
w k-tym roku ubezpieczenia liczba zmartych D, rézni sig od przyjetej do kalkulacji

teoretycznej liczby zgonéw N, -q..,, gdzie N jest liczba polis w portfelu w A-tym
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roku. Wskutek odchylenia N, -¢,,, — D, na koniec roku (w momencie k + 1) ryzy-
ku podlega wigc kwota netto (net amount at risk) b,,, — .V, gdzie b,,, to wyso-

ko$¢ $wiadczenia oraz .,V wysokos¢ rezerwy w momencie k + 1. Zysk (stratg)’ ze

wzgledu na $miertelno$¢ (mortality profit) definiuje si¢ nastgpujaco [Btaszczyszyn,
Rolski 2004]:

L =Ny Gk = Dy )by = V) 5)

Tabela S. Zysk (strata) ze wzgledu na §miertelnos$¢ na jedna polis¢ w momencie ¢
(przy zatozeniach jak w tab. 4)

Megzcezyzni Kobiety
Moment ¢ metodologia wygtadzanie metodologia wygtadzanie
GUS P-splajnami GUS P-splajnami
0 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
1 -0,1707 —-0,0281 -0,0239 0,0025
2 —-0,0092 0,1145 —-0,0251 —-0,0036
3 0,0891 0,1086 ~0,0036 ~0,0088
4 0,1804 0,0749 0,0026 ~0,0291
5 0,0340 ~0,1663 0,1324 0,0834
6 —0,0680 —0,2795 —-0,0870 -0,1237
7 0,4433 0,3201 0,0895 0,0924
8 —-0,0636 -0,0471 -0,0118 0,0415
9 0,0002 0,1398 -0,2502 -0,1548
10 —-0,2046 -0,0278 0,0165 0,0934

Zrodto: obliczenia wlasne.

Miarg t¢ mozna wykorzysta¢ do oceny a posteriori efektow wygladzenia, przyj-
mujac rzeczywisty wzorzec wymierania oparty na danych surowych oraz teoretyczny
model okreslony przez wygtadzone funkcje tablicowe (tab. 5).

4. Whnioski

Wybdr sposobu wyréwnywania danych jest arbitralny i zalezy od zastosowan. Przy
wyborze metody wygladzania wskaznikow demograficznych wykorzystywanych

7 Jezeli I;4; > 0, to mamy do czynienia z zyskiem (w rzeczywistosci byto mniej zgondw, niz za-
ktadano), natomiast jezeli /;.; < 0, to mamy do czynienia ze strata (w rzeczywistosci bylo wigcej
zgondw, niz zaktadano).
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w kalkulacjach aktuarialnych nalezy zwroci¢ uwage przede wszystkim na nastepuja-

ce fakty:

o  Wybdr metody wygltadzania wptywa na poziom sktadek oraz rezerw. Wpltyw
ten jest silniejszy dla krotszego okresu ubezpieczenia oraz dla matych zbiorow
danych.

o Metody mechaniczne pozwalajg na kontrolg lokalnych prawidtowosci poprzez
dobor liczby usrednianych wartosci (zwykle nieparzysta liczba), systemu wag,
liczby powtorzen procedury. W efekcie tego na warto§¢ wyréwnywanego
wskaznika demograficznego wptywa ustalona liczba sasiednich warto$ci suro-
wych.

« Metoda wygladzania B-splajnami i P-splajnami laczy zalety: lokalnego wygta-
dzania (jak metody mechaniczne) oraz gladkiego sklejenia funkcji interpoluja-
cych (w taki sposob, by globalnie zachowac okreslony stopien gtadkosci na po-
faczeniach). Stopien wygladzenia i dopasowania modelu zalezy od stopnia wie-
lomiandw, liczby i potozenia weztow oraz postaci funkcji straty.

o Przy wyborze metody wygtadzania nalezy mie¢ na uwadze, ze czgsto polep-
szenie stopnia wygladzenia odbywa si¢ kosztem pogorszenia dopasowania
wielko$ci wygtadzonych do surowych. Z tego powodu ocena gltadko$ci powin-
na by¢ przeprowadzana tacznie z analiza dopasowania.
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THE INFLUENCE OF SELECTED GRADUATION METHODS
OF PROBABILITY OF DEATH ON NET PREMIUMS
AND RESERVES IN LIFE INSURANCE

Summary: One important problem in life insurance is the construction of life tables (mor-
tality tables), on the basis of which insurance values are calculated. Generally, life tables are
built on cross-sectional data and then graduated in search of the unknown, underlying mor-
tality pattern. This paper presents the selected graduation methods of probability of death.
The selected methods were compared on an empirical example. The research results enable
performing the example calculations of premiums and reserves in the case of ungraduated
and graduated table functions.
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