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ULAMKOWY GEOMETRYCZNY
RUCH BROWNA - MAKSYMALNA STRATA
I PRAWDOPODOBIENSTWO RUINY

Streszczenie: W pracy rozwazono miar¢ ryzyka — maksymalna stratg. Wykazano jej przy-
datno$¢ w optymalizacji decyzji inwestycyjnych na rynku akcji, ktorych ewolucja opisana
jest utamkowym geometrycznym ruchem Browna. Pokazano rowniez nietrywialng zaleznosé
prawdopodobienstwa osiagnigcia cho¢ raz maksymalnej akceptowalnej straty od historii no-
towan oraz sktadu portfela.

Slowa kluczowe: prawdopodobienstwo ruiny, maksymalna strata, utamkowy geometryczny
ruch Browna.

1. Wstep

Wydarzenia ostatnich kilku lat pokazaty, ze pomiar ryzyka i zarzadzanie ryzykiem
sa jednymi z najwazniejszych wyzwan finansoéw i ubezpieczen XXI wieku. Jak wia-
domo, istnieje wiele miar ryzyka [Czernik 2003; Gatarek i in. 2001; Jajuga, Jajuga
1999; Risk Measures... 2004]. Jedna z czgSciej stosowanych przez inwestorow jest
wariancja (odchylenie standardowe). Jednak zgodnie ze wspotczesnymi teoriami
ryzyka wariancja jest raczej miara niepewnosci niz ryzyka. Wynika to z tego, ze
wariancja nie rozréznia wzrostow cen od ich spadkow. Kolejna szeroko stosowa-
na miarg ryzyka jest warto$¢ zagrozona (Value at Risk — VaR). Wada tej miary
— pomijajac fakt, Ze nie jest miara koherentna — jest zalezno$¢ jedynie od wartosci
procesu ryzyka w $cisle okreslonym momencie czasu. Wady tej nie posiada pewne
wywodzace si¢ z teorii ruiny uogdlnienie wartosci zagrozonej: maksymalna strata
(maximal loss — ML).

Wiasnosci maksymalnej straty w przypadku ewolucji opisanej geometrycznym
ruchem Browna sa znane [Acar 1997; Czernik 2003; Czernik 2007]. Celem niniej-
szego opracowania jest wykazanie przydatno$ci maksymalnej straty w optymalizacji
portfela instrumentéw o dynamice opisanej utamkowym geometrycznym ruchem
Browna.
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2. Maksymalna strata

Maksymalna strata, podobnie jak warto$¢ zagrozona, nalezy do rodziny miar kwan-
tylowych. Oznacza to, ze dla dowolnej wielkosci losowej (ryzyka) maksymalna stra-
ta zawsze istnieje (w odréznieniu od miar opartych na momentach).

Maksymalna strat¢ definiujemy nastepujaco (na ustalonym poziomie akceptacji/
istotnos$ci a oraz w ustalonym horyzoncie czasu ¢) [Czernik 2003]:

P[SO— 1r[10f ]S(z')< Ml(oc,t)jzl—oc. (1)

Graficzna interpretacja maksymalnej straty przedstawiona jest na rys. 1 (rysu-
nek pogladowy, wartos$ci na osi rzednych nie moga by¢ cenami). Na rysunku tym
przedstawiono takze tzw. maksymalny zysk (maximal profit — MP) osiagany w hory-
zoncie ¢ [Czernik 2007].
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Rys. 1. Maksymalna strata ML, maksymalny zysk MP

Zrbdto: opracowanie wiasne.

Maksymalna strata jest $cisle zwiazana z wywodzacym si¢ z teorii ruiny praw-
dopodobienstwem ruiny oraz prawdopodobienstwem przetrwania [Asmussen 2000].
Ustalajac ML, mozemy obliczy¢ prawdopodobienstwo, Zze cena instrumentu nie
spadnie ani razu ponizej warto$ci S, — ML. Jesli zastapimy warto$¢ poczatkowa S
poczatkowa wartoscia nadwyzki ubezpieczeniowej u oraz maksymalna strat¢ ML
takze wartoscia u, to powyzsze prawdopodobienstwo bgdzie prawdopodobienstwem
przetrwania (prawdopodobienstwo zdarzenia losowego: nadwyzka ani razu nie bg-
dzie mniejsza od zera).
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Jak wynika z definicji, maksymalna strata zwigzana jest z rozktadem skumulo-
wanych zmian warto$ci instrumentu w chwili z. Rozktad maksymalnej straty moze-
my zdefiniowa¢ nastegpujaco [Risken 1989]:

£ ()= 6 (=M (1), 2)

gdzie: () oznacza usrednianie po wszystkich realizacjach S(¢) (dla ustalonego ),
9(...) — delta Diraca (miara atomowa, miara Diraca, dystrybucja Diraca) [Cho-
quet-Bruhat, DeWitt-Morette, Dillard-Bleick 1983; Zemanian 1969].

Warto nadmieni¢, iz z definicji okreslonej wzorem (2) wywodza si¢ symulacyjne
metody szacowania maksymalnej straty (powyzsze uwagi dotycza dowolnej wielko-
sci losowej). Ponadto reprezentacja gestosci prawdopodobienstwa wzorem (2) po-
zwala w wielu przypadkach na wyprowadzenie rownan ewolucji rozktadu [Kliackin
1975].

3. Ulamkowy ruch Browna

W przeprowadzonych do tej pory badaniach autor modelowat dynamike cen geo-
metrycznym ruchem Browna. Istnieje jednak wiele dowodow empirycznych na to,
ze wartosci instrumentéw finansowych sa procesami losowymi z dtuga pamigcia
[Mandelbrot 1997; Peters 1994; Barkoulas, Baum; Shiryaev 1999; Cajueiro, Bar-
bachan 2003; Mastalerz-Kodzis 2003]. W projekcie autor rozwazy rynek, ktorego
instrumenty ewoluuja zgodnie z utamkowym ruchem Browna B [Decreusefond,
Ustiinel 1998]. W przypadku H > 0,5 utamkowy ruch Browna jest procesem o dhu-
giej pamigci (H — wyktadnik Hursta).

Utamkowy ruch Browna jest uogolnieniem dobrze znanego procesu Browna.
Jest on procesem gaussowskim ze stacjonarnymi przyrostami, jednakze jego przy-
rosty nie sa niezalezne (z wyjatkiem zwykltego ruchu Browna H = 0,5). Struktura
zalezno$ci przyrostow uzalezniona jest od wartosci wyktadnika Hursta H, tzn. ko-
wariancja utamkowego ruchu Browna (H € (0,1); przypadek H = 1 nie jest intere-
sujacy gdyz realizacje tego procesu sa liniami prostymi o losowym wspotczynniku
kierunkowym):

R(s.0)=E[ BB | =L 427 o), o)

F(2 - ZH)cos (n H).

dzie: EBT =0 oraz ¥, =
g ! m mH(1-2H)

1
Dla warto$ci H € %,lj proces posiada dluga pamig¢, dla H e (O,Ej proces pre-

feruje ciagte zmiany kierunku. Z uwagi na dluga pamig¢ pierwszy przypadek jest
interesujacy z punktu widzenia zastosowania w ekonomii [Shiryaev 1999].



40 Tadeusz Czernik

Utamkowy ruch Browna byl po raz pierwszy badany przez Kotmogorowa [Kot-
mogorow 1940] (uzywat on nazwy spirala Wienera) w kontek$cie zagadnien doty-
czacych modelowania turbulencji.

Spotyka sig¢ rowniez w literaturze utamkowy normalny ruch Browna o funkcji
kowariancji [Biagini i in. 2008; Mishura 2008]:

1
R(s)=E[B5 |= (" +0" =) @
W dalszej czgéci pracy bedziemy rozpatrywac normalny utamkowy ruch Brow-
na (obie definicje r6znia si¢ jedynie wspotczynnikami).

Istnieje wiele reprezentacji catkowych utamkowego ruchu Browna [Hu 2005;
Theory and Applications... 2003; Biagini i in. 2008; Mishura 2008], np.:

t 0
B =x, { [=s)""a,+ [ (=) = (=s)""" |ap, } 5)
0 -0
gdzie: dB, = dB*® — ruch Browna,
2HF(3 - Hj
2

F(H+;jl“(2—2H)’

Ky =

I‘(x): Tux_le_"du — funkcja gamma,
0

lub

B/ = ]ZH (,5)dB, (6)
0

gdzie:
P H-0,5 1 t
z, (r,s)=vcﬂ{[—) (=5 <[ o0 0 sy du}. &
S

. . . .. 1 .).
W interesujacym nas zakresie warto$ci indeksu Hursta H € (—,lj jadro Z (1, s)
przyjmuje postac: 2

t
Zy (t,5)=x, (H - %) s> IuH_O’S (u- s)bH’5 du. (®)

s
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Wtasnosci utamkowego ruchu Browna sa nastepujace:
— stacjonarne przyrosty,

1
— jedynie dla H = ) jest procesem Markowa,
- dlaH> % wystepuje dtuga pamigc,

d
— samopodobiefistwo, tzn. BY =a™" B
— nier6zniczkowalne realizacje (w sensie $redniokwadratowym),

— dla H ;t% nie jest semimartyngatem.

Ostatnia z wlasnos$ci byta przyczyna poczatkowych probleméw w zdefiniowaniu
stochastycznej catki wzgledem utamkowego ruchu Browna.

4. Ulamkowa dynamika cen akcji

Procesy dyfuzyjne z ciaglym czasem stanowia we wspolczesnych finansach niezbgdne
narzgdzie modelowania wielu zjawisk. Poczawszy od takich prac, jak [Bachelier 1900],
poprzez [Samuelson 1965; Merton 1969; Merton 1973; Black, Scholes 1973] procesy
losowe wyznaczyly pewien standard modelowania proceséw ekonomicznych.

W pracy autor rozwazyt model cen akcji oparty na utamkowym ruchu Browna
[Hu 20001]:

dS = uSdt +cSdB”, 9)

gdzie: B — utamkowy ruch Browna.

Niestety, dluga pamig¢ sprawia, ze analityczne wyrazenia na rozktad wartosci
cen akcji generowanych rownaniem (9) (nie wspominajac o rozktadzie maksymal-
nej straty) nie sa znane. Wynika to z tego, ze zagadnienie poczatkowe ztozone jest z
nieskonczenie wielu wartos$ci ,,poczatkowych”, tzn. warto$cia poczatkowa jest cata
historyczna realizacja wartosci instrumentu.

W dalszych rozwazaniach autor pomija kwestie dotyczace estymacji parame-
trow rdwnania (9), tzn. zakltada si¢, ze wartosci parametréw sa znane.

Nieznajomo$¢ rozktadu nie przekresla mozliwosci postawienia np. nieobciazo-
nej prognozy. Wyznaczmy warunkowa warto$¢ oczekiwana (tzn. zaktadamy, ze zna-
my histori¢ do chwili 0) procesu B,H :

FO} ,

E B,H |F0 ): E|:KH {;[(I—S)H_O’S dB, +1[(t_S)H—0,5 —(—S)H_O’SJdBS}
=Ky {;[(t—s 0.5 E(dBS |E) )+ (][(t—S)H—O,s _(_S)H—O,s ]E(st |F0 )} - (10)

—00

—x, 1[@ =)0 ()" aB.
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Powyzsze wyrazenie dla H # 0,5 jest w ogélnosci rézne od zera.
Wprowadzmy proces:

B =B —-E(B/'|F,). (11)

2
- o2 K
Latwo pokazaé, ze E(B” |F,) =0 oraz E( B")'|E, )=—H12H.
p ( t | 0) ( t ) | 0 2H
Warunkowa warto$¢ oczekiwana wartosci instrumentu wynosi (w celu jej obli-

: .. pH - . y e .
czenia korzystamy z faktu, iz B,” jest procesem gaussowskim o warto$ci oczekiwa-
nej rownej zero):

2

E(S/'|F,)=S, exp[w+%02 [;(—;’[—1}2” +oE(B/ \FO)} (12)

w odréznieniu od bezwarunkowej wartosci oczekiwanej

E(S)=S,e". (13)
Naturalnym rozszerzeniem analizy jest rozwazenie portfela akcji o dynamice
(ie{l,2}):
ds, = uSdt+c,S.dB". (14)
Analiza dynamiki portfela (w, +w, = 1):

I 1S1 p) S ’ (15)

dIl
Hz(wl,u1 +w2y2)dt+w10'1dB1H' +w,0,dBy"> (16)

dla r6znych wartosci indeksu H, nie jest zadaniem tatwym.

Zalezno$¢ pomigdzy cenami mozna modelowac poprzez korelacje zwyktych
ruchow Browna (proceséw Wienera) wystepujacych w reprezentacji catkowej (5)
utamkowego ruchu Browna. Jezeli ponadto zatozymy, ze £ [ Bl ( t) 32 (s)] = pé‘(s — t)
oraz H = H, = H, gdzie r — wsp6tczynnik korelacji, to dynamika portfela daje sig
zapisa¢ w postaci:

drll

Hz(wl,u1 +wz,uz)a’t+\/w120'12 +w;05 +2ww,po,0,dB" (17)

lub

drl
o Updt +opdB”, (18)
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gdzie
Hyp =Wty + Wyl (19)

\/w] OF +Wi0; +2W W, P00, . (20)

Ze wzoru (18) wynika, ze portfel dla ustalonej struktury zachowuje si¢ jak zwykty
instrument ewoluujacy zgodnie z utamkowym geometrycznym ruchem Browna.

Niestety, powyzsze stwierdzenie jest prawdziwe jedynie w przypadku bezwa-
runkowym, tj. w sytuacji, gdy nie znamy przesztosci procesow (14). W praktyce
oznacza to koniecznos$¢ stosowania w symulacjach wzoru (16) nawet w przypadku
H =H =H.

W literaturze poswigconej symulacjom komputerowym mozna spotka¢ wiele me-
tod symulowania utamkowego ruchu Browna [Norros, Mannersalo, Wang 1999; Car-
mona, Coutin1998; Paxson, Fast 1997; Stoksik, Lane, Nguyen 1994; Dieker 2004].

Autor zastosowal dyskretyzacje wraz obcigciem réwnania (5). Latwo pokazac,
ze przyrost utamkowego ruchu Browna wyraza si¢ wzorem:

dB =B/ , - B,Hz
t+dt
—x t+di—s) " dB, ~ [(r—s)"""dB, +
{J( ) J( ) (1)

" j[(z et =)' = (=)' |ap, }
Ostatnia z catek mozna z zadana doktadno$cia (wybierajac odpowiednig wartos$¢
statej M) przyblizy¢ calka (suma) po ograniczonym od dotu przedziale. Czyli
AB =B\ - B/ ~

t+At
{J(I+At— Y B, - J(t— Y™ aB,

0
{Jr [ [(t A=) (=) }dBS .
-M
Przyrosty procesu Wienera aproksymowane sa wyrazeniem:

dB ~ s\/At, (23)

gdzie: ¢ — zmienna losowa o standardowym rozktadzie normalnym.

(22)

W przypadku portfela akcji stosowano rowniez dekompozycje Choleskyego
[Gatarek i in. 2001].
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Na rys. 2 przedstawiono dwie przyktadowe historie notowan dwoch akcji
(H, = H,= H). Ze wzgledoéw pogladowych przyjeto, ze aktualne ceny akcji sa rowne
jednej jednostce pienigzne;.

historia notowan H1=H2=0,7

1,6
1,4

1.2 Wﬂvﬂ

1 Vo
0,8 | :
0,6
0,4
0,2

Rys. 2. Przyktadowe dwa historyczne notowania dwoch instrumentéw (dryfy instrumentow wynosza
odpowiednio 0,1 10,05, zmiennosci 0,6 1 0,2, wspotezynnik korelacji 0,6, okres historyczny ma dtugos¢
pigciu lat sesyjnych)

Zrbdto: opracowanie wiasne.

Rok sesyjny podzielono na 500 podokreséw. W celu oszacowania prawdopo-
dobienstwa spadku warto$ci portfela cho¢ raz ponizej ustalonej (np. akceptowalnej
przez inwestora maksymalnej straty) wartosci przeprowadzono 10 000 symulacji.

Na rys. 3 1 4 przedstawiono prawdopodobienstwa, ze wartos¢ portfela spadnie
cho¢ raz o 10% w stosunku do wartosci poczatkowej w roznych horyzontach czasu
w zaleznos$ci od struktury portfela (wagi w)).

Poniewaz prawdopodobienstwo spadku cho¢ raz ponizej pewnej wartosci jest
analogiczne do prawdopodobienstwa ruiny, wykresy zatytutowano prawdopodo-
bienstwo ,,ruiny”.

Na podstawie rys. 3 1 4 mozna wyciagna¢ nastgpujace wnioski:

— prawdopodobienstwo osiagnig¢cia cho¢ raz maksymalnej akceptowalnej straty

(prawdopodobienstwo ,,ruiny”) posiada minimum ze wzgledu na sktad portfela,
— sklad optymalnego portfela zalezy od horyzontu inwestycji,

— na podstawie przeprowadzonych symulacji wydaje sig, ze sktad optymalnego
portfela nie zalezy od historii notowan (badania przeprowadzono dla dwoch hi-
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Rys. 3. Prawdopodobienstwo spadku cho¢ raz o 10% w stosunku do wartosci poczatkowej w zalezno$ci
od struktury portfela

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Rys. 4. Prawdopodobienstwo spadku cho¢ raz o 10% w stosunku do wartosci poczatkowej w zaleznosci
od struktury portfela

Zrodto: opracowanie wlasne.
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storii, stad wniosek moze nie by¢ prawdziwy — kwestia ta wymaga doktadnie;j-
szej analizy),

— prawdopodobienstwo osiagnigcia cho¢ raz maksymalnej akceptowalnej straty
zalezy od historii notowan,

— hierarchia ryzyka (ryzyko jako prawdopodobienstwo osiagnigcia cho¢ raz mak-
symalnej akceptowalnej straty) portfeli o rownej historii notowan w zaleznosci
od sktadu portfela moze ulec odwrdceniu.

Istotna konsekwencja pierwszego wniosku jest mozliwos¢ wykorzystania mak-
symalnej straty do optymalizacji decyzji inwestycyjnych.

5. Podsumowanie

Wedhug wiedzy autora, rozwazania dotyczace maksymalnej straty w odniesieniu do
instrumentow ewoluujacych zgodnie z utamkowym geometrycznym ruchem Brow-
na nie byly dotychczas przeprowadzane w literaturze. Ciekawym osiagnigciem po-
wyzszej analizy jest wykazanie przydatnosci maksymalnej straty do optymalizacji
decyzji inwestycyjnych w opisanym wyzej srodowisku.
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GEOMETRIC FRACTIONAL BROWNIAN MOTION
— MAXIMAL LOSS AND RUIN PROBABILITY

Summary: In the article geometric fractional Brownian evolution of the stock is investigated
and Maximal Loss as a risk measure is proposed. It is shown that Maximal Loss can be used
to optimize investment decisions on the market described above. Nontrivial dependence of
the probability of reaching maximal accepted loss on portfolio structure and historical prices
is discussed.
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