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PRZEDMOWA

W podreczniku przedstawiono podstawowe wiadomosci z mechaniki ptyndw oraz
oméwiono problemy wazne z punktu widzenia potrzeb zaréwno studentéw, jak i inzy-
nierdw zajmujacych sie zagadnieniami przeptywdw w maszynach, instalacjach, urza-
dzeniach cieplno-przeptywowych oraz ich elementach. Ksiazka jest przeznaczona
przede wszystkim dla studentéw wydziatow: mechaniczno-energetycznych i inzynierii
srodowiska oraz inzynierow-projektantéw instalacji i urzadzen cieplno-przeptywo-
wych. Zostata ona opracowana na podstawie prowadzonych przez nas wyktaddéw,
rozwazan wiasnych oraz tresci zawartych w skryptach (ktérych wspotautorami byli
dr inz. Zdzistaw Bechtold i mgr inz.Wtadystaw Siuta) wydanych przez Wydawnictwo
Politechniki Wroctawskiej.

Materiat zawarty w podregczniku podzielono na dwie czgsci: czgs¢ pierwsza ,,Pod-
stawy mechaniki ptynéw” obejmuje rozdziaty 1.-5., cz¢$¢ druga ,,Przeptywy ptynéw
lepkich” obejmuje rozdziaty 6.-9.; rozdziat 10. zawiera natomiast wazniejsze tabele
i wykresy do obliczen z mechaniki ptynéw. Taki uktad umozliwia poznanie zatozen
teoretycznych, réwnan i metod stosowanych w mechanice ptynéw oraz podstawowych
badan doswiadczalnych parametréw hydrodynamicznych. Starano sie wykazaé, ze
wszystkie zagadnienia mechaniki ptynéw wywodza sie z podstawowych zasad zacho-
wania masy, pedu i energii. Omdwione zastosowania poznanej teorii do konkretnych
zagadnien wskazuja, iz umozliwia ona ilosciowy opis zjawisk przeptywowych zacho-
dzacych w urzadzeniach, systemach i maszynach stosowanych w praktyce inzynier-
skiej.

Autorzy dzigkuja Recenzentom za wnikliwe uwagi, ktére umozliwity lepsza pre-
zentacje omawianych zagadnien. Dziekuja rdwniez Ministerstwu Edukacji Narodowej
za przyznanga dotacje i wtadzom Politechniki Wroctawskiej za dofinansowanie wyda-
nia pozycji.

Serdecznie stowa podziekowania przekazuja takze swoim wspotpracownikom za
zyczliwe uwagi, a mgr. inz. Jarostawowi Fydrychowi za komputerowe opracowanie
rysunkow.

Wroctaw, listopad 2001 Krystyna Jezowiecka-Kabsch
Henryk Szewczyk



< oo

0 «Q _"‘U('D o 0O O

T3 —x—D> >
D;D_

ZESTAWIENIE WAZNIEJSZYCH OZNACZEN

— pole powierzchni elementarnej, przyspieszenie

— szerokos¢

— szybkos¢ rozchodzenia sig fal cisnienia

— wspotczynnik oporu

— §rednica

— wysokos¢ energii potencjalnej (jednostkowej)

— jednostkowa sita masowa

— przyspieszenie ziemskie

— wysokos¢ cisnienia, wysokos¢ napetnienia, wysokos¢ potozenia

—wysokos$¢ spadku cisnienia, wysokos¢ roznicy cisnienia

— wysokos¢ straty hydraulicznej

— entalpia

— chropowatosci bezwzgledna, wspotczynnik filtracji

— diugosé

— masa, wysokos¢ metacentryczna, wspotczynnik porowatosci
— cisnienie

— cisnienie barometryczne (atmosferyczne)
— nadcisnienie

— cisnienie statyczne

— podcisnienie

— cisnienie wrzenia

— rdznica cisnien, cisnienie dynamiczne

— ci$nienie bezwladnosci

— strata ci$nienia

— strumien przeptywu, jednostkowy strumien objetosci
— strumien masy

— strumien objetosci

— promien

— diugosc¢ tuku krzywej, droga

— czas, temperatura

— predkosé, objetos¢ whasciwa
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— wspotrzedne uktadu prostokatnego
— wysokosé niwelacyjna, wysokosé¢ potozenia
— r6znica wysokosci stupa cieczy
— pole przekroju, powierzchnia
— szerokos¢ kanatu
— stata, wspotczynnik de Chezy’ego
— §rednica
— wysokos$¢ energii, modut sprezystosci
— modut sprezystosci cieczy
— wysokos¢ energii potencjalnej
— wysokos¢ energii Kinetycznej
Fr — liczba Froude’a
Eu — liczba Eulera
— ciezar
— wielkos¢ fizyczna, wysokosc¢ rozporzadzalna
— spadek hydrauliczny, moment bezwtadnosci
— dtugos¢
— moment sity
— napor
—sita
— sita masowa
— promien, stata gazowa
e — liczba Reynoldsa
— promien hydrauliczny
— kontur
— liczba Strouhala
— sita tarcia, temperatura bezwzgledna
— obwdd; obwod zwilzony, potencjat jednostkowych sit masowych
— opory ruchu; wirowosé, wypér hydrostatyczny
— objetos¢
Y,Z —wspbtrzedne jednostkowej sity masowej
— kat, wspbtczynnik Coriolisa
—kat, przewgzenie zwezki, wspotczynnik rozszerzalnosci objgtosciowej,
wspotczynnik Boussinesqua
— grubos¢ warstwy przysciennej
— liczba ekspansji, chropowatos¢ wzgledna
— wspotczynnik oporéw miejscowych
— kat, wspétczynnik predkosci
—napiecie powierzchniowe, wspotczynnik kontrakcji (zwezenia); wspot-
czynnik przesaczalnosci gruntu, wyktadnik adiabaty
— wspotczynnik oporéw liniowych
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— dynamiczny wspétczynnik lepkosci, wspotczynnik wyptywu lub przeptywu
— kinematyczny wspotczynnik lepkosci

— wspotczynnik scisliwosci

— gestosc

— naprezenie

— naprezenie styczne

— predkos¢ katowa

— potencjat predkosci
— cyrkulacja wektora predkosci
— funkcja pradu



CZESC PIERWSZA )
PODSTAWY MECHANIKI PLYNOW

We wszystkich swych ruchach woda ma
wielkie podobieristwo z powietrzem.
Leonardo da Vinci

(przet. L. Staff)

1. PODSTAWOWE POJECIA | ZALOZENIA.
PLYNY I NIEKTORE ICH WEASCIWOSCI

1.1. OKRESLENIE | PODZIAL MECHANIKI PLYNOW

1.1.1. PRZEDMIOT MECHANIKI PLYNOW

Mechanika p#ynéw jest dziatem fizyki osrodkow ciagtych obejmujacym zagadnie-
nia rownowagi i ruchu pfyndw, a takze dziatanie ptyndéw na éciany ograniczajace oraz
na zanurzone w nich ciata.

Jako dyscyplina teoretyczna, mechanika ptyndw rzadza te same prawa co mecha-
nika ciafa statego. Zagadnienia ruchu i rownowagi ptynoéw sa jednak bardziej ztozone
niz zagadnienia mechaniki ciata statego. Wynika to przede wszystkim z wiasciwosci
ptynow rzeczywistych. W tym przypadku metody teoretyczne musza by¢ uzupetnione
metodami doswiadczalnymi. Doswiadczenie odgrywa zatem w mechanice ptynéw
doniosta role, poniewaz analiza matematyczna opisujaca przeptyw ptynéw rzeczywi-
stych umozliwia jedynie bardzo og6lne poznanie ich natury.

Zakres zastosowan teoretycznej i doswiadczalnej mechaniki ptyndw w wielu dzie-
dzinach techniki jest bardzo szeroki. Z przeptywami takich czynnikéw, jak gaz, woda,
olej, para, spotykamy sie w energetyce, maszynach energetycznych, inzynierii che-
micznej i srodowiska (wodociagi, kanalizacja, ogrzewnictwo, wentylacja, klimatyza-
cja, odpylanie i in.), lotnictwie, okretownictwie, przeptywowej aparaturze prze-
mystowej, urzadzeniach chtodniczych, transporcie rurowym cieczy i gazéw, uktadach
hydraulicznych. Mechanika ptynéw tworzy podstawy teoretyczne i doswiadczalne
wymienionych dziedzin specjalistycznych.

1.1.2. OKRESLENIE PLYNU

Pojeciem p#ynu obejmujemy zar6éwno ciecze, jak i gazy. Sa to ciata o wspdlnej ce-
sze niezdolnosci utrzymania kszta/tu (majace bardzo mata sprezystos¢ postaciowa),
a wiec wielka fatwos¢ zmiany wzajemnego potozenia poszczegélnych elementéw ptynu
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w obrebie jego rozpatrywanej masy. Cecha ta odréznia ptyny od ciat statych, ktére moga
zmienia¢ swoj ksztalt jedynie pod dziataniem duzych sit zewnetrznych (charakteryzuja
sie zar6wno sprezystoscia postaciowa, jak i objetosciowa).

Ciecze rdznia sie od gazOw tym, ze nie przejawiaja tendencji do nieograniczone-
go rozszerzania sig; maja zatem samoistna objetos¢, nieznacznie zmieniajaca Sig
pod wptywem sit zewnetrznych, charakteryzuja sie wiec sprezystoscia objetosciowa.
Ciecze sq bardzo mafo scisliwe, gazy natomiast odznaczaja sie duzq scisliwoscig
i w zwyktych warunkach zajmuja cata przestrzen, w ktérej sie znajduja (brak zaréwno
sprezystosci postaciowej, jak i objetosciowej). Czasami mozna réwniez i gazy uwazaé
za ptyny niescisliwe, a mianowicie podczas przeptywow gazow z matymi i umiarkowa-
nymi predkosciami w stosunku do predkosci dzwigku. W tym przypadku zachodza nie-
wielkie zmiany cisnien w odniesieniu do sredniej wartosci, zmiany zas objetosci,
a zatem i gestosci, sa tak mate, ze zwykle sie je pomija. Zawsze, kiedy nie wystepuje
swobodna powierzchnia cieczy i mozna nie uwzglednia¢ sScisliwosci gazu, réwnania
mechaniki ptynéw rzadzace ich ruchem i rownowaga sa te same dla cieczy i gazow.

1.1.3. PLYNY JAKO OSRODEK CIAGLY

W mechanice ptynéw, podobnie jak w mechanice ciata statego, ptyn rzeczywisty
zastepuje sie modelem teoretycznym. Przez nieuwzglednianie struktury czasteczkowej
i nieuporzadkowanych ruchéw czasteczek przyjmuje sie, ze model teoretyczny ptynu
jest osrodkiem ciggfym (continuum). Rozumie sig¢ przez to, ze plyn ten jest materia
ciagla, wypetniajaca przestrzen w sposob doskonale ciagty (tzn. dowolnie mate oto-
czenie punktu w tej przestrzeni zachowuje jej wiasciwosci). Zatozenie ciagtosci
wprowadza jednak pewne ograniczenia dotyczace najmniejszej masy ptynu (dopusz-
czalnie matego otoczenia), w ktorej obowiazuja 0og6lne prawa mechaniki. Najmniejsza
objetos¢ musi by¢ dostatecznie wielka w stosunku do dtugosci swobodnych drég mie-
dzyczasteczkowych, a rownoczesnie duzo mniejsza w stosunku do wymiaréw linio-
wych ciat statych ograniczajacych rozpatrywana masg ptynu lub poruszajacych sie
w plynie. Objgtosc ta bedzie nazywana elementem péynu.

Przy zatozeniu makroskopowego modelu p#ynu jako osrodka ciagtego ustalono
podstawowe réwnania klasycznej mechaniki ptynow.

1.2. WEASCIWOSCI PLYNOW

1.2.1. GESTOSC, CIEZAR WLASCIWY, OBJETOSC WEASCIWA

Gestoscig srednig elementu ptynu, o masie Am, ograniczonej objetoscia AV, za-
wierajacego punkt M(x, y, z) w chwili t (rys. 1.1), nazywa sie iloraz
Am
=—. 1.1
AV (1.1)
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Gestoscig ptynu w punkcie M(x, y, z) w chwili t nazywa sie granice ilorazu
Am/AV, gdy objetos¢ AV dazy do zera,

= lim &M
P A0 AV

czyli
p =—. (1.19

X y
Rys. 1.1. Obszar przestrzenny i element ptynu

W og6lnym przypadku gesto$¢ ptynu zalezy od czasu, temperatury i cisnienia.
Plyn poddany temu samemu cisnieniu ma gestos¢ w kazdym punkcie jednakowa
i rowna

m
=—. 11"
Ly (1.1)

Rzadziej uzywane jest pojecie ciezaru wfasciwego, ktory jest ilorazem gestosci

i przyspieszenia ziemskiego
y=p9. (1.2)

Podstawowa jednostka gestosci jest kg/m?®, natomiast ciezaru wiasciwego N/m®,
Odwrotnos¢ gestosci, czyli

o

v=v_1 (1.3)
m p

jest nazywana objetosciq wiasciwg i podawana w m*/kg.

Gestos¢ zmniejsza si¢ zwykle ze wzrostem temperatury (dla wody ponizej 4 °C
zaleznos¢ ta jest anormalna), a zwieksza z podwyzszeniem cisnienia.

Zaleznos¢ ta dla gazu doskonatego jest okreslona réwnaniem stanu

P_RrT. (1.4)
Yo
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a dla cieczy uktadem réwnan empirycznych

p=polt+alp—po)+b(p-pof), (1.5)
P=Po (1— B (T -T, ))’1 , (1.5
w ktorych:
a, b i fy — stale doswiadczalne, zalezne od budowy molekularnej cieczy,
£0 — gestos¢ cieczy w temperaturze To = 273 K, po = pp=0,1013 MPa.

Na rysunku 1.2 przedstawiono jakosciowe zmiany gestosci ptynéw w zaleznosci
od cisnienia i temperatury.

a) b)
: p
ciecz— Tciecz T~
aZ
/q/ az
p T

Rys. 1.2. Jakosciowe zmiany gestosci ptynéw w zaleznosci od cisnienia (a) i temperatury (b)

Gestos¢ cieczy w szerokim zakresie wartosci cisnienia i temperatury zmienia si¢
nieznacznie, co w wielu przypadkach pozwala przyjmowac o = const.

Gestos¢ gazu jest funkcja cisnienia i temperatury oraz dodatkowo zalezy od pred-
kosci gazu, lecz wptyw ten uwidacznia sie dopiero przy duzych predkosciach. Przy
matych predkosciach i niewielkich jej zmianach p = const przyjmuje si¢ rowniez
w przypadku gazu.

Ptyn, ktdrego gestosc jest stata lub zalezna tylko od cisnienia, czyli p = p(p), jest na-
zywany pfynem barotropowym, jego przeciwienstwem jest p/yn baroklinowy. Ggstosé
niektdrych ptynéw przedstawiono w tabelach 10.2.1-10.2.6 oraz 10.3.1-10.3.2.

1.2.2. SCISLIWOSC

Scisliwosé plynu charakteryzuje jego podatnos¢ na odksztatcenie objetosciowe
przy zmianie cisnienia.

Niech masa ptynu o objetosci V, w temperaturze T, znajduje sie pod cisnieniem p.
Zmiana cisnienia o wartos¢ Ap powoduje zmiane objetosci ptynu o AV.

Y Zaleznosé (1.5") jest stuszna tylko dla niezbyt duzych zmian temperatury.
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Srednim wspéZczynnikiem scisliwosci jest nazywany iloraz wzglednej zmiany ob-
jetosci do zmiany cisnienia, czyli
AV 1
= — —. (1.6)
VvV Ap
Po przejsciu granicznym wspotczynnik scisliwosci ptynu znajdujacego sie pod cis-
nieniem p wynosi
1 dv
F=-o—. L.7)"
VvV dp
Jednostka wspotczynnika scisliwosci jest 1/Pa (Pa™).
Odwrotnos¢ wspoétczynnika scisliwosci jest nazywana modufem sprezystosci pfynu
E=l-_yd® (1.8)
& dv
Wspotczynnik scisliwosci mozna réwniez przedstawi¢ w postaci zwiazku miedzy
gestoscia i cisnieniem. Rozpatrzmy okreslona mase m cieczy poddana cisnieniu p.
Poniewaz
p=mlV,
wiec
V=mlp i dV=-mdplp,

a stad, po podstawieniu do (1.7),

1 dp (1.9)
p ap

Po uwzglednieniu rownan (1.4) lub (1.5") wyznacza si¢ zaleznos¢ wspotczynnika
scisliwosci od cisnienia:

»dla gazdw (przy sciskaniu izotermicznym)

§=

1
&= —,
p
»dla cieczy
a+2b(p—p,)

1+a(p-po)+b(p-p,)

Jak wida¢, istnieje zwiazek migdzy wartoscia cisnienia i wartoécia wspétczynnika
scisliwosci. Scigliwosé cieczy jest tak mata, ze w wigkszosci przypadkow technicz-
nych moze by¢ pominieta.

W tabelach 10.2.7 i 10.2.8 przedstawiono wartosci wspétczynnikéw scisliwosci
niektorych cieczy, a w tabeli 10.3.3 wartosci & dla powietrza.

D Objetosé maleje ze wzrostem cisnienia, dlatego: AV = V; — V,, Ap = —(p1 — ps) (zob. def. pochod-
nej funkcji w zastosowaniu do funkcji nieujemnej malejacej).
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1.2.3. ROZSZERZALNOSC CIEPLNA

Rozszerzalnosé cieplna pfynu charakteryzuje jego podatnos¢ na odksztatcenie ob-
jetosciowe przy zmianie temperatury. Miara tej odksztatcalnosci jest wspdtczynnik
rozszerzalnosci cieplnej, wyrazajacy wzgledna zmiane objetosci przy zmianie tempe-
ratury o 1 K

AV 1
= — 1.10
P V AT ( )
lub po przejsciu do granicy przy AT — 0
1 dv
= —, 1.11
P vV dT ( )

Wspotczynnik rozszerzalnosci cieplnej jest funkcja temperatury, jednak gdy zmia-
ny temperatury nie sa zbyt duze, przyjmuje si¢ £ = S = const w rozpatrywanym prze-
dziale wartosci temperatury.

Po wprowadzeniu do wzoru (1.11), w miejsce wzglednej zmiany objetosci,
wzglednej zmiany gestosci (podobnie jak to zrobiono w przypadku zaleznosci (1.7)
i (1.9)) otrzymuije sie

p dT
lub zaleznosc¢ przyblizona
p=_LAP (1.13)
p AT

Wynika stad, ze przyrostowi temperatury towarzyszy zmniejszenie gestosci”. Ta
wiasciwosé ptynow jest czesto wykorzystywana w technice, np. do wywotania cyrku-
lacji w instalacjach c.o., usuwania produktéw spalania, wietrzenia.

W tabeli 10.2.9 przedstawiono wspétczynniki rozszerzalnosci cieplnej wody.

1.2.4. LEPKOSC

Jedna z istotnych wiasciwosci kazdego ptynu rzeczywistego jest lepkosé, ktora
wystepuje tylko w czasie ruchu wzglednego sasiednich warstw ptynu i zanika wraz
z ustaniem ruchu. Lepkos¢ jest to zdolno$¢é ptynéw do przenoszenia naprezen stycz-
nych przy wzajemnym przemieszczaniu elementéw poruszajacych sig z réznymi pred-
kosciami. Powstaja przy tym sity styczne, ktére mozna traktowac¢ jako sity tarcia pod-
Czas Wzajemnego przesuwania warstw ptynu po sobie.

Y Nie dotyczy cieczy w przedziale temperatury [0,4] °C.
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Rozpatrujac przeptyw ptynu lepkiego wzdtuz nieruchomej ptaskiej sciany, zakta-
damy, ze predkos¢ elementow ptynu znajdujacych sie bezposrednio na $cianie jest
réwna zeru (zasada przylegania, braku poslizgu na $cianie). Przy oddalaniu sie od
sciany w kierunku normalnym (n) obserwuje si¢ wzrost predkosci (rys. 1.3), przy
czym na skutek lepkosci kazda warstwa ptynu w tym obszarze ma inna prgdkosé.
Oznaczajac przez dn odlegtos¢ dwu sasiednich warstw o polu dA, z ktorych jedna
porusza sie z predkoscia v, a druga z predkoscia v + dv, okreslono (zgodnie z hipote-
za Newtona) wartos¢ sity stycznej dT przeciwdziatajacej postaciowemu odksztatceniu
elementarnego prostopadtoscianu o polu podstawy dA

aT=p N ga. (1.14)
dn
a) b)
n
v+ dv
vy CC_ DD
k=l V 7 7
= // //
=l /
[
A B
\"

Rys. 1.3. Przeptyw ptynu lepkiego w poblizu ptaskiej ptytki:
a) rozktad predkosci, b) odksztatcenie prostopadtosciennego elementu ptynu

Naprezenie styczne

= — = p— (1.15)

jest wigc proporcjonalne do gradientu predkosci.

Ptyny, dla ktérych stuszna jest powyzsza relacja, sa nazwane niutonowskimi, na-
tomiast ptyny, w ktorych naprezenia styczne nie sa liniowa funkcja gradientu predko-
sci — nieniutonowskimi. Wiele ptyndw, szczeg6lnie w zakresie niezbyt duzych predko-
sci, mozna z duzym przyblizeniem uwazac za ptyny niutonowskie.

Wystepujacy we wzorze (1.15) wspdtczynnik proporcjonalnosci u jest nazywany
dynamicznym wspoé/czynnikiem lepkosci lub krotko — lepkoscia dynamiczng. Jest to
miara lepkosci ptynu w przeptywie, podczas ktorego wystepuje pewien gradient pred-
kosci. W uktadzie Sl jednostka dynamicznego wspdétczynnika lepkosci jest Pa-s lub
kg/(m:-s). Praktyczne zastosowanie znajduja jeszcze jednostki:

poise (puaz) 1 poise=1P =0,1 Pas,
centipoise 1cP=1072P.



20 Cze$¢ pierwsza — Podstawy mechaniki ptynéw

lloraz dynamicznego wspotczynnika lepkosci przez gestos¢ nazywa sie kinema-
tycznym wspo6fczynnikiem lepkosci (krotko — lepkoscia kinematyczna)
)7

y=£, (1.16)
P

Jednostka kinematycznego wspotczynnika lepkosci jest m%/s. W praktyce spotyka
si¢ tez jednostki:

stokes 1 stokes =1 St=1 cm?/s = 10*m?/s,
centistokes 1 ¢St =102 St.

Lepkos¢ zalezy od rodzaju ptynu, jego temperatury i nieznacznie od cisnienia, nie
zalezy natomiast (dla ptynu niutonowskiego) od predkosci ani od gradientu predkosci.
Z badan wynika, ze dla cieczy ze wzrostem temperatury lepkos¢ maleje, natomiast dla
gazow rosnie. W cieczach wzrost temperatury powoduje powigkszenie si¢ odlegtosci
pomigdzy czasteczkami, wskutek czego maleja sity spdjnosci, czemu towarzyszy
zmniejszenie sig sit tarcia wewngtrznego. Wzrost temperatury gazu zmniejsza srednia
droge swobodna czastek i powieksza liczbe zderzen pomiedzy czasteczkami, co pro-
wadzi do zwickszenia sit tarcia wewnetrznego.

Na rysunku 1.4 podano wykres zaleznosci kinematycznego wspotczynnika lepko-
sci wody i powietrza od temperatury.

2, 22
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Rys. 1.4. Lepkos¢ wody i powietrza
w zaleznosci od temperatury

W tabelach 10.2.10+10.2.12 oraz 10.3.4 i 10.3.5 przedstawiono wartosci lepkosci
niektorych ptynow.
Wspotczynniki lepkosci wyznacza sie doswiadczalnie za pomoca lepkosciomierzy

(wiskozymetrow). Najbardziej sa rozpowszechnione lepkosciomierze nastepujacych
systemow:
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» wypiywowe, dziatajace na zasadzie pomiaru czasu laminarnego wyptywu cieczy
lepkiej z pojemnika o okreslonej objetosci przez pionowa rurke wtoskowata i porow-
nanie tego czasu z czasem wyptywu tej samej objgtosci wody destylowanej (lepko-
sciomierz Englera). Znajac lepkosé cieczy w stopniach Englera, mozna okresli¢ kine-
matyczny wspdtczynnik lepkosci (v w St) z doswiadczalnego wzoru

v=0,0731-°E - 00631 ; (1.17)

°E

» rotacyjne, dziatajace na zasadzie pomiaru momentu oporu wystepujacego przy
obrocie jednego z dwoch wspotosiowych cylindrow, miedzy ktérymi znajduje sie
warstwa cieczy lepkiej (lepkosciomierz Couette’a, Hatscheka), badz miedzy obracaja-
cym sig stozkiem a ptaszczyzna. Mierzac wartos¢ sity oporu cieczy znajdujacej sig
w szczelinie migdzy tymi cylindrami albo stozkiem i ptaszczyzna, okresla si¢ wartosé
wspo6tczynnika lepkosci;

» kulkowe, ktorych zasada dziatania polega na pomiarze czasu opadania kulki
0 znanej srednicy i gestosci w cieczy 0 wyznaczanej lepkosci (lepkosciomierz Hopple-
ra). Czas opadania zalezy od oporu stawianego przez ciecz;

» kapilarne, ktdrych zasada dziatania jest oparta na pomiarze spadku cisnienia na
okreslonej diugosci przewodu o znanej srednicy i znanym laminarnym przeptywie.
Wartoé¢ tego spadku cisnienia zalezy (zgodnie z zaleznoscia podana przez Poi-
seuille’a) od lepkosci ptynu.

1.2.5. ROZPUSZCZALNOSC GAZOW W CIECZACH
ORAZ PAROWANIE CIECZY

Ciecze, stykajac sie z gazami, maja zdolnos¢ pochfaniania gazow. 1los¢ rozpuszczo-
nego w cieczy gazu zalezy od temperatury i cishienia; wyzsze cisnienie gazu oraz nizsza
temperatura cieczy intensyfikuja proces wnikania czastek gazu w obszar cieczy.

Podczas przeptywu cieczy nasyconej ga-

zem, np. wody 0 pewnej zawartosci powie- ppg /
trza, moze wystapi¢ zjawisko wyzwalania sie 100 /
czastek powietrza w tych miejscach, gdzie /
zachodzi spadek cisnienia, spowodowany np. 80 /
nagta zmiana przekroju przeptywowego. //
60 /
/
"o /
/
/
/|
20 ,//
——

Rys. 1.5. Cisnienie wrzenia (parowania) wody
w zaleznosci od temperatury
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Zjawisko wytwarzania pary na powierzchni swobodnej cieczy, zachodzace nieza-
leznie od temperatury i cisnienia, jest nazywane parowaniem.

Gwaltowne parowanie, zwane wrzeniem, polegajace na ustawicznym przecho-
dzeniu czastek cieczy przez powierzchnig swobodna cieczy z predkosciami zwro-
conymi na zewnatrz obszaru ciektego, moze zachodzi¢ tylko przy okreslonym cis-
nieniu i temperaturze, nazywanych cisnieniem wrzenia p,, i temperaturg wrzenia ty,.
Im wyzsze jest cisnienie, tym wyzsza jest temperatura wrzenia i odwrotnie. Szcze-
gétowe informacje na ten temat czytelnik moze znalez¢ w podrecznikach termody-
namiki.

Na rysunku 1.5 przedstawiono zaleznos¢ cisnienia wrzenia wody od jej tempe-
ratury, a wartosci cisnienia wrzenia wody dla roznych temperatur podano w tabeli
10.2.13.

1.3. SILY DZIALAJACE W PLYNACH

W obszarze wypetnionym ptynem wydziela si¢ pewna jego czgs¢ o objetosci V(t)
ograniczona powierzchnig A(t) i rozpatruje dziatajace nan sity (rys. 1.6). Zaleznie od
zrodta ich pochodzenia moga to by¢ sity wewnetrzne lub zewngtrzne.

Rys. 1.6. Elementarna sita masowa i powierzchniowa

Sily wewnetrzne sa wywotane wzajemnym oddziatywaniem elementow mas le-
zacych wewnatrz wydzielonej czesci obszaru i bezposrednio sasiadujacych ze soba.
Wystepuja one parami jako dwie sity o wspoélnej linii dziatania i przeciwnych zwro-
tach. Sity wewnetrzne sa sitami powierzchniowymi, sa bowiem przytozone bezpo-
srednio do powierzchni oddzielajacej dwa sasiednie elementy ptynu.
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Sity zewnetrzne sa wynikiem dziatania mas nie nalezacych do wydzielonego ob-
szaru na poszczegdlne masy tego obszaru. Sity zewnetrzne moga by¢: masowe lub
powierzchniowe.

Sity
wewngtrzne zewngtrzne
powierzchniowe masowe powierzchniowe

1.3.1. SILY MASOWE

Sity masowe albo objetosciowe sg to sity wywierane bezposrednio na ptyn zawarty
W rozwazanym ohszarze ptynnym nie zwiazane z powierzchnia ograniczajaca ten
obszar.

Do sit masowych zalicza sie (na przykitad):

» site grawitacyjna wystepujaca, gdy ptyn porusza si¢ w polu grawitacyjnym,

» site magnetoelektryczna wystepujaca m.in. wowczas, gdy ptyn bedacy prze-
wodnikiem elektrycznosci (ptynny metal, gaz zjonizowany) porusza si¢ w polu elek-
trycznym,

» site bezwladnosci wystepujaca przy ruchu zmiennym.

Sity masowe dziataniem swoim obejmuja kazdy element ptynu i sa proporcjonal-
ne do masy elementu Am, na ktéry dziataja. Jednostkowa sita masowa f w punkcie
W (X, Y, z) obszaru ptynnego nazywa sie granice, do ktérej dazy stosunek sity masowej
AQ (dziatajacej na mase¢ Am = p AV, zawarta w elemencie objgtosciowym AV) do
masy elementu, gdy wymiary (a zatem i masa) daza do O (rys. 1.6), a zatem

fox vz )= lim 22 =xi+vj+zk, (1.18)
Am—0 Am

gdzie:

X, Y, Z —wspoOtrzedne sity f,

i,j, kK —wektory jednostkowe.

Dalej oddzielnie beda rozwazane sity bezwtadnosci, a nazwa sit masowych zosta-
nie zachowana dla wszystkich pozostatych rodzajow sit czynnych, zwiazanych z masa
elementu. Ponadto rozwazania ograniczy sie do takich sit masowych jednostkowych,
ktore tworza pole

f=f(xy,21 (1.19)

niezaleznie od ruchu ptynu. Pominicte zatem bedzie np. oddziatywanie pola magne-
tycznego na poruszajacy Sie nieobojetny elektrycznie ptyn, w tym bowiem przypadku
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sifa zalezataby dodatkowo od ruchu elementu wzgledem pola magnetycznego, a nie
tylko od jego natezenia.
Wektor f jednostkowej czynnej sity masowej ma wymiar przyspieszenia
[f]] =LT? = mis®

Wektor g#éwny sit masowych dziatajacych na rozpatrywana objetosé jest okreslo-

ny catka objetosciowa
I(f - —j av. (1.20)

Drugi jej sktadnik przedstawia sit¢ bezwtadnosci.

Gdy jednostkowa sita masowa f nie zalezy od czasu, pole sit nazywa si¢ konser-
watywnym. Jezeli istnieje funkcja skalarna U, nazwana potencjatem pola sit maso-
wych, spetniajaca warunek f = —grad U, to pole sit masowych nazywane jest poten-
cjalnym.

1.3.2. SILY POWIERZCHNIOWE

Sify powierzchniowe sa to sily przylozone na powierzchni ptynnej (zmiennej
W czasie) i wywierane przez ptyn znajdujacy sie na zewnatrz obszaru ptynnego V(t)
ograniczonego ta powierzchnia (np. reakcje hydro- czy aerodynamiczne miedzy pty-
nem a poruszajacym si¢ w nim ciatem statym).
Cecha charakterystyczng sit powierzchniowych jest to, ze ich natezenie w danym
punkcie jest wprost proporcjonalne do pola danej powierzchni, na ktdra dziataja.
Niech AP oznacza wektor gtéwny sit dziatajacych na element powierzchni o polu
AA, znajdujacy sie w punkcie M(x, y, z) na powierzchni A(t) (rys. 1.6).
Granice stosunku AP/AA, gdy AA — 0, nazywa sie jednostkowg siZg powierzch-
niowg lub naprezeniem i oznacza przez o
& = lim 22 (1.21)
M50 AA
Nalezy zwréci¢ uwage na istotna réznice miedzy wektorami f i . Jesli f jest
jednoznaczna funkcja wektorowa wspoirzednych punktu M(x, y, z) oraz czasu t, to
naprezenie ¢ w plynie moze przybiera¢ w kazdym punkcie osrodka nieskonczenie
wiele wartosci (gdyz przez punkt M mozna przeprowadzi¢ nieskonczenie wiele po-
wierzchni). Kierunek elementu powierzchniowego otaczajacego punkt M okreslony
jest przez jednostkowy wektor normalny zewngtrzny n = ny i + ny j + n, Kk, czyli
6=0 (XY, 2z N, NyNn,t), (1.22)

przy czym ny, ny, n, sa wspotrzednymi wektora n (Jnf +n2 +nf =n| = 1).

Y Powierzchnig plynna tworza zawsze te same elementy plynu.
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1.3.3. STAN NAPREZEN W PUNKCIE

Celem rozwazan jest okreslenie zaleznosci wektora naprezenia o (wektora jed-
nostkowej sity powierzchniowej) od jednostkowego wektora n normalnego do po-
wierzchni A(t) w punkcie M(x, y, z) i w chwili t® (rys. 1.6). W tym celu z objgtosci
V(t) wyodrebnia sie elementarny czworoscian zawierajacy, w chwili t, punkt M (rys.
1.7). Wektorami normalnymi zewngtrznymi orientujacymi §ciany tego czworoscianu
beda: n, —i, —j, —k.

a) b)

Z V()

L2

TN

o

X~

Rys. 1.7. Jednostkowe sity w otoczeniu punktu M:
a) sita powierzchniowa i masowa, b) sity powierzchniowe

Na element ptynu dziataja nastepujace sity:
» powierzchniowe (proporcjonalne do pola powierzchni)

aa(n), ae(-m)(r e{x,y,z}, medi, j, k}),
» masowe (proporcjonalne do masy)

. dv
fdv i —dv,
P P dt
gdzie:
a — pole elementu nalezacego do powierzchni A(t) (tréjkata ABC),

ay, ay, 8, — odpowiednio pola powierzchni trojkatow BCD, ACD, ABD, ktore sa rzu-
tami pola a na ptaszczyzny yz, xz, xy (rys. 1.7).
Poniewaz element o polu a i caty czworoscian sa mate, mozna przyjac, ze sity
przypadajace na jednostke pola oraz p, f i v mozna w nim uwazac¢ za state.

1) Badany jest zwiazek naprezen z wektorem n w ustalonym punkcie i chwili t, dlatego zastosowano
skrécony zapis (n),e(-m) (m = i, j, k).
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Druga zasade Newtona odniesiona do ptynu zawartego w czworoscianie mozna
wiec zapisa¢ w postaci rownosci wektorowej

ac(n)+ a,o(-i) + a,6(-j) + a,6(-k) +pde=p?j—\t/ av.  (1.23)

Jak wiadomo jednak z geometrii, wspotrzedne ny, ny, n, wektora n sa rowne Kosi-
nusom kierunkowym odpowiednich osi uktadu wspdétrzednych, stad

ax=any,, a=an, a=an, (1.24)

Gdy objetos¢ czworoscianu dazy do zera (otoczenie punktu M jest dowolnie ma-
te), diugosci krawedzi rozpatrywanego czworoscianu elementarnego maleja rowniez
do zera, wlwczas sity masowe, tacznie z sita bezwtadnosci, staja sie nieskonczenie
matymi trzeciego rzedu (jako proporcjonalne do objetosci), a sity powierzchniowe
nieskonczenie matymi drugiego rzedu ( jako proporcjonalne do pola powierzchni). Po
pominigciu sit masowych i uproszczeniu réwnanie (1.23) ma postaé

6 (n) + ngo (=) + nyo (=]) + no(-k) = 0. (1.25)
Wynika stad, ze sity powierzchniowe sa w lokalnej® réwnowadze.

Ta lokalna réwnowaga jest zachowana dla wszystkich mozliwych wektoréw n,
a wigc i wektorow: n =i (wtedy n, = 1), n = j (wtedy ny = 1, n =k (n, = 1), zatem

c(i)+o(-i)=0, 6(j))+a(-j) =0, a(k)+o(-k)=0.(125)

W?z6r (1.25) mozna wobec tego zapisa¢ w postaci
6 (n) =n, o (i) + na(j) + no (k), (1.25")

co, wobec n = ny i + nyj+ n, K, oznacza, ze ¢ jest liniowa funkcja wektora n, ktora
nazywa si¢ tensorem.

Wektory ¢ (m) (me {i, j, k}) nie musza by¢ prostopadte do scian elementu
ptynu, a zatem (rys. 1.8) mozna je roztozy¢ na sktadowe w kierunkach i, j, k

6 (i) =0l to,j + o, k=0

X!

6(j)=o,l +to,j+ o,k

o (1.26)

y'
6(K)=o,i to,] + o,k =0,

Stan naprezen w punkcie M jest wiec okreslony, gdy znana jest nastepujaca ma-
cierz

o, O, O,|=S. (1.27)

Y To znaczy w dowolnie matym otoczeniu punktu M.
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Rys. 1.8. Sktadowe naprezenia dziatajacego na $ciane elementu ptynu z

Wspotrzedne wektordw naprezen, zawarte w macie-
rzy S z jednakowymi wskaznikami sa naprezeniami
normalnymi, a dalej beda nazywane cisnieniami (G = Pxx
Oy = Py, On = Pz), WSPOtrzedne o wskaznikach roznych

Sa naprezeniami stycznymi (oxy = %y, Oy = Ty, O = T y
O = T, Oy, = Tyz, Oy = Tyy). Stad stan naprezenia (wzor
(1.25")), w zapisie macierzowym, jest teraz napisany
nastepujaco
pXX Tyx z—Z)( nX T
c=[ijkl 7, by 7 [|n,|=[iik]S[n:n,n,]. (1.28)

T T n

Xz yz pZZ z

Sitg powierzchniowa otrzymuje si¢ po scatkowaniu funkcji o (n) po catym polu
powierzchni A(t)

[omaa=i | (o + 1,0 + 1,0, ) dA
A(t) A(t)
+] j(nxaxy +no,, + nzazy)dA+ k J‘(nxaxz +no,, + nzazz)dA . (1.29)
At) At)

Woyrazenia podcatkowe sa iloczynami skalarnymi pewnych wektoréw i wektora n.
Mozna wiec zastosowaé do nich twierdzenie Gaussa 0 dywergencji; po przeksztatce-
niach otrzymuje sie

jo-(n) dA= j[ijk] sndaZ j [Div S]dV , (1.30)
A(t) A(t) V(1)
gdzie wyrazenie zawarte w nawiasie jest nazywane dywergencja tensorowa tensora
0 macierzy S i definiowane analogicznie do dywergencji wektora

DivS=iaX+ iay+£ o,. (1.31)
OX oy oz

1.3.4. CISNIENIE JAKO WIELKOSC SKALAROWA

Niech obszar ptynny bedzie w spoczynku wzgledem pewnego uktadu odniesienia.
Wskutek braku odksztatcen postaciowych, w ptynie nie beda wystepowaty naprezenia
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styczne, wobec czego naprezenie o (n) jest normalne do powierzchni, czyli jest
wspétliniowe z wektorem n, ale o kierunku przeciwnym do niego (rys. 1.9). Najcze-
sciej jest to naprezenie sciskajace, wowczas macierz (1.27) przybiera posta¢

Py O 0
S={ 0 p, 0], (1.32)
0 0 p,
natomiast
c(nN)=-pn, (1.33)

gdzie skalar p jest nazywany cisnieniem (statycznym).

Rys. 1.9. Jednostkowe sity powierzchniowe dziatajace na element ptynu doskonatego

Po uwzglednieniu zaleznosci (1.28), (1.32) i (1.33)

pxx 0 0 nx
_p n= _p(nxi+ nyj+nzk):[ijk] 0 pyy 0 ny ! (133')
0 O pZZ r-]Z

skad, na podstawie definicji rownosci wektordw, otrzyma sie

P=Pxs P=Py, P=Pz = (1.34)
-p O 0 1 00

S={0 -p O |==p|0O 1 O|==pl,
0 0 -p 0 01

gdzie |1 — macierz jednostkowa.
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Oznacza to, ze cisnienie p dziafajgce w dowolnym punkcie p#ynu (przy braku na-
prezer stycznych) nie zalezy od orientacji elementu powierzchniowego przechodzgce-
go przez ten punkt.

Z tresci tego prawa, sformutowanego przez Eulera, wynika, ze cisnienie jest skala-
rowa funkcja (ciagta i rozniczkowalna) miejsca i czasu, czyli p=p (R, t).

Prawo to jest stuszne w przypadku ptynu idealnego, bedacego zaréwno w ruchu,
jak i w spoczynku, w przypadku natomiast ptynu rzeczywistego tylko wéwczas, gdy
pozostaje on w spoczynku lub porusza sie jak ciato sztywne.

1.3.5. RODZAJE | JEDNOSTKI CISNIENIA

Cisnienie wywierane przez atmosfere ziemska nazywane jest cisnieniem atmosfe-
rycznym lub barometrycznym i oznaczane symbolem py,.

W zaleznosci od tego, wzgledem jakiego cisnienia mierzone jest dane cisnienie, roz-
roznia sie (rys. 1.10) cisnienie (absolutne lub bezwzgledne) p, mierzone wzgledem
prozni, oraz cisnienia wzglgdne, mierzone w odniesieniu do cisnienia barometrycznego.

a) b)
P p
cisnienie p >p,
(=
o o .
o cisnienie barometryczne p, cisnienie barometryczne p,,
o
3 |
= cisnienie wzgledne é_'; cisnienie p <p,
N fomiani
nadcisnienie N
2 ( ) g
% 3 cisnienie wzgledne
‘= g (podcisnienie)
2
© =
0 préznia 0] 2 préznia

Rys. 1.10. llustracja do okreslenia cisnien bezwzglednych i wzglednych:
a) cisnienie wigksze od barometrycznego, b) cisnienie mniejsze od barometrycznego

Cisnienie wzgledne to:
» nadcisnienie p,, bedace nadwyzka cisnienia absolutnego ponad cisnienie baro-
metryczne
Pn =P — Po, (1.35)
» podcisnienie py, stanowiace réznice miedzy cisnieniem barometrycznym a cis-
nieniem absolutnym

Pv=Po—p. (1.36)
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Jednostka cisnienia jest paskal (Pa = N/m?) lub jednostki krotne (hPa = 10? Pa,
kPa = 10° Pa, MPa = 10° Pa, dPa= 107" Pa, ...).

1.4. KONCEPCJE PODSTAWOWE
1.4.1. POLA FIZYCZNE | ICH KLASYFIKACJA

Polem nazywany jest w fizyce obszar, w ktérym kazdemu punktowi odpowiada
pewna wielkos¢ fizyczna H, bedaca funkcja czasu i miejsca.

Zaleznie od tego, czy H jest wielkoscia skalarowa, wektorowa lub tensorowsa,
w mechanice ptynéw moga wystepowaé odpowiednio pola skalarowe, wektorowe
i tensorowe. Mozna zatem méwi¢ np. o skalarowym polu temperatur, wektorowym
polu predkosci, tensorowym polu naprezen.

Pola ustalone i nieustalone

Jezeli w kazdym punkcie pola wielkos¢ fizyczna H zalezy tylko od wsp6trzednych
potozenia x, y, z, a nie zalezy od czasu t, pole nazywa sig¢ ustalonym lub stacjonarnym,
wowczas

Moo AH=H (X, Y, 2). (1.37)
ot
Pole nieustalone (niestacjonarne) istnieje wowczas, gdy
0;—?7&0 AH=H vV, z1). (1.38)

Pola jednorodne i niejednorodne

Pole jest jednorodne, jezeli wielkos¢ fizyczna H nie zalezy od potozenia X, v, z,
choc¢by nawet zalezata od czasu. Jezeli wielkos¢ H zalezy od potozenia, to pole tej
wielkosci jest polem niejednorodnym.

Pola tréj-, dwu- i jednowymiarowe

Jezeli wielkos¢ H jest funkcja wspotrzednych przestrzennych w uktadach:

» prostokatnym  H=H (x,y, z, ),

» cylindrycznym H=H(r, ¢, 2, ),

» kulistym H=H(r, ¢, 6,1),

» naturalnym H=H(s, n,b,t),
to takie pole jest nazwane tréjwymiarowym lub przestrzennym. Jezeli wielkosé¢ H jest
funkcja tylko dwu sposréd wymienionych wspotrzednych przestrzennych, pole nazy-
wa sig dwuwymiarowym.

Pola dwuwymiarowe dziela si¢ na pfaskie i osiowo-symetryczne. Gdy

JHI7z=0 A H=H(x Y, 1),

pole jest pfaskie,
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jezeli natomiast
JHI =0 A H=H(r, z1),

to jest polem osiowo-symetrycznym.
Pole jest jednowymiarowe wowczas, gdy wielkos¢ H jest funkcja tylko jednej
wspoétrzednej przestrzennej, np.

AH _ /oH

— =—=0AH=H({1)
oy oz

lub
H M g AH=H (Y.
o 00

Wszystkie wymienione pola moga by¢ oczywiscie ustalone lub nieustalone.

1.4.2. OPIS PRZEPLYWU | JEGO KLASYFIKACJA

Poniewaz odtworzenie za pomoca réwnan matematycznych zjawisk ruchu ptynéw
rzeczywistych jest niezwykle trudne, a niekiedy wrgcz niemozliwe, starano sig zatem
uprosci¢ je przez pominiecie w ich opisie niektérych wiasciwosci fizycznych, ale
takich, ktére nie maja istotnego wptywu na przebieg zjawiska. Ograniczenia te,
wprowadzone w mechanice ptynéw, dotycza przede wszystkim scisliwosci i lepkosci
ptynow.

Z rozwazan przedstawionych w p. 1.2.2 wynika, ze w opisie przeptywow cieczy
(bez zadnych ograniczen) oraz gazéw, pod warunkiem wystepowania umiarkowa-
nych predkosci, mozna przyja¢ stata wartos¢ gestosci. Wynika z tego, ze pominiecie
scisliwosci (analogia doskonatej sztywnosci), a zatem przyjecie modelu p#ynu nie-
scisliwego, pozwoli na ustalenie pewnych praw obowiazujacych zaréwno dla cieczy,
jak i gazow.

Wszystkie ptyny rzeczywiste wykazuja zdolnos¢ przenoszenia naprezen stycznych
przy ruchu wzglednym sasiednich warstw ptynu (p. 1.2.4). Wynika z tego, ze w za-
gadnieniach ruchu jednostajnego catej masy oraz spoczynku ptynu przyjecie modelu
pfynu nielepkiego zupetnie odpowiada rzeczywistosci. Prawa i rwnania wyprowadzone
jednak na podstawie tego modelu moga wymaga¢ uzupetnien woweczas, kiedy poszcze-
g6lne warstwy ptynu rzeczywistego beda sig¢ poruszac z rdznymi predkosciami.

Nalezy jednak podkresli¢, ze ograniczenia rzeczywistych wiasciwosci fizycznych
ptynéw sa dopuszczalne jedynie w okreslonych warunkach i zaleznosci ustalone na
ich podstawie sa uwarunkowane okreslonym zakresem zastosowan.

Z przedstawionych rozwazan wynika klasyczny podziat mechaniki ptynéw na me-
chanike pfynéw doskonafych (niescisliwych i nielepkich) i mechanike pfynéw rzeczy-
wistych. Zasadniczy podzial mechaniki ptynéw wynika jednak z przyjetego modelu
ptynu, ktéry mozna dobra¢ w zaleznosci od wystepujacych warunkéw przeptywu.
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Wyrdznia sie nastepujace modele ptynu:

» ptyn nielepki i niescisliwy, zwany ciecza doskonata,

» ptyn nielepki i $cisliwy,

» ptyn lepki i niescisliwy,

» ptyn lepki i scisliwy, czyli ptyn rzeczywisty.

W mechanice ptynéw wszystkie zagadnienia rownowagi i ruchu ptynéw sa rozpa-
trywane po przyjeciu jednego z wymienionych modeli i z tego wynika istotny podziat
mechaniki ptynéw. Jako umowny moze by¢ zatem traktowany historyczny podziat na
hydromechanike — mechanike cieczy i aeromechanike — mechanike gazow.

Mechanika osrodkow scisliwych (dynamika gazow, aerodynamika duzych pregdko-
sci) zazebia si¢ z termodynamika poprzez zagadnienia przemian cieplnych zachodza-
cych w przeptywajacym gazie, a hydromechanika i aeromechanika umiarkowanych
predkosci taczy sie z modelem ptynu niescisliwego i w tych zagadnieniach zjawiska
cieplne odgrywaja role drugorzedna.

Obecnie, mowiac o hydromechanice mamy na mysli mechanike niescisliwych
ptyndw nielepkich i lepkich.

Nalezy jeszcze wspomnie¢ o hydraulice, ktdra poczatkowo stanowita zbior formut
doswiadczalnych oraz teorii hydraulicznych dotyczacych gtéwnie przeptywu w rurach
i kanatach otwartych, a takze podstawowych wiadomosci z hydrostatyki; obecnie tym
mianem okreslane sa raczej tzw. przeptywy jednowymiarowe przez przewody za-
mkniete i otwarte.

1.4.3. RODZAJE PRZEPLYWOW

Wstepnie zostang omoéwione pewne rodzaje przeptywdw, ktorych analityczny opis
podano w dalszych rozdziatach.

Przeptyw laminarny i turbulentny

Przeptyw jest laminarny (uwarstwiony), gdy elementy ptynu poruszaja si¢ w war-
stwach. W przeptywie turbulentnym (burzliwym), oprécz ruchu gtéwnego (w kierunku
przeptywu), wystepuja fluktuacje parametréw hydrodynamicznych (predkosci, cisnie-
nia). Te dwa rodzaje przeptywow moga by¢ obserwowane np. przy wyptywie struzki
wody przez wylewke z zaworem. Kiedy predkos¢ wyptywu jest niewielka, wyptyw
jest uporzadkowany (laminarny), po zwigkszeniu predkosci wyptywu zauwaza sig
fluktuacje wyptywajacej struzki wokadt potozenia $redniego, a przeptyw jest nieregu-
larny (turbulentny). Dobrze znane jest rowniez zjawisko konwekcji swobodnej wokot
smugi dymu papierosowego. Dym unoszacy sie z papierosa wizualizuje charakter jego
ruchu; smugi dymu sa najpierw laminarne, pdzniej traca swa stabilno$¢, a wreszcie
przechodza w nieregularny ruch turbulentny.

Analiz¢ przejscia przeptywu laminarnego w turbulentny przeprowadzit Reynolds
(1883), obserwujac przeptyw w przewodzie kotowym. Reynolds badal wiasciwosci
przeptywu laminarnego i turbulentnego, wprowadzajac struge barwnika (aniliny)
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wzdtuz osi rury, ktora przeptywata woda z niewielka predkoscia. W przeptywie lami-
narnym nierozmyta struga barwnika poruszata sie wzdtuz osi, natomiast w przeptywie
turbulentnym barwnik byt szybko rozpraszany. Pomiary sktadowych predkosci osio-
wej (wykonane np. termoanemometrem) wykazuja, ze zmieniaja Si¢ one w czasie
i przestrzeni (rys. 1.11). Reynolds zauwazyt, ze na charakter przeptywu wptywaja
nastepujace parametry: predkos¢ srednia (v), gestos¢ (p) i lepkos¢ (M) cieczy oraz
srednica rury (d). Kryterium decydujacym o rodzaju ruchu jest bezwymiarowa liczba
pvd/u utworzona z tych parametrow i nazwana pozniej liczba Reynoldsa (Re). Ta
liczba pozwala scharakteryzowac przeptyw w przewodzie kotowym. Jezeli Re < 2300,
przeptyw pozostaje laminarny, a zatem sa ttumione ewentualne lokalne niestabilnosci
przeptywu. Szczeg6towo oba rodzaje przeptywdéw omoéwiono i analitycznie opisano
w dalszych rozdziatach.

W%WW

\Y

0 -t
Rys. 1.11. Zaleznos¢ predkosci chwilowej od czasu

Przeplyw ustalony i nieustalony

Przeptyw jest ustalony, jesli wszystkie parametry ruchu sa niezalezne od czasu.
Oznacza to, ze cisnienie, predkos¢, gestosé przeptywu ustalonego w dowolnym punk-
cie przestrzeni nie zmieniaja Si¢ z uptywem czasu.

W przeptywie nieustalonym parametry ruchu zaleza od czasu. Do tej kategorii
przeptywow naleza wszystkie zjawiska rozprzestrzeniania sie fal w plynie oraz prze-
ptywy w atmosferze.

Rowniez przeptywy turbulentne sa w swej istocie przeptywami nieustalonymi, ale
przyjmuje sie, ze ruch turbulentny jest quasi-ustalony, gdy tzw. srednie czasowe obli-
czone w ustalonym punkcie przestrzeni nie zmieniaja Si¢ z uptywem czasu.

Przeplyw jednowymiarowy

Przeptyw okresla sie jako jednowymiarowy, gdy w przekroju poprzecznym strugi
charakteryzujace go parametry sa state. Oznacza to, ze wartosci tych parametrow zale-
za tylko od jednej wspbtrzednej potozenia. Koncepcja przeptywu jednowymiarowego,
umozliwiajaca uproszczenie wielu opiséw przeptywu, jest koncepcja bardzo uzyteczna
w zagadnieniach technicznych.

Na rysunku 1.12 przedstawiono schematycznie profile predkosci przy jednowy-
miarowym przeptywie przez przewod kotowy o promieniu R.
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Rys. 1.12. Schematy profili predkosci w przeptywie przez przewdd kotowy:
a) rbwnomierny, b) paraboliczny, ¢) w petni turbulentny

Przedstawione profile dotycza przeptywow jednowymiarowych:

a) o ptaskim rozktadzie predkosci (jak w modelu ptynu nielepkiego, przyjmowany
najczesciej w koncepcji przeptywu jednowymiarowego),

b) o parabolicznym rozktadzie predkosci (przy przeptywie laminarnym),

¢) o w petni uformowanym profilu turbulentnym.

Koncepcja przeptywu jednowymiarowego jest dos¢ dobrze weryfikowalna przy
w petni rozwinietym przeptywie turbulentnym, poniewaz wéwczas profil predkosci
jest stosunkowo ptaski i wielkosci globalne, jak strumien masy, objetosci, energii ki-
netycznej praktycznie nie zaleza od rozktadu predkosci.

Doktadne wyjasnienia i opis rozktadu predkosci w rurze przedstawiono dalej.

Warstwa przyscienna

Rozwazajac w petni rozwiniety przeptyw ptynu w rurociagu (kanale), nalezy
zwroci¢ uwage na rozktad (profil) predkosci w dowolnym przekroju poprzecznym
(rys. 1.12c). Na skutek dziatania sit przylegania (adhezji) predkosci na powierzchni
sciany sa rowne zeru. Oddalajac sie od $ciany w gtab strugi predkosci te gwattownie
rosna, a w czesci srodkowej zmieniaja sie one tagodnie. Wobec tego w analizowanym
przeptywie mozna wydzieli¢ dwa charakterystyczne obszary:

» obszar warstw przysciennych, charakteryzujacy sie duzym gradientem pred-
kosci,

» obszar lezacy poza warstwami przysciennymi, w ktérym gradient predkosci jest
zdecydowanie mniejszy.



1. Podstawowe pojecia i zafozenia. P#yny i niektore ich w/asciwosci 35

Biorac pod uwage wzor (1.15), okreslajacy naprezenia styczne, mozna sformuto-
wac nastepujace wnioski:

» W obszarze warstwy przysciennej naprezenia styczne, ze wzgledu na duze war-
tosci gradientu predkosci, uzyskuja zawsze znaczne wartosci, niezaleznie od tego, jaki
jest wspotczynnik lepkosci ptynu,

» poza zasiggiem warstwy przysciennej, jezeli lepkos¢ przeptywajacego ptynu nie
jest duza (jak powietrze, woda), to — ze wzgledu na wystepujace niewielkie gradienty
predkosci — naprezenia styczne sa mate i czesto mozna je pominaé.

W przeptywach ptynéw o niewielkiej lepkosci w obszarach poza warstwami przy-
sciennymi, gdy gradienty predkosci ov/ion sa niewielkie, mozna zatem przyjaé, ze
ptyn jest nielepki, co jest bliskie przeptywowi rzeczywistemu.

1.4.4. PODZIAEL MECHANIKI PLYNOW

Mechanike ptynéw mozna dzieli¢ w zaleznosci od rodzaju uzytych kryteriéw. Po-
dziat na teoretyczng, doswiadczalng i numeryczng mechanike ptyndéw ustalono na
podstawie kryterium metody badania.

Do mechaniki ptynéw mozna zastosowaé kryteria podziatu obowiazujace w me-
chanice ciat statych. Wyrdznia sig zatem:

» kinematyke — zajmujaca si¢ badaniem ruchu ciat bez uwzglednienia sit wystepu-
jacych podczas ruchu,

» dynamike — badajaca stan spoczynku lub ruchu ciat, bedaca wynikiem oddzia-
tywania sit na ciato. Czescia dynamiki, dotyczaca stanu spoczynku ciat, jest statyka.

Inny podziat mechaniki ptynéw wynika z przyjetego modelu ptynu, ktérego kryte-
rium sa wiasciwosci ptynow. Uwzgledniajac sposrod cech fizycznych ptynow scisli-
wos¢ i lepkos¢, mozna wyodrebnié¢ rézne modele ptynu. Mechanika pZynu doskonaZego
wykorzystuje model ptynu nielepkiego i niescisliwego, a mechanika pfynu rzeczywis-
tego — model ptynu lepkiego i scisliwego. Model ptynu lepkiego i niescisliwego jest
zblizony do wiasciwosci cieczy, model ptynu nielepkiego i scisliwego odpowiada
natomiast warunkom przeptywu gazu z duzymi predkosciami.

Réznica pomiedzy ptynem doskonatym i rzeczywistym wystepuje tylko w ruchu,
awigc w kinematyce i w dynamice (poza statyka) ptynu. W zagadnieniach statyKki
rownania rownowagi w odniesieniu do ptynu doskonatego i rzeczywistego sa jedna-
kowe.

Istnieje wiele innych kryteriow podziatu, jak zakres predkosci przeptywu, charak-
ter przeptywu itd. Oméwiono je w dalszych rozdziatach, po wprowadzeniu niezbed-
nych do tego pojec.
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KINEMATYKI PLYNOW

2.1. METODY BADAN RUCHU PLYNU

Ruch ptynu wzgledem uktadu odniesienia bedzie opisany, jezeli znane beda poto-
zenia kazdego elementu ptynu wzglgdem tego uktadu w dowolnej chwili t oraz zmia-
ny roznych wielkosci wektorowych i skalarnych, charakteryzujacych ruch elementu
ptynu (np. predkos¢, przyspieszenie, gestosé). Zmiany tych wielkosci moga zachodzié¢
z biegiem czasu i wraz ze zmiang potozenia danego elementu w przestrzeni (ruch nie-
ustalony), moga tez by¢ niezalezne od czasu (ruch ustalony).

Ruch ptynu mozna badac¢ i opisywac pod dwoma, zasadniczo r6znymi, katami wi-
dzenia; w zwiazku z tym rozrdznia sie dwie metody badania ruchu, zwane — od na-
zwisk ich tworcéw — metodq Lagrange’a i metodg Eulera.

2.1.1. METODA LAGRANGE’A

Metoda Lagrange’a opisuje zmiang réznych wielkosci hydrodynamicznych zacho-
dzaca podczas przeptywu indywidualnie dla kazdego elementu ptynu; w metodzie tej
bada sig ich historig. Jezeli w chwili t, element ptynu zajmuje potozenie okreslone
promieniem — wektorem rq (Xo, Yo, Zo), t0 zZ czasem potozenie to bedzie ulegato zmia-
nie. Podobnie beda si¢ zmieniaty inne parametry zwiazane z wybranym elementem
ptynu. Mozna to zapisa¢ nastepujaco:

r=r(ro,t), p=p(rot), p=p(ot),.. (2.2)
lub ogdlnie
H = H(ro, t), (2.2)
gdzie H jest rozpatrywana wielkoscia, natomiast (ro, t) sa wspofrzednymi albo zmien-
nymi Lagrange’a.
Zmiana samego tylko t w tych wyrazeniach okresla zmiang wielkosci H

w elemencie ptynu podczas jego ruchu, natomiast zmiana r, odpowiada przejsciu do
innego elementu ptynu i okresla zwiazana z takim przejsciem zmiane wielkosci H.
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W dowolnej chwili t wspéirzedne wybranego elementu ptynu beda zalezaty
(zgodnie z (2.1)) od wsp6trzednych poczatkowych i czasu, czyli:

X = X(Xo, Yo, 2o, 1),
y =Y (Xo, Yo, Zo, 1), (2.3)

Z = Z(Xo, Yo, 2o, 1).

Znajac réwnania toru danego elementu, mozna wyznaczy¢ jego predkosci i przy-
$pieszenia. Niech v oznacza wektor predkosci, wowczas

V= é)r(XO' yO' ZO’ t) , (24)
ot
(%o, Yo, Zodla danego elementu sa ustalone)
lub w postaci wsp6trzednych predkosci

v = X0 Y0 2, 1) |, _ Y% Yor Zo, t)’ v, = 9% Yo. 20, 1) (2.5)

X ot Y ot : ot

Po zrézniczkowaniu predkosci wzgledem czasu otrzyma sie przyspieszenie dane-
go elementu

oz ov _0 2r (%) Yo» Zgr 1)

2.6
ot ot? (28)
lub jego wspdtrzedne
_ OV, _ 0 *X (X, Yo, 29, )
ax - ﬁ - 2 1
t ot
OVy 32y (X Yor Zg» t
a, =t = y( il ), (2.7)
g =0V, 7 22 (%) Yor Zgr 1)
oot ot? '

Jak wida¢, metoda Lagrange’a opisuje zmiany roznych wielkosci H (np. predko-
Sci, przyspieszenia, cisnienia, gestosci), ktére zachodza dla poszczegolnych elemen-
tow podczas ich ruchu i dlatego metoda ta zwana jest analizg wedrowng pfynéw.

Z metoda Lagrange’a jest zwiazane pojecie powierzchni pfynnej, czyli dowolnej
(otwartej lub zamknietej) powierzchni ruchomej, utworzonej z tych samych porusza-
jacych sie elementéw ptynu, traktowanych jako punkty materialne. Ksztalt tej
powierzchni moze zmieniac si¢ z biegiem czasu. Obszar ograniczony zamknigta po-
wierzchnia ptynna jest nazywany obszarem p/ynnym. Przedstawiona metoda w prak-
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tycznych zastosowaniach nadaje sie do badania tylko niewielu szczegdlnych przypad-
kow ruchu.

2.1.2. METODA EULERA

W praktyce wieksze zastosowanie znalazta druga metoda badan ruchu ptynu, zwa-
na metoda Eulera. Polega ona na tym, ze w statym uktadzie wspotrzednych wydziela
sig¢ pewien obszar wypetniony ptynem i bada si¢ zmiang wielkosci charakteryzujacych
przeptyw w zadanym punkcie. W metodzie tej rozpatruje si¢ wigc zmiang wielkosci
charakteryzujacych przeptyw w zaleznosci od czasu t i od potozenia punktu.

Pole predkosci przeptywu w metodzie Eulera opisuje funkcja

dr
v(r,t)=— 2.8
(r,t) pm (2.8)
lub
dx
v, = — =Vv_(XV, z,t),
X dt X( y )
d
v, = d_)t/ =v,(x Y,z 1), (2.9)

\ % =v,(x,y, z, t).

Jezeli w tych roéwnaniach czas t jest ustalony, a wspbétrzedne X, y, z beda zmienne,
to rownania (2.9) okresla predkosci elementow ptynu znajdujacych sie w przestrzeni
w danej chwili t. Jezeli zas przyjmie sie¢ wspoétrzedne X, y, z za ustalone, a czas t za
zmienny, to rownania (2.9) beda okreslaty predkosci elementow ptynu przechodza-
cych przez dany punkt w chwili t.

Podobnie i inne wielkosci okreslajace przeptyw beda funkcjami czterech zmien-
nych x, y, z, t, np. cisnienie i gestosé

p=pXVy.zt); p=pXVyztl).

Przyspieszenie elementu ptynu, traktowanego jako punkt, jest pochodna predkosci
elementu wzglgdem czasu i moze by¢ okreslone wzorem

a=dv(x, y,z,t).

- (2.10)

Zmiang predkosci elementéw przeptywajacych w czasie przez punkt M (rys. 2.1)
z predkoscia v (x, v, z, t) okreslaja pochodne czastkowe predkosci wzgledem czasu t:
ov. ov ov, oV

X 4
l 1

ot ot ot ot
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Sa to zmiany lokalne predkosci w czasie i dlatego
te pochodne nazywa sie pochodnymi lokalnymi lub
miejscowymi.

Jakie bedzie przyspieszenie elementu ptynu prze-
chodzacego przez punkt M (x, y, z) do punktu N (x + dx,
y + dy, z + dz)? W czasie dt element ptynu przemiesci
sig 0 v, dt, vy dy, v,dt odpowiednio w kierunkach osi
X, Y, z, a zarazem predkosc tej czastki po czasie (t + dt)
bedzie wynosita v (x + dx, y + dy, z + dz, t + dt), przy
czym dx = vy dt, dy = vy dt, dz = v, dt.

Po rozwinigciu funkcji v w szereg potggowy
V(X + v, dt, y + vydt, z + v, dt, t + dt) wokot punktu Rys. 2.1. Element toru czastki
(%, y, z) (wyrazy zawierajace potegi wyzsze od pierw-
szej odrzucono, gdyz v,dt, ..., v,dt sa wielkosciami
dowolnie matymi)

V (X+v,dt, y+v dt, z+v,dt, t+dt)

211
=v (X, y,z,t)+?—vadt+a—vvydt+é’—vvzdt+i’—\t’dt. ( )
X

oy oz
Przyspieszenie a, ktére jest przyrostem predkosci w czasie dt wyniesie

" (x+V,dt,..., z+v,dt, t+dt)-v(x,y,2)

dt
ov ov ov | ov (2.12)
=V, +v +V, + .
ox Yoy o1 ot
Zwiazek mozna zapisa¢ w postaci operatorowej
ov
a=(v V)v+—, 2.13
v V) e (2.13)
gdzie przez V rozumie sie operator rozniczkowy Hamiltona
v=Li+ 2+ (2.14)
ox oy~ oz
Wspbirzedne wektora przyspieszenia, w zmiennych Eulera, beda zatem nastepujace:
a = dv, —v, v, rv, oV, b, OVy  OVy ,
dt OX oy 0z ot
dv, ov, ov, ov, OV,
a, = =V, +v, +v, + , (2.15)
dt X oy oz ot
dv, ov, ov, ov, oV,
a, = =V +V +v +
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Jak wida¢, przyspieszenie a jest pochodna zupetna predkosci wzgledem czasu
dv/dt. Bedzie ona nazywana pochodng substancjalng. Ma to okreslony sens fizyczny,
gdyz pochodna d/dt oznacza zmiany dla tego samego poruszajacego si¢ elementu pty-
nu, czyli zmiany zwiazane z jego ,,substancja”. Przyspieszenie a jest suma czesci,
ktora wynika z zaleznosci wektora v od czasu (oVv/Jt) i czesci wynikajacej ze zmiany
wektora v w przestrzeni (v V)v. Pochodna &/t okresla zmiany zachodzace z upty-
wem czasu w ustalonym punkcie przestrzeni i stanowi, oméwiona juz poprzednio,
pochodna lokalna. Zaleznosé¢ (v V)v okresla zmiany wektora predkosci v po przejsciu
z punktu o wspotrzednych x, y, z do jego najblizszego otoczenia, co jest zwiazane
z polem predkosci w otoczeniu tego punktu. Stad nazwa tej pochodnej — konwekcyjna
(dotyczaca przesuniecia elementu ptynu w inne potozenie).

Pojecia pochodnej substancjalnej, lokalnej i konwekcyjnej zostaty podane powyzej
w odniesieniu do predkosci ptynu. Sa to jednak pojecia ogdlne i moga by¢ odniesione
do dowolnej funkcji H (skalarowej lub wektorowej). Analogicznie do (2.13) pochodna
substancjalna funkcji H moze by¢ okreslona

dH JH
—=\V V)H+ —. 2.16
oV VHE — (2.16)
Znikanie pochodnej lokalnej swiadczy o stacjonarnosci pola H, zerowa za$ war-
tos¢ pochodnej konwekcyjnej o jego jednorodnosci.
Jezeli H jest skalarem, to pochodna substancjalna

d—sz grad H + ﬁ. (2.17)
dt ot

Z metoda Eulera jest zwiazane pojecie powierzchni kontrolnej, czyli otwartej lub
zamknigtej nieruchomej powierzchni, utworzonej przez te same nieruchome punkty
przestrzeni. Obszar ograniczony zamknieta powierzchnia kontrolna nazywamy obsza-
rem kontrolnym.

W dalszych rozwazaniach ruch ptynu bedzie opisywany metoda Eulera. Predkosé¢
czastek ptynu jest pojeciem podstawowym w metodzie Eulera, gdyz okreslenie wiel-
kosci H wymaga znajomosci wektora predkosci v. Wszystkie wielkosci hydrodyna-
miczne sa wiec opisywane na tle pola predkosci.

2.2. TOR ELEMENTU PLYNU | LINIA PRADU

Torem elementu pAynu nazywa sie krzywa opisywana przez poruszajaca Sie czastke.

Po oznaczeniu elementu toru przez dr = (dx, dy, dz)”, a czasu potrzebnego na
przebycie drogi dr przez dt otrzyma sie rownanie toru przez scatkowanie nastepujace-
go réwnania rézniczkowego

1) Jest to krotko zapisany wektor dr = dxi + dyj+ dzk.



2. Podstawowe pojecia i twierdzenia kinematyki pfyndw 41

dr
— =v (XY, z1t). (2.18)
dt
Po wprowadzeniu wspoétrzednych elementu toru réwnanie (2.18) mozna przedsta-
wi¢ w postaci
dx dy dz

= = :dt
v, (xy,z,t) v, (xy,z,t) Vv,(XYz1)

(2.19)

Linig prgdu nazywa sie linie wektorowego pola predkosci, a zatem linig, ktora
w kazdym swym punkcie jest styczna do wektora predkosci odpowiadajacego temu
punktowi. Niech wektorowe pole predkosci

v=v(XVY,zt) (2.20)
ma sktadowe, odpowiednio

V=V (XY, 2,t), Vy=Vvy (X, Y, 2,t), v, =V, (XY, 71, (2.21)

a element linii pradu dr wspoétrzedne dx, dy, dz.
Réwnanie linii pradu, wyrazajace warunek réwnolegtosci wektoréw v i dr”
w kazdym punkcie pola dla dowolnej chwili, mozna zapisa¢ w postaci (rys. 2.2)

i ] k
vxdr=\v, v, v,=0, (2.22)
dx dy dz
V><dr=0:>%—d—y=£. (2.23)
V, V, V,

W réwnaniu tym czas wystepuje
jako parametr, od ktdérego zaleza war-
tosci vy, Vy, V, ale nie jest zmienna nie-
zalezna.

Istotna roznica migdzy rownaniami
toru i linii pradu polega na tym, ze czas
w réwnaniu (2.19) jest zmienng nieza-
lezna taka sama, jak X, y, z, a w réwnaniu
(2.23) tylko parametrem. W ogélnym za-
tem przypadku ruchu tory i linie pradu Rys. 2.2. Linia pradu
nie pokrywaja si¢. Kazdy tor jest zwia-
zany z jednym elementem ptynu, natomiast linia pradu wskazuje predkosci réznych
czastek w tej samej chwili. Jedynie w przypadku przeptywu stacjonarnego (ustalone-

b Wektory sa réwnolegte, gdy ich iloczyn wektorowy réwna sie zeru.
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go) linie pradu i tory elementéw ptynu sa identyczne. ROwniez w ruchu po liniach
prostych rownolegtych tor elementu pokrywa sie z linia pradu.

Linie pradu nie powinny sie przecina¢, w punkcie przeciecia bowiem predkosé nie
jest okreslona jednoznacznie. Moze si¢ zdarzy¢, ze przez jeden punkt przechodzi kilka
(a nawet nieskonczenie duzo) linii pradu. Jest to tzw. punkt osobliwy.

Punkt na linii pradu, w ktdrym czastka ma predkos¢ réwna ze-
ru, nazywa sie punktem stagnacji (krytycznym) pola predkosci.

Jezeli przez zamkniety kontur poprowadzi sie linie pradu, to
w rezultacie otrzyma sie powierzchnie pradu zwana rurka pradu
(rys. 2.3). Zbidr linii pradu wypetniajacych w sposob ciagty rurke
pradu nazywa sig strugq.

Elementarng strugq bedzie nazywana taka struga, ktérej pole
przekroju poprzecznego jest nieskonczenie mate.

Rys. 2.3. Rurka pradu

2.3. STRUMIEN OBJETOSCI | STRUMIEN MASY

Strumiern objetosci qy (nazywany jeszcze objgtosciowym natgzeniem przeptywu)
jest to strumien wektora predkosci v przechodzacy przez powierzchnig A. Jest to wigc
catka z iloczynu skalarnego wektora v i wektora zorientowanego wycinka pola prze-
kroju dA, a zatem

o =[v dA. (2.24)
A

Zgodnie z oznaczeniami podanymi na rysunku 2.4 oraz po uwzglednieniu, ze
dA =n dA, strumien objetosci

Oy :IvdA :J‘vndA:J'vn dA
A A A

(2.25)
:j(vX dA, +V, dAy +V, dAZ),
A
gdzie:
Vi — modut sktadowej predkosci w kierunku wektora jednostkowego,

dA, dA,, dA, — rzuty powierzchni dA na ptaszczyzny odpowiednio prostopadte do X, y, z.
Na podstawie twierdzenia Gaussa—Ostrogradskiego mozna napisaé¢

jv ndA= Idivv dv . (2.26)
A \%
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Oznacza to, ze strumien wektora predkosci
(strumien objetosci) przez zamknieta powierz-
chnie A jest rwny catce objetosciowej z div v.

Jezeli zamiast strumienia v rozpatrzy sig
strumien pv, to wyrazenie

On =[PV ndA (2.27)
A

okresla strumiezz masy (dawniej masowe nate-
zenie przeptywu), przy czym

Ipv ndA= Idiv (pv)av. (2.28) Rys. 2.4. llustracja pojecia
A Y

elementarnego strumienia objgtosci

2.4. CYRKULACJA WEKTORA PREDKOSCI.
TWIERDZENIE STOKESA

W poruszajacym sie ptynie rozpatrywany jest odcinek krzywej C, nie bedacej linia
pradu. Kazdy element ptynu znajdujacy sie ha him ma predkosé v.
Cyrkulacjq I'as wektora predkosci wzdtuz tuku AB krzywej C nazywa sig catke

B
[ = j v ds, (2.29)
A

w ktorej: ds oznacza skierowany element tuku AB, przy czym « jest katem zawartym
miedzy wektorem predkosci v a styczna do odcinka AB w rozpatrywanym punkcie
(rys. 2.5), a zatem

Rys. 2.5. Cyrkulacja predkosci
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' :jiv ds:Tv comds:j!vt ds
A A A (2.30)
B
:J'(vX dx+v, dy+v, dz),
A

gdzie: vy = (Vy, Vy, V;) — rzut wektora v na kierunek ds (dx, dy, dz).

W przypadku catki krzywoliniowej po krzywej zamknietej C, czyli calki ], cyr-
kulacja predkosci

r=Lvds = th ds . (2.31)

Gdy wartos¢ cyrkulacji (2.31) jest dodatnia, elementy ptynu, znajdujace sig na kontu-
rze C, wykazuja tendencje do ruchu zgodnego z kierunkiem catkowania i na odwrét, gdy
cyrkulacja (2.31) jest ujemna, tendencja jest przeciwna do kierunku catkowania.

Do catki okreslajacej cyrkulacje mozna zastosowaé poznane w teorii pola twier-
dzenie Stokesa, ktore dotyczy zwiazku migdzy catka liniowa i powierzchniowa. Dla
rozniczkowalnych pdl wektorowych v ma ono posta¢

Cvds = j(rotv n)dA. (2.32)

A

Inaczej twierdzenie Stokesa mozna zapisac¢

r=Uvds = Irotnv dA. (2.33)

A

Prawa strona wzoru (2.33) okresla natezenia strumienia wirowosci (rotacji) prze-
chodzacego przez powierzchnie A, ktorej brzegiem jest krzywa C, stad mozna sformu-
towa¢ nastepujace twierdzenie:

Cyrkulacja predkosci wzdfuz zewnetrznej linii
konturowej réwna sie sumie cyrkulacji wzdfuz
zewnetrznych bokéw konturéw skfadowych (cyr-
kulacje wzdtuz przylegajacych do siebie bokdw
konturéw elementarnych maja znaki przeciwne
—rys. 2.6). Suma cyrkulacji elementarnych réwna
sig zatem cyrkulacji wzdtuz konturu C, ograni-
czajacego poletka brzegowe.

Rys. 2.6. llustracja do twierdzenia Stokesa
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2.5. RUCH LOKALNY PLYNU.
PIERWSZE TWIERDZENIE HELMHOLTZA

2.5.1. RUCH ELEMENTU PLYNU

Ruchem lokalnym p#ynu nazywa si¢ ruch punktow elementu ptynu wzglgdem do-
wolnie wybranego bieguna zawartego w tym elemencie.

W obszarze wypetnionym ptynem poruszajacym sig z predkoscia v (X, Y, z, t)
wprowadza sie ortogonalny uktad odniesienia 0 osiach x, y, z (rys. 2.7). Zaktada sie, ze
predkosé jest funkcja ciagta i rozniczkowalna zmiennych x, y, z. W potozeniu, ozna-
czonym cyfra I, w chwili t = t; w obszarze przeptywu wybiera si¢ ptynny element
objetosciowy osrodka (spetniajacy warunki oméwione w p. 1.1.3), w ktérym wyréznia
sie punkt P — biegun o promieniu wodzacym R oraz dowolny punkt M, o promieniu
wodzacym R + r = R. Plyn jest w ruchu, element przesuwa si¢ zatem wzgledem ukta-
du odniesienia, rbwnoczesnie zmieniajac swoj ksztatt. W chwili t = t,, tj. po uptywie
czasu At, element znajdzie si¢ w potozeniu oznaczonym cyfra Il, w ktérym biegun
znajdzie si¢ w punkcie P', a punkt M zajmie potozenie M'.

Rys. 2.7. Ruch lokalny elementu ptynu

Zgodnie z definicja ruchu lokalnego, w celu zbadania przemieszczen i predkosci
poszczegblnych punktéw poruszajacego si¢ ptynu, zajmiemy sie ruchem punktu M
wzglgdem bieguna P.
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Predkos¢ punktu M wzgledem przyjetego uktadu odniesienia traktujemy jako su-
me predkosci bieguna P oraz predkosci punktu M wzgledem tego bieguna. Mozna ja
zatem okresli¢ wzorem®

dR+r) R dr

2.34
dt dt dt (2:34)

Oznacza to, ze wystarczy okresli¢ ruch punktu M wzgledem uktadu wspétrzednych
poruszajacego si¢ wraz z punktem P i rownolegtego do przyjetego uprzednio uktadu
odniesienia. Wowczas, w chwili t = t; (potozenie 1), promieniem wodzacym punktu M
bedzie wektor r = (& 7, ¢), a omawiany ruch wzgledny okresla predkos¢ zmian tego
wektora w czasie.

Predkosci wybranych punktéw wybranego elementu ptynu sa w kazdej chwili
funkcjami promienia wodzacego, a zatem

v(R):%—?, v(R+r):%(R+r). (2.35)

Zaktadajac, ze przyrost czasu At =t, — t; = dt jest nieskonczenie maty, drogi prze-
byte przez oba punkty sa nastepujace

MM'=v(R+r)dt, PP =v(R)dt.
Wobec tego przesunigcie punktu M wzgledem punktu P
dr=v (R+r)dt-v (R)dt, (2.36)

gdzie w przyjetym uktadzie odniesienia i ruchomym uktadzie wsp6trzednych wspoi-
rzedne wektorow potozenia punktow R i r oraz predkosci v i dr/dt sa okreslone naste-

pujaco:
R=xi+yj+zk, r=¢%i+nj+ Kk,

V=Vi+Vyj+Vv, Kk, E=d—§i+Mj+d—gk. (2.37)

dt dt dt dt

Predkos¢ dr/dt punktu M wzgledem bieguna P w ustalonej chwili t wyniesie zatem

%:V(RH)—V(R)
=v (xi+yj+zk)+(Ei+nj+lk)-v(xi+yj+zk) (2398

v (xrEy+n,2+0) v (0 y.2)

a jej wspotrzedne

) Chwila t jest ustalona, dlatego stosuje sie zapis skrétowy R, v (R), ... zamiast R(t), v (R, t), ...
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%:VX(X+§, y+ 7, Z+§)—VX(X,y,Z),
%:VVOH; y+n, 2+4)-v, (XY, 2), (2.39)
Z_fzvz(x+§, Y+, 2+8)=Vi (%Y, 2).

Z definicji elementu ptynu wynika, ze jego wymiary liniowe sa dopuszczalnie ma-
te w poréwnaniu z wymiarami obszaru, w ktérym zachodzi przeptyw, wobec tego (w
tym sensie) modut wektora r jest tez maty. Rozwija sie zatem pierwsze wyrazy prawej
strony rownan (2.39) w szereg Taylora wokot punktu o wspoétrzednych (x, y, z), pomi-
jajac sktadniki zawierajace & 7, {'w potedze wyzszej niz pierwsza, jako mate wyz-
szych rzedow. Po redukcji i uproszczeniu réwnania (2.39) mozna przedstawié
w formie nastepujacego réwnania macierzowego
(e [ov, ov,
dt X oy oz
ov, oV, OV
| Y Y Yyl (2.40)
dt ox oy 0t
ac| |ov, ov, oJv,
Ldt] | ox oy oz |6

Oznacza to, ze wektor predkosci wzglednej dr/dt o wspétrzednych (d&/dt, dr/dt,
dZ/dt) jest w danej chwili t wartoscia pewnego przeksztatcenia liniowego, zwanego
tensorem predkosci wzglednej. Mozna zatem napisac¢

ar_deg, dnp,doy

ov __§

X

= i+ (2.41)
dt dt dt dt
Wz6r ten mozna zapisac, po wykorzystaniu zwiazku (2.40), nastepujaco
[de [ov, Ov, ﬁvx_‘gz‘
dt ox ody 0z
ov, oJv, oV
ol &=l S S Sy, (242
dt dt ox oy oz
dac ov, v, ov,
| dt ] | ox oy oz |4
Macierz tego przeksztatcenia jest nastepujaca
[ov, ov, ov, |
OX oy oz
ov, ov, oV
Y ! L1=G (2.43)
ox ady oz
ov, ov, 0ov,
| ox oy Oz |
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i mozna ja jednoznacznie roztozy¢ na macierze:
» symetryczna

OV, 1(ov, Ivy) 1 (0”vx a"vz)
= —=—+—=| = +
X 2\ oy OX 2\ 0z OX
ov ov ov
D=L [Ty TV y LI, Xl (o)
2\ ox oy oy 2 Jdz Jy
1 (&VZ +ﬁvxj 1( dv, +ﬁvy oV,
_2 OX oz 2\ Jdy oz o1 |

» antysymetryczna

0 1 (&vx _5vyJ 1 [O”vx _5vzj_
2\ dy Ox 2\ Jz Ox
Q= l[ﬂvyﬁ"xJ 0 l(avy—ﬁ‘“] . (2.45)
2\ ox oy 2\ 0Oz oy
i(o”vz _%j i(&_&j 0
2\ ox 0Oz 2\ 2dy Oz

Wyrazenie (2.42) mozna zatem zapisa¢ w postaci zwykle stosowanej

%zGrz(D+!2)r=Dr+ Qr. (2.46)

2.5.2. PREDKOSC KATOWA
| PREDKOSC DEFORMACJI ELEMENTU PLYNU

W celu wyjasnienia kinematycznego znaczenia podanych elementéw macierzy
rozwaza Sie elementarny obszar ptynu w ksztalcie prostopadioscianu (rys. 2.8)
w chwili t = to. Dtugosci jego krawedzi wynosza &, n, £ Znaczenie poszczeg6lnych
sktadowych wyrazenia (2.46) mozna okresli¢ na podstawie badania ruchu dowolnej
sciany rozwazanego obszaru ptynnego.

Zbadamy najpierw sens kinematyczny czesci antysymetrycznej tensora predkosci
wzglednej, zwracajac uwage, ze elementy macierzy € sa rowne potowie sktadowych
wektora rot v. Wiadomo bowiem, ze

i ik
| 2 7
rotv = — — —
ox oy 0ot
V, V,

\

z
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skad wspotrzedne rot v =i rot,v + j rot,v + Kk rot,v sa nastgpujace:

— é)vz é’Vy
rotyv = - —
oy oz

rot,v =

ov

X

01

oV,
OX

ovVy  oOv

rot,v =

£ (247
X oy (2.47)

Mozna zatem napisa¢ drugi sktadnik sumy (2.46) w postaci iloczynu nastepujacych

trzech macierzy:

0 —lrotzv lrot v d
2 2 7
s 1 1
Qr=Jijk] 5otV 0 —5 otV || 7
1 1
-—rot,v —rotyv 0
2 7 2 7 1<

((=nrot,v + Jrotyv) i + (S rotv — Srotv) j + (=& rot,v + 77 rot,v) K)

rotvxr=a@xr, (2.48)

NP N

co oznacza predkosé, z jakg poruszafby sie punkt M, gdyby caly element objetosciowy
obracaf? sie jako cia/o sztywne z predkoscig kqtowg .
Otrzymane wyrazenie jest iloczynem wektorowym wektoréw

gitnj+ck=r,

natomiast predkos¢ katowa elementu poruszajacego sie jako cialo sztywne jest rowna
potowie rotacji predkosci. Na przyktad podczas obrotu elementu wokét osi nieruchome-
go uktadu prostokatnego z predkoscia katowa @, wspotrzedne predkosci w dowolnym
punkcie elementu, okreslonym w rozpatrywanej chwili wspotrzednymi X, y, wynosza vy
= — Yy, Vy = ®X, wobec czego jedyna rozna od zera wspotrzedna wektora rotacji

Ny _ Vx o-(-0) =2o.
OX oy

Objasniono w ten sposdb sens kinematyczny czesci antysymetrycznej tensora
predkosci wzglednej; teraz nalezy omdwi¢ jego czes¢ symetryczna. Dla zwieztosci
zapisu wprowadza sie nastepujace oznaczenia elementéw macierzy D:

(i rotyv +j rot,v + k rot,v)/2 = rot v/2  oraz

rot,v =

v, oV, ov,
= &y = Eyysy = &y,
OX oy » o1
ov
1 é)VX + y = &y = &y 1 é’VX + & = &y = &y (249)
2\ oy X 2\ 0z X
1(2v, = ov, _
- =&y, = &y,
2\ oz oy e
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a nastepnie oblicza si¢ Dr:

& & &

XX Xy Xz 5
Dr =[i jk] €y Ey €y || 7

yy yz
Ex eyz €x C
(2.50)
Exx 0 0 68 0 gxy €y 6
=[ijk]{ 0 &, O|n| +[iik]le, O e,||m
0 0 ¢,]|¢ &g &y e

=[elitgynj+te CKl+[(syn+ s Q)i+ (sys+6.:0) ]+ (e + &. M) K]
=Vgo + Vgp = V..

Otrzymany wektor pewnej predkosci vq, Ktdry jest przedstawiony w postaci dwdch
sktadowych vy, i Vg,, pOmnozony przez przyrost czasu dt daje przesunigcie punktu M,
powstate na skutek odksztatcenia (deformacii) rozpatrywanego elementu. Dlatego wyra-
zenie Dr = vy jest nazwane predkoscig odksztacenia (deformacji), a jej sktadowe (we
wzorze (2.50) podane w nawiasach prostokatnych) kolejno: vg, — predkoscig odkszta/ce-
nia objetosciowego, Vg, — predkoscig odkszta/cenia postaciowego. Elementy macierzy D
tensora deformacji, 0znaczone &y, &y, &, 0dnosza si¢ do odksztatcenia objgtosciowego,
natomiast elementy &y, &, &, dotycza odksztatcenia postaciowego.

Interpretacje fizyczna poszczeg6inym sktadnikom wzoru (2.50) mozna nada¢, roz-
patrujac odksztatcenie prostopadtosciennego elementu o poczatkowych wymiarach &, 7,
£ (rys. 2.8), gdzie dla prostoty narysowano tylko odksztatcenie w ptaszczyznie yz.

d
Vv+?\;xg
. —= __4C
i D D __————"
— c!
/
ap
/ It -
11 EE
=1 [/ da__ - —~B +,
¢ o
i L. n
0 —
y

Rys. 2.8. Odksztatcenie postaciowe elementu ptynu



2. Podstawowe pojecia i twierdzenia kinematyki pfynow 51

Na skutek rdznic predkosci prostokatny element ptynu (PBCD) odksztatca sie,
przyjmujac po uptywie czasu dt ksztatt rownolegtoboku PB'C'D'. Na rysunku 2.8 nanie-
siono ksztalt sciany elementu ptynnego w chwili poczatkowej (PBCD) oraz po czasie dt
(PB'C'D')". Bok PB (odpowiadajacy scianie o diugosci elementarnej 7) obrocit si¢ wo-
kot chwilowej osi przechodzacej przez punkt P i réwnolegtej do osi x, 0 kat de; bok PD
o dtugosci ¢ obrocit sig¢ wokat tej samej osi 0 kat dS. W zwiazku z tym kat prosty DPB
po odksztatceniu elementu zmniejszy si¢ o (da + df).

W celu wyznaczenia katow de i d3 nalezy okresli¢ przesuniecia BB' i DD'.

W mierze tukowej wartos¢ przesuniecia BB' = 1 da. Odcinek BB' jest rowny roz-
nicy drog, jakie w czasie dt przemierza punkty B i P w kierunku réwnolegtym do osi z

ov,

BB':(VZ+aVZ njdt—vzdt= n dt,
ay

czyli kat utworzony miedzy odcinkami PB i PB' wynosi

_ 0V,

da dt.
ay
Analogicznie
ov
dp= —2X dt,
p 0z

wobec tego kat utworzony miedzy bokami PB i PD zmienia sie z predkoscia

da +dg _ ov, ov,
dt oy oz

Otrzymane wyrazenie stanowi podwojona wspoétrzedna predkosci odksztatcenia
postaciowego w plaszczyznie prostopadtej do osi x. Wspoirzedne te sa natomiast na-

stepujace:
1(ov, 0V,
&, =— + — |,
o2 oy 01

8zx=1 OVy y Ny : (2.51)
2\ oz dx

. 1 ov, N oV,

¥oo2 | ox oy )

Y Element jest obserwowany w uktadzie (& 7, ¢’) poruszajacym si¢ z punktem P (rys. 2.8).
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Sze$¢ sktadowych macierzy D tensora predkosci odksztatcenia (wzory (2.50)
i (2.51)) przedstawia odksztafcenie postaciowe elementu p#ynu.

Oprécz odksztatcenia postaciowego elementu ptynu wystepuje rowniez jego od-
ksztafcenie objetosciowe (zmiana dtugosci bokow elementu — rys. 2.9). Na sku-
tek roznicy predkosci (0vy /0y) n migdzy punktami P i B, punkt B przesunie sig do
punktu B'. Odksztatcenie elementu bedzie zalezato od ditugosci tego przesuniecia.
Zmiana dtugosci elementu w kierunku y wynosi

oV
Y dt
oy
z
D C
: o
D ————————— ——
v, :Vy+?j—vxn
. AT
|
__
P n B B'
0 =y

Rys. 2.9. Odksztatcenie objetosciowe elementu ptynu

Wzgledna zmiana dtugosci w stosunku do diugosci pierwotnej 7 wynosi
(ov,/oy)dt, natomiast predkos¢ tej zmiany ov /oy = &.

Po podobnych rozwazaniach dla pozostatych kierunkdéw otrzymuje si¢

ov ov
X - y &y = z

ox . P oy oz

P (2.52)

Sa to miary predkosci wzglednego odksztaZcenia dfugosci bokow elementu.
Suma sktadowych tensora predkosci deformacji (2.50) lezacych na przekatnej
gtéwnej wynosi zatem

ov, ., OV, ov
+ +
O X oy 0z

Sxt &yt &n= Z =divv. (2.53)

Po uwzglednieniu tego wzoru stwierdzamy, ze predkos¢ vy, odksztaZcenia obje-
tosciowego wyraza sie dywergencjq predkosci. Odksztatcenie objetosciowe jest rowne
zeru woweczas, gdy suma sktadowych predkosci deformacji objetosciowej réwna sie
zeru, czyli gdy div v = 0.
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Z przedstawionych rozwazan wynika, ze predkos¢ punktu M mozna ostatecznie
zapisac

Vy =V+ox r+vg, (2.54)
gdzie:
Vi — predkosé punktu M wzgledem uktadu odniesienia (hieruchomego),
\Y; — predkos¢ bieguna wzgledem uktadu odniesienia, czyli predkosé

ruchu translacyjnego,
V4= Vgo + Vg — predkosé deformaciji (odksztatcenia),
DX+ Vy — predkos¢ ruchu lokalnego.

Wz6r (2.54) wyraza pierwsze twierdzenie Helmholtza (zwane tez twierdzeniem
Cauchy’ego—Helmholtza) o roztozeniu ruchu ptynu: ruch elementu p#ynu skfada sie
z ruchéw: translacyjnego, obrotowego i deformacji elementu. Jest to najwazniejsze
twierdzenie kinematyki ptynéw. Dalej istotne znaczenie bedzie miat tensor deforma-
cji, ktory jest zwiazany z tensorem naprezen wystepujacych w ptynie lepkim.

2.6. PRZEPLYW POTENCJALNY (BEZWIROWY) PLYNU

2.6.1. PRZESTRZENNY PRZEPLYW POTENCJALNY

W trakcie rozwazan dotyczacych ruchu ptynu wyodrebnia sie te sktadowa ruchu
elementu ptynu, ktéra wynika z jego obrotu dookota chwilowej osi przechodzacej
przez biegun P. W ten spos6b kazdemu punktowi obszaru objetego przeptywem ptynu
mozna przyporzadkowac wektor predkosci katowej ruchu obrotowego

= % rot v (2.55)

lub wektor wiru (wirowosci).
Wirem pola nazywa sie¢ rotacje wektora predkosci

i j k

W=rotv= o o g . (2.56)
ox oy 0z
Ve Vy oV,

Wspotrzedne wektora wiru sa rowne

ov ov
wxz(é"’z - VJ, wy:(ﬁ"x - 5"2], wz:( L - é"’*j. (257)

oy oz oz X 1224 oy

Po poréwnaniu zaleznosci (2.55) z wzorem ( 2.47) stwierdza sie, ze
W=2a. (2.58)
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Wektor wiru jest zatem rowny podwojonemu wektorowi predkosci kqgtowej obrotu
elementu pZynu i — podobnie jak @ — jest wektorem lezacym stale na chwilowej osi
obrotu elementu.

Jezeli podczas przeptywu elementy ptynu doznaja tylko przesuniecia i odksztatce-
nia, nie doznaja natomiast obrotéw, tzn. jezeli w kazdym punkcie obszaru zajetego
przez ptyn spetniony jest warunek

rotv=W=2m =0, (2.59)

to przeptyw taki jest niewirowy. Przeptywy takie, nazwane przepfywami potencjalny-
mi, ze wzgledu na mozliwos¢ stosunkowo prostego ujecia matematycznego, znajduja
dos¢ obszerne zastosowania. Analitycznie warunek (2.59) mozna zapisac¢

ov ov, ov ov ov AV

L = ; X = L1, Y = —x, (2.60)
oy oz oz X OX oy

Warunki te powoduja istnienie w obszarze bezwirowego przeptywu pewnej funk-
cji @(x,y,2) lub @(x,y, z, t) dla przeptywow nieustalonych, takiej ze

oD oD oD
= V., = =

\ , = —, \ , 2.61
*ox Yooy (2.61)

Yoz
czyliv =grad @.
Funkcja @ o takich wtasnosciach nazywana jest potencjafem predkosci, a taki
bezwirowy przeptyw jest potencjalny.
Jezeli pole predkosci jest polem bezzrodtowym, czyli gdy div v = 0, to potencjat @
spetnia réwnanie Laplace’a V2@ =0, czyli
o' 0D O _
- T >t 2
oX oy oz
W kazdym punkcie pola potencjat predkosci ma zazwyczaj inna warto$¢. Catkowi-
ta zmiana potencjatu dwdch sasiednich czastek jest okreslona rézniczka zupetng d @,
czyli

0. (2.62)

do = 22 ax+ 22 gy + 22 ;. (2.63)
X oy oz

Miejsce geometryczne punktow, w ktérych @ ma warto$¢ stata, nazywa sie po-
wierzchniq jednakowego potencjafu. Na niej @ = const, czyli d@ =0.
Réwnanie
2P 4+ CL qy+ 22 q1=0 (2.64)
OX oy 01

lub, po uwzglednieniu zwiazkéw (2.61),
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Vidx+vydy+v,dz=0 (2.65)

jest rownaniem powierzchni jednakowego potencjaZu. Stanowi ono réwnoczesnie wa-
runek prostopadtosci wektora v do powierzchni jednakowego potencjatu w danym
miejscu. Jak zatem wida¢, linie pradu tworza z powierzchniami ekwipotencjalnymi
uktad ortogonalny.

Jaka jest wartos¢ cyrkulacji predkosci w ruchu potencjalnym? Jak wida¢, funkcja
podcatkowa w réwnaniu (2.30) stanowi rozniczke zupetna potencjatu

d@=v,dx +v,dy + v, dz,

czyli cyrkulacja

r=do =Irotvn dA =IOndA= 0,
C A A

a zatem: w ruchu potencjalnym cyrkulacja predkosci nie istnieje.
Opisywanie ruchu potencjalnego sprowadza sie w zasadzie do wyznaczenia funk-
cji @, ktdra jednoznacznie okresla pole pradu.

2.6.2. PRZYKLADY PRZESTRZENNYCH POL POTENCJALNYCH
Podamy kilka typowych przyktadéw przestrzennych ruchéw potencjalnych.

1. Ruch ptasko-réwnolegly

Tak nazywany jest przeptyw strugi ze stata
predkoscia Vo, rownolegle do pewnej prostej, np.
osi Ox (rys. 2.10). Pole predkosci jest okreslone
rownaniami

Vi=Vo, W=0, Vv,=0.

Ruch jest potencjalny, gdyz sktadowe 0 X
wektora wiru sa rowne zeru. Z zaleznosci (2.61)
otrzymuje sie Rys. 2.10. Ruch ptasko-réwnolegty

o 20y 2P g
X oy z

czyli

stad
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Powierzchnie jednakowego potencjatu sa ptaszczyznami prostopadtymi do osi Ox.
Linie pradu sa liniami réwnolegtymi do tej osi.

2. Zrodlo (upust)
Tak nazywa sie punkt w przestrzeni, z ktérego stale wyptywa (zrodto) lub do kto-
rego stale wpltywa (upust) ptyn. Dla zrédta przyjmuje sie strumien objetosci gy, a dla

upustu (-qv).
Predkos¢ czastek na powierzchni kuli o promie-
niur (rys. 2.11) jest rébwna

lub

przy czym stata C = j—v jest nazywana natezeniem
T

zrodta.
Rys. 2.11. Zrédio pojedyncze (upust) Potencjat predkosci okreslimy z réwnania
d_(p =v= % =dp=C d_zr’
r r r
czyliV
bd=-C 1

Powierzchnie jednakowego potencjatu predkosci @ = const sa powierzchniami
kulistymi, linie pradu natomiast — prostymi przechodzacymi przez zrddto.

Wspo0trzedne predkosci wynosza
X

vX—v?—C—S—C T
r (/x2+y2+22)
Vy:vl:Cls:C y 3
r r (,X2+y2+22)
Z

3 L]
r [/x2+y2+22)

1) Statg catkowania przyjeto réwna 0, gdyz — wobec tego, ze v = grad @— nie ma ona znaczenia.
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gdzie: x, y, z — wspotrzedne dowolnego punktu na powierzchni kuli o promieniu

r=yx>+y*+z°.

Mozna sprawdzi¢, ze ruch ten jest potencjalny, gdyz sktadowe wektora wiru sa
réwne zeru.

3. Para: zrodlo—upust

Rozpatrywany jest ruch spowodowany jednoczesnie zrodtem i upustem o jedna-
kowych strumieniach objgtosci. Z powodu symetrii wzglgedem osi 0x, wystarczy wy-
jasni¢ to zagadnienie w ptaszczyznie Oxy (rys. 2.12).

Jezeli a jest odlegtoscia zrodta i upustu od y
poczatku uktadu, to dla
» zrodia

r-1= (X+a)2+y2’

»upustu

p=y(x - a) +y*.

Rys. 2.12. Para: zrodto—upust

Potencjat przeptywu bedzie suma potencjatu zrodta i upustu, a wiec

@:C(i — EJ,
r L

_ 1 B 1 |
A T

Sktadowe predkosci beda réwne

czyli

_ 0P _ C(x - a) ~ C(x+a) |
X Ax ( (X _ a)z +y2)3 ( (x+a)2 +y2)3
_ 0D _ Cy B Cy

¥ oy - ( /(x—a)2+y2)3 ( (x+a)2+y2)3,

i mozna wowczas tatwo sprawdzi¢, ze wektor wiru jest rowny zeru. Rozktad linii pra-
du tego przeptywu przedstawiono na rysunku 2.12.
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2.6.3. PLASKI RUCH POTENCJALNY

W ruchu pfaskim wszystkie elementy ptynu lezace na normalnej do pewnej nieru-
chomej ptaszczyzny poruszaja sie jednakowo. Do okreslenia tego ruchu wystarczy
opisa¢ ruch nieskonczenie cienkiej warstwy ptynu po statej ptaszczyznie (np. Oxy).
Wszystkie poznane dotychczas zwiazki uproszcza sig, gdyz z = 0 oraz v, = 0.

Warunkiem istnienia ptaskiego ruchu potencjalnego jest znikanie wektora wiru.
Dwie sktadowe wektora wiru (wzor (2.57)) sa w tym ruchu stale réwne zeru (Wy= 10
i Wy = 0), czyli w ptaskim ruchu potencjalnym stale musi by¢ spetniona zaleznos¢

ov
w,= | 2y - OV o, (2.66)
OX oy

Potencjafem predkosci ruchu pfaskiego nazywa sie skalarna funkcje spetniajaca
zaleznosci

5_@3:\/)“ ﬁ—q):v. (2.67)

ox oy

Miejsce geometryczne punktow, w ktorym potencjat jest jednakowy, nazywa sie
linig jednakowego potencjaZu.
Dla przeptywu ptaskiego réwnanie linii pradu (2.23) przyjmuje posta¢
dx _ dy

vV, oV,

czyli
-V, dX + v, dy = 0.

Lewa strona tego réwnania przedstawia rézniczke zupetna pewnej funkcji ¥ (x, y),
spetniajacej zaleznosci

v=2 =2 (2.68)

Funkcje ¥(x, y) charakteryzujaca linie pradu (funkcja ta jest stata dla kazdej linii
pradu) nazywa sie funkcjg prqgdu.

Wezmy pod uwage dwie linie pradu, dla ktoérych funkcja pradu ma odpowiednio
wartosci C; i C,, oraz obliczmy strumien objgtosci przez odcinek taczacy dwa dowol-
ne punkty lezace na tych liniach pradu A i B (w ruchu ptaskim jest to objgtos¢ ptynu
przeptywajaca w jednostce czasu przypadajaca na jednostke dtugosci). Strumien obje-
tosci wynosi wiec (rys. 2.13)

B B
Oy :J.vnds:J.vnds,
A A
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€0 mozna réwniez przedstawi¢ w postaci

Qy = j:(—vy dx + v, dy i[— dx + a”_y dyj

lub
¢, = [d¥=C, - C,.

Roéznica wartosci funkcji pradu w dwaoch
dowolnych punktach pola predkosci jest wigc YA
rowna jednostkowemu strumieniowi objetosci
piynu  miedzy dwiema liniami  prqdu
przechodzg- cymi przez obrane punkty.

Biorac pod uwage zaleznosci (2.67) i (2.68),
mozna znalez¢ zwiazek pomigdzy potencjatem
predkosci i funkcja pradu. Bedzie wiec

X

ob _ov oY 0D

= , = _ . 0
ox oy ox oy Rys. 2.13. Interpretacja przeptywowa
(2.69) funkcji pradu

Po pomnozeniu tych réwnan stronami przez siebie, dochodzi sie do zwiazku

P Y _ 2P Y _
ox Ox oy c9y

Zwiazki (2.69) sa nazywane zaleznosciami Cauchy’ego-Riemanna. Wiadomo, ze
jezeli dwie funkcje spetniaja zwiazki Cauchy’ego—-Riemanna, to mozna je przedstawic¢
w postaci funkcji zmiennej zespolonej f(z), w ktérej jedna z nich jest czescia rzeczy-
wista, a druga urojona

f@o) =@ + ¥i, (2.70)
przy czym _
z=x+yi=r(cos p+isin ¢)=re”.

Funkcje f(z) nazywa sie potencjafem zespolonym.

Stuszne jest rowniez twierdzenie odwrotne, ze kazda funkcja zmiennej zespolonej
przedstawia pewien ruch ptaski potencjalny, jej czes¢ rzeczywista i urojona oznaczaja
kolejno potencjat predkosci i funkcje pradu.

Kazdemu ruchowi ptaskiemu odpowiada wigc pewna funkcja f(z) i kazdej funkcji
f(z) odpowiada pewien ruch ptaski. Znajac wigc tg funkcje, mozna tatwo okresli¢
wszystkie wielkosci kinematyczne charakteryzujace dany ruch.
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Pochodna funkcji f(z) jest réwna
df(z)=ﬁ¢>+(95’/i=§@ ﬁcbi

dz X X X oy

a wiec

df(z)
dz

=V, -V, i (2.71)

Pochodna ta nosi nazwg predkosci zespolone;j.
Modut predkosci zespolonej jest rowny modutowi predkosci v
2

1@ _ Loy =v
dz oy

2.6.4. PRZYKLADY PLASKICH POL POTENCJALNYCH

Rozpatrzmy kilka najprostszych przypadkéw ptaskiego ruchu potencjalnego.
Z przeptywdw tych nastepnie mozna sktada¢ przeptywy bardziej ztozone.

1. Ruch réwnolegly
Rozpatrywany jest ruch okreslony nastepujaca funkcja charakterystyczna

f(z)=az,
w ktorej a = const.
Bedzie kolejno
f(z) = a (x +yi) = ax + ayi,

stad
d=ax i W¥=ay,
_ 0D _ _ 0D _
V,= — =a, v,=—=0
y OX oy

> g Wartos¢ predkosci mozna rowniez okresli¢ za
o Y pomoca predkosci zespolonej
I 1
| | | | | | d f (Z) R
I [ — ¥ =y —v, i=a,
T TR ez
o - stad
EEE R h=a =0
| I Linie @ = ax = const oraz ¥ = ay = const

tworza siatke hydrodynamiczna przedstawiona na
Rys. 2.14. Przeptyw réwnolegly rysunku 2.14.
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2. Zrodlo plaskie
Przyjmijmy potencjat zespolony

f(z2)=Clnz,
w ktorym C = const.
Podstawmy z = r e”

f(z)=CIn (re”),

f(z)=Clinr+C ¢i,

stad
@=ClInr i ¥=C g
oraz
vrzi—f=C%, v, = rﬁ;; =0.

Sktadowe predkosci w uktadzie kartezjanskim mozna okresli¢ za pomoca predko-
sci zespolonej. Bedzie wtedy

df(Z)zclzc[zx 2 2y 2iJ'
dz z X“+y X +y
a wiec
— X — y
Vx_CX2+y2' Vy__c x2+y2

Liniami jednakowego potencjatu
@ =ClInr=const
sa okregi,
liniami pradu
¥ = Ce=const

jest pek prostych wychodzacych ze zrédia (rys.
2.15).

Samo zrodto (punkt poczatkowy uktadu wspot-
rzednych) jest punktem osobliwym, w ktérym pred-
kosc¢ staje sie nieskonczenie duza.

Rys. 2.15. Zrddto ptaskie

3. Zrodto wirowe (wir plaski)
Dana jest funkcja charakterystyczna

f(z)=% Inz.
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Po przeksztatceniu otrzymuje sie kolejno

q§+l}/i=gln (rem):Cgo—Cilnr,
i
stad
@=C¢p i W¥=-Cilinr
oraz
v . 100 _C
V, = — = iv,=- —=—.
or r de r

Linie pradu sa okregami, linie potencjatu tworza pek prostych (rys. 2.16).

Skladowe predkosci w ukladzie kartezjanskim
otrzyma sig z predkosci zespolonej

\ "W df(z) _C 1
e T T T T
- N dz iz
\k W . Skad, po przeksztatceniu,
0 _ y _ X
(X 57/ I SO,
~ S

y

A\ Rys. 2.16. Zrédto wirowe (wir ptaski)
4. Dipol ptaski
Rozpatruje si¢ nastepujaca funkcje charakterystyczna
f(z) = E
z
Postepujac podobnie jak w poprzednich przyktadach, otrzymuje si¢
prpi=_C —cX-Vvi
X+yi X +y
tak wiec
= % v= —%-
X +y X +y
Sktadowe predkosci
_ 0D _ yt —x?
vV, = = ,
OX (XZ + yz)z
v = oD _ 2Xy

y oy (Xz +y2)2 .
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Linie pradu przedstawiaja okregi styczne do
0si x w poczatku uktadu. Linie jednakowego
potencjatu sa roéwniez okregami stycznymi, ale
do osi y w poczatku uktadu (rys. 2.17).

5. Superpozycja poél przestrzennych

Oméwiono potencjaty i funkcje pradu kilku
typowych ruchéw ptaskich. Po ztozeniu ich
mozna otrzymaé¢ opis ruchow bardziej ztozo-
nych, ilustrujacych niektére wazne w technice
przeptywy. Skiadajac na przykiad przeptyw row-
nolegty i zrodto, otrzymuje si¢ przeptyw jak na
rysunku 2.18a. Potencjat tego ruchu ma postac

@ =ax+Clinr,

gdzie r=x? +y? .

Rys. 2.17. Dipol ptaski

Rys. 2.18. Superpozycja przeptywow: a) przeptyw réwnolegty i zrddto,
b) ruch réwnolegty i para: zrodto—upust, c) przeptyw réwnolegty i dipol

Ruch réwnolegly i para zrodto—upust opisuja przeptyw pokazany na rysunku
2.18b. Potencjat takiego ruchu jest nastepujacy
@ =ax+C(Inri—Inry).
Po ztozeniu przeptywu réwnolegtego i dipolu otrzyma sie optyw przekroju koto-
wego (rys. 2.18c). Potencjat tego przeptywu
X
X2 + y2 '

d=ax+C

2.7. RUCH WIROWY PLYNU.
DRUGIE TWIERDZENIE HELMHOLTZA

Przeptyw wirowy jest przypadkiem najogdlniejszej formy ruchu okreslonego
pierwszym twierdzeniem Helmholtza (2.54). Charakteryzuje si¢ tym, ze wektor pred-
kosci katowej chwilowego obrotu jest rozny od zera, a zatem @@= 0.
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Ruch wirowy jest okreslony polem wektorowym predkosci katowej chwilowego
obrotu @, zwanym polem wirowym. Z polem wirowym tacza si¢ pojecia linii wirowej

i rurki wirowej.

Linig wirowg nazywa sig lini¢ pola wektorowego rotacji. Poniewaz

Rys. 2.19. Linia pola wektorowego
rotacji predkosci

rotv=2m=W, (2.72)
jest ona linia, do ktorej w kazdym jej punkcie styczny
jest wektor wirowosci (rys. 2.19).

Réwnanie linii wirowej ma postaé W x dr = 0%
lub

o _dy _ oz (2.73)

Podobnie jak linie pradu tworza powierzchnie
pradu, linie wirowe tworza powierzchnie wirowg.
Jezeli przez kazdy punkt krzywej zamknigtej po-
prowadzi sie linie wirowe, to linie te utworza rurke
wirowg (rys. 2.20). W przypadku nieskonczenie ma-
tego pola przekroju rurki wirowej nazywa sie ja ele-
mentarng rurkg wirowg lub wi6knem wirowym.

Rurke wirowa wraz z liniami wirowymi znajdujacymi Si¢ wewnatrz niej nazywa si¢
strugg wirowg. Jezeli krzywa jest zamknieta nieskonczenie matym konturem, linie
wirowe przechodzace przez ten kontur tworza elementarng struge wirowg (rys. 2.21).

Ne===

\ / dA;

Rys. 2.20. Rurka wirowa

Strumieniem wiru nazywa

Rys. 2.21. Elementarna struga wirowa

sie strumien wektora wiru przechodzacy przez po-

wierzchnig A. Jest to catka z iloczynu skalarnego wektora wiru W i zorientowanego

wycinka pola przekroju dA (rys. 2.22).
Elementarny strumien wiru
dgw=Wn dA =W cos a dA. (2.74)

Vdr=dxi +dyj +dzk = (dx, dy, dz), |dr|=ds.
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W przypadku dowolnej powierzchni skonczonej A, strumien wektora wiru przez te
powierzchnie

Gy = jvvn dA. (2.75)
A

Zgodnie z twierdzeniem Gaussa—Ostrogradskiego

IWndA=IdideV. (2.76)
A \%

Omdéwimy teraz drugie twierdzenie Helmholtza, ktére mowi,
ze strumier wiru w cieczy doskonafej zachowuje niezmienng war-
tos¢ wzd{uz cafej dfugosci strugi wirowej.

W celu jego udowodnienia zauwazmy, ze — zgodnie z (2.76)
— strumien wiru

Oy :IdideV_
\%

Rys. 2.22. llustracja pojecia elementarnego strumienia wirowosci

Pochodne czastkowe wspotrzednych W,, W, W, wektora wiru (wzor (2.57)) kolej-
no po X, Y, Z sa nastepujace
oW, _ p%v, d’v,
ox  Oyox  O10x’

oWy _ 2%v,  2%v, 2.77)
oy 018y  Oxdy' '

oW, _ A v, v

Z X

o1 Oxd1  Syor

Po dodaniu ich stronami otrzymuje sie

oW
Wy y Ty W, =g (2.78)
X oy oz

lub — poniewaz W =rot v —
div (rot v) = 0. (2.79)
Oznacza to, ze w ustalonym ruchu wirowym dywergencja (rozbieznos¢ linii wiro-

wych) w catym obszarze ptynu réwna jest zeru, a zatem strumiez wiru pozostaje staty.
Stanowi to tre$¢ drugiego twierdzenia Helmholtza.
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W szczegblnym przypadku dla elementarnej rurki wirowej twierdzenie to przyj-
muje posta¢
W dA = const. (2.80)

Zwiazek (2.80) mowi, ze strumien wirowosci przez dowolny przekroj elementar-
nej rurki wirowej jest staty. Dla rurki o przekroju skonczonym natomiast

W A = const, (2.81)

stad wniosek, ze srednia wartos¢ wirowosci W jest odwrotnie proporcjonalna do pola
powierzchni przekroju poprzecznego.

Z zastosowania drugiego twierdzenia Helmholtza do p6l predkosci ptynu wynikaja
nastepujace wnioski:

» przekroj strugi wirowej nie moze sta¢ sie zerem w ob-
rebie rozpatrywanego obszaru ptynu (wowczas W — o),
azatem strugi wirowe tworza pierscienie zamknigte
w obszarze ptynu,

» W postaci niezamknietej strugi wirowe wystepuja je-
dynie przy zetknieciu z powierzchniami ograniczajacymi
obszar ptynu (rys. 2.23).

Rys. 2.23. Interpretacja drugiego twierdzenia Helmholtza




3. PODSTAWOWE ROWNANIA
MECHANIKI PLYNOW

3.1. ZASADA ZACHOWANIA MASY

3.1.1. OGOLNA POSTAC ROWNANIA CIAGLOSCI

Zgodnie z zasada zachowania masy, w zadnym punkcie pola masa nie moze sie
tworzy¢ ani znikac¢. W ptynie niescisliwym (p = const) tylko takie pole predkosci be-
dzie spelnialo te zasade, w ktorym w kazdej chwili do obszaru ograniczonego po-
wierzchnig kontrolng bedzie wpfywafo tyle piynu, ile w tej samej chwili wypfywa.
Warunek ten jest zatem identyczny dla przeptywdw ustalonych i nieustalonych. Pod-
czas przeptywu ptynu $cisliwego (o = const) w ruchu ustalonym musi by¢é zachowa-

ny powyzszy warunek, bo masa zawarta we-
wnatrz powierzchni kontrolnej jest niezmienna
w czasie. W przepltywie nieustalonym, z upty-
wem czasu gegstos¢ moze ulega¢ lokalnym
zmianom, co Mmoze wywota¢ zmiane masy pty-
nu objetej powierzchnia kontrolna.

W przestrzeni wypetnionej poruszajacym
si¢ ptynem wyodrgbnijmy obszar o objgtosci V
ograniczony powierzchnia kontrolng A (rys.
3.1) o normalnej zewngtrznej n w punkcie M.

Zmiana masy w objetosci V moze by¢ wy-
wotana:

» doptywem poprzez $ciane powierzchni
kontrolnej,

» lokalna zmiana gestosci.

W czasie dt przez powierzchnie A przeptynie

z

Rys. 3.1. llustracja do zasady zachowania
masy. Obszar przestrzenny V o brzegu A

jpvn dA olt:jpvn dA dt. (3.1)
A A
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W tym samym czasie przyrost masy wywotany zmiana gestosci ptynu w objetosci
V wyniesie

[Z2atav, (3.2)
ot
\
przy czym p = p (X, Y, z, t).
Masa nie moze powstawac ani zanika¢ w obszarze kontrolnym, dlatego bilans do-
pfywu i przyrostu masy musi by¢ rowny zeru, a zatem

ap
— dv + v _dA=0, :
Jat {p . (3.3)

Jest to catkowa posta¢ réwnania wynikajacego z zasady zachowania masy, zwane-
go réwnaniem cigg/osci.

Na mocy twierdzenia Gaussa—Ostrogradskiego druga catka we wzorze (3.3) moze
by¢ przedstawiona w postaci

jpvn dA = .[(pv)n dA = .[div (pv)av .
A A \
Po podstawieniu otrzymuje sie
j(@ +div (pv)] dv =0. (3.4)
g\ ot

Poniewaz catka we wzorze (3.4) ma by¢ rowna zeru dla dowolnie wybranej obje-
tosci V, stad wniosek, ze funkcja podcatkowa musi by¢ réwna zeru w kazdym punkcie
rozpatrywanego obszaru, a wigc

op .
— +d =0 :
S Fav(ov) (3.5)
lub w postaci rozwinietej
ap , 2lpvy) , 2levy)  dlpv,) _ (36)
ot X oy oz

Réwnania (3.5) i (3.6) sa rézniczkowg postacig rownania ciggfosci.
Po wykonaniu rézniczkowania otrzyma sie réwnanie (3.5) w postaci

%+vgradp + pdivv =0, 3.7

a nastepnie, po uwzglednieniu pojecia pochodnej substancjalnej (2.16), otrzymuje sie

‘;—’: + pdivv =0. (3.8)
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Jezeli ruch jest ustalony, to réwnanie ciagtosci (3.5) uprosci sie do postaci

div (pv) =0. (3.9)
Dla ptynu niescisliwego (p = const) rownanie to przybiera posta¢
divv=0. (3.10)

W ruchu potencjalnym ptynu, kiedy istnieje potencjat predkosci @, rownanie cia-
gtosci ptynu niescisliwego przybiera postaé
oD PP 0%
+ +

=V:p=0. 3.11
Ox? oy? 01° (3.11)

Jak widag¢, tylko takie potencjaty predkosci moga przedstawiaé przeptywy ciagte
ptyndw niescisliwych, ktore spetniaja rownanie Laplace’a. Odwrotnie, kazda funkcja
spetniajaca réwnanie Laplace’a przedstawia potencjat jakiegos pola predkosci ptynu
niescisliwego z zachowaniem postulatu ciagtosci.

3.1.2. ROWNANIE CIAGLOSCI RUCHU JEDNOWYMIAROWEGO
Wezmy pod uwage cze$¢ strugi zawarta pomiedzy dwoma przekrojami A

i (A+? dsj normalnymi do osi strugi, oddalonymi od siebie o element ds (rys.
S

3.2). Przyjmijmy, ze w obrebie elementu ptynu
0 podstawie A i wysokosci ds predkosci podczas
przejscia od przekroju A do przekroju sasiedniego
zmieniaja si¢ tylko w kierunku ds. Dlatego taki
przeptyw, w ktérym mozna przyjaé, ze predkosé
v (ktéra w strudze nieelementarnej jest predkoscia
srednia) zalezy tylko od jednego wymiaru, nazywa
sig przep/ywem jednowymiarowym.

Rozpatrzmy mase ptynu wplywajaca i wypty-
wajaca z elementu, ograniczonego przekrojami A

i (A+@ ds ]”, w czasie dt.
os

Masa ptynu doptywajacego z predkoscia v Rys. 3.2. Objetos¢ kontrolna

przez przekrdj A w czasie dt wynosi _ ograniczona rurka pradu
i powierzchniami czotowymi

pAVdt,

Y Przez pobocznice elementu ciecz nie przenika, bo tworza ja linie pradu, sktadowe normalne do
nich sa wiec réwne zeru.
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a wyptywajacego z predkoscia (v +0;—\S/ dsj przez przekrdj (A+% dsj w tym

P+ » ds A+@ ds v+é’—V ds | dt.
0s s s

Réznica mas ptynu wptywajacego i wyptywajacego z elementu réwna si¢ przyro-
stowi masy w czasie dt

pAvdi-[p+ Pas| (A+ZP ds | [v+ Y ds|dt= 22 dtads. (3.12)
0s s s ot

Po wykonaniu mnozenia, uproszczeniach i pominieciu wielkosci matych, rzedu
wyzszego od pierwszego, otrzymuje sie
op JA op ov

samym czasie

A—+pv—+Av— +pA—=0 3.13
ot PV 5s os P7 as (3.13)
lub po uwzglednieniu zasady rézniczkowania iloczynu
AP, PPAY) _ 4 (3.14)
ot s
Dla ptynu niescisliwego (p = const) rbwnanie to przybiera posta¢
I(AV) _ 0 (3.15)
s
Rownanie (3.14) mozna zapisa¢ w postaci
AL p2V) | OA (3.16)
ot s ’

W przypadku ruchu ustalonego (zadna wielkos¢ nie zalezy od czasu) réwnania
powyzsze przechodza w nastepujace:
» dla p#ynu scisliwego
p AV =const, (3.17)
» dla p#ynu niescisliwego
A v = const, (3.18)
ktére mozna rowniez napisa¢ w postaci:
» dla p#ynu scisliwego
p1A1V1=p2A2V2, (319)
» dla p#ynu niescisliwego
AiVi=AV,, (320)
gdzie:
vy — predkosé wptywu przez powierzchnie o polu A,
V, — predkos¢ wyptywu przez powierzchnig o polu A;.
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Poniewaz z zasady zachowania masy wynika, ze gestos¢ ptynu nie moze sta¢ sie
zerem, a rownoczesnie predkos$¢ nie moze osiagna¢ wartosci nieskonczenie wielkiej,
zatem z réwnania (3.17) wyptywa nastepujacy wniosek:

Wewngtrz p#ynu scisliwego, poruszajgcego sie ruchem ustalonym, struga nie moze
zaczynac Sie ani koriczyé, a wiec albo jest zamknieta, albo zaczyna sie i koriczy w nie-
skoriczonosci lub na scianach ruchomych ograniczajgcych ten piyn.

3.1.3. STRUMIEN PRZEPLYWU
| PREDKOSC SREDNIA

Z rownan (3.17)-(3.20) wynika, ze w przeptywie ustalonym strumien masy (lub
strumien objetosci ptynu niescisliwego) przeptywajacy w jednostce czasu przez do-
wolny przekréj poprzeczny rurki pradu jest jednakowy.

Woystepujacy w tych réwnaniach iloczyn Av przedstawia objetos¢ ptynu przepty-
wajacego przez pole przekroju A w jednostce czasu. lloczyn ten bedziemy nazywali
strumieniem objetosci (objetosciowym natezeniem przeptywu) — patrz p. 2.3. Jesli
w polu A predkosé nie jest jednakowa®, to strumien objetosci wyniesie

Qy = '[v dA=Av,, (3.21)
A

przy czym wykorzystano tu twierdzenie o wartosci $redniej catki, wprowadzajac poje-
cie predkosci sredniej przeptywu vy,.

Po pomnozeniu strumienia objgtosci przez gestos¢ ptynu otrzymuje sig strumiesn
masy (masowe natezenie przeptywu)

Un = [ PV AA=ADLV,, | (3:22)
A

Predkos¢ srednia mozna wiec obliczy¢ z zaleznosci

vz M= On (3.23)
A P A

Strumien objgtosci lub masy, zwany og6lnie strumieniem przepZywu (dawniej byto
to objetosciowe lub masowe natezenie przeptywu lub krétko natezenie przeptywu),
i srednia predkos¢ przeptywu naleza do najczesciej wystepujacych wielkosci hydro-
mechanicznych. W obliczeniach inzynierskich najczesciej operuje sie wiasnie predko-
Scig $rednia, sprowadzajac ruch w rurach i kanatach do przeptywu jednowymiarowego
i wtedy w p. 3.1.2 predkos¢ v bedzie utozsamiana z vy.

Y Wystepuje nieréwnomierny rozktad predkosci.
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3.2. ZASADA ZACHOWANIA PEDU
3.2.1. OGOLNA POSTAC ZASADY ZACHOWANIA PEDU

Rozpatruje si¢ ruch pewnej masy ptynnej ograniczonej zamknigta powierzchnia
ptynna wycieta (myslowo) z catej jego masy (p. rys. 1.6). Objetos¢ tej masy ptynu
w chwili t niech wynosi V(t), a pole powierzchni, stanowiace brzeg bryty ptynnej,
A(t).

Zgodnie z zasada zachowania pedu: predkos¢ zmiany pedu pfynu zawartego w po-
ruszajqcej sie objetosci V(t) réwna sie wypadkowej si/ zewnetrznych dziafajgcych na
ten p#yn. Przypomnijmy najpierw znane z fizyki réwnania ruchu uktadu wielu punktéw
materialnych zawartych w obszarze V odcigtym od reszty otoczenia powierzchnia A.
Réwnania ruchu jednej (i-tej) czastki mozna zapisa¢ nastepujaco

ma; =P, +> Py, (3.24)
i

gdzie:
Pi, — sita zewnetrzna dziatajaca na i-ta czastke o masie m; i przyspieszenie a;,
Pij — sita wewngtrzna, z jaka j-ta czastka dziata na i-ta.
Wybierzmy teraz czastki, ktdre znajduja si¢ w obszarze V i zsumujmy réwnania
(3.24), ktérych jest tyle, ile czastek zawiera obszar V, wtedy

Zmi g :zpio+zpij : (3.25)
i i i

Zatozmy teraz, ze spetniona jest 11l zasada dynamiki (zasada akcji i reakcji), wte-
dy we wzorze (3.25) znikaja sity oddziatywania czastek lezacych wewnatrz obszaru V,
a powstaja te sity Pj;, ktore odpowiadaja oddziatywaniu czastek spoza obszaru V.
Wracajac do obszaru V(t), ograniczonego powierzchnia ptynna A(t), napiszemy
rownanie ruchu osrodka ciagtego analogiczne do rownania (3.25), ale tutaj sumy zo-
stang zastapione catkami, gdyz zamiast zbioru punktéw materialnych wystepuje osro-
dek ciagty, zatem
j N gy = J.fpdV+ jadA, (3.26)
V(t) dt V(t) A(t)
gdzie:
dv/dt — przyspieszenie elementu o masie pdV,
f i o — jednostkowe sity: masowa i powierzchniowa (p. 1.3).
Elementarna sita powierzchniowa o dA wyraza tutaj oddziatywanie osrodka spoza
obszaru V(t) na element dA powierzchni A(t) otaczajacej badany obszar.
Réwnanie (3.26) przedstawia zasade zachowania pedu w niutonowskiej mechanice
osrodkow ciagtych, ktére orzeka, ze zmiana pedu w czasie jest spowodowana przez
sify masowe i powierzchniowe.
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Do wyprowadzenia réwnania (3.26) mozna zastosowaé réwniez zasade d’Alem-
berta, ktéra wymaga, aby w kazdej chwili suma sit czynnych (masowych oraz po-
wierzchniowych) i sit bezwladnosci byta roéwna zeru. Sita bezwtadnosci wyniesie

j apdyv = j— —pdV (3.27)
V(1) Vv (t)

gdzie a — przyspieszenie masy elementarnej o dV,
po odpowiednich podstawieniach otrzymuje si¢ zatem réwnanie rownowazne wyraze-
niu (3.26)

j—pd—"dv+ j pf dv+ jadA=o. (3.28)
dt
V(t) Vv (t) A(t)
Ale, zgodnie z zaleznoscia (1.30),
jadAs J’ a(n) dA = J’ DivSdV (3.29)
A(t) A(t) V(t)

Po uwzglednieniu tej zaleznosci bedzie najpierw

jp dv - Ipde ijde 0, (3.30)
V(t) V(t) V(t)
a nastepnie
dv
j p— — pf-DivS|dV =0. (3.31)
Vi dt
Stad, wobec prawdziwosci (3.31) dla kazdego V(t), mozna napisa¢
pdd—\t/:p f +DivS (3.32)
lub w postaci rozwinietej
dv o o o
—=pf+ — — o0, + — 3.33
pdt » ﬁxa o”ya o”za (3:33)

W przedstawionych réwnaniach (3.32) oraz (3.33) opisany jest ruch dowolnego
osrodka ciggfego, ktorego rodzaj okresla macierz S tensora naprezen. Za pomoca tych
rownan przedstawiono najogdlniejsza rézniczkowa posta¢ rownania wynikajacego
z zasady zachowania pedu.

3.2.2. ROWNANIE ZACHOWANIA PEDU PLYNU NIELEPKIEGO
| NIESCISLIWEGO (CIECZY DOSKONALE))

Ciecz doskonafa jest niescisliwa i nielepka, a zatem nie wystepuja w niej napreze-
nia styczne (zob. p. 1.4.2). Wobec tego naprezenie & (n) jest normalne do powierzch-
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ni, czyli jest wspotliniowe z wektorem n, ale o kierunku przeciwnym do niego
(p. 1.3.4). Wowczas, dla stanu naprezenia okreslonego zaleznoscia (1.34), rownanie
zachowania pedu ma postaé

p(:;—\:pr — grad p, (3.34)
ktdra jest rGwnaniem ruchu cieczy doskonafej, zwanym réwnaniem Eulera.
Nalezy zwréci¢ uwagg, ze rowniez w nieruchomym ptynie macierz naprgzen jest
w takiej samej postaci, gdyz wtedy takze nie wystepuja naprezenia styczne, ale ponad-
to dv/dt = 0.

3.3. ZASADA ZACHOWANIA MOMENTU PEDU

Do masy osrodka ciagtego zawartej w zamknietej powierzchni ptynnej A(t) (rys.
1.6) zastosujmy zasade zachowania momentu pedu (kretu). MOwi ona, ze predkosé
zmiany momentu pedu réwna sie sumie momentéw wszystkich siZ dziafajgcych na
ciafo.

Zachowujac zasadg akcji i reakcji w odniesieniu do bryty ograniczonej powierzchnia
pltynna, zauwazmy, ze wyrazenia podcatkowe we wzorze (3.26) przedstawiaja kolejno:
predkos¢ zmiany pedu elementarnej masy pdV, elementarng site masowa dziatajaca na
te mase elementarna oraz elementarna site powierzchniowa dziatajaca na element dA
powierzchni ptynnej. Po wektorowym pomnozeniu (lewostronnym) tych wyrazen przez
promien wodzacy R otrzymamy odpowiednie momenty elementarne, dlatego

| Rx p I v (3.35)
o dt

jest predkoscia zmiany momentu pedu bryty ciektej V(t),
ij f pdV (3.36)

vV (t)
to moment sit masowych bryly ciekiej,

j Rxa dA (3.37)

A(t)

jest momentem sit powierzchniowych.
Zgodnie z zasada zachowania momentu pedu napiszemy

ijxO('j—‘t’dvz [oRx fav + [Rxcda. (3.38)

V(t) V(t) A(t)
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Obliczajac moment sit powierzchniowych, uwzglednimy wzér (1.257) (przy czym
oznaczymy: o(i)=0,, 6(j)=0,, a(k)=0,, 6(n)=0)

J-(R x6)dA= .[ R x (nxax +n,6, + nzaz)dA
A(t) A(t)

= I(nX(Rxax)+ ny(Rxay)-i- nZ(RxGZ))dA.

A(t)

(3.39)

Zauwazmy, ze wektory R x ¢,, R x 6,, R x ¢, mozna przedstawi¢ za pomoca

wektorow bazy i, j, k przyjetego uktadu odniesienia. Otrzymamy wowczas wyrazenia
analogiczne do (1.29) (wystepowaly tam wektory @,, ¢,, 6, oraz ich skiadowe, tu

zas sa one mnozone przez R). Postepujac zatem podobnie jak w (1.29), po zastosowa-
niu wzoru Gaussa (zob. (1.30), (1.31)), a nastepnie wykonaniu rézniczkowania,
otrzymujemy kolejno

I(Rxa)dAz J- (%(Rxax)+%(Rxay)+%(Rxaz)JdV

A() V(1)
0

= I (ﬁxox+ﬁxay+§xchdV+ J- [Rxao.X +Rx %y +Ran-ZJdV
v OX oy oz Vi OX oy oz

= [lixe, +jxa, +kxa,)av + [(RxDivs)av, (3.40)
V(t) V(t)
gdyz

0 0/ . . . 0 0/ . . .

— R = —(xi + +zk)=1i, —R=—(xi+ +zk) =],

o ~ Xy s zk) Y — (i yj+zk) =

0 0/ . .

— R = —(xi+ + zk) =k.

pe iy zk)

Po uwzglednieniu wzoru (3.40) napiszemy w miegjsce (3.38)
dv . . .
| (Rx[p— ~pf- Dlvs} ~ (ixo, +jxo, + kxaz)jdv = 0. (3.41)
v dt
Na mocy (3.32) wyrazenie w nawiasie kwadratowym jest zerem, czyli
ixe, +jxo, + kxe, =0, (3.42)
skad, po uwzglednieniu (1.25") i wymnozeniu,
(koy — o) + (= koy, + ioy,) + (jon— ioy) = 0. (3.43)
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Na podstawie zas definicji rownosci wektoréw

Oy =0 o

yx1 yz zy (344)
CO 0znhacza, ze macierz (1.27) jest symetryczna i moéwimy wéwczas, ze tensor napre-
zen jest symetryczny. DowiedlisSmy zatem, ze — przy zachowaniu réwnania ruchu
(3.32) — z zasady zachowania momentu pedu wynika symetria tensora naprezen. Moz-
na rowniez udowodni¢ twierdzenie odwrotne: z symetrii tensora naprgzen, spetnienia
réwnania ciagtosci (3.5) i rownania ruchu (3.32), wynika, ze zasada zachowania mo-
mentu pedu jest prawdziwa.

xxv = Opr Oy =0

3.4. ZASADA ZACHOWANIA ENERGII

3.4.1. OGOLNA POSTAC ZASADY ZACHOWANIA
ENERGII CALKOWITEJ

Energia przypadajaca na jednostke masy jest suma energii kinetycznej v/2 oraz
energii wewnetrznej e.
Energia cakowita ptynu zawartego w obszarze ptynnym V(t) jest zatem w danej

chwili réwna
V2
jp - eldv. (3.45)

V()

Zmiana tej energii w czasie moze nastapi¢ na skutek dziatania sit zewnetrznych
(powierzchniowych i masowych) podczas przemieszczania sie obszaru ptynnego oraz
wskutek doprowadzenia z zewnatrz do obszaru energii cieplnej (np. przez przewodnic-
two cieplne).

Praca sit zewnetrznych w czasie dt bedzie rowna

javdA+ jpfvdv dt . (3.46)
A(t) V(t)
Energia cieplna doprowadzona do powierzchni A(t) w tym czasie
{ [(2gradT)n dA} dt, (3.47)
A(t)

gdzie:
T — temperatura ptynu,
A — przewodnos¢ cieplna.
Zasade zachowania energii mozna wiec zapisa¢ nastepujaco

2
di p(% +eJdV: j ov dA+ jp fvdv+ j(/lgradT)ndA. (3.48)
t V(1) A(t) V(1) A(t)
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Przeksztat¢my poszczegdlne catki wystepujace w réwnaniu (3.48)
d (vz J d (vz J dp . v?
— | p| —=—+eldV=| p—| —+e|dV + — + pdivv || —+e|dV,
a po uwzglednieniu wzoru (3.8)
d v? d(v?
— — +e|dV = —|— +e|dV. 3.49
dtjp(Z j Ipdt(z J (349)
V(t) V(1)

Korzystajac z twierdzenia Gaussa—Ostrogradskiego, zamienmy catki powierzch-
niowe na objetosciowe (uwzgledniajac zaleznosc (1.28))

jav dA= J’s nv dA= jDiv(Sv)dv, (3.50)
At) A(t) V(t)

[(2gradT)ndA= [Div(2gradT)av. (3.51)
A(t) V(t)

Réwnanie zachowania energii (3.48) da sie zatem sprowadzi¢ do postaci

2
.[ {p%(\%w]—mv(s v)- p fv-Div(4gradT) |dV =0, (352
V(t)

z czego wynika, ze funkcja podcatkowa (w nawiasie kwadratowym) powinna by¢
réwna zeru w kazdym punkcie rozpatrywanego obszaru (ze wzgledu na dowolnosé
obszaru catkowania), a zatem

2
p%[\%wJ:Div(S v )+ p fv+Div(igradT). (3.53)

Jest to rézniczkowa forma réwnania wynikajgcego z zasady zachowania energii
catkowitej.

3.4.2. ROWNANIE ZACHOWANIA ENERGI|I
PLYNU NIELEPKIEGO I NIEPRZEWODZACEGO CIEPLA

Wyprowadzimy dwie szczegblne postacie rdwnania (3.53) wyrazajace zasade za-
chowania energii, odpowiednio: gazu doskonatego i cieczy doskonatej. Dla gazu dosko-
natego w sensie termodynamicznym, tzn. spetniajacego rownanie stanu (Clapeyrona),

e=cyT, Cy =const, (3.54)
gdzie:
cy — ciepto wihasciwe w statej objgtosci,
T - temperatura gazu.
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W przypadku cieczy doskonatej bedziemy zaktadac te sama, co dla gazu doskona-
tego, zaleznos¢ (3.54) dotyczaca energii wewnetrznej. Gdy zatozy sie, ze ptyn jest
nielepki i nie przewodzi ciepta oraz uwzgledni sie zaleznos¢ (3.54), réwnanie zacho-
wania energii (3.53) przyjmie posta¢

d(v? .
P 7+c\,T =Div(p v)+p fv. (3.55)

Zauwazmy, ze
div(pv)=pdivv +vgradp

oraz

a po uwzglednieniu zaleznosci (3.8)

d(p dp .
—|—|=— +pdivv.
pdt(pJ at P

Whynika stad, ze

. d{p dp op
—div(pv)+p—|—|=— —vgradp= —. 3.56
(pv) pdt(pj at grad p ot (3.56)
Réwnanie energii mozna zatem przedstawi¢ w postaci
d (v? p ap
— | — 4+, T+ —|=pfv- I, 3.57
P ( > T p] p ot (3.57)

Jesli zatozymy, ze energia wewnetrzna elementu cieczy nielepkiej i nieprzewo-
dzacej ciepta jest niezmienna

— (¢, T)=0, 3.58
- @T) (358)
to rownanie (3.57) przyjmie postaé
d (v p op
— | —+=|=pfv- —. 3.59
Pt ( 2 pj ? ot (359)

W przypadku gazu doskonatego (w sensie termodynamicznym), ale nielepkiego
i nieprzewodzacego ciepta, energia wewnetrzna elementu gazu moze ulega¢ zmianom.
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Zmiany te sa wywotane praca sit powierzchniowych pochodzacych od cisnienia i uwa-
runkowane $cisliwoscia gazu, a zatem
a4
dt

Po wprowadzeniu entalpii gazu

(c,T) = 0. (3.60)

i=c,T+ %, (3.61)

2
p%[\/7+i}=pfv——p. (3.62)



4. STATYKA PLYNOW

4.1. ROWNOWAGA PL.YNU

Statyka ptynéw to dziat mechaniki ptyndw obejmujacy prawa réwnowagi ptynow
znajdujacych si¢ w spoczynku oraz zagadnienia praktycznego zastosowania tych
praw.

Roéwnowaga ptynu moze mie¢ charakter bezwzgledny i wzgledny. W obu przypad-
kach poszczeg6lne elementy ptynu nie zmieniaja swego potozenia wzgledem
siebie i wzgledem otaczajacych $cian. W przypadku réwnowagi bezwzglednej nie
zmieniaja rowniez swego potozenia wzgledem Ziemi.

4.1.1. WARUNKI ROWNOWAGI PLYNOW. PRAWO PASCALA

Réwnanie réwnowagi ptynu otrzymuje si¢ bezposrednio z réwnan ruchu (3.33) lub
(3.34) po uwzglednieniu, ze w rozpatrywanych zagadnieniach predkosé¢ jest réwna
zeru (v = 0), a pozostate wielkosci nie zaleza od czasu (0H/Jt = 0).

Réwnanie réwnowagi ptynu przyjmuje zatem postac¢

pf =gradp 4.2)
lub w formie trzech réwnan
op o op
X=== Y=-%-, Z=—. 4.2
r» 1224 oy r oz (4.2

Réwnanie to jest podstawowym réwnaniem réwnowagi pZyndw i nosi nazwe row-
nania rownowagi Eulera.

Mnozac poszczeg6lne réwnania uktadu (4.2) kolejno przez dx, dy, dz i dodajac
stronami, otrzymamy

_op op op
Xdx+Ydy+Zdz)= — dx+ — dy+ —/— dz.
P y ) x P A

Poniewaz cisnienie nie zalezy od czasu, prawa strona tego réwnania jest zatem
rézniczka zupetna funkcji p = p(x, vy, 2):
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@dx+@dy+@dzl
X z

dp =
P oy %

czyli
dp=p(Xdx+Ydy+Zdz). (4.3)

Jest to tak zwane podstawowe réwnanie hydrostatyki, okreslajace zaleznos¢ mie-
dzy cisnieniem i jednostkowymi sitami masowymi dziatajacymi na ptyn znajdujacy
sie w spoczynku. Gdy na ptyn nie dziataja sity masowe, z réwnania rownowagi (4.2)
wynika, ze

f=0 = gradp=0 = p=const, (4.4)

a zatem
gdyby na p#yn dziafaly wylqcznie sily powierzchniowe, cisnienie miafoby wowczas
jednakowgq wartos¢ w kazdym punkcie pfynu.

Stanowi to tres¢ prawa Pascala, zwanego prawem réwnomiernego rozchodzenia
Sie cisnienia w pfynie.

Brak sit masowych oznacza, ze ptyn jest niewazki. Ten warunek w polu sit ciez-
kosci spetniaja w przyblizeniu gazy i wszystkie ptyny w stanie niewazkosci. Prawo
Pascala stosuje sie rowniez w przyblizeniu do ptynéw znajdujacych sie pod dziata-
niem pola sit masowych, jezeli sa one pomijalnie mate w poréwnaniu z sitami po-
chodzacymi od cisnien. Warunki te zachodza w urzadzeniach zawierajacych ptyny
pod duzymi cisnieniami (sprezarki ttokowe, akumulatory wodne, prasy hydraulicz-
ne itp.).

Podczas rozwiazywania podstawowego réwnania hydrostatyki (4.3), oprocz okre-
slonych warunkdéw brzegowych, nalezy wzia¢ pod uwage réwnanie stanu ptynu

p=p(/pT) (4.5)

opisujace zmiane gestosci w zaleznosci od cisnienia i temperatury.

Okreslenie zwiazku miedzy cisnieniem i jednostkowymi sitami masowymi jest
jednym z dwu charakterystycznych zagadnien statyki ptynéw. Drugim jest znalezienie
réwnania powierzchni izobarycznej

p=const = dp=0,
rownanie rozniczkowe powierzchni izobarycznej ma wigc posta¢
Xdx+Ydy+Zdz=0. (4.6)

Lewa strona tego réwnania jest iloczynem skalarnym wektorow f = (X, Y, Z)
i dr = (dx, dy, dz), wobec tego wynika z niego, ze wektor sity masowej, w kazdym
punkcie obszaru ptynnego, jest prostopadty do powierzchni izobarycznej przechodza-
cej przez ten punkt. Powierzchnie izobaryczne w jednorodnym polu sit masowych sa
wigc ptaszczyznami.
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4.1.2. ROWNOWAGA W POTENCJALNYM POLU
SIL MASOWYCH

Jezeli lewa strona réwnania (4.3) jest rozniczka zupetna, to wyrazenie w nawiasie
po prawej stronie tego rownania rowniez jest rozniczka zupetna pewnej funkcji U
wspotrzednych przestrzennych, a wiec

Xdx+Ydy+Zdz=-dU, 4.7
z czego wynika, ze
X:_a_u, Y:_ﬁ_U’ Z:_é’_u_ (48)
X oy oz

Funkcje U spetniajaca te warunki nazywamy potencjafem siZ masowych.
Po podstawieniu zaleznosci (4.7) do réwnania rownowagi (4.3) otrzymamy

dp=- pdu. (4.9)

Wobec tego réwnowaga ptynu jest mozliwa tylko w potencjalnym polu sit.
Z réwnania powierzchni izobarycznych wynika

dp=0 = du=0 = U=const,

powierzchnia izobaryczna jest zatem zarazem powierzchnig jednakowego potencja‘u
(powierzchnia ekwipotencjalna).

Powierzchnie ekwipotencjalne charakteryzuja sie rowniez stata gestoscia, a zatem
sa powierzchniami izosterycznymi w ptynach $cisliwych. Gestos¢ bowiem mozna
okresli¢ z rownania (4.9)

dp
_ |9y 4.10
P ‘du (4.10)

z ktérego wynika, ze gestos¢ w ptynie scisliwym jest funkcja potencjatu sit masowych U,
a zatem gestos¢ ptynu bedzie jednakowa na powierzchni U = const. Ma to istotne zna-
czenie, gdyz niespetnienie tego warunku $wiadczy o braku réwnowagi ptynu. Wypty-
wa stad wniosek, ze powierzchnie rozdziatlu dwu nie mieszajacych sig¢ cieczy
0 roznych gestosciach sa powierzchniami ekwipotencjalnymi.

4.1.3. ROWNOWAGA CIECZY
W ZIEMSKIM POLU GRAWITACYJNYM

Rozpatrzmy réwnowage cieczy w ziemskim polu grawitacyjnym. Ciecz ta wypet-
nia ograniczona przestrzen o wymiarach matych w poréwnaniu z promieniem Ziemi.
Pole grawitacyjne mozna w takim przypadku uwaza¢ za jednorodne, a linie tego pola
za rownolegte i pionowe.
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I

W prostokatnym uktadzie wspdirzednych, zorien-
towanym w ten sposdb, ze ptaszczyzna Oxy jest pozio-
ma, a 0§ z skierowana pionowo w dot (rys. 4.1), N
wspdtrzedne jednostkowej sity masowej sa nastepujace:

Zy

X=0, Y=0, Z=q. (4.11) 4y My o
Po podstawieniu tych wartosci do réwnania po- T
wierzchni izobarycznej (4.6) otrzymamy z) g

gdz=0 = dz=0 = z=C (4.12) Rys. 4.1. Ciecz w ziemskim polu

Wynika stad, ze powierzchnie izobaryczne sa ptasz- grawitacyjnym
Czyznami poziomymi.

Jedna z powierzchni izobarycznych jest powierzchnia zetknigcia cieczy i gazu, na-
zywana powierzchnig swobodng lub zwierciad/em cieczy, ktdrej réwnanie ma postaé

Z =12, (4.13)
Rozktad cisnienia w cieczy wyznaczymy po podstawieniu warunkoéw (4.11) do
rownania (4.3)
dp=pgdz (4.14)
Po scatkowaniu tego réwnania, przy zatozeniu niescisliwosci cieczy (o = const),
otrzymamy
p=pgz+C. (4.15)

Stata catkowania wynika z warunku, ze na powierzchni swobodnej (z = z) panuje
cisnienie p = po, skad

C=po—p92.
Cisnienie w dowolnym punkcie M
P=pot+pdz-20)=po+pgh (4.16)"

Rdéznica z — 2o = h jest gtebokoscia zanurzenia punktu M, a zatem cisnienie w do-
wolnym punkcie cieczy réwna sie cisnieniu na powierzchni swobodnej, powiekszone-
mu o cisnienie sfupa cieczy o wysokosci odpowiadajqcej gfebokosci zanurzenia tego
punktu.

Rdéznice cisnien

P-po=pgh (4.17)
nazywamy cisnieniem hydrostatycznym.

Y Zauwazmy, ze prawo Pascala (4.4) podane w formie warunkowej mozna zapisa¢ w postaci ogél-

niejszej po przeksztatceniu wzoru (4.16): po = p — pgh i wtedy r6znica migdzy cisnieniem i cisnieniem
hydrostatycznym w nieruchomej cieczy ma wartos¢ stata, wynoszaca p.
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Cisnienie hydrostatyczne w jednorodnym polu grawitacyjnym jest wiec liniowa
funkcja gtebokosci zanurzenia pod zwierciadtem cieczy.
Po przeksztatceniu wzoru (4.17) otrzymamy

PP _y (4.18)
PrY

a zatem wysokos¢ cisnienia hydrostatycznego jest rowna gfebokosci. Wynika stad, ze
w punktach pofozonych na jednakowej gfebokosci panuje jednakowe cisnienie.

Réwnanie (4.14) scatkowano przy zatozeniu, ze p = const. Stosowalnos¢ otrzyma-
nych zaleznos$ci jest wiec ograniczona do jednej warstwy cieczy o statej gestosci.

W przypadku przestrzeni wypetnionych kilkoma warstwami cieczy nie mieszaja-
cych sie, 0 gestosciach spetniajacych warunek

< p<.<p<..
catkowanie rownania (4.14) przeprowadzamy dla kazdej warstwy oddzielnie, a state
catkowania dla kolejnych rozwiazan wyznaczamy z warunkéw na powierzchniach
rozdziatu dwu cieczy. W wyniku otrzymujemy

P=potpghi+..+pghi+..+p0z, (4.19)
lub

n-1
P=po+ D p Ol +mgz, (4.20)
i=1
gdzie:
h; — catkowita grubos¢ warstwy,
Z, — glebokosé¢ zanurzenia w n-tej warstwie.
Wysoko$¢ cisnienia hydrostatycznego jest czesto odnoszona do gestosci wody,
a wiec

P=PBo Ay +Pips  +Pog (4.21)
pwg pW pW pW

Zalezno$¢ (4.20) stanowi podstawg do sporzadzania wykresow cisnien, obrazuja-
cych rozktad cisnienia wzdtuz osi pionowej z (rys. 4.2). Kat nachylenia linii wykresu
rosnie wraz z gestoscia cieczy. Jak wynika z wzoru (4.21), w najogdlniejszym przy-
padku wykres wysokosci cisnienia jest linig famana sktadajaca sie z odcinkdéw pro-
stych o wspdtczynnikach kierunkowych okreslonych stosunkiem o/ga,. Na rysunku
4.3 przedstawiono przykiad rozktadu wysokosci cisnienia wywieranego na sciane
zbiornika wypelnionego dwoma nie mieszajacymi sie cieczami o gestosciach spetnia-
jacych warunek

PL< 2.
Katy nachylenia poszczeg6lnych odcinkdw okreslaja zaleznosci:

ap=arctg (o/pw),  ax=arctg (o pw)-
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Rys. 4.3. Rozktad cisnienia wywieranego
na §cianeg zbiornika wypetnionego dwiema
nie mieszajacymi sig cieczami

Rys. 4.2. Rozktad cisnienia w cieczy jednorodnej
znajdujacej si¢ w ziemskim polu
grawitacyjnym

4.1.4. ROWNOWAGA CIECZY W NACZYNIACH POLACZONYCH

Naczyniami pofqgczonymi nazywamy dwa lub wiecej naczyn potaczonych ze soba
przewodem lub przewodami. Przekroje naczyn powinny by¢ tak duze, by sity adhe-
zyjne, dziatajace miedzy ich scianami przewoddw a czastkami cieczy, nie odgrywaty
wyczuwalnej roli.

Rozpatrzymy kilka przypadkéw réwnowagi cieczy w naczyniach potaczonych.
Najprostszym przypadkiem jest naczynie potaczone otwarte, w ktérym znajduje sie
ciecz jednorodna (rys. 4.4). Poziom cieczy w naczyniach znajduje sie na tej samej
wysokosci, poniewaz powierzchnie izobaryczne sa ptaszczyznami poziomymi.

2;=7,

Rys. 4.4. Naczynia potaczone otwarte Rys. 4.5. Naczynia potaczone zamknigte

Gdy ciecz jednorodna znajduje si¢ w zamknigtych naczyniach potaczonych (rys.
4.5), wéwczas poziom cieczy zalezy od cisnien na powierzchniach swobodnych. Cis-

nienie na dowolnym poziomie wynosi

Pa=p1+ 007, Ps=PpP2t,p0Q02. (4.22)
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Poniewaz cisnienie pa = pg, réznice cisnien panujacych na powierzchniach swo-
bodnych mierzymy réznica pozioméw cieczy w naczyniach

P1—P2=pg (22— 2). (4.23)

Jezeli otwarte naczynia potaczone zawieraja dwie roz-
norodne, nie mieszajace sie ciecze o gestosciach p; > o, t0
powierzchnie swobodne tych cieczy znajduja sie na
roznych poziomach (rys. 4.6). Prawo wynikajace z zalez-
nosci (4.17) i (4.18), méwiace, ze w punktach potozonych
na jednakowej gtebokosci panuje jednakowe cisnienie,
nalezy w przypadku naczyn potaczonych uscislic.

Uscislone brzmienie tego prawa, noszacego nazwg

Rys. 4.6. Rownowaga dwech ~ Prawa naczyr polgczonych, jest nastepujace:

cieczy nie mieszajacychsic W punktach nalezqcych do jednej i tej samej nieprzerwanej

w naczyniach potaczonych  masy ciek/ej i znajdujgcych sie na tej samej pfaszczyznie
poziomej panuje jednakowe cisnienie.

Powierzchnia ekwipotencjalna izobaryczna wspdlna w obu naczyniach bedzie
ptaszczyzna zetknigcia si¢ obu cieczy oraz wszystkie ptaszczyzny lezace ponizej,
poniewaz przechodza one przez te sama ciecz jednorodna, a zatem pa = ps, czyli

Po+ 01921=Pp+ g2, Stad

Z;

z
h =P (4.24)
Z; PL

a wigc w naczyniach potaczonych stosunek wysokosci stupdw dwu nie mieszajacych

sie z soba cieczy ponad ptaszczyzna ich zetkniecia jest rowny odwrotnemu stosunkowi

ich gestosci.

4.1.5. ZASADA POMIARU CISNIEN STATYCZNYCH.
MANOMETRY CIECZOWE

Prawo réwnowagi cieczy w naczyniach potaczonych jest stosowane do pomiaru
cisnien za pomoca manometrow hydrostatycznych (cieczowych). Manometry cieczo-
we budowane sa najczgsciej w ksztatcie litery U z przezroczystych rurek o niezbyt
matych srednicach. Cechuje je prosta konstrukcja i dobra doktadnos¢ pomiarow.
Gl6wna zaleta manometrow hydrostatycznych jest to, ze nie trzeba ich wzorcowac.
Mierzone cisnienia sa obliczane na podstawie praw fizycznych i rownan matematycz-
nych. Za pomoca manometréw cieczowych mozna mierzy¢ cisnienie bezwzgledne
oraz cisnienia wzgledne (nadcisnienia i podcisnienia).

1. Zasada pomiaru cisnien bezwzglednych
Jezeli jedna z rurek manometru U (rys. 4.7) jest tak potaczona z atmosfera, ze panuje
w niej cisnienie atmosferyczne p; = py, a druga jest rurka zamknieta, wypetniona para
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nasycona cieczy manometrycznej pod cisnieniem p,, to po zastosowaniu rownania (4.16)
dla ptaszczyzny przechodzacej przez dolna powierzchnie swobodna cieczy otrzymujemy
Pb=pQgZ-P2 (4.25)
Wysoko$¢ z stupa cieczy wypelniajacej manometr (najczesciej rteci) jest wysoko-
Scig cisnienia atmosferycznego, pod warunkiem, ze p, =~ 0.
Manometr stuzacy do pomiaru cisnienia atmosferycznego nosi nazwe barometru.
Jezeli lewe ramie nie bedzie potaczone z atmosfera, to wysokos¢ z jest wysokoscia
cisnienia bezwzglednego.

2. Zasada pomiaru cisnien wzglednych

Zatozmy, ze ramiona manometru wykonanego w ksztaicie litery U, napetnionego
ciecza manometryczng o gestosci pm, Sa potaczone ze zbiornikami zawierajacymi ciecz
0 gestosci p. Po potaczeniu manometru z obszarem mierzonych cisnien ustali si¢ stan
rownowagi jak na rysunku 4.8. Zgodnie z prawem naczyn potaczonych pa = pg, czyli

PrtpmgzZi=p2t 92+ pmg Az (4.26)
Jesli zi—z=Az i pp=p=p, 1O
P1—P2=Ap=(om—p) g Az (4.26")
p,~0 p,~0

TN

U L BN

Rys. 4.7. Schematy barometru Rys. 4.8. Schemat manometru
réznicowego dwuramiennego

Miara roznicy cisnien w takim manometrze jest réznica wysokosci stupow cieczy
manometrycznej w jego ramionach — stad nazwa przyrzadu manometr réznicowy
dwuramienny.

Jezeli jedno z ramion manometru jest potaczone z atmosfera, to na podstawie row-
nania (4.26) mozna wyznaczy¢ cisnienie wzgledne w jednym ze zbiornikdéw. Gdy jest
ono wieksze od atmosferycznego, nazywamy je nadcisnieniem, jesli zas nizsze — pod-
cisnieniem.
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Jezeli pn, >> p, tzn. kiedy zbiorniki wypelnia gaz, to
AP = pn g AL (4.27)

Zaleta manometréw wykonanych w ksztatcie litery U jest prostota konstrukcji.
Zamiast manometréow dwuramiennych stosowane sa manometry jednoramienne,
w ktorych jedna z rurek manometru U jest zastapiona naczyniem o duzym przekroju
w poréwnaniu z wewnetrznym przekrojem rurki (rys. 4.9). Postugujac si¢ takim ma-
nometrem, odczytujemy diugos¢ stupa cieczy tylko w rurce i obliczamy réznice ci-
$nien z zaleznosci (4.26)Y

Ap=9(py—p)(2+A2)= gpm(l—i] [1{%)2]2- (4.28)

m

Py P, Rys. 4.9. Schemat manometru jednoramiennego (naczyniowego)

W pomiarach technicznych, gdy stosunek srednicy
naczynia D do srednicy rurki d jest dostatecznie duzy

N[ ((d/D)2—>0) i mierzymy réznice cisnied gazéw, mo-
zemy korzysta¢ z uproszczonej zaleznosci

1 H Ap=pngz (4.29)

Do dokfadnych pomiaréw matej rdznicy cisnien
gazéw stosujemy mikromanometr. Najprostszym mi-
kromanometrem jest manometr jednoramienny z pochy-
ta rurka — mikromanometr Recknagla (rys. 4.10).

<

d

Rys. 4.10. Schemat mikromanometru z rurka pochyta

Y Uwzgledniamy, ze Az(rD%4) = z(nd?/4).
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Réznice cisnien, mierzona za pomoca manometru z rurka pochyta, okresla zaleznosé
Ap = pn g (Isin o+ Az),
przy czym, z bilansu objetosci cieczy manometrycznej, otrzymamy

Az:(ifl,
D
Ap=p,9l [sina+(%j J (4.30)

Jezeli (d/D)?/sin a << 1, to Ap = pi gl sin . P,

Dzieki dobraniu odpowiedniego pochylenia rurki
mozemy uzyskaé¢ zadana doktadnos¢ odczytu.

We wszystkich przedstawionych typach mano- H
metrow ciecz manometryczna jest dobierana zaleznie i
od wartosci mierzonych cisnien. Przy duzych cisnie- ) -
niach jest stosowana rte¢, przy matych — ciecz o ges- P,
tosci nieznacznie wiekszej lub mniejszej od wody (np. —

czterochlorek wegla, alkohol). e ] f
Manometry, w ktérych ciecza manometryczna jest N T u

a zatem

ciecz podlegajaca pomiarowi cisnienia nazywamy pie-
zometrami (rys. 4.11). Mierzac wysokos¢ z, stupa
cieczy w piezometrze, obliczymy np. nadwyzke cis-
nienia p; w zbiorniku ponad cisnienie barometryczne  Rys. 4.11. Schemat piezometru
z zaleznosci

==

P1—Po=pg (22— 171). (4.31)

Piezometry sa uzywane do pomiaru niewielkich cisnien wzglednych, poniewaz
stosowanie zbyt dtugiej rurki manometrycznej jest niedogodne.

4.1.6. ROWNOWAGA ATMOSFERY ZIEMSKIEJ

Réwnanie rézniczkowe réwnowagi w polu potencjalnym mozna réwniez stosowac
do ptyndw scisliwych, podlegajacych rownaniu stanu gazu
p=pRT. (4.32)
Rozwazanie to ograniczymy do rozpatrzenia rownowagi ptynu scisliwego, jakim jest
powietrze atmosferyczne znajdujace si¢ w jednorodnym ziemskim polu grawitacyjnym.
W wielu przypadkach, gdy masa gazu zajmuje przestrzen o niewielkiej wysokosci,
mozna jej gesto$¢ przyjaé za stata (o = pp = const). Wdwczas stosuje sie rownanie
(4.14), tzn. ze powietrze moze by¢ traktowane jako osrodek jednorodny zwany atmos-
ferq jednorodng. Nie odnosi sie to jednak do przypadkow, gdy warstwa powietrza ma
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znaczna grubos¢. Roznice cisnien na réznych wysokosciach sa tak duze, ze wskutek
scisliwosci wystapia znaczne roznice gestosci w gornych i dolnych warstwach. Po-
wazna role czesto odgrywaja takze roznice temperatury na réznych wysokosciach.

Wyprowadzimy zaleznosci migdzy cisnieniem p i temperatura T a wzniesieniem z
ponad powierzchnig Ziemi w przypadku nastepujacych modeli:

1. atmosfery jednorodnej (o = const),

2. atmosfery izotermicznej (T = const),

3. atmosfery adiabatycznej (p/p* = const).

Przyjmiemy, ze osie x i y prostokatnego ukitadu wspotrzednych wyznaczaja po-
wierzchnie pozioma, a 0$ z jest skierowana ku gorze, wowczas wspoirzedne jednost-
kowej sity masowej sa nastepujace:

X=0, Y=0, Z=-g. (4.33)
Po podstawieniu tych zaleznosci do rownania (4.3) otrzymamy
dp=-pgdz (4.34)

Jest to rézniczkowe réwnanie rownowagi gazu w ziemskim polu grawitacyjnym.

1. Atmosfera jednorodna; p = const
Po rozwiazaniu réwnania (4.34) z warunkiem brzegowym
Z =1, P = Po,
otrzymamy réwnanie analogiczne do (4.16)
P=Ppo—p9 (-2 (4.35)

Jak wida¢, cisnienie maleje liniowo ze wzrostem wysokosci. Taka zmiana cisnienia
z wysokoscia bedzie wystepowata w dwoch przypadkach:

a) jezeli w pewnym przedziale wysokosci powietrze moze by¢ uwazane za ptyn
niescisliwy,

b) jezeli wraz ze wzrostem wysokosci maleje temperatura; z tym ze temperatura
maleje zgodnie z rbwnaniem przemiany izochorycznej p/RT = p = const, a zatem

T=T, - % (z - z,). (4.36)

2. Atmosfera izotermiczna; T = const, p/p=RT = const
Po uwzglednieniu podanych zaleznosci rézniczkowe réwnanie réwnowagi (4.34)
przyjmuje posta¢

p

dp=- — gdz
p RT g
lub d__ 9y
p RT
Po scatkowaniu
_ g
Inp=- =—1z+C
P RT
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Z warunku brzegowego

(z=2o = p=py)) = C=Inp0+—RgT Zo,
a wiec
p _ g
n—=- = (z - z,) 4.37
n o o (z - z,) (4.37)

Zaleznos¢ ta moze by¢ réwniez przedstawiona w postaci

*i(Z*Zo)

p=p,e RT , (4.38)
z ktdrej wynika, ze ze wzrostem wysokosci cisnienie maleje wykzadniczo i na wysoko-
$Ci (z — zg) — oo cisnienie p — 0.
Jezeli zmiany wysokosci nie sa zbyt duze, czesto zamiast wzoru (4.38) jest stoso-
wany wzér (4.35); popetniany przy tym bitad jest niewielki. Mozemy przekonaé sie
0 tym, rozktadajac zalezno$¢ (4.38) w szereg Taylora

p= po( - Rg_T(Z_ZO)+ % (%jz(z —z,) - % (R%T (z -z, + J

Dwa pierwsze sktadniki sumy szeregu tworza réwnanie o postaci (4.35), a miano-
wicie
— P —
p—po_ﬁ g(Z - Zo)—po _Pog(z - Zo)-

Wobec tego, podczas wyznaczania zmian cisnienia w gazie scisliwym za pomoca
zaleznosci (4.35), popetniany btad bezwzgledny nie przewyzsza trzeciego sktadnika

sumy szeregu
1 g ? 2
Epo(ﬁj (Z - Zo) ,

dlatego bezwymiarowa® réznica miedzy cisnieniem wediug wzoréw (4.35) i (4.38)

spetnia relacje
2
AL < 1[LJ (2 - 2.}
Po  2\RT

Jesli na przyktad dopuscimy w obliczeniu A(p/po) = 1%, to dla powietrza o tempe-
raturze T = 293 K, pod cisnieniem normalnym ( po = 101,3 kPa), do wysokosci

7-z,= 2 a2 BT L 1210m,
Po Q

mozna oblicza¢ rozktad cisnienia w powietrzu za pomoca wzoru (4.35).

Y p/p, to cisnienie bezwymiarowe na wysokosci z — zo.
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Dlatego powszechne stosowanie zaleznosci (4.35) w wielu zagadnieniach technicz-
nych, takich jak: zaopatrzenie w gaz, wentylacja czy ochrona srodowiska, w ktérych
mamy do czynienia ze znacznie mniejszymi wysokosciami, jest w petni uzasadnione.

3. Atmosfera adiabatyczna; p/p* = const
W tym przypadku rézniczkowe réwnanie rbwnowagi (4.34) przyjmuje postac¢

,00 1/x

dp= - WP g dz,

0

apo przekSZtalceniu
-1/k

-1/, —
P dp=-p,p, " gdz
Po rozwiazaniu tego rownania rézniczkowego, z warunkiem

71=12 = P = Po.

otrzymamy
K 1l “1/x K -1/k -1/x
—— P = et gz —— g+ e P 92,
k-1 k-1
a stad
k-1 K
P =Py (1 - . (Z_Zo)j — (4.39)
K Po k-1
lub po uwzglednieniu, ze
iﬁc _ p]./K
Po p
i przeksztatceniach
L£+gz=L&+gzo. (4.40)
k-1 p k=1 p,

Po podstawieniu do réwnania (4.40) zaleznosci wynikajacych z réwnania stanu
gazu

P=pr i Po=py,
P Po
otrzymamy

K K
—— RT+g9z= — RT, +0z,,
1 g PR 9z,

K —
a nastepnie

T=T, - KT_l % (z-2,). (4.41)
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Jest to prawo rozkfadu temperatury w atmosferze adiabatycznej. Jak wida¢, ze
wzrostem wysokosci temperatura liniowo maleje. Warto zwr6ci¢ uwage, ze spadek
temperatury jest wolniejszy niz przy przemianie izochorycznej (p. (4.36)).

Podobnie jak w przypadku atmosfery izotermicznej, przy niezbyt duzych zmia-
nach wysokosci, do wyznaczenia rozktadu cisnienia mozna stosowac zaleznos¢ (4.35).

Bezwymiarowa roznica miedzy wynikami wedtug wzoréw (4.35) i (4.39) spetnia

relacje
2
p 119 2
A < — | = - :
P 2k (RTOJ (2 - 2)
Dla danych jak w p. 2., wysokos¢, przy ktdrej A(p/po) nie przekracza 1%, wynosi
Z—-120~ 1440 m.
1,0

W celu zobrazowania zmiany cisnie- b
nia z wysokoscia, w przypadku rozpatrzo- o
nych modeli atmosfery, na rysunku 4.12 0,9

przedstawiono krzywe p/p, w zaleznosci wg wzoru (4.38)

od wysokosci z nad Ziemia (zo = 0) ob- 0.8 \ ‘ ‘
liczone na podstawie zaleznosci (4.35), wg wzoru (4.39)
(4.38) i (4.39) dla nastepujacych danych: \

» wysoko$¢ odniesienia zo = 0, 0.7
» cisnienie na poziomie odniesienia wg wzoru (4.35

po = 101,3 kPa, 0,6
» gestos¢ powietrza na poziomie od-
niesienia pp = 1,2 kg/m?, 05

» temperatura powietrza na poziomie
odniesienia To = 293 K,

» stata gazowa powietrza O'L(l),o 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0
R =287 Ji(kg K), z, km
» wyktadnik adiabaty x=1,41. Rys. 4.12. Rozktad cisnienia

w atmosferze ziemskiej

4.1.7. ROWNOWAGA WZGLEDNA CIECZY
PODCZAS POSTEPOWEGO | OBROTOWEGO RUCHU NACZYNIA

Rownowagq wzgledng cieczy nazywamy taki przypadek jej ruchu, podczas ktorego
poszczegOlne elementy cieczy sa nieruchome wzgledem siebie i naczynia, czyli cata
masa cieczy wraz z naczyniem porusza sie jak ciato state.

Podstawowymi zagadnieniami wymagajacymi rozwiazania w przypadku réwno-
wagi wzglednej sa:

Y Otrzymuije sig ja po roztozeniu prawej strony réwnania (4.39) w szereg Taylora.
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» okreslenie réwnania powierzchni izobarycznej, w szczeg6lnosci réwnania po-
wierzchni swobodnej,

» wyznaczenie rozktadu cisnienia w catej objetosci cieczy.

Rozpatrzmy trzy przypadki rGwnowagi wzglednej cieczy:

1. w ruchu postgpowym jednostajnie przyspieszonym;

2. w ruchu obrotowym wokot osi pionoweyj;

3. W ruchu obrotowym wokdt osi poziomej, w ktorym przy dostatecznie duzej
predkosci katowej wystepuje stan zblizony do stanu rownowagi wzglednej.

Wymienione zagadnienia rozwiazuje si¢ przez catkowanie réwnan (4.3) i (4.6), po
uprzednim okresleniu wspotrzednych jednostkowej sity masowej dziatajacej na ele-
ment ptynu znajdujacy si¢ w poruszajacym si¢ naczyniu.

1. Postepowy ruch naczynia

Niech naczynie zawierajace ciecz 0 gestosci p porusza sie ruchem postepowym
jednostajnie przyspieszonym z przyspieszeniem a (rys. 4.13).

Uktad wspbtrzednych prostokatnych
przyjeto tak, by ptaszczyzna x0y byta pozio-
ma, a 0$ z skierowana do géry. Rozpatry-
wany uktad znajduje si¢ w polu sit cigzkosci
i bezwtadnosci, sktadowe jednostkowej sity
masowej sa zatem okreslone nastgpujacymi
zaleznosciami

X=-a, Y=0, Z=-g. (442

Z réwnania (4.6) otrzymamy roéwnanie
powierzchni izobarycznej

Rys. 4.13. Ciecz w naczyniu poruszajacym si¢
Z przyspieszeniem a

—adx-gdz=0,
a po scatkowaniu

ax+gz=C. (4.43)
Jest to réwnanie ptaszczyzny nachylonej do poziomu pod katem
a=arc tg (-a/g). (4.44)

Wszystkie powierzchnie ekwipotencjalne sa ptaszczyznami réwnolegtymi do po-
wierzchni swobodnej, a jednostkowa sita masowa f jest do nich prostopadta.

Analogicznie mozna okresli¢ réwnanie powierzchni swobodnej dla dowolnego
kierunku przyspieszenia a i takiego samego kata pochylenia ptaszczyzny, po ktorej
porusza sie zbiornik.

Rozktad cisnienia w rozwazanej objgtosci cieczy obliczymy po podstawieniu za-
leznosci (4.42) do réwnania rownowagi ptynu (4.3)

dp=-p(adx+gdz).
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Po scatkowaniu otrzymamy
p=-plax+g2)+C,
a po uwzglednieniu warunku brzegowego: dla x=0 i z=0, p=py
pP=pp-p@x-g2). (4.45)
Jest to rdwnanie okreslajace cisnienie w dowolnym punkcie M cieczy w naczyniu

poruszajacym sie ze statym przyspieszeniem poziomym a.

2. Obrot wokodt osi pionowej

Niech ciecz znajdujaca sie w naczyniu cylin- 1z
drycznym o promieniu R obraca sie wraz z nim
ruchem jednostajnym z predkoscia katowa @ =

wokot pionowej osi (rys. 4.14). Na dowolny

R
element ptynu dziata jednostkowa sita masowa, r

ktora jest suma wektorowa przyspieszenia ziem-
skiego i odsrodkowego. Wspotrzedne jednostko-
wej sity masowej maja wiec postac:

X=a’x, Y=oy, Z=-g. (4.46)

Réwnanie powierzchni izobarycznej otrzy- !

< e —

. . 777 — M| &®y
mamy z rownania (4.6) — |- AT ™.V
o’ xdx+ o’ ydy—-gdz=0. X @?x lg

Po scatkowaniu
% X2 > yz B Rys. 4.14. _Clecz W naczyniu obracajqcym
> + -gz=C, si¢ wokot osi pionowej
a poniewaz
X +y=r’, (4.47)
wiec ostatecznie
2 .2
wr
, ~ 9% C. (4.48)

Powierzchnie izobaryczne sa paraboloidami obrotowymi o osiach pokrywajacych
sie z osia obrotu naczynia.

Réwnanie powierzchni swobodnej wyznaczymy, dobierajac stata C tak, aby dla
r=0 bylo z=1z5, zatemC=-gz i

(4.49)
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Odlegtos¢ zo wierzchotka paraboloidy od dna naczynia wyznaczymy z warunku
jednakowej objetosci cieczy w spoczynku i w ruchu

R
nthz‘[anzdr.
0

Gdy podstawimy w miejsce z wyrazenie (4.49), wowczas po scatkowaniu otrzy-
mamy

w®R*
R®h=z,R* + :
49
a stad
2 p2
2,=h - o°R
49

Réwnanie powierzchni swobodnej ma zatem ostatecznie postac

2 2
z=h +;’— (rz - R?j (4.50)
g

Cisnienie w dowolnym punkcie wyznaczymy po podstawieniu zaleznosci (4.46)
do réwnania (4.3)

dp = pe? (x dx +ydy)- pgdz.
Po scatkowaniu

i po uwzglednieniu zwiazku (4.47)

2 .2
P=p—— —pgz+ C.
Stata catkowania obliczamy z warunku, ze dla r = 0 i z = z, ciSnienie p = po, stad
C=potpg .
Po podstawieniu otrzymamy rownanie
2 .2

°r

p=p+p——+p(z -2 (4.51)

umozliwiajace obliczenie cisnienia w dowolnym punkcie cieczy.

Widac, ze w plaszczyznie poziomej cisnienie wzrasta proporcjonalnie do kwadra-
tu odleg/osci od osi obrotu, a najwigksza wartos¢ osiaga w ptaszczyznie dna na obwo-
dzie (tzn.dla z=0 i r=R).
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3. Obrot wokot osi poziomej

Niech naczynie cylindryczne o promieniu R wypetnione ciecza obraca sie ze stata
predkoscia katowa @ wokot wiasnej poziomej osi. Na rysunku 4.15a wida¢, ze sita
masowa, dziatajaca na element ptynu umieszczony w punkcie M, zalezy od potozenia
tego punktu i zmienia si¢ okresowo, co 2n/w, przechodzac przez dwa ekstrema — mi-
nimum o wartosci g — @° r i maksimum o wartosci g + @° r. W takim przypadku row-
nowaga wzgledna nie jest mozliwa.

z

Rys. 4.15. Ciecz w naczyniu obracajacym si¢ wokot osi poziomej

Rozpatrzmy jednak chwilowy warunek rownowagi. W dowolnej chwili t na ele-
ment ptynu znajdujacy si¢ w punkcie M dziata jednostkowa sita masowa o wspoétrzed-
nych

X=a’x, Y=0, Z=a’21-9. (4.52)

Po podstawieniu do (4.6) otrzymamy réwnanie powierzchni izobarycznej
@*xdx+(0*z-9)dz=0,

ktore po scatkowaniu przyjmuje postaé

2,2 2,2
0’ x* w1
+ -gz=C 453
> > g (4.53)
lub
X2 +2% - 2—(‘2:]z=C, (4.53")

S
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a po sprowadzeniu do postaci kanonicznej

2
w

2
X2 + (z - ij =c,. (4.53")

Jest to rownanie powierzchni cylindrycznych wspétosiowych, przy czym o$ tych
walcow jest przesunigta wzgledem osi obrotu réwnolegle w gére osi z o odlegtosé g/w?
Odlegtos¢ migdzy osiami jest wytacznie funkcja predkosci katowej @ i wraz ze wzro-
stem predkosci katowej odlegtosé ta maleje. Przy

w0 = glo*—>0

powierzchnie izobaryczne sa walcami o osi pokrywajacej si¢ z osia obrotu naczynia
(rys. 4.15). | tylko w takim przypadku mozna méwi¢ o rownowadze wzglednej w na-
czyniu wirujacym wokot osi poziomej.

Jezeli w?r >> g, to jednostkowa sita masowa dziatajaca na dowolny element
ptynu jest w przyblizeniu réwna przyspieszeniu odsrodkowemu i jest prawie nieza-
lezna od czasu; rozwiazanie réwnania (4.3) z warunkiem brzegowym r = r,
p = pPo Ma wiegc postac

2

p=p, + pa)?(r2 - roz). (4.54)

4.2. NAPOR PLYNOW NA SCIANY NACZYN

Znajac rozktad cisnienia w cieczy bedacej w spoczynku, mozemy okresli¢ sity hy-
drostatyczne dziatajace na $ciane zbiornika zawierajacego ciecz lub tez na powierzchnie
ciata stalego zanurzonego w cieczy. Zagadnienie to w ogdlnym przypadku sprowadza
si¢ do wyznaczenia sity wypadkowej, zwanej dalej naporem hydrostatycznym (jej war-
tosci, kierunku dziatania, wspotrzednych punktu przytozenia), oraz jej momentu.

4.2.1. NAPOR HYDROSTATYCZNY NA SCIANY PLASKIE

Niech ciecz jednorodna o ggstosci p wypetnia naczynie o dowolnych $cianach
ptaskich. W celu wyznaczenia naporu hydrostatycznego na jedna ze $cian tego naczy-
nia bierzemy pod uwage czes¢ sciany o polu A, lezaca na ptaszczyznie nachylonej do
powierzchni swobodnej cieczy pod katem « (rys. 4.16). Przyjmijmy nastepujacy uktad
wspoétrzednych ukosnokatnych: o$ x wzdtuz krawedzi przeciecia sciany z powierzch-
nia swobodna cieczy, 0$ y wzdtuz linii najwiekszego spadku $ciany, 0§ z pionowo
w dét. Obracajac sciang ptaska dookota osi y, wykonamy kiad rozwazanej powierzch-
ni na ptaszczyzng rysunku.

Zat6zmy dla uproszczenia, ze zbiornik jest otwarty, a cisnienie na powierzchni
swobodnej cieczy w zbiorniku i na zewnetrznej, nie zwilzonej ciecza stronie sciany
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zbiornika, jest jednakowe. Cisnienie hydrostatyczne w dowolnym punkcie cieczy,
znajdujacym sie na gtebokosci z, okreslimy z réwnania (4.17)

p=pgz

Rys. 4.16. Nap6r cieczy na sciane ptaska

Modut naporu elementarnego

dN =pgzdA, (4.55)
a modut naporu hydrostatycznego prostopadtego do $ciany o polu A
N:ngZdA:pgzsA, (4.56)
A
poniewaz
jz dA =z, A,
A

przy czym zs — gigbokos¢ zanurzenia srodka cigzkosci rozpatrywanej sciany A.

Ze wzoru (4.56) wynika, ze napor hydrostatyczny na sciane pfaskg o dowolnym
konturze i dowolnie nachylong do pfaszczyzny poziomej ma bezwzgledng wartosé
réwng ciezarowi sfupa cieczy, ktérego podstawg jest dana sciana, a wysokoscig gle-
bokos¢ jej srodka geometrycznego pod zwierciadfem cieczy.

Twierdzenie to jest réwniez stuszne wtedy, gdy napor ptynu dziata na sciane od
dotu ku gorze.

Z twierdzenia tego wynika tzw. paradoks hydrostatyczny Stevina, odnoszacy si¢ do
naporu na poziome dno zbiornika: napdr na poziome dno zbiornika zalezy tylko od pola
powierzchni dna i od odlegfosci od zwierciadZa cieczy, nie zalezy zupelnie od kszta/tu
naczynia ani od ilosci zawartej w nim cieczy. Nap6r na dno we wszystkich naczyniach
przedstawionych na rysunku 4.17, napetnionych ciecza o jednakowej gestosci, bedzie
zatem taki sam, jezeli wysokos¢ napetnienia i powierzchnie den beda jednakowe.
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Rys. 4.17. Nap6r cieczy na dno naczynia

Majac wyznaczona wartos¢ i kierunek naporu hydrostatycznego, okreslimy teraz
potozenie srodka naporu, tzn. punktu 2, w ktérym linia dziatania naporu przebija pole
sciany A. Wspétrzedne X (&, n, &) $rodka naporu wyznaczymy z warunku rownosci
momentow sity wypadkowej i sit sktadowych wzgledem osi przyjetego uktadu.

Z warunku réwnosci momentu naporu N i sumy momentéw naporéw elementar-
nych dN wzgledem osi x wynika, ze

anjpgszy.
A

Réwnanie to, po uwzglednieniu zaleznosci (4.56) oraz z =y sin «, przyjmuje postaé

pysina JydA = pgsinaJyZdA,

A A
skad
Iyz dA
n=2 - L (4.57)
[yaa M '
A
gdzie:

I, —moment bezwiadnosci pola A wzgledem osi X,
M, — moment statyczny pola A wzgledem osi x.
Z wzoru Steinera okreslajacego transformacje réwnolegta momentu bezwitadnosci

I, =1, + Ay?,

X

w ktorym I — moment bezwtadnosci pola A wzgledem osi przechodzacej przez srodek
ciezkosci S i réwnolegtej do osi x,
oraz zaleznosci

Mx = JydA:ysA

otrzymamy

s (4.58)
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Wspotrzedna & wyznaczymy podobnie jak poprzednio. Z warunku momentéw
wzgledem osi y

N¢& = '[ pgzdAX.
A
Po podobnych przeksztatceniach otrzymamy

IxydA
A

D,
§ = jydA = (4.59)
A

przy czym D,, — moment dewiacji pola A wzglgdem osi X, y.
Z wzoru okreslajacego transformacje réwnolegta momentu dewiacji
ny = DXsYs + AX Y,
otrzymamy

D
E=x + —b (4.60)

Trzecia wspoétrzedna srodka naporu ¢ (gtebokosé¢ srodka naporu) wyznaczymy
z zaleznosci

= nsina.

Po podstawieniu rownania (4.58) oraz yssin a = zs otrzymamy

I, .o
=z, + —sin“«. 4.61
(=z,+ sin’a (4.61)
Z zaleznosci tej wynika, ze srodek naporu na sciang pochyla lub pionowa lezy
zawsze ponizej srodka cigzkosci (¢ > zs). W przypadku powierzchni poziomych (e = 0)
potozenie srodka naporu pokrywa sie z potozeniem srodka ciezkosci. W przypadku
scian pionowych « = 90°

s (4.61")

4.2.2. WYZNACZANIE NAPORU METODA WYKRESLNA

Rozktad nadcisnienia panujacego na scianie ptaskiej, na ktora dziata napor hydro-
statyczny, mozna przedstawi¢ graficznie w postaci wykresu cisnienia, ktére zmienia
sie liniowo od zera na powierzchni swobodnej cieczy, do p = p g z — na glebokosci z
(rys. 4.18a).

Wykres wysokosci cisnienia (rys. 4.18b) panujacego na rozwazanym polu A sta-
nowi podstawe do obliczania zaréwno wartosci naporu hydrostatycznego, jak i poto-



102 Cze$é pierwsza — Podstawy mechaniki ptynow

zenia srodka naporu. Wyrazenie zdA jest elementem objetosciowym dV wykresu wy-
sokosci cisnien, zbudowanego na polu A. Jak wida¢, ciezar elementu objetosci wy-
kresu pgzdA jest rowny modutowi naporu elementarnego dN (4.55), czyli

N = jngdA.
A

a)

dN

Rys. 4.18. llustracja do wyznaczania naporu metoda wykresina

Napor hydrostatyczny N na sciang ptaska jest co do wartosci rdwny cigzarowi obje-
tosci V wykresu wysokosci cisnien (zwanego objetoscia zastepcza) zbudowanego na
rozwazanej powierzchni A. Napor wypadkowy przechodzi przez srodek ciezkosci bryty
wykresu wysokosci cisnien, ktérego rzut na powierzchnie A wyznacza srodek naporu.

Metoda objetosci zastepczej naporu pozwala na geometryczne rozwiazanie zadan
z tego zakresu.

4.2.3. NAPOR HYDROSTATYCZNY NA SCIANY ZAKRZYWIONE

Napér na element powierzchni sciany zakrzywionej mozna przedstawi¢ jako sume
geometryczna wektoréw naporéw elementarnych dziatajacych w wybranych kierun-
kach. Najczegsciej obliczenie naporu sprowadza si¢ do okreslenia jego sktadowych
dziatajacych w kierunkach poziomym i pionowym.

Rozwazmy $lad KL powierzchni walcowej, ktorej tworzace sa prostopadie do
ptaszczyzny xz (rys. 4.19). Skierujmy uktad wspdtrzednych tak, ze osie x i y leza na
powierzchni swobodnej, a 0$ z jest zwrdcona pionowo ku dotowi.

Na gtebokosci z pod zwierciadtem cieczy obierzmy element powierzchni dA, po-
tozony na powierzchni walcowej A. Napor elementarny w kierunku prostopadtym do
powierzchni elementu ma wartos¢

dN=pgzdA, (4.62)

a jego wspotrzedne w kierunku osi x i z
dNy=pgzdAcosa, dN,=pgzdAsinc. (4.63)
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Rzuty elementu powierzchniowego dA na ptaszczyzne pionowa i pozioma sa rowne
dA cos o = dA, oraz Asin a=dA,,

otrzymamy wiec
dNx=pgzdA, dN,=pgzdA, (4.64)

Rys. 4.19. Napér cieczy na powierzchnie walcowa

Po scatkowaniu wspotrzgdne (pozioma N, oraz pionowa N;) naporu N na s$ciang
zakrzywiona, bedaca pod dziataniem sit ciezkosci, wyniosa:

N, = pg [2dA = pgz, A, (4.65)
A
N, = pg[zdA = pg[dv = pgV, (4.66)
A %
gdzie:
Iz dA, = z, A,— moment statyczny pola A, wzgledem zwierciadta cieczy,
A,
Z —gtebokos¢ potozenia srodka cigzkosci pola A,
dv — elementarna objetos¢ cieczy ograniczonej od dotu powierzchnia dA,
tworzacymi pionowymi i poziomem,

\Y — catkowita objetos¢ cieczy nad rozwazang powierzchnia.

Stwierdzamy zatem, ze skfadowa pozioma naporu na sciane zakrzywiong jest
réwna naporowi na sciane pfaskq, ktorej pole jest rowne rzutowi pola rozpatrywanej
sciany zakrzywionej na pfaszczyzne prostopad/g do obranego kierunku lub krétko
— jest réwna naporowi na rzut pionowy sciany. Obliczenie tej sktadowej sprowadza sie¢
zatem do obliczenia naporu na figure ptaska o polu powierzchni A,.
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Skfadowa pionowa naporu na sciane zakrzywiong jest réwna ciezarowi cieczy
ograniczonej od dofu rozpatrywang powierzchnig, tworzgcymi pionowymi i powierzch-
nig swobodng (niezaleznie od tego, czy stup cieczy jest realny czy fikcyjny).

Gdy powierzchnia zakrzywiona ma pionowa ptaszczyzneg symetrii lub gdy jest
powierzchnig walcowa o0 tworzacej poziomej, sktadowe naporu obliczamy z wzoréw
(4.65) i (4.66), a jej modut i kierunek dziatania z zaleznosci

N =4N2+N2, tga = N,/N,. (4.67)

Srodek naporu znajduje sie w punkcie przeciecia linii dziatania wektorow Ny i N,
(rys. 4.20).
= A A
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Rys. 4.20. Wykres sktadowych naporu na powierzchnie zakrzywione

4.2.4. NAPOR GAZU

Podczas obliczania naporu gazu na $ciany state korzysta sie rowniez z ogélnych
wzoréw (4.55) i (4.56). Poniewaz gestos¢ gazu jest znacznie mniejsza od gestosci
cieczy, zmiany cisnienia w gazach, spowodowane jednostkowymi sitami masowymi,
mozna wiec pomina¢. Sktadowa naporu w dowolnym Kierunku jest wéwczas iloczy-
nem cisnienia i rzutu powierzchni na ptaszczyzne prostopadia, poniewaz cisnienie
gazu przyjmuje sie niezmienne w catym rozpatrywanym obszarze.

4.3. NAPOR PLYNOW NA CIALA W NICH ZANURZONE

4.3.1. WYPOR HYDROSTATYCZNY.
PRAWO ARCHIMEDESA

Rozpatrzmy réwnowage ciata sztywnego o dowolnych ksztattach, catkowicie za-
nurzonego w ptynie, ktére znajduje sie w stanie spoczynku. Na ciato to dziata sita
objetosciowa (ciezar G) oraz sita powierzchniowa. Przeanalizujmy najpierw site po-
wierzchniowa, ktéra jest naporem na powierzchnig zakrzywiona, a zatem mozna ja
obliczy¢ na podstawie rownan (4.65) i (4.66).
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Uktad osi wspotrzednych Oxyz obieramy tak, ze osie Oy i Ox sa zorientowane do-
wolnie w ptaszczyznie zwierciadta, o$ 0z jest pionowo skierowana w dot (rys. 4.21).

0

2\

Rys. 4.21. Napor cieczy na ciato state catkowicie zanurzone

Do wyznaczenia sktadowej poziomej wektora naporu hydrostatycznego wykresl-
my na powierzchni ciata tzw. linie stycznosci ky, ktdra jest linia zetkniecia ciata z wal-
cem o tworzacych poziomych, rownolegtych do Ox i stycznych do konturu ciata. War-
tosci bezwzgledne poziomych sktadowych naporu na powierzchnie ABC i ADC o tym
samym konturze sa réwne, a ich zwroty przeciwne, poniewaz pola rzutow na ptasz-
czyzny pionowe sg jednakowe i potozone sa na jednakowych gtgbokosciach, a zatem

le = pr = Nx = O;

czyli skfadowa pozioma naporu na ciafo zanurzone w pfynie nie istnieje.

W celu obliczenia sktadowej pionowej naporu poprowadzmy na powierzchni ciata
odpowiednia krzywa stycznosci k;, ktéra rozgranicza ptyn znajdujacy si¢ ponad ciatem
od ptynu znajdujacego sie pod ciatem zanurzonym. Sktadowa pionowa naporu N, jest
réwna roznicy dwdéch naporéw pionowych dziatajacych na dwie czesci powierzchni:
dolna BAD i gbrna BCD, czyli

Nzg = ngg,
N,y = p09Vy,

przy czym Vg i V4 — objgtosci ptynu ograniczonego odpowiednio przez goérna po-
wierzchnie BCD (lezaca powyzej k;) i dolng BAD (lezaca ponizej k;), przez tworzace
pionowe oraz zwierciadto cieczy.

Roznica objgtosci Vg — V jest objgtoscia ciata V lub objetoscia ptynu wypartego
przez to ciato.

Kierunki tych napordw sa przeciwne, a wiec wypor wypadkowy ma wartos¢

Nz = Nzg - de = _pg(vd _Vg) = —pgV, (468)
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a zatem wektor naporu hydrostatycznego dziafajgcego na ciafo zanurzone w péynie
jest sifq, ktorej moduf jest réwny ciezarowi cieczy wypartej przez to ciafo.

Linia dziatania jest pionowa i przechodzi przez $rodek ciezkosci ptynu wypartego
przez ciato, nazwany srodkiem wyporu. Zwrot jego jest przeciwny do zwrotu Sity
cigzkosci (rys. 4.22). Te wypadkowa site powierzchniowa nazywamy wyporem hydro-
statycznym W, czyli

W|=N,. (4.69)

ALL

Rys. 4.22. Wykresy sktadowych naporu na ciato zanurzone

Oprocz wyporu dziata na ciato jego ciezar G, ktérego punktem zaczepienia jest
srodek masy S, zatem sita wypadkowa dziatajaca na ciato zanurzone w ptynie jest
rowna sile

G =G+W, (4.70)
bedacej ciezarem pozornym ciata.

W?z6r ten wyraza prawo (zasade) Archimedesa: ciafo zanurzone w p#ynie traci po-
zornie tyle na cigzarze, ile wazy pfyn wyparty przez to cia/o.

4.3.2. ROWNOWAGA CIAL ZANURZONYCH

Na podstawie prawa Archimedesa mozna wyprowadzi¢ warunki opadania i uno-
szenia sie ciat swobodnych zanurzonych w ptynie.

W zaleznosci od wartosci sity G w poréwnaniu z przeciwdziatajacym wyporem W
mozna rozwazy¢ trzy przypadki:

1. Jezeli wypor W = —p g V jest rdwny cigzarowi ciata G = p. g V,, przy czym p
i p. Oznaczaja gestosci wiasciwe ptynu i ciata (Srednie), a V i V. ich objgtosci, to
z rébwnania (4.70) otrzymujemy

Gi=0 = pgV=p gV, = L_YV (4.71)
P Ve
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Z zaleznosci tej wynikaja nastepujace wnioski:

» jezeli p. = p, to V. =V, a zatem ciato ptywa catkowicie zanurzone;

> jezeli p. < p, to V¢ >V, a zatem ciato ptywa, wynurzajac si¢ czesciowo ponad
powierzchnie swobodna cieczy.

2. Jezeli G < W, to sita wypadkowa W + G wypiera ciato w gdre do osiagniecia
stanu réwnowagi okreslonego zaleznoscia (4.71), tj. gdy wypOr zanurzonej czesci
ciata bedzie rowny jego cigzarowi.

3. Jezeli G > W, to ciato tonie.

Mowimy, ze ciafo pfywa w cieczy, gdy pozostawione swobodnie wynurza sie cze-
sciowo nad jej swobodng powierzchnie lub gdy zanurzone caZkowicie utrzymuje okre-
slone pofozenie.

4.3.3. STATECZNOSC ROWNOWAGI CIAE PLYWAJACYCH

Pojecie statecznosci pfywania obejmuje zdolnos¢ powrotu ciata ptywajacego, wy-
chylonego ze stanu réwnowagi, do potozenia pierwotnego. Przy analizowaniu statecz-
nosci ciat ptywajacych wprowadzamy nastepujace pojecia:

» 0sig pfywania nazywamy prosta przechodzaca przez srodek masy S i $rodek
wyporu 2,

» linig pfywania nazywamy lini¢ przecigcia zwierciadta cieczy z powierzchnia
ciata w niej czesciowo zanurzonego;

» polem p/ywania nazywamy ptaskie pole ograniczone linig ptywania.

1. Statecznos¢ ciat catkowicie zanurzonych

Niech ciato o dowolnym ksztalcie, nieruchome wzgledem cieczy, znajduje sie na
dowolnej gtgbokosci pod powierzchnia swobodna. Aby zachodzita rownowaga powi-
nien by¢ spetniony warunek W = -G, a wigc sity te musza mie¢:

> jednakowe moduty |W|=[G|,

» wsp0lna linig dziatania.

Linia ta, zwana osig pfywania, powinna przechodzi¢ przez srodek masy ciata S
i wyporu 2.

Rozpatrzmy zachowanie statecznosci ptywania ciata w trzech przypadkach po-
czatkowego potozenia uktadu sit G i W (rys. 4.23):

1. Jezeli srodek cigzkosci S lezy powyzej srodka wyporu X, to po wychyleniu ciata
o niewielki kat o powstaje moment pary sit M,, ktory przeciwdziata wychyleniu
i przywraca pierwotne potozenie. W tym przypadku ciato zanurzone jest stateczne
(réwnowaga trwata).

2. Jezeli srodek ciezkosci S lezy powyzej srodka wyporu 2, to po wychyleniu ciata
z potozenia uktad sit G i W wywota moment M, o zwrocie zgodnym z wychyleniem,
a zatem uniemozliwiajacym powrdt do pierwotnego potozenia. W tym przypadku
ciato jest niestateczne (rbwnowaga chwiejna).
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3. Jezeli srodek ciezkosci lezy w srodku wyporu (punkty S i 2 pokrywaja sie), to
w kazdym potozeniu po wychyleniu ze stanu rownowagi moment M, = 0 i ciato nie
bedzie miato tendencji powrotu do poczatkowego stanu réwnowagi. Jest to przypadek
réwnowagi obojetnej.
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A M,=wi =Gl A My=wi =Gl My= 0
Rys. 4.23. Réwnowaga ciata ptywajacego catkowicie zanurzonego

Podczas rozpatrywania statecznosci ciata w odniesieniu do przesuni¢¢ wzgledem
zwierciadta cieczy oraz w odniesieniu do obrotu dookota dowolnej osi pionowej
(w przypadku traktowania tych przesunie¢ i obrotéw jako niezmiernie powolnych
— statecznos¢ statyczna) nie zmienia sie wzajemne potozenie wektorow W i G. W tych
przypadkach, niezaleznie od potozenia srodka ciezkosci wzgledem $rodka wyporu,
rownowaga ciata jest obojetna.

2. Statecznos¢ cial ptywajacych na powierzchni swobodnej

Rozpatrzmy stateczno$é¢ ciata ptywajacego na powierzchni w odniesieniu do ele-
mentarnie matych wychylen ze stanu rdwnowagi (rys. 4.24). Niech $rodek ciezkosci S
lezy nad srodkiem wyporu 2. Przyjmijmy prostokatny uktad osi wspotrzednych, kté-
rego poczatek znajduje sig¢ w geometrycznym srodku pola ptywania tak, ze o$ pionowa
pokrywa si¢ z osia ptywania, a osie X, y wyznaczaja ptaszczyzne pokrywajaca sie
z powierzchnia swobodna cieczy.

Dowolne wychylenie ciata jest wypadkowa trzech przesunie¢ i trzech obrotow
wzgledem osi X, y, z. Zarébwno przesuniecie ciata w kierunku poziomym (x i y), jak
i obrét dookota osi pionowej (z) nie wptywaja na zmiane réwnowagi ciata — jest to
wigc rownowaga obojetna. Ciato jest rowniez stateczne wzgledem przesunig¢ normal-
nych do zwierciadta cieczy (wzdtuz osi z), poniewaz przy wymuszonej zmianie gtgboko-
§ci zanurzenia zostaje naruszona rownowaga pomiedzy cigzarem ciata G i wyporem W.
Wywotuje to zmiane zanurzenia i powrot do stanu poczatkowego po wykonaniu wielu
zanikajacych wahnien.
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Rozwazmy statecznosé¢ ciata w odniesieniu do obrotu wokot osi poziomej przy za-
tozeniu, ze objetos¢ zanurzonej czesci ciata pozostata nie zmieniona po wychyleniu
(rys. 4.24).

Rys. 4.24. Réwnowaga ciata ptywajacego na powierzchni swobodnej

Wychylmy ciato z potozenia poczatkowego przez obrot o kat de wzgledem osi
poziomej. Poniewaz objetos¢ zanurzonej czesci nie ulegta zmianie (objetosci klinbw
OAA' i OBB' sg rowne z zatozenia), zatem wypdr w potozeniu ptywania jest rowny
wyporowi po odchyleniu: |W | = |W'|.

Zmienia sie jednak ksztalt czesci zanurzonej, co powoduje zmiane potozenia $rod-
ka wyporu do potozenia X", a zatem zmiane potozenia linii dziatania wyporu. Wypor
W' tworzy wraz z cigzarem G pare sit.

Jezeli moment ten, zwany momentem prostujgcym, ma zwrot przeciwny do kata
obrotu, to cia/o jest stateczne. Jezeli moment ma zwrot zgodny z katem obrotu, to
ciafo jest niestateczne. Gdy moment jest rowny zeru — ciafo znajduje sie w réwnowa-
dze obojetnej.

Po wychyleniu ciata z potozenia rownowagi wektor W' przecina o$ ptywania
w punkcie M, zwanym metacentrum. Odlegtos¢ punktu M od srodka cigzkosci ciata S
oznaczamy m i nazywamy wysokosCig metacentryczng. Potozenie punktu M w stosun-
ku do srodka ciezkosci S wskazuje na znak momentu prostujacego.

Jezeli jako dodatnia wartos¢ wysokosci metacentrycznej m przyjmiemy potozenie
M ponad S, to:

m>0 => cialo stateczne,
m<0 => cialo niestateczne,
m=0 => réwnowaga obojetna,

a zatem statecznos¢ ciafa plywajgcego wymaga, aby metacentrum lezafo powyzej
srodka ciezkosci.

Sprobujmy okresli¢ wartos¢ m w zaleznosci od parametréw geometrycznych ciata
ptywajacego, zakladajac, ze srodek ciezkosci S lezy powyzej srodka wyporu 2. Po
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wychyleniu ciata o kat dg pojawia sie moment chwilowego wyporu wzgledem srodka
wyporu 2 odpowiadajacego potozeniu rownowagi

M=W'(m+ a) sinde. (4.72)

Moment ten mozna przedstawi¢ jako catkg momentéw od naporéw elementarnych
dW = p g x sin dp dA wywolanych zmiana ksztattu czesci zanurzonej”

M = jxdw - pgsind(psz dA, (4.73)
A A

przy czym dA jest elementem pola ptywania.
Po uwzglednieniu, ze:

W =W=pgV
i [xdn =1,
A
otrzymamy
|
m=2 _a. 4.74
y (4.74)

I, oznacza moment bezwladnosci pola ptywania wzglgdem poziomej osi ptywania.
Poniewaz istnieja dwie takie osie, ciato bedzie stateczne wtedy, gdy wysokos¢ meta-
centryczna bedzie dodatnia dla minimalnego momentu bezwtadnosci .

Warunek statecznosci jest podawany z tego wzgledu w postaci

I
m=-L-ax>0. (4.75)
\Y
Z warunku tego wynika miegdzy innymi, ze ciato plywajace na powierzchni jest

zawsze stateczne, w zakresie matych wychylen, gdy jego srodek cigzkosci lezy poni-
zej srodka wyporu, poniewaz wtedy

a<o.

Y Kat dg jest elementarny, dlatego ramig sity elementarnej dW jest prawie réwne x.



5. DYNAMIKA PLYNU NIELEPKIEGO
| NIEPRZEWODZACEGO CIEPLA

5.1. PODSTAWOWE ROWNANIE
RUCHU PLYNU DOSKONALEGO

Réwnania dynamiki maja na celu okreslenie ruchu ptynéw, beda wiec uwzglednia-
ty dziatanie na ptyn sit masowych i powierzchniowych. Podstawowym zadaniem dy-
namiki jest ustalenie zwiazkéw zachodzacych pomigdzy dziatajacymi sitami a wielko-
sciami charakteryzujacymi ruch ptynu.

W niniejszym rozdziale rozpatrzymy przeptywy cieczy i gazéw nielepkich i nie-
przewodzacych ciepta.

Podstawowe zasady zachowania (oméwione w rozdz. 3.) sprowadzaja sie do ukia-
du nastepujacych rownan:

» réwnanie zachowania masy (3.5)

op .
— +div(pVv)=0;
ot (V)

» réwnanie zachowania pedu (3.33), ktdre dla ptynu nielepkiego i niescisliwego
ma postac (3.34), nazywana rownaniem Eulera

dv
— =pf —qgrad p;
P at pT —Qgrad p

» rownanie zachowania energii (3.52), ktére dla ptynu nielepkiego i nieprzewo-
dzacego ciepta ma posta¢ (3.55) lub (3.62)

iv_2+i: fv_ﬂ
Pl 2 p ot

Do powyzszego uktadu, w celu jego zamknigcia, trzeba dotaczy¢ odpowiednie
réwnanie stanu

p=p(p,T), (5.1)
zaktadajac, ze f =T (X, y, z, t) jest funkcja zadana.
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5.1.1. ROWNANIE EULERA W POSTACI OGOLNEJ

Réwnanie (3.34), noszace nazwg rownania Eulera, jest podstawowym réwnaniem
okreslajacym ruch ptynu nielepkiego. Mozna je przedstawi¢ w postaci wektorowej

1 dv ov
f- —gradp=— = — +(VV)v, 5.2
Soadp= g = (vv) (5.2)
lub w postaci trzech réwnan skalarowych
x—lﬂ:é?VX'FV o”vX+V o”vx+v 5Vx,

p Ox Ot *Ox Yooy ' o1

ov ov ov ov
Y—l@=—y+vx—y+vy L +v, —L, (5.3)
p oy ot X oy oz

Z_l@:ﬂv2+v c9v2+v é’VZ+V ov,

p 01 ot 2 Yooy ‘oz

f-———:—i+v-—xi (i=1,2,3). (5.4)

5.1.2. ROWNANIE EULERA W FORMIE LAMBA | GROMEKI

Rozniczkowe réwnania Eulera, bedace bilansem sit bezwtadnosci, cisnienia i sit
masowych, mozna stosowaé zaréwno do ruchu potencjalnego, jak i wirowego. Przy-
datne jest zatem przeksztatcenie ich do takiej postaci, w jakiej wystepuja wyraznie
sktadowe wektora wiru. Jezeli sktadowe te przyréwnamy do zera, otrzymamy réwna-
nie ruchu potencjalnego, jezeli zas beda one rdzne od zera, otrzymujemy réwnanie
ruchu wirowego.

Korzystajac z tozsamosci wektorowej (a V) a = grad (a%/2) + rot a x a, réwnanie
Eulera (5.2) mozemy przeksztatci¢ do postaci

2
v +grad (V—j +rotvxv="f - lgrad P, (5.5)
ot 2 P

ktora nazywa si¢ postacig Lamba i Gromeki.
Te sama posta¢ réwnania Eulera mozna uzyskaé, jezeli do prawej strony ukfadu
réwnan (5.3) dodamy i réwnoczesnie odejmiemy™ kolejno nastepujace wyrazenia:

ov, oV, oV, OV, oV, ov,
v, - v, |, Vv, - v, |, Vv, - vy |
X X oy oy oz oz

Y Czyli dodamy zero.
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a zatem

« ov, oV,
=V, +V, +v,
dt X oy oz ot

+é’Vyv_0”vZV _ﬁvyv_avzv
ox Y ox ° ox Y ox )

Po przeksztatceniu i uwzglednieniu (2.57) otrzymamy

dv, __ dv, ov, ov, (0”vX o”vzj oV, v,
=v, +v +V, +v, —~ -V -
dt OX Y ox OX o1 OX Y ox oy
ov o (v? ov
+ —2=—|—=|+VvW -VvW, )+ —,
ot X [2J v, = v ot
przy czym

2 2 2
VetV V]
2

Podobnie mozna obliczy¢ pozostate sktadowe pochodnej substancjalnej predkosci v
i wowczas

vi
2

dt 2 ot
co jest rowne lewej stronie rownania (5.5) (W =rot v —p. 2.7).

2
dl:grad(v_J — v xW + ﬂ_V ,

5.2. CALKOWANIE ROWNAN EULERA

Nieliniowos¢ rownan Eulera jest powodem, dla ktérego nie daja si¢ one scatkowaé
w postaci ogdélnej. W nastepujacych dwdch przypadkach mozna jednak wyznaczy¢
catki tych réwnan: gdy przeptyw jest potencjalny lub gdy przeptyw jest wirowy, ale
ustalony. W pierwszym przypadku otrzymujemy tzw. cafke Cauchy’ego-Lagrange’a,
w drugim — catke lub réwnanie Bernoulliego. Obie catki okreslaja zwiazki miedzy
predkoscia, cisnieniem i gestoscia ptynu i mozna je znalez¢ po zatozeniu, ze:
1. Pole jednostkowych sit masowych jest potencjalne, czyli istnieje potencjat
U(x,y, z, t) spetniajacy réwnanie
f(x,y,z,t)=—grad U (x, Y, z, 1), (5.6)
a zatem
ou V= ou 7= ouU

X:—_’ - T T - - T

ox oy o1’

2. Ptyn jest barotropowy, czyli istnieje zwiazek migdzy gestoscia ptynu i cisnie-
niem
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p =p(p) (5.7)
mozna zatem wprowadzi¢ tzw. funkcje cisnienia
paf P o (5.8)
P (p)
ktorej
grad P = OI—Pgrad p =lgrad p. (5.9)
dp p

Po scatkowaniu zaleznosci (5.8) funkcja cisnienia ma postac:
» dla cieczy niescisliwej (p = const)

P(p)="2, (5.10)
Yo

» dla gazéw — przemiana izotermiczna (p =Py ﬁj
0

P(p)=LInp, (5.11)
Y2
» dla gazéw — przemiana adiabatyczna [p =P, (ﬁj J
Po
— p
P(p) = . (5.12)
k-1 p

5.2.1. CALKA CAUCHY’EGO-LAGRANGE’A

Jezeli W = 0, to ruch ptynu jest potencjalny i pole predkosci jest okreslone zalez-
noscia v = grad @ (p. 2.6), a zatem

ov 0o oD
— = —(grad®)=grad| — |.
ot &t(g ) g [ﬂj

Woéwczas, po uwzglednieniu zatozen 1. i 2., z rébwnania Eulera w formie Lamba
i Gromeki (5.5), otrzymamy

2
grad e +grad v_ =—gradU —grad P, (5.13)
ot 2
d dPap dP 1
Hp= O, _9Pop ab 1
P=P(px,y,z 1) = axP 0o s
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czyli
2
grad 5—¢+V—+U+P =0. (5.13)
ot 2
Jezeli gradient pewnej funkcji znika, to funkcja ta moze zaleze¢ tylko od czasu
2
2P VL U+P=F(). (5.14)
ot 2

Funkcja F(t) musi by¢ wyznaczona z warunkéw poczatkowych zagadnienia. ROw-
nanie (5.14) nazywa sie catka Cauchy’ego-Lagrange’a réwnania Eulera.
Po dotaczeniu do rownania (5.14) réwnania ciagtosci w postaci (3.11)

o*d  P*Pd PP
+ + =0
Ox? oy? o1°
otrzymujemy uktad dwoéch réwnan, umozliwiajacy okreslenie potencjatu predkosci
i cisnienia przy znanym potencjale sit masowych i ggstosci. Jest to wyjsciowy uktad
rownan w teorii optywow i w teorii ruchu falowego cieczy.

Do oznaczenia funkcji @ potrzebne sa warunki brzegowe. Na $cianie nierucho-
mej sktadowa normalna predkosci musi by¢é réwna zeru, czyli v, = 0, a wiec
od/ch = 0. Na ruchomej $cianie granicznej o@lon = v (X, Y, z, t), gdzie v — predkosé¢
na danej powierzchni. Po obliczeniu @ znajdujemy rozktad cisnien, uwzgledniajac
rowniez inne warunki brzegowe, np. cisnienie na powierzchni nieruchomej, na po-
wierzchni swobodnej itp.

Napiszmy jeszcze réwnanie (5.13), ale odniesione do ruchu jednowymiarowego
w kierunku wspotrzednej krzywoliniowej s, uwzgledniajac zaleznosé (2.61)

2
i[_ u- P V_j _ov (5.15)
s

lub po pomnozeniu przez ds

2
i—U—E—V—ds—ﬁ—vdszo.
s 0 2 ot

Po scatkowaniu (dla ptynu niescisliwego) otrzymamy
U+ +—+j—ds— (5.16)

uwzgledniajac zas, ze U = gz, moZemy napisaé¢

Z+ — +— —I—ds—c const. (5.16")
pg 29
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Jest to catka Cauchy’ego-Lagrange’a jednowymiarowego ruchu nieustalonego.
Stata ¢ w tym réwnaniu jest jednakowa w catym obszarze poruszajacego sie ptynu.

5.2.2. CALKA BERNOULLIEGO

Jezeli ruch ptynu jest ustalony, czyli ov/ot = 0 i obowiazuja zatozenia 1. i 2., to
rownanie Eulera w formie Lamba i Gromeki (5.5) przyjmuje posta¢

2
grad(—u - P - \%j =V xrotv (5.17)

lub, po uwzglednieniu zaleznosci (2.57),

Pl vZ)
~ -U-P - 7J—vzwy -v,W,,
2
lu-p-Y=vw -v,w,, (5.17")
oy 2
d poVlovw W
Z—U— —7—VyX—VX y -
Po skalarnym pomnozeniu réwnania (5.17) przez element linii pradu dr = (dx,
dy, dz) i dodaniu stronami otrzymamy
V2
grad| -U — P — — |dr=(v xrotv)dr
2 (5.18)
=(V2Wy - vyWZ)dx+ VW, — v,W,)dy+ (vyWX -V, Wy)dz
lub tez w postaci
) dx dy dz
grad[—U —P- ‘%j dr=Ww, W, W, (5.18))
vV, V, V,

Prawa strong rownania (5.18') przedstawiono tu w postaci wyznacznika,
a rownanie to mozna scatkowa¢, jezeli

dx dy dz
« W, W,|=0. (5.19)
vV, V, V

X y z
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Otrzymamy wowczas

2

skad, biorac pod uwage definicje operacji grad, wynika, ze
2
U+P+ "7 = const. (5.20)

2
grad(—u - P - V—J =0,

Rownanie (5.20), ktdre jest catka rownania Eulera zwana rownaniem (cafkq) Ber-
noulliego, wyraza zasade zachowania energii.

Nalezy przypomnie¢, ze réwnanie Bernoulliego (5.20) otrzymalismy po scatko-
waniu réwnania (5.18), przy zatozeniu, ze wyznacznik (5.19) jest rowny zeru. To za-
tozenie ogranicza zakres stosowalnosci rownania (5.20) do takich przeptywow, gdy
spetniony bedzie jeden z nastepujacych warunkow®:

W, =W, =W, =0,

dx_dy _ gz
v, Vv, Vv,
W, W, w,’
W oWy W,
Ve vV, v,

Warunek Wy = W, = W, = 0 okresla przeptyw potencjalny (niewirowy), a zatem
stata w réwnaniu Bernoulliego jest stata dla catego pola przeptywu i réwnanie (5.20)
moze byé stosowane dla ustalonego przepfywu potencjalnego w cafej rozciggfosci po
uwzglednieniu zafozen 1. i 2.

Warunki X = dy = dz oraz — = dy = \?TZ przedstawiaja kolejno réwnanie

X y z
linii pradu (2.23) i réwnanie linii wirowej (2.73). Stata w rownaniu Bernoulliego be-
dzie zatem inna dla kazdej linii pradu (lub linii wirowej), zachowujqc te samg wartos¢
jedynie wzd#uz danej linii.

. W w, . . . .
Zgodnie z warunkiem — = — = —Z réwnanie Bernoulliego mozna stosowa¢

X Vy vV,

dla catego pola przeptywu woéwczas, gdy kierunek linii wirowej jest zgodny z kierun-
kiem linii pradu (linie te si¢ pokrywaja), a zatem w ruchu srubowym.

D Wyznacznik jest réwny zeru, gdy w wierszu lub kolumnie wyrazy sa zerami albo gdy dwa wiersze
sa proporcjonalne.
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W polu sit ciezkosci (U = g z) dla adiabatycznego przeptywu gazu, zgodnie
z (5.12), réwnanie (5.20) przyjmuje posta¢
2

Vo, &k Py g z = const (5.22)
2 k-1 p
lub po pominigciu sit masowych®
2
Yo+ X Poonst. (5.23)
2 k=1 p
Dla cieczy (o = const) w polu sit cigzkosci
2
Vi Py g z=const. (5.24)
2 p

Jak wida¢, wystepujace w tych réwnaniach poszczeg6lne wyrazy przedstawiaja

rézne rodzaje energii poruszajacego sie ptynu, odniesione do jednostki masy. Pierw-
szy wyraz v?/2 oznacza energie kinetyczng jednostki masy ptynu, drugi — p/p — ener-
gie cisnienia (wewnetrzna), trzeci zas$ — g z — energie potencjalng pola zewnetrznych
sit masowych (réwniez odniesione do jednostki masy). A zatem:
w ruchu ustalonym p#ynu nielepkiego i nieprzewodzgcego ciepfa, odbywajgcym sie
w jednorodnym polu sif ciezkosci, cafkowita energia jednostki masy p#ynu, skfadajgca
sie z energii kinetycznej, energii cisnienia (wewnetrznej) i energii potencjalnej, jest
stafa w kazdym punkcie danej linii prqdu.

Twierdzenie to jest szczeg6lna postacia ogblnej zasady zachowania energii me-
chanicznej.

5.3. NIEKTORE ZASTOSOWANIA
ROWNANIA BERNOULLIEGO

5.3.1. GRAFICZNA INTERPRETACJA ROWNANIA BERNOULLIEGO

Najczgsciej rownanie Bernoulliego, odniesione do strugi cieczy doskonatej, jest
przedstawiane w postaci

2
Y+ P y=n-= const, (5.25)

29 pg9

ktora otrzymujemy po podzieleniu zaleznosci (5.24) przez przyspieszenie ziemskie g.

Poniewaz kazdy ze sktadnikdw réwnania (5.25) ma wymiar dtugosci, nosza one
odpowiednio nazwg wysokosci predkosci, wysokosci cisnienia i wysokosci pofozenia.
Sume wspomnianych wysokosci nazywamy wysokoscig rozporzqdzalng.

Y'W gazach zwykle pgz/p << 1.
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Na rysunku 5.1 przedstawiono wykres obrazujacy zmiane wysokosci potozenia,
wysokosci cisnienia i wysokosci predkosci w strudze o zmiennym przekroju. Wykres
ten stanowig trzy linie:

» 05§ strugi lezaca na wysokosci z ponad poziomem odniesienia,

» linia cisnien lezaca o p/pg ponad osia strugi,

> linia energii lezaca o v#/2g ponad linia cinien.

linia energii
st |
| |
\
| |
1 } \ T
o
Q|CL ‘1 0§ strugi |
¥ — — 2
| — J’ﬁ‘
| poziom | N N
| odniesienia | B 1 _

Rys. 5.1. Graficzna interpretacja rownania Bernoulliego

Linia energii, zgodnie z zaleznoscia (5.25), jest prosta pozioma, przebieg osi strugi
i linii cisnien zalezy natomiast od potozenia strugi wzgledem poziomu odniesienia
oraz ksztattu strugi.

Réwnanie (5.25) odniesione do dwu przekrojéw poprzecznych jednej i tej samej
strugi ma postaé¢

2
V_1+&+21_V_2+ P2 yq, (5.26)
29 pg 29 pg

stosowana najczesciej do rozwiazywania konkretnych zadan.

Réwnanie Bernoulliego okresla przemiany energetyczne wzd?uz strugi elementar-
nej o przekroju poprzecznym nieskosiczenie mafym i jest szczegélnym przypadkiem
zasady zachowania energii w przeptywie ptynu nielepkiego. Mimo wyraznej rozbiez-
nosci tego twierdzenia z doswiadczeniem, stwierdzajacym powstawanie strat energe-
tycznych podczas przeptywow ptyndw rzeczywistych, znaczenie i zakres zastosowan
réwnania Bernoulliego sa rozlegte. Mozna je stosowaé z przyblizeniem do zjawisk
ruchu swobodnego cieczy rzeczywistych, w ktérych poruszajaca sie masa ciekta gra-
niczy z powietrzem (np. wyptywy przez otwory).
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W przeptywach ptynéw rzeczywistych ograniczonych $cianami statymi (prze-
ptywy przez przewody pod cisnieniem, kanaty otwarte itd.) twierdzenie Bernoullie-
go prowadzi natomiast do wynikéw niezgodnych z doswiadczeniem. Ale i w tych
przypadkach postugujemy sie tym réwnaniem, powiekszonym o sktadnik, ktorego
warto$¢ liczbowa odpowiada wysokosci strat energetycznych. Uogdlnione w ten
sposéb réwnanie Bernoulliego stanowi jedno z podstawowych réwnan hydrauliki
(p.7.1.2).

W zagadnieniach praktycznych, gdy odlegtos¢ miedzy przekrojami strugi jest
niewielka i nie ma znacznego rozpraszania energii na drodze przeptywu, pojawiajace
si¢ rozbieznosci miedzy wynikami teoretycznymi i doswiadczalnymi korygujemy,
wprowadzajac odpowiednie wspotczynniki.

Wiele tych zagadnien wymaga réwnoczesnego zastosowania réwnania Ber-
noulliego i réwnania ciagtosci, ktore w odniesieniu do jednowymiarowych ustalonych
przeptywdw ptynéw ma nastepujace postacie:

» w przypadku ptynu scisliwego (3.17) pV A= const,

» w przypadku ptynu niescisliwego (3.18) v A = const.

5.3.2. ZASTOSOWANIE ROWNANIA BERNOULLIEGO
W ZAGADNIENIACH POMIARU PREDKOSCI
| STRUMIENIA OBJETOSCI

1. Pomiar predkosci miejscowej
W obszarze przeptywu moga znajdowac sie punkty, w ktérych predkos¢ przepty-
wu v = 0. W punktach tych wystepujacych przy optywie ciat od strony naptywajacej
cieczy lub gazu i nazywanych punktami spietrzenia (stagnacji), cisnienie statyczne
przybiera wartosci cisnienia catkowitego, zwanego cisnieniem spietrzenia. W celu
okreslenia cisnienia spietrzenia rozwazmy optyw bryty (rys. 5.2).
Jezeli ptyn poruszajacy sie ruchem jedno-

y ﬁ stajnym z predkoscia v, pod cignieniem p..Y napo-
= SV(// tyka na przeszkode w postaci ciata zanurzonego, to
Po przed przeszkoda (wobec istniejacej symetrii prze-
ptywu) nastepuje spictrzenie w punkcie S oraz

punkt spietrzenia optyw rozdzielonych strug dookota tej przeszkody.
(v1=0,p;>Po) Réwnanie Bernoulliego dla poziomej linii pra-

Rys. 5.2, Punkt spictrzenia du przechodzacej przez ten punkt ma posta¢

2
pw + Voo — pl

pd 29 pg’

Y Predkosé v_ i cisnienie p_ sa nazywane odpowiednio predkoscia i cisnieniem przeptywu niezakto-
conego.
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stad
2

P =P+ p\%’- (5.27)
Sume cisnienia statycznego p.. i cisnienia dynamicznego pvfo/Z nazywamy Cis-
nieniem caZzkowitym. Wynika stad, ze cisnienie spigtrzenia jest rowne cisnieniu catko-
witemu w przeptywie niezaktéconym.
Jezeli w punkcie spietrzenia przeszkody wywiercony zostanie niewielki otwor
0 osi rownolegtej do kierunku przeptywu, to wewnatrz tego otworu bedzie panowato
cisnienie spietrzenia p;. Wyznaczenie predkosci miejscowej (lokalnej) mozna zatem
sprowadzi¢ do zagadnienia pomiaru ci$nienia spigtrzenia oraz cisnienia statycznego
w obszarze przeptywu niezaktdconego lub réznicy tych cisnien, poniewaz z wzoru
(5.27) wynika

v, = 2B —P) (5.28)
Yo

Rurka Pitota

Najprostszym przyrzadem stuzacym do pomiaru predkosci miejscowej jest tzw.
rurka Pitota. Jest to rurka zagieta pod katem 90° i zwr6cona wlotem pod prad. Piono-
we ramie rurki jest otwarte lub potaczo-
ne z manometrem.

W przypadku pomiaru miejscowych

predkosci przeptywu wody w przewo-
dach otwartych (rys. 5.3) wzor (5.28) <
przyjmuje postac H

v, =4/2gh, (5.29) o .

. o Ye_ M) ypoziom

w ktorej: h — wysokos¢ spigtrzenia cie- Po \ odniesienia
czy ponad powierzchni¢ swobodna, po-
niewaz cisnienie w punkcie spietrzenia Rys. 5.3. Pomiar predkosci miejscowej

W przewodzie otwartym

Pr=ppt+pg(h+2),
a cisnienie statyczne przeptywu niezaktéconego na gtebokosci z
Po=Ppo+ gz
Podczas pomiaru miejscowej predkosci przeptywu powietrza w tzw. otwartej
przestrzeni pomiarowej (rys. 5.4) o cisnieniu p,, = pp, na najnizszym poziomie cieczy
w manometrze ustali sie cisnienie spietrzenia
P1=pPp+ pm g AZ,

VvV, = /2 g Az Pm (5.30)
o)

a zatem
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\

Rys. 5.4. Pomiar predkosci
w otwartej przestrzeni pomiarowej

We wszystkich przypadkach, gdy p.,# p, W celu okreslenia predkosci przepty-
Wu V., nalezy oprocz cisnienia spietrzenia p; zmierzy¢ cisnienie statyczne p., w obsza-
rze przeptywu niezaktdconego.

Rurka Prandtla

Przyrzadem pomiarowym umozliwiajacym bezposredni pomiar réznicy cisnie-
nia spietrzenia i cisnienia statycznego przeptywu niezaktéconego jest rurka Prand-
tla (rys. 5.5). Odbidr cisnienia statycznego p., odbywa sie na pobocznicy rurki za
posrednictwem otworkow, ktorych potozenie zalezy od rozktadu cisnienia wzdiuz
poziomej gatezi rurki. Jak wynika z wykresu (rys. 5.5), cisnienie przed rurka wzra-
sta, osiagajac maksimum bezposrednio u wlotu do rurki, potem raptownie maleje
nieco ponizej wartosci p., a nastepnie tagodnie wzrasta, osiagajac w odlegtosci
(6-8)d od wlotu" wartosé p... W tym przekroju powinien nastepowa¢ odbiér cisnie-
nia statycznego.

Jezeli roznica cisnien jest mierzona za pomoca manometru réznicowego, to

P1— P =g AZrn (om — )

i zaleznos¢ (5.28) przyjmie postaé
v, = \/2g Az, (&—1j . (5.31)
P

Pomiary predkosci miejscowej wykonywane za pomoca rurki Prandtla sa dos¢ do-
ktadne. Zastosowanie do pomiaru réznicy cisnienia doktadnego przyrzadu, np. mi-
kromanometru z rurka pochyta, zapewnia niedoktadnosé pomiaru nie wieksza niz 1%.

Y Odlegtosé podana zgodnie z PN-81/M-42364.
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Jezeli ksztatt i proporcje rurki réznia sie od podanych na rysunku, nalezy wykonaé
wzorcowanie rurki. W wyniku tego otrzymuje sie wspétczynnik wzorcowania «. Osta-
tecznie

v, =a |2AP (5.32)
Yo
lub w przypadku pomiaréw predkosci ptynow scisliwych
V, =« (1—8) H, (5.32)
Yo

gdzie: & — wspétczynnik ekspansji® (rozprezania) dla gazéw zalezny od wykladnika
adiabaty x oraz stosunku cisnienia dynamicznego do cisnienia statycznego Ap/p.

Az,

Rys. 5.5. Rurka Prandtla

Rurki Prandtla sa przeznaczone do pomiaru predkosci miejscowej w strudze jed-
nowymiarowej o znanym kierunku przeptywu. W praktyce sa stosowane do pomiaru
predkosci miejscowych przeptywu cieczy i gazéw w rurociagach. Przekréj pomiarowy
powinien si¢ znajdowac¢ na prostym odcinku, gdzie kierunek przeptywu jest zgodny
z kierunkiem osi przewodu. Nie mozna natomiast stosowa¢ rurki Prandtla do pomia-
row predkosci za takimi elementami, jak: kolana, zawory, nagte zmiany srednicy ruro-

ciagu itp.

Y Wartos¢ wspélczynnika rozprezania podaje PN-81/M-42367.
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20 ) . . -
% Niezbednym warunkiem uzyskania wysokiej
0 doktadnosci pomiaréw jest wiasciwe ustawienie

g7 N rurki Prandtla wzgledem kierunku przeptywu. Na

20 S rysunku 5.6 pokazano, w jaki sposob zmieniaja sie
/ \ wskazania rurki Prandtla (r), sondy do pomiaru

w0 / £\ \ cisnienia statycznego (s) oraz rurki Pitota (t)
w zaleznosci od kata « zawartego miedzy osia

60 / \ przyrzadu a kierunkiem predkosci strugi nieza-
ktoconej. Jak z niego wynika, odchylenia rurki

Prandtla od kierunku strugi (o statej predkosci

40° -20°  0° 40°  40° w catym jej przekroju poprzecznym) o +10° nie-

o znacznie wptywaja na doktadnos¢ pomiaréw. Nie

nalezy sadzi¢, ze mozna ustawiac rurki pietrzace

Rys. 5.6. Krzywa biedu rurki Prandtla  njedbale réwniez w strugach o silnie zmienia-
(), sondy do pomiaru cisnienia jacym sie profilu predkosci. Kazde odchylenie rur-

statycznego () i rurki Pitota (1) ki od kierunku osi strugi powoduije, ze pomierzona
zostanie predkos¢ w innym miejscu niz przewidywano, nosy normalnych rurek pig-

trzacych sa bowiem stosunkowo diugie.

Podczas pomiardw, ktérych celem jest nie tylko wyznaczenie wartosci miejscowej
predkosci przeptywu, lecz roéwniez jej kierunku, stosuje sie cylindry pietrzace
(w przeptywie dwuwymiarowym) oraz kule pietrzace (w przeptywie trojwymiarowym).

2. Pomiar predkosci sredniej i strumienia objetosci metoda predkosciomierzowa

Bryta przeptywu lub predkosci nazywamy bryte ograniczona przekrojem hydro-
metrycznym przewodu oraz powierzchnia bedaca obwiednia koncow wektoréw pred-
kosci miejscowych.

W przeptywach przez prostoosiowe rury o kotowym przekroju (o srednicy R) bry-
ta predkosci jest bryla obrotowa o osi pokrywajacej sie z osia przewodu i wbwczas
strumien objetosci

R
Qy =21 fV(r) dr, (5.33)
0

gdzie: v(r) — miejscowa predkos¢ przeptywu prostopadia do elementu dA = 2z rdr
przekroju poprzecznego przewodu w odlegtosci r od osi.

W prostoosiowym kanale prostokatnym o polu powierzchni A objetosé bryty prze-
ptywu, a zatem strumien objetosci

4 = j VA, (5.33)
A

gdzie: v — predkos¢ miejscowa w polu elementarnym dA = 2rdr przekroju hydromet-
rycznego A (prostopadta do dA).
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Predkos¢ srednia w tym przekroju jest ilorazem strumienia objetosci i pola prze-

kroju poprzecznego
v,= & 3-jvdA. (5.34)
A A \

W praktyce bryte predkosci wyznaczamy nastepujaco: dzielimy przekrdj hydro-
metryczny na pola czastkowe, mierzymy za pomoca predkosciomierzy (np. rurek
pigtrzacych) miejscowe predkosci przeptywu w odpowiednich miejscach tych pol
VvV = Vv (X, y), a nastgpnie wyznaczamy metoda rachunkowa lub wykresing objgtosé
bryty przeptywu.

Na rysunku 5.7 pokazano schemat pomiaru rozkladu predkosci w przewodzie
0 przekroju prostokatnym (np. wentylacyjnym) za pomoca rurki Prandtla.

Al Y AA

‘:
« I,
‘ il

A

I

£

Az

Rys. 5.7. Schemat pomiaru rozktadu predkosci strugi
w przewodzie o przekroju prostokatnym za pomoca rurki Prandtla

3. Pomiar strumienia objetosci metoda zwezkowa
Przesledzmy ustalony ruch ptynu nielepkiego i niescisliwego w poziomej rurze,
w ktdrej pewien odcinek zastapiono przewezeniem — zwezka (rys. 5.8).
Réwnanie Bernoulliego dla przekrojow 1. i 2. ma posta¢ (5.26")
Vi, PV, P
29  p9 29 pg

Z réwnania ciagtosci (3.19) wiadomo, ze
v, =V, (d/Df = g%v,.

Stosunek srednicy otworu (gardzieli) zwezki (d) do srednicy wewngtrznej rurocia-
gu (D) nazywamy przewezeniem — 5= d/D.
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Rys. 5.8. Odbidr cisnien w zwezce pomiarowej

Po rozwiazaniu uktadu roéwnan wzgledem v,, otrzymamy

_ | 29 P — P,
_ , 5.35
V, \/1—ﬂ4 \/ Py (5.35)

a zatem:
miarq sredniej predkosci przeplywu przez zwezke jest spadek cisnienia (Ap = p1 — p2)
miedzy jej przekrojami mierniczymi, zwany cisnieniem réznicowym.

W przypadku pomiaru cisnienia r6znicowego za pomoca manometru réznicowego
zaleznos¢ (5.35) przyjmuje postaé

v, = /1_2%4 / Az [% - 1]. (5.36)

Na podstawie wartosci predkosci sredniej obliczamy strumien objetosci przy zna-
nych wartosciach bezwzglgdnych cisnien statycznych w obu przekrojach (lub ich réz-

nicy)
, d? 1 2A
O =AV,=" - b (5.37)
4 h-p\op

: d> 1
qm:pAZVZ:—TC ——\J2App. (5.38)

lub strumien masy
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Zaleznosci te nie uwzgledniaja zjawisk wystepujacych podczas przeptywu ptynéw
lepkich, konieczne jest zatem wprowadzenie wspotczynnika korygujacego C, zwanego
wspoiczynnikiem przepsywu, charakteryzujacego zaleznos¢ miedzy rzeczywistym
a teoretycznym strumieniem objetosci lub masy. Wspotczynnik ten zalezy jedynie od
liczby Reynoldsa C = C(Rep)” dla danego typu zwezki pomiarowej.

Jesli ponadto ptyn jest $cisliwy, to trzeba wprowadzi¢ nastepny wspoétczynnik &
(wyznaczony doswiadczalnie i podany w normie), zwany liczbq ekspansji. Liczba ta
(odniesiona do przekroju przeptywowego przed zwezka) uwzglednia zmiane gestosci
przeptywajacego ptynu wskutek spadku cisnienia w przewezeniu. Liczba ekspansji nie
zalezy od liczby Reynoldsa, a dla danego przewezenia zwezKi pomiarowej zalezy
wytacznie od ilorazu cisnienia rdznicowego i cisnienia absolutnego przed zwezka
Apl/p; oraz od wyktadnika izentropy danego gazu. Dla praktycznie niescisliwych cie-
czy & = 1, dla ptynow $cisliwych & < 1.

Ostatecznie strumien objetosci ptynow rzeczywistych okresla wzér

C =nd? [2Ap

Ji-54 4\ »

Qy =& , (5.39)

gdzie:

Ap=Ap; —jest cisnieniem roznicowym pomierzonym przed i za zwezka w miej-
scach ustalonych odpowiednia horma (PN-93/M-53950/01) — rys. 5.8,

ol — gestos¢ ptynu w przekroju mierniczym przed zwezka (dla cieczy p1 = p»
= p),
& — liczba ekspansji odniesiona do warunkow przed zwezka.

Zaleznos¢ qy = qv (Ap) okreslona wzorem (5.39) jest zwana charakterystykg zwez-
ki. Na rysunkach 5.9 i 5.10 przedstawiono schematy dwdch rodzajow zwezek pomia-
rowych: kryzy pomiarowej i klasycznej zwezki Venturiego oraz pokazano rozktad
cisnienia wzdtuz osi przewodu (linia przerywana) i w poblizu $cian (linia ciagta).

9]

z kryza pomiarowa

- N I
o
RV
Rys. 5.9. Rozktad cisnienia podczas przeptywu przez rure <
o

Y Rep = vDIV.
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Przeptywowi ptynu rzeczywistego przez zwezke towarzyszy strata energii. Wartos¢
tej straty zalezy przede wszystkim od przewezenia zwezki (f) oraz od sposobu dtawie-
nia strugi przeptywajacego czynnika, czyli od rodzaju zwezki. Najmniejszymi stratami
energii charakteryzuje sie zwezka Venturiego, w ktdrej nie ma gwattownych zmian pola
przekroju przeptywowego. Najwigksze straty wywotuje wbhudowanie kryzy.

| I
o ©
S R R S S
—
p
|3
S <
s

Rys. 5.10. Rozktad cisnienia wzdtuz klasycznej zwezki Venturiego

Na rysunku 5.11 podano orientacyjne zaleznosci wzglednej trwatej straty cisnienia
£ (iloraz straty cisnienia Aa i cisnienia réznicowego Ap) od przewezenia f przedsta-
wionych typow zwezek.

10

08

\kryza
(20 6 \\
04 AN

0,2 zwezka Venturiego
L QZ‘ | g

0 T » o

0 02 04 06 Rys. 5.11. Zaleznos¢ wzglgdnej trwatej straty cisnienia
T2 ' od przewezenia dla kryzy i zwezki Venturiego

W praktyce sa stosowane zwezki pomiarowe znormalizowane o ksztattach i wy-
miarach okreslonych w PN-93/M-53950/01. Norma podaje tok obliczenia zwezek,
okresla warunki wbhudowania, podaje wartosci wspétczynnikow C i &.
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5.3.3. ZASTOSOWANIE ROWNANIA BERNOULLIEGO
W ZAGADNIENIACH WYPLYWU PRZEZ OTWORY
| PRZYSTAWKI

1. Wyplyw ustalony przez maly otwor

Rozpatrzmy przeptyw cieczy przez maty ot-
wor”, znajdujacy sic w pionowej $cianie oddziela- ([ D
jacej dwa zbiorniki wypetnione cieczami o gesto- '
sciach p, oraz pj przy wysokosciach cieczy h; oraz A, $
h;j (rys. 5.12). Nad cieczami znajduja si¢ gazy o Cis- Vo
nieniach odpowiednio p; oraz p;. Zaktadamy, ze

przeptyw jest ustalony, tzn. wysokosci h; oraz h; =
i cisnienia p; oraz p; — podczas przeptywu nie ulega-
ja zmianie.

. N

Pifﬁ/l

Rys. 5.12. Wyptyw przez maty otwor

W przypadku dowolnej strugi o gestosci pi, zaczynajacej si¢ na powierzchni cie-
czy i konczacej w otworze, po przyjeciu poziomu odniesienia w 0si otworu, rownanie
Bernoulliego ma posta¢

ﬁ+—pi +hi=ﬁ+—pj+pjghj_
29 L9 29 £ 9

W przypadku otworu matego (Aq >> A1) = (A/A) =~ 0 = v, = 0, predkosé wy-
ptywu (przeptywu) ze zbiornika (i) okresla zaleznos¢

v= \/29 ((L + hij _ (& + P th. (5.41)
£ 9 £ 9 Pi

Jezeli wprowadzimy oznaczenia

(5.40)

Pi . Piy _
i _+_hj—Hj|

pi +hI=H
P9 P9 Pi

gdzie H; oraz H; nazywamy wysokosciami rozporzgdzalnymi, wzor (5.41) przyjmie

posta¢
v=,/2giH1 - Hzi, (5.42)

) Maty otwor to taki, ktérego pole jest znacznie mniejsze od pola przekroju zbiornika (AJ/A, << 1),
a wysokos¢ otworu mniejsza od 0,1 glebokosci jego zanurzenia.
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a zatem predkos¢ przepiywu (wypfywu) cieczy nielepkiej zalezy od roznicy wysokosci
rozporzgdzalnych w obu zbiornikach.

Przeanalizujmy szczeg6lne przypadki wyptywow:

a) (p=p) ~ (Pi=pj=p) = Hi—H=h—Hh,
a zatem predkos¢ przeptywu cieczy

V= 1/2gih1 - hzi (5.43)

zalezy tylko od roznicy poziomdw zwierciadta cieczy w obu zbiornikach;

n
] L+
D) (a>>p) A(p=p) = Hi=LPoah=P Py P
o9 pi 9 L g
a zatem predkos¢ wyptywu cieczy ze zbiornika (w ktérym nad powierzchnia cieczy
panuje nadcisnienie p;') do atmosfery

V=420 H, (5.44)

przy czym H;' = By h;
P9
c) (,0|>>/0j) A (pi:pj=pb) = Hi_Hj:hi,
a zatem predkos¢ wyplywu ze zbiornika otwartego o napetnieniu h;=h

v=,2gh. (5.45)

Zaleznos¢ ta jest znana pod nazwa wzoru Torricellego.
Predkos¢ wyptywu cieczy ze zbiornika przez maty otwdér okreslalismy z réwnania
Bernoulliego, pomijajac opory w plynie lepkim oraz straty przy wyptywie ptynu
z otworu. Rzeczywista predkos$¢ wyptywu jest wiec mniejsza od teoretycznej. Wyzna-
czony doswiadczalnie wspotczynnik ¢, nazwany wspé/czynnikiem predkosci (zalezny
przede wszystkim od lepkosci i predkosci wyplywajacego ptynu oraz od wymiaréw
otworu, a wiec od liczby Reynoldsa Re = vd/v — p. 6.3.5), jest stosunkiem predkosci
rzeczywistej do teoretycznej
Vr

. (5.46)
\;

¢ =

Obserwujac struge wyptywajaca przez otwdr ostrobrzezny (rys. 5.13), stwierdza-

my, ze pole przekroju strugi A. w pewnej odlegtosci (na ogét réwnej potowie Sredni-

cy) od otworu wylotowego jest mniejsze od pola otworu A. Zjawisko to, spowodowa-

ne sitami bezwtadnosci, nosi nazwe kontrakcji strugi. Stosunek pola przekroju strugi

w miejscu przewezenia do pola otworu nazywamy wspoiczynnikiem kontrakcji (zwe-
zenia)

. (5.47)
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Warto$¢ tego wspotczynnika zalezy przede wszystkim od liczby Reynoldsa, a tak-
ze od ksztattu i usytuowania otworu wyptywowego.

Rzeczywisty strumien objetosci obliczamy z za-
leznosci
Gy =V, AA=prvA=pvA, (5.48)
w ktorej px = u jest wspdiczynnikiem wyplywu. ‘ L A
LA
I
Rys. 5.13. Wyptyw strugi przez otwor ostrobrzezny Vv

Na rysunku 5.14 przedstawiono wyznaczone doswiadczalnie zaleznosci wspot-
czynnikow predkosci ¢, kontrakcji x oraz wyptywu p otworéw kotowych ostrobrzez-
nych od liczby Reynoldsa.

1,0 —
—— o
08
W K
06 Y
y 4
//

0.4/

10 10° 10° 10* 10° 10°

Re

Rys. 5.14. Zaleznosci wspdtczynnika predkosci ¢, kontrakcji « i wyplywu i od liczby Reynoldsa

2. Wyplyw ustalony przez przystawki

W celu uzyskania spoistej struktury strugi wyptywajacej cieczy, nadania jej kie-
runku oraz zwigkszenia ilosci wyplywajacej cieczy stosuje si¢ przystawki. Sa to kro¢-
ce rurowe, tworzace obramowanie otworu wyptywowego lub zakonczenia przewodu.
Moga by¢ umieszczone na zewnatrz lub wewnatrz zbiornika. Przekréj przeptywowy
wzdtuz osi przystawki moze by¢ zmienny lub staty, ich 0§ moze by¢ pozioma, piono-
wa lub ukosna.

Rozpatrzmy przeptyw przez zewngtrzna przystawke pozioma o przekroju koto-
wym (rys. 5.15). Wskutek kontrakcji struga odrywa si¢ na wlocie od $cian przystawki,
a nastepnie, jezeli 1>2d i H < Hy,, struga rozszerza sie i ptynie catym przekrojem
przystawki. Pole przekroju strugi wyptywajacej z przystawki jest wiec réwne polu



132 Cze$é pierwsza — Podstawy mechaniki ptynow

1 otworu; zatem x =1, a 4 = ¢, czyli w czasie
- wyptywu cieczy przez przystawke wspotczynnik
- wyptywu jest réwny wspoétczynnikowi pred-

T - kosci. Oczywiscie wspotczynnik predkosci przy-
. \ 3 |2 stawki jest mniejszy (z powodu wigkszych strat
I == — energii) od wspotczynnika predkosci otworu, np.
O% —= w rozpatrywanym przypadku ¢ = 0,82. Wobec

= ( tego, dla jednakowych wartosci H oraz d,

- ' predkos¢ wyptywu z przystawki zmniejsza sie,

- - strumien przeptywu natomiast wzrasta.

W przekroju 3. wytwarza sig¢ podcisnienie,
ktérego wartos¢ mozna obliczy¢ z rownania Ber-
noulliego i réwnania ciagtosci odniesionych do

przekrojoéw przewezenia 3. i wylotowego 2.

2 4
py — b= 2 Hd%j - 1} (5.49)

ale predkosé wyplywu z przystawki v = ¢ /2gH , a stosunek (ds/d)? = x; jest réwny
kontrakcji we wnetrzu przystawki, wigc zaleznos¢ (5.49) przyjmuje postaé

Rys. 5.15. Przeptyw przez zewngtrzna
przystawke cylindryczna

Pp — P3= (pz(iz - 1jng - (5.49)
Ky

Podcisnienie powstajace w przystawce jest wobec tego wprost proporcjonalne do
wysokosci rozporzadzalnej w zbiorniku.

Dla pewnej wartosci wysokosci rozporzadzalnej H = Hy, cisnienie w obszarze
przewezenia obnizy sie do cisnienia parowania i wystapi zjawisko kawitacji (p. 5.3.4),
prowadzace do zmiany charakteru wyptywu. Po wystapieniu kawitacji przystawka
przestaje spetnia¢ swoje zadanie, gdyz struga wyptywa tak, jak z matego otworu.

Wartos¢ krytyczna wysokosci rozporzadzalnej dla przystawki walcowej mozemy
wyznaczy¢ z zaleznosci (5.49'), przyjmujac ps = pw (Pw —Cisnienie parowania cieczy)

— pb B pw
H, = . (5.50)
pg o /x?-1)

Wartosci wspotczynnika wyptywu g, predkosci ¢ i kontrakcji x réznych przysta-
wek stosowanych w praktyce podano w tabeli 10.5.3.

Poréwnujac wartosci wspotczynnikow wyptywu przystawek o réznych ksztattach,
mozna zauwazy¢, ze — dla tych samych wartosci d i H — najwigkszy strumien wypty-
wu zapewnia przystawka z wlotem zaokraglonym, w ktorej straty przeptywu sa naj-
mniejsze. W przystawkach stozkowych rozbieznych przy znacznych katach ich roz-
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warcia mozliwe jest oderwanie strugi od scian i wyptyw bezposrednio z otworu.
Optymalny kat rozwarcia przystawek wynosi « = 5+7°. Stozkowe przystawki rozbiez-
ne stosuje sie wtedy, gdy wymagane jest zmniejszenie predkosci wyptywu cieczy
(rury ssace turbin, dyfuzory pomp itp.). Przystawki stozkowe zbiezne umozliwiaja
uzyskiwanie spoistej struktury strugi na znacznej dtugosci. Zwigksza si¢ dzigki temu
zasieg strugi i dlatego sa stosowane jako koncowki wezy strazackich (np. pradowni-
ce). Optymalny kat zbieznosci, przy ktérym wspotczynnik wyptywu osiaga maksi-
mum wynosi « = 13+14°,

3. Wyplyw ustalony przez duzy otwor

Jezeli wymiary otworu (wymiar pionowy) sa wielkosciami tego samego rzedu co
gtebokos¢ zanurzenia jego $rodka, to predkosci wyptywu strug na réznych gteboko-
sciach sa rozmaite.

Niech A oznacza pole otworu (0
dowolnym konturze) znajdujacego sie
w ptaskiej scianie nachylonej do po-
ziomu pod katem « (rys. 5.16).

Rys. 5.16. Wyptyw przez duzy otwor
w bocznej scianie

Uktad wspoétrzednych przyjmujemy jak na rysunku. Predkos¢ wyptywu przez po-
wierzchnig elementarna dA na gtebokosci z wynosi

V=p,29z,
pole powierzchni elementarnej

dA = b(z) dy = b(z) -2
SInNa

a zatem elementarny strumien objetosci

qu=KM¢ 2Q9zdz. (5.51)
sin a

Catkowity rzeczywisty strumien objgtosci

hy
q = [dg, = =3 V29 [b@) vz dz. (5.52)
Sin o hy

A
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Przeanalizujmy niektore przypadki wyptywow przez duze otwory. W otworze pro-
stokatnym umieszczonym w $cianie pionowej:

a) (b(z) =b =const) A (sin a=1)

hy
= q, =uby2g [Vzdz= % uby2g (22 - n¥?), (5.53)
Ll

b) (b(z) = b = const) A (sin @ =1) A (hy = 0) A (h, = h)
:qugﬂbh\/m, (5.54)

a zatem strumier objetosci wyplywajqcej cieczy zalezy od wysokosci jej spietrzenia
nad dolng krawedzig otworu. Gdy powierzchnia swobodna cieczy znajduje sie ponizej
gornej krawedzi otworu, otwor staje sie przelewem. Przelewy sa stosowane jako przy-
rzady do pomiaru strumienia objetosci wody w przewodach otwartych.

Przelewy miernicze (rys. 5.17) charakteryzuja sie:

» ostroscia krawedzi przelewowej (korony przelewu),

» odrywaniem sig strugi przeptywajacej od przegrody (niezatopieniem przelewu),

» przeptywem nad przegroda cala jej szerokoscia,

» rozmaitymi ksztattami wyciecia przelewu (mozliwie proste geometrycznie
ksztaity).

Rys. 5.17. Przelew mierniczy prostokatny ze zwgzeniem bocznym

Dla kazdego przelewu moze by¢ sporzadzona krzywa okreslajaca zaleznos¢ stru-
mienia objetosci od wysokosci spietrzenia

qv="f(h),
zwana charakterystykq przepfywu, tradycyjnie rysowana w postaci
h=f"(qv). (5.55)

Na rysunku 5.18 przedstawiono bezwymiarowe charakterystyki przeptywu kilku
najczesciej stosowanych w przelewach mierniczych ksztaittow otwordw, w ktorych
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wspdétczynniki A, B i C sa statymi zaleznymi od rozmiaréw przelewu, ostrosci krawe-
dzi przelewowej oraz kata, jaki tworza boki przelewu z jego osia symetrii:

a) przelew o liniowej charakterystyce przeptywu, w ktérym jest zachowana pro-
porcjonalnos¢ strumienia objgtosci od wysokosci spigtrzenia gy = A h;

b) przelew trapezowy o charakterystyce okreslonej réwnaniem g, = B h¥? + C h*?;

c) przelew prostokatny o charakterystyce g, =B h*?, wynikajacej z réwnania
(5.54);
d) przelew tréjkatny o charakterystyce g, = C h*?.
a) b) 0) d)
1 T 1 T 1 T 1 T /
A A= i1 1V
h h / h h /
/ / —
hmaX hmax / hmax / hmax/
0 0 0 0
0 Qv 1 0 Qv 1 0 Qv 1 0 v 1
quax quax quax quax

Rys. 5.18. Charakterystyki przeptywu przelewow: a) przelew o liniowej charakterystyce
przeptywu, b) przelew trapezowy, c) przelew prostokatny, d) przelew trojkatny

4. Wyplyw przez maly otwor dla zmiennej wysokosci napelnienia (wyplyw
guasi-ustalony)

Rozpatrzmy wyptyw cieczy przez maty otwor ze zbiornika o zmiennym polu po-
wierzchni przekroju poziomego A = A(z), podczas ktdrego poziom zwierciadta cieczy
w zbiorniku zmienia si¢ (rys. 5.19). W tym przypadku wysokos¢ napetnienia oraz
predkosc 1 strumien objgtosci wyptywajacej cieczy sa zalezne od czasu. Do rozwiaza-
nia tego zagadnienia nalezatoby zastosowa¢ réwnanie ruchu nieustalonego, poniewaz
jednak — przy matej predkosci zmiany poziomu cieczy — przyspieszenia sa pomijalnie
mate, mozna przyja¢, ze ruch jest prawie ﬂ
ustalony (quasi-ustalony). a, ‘

dz
|
|
‘\
>
N
|
|

|
h,

Rys. 5.19. Wyptyw quasi-ustalony
przez maty otwor
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Przyjmujac uktad wspotrzednych i oznaczenia jak na rysunku 5.19, zaktadamy, ze
w chwili poczatkowej oprozniania zwierciadto cieczy znajdowato sie na wysokosci hy
nad otworem. Po uptywie pewnego czasu opadto ono do wysokosci z, a odpowiadaja-
cy tej wysokosci strumien objgtosci (wyptywu) wynosi

o (2) =1 A 202 (5.56)

W czasie dt przez otwér wyptywa ciecz o elementarnej objetosci dV; =
= uAy4/29z dt, do zbiornika doptywa przewodem zasilajacym dV, = qy dt, poziom

cieczy natomiast opada o —dz, a zatem ubywa ze zbiornika dV; = — A(z) dz.
R6znica miedzy iloscia wyplywajaca i doptywajaca jest rowna ubytkowi cieczy ze
zbiornika. Bilans objetosci przyjmuje wiec posta¢ rownania

uA, 29z dt — g, dt= —A(z) dz, (5.57)
a stad
g=_  ADd (5.58)
WA 4202 - g

Czas wyptywu (oprozniania) zbiornika

" AQ)dz T A®Z) dz
t= _ - . 5.59
,{U'%\/ZQZ—QV h[quJZQZ—qV 559

Przeanalizujmy kilka przypadkéw szczegblnych zmiany potozenia zwierciadta
cieczy w zbiorniku:

a) g, > uA, \/2gh, — napemianie zbiornika; zwierciadto cieczy w czasie t, okres-

lonym zaleznoscia (5.59), podniesie si¢ od poziomu h; do h = q\f/Zg we A

b) q, = uA, \/ﬁ — zwierciadto cieczy nie zmienia potozenia;

c) qy <uhA \/ﬁ — oproznianie zbiornika; zwierciadto cieczy opada do chwili,
gdy strumien doptywu i wyplywu osiagna taka sama wartos¢, tzn. do chwili, gdy po-
ziom cieczy z = h, = q2 /2g y® A?;

d) qv = 0 — mozliwe jest catkowite oproznienie zbiornika; czas catkowitego oproz-
nienia zbiornika

by
t= | A(2) dz (5.60)

S WA 207

5. Wyplyw przez duzy otwor przy zmiennej wysokosci napetnienia (wyplyw
guasi-ustalony)

Rozpatrzmy wyptyw quasi-ustalony cieczy przez duzy otwor prostokatny o wy-
miarach a x b, znajdujacy si¢ w pionowej $cianie zbiornika (rys. 5.20).
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Na czas opadania zwierciadta od potozenia

poczatkowego z = 0 do dolnej krawedzi otworu X N ”t

z = h sklada si¢ czas opadaniaodz=0doz=h-a, - 7 AR

a zatem do gornej krawedzi otworu oraz czas S <

opadania od z = h — a do z = h (opadanie zwier- T ar

ciadta podczas wyptywu przez przelew). b
Rys. 5.20. Wyptyw quasi-ustalony przez duzy otwor

z

Chwilowy strumien wyptywu przy dowolnym potozeniu powierzchni zwierciadta
A(2), obliczony ze wzoru (5.53), wynosi

q\,——yb\/_(h 22 - (h-a-2)"2) (5.61)

Zat6zmy, ze w czasie dt nastapito obnizenie zwierciadta cieczy A(z) o dz, co od-
powiada wypltywowi objetosci gy dt, a zatem

gy dt = A(z) dz,
po podstawieniu (5.61)

—,ub\/_( 2V — (h-a-2)"?)dt=A(z) dz,

stad po scatkowaniu otrzymamy czas oprézniania zbiornika do poziomu gérnej kra-
wedzi otworu
h-a

A(2) dz

Jbr e

t, = (5.62)

Chwilowy strumien wyptywu (objetosci) w przypadku przelewu prostokatnego
obliczony ze wzoru (5.54)

== yb\/ﬁ )%, (5.63)
a zatem
%yb 29 (h—2z)"% dt=A(z) dz,
stad

L=

h
1 I A(z) dz (5.64)

—,ub\/— h-a h23/2

jest czasem potrzebnym na obnizenie si¢ poziomu cieczy od gérnej do dolnej krawedzi.
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6. Wyplyw gazu przez otwor zaokraglony (dysze zbiezna)

Rozwazmy wyptyw gazu (ptynu $cisliwego) ze zbiornika, w ktérym panuje wyso-
kie cisnienie, do obszaru o nizszym cisnieniu przez otwor zaokraglony, w przypadku
ktorego wspotczynnik kontrakcji ma wartos¢ 1 (rys. 5.21). Zaktadamy, ze wyptyw
przebiega zgodnie z przemiana adiabatyczna o rownaniu

Po - P (5.65)
Po P
pr— wtedy rownanie Bernoulliego przyjmuje posta¢ (5.23)
2
\% K p _
PoPo T 2 e, e
(w ktérej pominicto juz sity masowe, przyjmujac, ze
cisnienie hydrostatyczne wywierane przez gaz jest po-
F P.p, T mijalnie mate w stosunku do cisnienia statycznego p).
A\ — Rys. 5.21. Wyplyw gazu przez otwor zaokraglony

Otwor jest maly, mozna wiec przyja¢, ze gaz w zbiorniku jest nieruchomy, przy
czym parametry stanu nieruchomego gazu (cisnienie — po, temperatura — To) nazywa-
my parametrami spietrzenia. Réwnanie (5.23) dla przekrojéw potozonych wewnatrz
zbiornika i tuz za wylotem przyjmuje wowczas postac¢

2
il &=V7+ kP (5.66)

kP
k=1 p, k-1 p

stad predkos¢ wyptywu ze zbiornika

v:\/z’C (&—E]. (5.67)

Py

AN
>
b

Z zaleznosci (5.65)

a zatem
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Po uwzglednieniu tego we wzorze (5.67), otrzymamy wzér Saint-Venanta
i Wantzela w postaci

k-1

v= | 2E P 1—(£]” . (5.68)
k=1 pg Po

Strumien masy gazu wyplywajacego przez dysze z zaokraglonym wlotem rozpre-
zajacego si¢ bez wymiany ciepta w dyszy (przemiana adiabatyczna ) wynosi

2 K+l
1k =
2 K K
qm:pAv=po(pﬂj AV= A LSS Do pg [ﬂj —(ﬂJ . (5.69)

0 Po o

Zmiane strumienia masy wyptywajacego gazu w zaleznosci od cisnienia p,
w uktadzie wspotrzednych bezwymiarowych p/po, q,,/0y,, przedstawiono na wykresie
(rys. 5.22). Zaleznos¢ (5.69) przedstawia tzw. elipse przep/ywu, przy czym ¢, ozna-

cza maksymalny strumien masy, odpowiadajacy przeptywowi gazu z predkoscia
dzwicku a”. Zjawisko to, zwane paradoksem Saint-Venanta-Wantzela, wynika ze
zmiany charakteru przeptywu z chwilg osia-

gnigcia w wylocie cisnienia p = p. Gaz 1,0 M

wyptywa wowczas z predkoscia dzwieku \

i zadne zmiany cisnienia zewnetrznego, roz- 0.8

chodzace si¢ z predkoscia dzwigku, a wigc \
z predkoscia zerowa wzgledem gazu w wy- 0,6

locie, nie moga wplynaé na przeptyw. Po 9Im
zmniejszeniu p ponizej p~ predkosé wyply- an 04
wu nie ulega zmianie i zachowuje stale war-

tos¢ krytyczna — obrazem tego na wykresie 02
(rys. 5.22) jest prosta pozioma.

|
\
\
\
\
\
\
\
\
0 i
0 02 04 06 08 10

Rys. 5.22. Zaleznos¢ strumienia masy od cisnienia P
przy wyptywie przez dyszg zbiezna Po

Gdy oznaczymy p/po = Boraz (2 «l(x — 1)) po po = B? wowczas réwnanie (5.69)
przyjmie postaé¢

q—m: = L 7
L BYS -4 (5.70)
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gdzie:
gy, — jednostkowy strumien masy,
B — wartos¢ stata dla danych warunkow poczatkowych.

Funkcja q,, osiaga wartos¢ maksymalna, gdy wyrazenie
2 K+l

E=pr - 8"
osiagnie réwniez wartos¢ maksymalna, co z kolei zostanie spetnione, gdy d&/dg = 0.
Z warunku tego wynika, ze £ osiaga maksimum, gdy

ﬂ:ﬂ*:(ﬁj :E:(Z’CJH, (5.71)

Po Po k+1

Stosunek £, zalezny tylko od wyktadnika izentropy &, nazywamy krytycznym sto-
sunkiem cisnier. W przypadku powietrza o wyktadniku izentropy «= 1,4, 8~ = 0,528.

Punkt M jest punktem charakterystycznym odpowiadajacym krytycznemu stosun-
kowi cisnien 5~ = p'/po, przy ktorym q./q;, = 1. W zakresie cisnien 8~ < p/p, < 1 gaz
rozpreza si¢ w dyszy do cisnienia p = pPzewn. Odpowiada temu predkosé¢ wyplywu
a >V >0 oraz strumien masy q, > g, > 0. W zakresie cisnien 0 < p/po < B~ gaz roz-
preza si¢ w dyszy tylko do cisnienia p = p*, dalsze rozprezenie do cisnienia pyewn za-
chodzi natomiast poza dysza, co jest potaczone z duzymi stratami. Predkos¢ wyptywu
z dyszy jest stata i rowna predkosci v = a’, a strumien masy wynosi g, .

5.3.4. ZJAWISKA TOWARZYSZACE PRZEPLYWOWI
PRZEZ PRZEWEZENIA

1. Kawitacja

Podczas przeptywu cieczy przez zwezke (rys. 5.8) cisnienie w przekroju przewe-
zenia moze teoretycznie przyjmowa¢ dowolnie mate wartosci, praktycznie jednak
warto$¢ cisnienia jest ograniczona i nie moze spas¢ ponizej cisnienia parowania
(wrzenia) odpowiadajacego temperaturze przeptywajacej cieczy. Obnizeniu cisnienia
do wartosci bliskich cisnieniu parowania towarzyszy wydzielanie sie gazéw i par
z cieczy, czyli zjawisko kawitacji.

Na ogét kawitacja wystepuje wédwczas, gdy cisnienie absolutne, w jakims$ obsza-
rze cieczy, spadnie ponizej pewnej Krytycznej wartosci cisnienia peay, przy ktorym
pojawiaja Sig¢ przerwania ciagtosci cieczy i tworza sig obszary (tzw. kawerny) zapet-
nione gazami lub parami wydzielonymi z cieczy (rys. 5.23a). Czesto cisnienie pcay
pokrywa sie z cisnieniem parowania p,, W danej temperaturze i pojawienie sie kawita-
cji mozna traktowac jako zjawisko wrzenia cieczy wywotane wzrostem temperatury
lub zmniejszeniem cisnienia.
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Ogolnie biorac, kawitacji sprzyjaja nastepujace okolicznosci:

» zbyt niskie cisnienie w stosunku do cisnienia parowania cieczy w danej tempe-
raturze,

» nadmierny wzrost predkosci przeptywu
I zwiazany z tym spadek cisnienia,

» raptowne zmiany kierunku i predkosci

Przyblizone zaleznosci wiazace cisnienie Z

i strumien przeptywu w warunkach kawitacji moz- b) P
na okreslic za pomoca réwnania Bernoulliego
(5.24) i rownania ciagtosci przeptywu (3.20).

Rys. 5.23. Zjawisko kawitacji; a) przekréj przez przewod,
b) wykresy cisnienia

Rozpatrzmy przeptyw przez przewod z przewezeniem (rys. 5.24). Réwnanie Ber-
noulliego dla przekrojow 1. i 2. ma postac¢

LV N
0 2 yo, 2
skad, po uwzglednieniu, ze
nD? _ nd? _
17, T Vay =0
otrzymujemy
_._ 8pq (dT
=p, - 1-|= 5.72
p2 pl 7'[2d4 D ( )
lub
d? -
g = |2 PP (5.73)

4 \p 1-(d/D)

Jesli dla przeptywajacej cieczy znana jest wartos¢ peay, t0 z rownania (5.73) okre-
slimy strumien objetosci

nd?® [2 P, - P
= = @ 5.74
YT b 1 (/o) 679

przy ktérym w przewezeniu przewodu wystapi kawitacja.
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1 \_2’/ i
o B V% S i

Pu Vs /\

Rys. 5.24. Przeptyw przez przewdd z przewezeniem

Bezposrednio za przewezeniem podstawowa masa cieczy plynie w postaci strugi
swobodnej otoczonej mieszanina pecherzykéw pary i cieczy. Po przejsciu w obszar
wyzszego cisnienia pecherzyki pary skraplaja sie i w pewnej odlegtosci za przeweze-
niem ciecz znow zapetnia caty przekrdj przewodu.

Diugos¢ strefy kawitacji zalezy od cisnienia w czesci odptywowej przewodu, czyli
tzw. przeciwcisnienia. Na rysunku 5.23b przedstawiono cisnienie na §cianach przewo-
du z rysunku 5.23a w przypadku, gdy strumien objgtosci jest staty, lecz zmienia sig
cisnienie statyczne nastawiane za pomoca zaworu. Dla cisnienia przedstawionego
krzywymi 1 i 2 kawitacja nie wystepuje; dla tych dostatecznie duzych przeciwcisnien
w najmniejszym przekroju zwezki cisnienie osiaga minimalna wartos¢, po czym wzra-
sta do wartosci bliskiej wartosci poczatkowej. Zjawisko kawitacji pojawia si¢ podczas
przeptywu o rozktadzie cisnienia 3, lecz ma wowczas zasigg lokalny. Dalsze zmiany
oporu zaworu nie powoduja zmniejszania cisnienia w gardzieli zwezki, gdzie p = py,
lecz zwickszaja zasieg kawerny (krzywe 4, 5, 6), a cisnienia na wlocie i wylocie roz-
nia sie dos¢ znacznie. Ogolna strata energii cieczy, wyrazona spadkiem cisnienia
wzdiuz przewezenia, a nazywana kawitacyjng stratg cisnienia, jest ttumaczona nied-
wracalnoscia przemian energetycznych wystepujacych podczas parowania i skraplania
cieczy oraz wydzielania si¢ i ponownego rozpuszczania gazu w cieczy.

Znalezione doswiadczalnie (rzeczywiste) wartosci cisnienia kawitacji (pcay) roznia
si¢ od wartosci cisnienia p,, wzigtych z tablic wtasnosci fizycznych cieczy. Mierzone
cisnienie jest wieksze od cisnienia p,, z tablic, bo pomiarowi podlega (zgodnie z pra-
wem Daltona) suma ci$nien pary nasyconej cieczy i gazow zawsze w hiej rozpuszczo-
nych. Cisnienie p, musi by¢ mniejsze od cisnienia pey, gdyz jest cisnieniem tylko
parowania cieczy w okreslonej temperaturze.

Kawitacja powstaje nie tylko w przeptywie cieczy przez przewody, ale i podczas
optywu ciat, a zwlaszcza na topatkach srub okretowych, wirnikéw turbin i pomp.
W wyniku duzych predkosci obrotowych wirnikéw i érub, w niektérych obszarach,
predkosci przeptywu cieczy osiagaja takie wartosci, ze cisnienie spada do wartosci peay
i pojawia sie kawitacja.

Z wystepowaniem kawitacji jest zwiazany zawsze wzrost strat energii, niszczenie
materiatu (tzw. erozja kawitacyjna) oraz pojawienie si¢ charakterystycznych efektow
dzwigkowych (tzw. szum kawitacyjny).

Erozja kawitacyjna najintensywniej wystepuje w koncowej czesci kawerny, w ob-
szarze podwyzszonego cisnienia, gdzie zanikowi kazdego pecherzyka pary towarzyszy
wypromieniowanie impulsu kompresji (podobnie jak podczas implozji). Sa to mi-
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krouderzenia o duzej czestotliwosci i duzej jednostkowej energii zdolne do niszczenia
nawet bardzo gtadkich powierzchni. Oczywiscie, ze wzrostem chropowatosci lub po-
rowatosci powierzchni efekt dziatania erozji kawitacyjnej rosnie.

Gwattowne zmniejszenie objgtosci pecherzykéw w obszarze wyzszego cisnienia jest
rowniez zrodtem szumu kawitacyjnego (o zakresie czgstotliwosci od kilkuset hercow do
kilkuset kilohercow), ktéry z kolei moze byé przyczyna wibracji oddzielnych elemen-
tow urzadzen, prowadzacych do ich niestabilnej pracy, a nawet zniszczenia.

W technice kawitacja zmniejsza sprawnos¢ maszyn i urzadzen, w medycynie
ujemnie dziata na uktad krazenia, w biologii powoduje rozkitad czerwonych ciatek
krwi i bakterii.

Nie mozna w zasadzie zapobiec tym niekorzystnym zjawiskom zwiazanym z wy-
stapieniem kawitacji; jedyna rada jest niedopuszczenie do jej pojawienia sig, tzn.
utrzymanie

Pmin = Peav- (575)

Mozna tego dokona¢ nastgpujacymi sposobami:

» tak uksztattowac przewdd, aby nie wystgpowato w nim zbyt mate cisnienie,

» podwyzszy¢ poziom cisnienia statycznego,

» zmniejszy¢ cisnienie wrzenia cieczy przez obnizenie jej temperatury.

Kryterium oceny mozliwosci lokalnego wystapienia kawitacji jest okreslone sto-
sunkiem réznicy cisnien p — py (p — cisnienie w obszarze niezaktéconym przez zwe-
zenie, p,, — cisnienie wrzenia odpowiadajace danej temperaturze cieczy) do cisnienia
dynamicznego pv%/2. Stosunek ten

o= Z;z‘/)g (5.76)

nosi nazwe wspoé/czynnika (liczby) kawitacji.

Ostatnio probuje sie réwniez wykorzysta¢ kawitacje do celéw pozytecznych, jak
np. mieszanie, odgazowanie, wytwarzanie emulsji, rozdrabnianie ciat statych, ciecie
materiatow statych struga cieczy.

2. Ejekcja

Z analizy przeptywu przez przewod z przewezeniem wynika, ze na odcinku, na
ktorym przekr6j przewodu zmniejsza sie, cisnienie réwniez maleje, osiagajac naj-
mniejsza wartos¢ w minimalnym przekroju przewezenia. Gdy dobierze si¢ odpowied-
nio predkos¢ przeptywu oraz stosunek przekrojow zwezki, mozna wytworzyé w prze-
wezeniu dowolne (ale wyzsze od pg) cisnienie okreslone zaleznoscia analogiczna do

(5.72)
_ pV? dy
LI [1(5”
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Po potaczeniu obszaru obnizonego cisnienia z obszarem o cisnieniu wyzszym za-
obserwujemy zjawisko zasysania ptynu. Zjawisko to, zwane efektem ssqcego dziala-
nia strugi, jest podstawa dziatania strumienic (ejektoréw), stuzacych do wytwarzania
podcisnienia w kondensatorach turbin, podnoszenia i przenoszenia cieczy, odwadnia-
nia szybow goérniczych itp.

Na rysunku 5.25 przedstawiono schemat strumienicy. Struga zasilajaca (robocza)
0 parametrach oznaczonych indeksami e, wyptywajaca przez dysze o polu przekroju
wyptywowego A, do komory mieszania (wywotujac w zwezce podcisnienie), porywa
czastki ptynu doptywajace do komory mieszania przez przekréj o polu As (parametry
tej strugi sa oznaczone indeksami s). W komorze mieszania nastepuje potaczenie sie
obu strug, w trakcie ktorego zachodzi wymiana energii oraz wyrownanie predkosci,
cisnienia, gestosci, temperatury. Przebieg wyréwnywania sie profilu predkosci poka-
zano na rysunku 5.26.

dyfuzor

P, Ts s Vs, Ps komora mieszania

Rys. 5.26. Wyréwnywanie sie profilu predkosci w komorze mieszania strumienicy

Obliczanie strumienic jest ztozone ze wzgledu na trudny do analitycznego ujecia
proces mieszania. Wszystkie obliczenia, ktorych celem jest na ogo6t okreslenie para-
metréw w przekroju wylotowym (t) strumienicy — przy znajomosci parametrow po-
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czatkowych obu ptynéw (e i s) — wykonujemy, korzystajac z rownania ciagtosci prze-
plywu

Pe qu + Ps qu = Pt th ’ (577)
réwnania zachowania pedu
Pe Ove Veot Ps Ovs Vso — Pt Ove Va = P3 A3 — P (Ae+As) (578)
oraz réwnania zachowania energii
Pe Qve €t Ps Qus &= 1 Ot & (5.79)
2 0,4
w ktérym e =gz +2 Y
Badania doswiadczalne strumienic sprowadzaja 03 m=036 |
sig¢ najczesciej do ilosciowego okreslenia przemian —
energetycznych, zachodzacych w strumienicy, trak- ™ 0,2 0,2
towanej jako catos¢ i w poszczeg6lnych jej elemen- \&/ 01
tach. Na podstawie pomiaru srednic, strumieni obje- 0,1 <~ :
tosci i cisnien mozna sporzadzi¢ charakterystyki \
(rys. 5.27), ujmujac zaleznosci migdzy stopniem
wykorzystania cisnienia 7 = (pr — ps)/(Pe — Ps), 1 2 3 4

stopniem zasysania (ejekcji) u = ps Qus/ pe Que | WY-
roznikiem konstrukcyjnym (modutem) strumienicy Rys. 5.27. Charakterystyki strumienicy
m= Aeo/Ag.

5.3.5. OPLYW WALCA O PRZEKROJU KOLOWYM. SILA NOSNA

Sity dziatajace na ciato, poruszajace sie w ptynie, sa spowodowane przede wszyst-
kim cisnieniem i tarciem. W przypadku ruchu ciata w ptynie doskonatym zjawisko
tarcia nie wystepuje.

1. Oplyw bezcyrkulacyjny

Optyw walca kotowego jest przyktadem ptaskiego optywu ciata osiowosyme-
trycznego, o osi normalnej do kierunku strugi. Rozpatrzmy zatem optyw takiego nie-
skonczenie dtugiego walca (R/l << 1) o promieniu R, ptaskoréwnolegta struga ptynu
nielepkiego poruszajacego sie z predkoscia V.. Przeptyw taki otrzymuje sie przez
superpozycje przeptywu rownolegtego o statej predkosci v., = const i dipola znajduja-
cego sie w poczatku uktadu (p. 2.6.4, przy czym C = m — cecha zrédta podwaojnego
0 strumieniu objgtosci qy).

Potencjat predkosci i funkcja pradu tego ruchu beda réwne

d=v,_ x+m

el (5.80)
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Y=v_y-m Zy 5 - (5.81)
Xy

Réwnanie linii pradu #(x, y) = C ma posta¢

y _
-m—— =C 5.82
VoY - Mg (5.82)
lub
m 1
1- — ——|=C. 5.82'
vmy[ v. X2+y2J (5.82')
Réwnanie to jest spetnione dla
a)y =0,
1- ™ 1 =0 b xyr= T
vV, Xy o

Wowczas warunek (a) wyznacza oS X, a (b) — okrag ze srodkiem w poczatku ukta-

du o promieniu R = ,/m/v_ (rys. 5.28).

W rozwazanym ruchu pitynu istnieje
wiec struga przeptywajaca wzdiuz osi X,
natomiast w punkcie A struga rozdziela sie
na dwa odgatezienia optywajace okrag
0 promieniu R. Wszystkie linie pradu znaj-
dujace si¢ w poblizu dipola sa zawarte we-
wnatrz okregu AMBN. Obraz ruchu na ze-
whnatrz okregu traktowany jest jako optyw
dookota walca o promieniu R.

Rys. 5.28. Linie pradu w ruchu ztozonym
z przeptywu réwnolegtego i dipola

Znajac promien R =,/m/v_ , mozemy wyznaczy¢ m = V., R% Po uwzglednieniu

tego zwiazku okreslimy we wspoétrzednych biegunowych potencjat predkosci i funkcje
pradu

R? R?
d=v_x|1+ =v_|1+ —|rcose, 5.83
O (R [

R? R?
Y= 1- ———|= 1- — ing. 5.84
va( x2+y2] vw( rzjrsmgo ( )
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Wspotrzedne predkosci w kierunku promienia wodzacego r i w kierunku do niego
prostopaditym sa rowne

2 2
vV, = 9 _ 2 vV, 1+R—2 rcos o |=v, 1—R—2 cos ¢, (5.85)
or r r

2 2
V,= - — == ﬁ[\/w rcos ¢+ R rv°° c0s goj = -V, (1+$—2Jsin(p. (5.86)

Na powierzchni walca (r = R), zgodnie z (5.85) i (5.86),
Vv, =0, V,=-2V,Ssin ¢.

Z zaleznosci tych wynika, ze predkos$¢ ptynu nielepkiego na powierzchni walca
jest zawsze skierowana stycznie

V=V,=-2V,Sin ¢. (5.87)

Punkty, w ktorych predkos¢ przyjmuje wartosci zerowe, tzn. punkty spigtrzenia,
odpowiadaja katom ¢ =01 ¢ =« (punkty A i B) na rysunku 5.28.

Maksymalna wartos$¢ v = 2v,, osiaga predkos¢ w punktach o wspotrzednej katowej
p=ml2i ¢=3n/2, tzn. w przekroju prostopadtym do osi strugi.

Znajac pole predkosci, obliczymy rozktad cisnienia na powierzchni walca o pro-
mieniu R, wokdt ktorego istnieje bezcyrkulacyjny przeptyw ptynu niescisliwego.
Z robwnania Bernoulliego (5.24) — napisanego dla dwaoch przekrojow strugi ptynu:
w strudze niezaktdconej i na powierzchni walca — obliczymy cisnienie na powierzchni
walca

2 2

_ PV, PV
=p, + - —, 5.88
P=p, 5 5 (5.88)

skad, po uwzglednieniu zaleznosci (5.87),

2

P—p,=p V7°°(1 — 4sin? (p). (5.89)
Stosunek roznicy cisnien do cisnienia dynamicznego strugi niezaktoconej

2\;2‘;020 =1 4sin?g, (5.90)

ﬁ:

nazywany wspoéiczynnikiem cisnienia, jest wytacznie funkcja kata ¢, nie zalezy
natomiast od gestosci, cisnienia i predkosci strugi niezaktconej oraz od promienia
walca.
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Okreslimy teraz rozktad cisnienia na powierzchni walca. Dla ¢ = n i ¢ = 0 cala
energia strugi zamienia sie w energie potencjalna cisnienia statycznego, cisnienie jest
wowczas maksymalne, a wspotczynnik cisnienia rowny 1. Przy zmniejszaniu sie kata ¢
od © do m/2 zmniejsza si¢ rowniez cisnienie, ktore przy ¢ = (5/6)n osiaga wartos¢
cisnienia barometrycznego, a wyro6znik cisnienia wartos¢ 0. Dla wszystkich wartosci ¢
pomiegdzy (5/6)7 i /2 wystepuje podcisnienie. Dla ¢ = n/2 maksymalna wartos¢ pod-
cisnienia wynosi —3 pVi/Z , @ odpowiadajacy mu wspétczynnik cisnienia —-3. Bez-
wzglgdna wartos¢ podcisnienia jest zatem 3-krotnie wigksza niz nadcisnienia w punk-
cie A. Poniewaz p — p. jest zalezne tylko od sin® ¢ i wystepuje symetria wzgledem
osi poziomej i pionowej, rozkitad cisnienia w pozostatych c¢wiartkach przekroju
poprzecznego walca jest taki sam jak dla oméwionej czesci.

Omawiany bezcyrkulacyjny optyw ptynem doskonatym jest symetryczny wzgle-
dem obu osi. Taka symetria rozktadu predkosci i cisnienia wskazuje na brak oddzia-
tywania ptynu na ciato optywane, a zatem wypadkowa sita dziatajaca na walec pocho-
dzaca od cisnien jest rowna zeru, czyli op6r dziatajacy na ciato jest rowny zeru (para-
doks d’Alemberta). W rzeczywistosci nie istnieje symetria optywu wzgledem osi pio-
nowej, gdyz za ciatem przebieg linii pradu zostaje zmieniony wskutek istnienia lepko-
SCi.

Na rysunku 5.29 przedstawiono rozktad cisnienia obliczony z wzoru (5.89) oraz
rozktad uzyskany z doswiadczen przy optywie ptynem rzeczywistym (lepkim). Jak
wida¢, wyniki doswiadczen zgadzaja sie do$¢ dobrze w przedniej czesci walca, nato-
miast w tylnej jego czesci rzeczywiste wartosci cisnien sa mniejsze od obliczonych.
Ta rdznica jest spowodowana gtéwnie oderwaniem strug od powierzchni walca i po-
wstawaniem wirdw.

Rys. 5.29. Teoretyczny (a) i rzeczywisty (b) rozktad cisnien na walcu
0 przekroju kotowym
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2. Oplyw cyrkulacyjny

Rozpatrzmy optyw walca kotowego ptynem nielepkim bedacy przeptywem wy-
padkowym powstatym z natozenia dotychczas rozpatrywanego optywu bezcyrkulacyj-
nego i wiru ptaskiego, ktérego o$ znajduje si¢ w osi walca. Taki przeptyw bedziemy
nazywali optywem walca z cyrkulacja (rys. 5.30).

Potencjat predkosci dla takiego optywu (przy zatozeniu ruchu w polu wiru w kie-
runku zgodnym z ruchem wskazdwek zegara) bedzie réwny (p. 2.6.4)

R? r
@=Vw[1+—2JV005(/’——¢, (5.91)
r 2m

gdzie 7"— cyrkulacja predkosci (p. 2.4).

a) b) y

Rys. 5.30. Optyw walca z cyrkulacja; a) pole predkosci i punkt spigtrzenia,
b) rozktad nad- i podcisnien na powierzchni walca

Wspotrzedne predkosci w kierunku promienia wodzacego r i w kierunku do niego
prostopadtym sa réwne

2
vV, = Z—r =V, (1—'3—2J cos ¢, (5.92)
2
v(pzl 2P __ Vv, 1+R—2 sing — L. (5.93)
r Je r 2nr

Na powierzchni walca, gdy r = R, otrzymamy

v,=0, v,=-2vVv_sing - (5.94)

2nR’
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Jak wida¢, predkos¢ jest suma predkosci przeptywu bezcyrkulacyjnego oraz pred-
kosci wywotanej wirem. Naruszona zostata wiec symetria strugi wzgledem osi pozio-
mej, bowiem — po dodaniu predkosci przeptywu cyrkulacyjnego — nad walcem po-
wstanie obszar predkosci zwigkszonych, natomiast pod walcem obszar predkosci
zmniejszonych (predkosci te si¢ odejmuja). Punkty krytyczne A’ i B' beda lezaty na
powierzchni walca ponizej osi poziomej w ¢wiartce trzeciej i czwartej (przy 77> 0).
Potozenie punktéw krytycznych mozna okresli¢, przyrownujac predkosé na konturze
do zera.

Wskutek symetrii rozktadu predkosci i cisnienia wzgledem osi pionowej sktadowa
sity pochodzacej od cisnien w kierunku poziomym jest réwna zeru. Natomiast wzgle-
dem osi poziomej nie ma symetrii rozktadow pregdkosci i cisnienia, a zatem istnieje
sktadowa sity w kierunku pionowym (prostopadtym do wektora predkosci), ktora na-
zywamy Sifg nosng.

W przypadku cyrkulacyjnego optywu dowolnego ksztattu site P, z jaka ptyn dziata
na ciato, mozna roztozy¢ na site oporu czotowego Py, skierowana wzdituz wektora
predkosci v, oraz site nosna Py, skierowana prostopadle do wektora v...

Sita oporu czotowego jest definiowana jako

2
P=c 2 ;’* A, (5.95)

gdzie:
cx — bezwymiarowy wspoétczynnik oporu profilowego (czotowego),
A —pole powierzchni rzutu ciata na ptaszczyzne prostopadta do wektora V..

W celu obliczenia sity nosnej Py, dziatajacej na optywany walec kotowy o osi pro-
stopadtej do kierunku predkosci v., zaktadamy, ze ptyn jest nielepki i niescisliwy
(doskonaty), a optyw profilu nastepuje bez oderwania strugi. Sita dP, dziatajaca na
element powierzchni (rys. 5.31), pochodzaca od rozktadu cisnienia ma wartosé

dP = (p—pw) zdl, (5.96)
gdzie z — diugos¢ walca.
Wsp0trzedna pionowa sity dP wynosi
dP, =dP cos (P, y) = (p — p=) z dl cos ¢. (5.97)

Sita nosna dziatajaca na cata powierzchnie walca

Py=[] (p—p=) z dl cos ¢, (5.98)
K
gdzie K oznacza kontur poprowadzony wokot przekroju poprzecznego walca.
Po podstawieniu do wzoru (5.98) wartosci p — p., z zaleznosci (5.88) otrzymamy

2
Py:z(p;p\%"jg oS godl—%zgvz cos pdl. (5.99)
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Przy obliczaniu catki zgodnie z kierunkiem wskazowek zegara dl cos ¢ = —dx.
Pierwszy zatem sktadnik, zawierajacy x, czyli catke po konturze zamknietym z r6z-
niczki zupetnej funkcji ciagtej, jest réwny zeru,
stad

z
P=-p 5 [Jv®cosedl.  (5.100)

K

Rys. 5.31. Sita elementarna dziatajaca na profil

Powstanie sity nosnej jest uwarunkowane asymetria optywu. Dla ciat przedsta-
wionych na rysunkach 5.30 i 5.31 cisnienie w gornej czesci jest nizsze niz w dolnej.
Podobna sytuacja wystepuje wtedy, gdy na okragty walec naptywa struga ptynu lep-
kiego (rys. 5.32), a walec zostat wprawiony w ruch obrotowy i przez ruch z coraz
wigksza predkoscia obrotu oddziatuje na ptyn (rys. 5.32b, c, d).

Rys. 5.32. Optyw obracajacego si¢ walca kotowego: a) walec nieruchomy,
b, ¢, d) walec obracajacy si¢ z réznymi predkosciami obrotowymi
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Oplyw obracajacego si¢ walca jest asymetryczny i pojawia si¢ cyrkulacja® niezero-
wa. Na walec dziata sita nosna Py, skierowana od dotu ku gorze (przy obrocie walca i
kierunku naptywu jak na rysunku 5.32). Wartos¢ sity nosnej moze by¢ obliczona na pod-
stawie twierdzenia Zukowskiego, wedtug ktorego sifa ta jest proporcjonalna do gestosci
pfynu, predkosci przeplywu niezak/conego oraz do cyrkulacji woko? tego profilu. Osta-
tecznie

P,=pV., T (5.101)

Wartos¢ cyrkulacji 7" zalezy od ksztattu i wymiaréw profilu, a takze od kata jego
ustawienia wzgledem przeptywu (jest to tzw. kat natarcia). Twierdzenie Zukowskiego
ma podstawowe znaczenie w lotnictwie (aerodynamice ptata nosnego). Znajduje ono
réwniez zastosowanie w teorii przeptywu przez palisade topatek w turbinie lub spre-
zarce osiowej. Umozliwia ono réwniez wyznaczenie cyrkulacji, ktéra odpowiada za-
danej sile nosnej, a wigc umozliwia okreslenie strumienia (natgzenia) wirowosci.

Wartos¢ sity nosnej otrzymana za pomoca pomiaréw okazuje sie mniejsza od war-
tosci teoretycznej. Roznica wynika stad, ze ruch cyrkulacyjny w ptynie rzeczywistym,
spowodowany obrotem walca, nie jest identyczny z cyrkulacyjnym optywem walca
ptynem doskonatym, a zatem wystepuja réznice w wartosciach sity nosnej. Poza tym
inne rozktady cisnienia na powierzchni walca optywanego ptynem rzeczywistym, w
poréwnaniu z teoretycznym optywem bezcyrkulacyjnym (rys. 5.29), sa zrodtem poja-
wienia si¢ rowniez sktadowej poziomej sity P, zwanej sita oporu czotowego (Py), kt6-
ra przy zatozeniu nielepkosci ptynu i symetrii rozktadu cisnien po stronie naptywowej
i odptywowej walca jest rowna zeru (paradoks d’Alemberta).

Efekt dziatania sity nosnej obserwowano juz w osiemnastym wieku. Kule wystrze-
liwane z gtadkolufowych mozdzierzy obracaly si¢ wokdt swojej osi poziomej
i zbaczaty z toru. Zjawisko to, wyjasnione w 1852 roku przez Magnusa, nosi nazwg
efektu Magnusa. Na podstawie tego efektu prébowano wykorzysta¢ site wiatru bocz-
nego do napedu statku, na ktérym — zamiast zagli — ustawiono szybko wirujace pio-
nowe walce (rotory Flettnera); ten rodzaj napedu okazat sie jednak mniej efektywny
od napedu $ruba podwodna.

5.4. ZASTOSOWANIE ZASADY ZACHOWANIA PEDU
| MOMENTU PEDU

Zajmiemy sie obecnie niektorymi zagadnieniami zwiazanymi ze zmiana pedu
i momentu pedu ptynacej strugi. W szczeg6lnosci oméwimy reakcje ptynu przeptywa-
jacego przez przewdd, reakcje ptynu wyptywajacego ze zbiornika, reakcje strugi swo-

Y Catka okrezna [(...) ds jest réwna cyrkulacji predkosci (2.31).
K
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bodnej uderzajacej o przegrode stata i ruchoma oraz przeptyw strugi przez topatki
obracajacego sie wirnika. Reakcje, o ktdrych bedzie mowa, sa tylko sitami dynamicz-
nymi wywotanymi zmiana pedu strugi ptynu.

5.4.1. REAKCJA HYDRODYNAMICZNA W PRZEWODACH

Wezmiemy pod uwage dowolny odcinek nieruchomego zakrzywionego przewodu
i okreslimy reakcje dynamiczna, jaka przeptywajacy
ptyn wywiera na sciany przewodu. Oznaczymy przez A;
i A, pola powierzchni poprzecznych przekrojow na
doptywie i wyptywie ptynu, przez v; i v, srednie pred-
kosci przeptywu w tych przekrojach, przez gy strumien
objetosci, a przez p gestosc ptynu (rys. 5.33).

Ped masy elementarnej w przekroju doplywowym
wynosi p gy V1 dt, a w przekroju wyptywowym p gy V- dt.

Rys. 5.33. Schemat do obliczania reakcji hydrodynamicznej
w przewodzie

Z zasady zachowania pedu wynika, ze zmiana wektora pedu w czasie jest rowna
sile dziatajacej (w naszym przypadku reakcji hydrodynamicznej), czyli

R= P£qv (Vl—Vg). (5102)

Jest to sita, z jaka struga ptynu dziata na sciany przewodu. Po zmianie w nawiasie
kolejnosci predkosci otrzymamy reakcjg, z jaka sciany przewodu oddziatuja na ptyn.

Z przeprowadzonego rozumowania wynika, ze reakcja hydrodynamiczna zalezy
tylko od zmiany wektora predkosci na doptywie i odptywie z rozwazanego odcinka
przewodu.

Warto$¢ i punkt przytozenia reakcji mozemy okresli¢ wykresinie lub analitycznie.
WykresInie mozemy znalez¢ tg reakcje za pomoca wieloboku sit, jej punkt potozenia
(jako wektora zwiazanego) okresla punkt przecigcia si¢ linii dziatania predkosci na
doptywie i wyptywie z przewodu (rys. 5.34).

Analitycznie mozemy okresli¢ te reakcje za pomoca zasady redukcji sit. Najpierw
nalezy znalez¢ sktadowe wektora gtdwnego i moment gtowny ukiadu sit (o qv Vi;
-pQvVz; R)

R cos a= pQqyViC0S &y — p Qv V2COS
Rsin a= pquVysin oy + pQyVz Sin a.

Moment M, bedacy suma momentow sit sktadowych wzgledem dowolnego punktu 0,
ma wartosé
M=pqvVv:a-Rx=0,
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gdzie:
a1, au, o — Katy nachylenia poszczeg6lnych sit do poziomu,
aix — odlegtosci sit od obranego bieguna.

Z tych trzech réwnan mozna okresli¢ wartos¢ i potozenie reakcji hydrodynamicznej.
W omawianym zagadnieniu wystgpowata zmiana wartosci i kierunku pedu strugi.

Rys. 5.34. WykresIne wyznaczenie reakcji hydrodynamicznej w przewodzie
0 zmiennej wielkosci i kierunku pedu strugi

Na rysunku 5.35 przedstawiono takie przypadki, kiedy zmienia sie tylko kierunek
pedu (rys. 5.35a) lub tylko jego wartos¢ (rys. 5.35b) i dla nich wykresInie wyznaczono
reakcje hydrodynamiczne.

b)

=
c>y R p OvVy
o AT

|

—-p qVV2

Rys. 5.35. WykresIne wyznaczenie reakcji hydrodynamicznej w przewodzie o zmiennym kierunku (a)
oraz zmiennej wielkosci (b) pedu strugi
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5.4.2. REAKCJA PLYNU WYPLYWAJACEGO

Wezmy pod uwage zbiornik o polu przekroju poziomego A wypetniony ciecza. Na
gtebokosci h pod zwierciadtem cieczy znajduje sie otwor o polu przekroju a (rys. 5.36).
Przyrost pedu strugi wyptywajacej bedzie rowny

P 0OvVoedt—pqy Vv dt, (5.103)
ale zmiana pedu w czasie jest réwna sile dziatajacej. Oznaczmy ja przez R, wéwczas
R=pqv(vo-V). (5.104)
Poczatkowa predkosé vq = 0Y, a zatem
R=—pqgvV. (5.105)
Site te hazywamy reakcjq hydrodynamiczng A
strugi wyptywajacej. Znak ,,minus” wskazuje,
ze zwrot tej sity jest przeciwny do predkosci
wyptywu. Jest to wigc sita, z jaka masa cieczy
wyptywajaca ze zbiornika dziata na s$ciang =
zbiornika przeciwlegta do otworu. R v
a/
Rys. 5.36. Schemat do wyznaczenia reakcji

ptynu wyplywajacego

5.4.3. REAKCJA STRUGI SWOBODNE]J
NA PRZEGRODE NIERUCHOMA

Omoéwimy teraz uderzenie strugi o stata przegrode. Ped masy elementarnej strugi
swobodnej jest rowny p qy Vv dt. Po uderzeniu struga rozdziela sig, a jej czesci maja
pedy rowne odpowiednio p qy Vi dti pqy V. dt (rys. 5.37).

Bilans strumieni objgtosci

Qv=Qv1 + vz, (5.106)
pola przekrojow tych strug niech spetniaja warunek
A=A +A;, (5.107)

wtedy dochodzimy do wniosku, ze predkosci wszystkich strug sa jednakowe, czyli
V=V;=V, (5.108)

Wedtug zasady zachowania pedu, zmiana pedu w czasie rowna sie szukanej reak-
cji strugi na nieruchomg przegrode.

Yvyto predkos¢ opadania zwierciadta, wigc a/A << 1= vy/v— 0.
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Matematycznym wyrazem tej zasady w odniesieniu do osi x (normalnej do prze-
grody w $rodku uderzenia) jest réwnanie

pQ, vdtcos o — pqg,, vdtcos o — pq,, vdtcos «,

=R, (5.109
o (5.109)

stad reakcja hydrodynamiczna ma warto$¢
R=pQuVvCOS a—pQy1V COS ay— pQvz2V COS . (5.110)

Rys. 5.37. Schemat do wyznaczenia reakcji
strugi swobodnej na przegrode nieruchoma

Rozpatrzmy kilka przypadkéw szczeg6lnych. Za kazdym razem bedziemy przyj-
mowac, ze nieruchoma przegroda (sciana) jest gtadka, a w zwiazku z tym reakcja be-
dzie miata zawsze kierunek prostopadty do przegrody.

1. Duza plaska przegroda ustawiona prostopadle do strugi
W tym przypadku we wzorze (5.110) nalezy podstawi¢ (rys. 5.38)
a=0 oraz oa=a=90°
W wyniku otrzymujemy
R=pquVv. (5.111)

\ Rys. 5.38. Reakcja na duza nieruchoma przegrode

prostopadta do osi strugi
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2. Mala plaska przegroda ustawiona prostopadle do strugi (rys. 5.39)
We wzorze (5.110) podstawimy

a=mm=06 oraz a=0.
Reakcja strugi bedzie réwna
R=pagvVv (1-cos 9). (5.112)

“ .
\% X N
\
Rys. 5.39. Reakcja na mata nieruchoma przegrodg prostopadta do osi strugi
3. Przegroda plaska, nachylona pod pewnym katem do osi strugi (rys. 5.40)
Do wzoru (5.110) podstawiamy

L= 0= 90°
i otrzymujemy
R=pQqvVvcos a. (5.113)

Rys. 5.40. Reakcja na ptaska przegrode, nachylona pod pewnym katem do osi strugi

4. Przegroda walcowa zwrdcona wypukloscia w strone strugi (rys. 5.41)
W tym przypadku

a=mm=06 oraz a=0°
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zas
Ovi = Qvz2 = Qv/2,
wtedy reakcja strugi bedzie réwna
R=pqvVv (1-cos o). (5.114)
W przypadku gdy 6 = 0° (czasza potkolista), otrzymamy
R=0. (5.115)

/

— //R |
N
\ .

Rys. 5.41. Reakcja na przegrode walcowa zwrdcona wypuktoscia w strone strugi

5. Przegroda walcowa zwrdcona wklestoscia w strone strugi (rys. 5.42)
Do wzoru (5.110) podstawimy

1= ay;=(180°-9) oraz a=0°,
natomiast
vz = Ov2 = Qv/2,
bedzie wiec
R=pqvVv (1 +cos 9). (5.116)

|

Rys. 5.42. Reakcja na przegrode walcowa zwrdcona wklestoécia w strone strugi
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W przypadku czaszy potkolistej a1 = a, = 180°, czyli 6 = 0°, otrzymamy
R=2pquv. (5.117)

6. Reakcja strugi na nieruchoma topatke (rys. 5.43)
Po podstawieniu
a=02= (180o - 0[)
oraz
Qvi = Qv2 = Qv,
otrzymamy
R=2pqyVCos . (5.118)

Rys. 5.43. Reakcja strugi na nieruchoma topatke

5.4.4. REAKCJA STRUGI SWOBODNEJ
NA PRZEGRODE RUCHOMA

Rozwazmy dwa przypadki.

1. Przegroda porusza si¢ ruchem postepowym wzdluz strugi ze stalg predko-
$Cia Vy

W tym przypadku predkosé strugi wzgledem przegrody jest rowna (v +vy,). Znak
—  gdy zwroty wektoréw v i v,, sa jednakowe, a znak ,,+”, gdy ich zwroty sa prze-
ciwne.

Strumien objetosci strugi przeptywajacej wzgledem ruchomej przegrody jest rowny

Qv =A (Vv tvy), (5.119)

gdzie A — pole przekroju strugi przed uderzeniem o przegrode.
Gdy przegroda porusza sie wzdtuz strugi, do wzoréw podanych w poprzednim
punkcie nalezy wiec, zamiast iloczynu qy v, podstawi¢ A (v — v,,)>.

2. Przegroda porusza si¢ w dowolnym kierunku
Na rysunku 5.44 przedstawiono przegrode poruszajaca sie z predkoscia v, W Kie-

runku nachylonym pod katem £ do osi x.
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Z zasady zachowania pedu mozna okresli¢ re-
akcje strugi na scianke (wzér (5.110))
R=pav (Vv cos -V, cos f). (5.120)

R X Strumien objetosci wzgledem ruchomej prze-
B grody

N

Qy = (vcos a—vycos p). (5.121)

COS

Rys. 5.44. Reakcja strugi na przegrode poruszajaca Si¢
w dowolnym kierunku

Po podstawieniu do zaleznosci (5.121) otrzymamy
R= ,oi (v cos a— Vv, cos B)°. (5.122)
cos o

Jezeli przyjmiemy, ze v,, = 0, to otrzymamy poprzednio wyprowadzony wzor
(5.113). Jezeli kat S = « (przegroda porusza sie wzdtuz strugi), reakcja jest rowna

R=pA (V-Vy)’cos a. (5.123)

5.4.5. ZMIANA MOMENTU PEDU STRUGI

Omowimy przeptyw strugi przez topatki wirnika maszyny przeptywowej.

Ptyn jest doprowadzony réwnolegle do osi wirnika i tuz przed nim zmienia Kieru-
nek przeptywu o n/2, wpadajac w kanaty utworzone przez topatki, ktére przekazuja
ptynowi energie ruchu obrotowego wirnika.

Zgodnie z zasada zachowania momentu pedu, pochodna momentu pedu po czasie
przeplywajqcej strugi jest rowna momentowi obrotowemu wafu wirnika.

Na rysunku 5.45 przedstawiono schematycznie przeptyw ptynu przez kanat utwo-
rzony przez sasiednie topatki wirnika.

Oznaczmy przez: vy i Vi — predkosci unoszenia na poczatku i koncu topatki,
gdzie

Vyu=rfh® O0raz Vp=h o, (5.124)
@ — predkos¢ katowa wirnika,
przy czym
Vpr =Vur + V1 0raz Vi = Vo + Vo, (5.125)
Vi1 | V2 — predkosci bezwzgledne przy wejsciu i zejsciu z topatki.

Katy nachylenia predkosci bezwzglednych do predkosci unoszenia oznaczymy
przez ayi o (rys. 5.45).
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Rys. 5.45. Przeptyw przez wirnik maszyny przeptywowej

Wspo6trzedna wektora momentu pedu (zrzutowana na kierunek normalny do pro-
mienia ry) ptynu wptywajacego, wzgledem osi wirnika, wynosi

K1 =11 pQuVp COS oy O, (5.126)
a ptynu wyptywajacego z kanatu topatki odpowiednio
Kz =y o Qu V2 COS a, dt. (5.127)

Sktadowe predkosci bezwzglednych w kierunku promieniowym nie wptywaja na
wartos¢ momentu pedu, gdyz ich moment jest rowny zeru (linie dziatania przechodza
przez Q).

Zgodnie z zasada zachowania momentu pedu

M = M (5.128)
dt
stad moment obrotowy watu wirnika
M = p Qv (2 Vb2 COS a— Vg COS ). (5.129)
Moc maszyny bedzie réwna
N=M a. (5.130)

W przypadku silnika (np. turbiny) mamy do czynienia z zagadnieniem odwrot-
nym. Energia przeptywajacej strugi ptynu zostaje wéwczas przekazana poprzez wirnik
na wat silnika.

Moment na wale wynosi wiec

M = p Qv (1 Vb1 COS @y — I Vo COS ). (5.131)
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W wirnikowych maszynach przeptywowych moment obrotowy na wale powigksza
moment pedu przeptywajacego przez topatki ptynu.

W silniku moment pedu ptynu powoduje powstanie momentu obrotowego na wale
silnika.

W obu przypadkach zmiana momentu pedu przeptywajacego ptynu jest rowna
momentowi obrotowemu.



CZESC DRUGA
PRZEPLYWY PLYNOW LEPKICH

6. DYNAMIKA PLYNOW LEPKICH

6.1. ZWIAZEK MIEDZY ODKSZTALCENIAMI
ELEMENTU PLYNU | NAPREZENIAMI

Podczas ruchu ptynu lepkiego powstaja naprezenia styczne, jako opory odksztat-
cen jego elementéw. Wartos¢ tych oporéw zalezy od predkosci zmiany ksztattow ele-
mentow ptynu i jego rodzaju.

Wiadomo, ze podczas ruchu ptynu nielepkiego, a takze podczas spoczynku za-
réwno ptynu nielepkiego, jak i lepkiego, wystepuja jedynie naprezenia normalne. Je-
zeli nastapi ruch wzgledny elementéw ptynu lepkiego, to w miejscach, gdzie bedzie
istniata r6znica predkosci sasiednich elementéw, pojawia si¢ naprezenia styczne, be-
dace zrodiem tarcia wewnetrznego w plynie. Inaczej mozna powiedzie¢, ze na element
ptynu lepkiego w ruchu, oprocz sit objetosciowych, dziataja sity powierzchniowe,
ktore maja sktadowa normalna i styczna. Nalezy podkresli¢, ze wptyw lepkosci prze-
jawia sie nie tylko w powstawaniu naprezen stycznych, ale réwniez w zmianie warto-
sci naprezen normalnych (cisnien) w poréwnaniu do ich wartosci wystgpujacych
w przypadku ruchu ptynu nielepkiego, a zatem zaréwno naprezenia styczne, jak i nor-
malne zalezq od lepkosci pZynu.

Uwzglednienie lepkosci w ptynie spowoduje pojawienie sie dodatkowego sktadni-
ka, ktérego posta¢ ustalimy na drodze uproszczonych rozwazan.

6.1.1. ZWIAZKI MIEDZY ODKSZTALCENIAMI
A NAPREZENIAMI STYCZNYMI

Rozpatrzmy dwa modele odksztatcenia elementu ptynu lepkiego, nazwane odpo-
wiednio: ogdélnym (rys. 2.8), gdy przeptyw ma charakter przestrzenny, oraz niutonow-
skim (rys. 1.3) — podczas ruchu dwdéch warstw przesuwajacych si¢ wzgledem siebie
rownolegle ze stata predkoscia.

Zaldzmy, ze naprezenia styczne w poruszajacym sie ptynie lepkim sa zwiazane
z odksztatceniami postaciowymi (katowymi) elementu ptynu (p. 2.5.2, rys. 2.8).
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Model og6lny
Wspotrzedne predkosci odksztatcenia postaciowego (2.51) wynosza:

_1 Lﬂvz + é)VYJ

8yz_2

oy oz
8zx:1 oV, + ov, ,
2\ 0z X

avy + ﬁvx
ox oy |

Model niutonowski
W modelu Newtona
ov, 0V,
Vz:V ==
ox oy
a zatem wszystkie wspbétrzedne tensora predkosci deformacji sprowadzaja sie zgodnie
ze wzorami (2.51) do postaci

O ’

1 ﬁvy

2 01
Zgodnie z hipoteza Newtona naprezenie styczne wynosi w tym przypadku
ov,
o1
Jest ono proporcjonalne do predkosci odksztatcenia o wspotczynniku proporcjonalno-
sci rownym 2 (podwojony dynamiczny wspétczynnik lepkosci)
1 o”vy

T _ﬁE oz’

T, = U

(6.1)

gdzie = 2p.

W tréjwymiarowym stanie naprezenia, w przypadku ptynéw niutonowskich, ma-
cierz naprezen S (1.27) jest liniowo zalezna od macierzy deformacji D (2.44) ze
wspotczynnikiem proporcjonalnosci = 2. Zaleznosci okreslajace zwiazki napreze-
nia stycznego z polem predkosci sa wiec nastepujace:

T, =T, = O’,VZ+0’7Vy
=ty T TS T T )

ov, , oV
= = U + z f 6.2
z.XZ z-ZX [ 52 ﬁx ) ( )

_ ﬂVy ﬁvx
Txy = 7'-yx —H + —|
X oy
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6.1.2. ZWIAZKI MIEDZY ODKSZTALCENIAMI
A NAPREZENIAMI NORMALNYMI

Przyjmijmy, ze naprezenie normalne w ptynie lepkim mozna przedstawi¢ w po-
staci sumy dwoch sktadnikéw: cisnienia —p", jakie panowatoby w danym punkcie,
gdyby ptyn byt nielepki i niescisliwy, oraz dodatkowych cisnien spowodowanych
lepkoscia i $cisliwoscia, czyli

P = —P+Ps Py =-P+Py, Py =-pP+py (6.3)

Zatbzmy, ze naprezenia normalne spowodowane lepkoscia sa proporcjonalne do
predkosci odksztatcen postaciowych (2.52), spowodowane za$ scisliwoscia (zmiana
objetosci) sa proporcjonalne do predkosci zmiany objetosci (2.53), czyli do div v,
a zatem

Py = _p+ﬂ avx +ﬂdiVV,
X
_ avy ;
Pyy=-p+p Gy + Adivv, (6.4)
P, = —p+ﬂ0ﬂ)VZ + Adivv,
0z

S A sa wspotczynnikami proporcjonalnosci.
Z réwnan tych, po ich dodaniu stronami, otrzymamy

_ ov ov ov
pxx+pyy+pzz__3p+ﬂ[axx+ ﬁyy+ ﬁzz

J+3/1divv.

Przyjmijmy, ze $rednia arytmetyczna naprezen normalnych jest réwna cisnieniu
(1.33), czyli

pxx+pyy+pzz - _
3
Po podstawieniu i uproszczeniu bedzie wigc S+ 34 = 0. Jezeli przyjmiemy £ = 2y,

to A = —(2/3) p. Ostatecznie zwiazki naprezen normalnych z cisnieniem i polem pred-
kosci sa nastepujace:

Y Minus bierze si¢ stad, ze cisnienie jest wspoOtrzedna napregzenia normalnego w kierunku n (rys.
1.9), ktdry jest wektorem normalnym zewnetrznym; cisnienie jest zawsze skierowane do powierzchni.
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ov 2 .
=-p+2 X — — pudivv,
Pyx p H Ox 3 H
ov 2 .
=_—p+2 Y — Z udivv, 6.5
Pyy p H 2y 3/J (6.5)
ov 2 .
=—-p+ 2 L — — pdivv.
Pz p H 57 3 H

6.2. ROWNANIE NAVIERA-STOKESA

Przy wyprowadzeniu réwnan ruchu ptynu lepkiego postepujemy podobnie jak
przy wyprowadzeniu rownan Eulera (5.3), z tym ze oprocz naprezen normalnych mu-
simy uwzgledni¢ naprezenia styczne wystepujace na scianach elementu ptynu lepkie-
go. Réwnanie ruchu, ktére otrzymamy z podstawowego réwnania (3.34), po uwzgled-
nieniu zaleznosci (6.2) i (6.5), nazywa sie rownaniem Naviera—Stokesa (N-S).

Rozpatrzmy przeptyw izotermiczny (wowczas x = idem w catym obszarze ptynu)
ptynu rzeczywistego. Poniewaz stan naprgzenia w takim ptynie jest okreslony zalez-
noscia (1.28), rézniczkowe réwnanie ruchu ptynu (3.34) przyjmie wigc postac:

X — l é,pxx +i(57:yx + aszj: dvx

p  OX p \ 2y 0z dt
v 1 apyy L1 Oty N Ity _ dv, (6.6)
p oy p |\ oz ox dt

l é’pzz +i é,sz + é’fyz - dvz
p 1 p | Ix oy '

Podstawmy do niego zwiazki naprezen z polem predkosci i cisnien (6.2) i (6.5).
Dla pierwszego z réwnan (6.6) w wyniku drobnych przeksztatcen otrzymujemy

2 2 2
X_l@+£[ﬁ Vy , O vx+ﬁvxj

p ox p | X oy? o1°
2 CLRY; 2
+ ﬁ 4 VX + Y 4+ g VZ - gﬁidiVVZdvx,
p\OXIx Ixdy Ixoz 3 p OXx d

stad po zredukowaniu i uporzadkowaniu
G )
p ox p

v2v + 1 A2 gigy =WV 6.7)
3 p Ox
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Analogicznie, dla pozostatych kierunkow, rdwnania mozna zapisa¢ w postaci:

dv
Y—£@+ﬁvzvy+ lﬁidivvz—y, (6.7

p oy p p ay dt
Gl N T VIS S RV 6.7")

p o1 p p 0Oz dt

A w formie wektorowej napiszemy:

f - lgrad p+ £viv+ 1 # grad divv = d_v (6.8)

p p 3 p dt

gdzie:
, 0% 0% 0°?
Vo= 7 T 7 T 2
oxt oJy° Jz

— operator Laplace’a,

av _ ﬁ—v+(v V)v - pochodna substancjalna (2.13).

dt ot
W przypadku zastosowania zapisu wskaznikowego (p. 5.1) réwnanie Naviera—Sto-
kesa przyjmie posta¢

) oV ; . )

Q- l @ ﬁ az\gl + lﬁ i VJ — avl +Vj 5V| , (69)
p OX P OX; 3 p I% OX, ot OX;
1) (2 3 (4) ®) (6)

gdzie:
i,j=1, 2, 3-dlaprzeptywu tr6jwymiarowego,
i,j=1,2 -dlaprzeptywu dwuwymiarowego.
Poszczegblne wyrazy réwnania N-S oznaczaja sity jednostkowe (przypadajace na
jednostke masy):

1) masowa czynna,

(2 powierzchniowa normalna,

3) powierzchniowa styczna wywotana lepkoscia ptynu,
4) powierzchniowa styczna wywotana scisliwoscia ptynu,

(5)i(6)  masowa bierna (bezwtadnosci).

Réwnanie Naviera—Stokesa stosuje sie podczas badania przeptywdw ptynéw rze-
czywistych. Ze wzgledu na nieliniowos¢ tych réwnan doktadne rozwiazanie mozna
znalez¢ jedynie w niewielu prostszych przypadkach. W wigkszosci konkretnych za-
gadnien konieczne jest stosowanie metod przyblizonych. Zatozenia przyjete w takich
przypadkach prowadza zwykle do pomijania niektorych sktadnikéw w réwnaniu N-S.
Jezeli wezmiemy pod uwage np. przeptyw ptynu niescisliwego, gdzie div v = 0, to
otrzymamy rownanie (6.8) w postaci
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f - igradp+ﬁV2v A (6.10)
p p dt

Z otrzymanych réwnan, tatwiejszych do rozwiazania, otrzymuje si¢ nie zawsze do-
ktadne wyniki.

6.3. PODOBIENSTWO | MODELOWANIE PRZEPLYWOW

Ztozonos¢ probleméw mechaniki ptyndéw powoduje, ze wiele praktycznych za-
gadnien nie moze znalez¢ rozwiazania analitycznego. Doswiadczenie pozostaje inspi-
rujacym i skutecznym narzedziem badawczym weryfikujacym wyniki rachunkowe.
W dodatku nie istnieje dotychczas wystarczajaco ogdlny i jednoznaczny teoretyczny
opis przeptywow turbulentnych; tutaj tez doswiadczenie pozostaje jedynym wiary-
godnym narzedziem badawczym. Rozwiazania numeryczne rownan przeptywu turbu-
lentnego sa dotychczas pracochtonne i niepewne. Dlatego konieczne jest prowadzenie
badan modelowych, ktérych istota polega na doswiadczalnym zbadaniu przebiegu
zjawiska modelowego i przeniesieniu wynikow badan na zjawisko podstawowe (zja-
wisko rzeczywiste lub oryginat). Do tego potrzebna jest znajomos¢ kryteriéw podo-
bienstwa, z ktérych wyznacza sie skale podobienstwa modelu do oryginatu. Proble-
mami tymi zajmuje sie teoria podobienstwa.

Ustalenie kryteriow i skal podobienstwa jest mozliwe, gdy znane sa réwnania opi-
sujace badane zjawisko albo tylko argumenty funkcji opisujacej to zjawisko i wtedy
postugujemy sig analiza wymiarowa.

6.3.1. PODSTAWOWE POJECIA ANALIZY WYMIAROWEJ]

Wartos¢ okreslonej wielkosci fizycznej jest iloczynem liczby przez jednostke mia-
ry. Cisnienie p = 105 paskali jest wigc iloczynem liczby 105 i jednostki miary, ktdra
jest paskal, czyli p = 105 Pa. Ogolnie zapiszemy to w postaci

WL Wi W] (6.11)
gdzie:
{W}e RY-wartosé liczbowa,
[W] — jednostka miary wielkosci fizycznej W,
I1 — przestrzen wymiarowa.

Symbol w nawiasie {-} oznacza wiec tylko warto$¢ liczbowa wielkosci fizycznej
W, [] - tylko jednostke miary, dopiero ich iloczyn staje sie wartoscia wielkosci fi-
zycznej W. Wielkosci we wzorze (6.11) begdziemy nazywali wielkosciami wymiaro-
wymi. Zbior wielkosci wymiarowych postaci (6.11) stanowi przestrzen wymiarowa I1.

U R — zbiér liczb rzeczywistych.
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Wielkos¢ wymiarowa W pozostaje ta sama niezaleznie od przyjetej jednostki miary;
zmienia sie tylko jej wartos¢ liczbowa {W?}. Dlatego, w og6lnosci, operacji
[-] nie musimy ogranicza¢ do okreslonego systemu jednostek miar, rozszerzajac ja do
pojecia wymiaru wielkosci nalezacych do przestrzeni I1. Wymiar [-] okreslamy wigc
nastepujaco

W]=[VleWV'eR, W,VeIl, (6.12)
przy czymdlaW, V e I1, a, b € R postulujemy, ze

[WV]=[W][V],
W] = [WT?, (6.13)
stad i z (6.11) wynika
[b [W]] = [W]
[b]=1.

Wielkos¢ o wymiarze réownym 1 jest nazywana wielkoscig bezwymiarowg. Doda-
wa¢ i odejmowa¢ mozna, oczywiscie, tylko wielkosci o tym samym wymiarze.
W przestrzeni wymiarowej IT zawsze znany jest uktad jednostek miar podstawowych
wielkosci fizycznych. W uktadzie Sl sa to: {m, kg, s, A, K, cd}" (jednostki: dtugosci,
masy, czasu, natezenia pradu, temperatury termodynamicznej i swiattosci), ale w me-
chanice ograniczaja si¢ do zbioru {m, kg, s}. Wszystkie inne wielkosci maja jednostki
utworzone z iloczynéw potegowych uktadu jednostek podstawowych. Wymiary wiel-
kosci podstawowych sa zwyczajowo oznaczane symbolami, mianowicie:

L - wymiar diugosci,

M —wymiar masy,

T - wymiar czasu,

I —wymiar natezenia pradu,

6 —wymiar temperatury,

J  —wymiar swiattosci.

Na przyktad wymiarem 2 Ib, 11 dag, 5,1 Mg jest wymiar masy — M.

W miejsce symboli mozna podstawi¢ symbole jednostek miar dowolnego, spojne-
go uktadu jednostek miar (np. SI, anglosaskiego), ktdry sktada si¢ z tej samej liczby
podstawowych jednostek wielkosci fizycznych. Kazda wartos¢ W dowolnej wielkosci
mechanicznej mozna zapisa¢ w ukladzie Sl nastepujaco

W=am?kg’s*?,  aabceR, (6.14)
w dowolnym uktadzie spdjnych jednostek miar natomiast
W=8L*M°TY, pBabceR. (6.15)

Y Uzupelniaja je: rad, sr (jednostki kata ptaskiego i brytowego).

Nie wolno stad wyciaga¢ fatszywego wniosku, ze poprawnie zapisana warto$¢ wielkosci musi by¢
wyrazona w jednostkach podstawowych. Nalezy stosowa¢ krotnosci jednostek podstawowych wiasciwie
dobranych do wartosci liczbowej. Na przyktad zapis gy = 0,000012 m®/s jest zupetnie nieczytelny, lepiej
napisaé gy = 12 cm®/s.
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Spojny uktad jednostek miary to taki, ktérego jednostki pochodne tworza wytacz-
nie iloczyny potegowe jednostek podstawowych wielkosci fizycznych bez mnoznikéw
liczbowych.

6.3.2. PRZESTRZEN LINIOWA, PRZESTRZEN WYMIAROWA
| PRZESTRZEN WYMIAROW

Elementy przestrzeni wymiarowej I, zgodnie ze wzorami (6.11), (6.14), (6.15), sa
iloczynami liczby i jednostki miary, a te sa potegami jednostek miary podstawowych
wielkosci fizycznych. Powiemy wigc (bez precyzowania uktadu jednostek miary), ze
przestrzen wymiarowa IT stanowi zbiér elementow, ktére sa iloczynem liczby przez
wymiar. Utworzmy zbiér [I1] < IT wszystkich wielkosci wymiarowych o wartosci
liczbowej réwnej 1. Wobec tego, zgodnie ze wzorem (6.11), napiszemy

[T ={[W]: W eII}. (6.16)

Jak wida¢, warunkiem koniecznym i wystarczajacym do utworzenia przestrzeni
wymiarowej IT jest znajomos¢ zbioru [I1]Y, gdyz relacja miedzy nimi jest prosto okre-
slona wzorem (6.11).

W algebrze rozpatruje si¢ zbiory abstrakcyjne niczego nie zaktadajac o naturze ich
elementéw. W zbiorach tych rozpatruje si¢ dziatania na elementach spetniajacych
pewne aksjomaty (postulaty, pewniki) i bada odwzorowania takich zbioréw w powia-
zaniu z tymi dziataniami. W ten sposob twierdzenia otrzymane dla zbioréw abstrak-
cyjnych pozostaja stuszne w kazdej realizacji, w ktdrej spetnione sa wymagane ak-
sjomaty. Rzecz w tym, ze przestrzen liniowa to jedno z najbardziej udanych pojeé¢
algebry abstrakcyjnej, dlatego warto przypomnie¢ znane czytelnikowi podstawowe defi-
nicje i twierdzenia dotyczace abstrakcyjnej przestrzeni liniowej, ktora oznaczymy M.
Wykazemy, ze jej realizacja jest zbior [IT], czyli ze struktura ([I1], -, ") tworzy
przestrzen liniowa podobnie jak struktura (M, +, -); r0znia je tylko dziatania, ktd-
rymi w M sa dodawanie i mnozenie (+, ‘), w [IT] zas mnozenie i potegowanie (-, »).
Wszystkie pary uporzadkowane (v, w), (a, v) i pary uporzadkowane ([V], [W]), (a,
[V]) sa wigc odwzorowywane przez dziatania +, - lub -, » odpowiednio w przestrze-
niach M i [IT]:

MxM> (V,w)——(V +w) € M,
RxM> (a,v)—> aveM,
(6.17)
[11] x [11] > (V], W) —— [V] - [W] e [I]

Rx[M]> (a [M)——[V]"a e [I].

1 .. . . . L.
) Zbior ten mozna nazwaé przestrzenia wymiarow.
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W algebrze abstrakcyjnej dziatanie oznhaczone + nie musi by¢ rozumiane jako
zwykle dodawanie, podobnie jak dziatanie - nie musi by¢ zwyktym mnozeniem. Waz-
ne jest, by byty zdefiniowane dwa dziatania, kt6re spetnia wymagane postulaty. Dla-
tego dziatania +, - w przestrzeni M zamienilismy na -,  w przestrzeni [I1]; pozostaje
tylko sprawdzi¢, czy przestrzen [I1] z tymi dziataniami spetnia aksjomaty przestrzeni
liniowej.

W tabeli 6.1 zestawiono postulaty przestrzeni liniowej M z dziataniami oznaczo-
nymi +, -, tak jak w literaturze oraz z dziataniami -, » w przestrzeni [IT], ktorymi sa
zwykle mnozenie i potegowanie.

Tabela 6.1. Aksjomaty przestrzeni liniowej M z dziataniami +, - i [I1] z dziataniami -, »
(znak mnozenia - pominigto tam, gdzie nie ma watpliwosci, ~ zastapiono notacja tradycyjna)

L (M’ +, ) ([H], K A)
P- V.W,Zz eM,abeR V], W], [Z] < [[1], & b < R
1 V+W=W+V [V] W] =[W] [V]
2 V+W+2)=(V+w)+z [V1(W11[2]) = (V1 WD) [2]
3 v+0=v [V]-1=[V]
4 V+(=v) =0 VI[VI'=1
5 a(v+w)=av +aw (VI WI)* = [VI* [W]*
6" (a+byv=av+bv [VI& = VI* [V]°
7 a(bv) = (ab)v ([VI%)* = [VI*
8 1v=v [V]l = [V]

Jak wida¢, [IT] jest przestrzenia liniowa z dziataniami -, o wspoétczynnikach licz-
bowych (wiec nad ciatem R), gdyz spetnia wszystkie wymagane postulaty. Elementem
neutralnym i jednoscia jest w niej liczba 1; w przestrzeni abstrakcyjnej M odpowied-
nio wektor zerowy 0 i liczba 1 (postulaty 3, 4, 8). Wezmy pod uwage dwa zbiory ele-
mentow

Bv={Vvy, ..., vit =M, By = {[V4l, ..., [V} < [1T] (6.18)

oraz k liczb ay, ..., ax € R. Méwimy, ze wektory ze zbioru By sq liniowo niezalezne,
a ze zbioru By wymiarowo niezalezne, jesli spetniona jest implikacja

v, +...+qq,v, =0=a =...=9a, =0,

M. [V ]*=1l=a=..=3 =0, (6.19)

Y Dodawanie (+) w M zastapimy mnozeniem (-) w [IT], ale tylko elementéw nalezacych odpowied-
nio do M i [IT]; dodawanie elementéw a, b € R pozostaje nie zmienione w M i [IT] (bo odbywa sie¢ w R).
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przy czym 0 w przestrzeni M zostato zastapione przez 1 w [IT], gdyz sa one elemen-
tami neutralnymi tych przestrzeni. Kazdy ukfad n wektoréw liniowo (w M) albo wy-
miarowo (w [I1]) niezaleznych tworzy baze przestrzeni, ktérg w [I1] nazwiemy bazg
wymiarowg.

Jesli, odpowiednio, uktad

Vi oV VE {IVAD e VAL VD (6.20)

jest liniowo albo wymiarowo zalezny (jest wiec przeciwienstwem uktadu liniowo albo
wymiarowo niezaleznego), implikacja (6.19) jest zas prawdziwa dla k = n, to prze-
strzen ma wymiar réwny n.

Jesli uktad wektorow odpowiednio By i By

Bu={Vi, ... vi}cM,  Bpyg={[Vil, ..., [Va]} < [I1] (6.21)

jest baza przestrzeni M lub [IT], to dla kazdego v € M, [V] e [IT] istnieje doktadnie
jeden uktad liczb ay, ..., a, € R, ktérego kombinacja liniowa w M albo iloczyn pote-
gowy w [IT] réwna sie wektorowi v lub [V], czyli

Vit ... +avp=v eM, [V [V, ] =[V]e [] (6.22)

Wszystkie kombinacje (6.22) skladaja si¢ na elementy wypetniajace catkowicie
przestrzen liniowa M lub [IT].

Przestrzen liniowa moze mie¢ wiele baz, ktdre tworza zbiory n liniowo (wymia-
rowo) niezaleznych elementow przestrzeni, ale wszystkie te bazy sq rownoliczne. Przy
czym jesli zbior By lub By (wzor (6.21)) jest baza, to rowniez baza jest {envy, ...,

vk b {1,V I |, e, ..., n € RO}

Zbior m < n wektoréw liniowo (wymiarowo) niezaleznych tworzy podprzestrzen
m-wymiarowa (tab. 6.1, wzor (6.22)).

Przyklad 1.

W przestrzeni liniowej R® powszechnie stosowanga baze stanowia wektory jednost-
kowe {i, j, k}, w mechanice trzy wymiary {L, M, T} tworza baze przestrzeni wymia-
réw [I1]° < [I1] (jesli ograniczymy sie do uktadu Sl, to sa to: {m, kg, s}). Podprze-
strzenie dwuwymiarowe mozna rozpia¢ np. na wektorach {i, k}, {-i, 2k}, ...,
a w zagadnieniach kinematyki zbiory {L, T}, {L™}, T?}, ... sa bazami podprzestrzeni
wymiaréw [IT]?, a wiec 0 wymiarze rownym 2.

Dalej jako oznaczenie podprzestrzeni wymiaréw bedzie uzywany symbol [I1]',
gdzie r jest wymiarem tej podprzestrzeni.

Niech M, N z dziataniami +, -, a [[1]", [I1]" z dziataniami -, * beda przestrzeniami li-
niowymi nad ciatem R (wymiary przestrzeni M, N to m, n, a [IT]™ i [I1]" réwniez m i n)

f:M—>N, f:[M]" - []"
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jest przeksztatceniem liniowym, jesli:
L f(v+w)=f(v)+f(w),  FVIIW])=f(V])f (WD),
2. f(av) =af(v), f([VI?) = (F(IVD)?,

v,weM, aeR, [V], [W] € [IT]", aeR, (6.23)
jesli ponadto:

3. f e 1-1 (f jest r6znowartosciowe),

4. f(M) =N, f(0rm™) = (1",
to f jestizomorfizmem.

Pokazemy, ze istnieje izomorfizm w : [TI] — M, dzieki czemu dowody dotyczace
dziatan liniowych przeprowadzane w przestrzeni M mozna od razu przenies¢ do prze-
strzeni [IT] i odwrotnie.

Niech bazami obydwu przestrzeni beda odpowiednio zbiory:

{vi, oovmk A{IVAD - DVRlE
wtedy, jak wiemy, dla dowolnych wektoréw v € M, [V]e [I1]" istnieje doktadnie
jeden uktad ay, ..., a, € R taki, ze:

VaVvi+ ... +tagwWn= @y, ...,an) 2,  [VI=[V..[V,]".

Definiujemy przeksztatcenie w: [I1]" — M nastepujaco

o(IV]) =0V, ...[V, ™) E (ay,....a, ) €M . (6.24)

Funkcja w jest izomorfizmem, bowiem:
L o(VIIW]) = o((VJ]* .. [V, )T - IV Im) = oV LV, o)
=(a +b,...,a, +b,)=(a,...,a,)+(,....b,) =a([V]) + o([W]) e M,
2. o(IVI) = (I ... [V, ")) = o (V™ .. [V, ]7) = (ady...... aa,,)
=a(a,...,a,)=ao([V])eM .
Nietrudno spostrzec, ze rowniez:
3. o([II)" = M,
4. we 1-1.

W przypadkach 1. i 2. zastosowano definicje (6.24), reguty dodawania i mnozenia
wektoréw w M oraz mnozenie wektora przez liczbe (tab. 6.1).

Z definicji izomorfizmu wynika, ze kazda przestrzen liniowa nad ciatem R wymia-
ru n jest izomorficzna z dowolna przestrzenia liniowa (nad cialem R) tego samego
wymiaru. Wystarczy bowiem zdefiniowaé przeksztatcenie podobnie jak w (6.24),
gdzie [V] e [II]" trzeba zastapi¢ elementem dowolnej przestrzeni liniowej. Wniosek

U (M) = {f (v) : v e M} (odpowiednio w [IT]™) jest obrazem przeksztatcenia f, dlatego p. 4. ozna-
cza, ze f jest przeksztatceniem przestrzeni M na przestrzen N.

%) \Wektor v = ajvy + ... + anVvy, W danej bazie, jest czgsto zapisywany w krotszej formie jako
Vv =(ay, ..., an), Z czego tu skorzystalismy.
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stad, ze dobrze znana przestrzen R" jest izomorficzna z kazdg przestrzenig liniowg
o wymiarze n. Bedziemy wiec odtad bada¢ przestrzen R", ktérej baza kanoniczna jest
{(1,0,...,0), (0,1,...,0),..., (0,0,...,1)} = {ey, €, ..., &} = E", a zwlaszcza {(1,0,0),
(0,1,0), (0,0,1)} = {i, j, k} = E®> = R® Inne bazy w R" mozna wicc zapisa¢ w bazie
kanoniczne;j.

Za baze kanoniczna w [IT] bedziemy uwazali zbior {L, M, T, I, 6, J, R, S} = [E]8,
a w mechanice wystarczy zbior {L, M, T} = [E]?, ktory w termodynamice trzeba roz-
szerzy¢ do {L, M, T, 6} = [E]* ¥ (0znaczenia objasniono w p. 6.3.1 i 6.3.2).

Opierajac sie na izomorfizmie przestrzeni R" z kazda przestrzenia liniowa wymia-
ru n, rozstrzygniemy wazna kwestie zaleznosci albo niezaleznosci wymiarowej zbioru
{IVi], ..., [Val} <[], [Vi] # 1, i=1, ..., m, m<n, badajac zaleznoé¢ albo nieza-
leznos¢ liniowa zbioru wektoréw

B={vy ..., Vm}<R", v; =0, i=1,...,mm<n.
Utwérzmy kombinacje liniowa wektoréw ze zbioru B ze wspotczynnikami
by, ..., by € R i przedstawmy te wektory w bazie kanonicznej {es, ..., e,}, wtedy
otrzymamy

bVv,+b,v, +...+b, Vv,
=b(a;,€, +a,e, +...+a,e,)
+b, (a6, +a,e, +...+a,,e,)

+b,, (a8 + 8,85 +...+8,n€p) (6.25)
= (ay,b, +a,b, +...+a,,b,)e
+(ayb, +a,b, +...+a,,b,)e,

+(ayb, +a,,b, +...+a,,b,)e,,

ajeR, i1e{l ...,n} jed{l, ...,m}

Powrdémy do definicji (6.19) liniowej niezaleznosci wektoréw i zat6zmy, ze
kombinacja (6.25) jest wektorem zerowym, czyli ma wszystkie wspotrzedne, a wiec
wspotczynniki przy wektorach bazy {e;, ..., e,} réwne zeru. Fakt ten zapiszemy
w postaci rébwnania macierzowego

U W ukiadzie SI beda to: {m, kg, s, A, K, cd, rad, sr}, {m, kg, s}, {m, kg, s, K}, ale nie oznacza to,
ze wartosci wielkosci fizycznych musza by¢ zapisywane w tych jednostkach. Konieczne jest stosowanie
krotnosci jednostek podstawowych dobranych do wartosci liczbowe;.



6. Dynamika p2ynow lepkich 175

d; 8 v by 0
dy 8y v Ay | b _ 0 (6.26)
Ay Ay Ay bm 0

Po oznaczeniu symbolami A,.m, b i 0 macierzy w kolejnosci ich wystepowania we
wzorze (6.26), mozna krotko napisaé

Anmb=o0. (627)

Réwnanie (6.26) jest uktadem n > m jednorodnych réwnan liniowych ze wzgledu
naby,...,bn.

Definicja (6.19) liniowej niezaleznosci wektorow wymaga, by rozwiazanie uktadu
(6.26) byto tozsamosciowo zerowe. Zachodzi to wtedy i tylko wtedy, gdy rzad macie-
rzy Anxm Wynosi m, co wiadomo z algebry od dawna (wzory Cramera, twierdzenie
Kroneckera—Capelli z XIX w.). Poniewaz, jak mozna sprawdzi¢ (wzory (6.23)), ope-
racje (6.25) sa liniowe, natychmiast sformutujemy warunek wymiarowej niezaleznosci
elementéw zbioru {[V4], ..., [Vul} < [T1]"™

([T1]" 5 [V4], ..., [Vm] — Wwymiarowo niezalezne) <> rz Apm = m. (6.28)

Trzeba tylko pamigtac, ze i-ta kolumng macierzy A, tworza wyktadniki potegowe a;;
w iloczynie
[vVi]i=D"..D,™, i=1,...m, n<8§, (6.29)

przy czym D;, i =1, ..., n naleza do bazy kanonicznej {L, M, T, ..., S}=[E]*(8=n>m
jest wymiarem przestrzeni [IT]).

Przyklad 2.

Zbada¢, czy wymiary wielkosci Ap, gy (r6znica cisnienia i strumien objetosci) sa
wymiarowo niezalezne.

Tworzymy macierz As,, w bazie kanonicznej {m, kg, s}" (wiec: n = 3, m = 2), za-
tem

[Ap] = [Pa] = [N/m?] = mkg's -13
[g,]=m3s = =m3kg%™ Zhee= 10 0
Qvl= = =M"Kg _2 _1

Latwo juz obliczy¢ rzad macierzy As.. (czyli najwyzszy stopien niezerowego wy-
znacznika macierzy kwadratowej utworzonej z As.), ktory wynosi

U W mechanice ogdlnie baza jest {L, M, T}, ale operowanie jednostkami z uktadu Sl jest praktycz-
niejsze, gdyz wymiary wielkosci sa konkretne, a nie abstrakcyjne.
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-1 3
rzAs,=rz| 1 0 |=2, (i)
-2 -1

tzn., ze [Ap], [gv] sa wymiarowo niezalezne i mozna na nich rozpia¢ podprzestrzen
[IT)? (a wiec wymiaru 2) przestrzeni wymiaréw o wymiarze 3.

Przyklad 3.

Postawiono hipoteze, ze: naprezenie styczne z w przeptywie turbulentnym zalezy
od gestosci ptynu p, gradientu predkosci dv/dy, odlegtosci od sciany y. Nalezy spraw-
dzi¢, czy [p], [dv/dy], [y] sa wymiarowo niezalezne.

Tutaj, jak poprzednio, zagadnienie pochodzi z dziedziny mechaniki, wiec n = 3
orazm=n=3.

Macierz As.s jest nastepujaca:

— 3 — 3L Ale0
[p]=kg/m =mkg's -3 0 1
[dv/dy]= (m/s)/im=m%kg’s™" '= Ags=| 1 0 0, (iii)
0 -1 0
[y]=m =m'kg’s’
stad
-3 0 1
rzZAs3=rz{ 1 0 0|=3. (iv)
0 -1 0

Zbior {[p], [dv/dy], [y]} jest wiec jedna z tréjwymiarowych baz przestrzeni [IT]°.

Jak wida¢ na przyktadach, sprawdzenie wymiarowej niezaleznosci elementéw
przestrzeni wymiardw jest nieskomplikowane i sprowadza sie do utworzenia macierzy
Anxm 1 Obliczenia wyznacznikow.

Przestrzen wymiarébw ma wiele baz. Dlatego potrzebna jest znajomos¢ wzorow
przejscia od dowolnej bazy B = {[V1], ..., [V.]} do innej bazy, a szczegdlnie do bazy
ztozonej z podzbiorow bazy kanonicznej {L, M, T, ...}. W tym przypadku takze wy-
korzystamy izomorfizm o : [I1]" — R", gdyz obliczenia w R" wydaja si¢ tatwiejsze
z uwagi na ich powszechne stosowanie.
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Wezmy wektor v = byvy + ... + byv, € R", przy czym {vy, ..., V,} jest baza

w R". Zapiszemy ten wektor kolejno w bazie {vy, ..., v} i w bazie kanonicznej {e;,

.., .} = E" (analogicznie do wzoru (6.25), ale tutaj zastosowano o0szczedniejsza
forme zapisu):

V=hbv,+...+bVv,

=b (a6 +...+a,e,)

+b, (a6, +...+a,.e,)
(6.30)
= (b, +...+a,,b,)e

+ (ayb +...+a,,b,)e,
=Ce +...+C.e,

Ostatnia z ciagu réwnosci wynika tylko z oznaczenia (aj;b; +...+ ainb,) = ¢i, ¢ € R,
i=1,...n.
W postaci macierzowej rownosc¢ (6.30) bedzie nastepujaca

by ay oA | |h G
v=lv, ... v, ]| il=[e, ... e]|: S =le, ... e, ]| i | (831)
b a, -~ & b C

n nn n n

Z ostatnich dwdéch réwnan ciagu réwnosci (6.31) wynika od razu réwnanie macie-
rzowe

Annb=c, (631&)

rownowazne z przeksztatceniem liniowym f wektora v na ten sam wektor, ale zapi-
sany w bazie kanonicznej E", zatem

f(v)=f(byvi+...+bv))= E"Apnb=E"Cc=v, (6.31h)
gdzie:
¢ =[cy, ..., e,
b =[by, ..., b]",
E"=Tey, ..., &)

YT oznacza transpozycj¢ macierzy; tej formy zapisu uzyto ze wzglgdu na jego zwigztosé.
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Macierz A,., jest juz natomiast znana ze wzoru (6.26), (tam jej rozmiar wynosit
n x m, m<n)ijest macierza przeksztatcenia liniowego f, ktére tutaj oznacza zmiane
bazy z {vs, ..., Vo} na{ey, ..., e.} = E".

Poniewaz operacja wedtug wzoru (6.31) jest liniowa (w [I1]" mozna ja nazwaé
przeksztatceniem wymiarowym), co wnioskujemy z definicji przeksztatcenia linio-
wego f (wzor (6.23)) i ciagu przeksztatcen (6.30), wzor (6.31) przenosimy wiec na
przestrzen [I1]". Elementy aj;, i, je{1, ..., n} macierzy An., okresla wzor (6.29).

Roéwnanie (6.31a) wyznacza potegi ¢y, ..., C,, przedstawiajace wektor [V] e [I1]"
w bazie kanonicznej {L, M, T, ...}, jesli jego wspotrzednymi w innej bazie byty
liczby by, ..., by, przy czym kolumny macierzy A,.n przeksztatcenia wymiarowego f
sktadaja si¢ ze wspotrzednych wektorow bazy [V4], ..., [V.] zapisanych w bazie
kanonicznej.

Przyklad 4.
Postawiono hipotezg, ze

by
Tt:,czpbl(z_\;j y2, DbieR, i=1,23, v)

gdzie x? € R — staty wspétczynnik, pozostale oznaczenia jak w przyktadzie 3.

Zbiér {[p], [dv/dy], [y]} < [IT]® stanowi baze w [IT]® (przyktad 3., wzory (iii)
i (iv)). Zapisa¢ [pbl (dv/dy)®2 yb3] w bazie {m, kg, s}, a wiec w postaci m“kg®2s® .
Z przyktadu 3. znana jest juz macierz As.s , dlatego

¢,] -3 0 17[b] [-30+b,

c,|=|1 0 0]|b,|= b, ) (vi)
| |0 -1 0]|h, —b,
Réwnanie
[r,]=m=* P kgs ™ (vii)

jest wiec rozwiazaniem zadania.

Wartosci liczbowe wyktadnikow we wzorze (v) mozna ustali¢, gdyz jednostka
naprezenia turbulentnego jest znana bezposrednio w bazie kanonicznej uktadu Sl:
[%] = [Pa] = [N/m?] = m™kg* s, zatem

mkg's? = m 1P kghs 2 (viii)

skad, po przyréwnaniu poteg przy m, kg, s, lewej do prawej strony réwnania dosta-
je sie uktad trzech réwnan z trzema niewiadomymi by, b,, bs tatwy nawet do recz-
nego rozwiazania.
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6.3.3. FUNKCJE WYMIAROWE

Wartosci wielkosci fizycznych w otaczajacej nas rzeczywistosci udaje sie zwykle
przedstawi¢ jako wartosci funkcji argumentéw stanowiacych zbiér wartosci innych
wielkosci fizycznych. Wobec tego wszystkie te wielkosci sa elementami przestrzeni
wymiarowej IT (wzér (6.11)), jej podzbiorem zas jest przestrzen wymiaréw [IT] opisa-
na w poprzednich punktach. Funkcje

O:IIx..xIIT>II (6.32)

argumentéw wymiarowych Z, ..., Zs € IT o wartosciach @ (Zy, ..., Zs) € I1 nazywa-
my funkcja wymiarowa, jesli spetnia nastepujace warunki:

1. O(f(Zy), ..., T (Zs)) = (D (Z4, ..., Z5)), (6.33a)
2. O(uZy, ..., Zs) = a® (Zy, ..., Zs), (6.33b)

gdzie f jest przeksztatceniem wymiarowym (wzér (6.31)) &, a4, ..., & € R.

Warunek 1. to niezmienniczos¢ wymiarowa funkcji @, ktorej wartosci, dla tych
samych argumentow, musza by¢ sobie rowne w roznych bazach; te zas§ mozna zmie-
nia¢ w argumentach albo wartosciach funkcji.

Warunek 2. to jednorodnosé¢ wymiarowa, dzieki ktdrej zmiana wartosci liczbowej
argumentéw skutkuje tylko zmiana jej wartosci liczbowej; posta¢ i wymiar pozostaja
takie same.

Funkcja wymiarowa spetniajaca postulaty 1. i 2. nie obejmuje wigc zaleznosci opi-
sanych tzw. wzorami liczbowymi, ktdre sa wazne tylko dla okreslonych jednostek.
Przyktadem jest tu wzor okreslajacy predkos¢ liniowa v ciata poruszajacego Sie po
okregu o $rednicy d z predkoscia obrotowa n, zapisany w postaci

mdn .
V = . IX
6000 ()

Wzor (ix) jest stuszny wytacznie dla d w centymetrach i predkosci obrotowej n
w obrotach na minute. Predkos¢ v otrzyma sie wtedy w metrach na sekunde.

Tego rodzaju wzory uznajemy za niepoprawne, bo dobry wzor to taki, w ktérym
w miejsca symbolu mozna wstawi¢ wartosci odpowiadajacej mu wielkosci w dowol-
nych ale spdjnych jednostkach, otrzymujac wynik w jednostkach tego uktadu i to bez
stosowania mnoznikéw liczbowych.

Jesli wartos¢ wielkosci Z jest wyrazona przez wartosé¢ funkcji wymiarowej @ ar-
gumentéw wymiarowych Z,, ..., Z, to

Z=0Zy ..., 2), Z,Zy ... Zs ], (6.34)

wowczas wymiar lewej strony réwnania, czyli wielkosci Z, jest znany i okreslony
w kanonicznej bazie wymiarowej” [E]" < [E]® = {L, M, T, ...}. Prawa strona réwno-

Y Wymiar n przestrzeni w badanym problemie okresla liczba jednostek podstawowych wielkosci fi-
zycznych ze zbioru: {m, kg, s, A, K, cd, rad, sr}, za pomoca ktérych sa wyrazone jednostki miary wielko-
$ci Z, Z4, ..., Zs (0golnie beda to odpowiednie wymiary).
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sci moze by¢ natomiast zapisana w réznych bazach. Czesto w obliczeniach trzeba
wiec przedstawi¢ wartosé¢ funkcji @ (Zy, ..., Zs) w bazie kanonicznej, stosujac prze-
ksztatcenie wymiarowe f okreslone wzorami (6.31).

6.3.4. POSTAC FUNKCJI WYMIAROWE]

Rozwazamy funkcje wymiarowa @ argumentéw Zi, ..., Zs € I1. Niech wymiar
przestrzeni wymiaréw [I1]" < [I1] (wzér (6.16)) wynosi n, wtedy wsrdd wymiarow
argumentéw funkcji ® znajdzie sie m < n elementéw wymiarowo niezaleznych. Roz-
patrzymy wiec dwa przypadki, gdy:

1. [M]"2{[Z4], ..., [Zn]}, m <n - zbiér wymiarowo niezalezny,

2. [0"=o{[Z4], ..., [Zn), [Val, -, [VA]}, m<n,r>1,

{[Z1], ..., [Zm]} — zbi6r argumentdéw wymiarowo niezaleznych,
{[V4l, ..., [V{]} — zbi6r argumentéw wymiarowo zaleznych.

PRZYPADEK 1.

Szukamy postaci funkcji ® o m < n argumentach Z, ..., Zn, ktérych zbioér {[Z4],
«.oy [Zm]} = [B]m jest wymiarowo niezalezny.

Na podstawie definicji (6.11), wzoréw (6.12), (6.13)—(6.16) i (6.22) przewiduje-
my, ze wartos¢ funkcji jest postaci

O (Zy, .0 Ze)= @Z™ .2, "X X, r+m=n, (6.35)

gdzie: ¢, by, ..., by, X1, ..., Xr € R,
zbior {[X4], ..., X} = [B]: jest z zatozenia wymiarowo niezalezny i dobrany tak, aby
uzupetniat zbiér [B], do bazy w [IT]".

Rzeczywiscie tak jest, bo stosujac do (6.35) operacje ['], uzyskuje sie

] 5 [® (Zy, ..., Zo)] = [Z,0% . 02, 1P DX, DX, T e [I]Y,  (6.36)

co nie budzi watpliwosci, bowiem zbidr {[Zi], ..., [Zn], [X4], ..., X1} = [B] stanowi
n-elementowa baze przestrzeni [I1]", przy czym {[Xi], ..., [X/]} = [B]: to zbidr r-
elementowy uzupetniajacy baze do n elementéw (gdyby byto m < n).

Z tego wynika, ze istnieje doktadnie jeden zbior {by, ..., bm, X1, ..., X} € R wy-
ktadnikéw potegowych (wzor (6.21) i komentarz). Zauwazmy przy okazji, ze {b, ...,
Bm, X1, ..., Xr} Nie moga zaleze¢ od wartosci liczbowej argumentéw, gdyz operacja []
znosi wartos¢ liczbowa, wiec w [I1]" nie ma ona zadnego znaczenia.

Poniewaz funkcja @ ma by¢ niezmiennicza wymiarowo (wzér (6.33a)), zmienimy
wigc bazg [B] na [B]” = [Blm v {[X,1,....[X,]*"}, @ a, ..., & € R{0,1}. Wolno
utworzy¢ taka baze, bowiem potegi elementéw zbioru wymiarowo niezaleznego sa

dalej wymiarowo niezalezne (komentarz do wzoru (6.22)). Wprowadzimy teraz prze-
ksztatcenie f zmieniajace baze w argumentach funkcji, wtedy



6. Dynamika pynéw lepkich 181

[® ((F(Z2), ... f @] = [Z* - [Z I DX T DX T =L (6.37)

gdyz [Z4], ..., [Zm] nie zostaty zmienione.
Obliczmy teraz

[f (O, ... ZD] = [Flp 2 ... Z, "X X, )]

r

=[Z,1% .. [Z, ] [ X, Y LXK, T = P (6.38)
Wobec tego, ze L = P:
Xi=Xdaa, ..., % =Xlay =>X1=... =% =0, (6.39)
czyli wzor (6.35) przyjmie postaé

®(Zy, ... Ze)= @Z ... 2, (6.40)

m
Nie mozna jeszcze mie¢ pewnosci, ze ¢ ma wartos¢ stata. Zatbzmy nie wprost, ze:
Q= @(dlzl, veey dmZm, g1X1, veey ngr), d]_, veey dm, 01, .-, 0r € R, (641)

zatem ¢ jako funkcja wymiarowa musi mie¢ posta¢ (6.35), ale ze jest liczba, to jej
wymiar wynosi 1. Stad wniosek, ze wszystkie potegi wymiaréw argumentow funkcji
musza by¢ rowne zeru, co jest rownowazne ze stwierdzeniem, ze ¢ nie zalezy od d;Z;,
eeey OnZm, 92X4, ..., O:Xy, Przeczac zatozeniu.

Zwroémy uwage, ze posta¢ (6.40) mozna byto przewidzie¢ od razu, poniewaz
[Z4], ..., [Zn] tworza baze podprzestrzeni [T1]" < [IT]".

Ostatecznie wartosé¢ funkcji wymiarowej @, argumentow Z, ..., Zn, gdzie {[Z4],
..., [Zn]}, baza podprzestrzeni wymiaréw [I1]" < [I1]", m<n, jest postaci

O(Zy, .o Ze)= @2 ... Z,"", R3¢ by, ..., by - stale. (6.42)

m

Wzér (6.42) spetnia postulat jednorodnosci wymiarowej, poniewaz

O (nZy, ..., Zn) = (4 Z)™ ... (@, Z,) " =, ..., 2, ... 2"

m
=paZ™... 2, =a®(Z,...2,), (6.43)

ale pod warunkiem wykonalnosci potegowania liczb ay, ..., am € R.

Zajmiemy sie teraz sposobem obliczania wyktadnikow by, ..., by,. Niech wiec war-
tos¢ funkcji @ wedtug wzoru (6.42) stanowi zwiazek wielkosci Z ze zmiennymi wy-
miarowymi Zy, ..., Z,, m < n, ktérych wymiary [Z,], ..., [Zn] tworza baz¢ podprze-
strzeni [I1]" < [I1]" (sa bowiem wymiarowo niezalezne). Wobec tego, zgodnie
z zalezno$cia (6.42), napiszemy

Z=9zZ™...2.°™, @by, ..., byeR. (6.44)
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Lewa strona tego réwnania jest znana wielkoscia fizyczna, a wiec jej jednostki
miary oraz wymiar jest rowniez znany. Dlatego, podobnie jak we wzorze (6.15)
i zgodnie z oznaczeniami w réwnaniu (6.29), napiszemy

Z=¢(D,"...D,", c={Z}, ci,...cheR, (6.45)

n

{Dy, ....D}<{L,M, T,1,0,J,R, S}, k=1, ...,n<8, przy czym liczby c, ..., ¢,
sa znane ({-} — jak w (6.11).

Prawa strona réwnania (6.44) moze by¢, na razie, zapisana jedynie w bazie {[Z1],
ooy [Zm]}, m <, czyli

0Z" ... Zy" = (2" {2, (2] (2] = paz ] (2,
o, a, by, ...,byeR, (6.46)

ale tutaj wtasnie liczby by, ..., by, sa niewiadomymi. Rozwiazanie zadania bedzie moz-
liwe dopiero po przedstawieniu wyrazenia (6.46) w bazie {Dy, ..., Dy}, z zastosowa-
niem znanych juz przeksztatcen wymiarowych, tak jak to robilismy poprzednio (wzo-
ry (6.30)+(6.30b), przykitad 4.). Skonstruujemy wiec macierz An.m, Ktorej kolumny
tworza wyktadniki w iloczynach potegowych

[z,]=D,*...D,™,

n

........................... (6.47)

n

Zauwazmy, ze liczby a;, i=1, ..., n, j=1, ..., msa znane, gdyz znamy jednostki
wielkosci Zy, ..., Zy, i zaleza tylko od {Z, ..., Zn}. Poniewaz wszystkie wymiary ar-
gumentow funkcji @ tworza baze, wigc w tym zagadnieniu macierz An.m przeksztatce-
nia wymiarowego jest jedyna

Apan = | : (6.48)

Postgpowanie jest takie samo jak we wzorach (6.30)—(6.31b) i w przyktadzie 4.,
ale tutaj macierz moze by¢ prostokatna, gdyz m < n. Jesli oznaczy¢

b=|:|, c=|:] (6.49)

Y Jest to baza kanoniczna w [[1], kt6ra oznaczylismy [E]® (R, S — wymiary kata i kata brytowego,
inne symbole jak poprzednio); w SI symbole zastapia jednostki {m, kg, s, A, K, cd, rad, sr}.
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to, z poréwnania (6.45) z (6.46), otrzymamy nhastepujace réwnanie macierzowe o m <n
niewiadomych wspotczynnikach by, ..., by

€ = Anm b. (6.50)
To samo réwnanie w formie rozwinietej wyglada nastepujaco

G Ay v Ay | | By
T : : (6.51)
b

C anl cee a

n nm m

Wiemy juz, ze istnieje doktadnie jedno rozwiazanie tego réwnania, gdy rzad An.m, = m,
pod warunkiem, ze uktad rownan opisany wzorami (6.48)—(6.51) jest niesprzeczny. Jesli
za$ uktad réwnan (6.51) jest sprzeczny, to zadanie zostato Zle postawione.

Woynika stad cenna informacja dla eksperymentatora, ktéry podjat sie znalezienia
zwiazku Z = @ (Zy, ..., Zn). Postawiona przez niego hipoteza o zwiazku funkcyjnym Z
z Zy, ..., Zn nie jest bowiem prawdziwa, gdy uktad (6.51) jest sprzeczny. Ale nie-
sprzeczno$¢ uktadu (6.51) nie dowodzi poprawnosci zatozenia, ze Z = ®(Zy, ..., Zp).
Jesli natomiast eksperymentator trafnie wybrat zbior argumentéw poszukiwanej funk-
cji, ich wymiary sa za$ wymiarowo niezalezne, to dzigki zastosowaniu analizy wymia-
rowej doswiadczenie sprowadzi sie do wyznaczenia statej wartosci ¢ z réwnania
(6.44). Natomiast eksperymentator, ktory nie zastosuje analizy wymiarowej, jest ska-
zany na identyfikacje funkcji m zmiennych wymiarowych, co jest zadaniem jesli nie
skomplikowanym, to na pewno kosztownym i pracochtonnym. W dodatku tak otrzy-
mana funkcja jest zwykle opisana wzorem liczbowym waznym tylko dla okreslonych
jednostek miary, czyli zwiazkiem niepoprawnie okreslonym. Wyprowadzone wzory
i metodyke obliczania wyktadnikéw by, ..., by, najlepiej jest zilustrowaé przyktadami.

Przyklad 5.

Ustali¢ posta¢ wzoru okreslajacego strate cisnienia spowodowana umieszczeniem
w przewodzie kryzy dtawiacej o okreslonej srednicy. Zatozono, ze strata cisnienia Ap®
zalezy od sredniej predkosci przeptywu v przez rurg i gestosci ptynu p.

Poszukiwana funkcja to zwiazek

AP* = D (v, p). ()

1. Okreslimy najpierw wymiar przestrzeni wymiaréw, wiec

[Ap*]=[Pa]l=m"kg's

[v]= m'kg’™ } = n=3. (xi)

[ol= m~kg’s"”
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Przestrzen ma wymiar n = 3 (bo uzyto jednostek m, kg, s) wobec liczby argumen-
tow m = 2.
2. Konstruujemy macierz przeksztatcenia wymiarowego i sprawdzamy jej rzad

1 -3
— lk 0.1
Ev:; m-gislo}jAM: 0 1 |=rzAse=2={[V] [o]}-baza. (xii)
pl=m~kg’s

-1 0
3. Ustalamy ogélna posta¢ funkcji wymiarowej 2 argumentéw wymiarowych
ApS=pvp®, (xiii)

4. Uktadamy réwnanie macierzowe z niewiadomymi wyktadnikami by, b,.
Zgodnie z (6.51) i (xi), (xii) napiszemy

-1 1 -3
11=|0 1 Lt:l} (xiv)
-2 |-1 0 2

5. Obliczamy wyktadniki b, b,; w tym przypadku zadanie jest bardzo tatwe
-1= b1 - 3b2 =-1= 2—3,

1= b2 = b2 =1,
2=-b=b =2 (xv)
Uktad (xiv) jest niesprzeczny, wigc

ApS=pVvip. (xvi)

W?z0r ten jest znany w postaci

2
s \ ..
Ap =g’7p, (xvii)

gdzie ¢ to wspotczynnik oporu miejscowego.

Whikliwy eksperymentator, badajac problem w szerokim zakresie predkosci, wy-
kryje niestatos¢ £ Trzeba wtedy zwiekszy¢ zbior argumentéw funkcji wymiaroweyj,
uwzgledniajac wptyw lepkosci (v) i srednic (D, d).

Przyklad 6.
Ustalimy posta¢ wzoru z przyktadow 3. i 4.

7= O (p, dV/dy, y). (xviii)
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Znamy juz wymiar przestrzeni, ktéry wynosi n = 3 oraz wiemy, ze [}, [dv/dy], [y]
Sa Wymiarowo niezalezne, wiec m = 3, a macierz przeksztatcenia wymiarowego jest
nastepujaca (wzor (iii))

-3 0 1
A3><3: 1 0 0]. (|||)
0 -1 0

Ogoélna posta¢ poszukiwanego wzoru
)

dv

— by| 2V bs
L=0p [ dy J Yy,

przy czym [ =] takze znamy (wzoér (viii)). Dlatego

-1| |-3 0 1]|b
1|={1 0 0ffb,], (xix)

-2 0 -1 0f|h

Stqd: b1 =1, bz =2, b3 =2.
Poszukiwany wzdr, zapisany z zastosowaniem tradycyjnej symboliki (¢ = %), za-
piszemy w postaci

dv )’
—c -
y

PRZYPADEK 2.

Szukamy postaci funkcji ® o s argumentach, wsrod ktorych jest co najwyzej m <n
(n — wymiar przestrzeni) argumentéw o wymiarach wymiarowo niezaleznych i r wy-
miarowo zaleznych od poprzednich, a wiec s = m + r. Chcemy wiec ustali¢ posta¢
zZwiazku

®(Zy, .oy Zmy V1, ..y Vi), m<n,r>1, (6.52)

gdzie:
{[Z4], ..., [Zn]} = [B] - baza podprzestrzeni wymiaréw, gdyz sa to wymiary wielko-
$ci niezalezne wymiarowo,
Vi, .-, [V — elementy wymiarowo zalezne od wektoréw bazy.
W zwiazku z tym, korzystajac z wywodow 1. przypadku, napiszemy od razu

O(Zy, oy Z V1, V)= wZ™ 2.y by, ... bneR,  (6.53)

ale liczba w moze zaleze¢ od wszystkich argumentow, wiec
v =w(Z, ....Zn V1, ..., V). (6.54)
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Skorzystamy z tego, ze jest to funkcja wymiarowa i jej wartos¢ mozna zapisac tak
samo jak (6.53), wiec

[w(Zy ... Zoy Vo, . V1= [2] |2, = k= ... =kn =0,  (6.55)

bowiem  to liczba, ma wiec wymiar rowny 1.
Znaczy to, ze moze by¢ tylko

v=y(Vy, ..., V). (6.56)
Wielkosci Vy, ..., V sa wymiarowo zalezne od Zy, ..., Zn, hapiszemy wiec
Vl = ﬂlzldll Zmdml, 7, d]_l, ey dml c R,
......................................................... (6.57)

astad i z (6.56) wynika

v = l//(V]_, ceny Vr) = @(Zl, veay Zm, Ty veey 7Z'r), (658)
ale w nie jest funkcja wymiarowa Zy, ..., Zny, €0 juz wykazalismy, wiec
v=o(m, ..., ). (6.59)

Posta¢ funkcji @, m + r argumentdéw, z ktérych m ma wymiary niezalezne wymia-
rowo, jest wiec nastepujqca

®Zy, .o, Z Vi, o V) =0 (m, o, m) 2™ 2, (6.60)

gdzie liczby m, ..., 7y sa zwiazane z argumentami Zy, ..., Zn, Vi, ..., V; przez réwna-
nia (6.57).

Wzér (6.60) wyraza tzw. zasadnicze twierdzenie analizy wymiarowej sformufowa-
ne przez Buckinghama, zwane krétko twierdzeniem pi.

Wz6r (6.60) ma donioste znaczenie dla eksperymentatorow, ktdrzy zamiast bada¢
funkcje m + r zmiennych wymiarowych identyfikuja funkcj¢ ¢ tylko r zmiennych
bezwymiarowych 7, ..., 7, ktorych posta¢ wynika z (6.57). Trzeba podkresli¢, ze
wartos¢ argumentu z; (i = 1, ..., r) moze by¢ zmieniona przez zmiane nawet jednego
sposrod argumentow Vi, Zy, ..., Zn, CO istotnie utatwia badania doswiadczalne.

Sposéb wyznaczania wyktadnikéw potegowych we wzorach (6.60), (6.57) jest taki
sam jak w przypadku funkcji o wymiarach niezaleznych wymiarowo. Najlepiej zilu-
strujemy go wyprowadzajac wzor Darcy’ego—Weisbacha. Przy okazji poruszony zo-
stanie problem wyboru bazy przestrzeni wymiaréw. Musimy bowiem pamigtaé, ze
w zbiorze {Z;, ..., Zn V1,...,V,} argumentow funkcji wymiarowej moze by¢ wiele baz,
wtedy uzyska sie wiele wzordw postaci (6.60) i wiele bezwymiarowych zbioréw liczb
m, ..., 7r. Wyboru wlasciwego zestawu dokonuja eksperymentatorzy, kierujac sie
kryteriami, ktdre narzucaja swoim doswiadczeniom. Moga wigc wybraé bazg, ktéra
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bedzie optymalna ze wzgledu na doktadnos$¢ aproksymaciji funkcji ¢ argumentow 7z,
..., 7y, ale kryteria takie moga by¢ rézne, zalezne od konkretnej potrzeby.

Przyklad 7.

Wyznaczy¢ strate energii przypadajaca na jednostke dtugosci rury o srednicy d
podczas przeptywu ptynu o gestosci p i kinematycznym wspétczynniku lepkosci v.
Srednia predkosé ptynu wynosi v, a rura ma chropowatosé k.

Rozwazymy wiec funkcje wymiarowa pieciu zmiennych wymiarowych

Ap°®
I

=0 (p,v,v,d,K),

gdzie Ap® — strata cisnienia na rurze dtugosci I.

1. Jednostki wszystkich wystepujacych tu wielkosci daja sie przedstawi¢ jako ilo-
czyny potegowe m, kg, s, wiec wymiar przestrzeni n = 3. Bazy beda wiec miaty nie
wiecej niz n = 3 elementy.

2. Tworzymy macierz przeksztatcenia wymiarowego. Wybierzemy dwa podzbiory
ze zbioru wymiardw argumentdw (po trzy elementy w kazdym) i sprawdzimy, czy
tworza one bazy. Dalsze obliczenia przeprowadzimy réwnolegle dla dwéch baz:

Ap®
|
{lel, [d], [V]} - baza?

=0(p,v,v,d,k)

[p] = m~kg's® -3 1 1
[d]= mlkgosO =rz|1 0 0 |=rzA3:3=3;
[v]=m'kg’™* 0 0 -1

AP” _ p(pv,v,d,K)

|
{[A], [d], [V} - baza?

[p =m~kg's’ 31 2
[d]=m'kg’® {=rz| 1 0 0 |=rzAsus=3
[v]=m?kg’s™ 0 0 -1

el [d], [V1}, {Le], [d], [V} - bazy.
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3. Ogolna posta¢ wzoru
Ap®
I

Ap®
I
b = [by by by

=§0(7T1v”2),0b1dbzvb3| =(/’(7T1v”2),0b1db2‘/b3:

4. Wymiar wielkosci Ap¥l: [Ap*/1] = m? kg' 572, stad

c=[-21-2],
réwnanie macierzowe o niewiadomej macierzy kolumnowej b
C:A3><3b
-2 -3 1 1]|b -2 -3 1 b,
1(=l1 O b, |, 1 (= b, |,
-2 0 0 -1|]|h -2 0 0 —-1|]|h,

skad po obliczeniach
b=[1-12], b=[1-32]"

Ap° _ Ap° _
Ip :¢(7T1:7T2)P1d 1\/2, Ip :¢(7T1:7T2)P1d V2,
5. Liczby m, m
V= ﬂlpdlld Gary e — d, = [d11d21d31]T , V= ﬂlpdnd Gary dat — d, = [dlld21d31]T ,
k= ﬂzpdlzd Gyt — d,= [dlzdzzdsz]T , k= ﬂzpdlzd G2y a2 — d,= [d12d22d32]T,
[V]=m?kg’s'=e =[2 0 -1f, V]=m'kg’s'=e =1 0 -1,
[k]=m'kg’s° =e,=[1 0 O], [k]=m'kg’s° =e,=[1 0 O] .
Rownania na niewiadome d;;
ei=Aszsdi, =12
217-3 1 dy, 11[-3 1 27 [dy
0 1 0 21 | 0 d21 l
-1 0 -1 dy, -1 - dyy
-3 1 1] [dy, 177-3 1 27 [dy
1 0 =d,, |, ol| 1 0 =d,,
0 -1| |dy 0 0 -1/ |dy
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skad
d,=[0 1 1], d=[0 -1 1],
d,=[0 1 0], d,=[0 1 0],
_ v _ \Y)
ok ok
EZ—W, Ez—m.

Po podstawieniach i uporzadkowaniu

AP _ ijﬁ Ap° ﬂkjﬁ
I P\vad)a ” A\ d @

Obydwa wzory sa formalnie poprawne, ale na uwage zastuguje tylko ten z nich,
w ktérym jawnie wystgpuje zaleznosé strat energetycznych od predkosci. Z codzien-
nych obserwacji wynika, ze straty energetyczne rosna z predkoscia ruchu, wiec wzor,
ktory te prosta prawde odzwierciedla, wybieramy jako wynik poszukiwania postaci
wzoru okreslajacego straty energetyczne. Jest to powszechnie stosowany wzér Dar-
cy’ego—-Weisbacha, ktéry zapiszemy z zastosowaniem tradycyjnej symboliki w postaci

2
Ap® = ,1('1—"7,;, 2= A(Re, ),V (6.61)
gdzie:
Re = vd/v - liczba Reynoldsa,
A — liniowy wspo6tczynnik oporu,
e=k/d — chropowato$¢ wzgledna rurociagu.

W miejsce wiec funkcji @ o pieciu zmiennych wymiarowych pozostata do wyzna-
czenia doswiadczalnego funkcja A zaledwie dwu zmiennych bezwymiarowych.

6.3.5. PODOBIENSTWO MODELOWE

Przeptywy nazywamy dynamicznie podobnymi, jesli w odpowiadajacych sobie
punktach obu zjawisk (rzeczywistego i modelowego) oraz odpowiadajacych sobie
chwilach dowolna wartos¢ okreslonego parametru fizycznego w przeptywie rzeczywi-
stym jest proporcjonalna do analogicznego parametru w przeptywie modelowym.
Zjawiska uwazamy za podobne, gdy:

» przebiegaja w obszarach geometrycznie podobnych,

Y Zauwazmy, ze byto: ¢ (v/dv, k/d) = ¢(1/Re, k/d), stad: ¢ (1/Re, k/id) = A(Re, k/d).
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» pola wszystkich wielkosci fizycznych, opisujacych dane zjawisko, sa do siebie
podobne.

Najistotniejsza jest sprawa wykorzystania wynikdw badan modelowych i tutaj nie-
zwykle pomocna jest teoria podobierstwa przep/ywow, na podstawie ktérej mozna
ustali¢ warunki podobienstwa, jakie musza by¢ spetnione dla zachowania podobien-
stwa zjawisk przeptywowych. Warunki te maja charakter geometryczny, kinematycz-
ny i dynamiczny.

Podobiesistwo geometryczne polega na podobienstwie wymiaréw i ksztattow
obiektu rzeczywistego i modelowego. Gdy oryginat i jego model sa geometrycznie
podobne, wowczas odpowiadajace sobie wymiary liniowe sa proporcjonalne. Stosu-
nek tych wymiaréw nazywamy skala podobienstwa liniowego — &.

Podobiesistwo kinematyczne polega przede wszystkim na podobienstwie pdl pred-
kosci. Zachodzi ono wtedy, gdy przebieg linii pradu w przeptywie rzeczywistym
i modelowym jest podobny. Ten warunek jest najczesciej spetniony wraz ze spetnie-
niem odpowiednich warunkéw podobienstwa dynamicznego.

Problem podobieristwa dynamicznego zjawisk mozna rozwiaza¢ dwoma sposoba-
mi:

1. Za pomoca analizy wymiarowej opartej na twierdzeniu Buckinghama (pi);
podejscie to opiera si¢ na znajomosci zbioru wielkosci fizycznych koniecznych i do-
statecznych do petnego opisu przebiegu zjawisk. Znajomos¢ réwnan okreslajacych
zjawisko nie jest tu potrzebna.

2. Na podstawie analizy rownan okreslajacych zjawisko (nie ich rozwiazania, lecz
postac) w przeptywie rzeczywistym i modelowym.

W wyniku kazdego z tych sposobdw otrzymuje sie¢ bezwymiarowe liczby podobier-
stwa (zwane niekiedy liczbami kryterialnymi), ktére moga mie¢ znaczenie fizyczne.

1. Modelowanie zjawiska opisanego za pomoca funkcji wymiarowych
Rozpatrzmy zjawisko rzeczywiste opisane za pomoca funkcji wymiarowej, wy-
miarowo niezmienniczej i jednorodnej (wzor (6.52))

Z=0(Z;, ... Zpy Vo or V. ), (6.62)

w ktorej:
Z;i (i=1, ..., m) — argumenty wymiarowo niezalezne,
Vj(j=1,..,r)—argumenty wymiarowo zalezne od Z;.

Analogiczne zjawisko modelowe opisane jest ta sama funkcja @, ale 0 argumen-
tach Z,...,Z,,,V],...,V/, ktdrych wymiary sa odpowiednio rowne wymiarom argu-
mentéw ze wzoru (6.62), roznia si¢ natomiast wartosciami liczbowymi. Napiszmy
zatem

Z,=EZ V=4V, (=1 .,m j=1,..,1), (6.63)

&, 4; — liczby dodatnie zwane skalami.
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W odniesieniu do modelu mozna wiec napisac¢
Z=0(Z,..2,, V.. Vi), (6.64)

Wzory (6.62) i (6.64) okreslaja dwie wersje tego samego zjawiska; pierwsza
znich (Z2) bedziemy nazywaé zjawiskiem rzeczywistym (oryginatem), druga (Z')
— zjawiskiem modelowym (modelem).

Zgodnie z twierdzeniem pi (wz6r (6.60)) i po skorzystaniu z zaleznosci (6.63) na-
piszemy

Z = plmm) (6.2)% 6 Z0) 65
= oy, m, ) EREM () (2,) ™,
Z = o(x,.7)) (Z)™...(Z,)", (6.66)
przy czym (wzory (6.57), (6.63))
v, , A .
i = W, T, = (Z{)dli."(z’ )dmi y |—1,,r (667)

Interesuje nas skala przejscia od oryginatu do modelu

£ = E_gp(ﬂl,...,m) 4 " Zn ’ (6.68)
7 o)\ Z) Nz, .

Jesli model i doswiadczenie bedzie zaprojektowane tak, ze mozliwe bedzie spet-
nienie warunkow
o=, i=1,..71), (6.69)

to z (6.65)—(6.68) wynika, ze skala &, przejscia od oryginatu do modelu nie zalezy od
postaci funkcji ¢ i wynosi

E =g Em (6.70)

Z réwnan (6.67), (6.69) i po uwzglednieniu wzoru (6.63) wynika, ze skale &, ..., &n
oraz 4; musza spetnia¢ nastepujacy uktad rownan

A= &Y (j=1,..7). (6.71)

Dwa zjawiska rzeczywiste (oryginat) i modelowe (model) bedziemy uwaza¢ za
podobne, jesli wielkosci bezwymiarowe 7z (W zjawisku rzeczywistym) i z'; (w zjawi-
sku modelowym) sq sobie réwne. Liczby bezwymiarowe 7, 7'; bedziemy nazywaé
liczbami podobieristwa, a warunki (6.69) kryteriami podobiesstwa.
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W praktyce nie zawsze udaje sie stworzy¢ model, ktory zapewni réwnosé¢ wszystkich
liczb podobienstwa i zmuszeni jestesmy zadowoli¢ sie podobienstwem czesciowym,
spetniajacym rownosé tylko wazniejszych, w danym zjawisku, liczb podobienstwa.

Warto zwréci¢ uwagg, ze do opisania zjawiska jest potrzebna znajomos¢ funkcji ¢.
Doswiadczenie trzeba zatem tak zorganizowa¢, aby — zmieniajac argumenty 7 funkcji
@, W mozliwie szerokich granicach — otrzyma¢ taka liczbe wynikéw pomiaréw, ktéra
pozwoli na dostatecznie doktadna aproksymacje funkcji

__Z
(Z ). (2"

Powrdémy teraz do przykiadu 7. z p. 6.3.4 i wyprowadzonego wzoru Darcy’ego-
Weisbacha, ktory zapiszemy w postaci

kY1 v?
Ap =a[Re K]LV"
P ( d)d 2 P

p:R">R> (6.72)

Oznaczmy poszczegOlne skale:

_p _d _V v _k _d _ 1)
R TR \/—_12/‘/ - NN T, T T, T = .
LG AT A T AT g Th g
Skala przejscia od oryginatu do modelu bgdzie nastgpujaca
§ - Aps/l - §V2 §P
AT ap s
pod warunkiem, ze sa spetnione nastepujace kryteria podobienstwa
VI VT e KoK o sy A
Y V' d d’ g, &y

We wzorze tym otrzymalismy warunek podobienstwa geometrycznego, wyrazony
przez to, ze skale A i & musza by¢ sobie rowne (zaktadamy podobienstwo ksztattéw
nieréwnosci). Jak wida¢, podobienstwo geometryczne nie wymaga zachowania skali
dtugosci rur | i I', poniewaz strata cisnienia jest odniesiona do jednostki dtugosci.

W badaniach modelowych wptyw wymiaréw liniowych uwzgledniamy, podajac
we wzorze (6.62) najczesciej jeden wymiar charakterystyczny, a wyniki pomiaréw na
modelu przenosimy na geometrycznie podobne obiekty rzeczywiste zgodnie z wzora-
mi (6.68) i (6.69).

2. Modelowanie zjawiska opisanego za pomoca réwnan

W wielu zagadnieniach przeptywowych dysponujemy réwnaniami opisujacymi
zjawisko, ale wystepuja trudnosci z ich rozwiazaniem albo pojawia sie potrzeba wery-

b Jest to skala liniowa, stad oznaczenie &
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fikacji poprawnosci rozwiazan (zwykle numerycznych). Woéweczas réwniez odwotu-
jemy sie do badan modelowych. Kryteria podobienstwa i skale mozna otrzymaé
z rébwnan opisujacych rozwazane zjawisko.

W celu pokazania sposobu wyznaczania kryteriow podobienstwa na podstawie
rownania rdézniczkowego, rozwazmy réwnanie Naviera—Stokesa (6.7), okreslajace
przeptyw ptynu o gestosci p = const, w obiekcie rzeczywistym i jego modelu. Zakta-
damy, ze podobienstwo warunkdw brzegowych dla tego zagadnienia jest spetnione.

Napiszmy zatem réwnanie N-S dla zjawiska rzeczywistego (poniewaz réwnania
(6.7) sa formalnie takie same — wiec tylko dla wsp6irzednej x)

_10op LM V2y = oV, ov A, oV,

+ Vv, L+v, +V, . (6.73)
poxX p ot X oy oz

Przeptyw w modelu musi okresla¢ takie samo réwnanie, poniewaz zjawiska maja
by¢ podobne (moga sie roznié tylko wartosci liczbowe w oryginale i modelu)

X' L KGOV WV Ny OV (5 7y

p OX P ot OX oy oz

Podobnie jak we wzorze (6.63), wprowadzmy odpowiednie skale wielkosci wy-
stepujacych w réwnaniach N-S. Sa to skale:

sit masowych - &, = X/X' =..= a/a' =&,

gestosci - &= pfp),

liniowa - & = x/x" = ... I"'= & (I - liniowy wymiar charakterystyczny),
cisnienia - &=plp,

lepkosci &, = ulu =vplVp'=¢& &,

predkosci - & =V IV, =L = VN,

czasu - & = t/t.

Skale wszystkich sktadowych wektorow musza by¢ sobie réwne, co jest konieczne
dla zachowania podobienstwa pol wektorowych. Skale liniowa przyjmujemy dla cate-
go obiektu, stad rownos¢ skal dla dowolnego wymiaru liniowego i dla kazdej wspot-
rzednej.

Po podstawieniu w miejsce wielkosci wystepujacych w modelu wartosci z orygi-
natu podzielonych przez odpowiednie skale otrzymamy

2
1y_ pl S, S H 5—'VZVX
Sa p &y OX Su P Sy

=i%+i(xﬁv Y Vﬁvxj'

v, —* + L +v,
g, ot & X Yooy o1

(6.75)
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Réwnanie (6.75), ktore okresla przeptyw w modelu, rézni sie od réwnania (6.79),
opisujacego przeptyw w oryginale tylko wspétczynnikami liczbowymi, ztozonymi
z iloczynow potegowych skal, przy poszczegélnych sktadnikach sumy.

Jesli przyjac

1 = i:f_ﬂf_ﬁziz%zconst, (676)

é:a 8 é:p é:y é:v é:v \Y
to réwnania (6.73) i (6.75) staja si¢ réwnowazne®, opisuja wiec te same zjawiska. Jak
wida¢, w celu uzyskania petnego podobienstwa fizycznego siedem skal poszczegdl-
nych wielkosci nie moze by¢ dowolnych, lecz musza by¢ tak dobrane, by spetniaty
rownosé¢ (6.76). Poréwnujac miedzy soba poszczegolne wielkosci (tradycyjnie kazdy
wyraz przyrownuje si¢ do & / 5\,2 ), otrzymuje si¢ nastepujace zwiazki miedzy skalami:

’ 2 Y ’ (6.77)
i:% @%:1
§v §v §I

Po uwzglednieniu wyrazen definiujacych skale, zaleznosci (6.77) fatwo sprowa-
dzi¢ do postaci bezwymiarowych, zwanych liczbami podobiesistwa:

= T =St - liczba Strouhala.

2 12
Y =Y —Fr —liczba Froude’a,
al a'l
pV2 p/V/Z i
= — =Eu - liczba Eulera,
p P (6.78)
vl = g =Re - liczba Reynoldsa,
Vv \%
vt v't’
| !

) Kazde réwnanie wolno pomnozy¢ przez liczbg rozna od zera.
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Kryteria podobienstwa zjawisk opisanych réwnaniem Naviera—Stokesa sa wiec
rownosciami liczb Froude’a, Eulera, Reynoldsa i Strouhala w przeptywie rzeczywi-
stym i modelowym. Kazda z tych liczb ma okreslone znaczenie fizyczne.

Liczba Froude’a Fr okresla stosunek sity bezwtadnosci do sity cigzkosci

2
Fr=Y_ | (6.79)
gl

Kryterium to dotyczy zjawisk odbywajacych si¢ pod przewazajacym wptywem sit
ciezkosci (przeptywy w kanatach otwartych, ruch falowy itp).

Liczba Eulera Eu okresla stosunek sity bezwladnosci do sity wywotanej dziata-
niem cisnienia (zwykle réznicy cisnien). Liczba ta moze wyraza¢ réwniez stosunek
cisnienia dynamicznego do réznicy cisnien migdzy dwoma punktami
pVv’

p

Kryterium to jest najczesciej stosowane w przeptywach gazéw z duzymi predko-
sciami (w dynamice gazéw). W tych zagadnieniach $cisliwos¢ gazu wptywa na zmia-
ny gestosci, a zatem istotna role odgrywa ten wyraz réwnosci (6.76).

Liczba Reynoldsa Re wyraza stosunek sity bezwtadnosci do sity lepkosci (tarcia)

Re = vi : (6.81)
v
W przeptywach, w ktorych gtéwna role odgrywa lepkosé (przeptywy w przewo-
dach zamknietych, optywy itp.) nabieraja znaczenia te wyrazy réwnosci (6.76), ktdre
okreslaja site lepkosci. Gdy wymiary modelu sa mniejsze od obiektu rzeczywistego,
wowczas w przypadku stosowania tego samego ptynu, dla zachowania réwnosci liczb
Re, nalezy odpowiednio zwigkszy¢ predkos¢. Matym wartosciom liczb Reynoldsa
odpowiadaja przeptywy, w ktérych dominuja sity lepkosci, nazwane przeptywami
laminarnymi. Duze wartosci liczby Re sa natomiast zwiazane z przeptywami, w kté-
rych sity lepkosci sa mate w poréwnaniu z sitami bezwladnosci — nazwanymi prze-
ptywami turbulentnymi.
Liczba Strouhala St jest parametrem charakteryzujacym przeptywy nieustalone,
w ktorych dominujaca rolg odgrywaja przyspieszenia lokalne
st :th_ (6.82)
Liczba ta, interpretowana jako bezwymiarowy czas (St = t/(I/v)), jest parametrem
w zjawiskach zaleznych od czasu.
Réwnoczesne spetnienie rownan choéby dwoch liczb kryterialnych nie zawsze jest
mozliwe. Uwzgledniajac tylko liczby Fr i Re, otrzymamy

Eu=

(6.80)

v:i v7? vl v'I’

_—=— N —=— 6.83
gl a'l' v v (6.83)
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skad wynika nastepujaca zaleznos¢ miedzy skalami

2
G = {s j—} : (6.84)

ktéra dla obiektu i modelu znajdujacego sie w polu przyciagania ziemskiego (& = 1)
przyjmuje postac

& =&, (6.85)

wobec tego, w wielu przypadkach gdy & = 1, nie mozna zrealizowa¢ badan modelo-
wych, postugujac si¢ ptynem wystepujacym w oryginale. Dobranie odpowiedniego
ptynu modelowego moze by¢ trudne, poniewaz ptyny nadajace sie do badan modelo-
wych maja okreslone wiasciwosci, ktore nie jest fatwo zmieniac.

W badaniach modelowych na ogét nie udaje sie uzyska¢ podobienstwa zupetnego.
Zachowuije sie tylko niektore kryteria podobienstwa, kierujac sie interpretacja fizyczna
liczb kryterialnych. Moéwimy wdwczas o podobieristwie czesciowym.

Nalezy zaznaczy¢, ze omowione liczby kryterialne wywodza sie¢ z réwnania
Naviera—Stokesa, a wiec dotycza warunkow podobienstwa przeptywow bez wymiany
ciepta. W przypadku ruchu ciepta w gre wchodza dalsze liczby, np. liczba Prandtla
— Pr czy liczba Nusselta — Nu, ktére oméwiono w innych podrecznikach.

6.4. PRZEPLYW LAMINARNY

6.4.1. ISTOTA PRZEPLYWU LAMINARNEGO

W ruchu laminarnym elementy ptynu poruszaja sie po torach prostych lub fagod-
nie zakrzywionych, w zaleznosci od ksztaltu scian sztywnych, ktére nadaja ksztait
wszystkim liniom pradu. Sprawia to wrazenie, jakby ptyn poruszat sie warstwami,
miedzy ktérymi nie odbywa si¢ wymiana ptynu (stad nazwa przeptyw uwarstwiony).
W rzeczywistosci wymiana taka nie odbywa si¢ tylko w skali makroskopowej, wia-
domo natomiast, ze poszczegdlne molekuty ptynu wykonuja beztadny ruch, dzigki
ktoremu zmieniaja swoje potozenie (dyfuzja molekularna). W ruchu laminarnym ma-
my zatem do czynienia z wymiana masy, a z nia i pedu w skali mikroskopowej, co jest
przyczyna wystepowania naprezen stycznych, okreslonych wzorem Newtona (1.15).

Podczas przeptywu laminarnego, charakteryzujacego si¢ przewaga sit lepkosci nad
sitami bezwtadnosci, wszelkie powstajace przypadkowo zaburzenia sa ttumione, za-
tem przeptyw ten jest stateczny (stabilny).

Jednym z najprostszych przypadkow ruchu ptynu lepkiego niescisliwego jest usta-
lony ruch laminarny w rurze o statym przekroju, podczas ktorego linie pradu sa pro-
stymi réwnolegtymi do osi rury. Liczne doswiadczenia wskazuja, ze ruch taki moze
zachodzié, jesli tylko liczba Reynoldsa nie przekracza krytycznej wartosci
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Vd: 9300, (6.86)
.

Rekr =

gdzie:
v - $rednia predkos¢ ptynu w przewodzie,
d, — srednica lub srednica zastgpcza obliczana z zaleznosci
d; =4 A/U (A - przekroj przeptywowy, U — obwod zwilzony),
v —kinematyczny wspoétczynnik lepkosci.

Gdy przekroczona zostanie warto$¢ Rey,, przeptyw moze utraci¢ statecznosc i pro-
wadzone tu rozwazania go nie obejmuja.

Analizowane w dalszym ciagu przypadki przeptywu moga znalez¢ praktyczne za-
stosowanie podczas rozpatrywania przeptywow ptyndw z matymi predkosciami, prze-
ptywow w kapilarach lub tez przeptywdw cieczy o duzej lepkosci.

Rozpatrzmy ustalony, laminarny przeptyw izotermiczny ptynu niescisliwego
przewodem walcowym® w kierunku osi & Przekréj przewodu nie zmienia sie wiec
wzdiuz osi, a przewdd jest nachylony do poziomu pod katem «. Poczatek uktadu
wspotrzednych & n, {'lezy w przekroju poprzecznym 1. i w odlegtosci | za nim (idac
w Kierunku ruchu) umiescimy przekréj 2. (rys. 6.1). Réwnanie Naviera—Stokesa (6.8)
w postaci wektorowej jest nastepujace

dv

— =f —lgrad p+Evay. (6.87)
dt P P

Po uwzglednieniu przyjetych zatozen poszczegolne wektory sktadowe (w uktadzie
& n, ) beda nastepujace:

dv
—=(0,0,0),
m (0,0,0)
f=(-gsin o, 0,-gcos a),
. (6.88)
grad pz[—p,—p,—p)
o¢ 0n 0¢
ov, v
v%:( S+ fﬁﬂ}
on®  0¢

Uwzgledniono wiec, ze ruch jest ustalony (dH/ot = 0 (He{v, p})), predkos¢ nie
zmienia sig¢ wzdtuz & (ov/d& = 0), istnieje tylko sktadowa predkosci v rownolegta
do sciany rury, ruch odbywa sie w polu sit ciezkosci (f = g), jest izotermiczny
(M = const), a ptyn jest niescisliwy (o = const).

Y Walec jest powierzchnia o tworzacych réwnolegtych. Rury sa walcami, np. rura o przekroju koto-
wym to rura cylindryczna, sa rury prostokatne, eliptyczne itd.
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Rys. 6.1. Przeptyw laminarny w przewodzie

Odpowiadajacy rownaniu (6.87) uktad trzech rdwnan skalarnych bedzie miat forme

o, oV
Oz—gsina—£@+ﬁ(—‘f+ 5},

po& plon® o0&
_1aop
pon’

0=-gcosa 1o

poc
Poniewaz Jp/dn =0, p pozostaje funkcja tylko zmiennych &, £, wiec
p=p(S 0, (6.90)

o, o
—pgsina—@+y —2‘5+ f =0,
o& on® ¢

0= (6.89)

zatem

(6.91)

ap
- cosa———=0.
P9 o ac
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Oznaczmy energie potencjalna ptynu w punkcie o wspétrzednych &,  albo X, z,
przypadajaca na jednostke objgtosci, symbolem e,, wtedy

e =p+pQz. (6.92)

Po uwzglednieniu prostych zaleznosci geometrycznych miedzy wspotrzednymi & ¢
i X, z, a wynikajacych wprost z rysunku, bedzie

&=p+ (2t &sina+{cos a) pg=¢ (< ), (6.93)
skad, po obliczeniu pochodnych czastkowych p (&, {) wzgledem & {otrzyma sig:
0
—a—pz—ﬁ+pgsina,
o¢ o0&
(6.94)
op e,
——=——"+pgcosa .
oc  og
Podstawienie tego wyniku do (6.91) daje
e ov, oV
g 708 (6.95)
%y
¢
Z ostatniego rownania wynika bardzo wazny wniosek. Mianowicie
e =€, (&) % _ 9, (6.96)
= :}— =—, .
p p ag d§

CO 0znhacza, ze W cafym przekroju poprzecznym przewodu jednostkowa energia poten-
cjalna e, = p + pgz jest ustalona. Mozna ja wigc obliczy¢ w dowolnym punkcie
przekroju poprzecznego rury, prostopadtego do osi & gdyz jej zmiany zachodza tylko
wzdtuz Kierunku ruchu. Zmiany te, wynikajace ze strat energetycznych, sa skutkiem
tarcia lepkiego miedzy réwnolegtymi warstwami ptynu poruszajacego Sie ruchem
laminarnym. Energia ta musi wiec spadacé w kierunku ruchu, tzn.

de,

P 0. (6.97)

Dwa réwnania (6.95) redukuja sie zatem do jednego

de, . [azvg azvgJ | (6.9

+
dg on*  og*
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w ktorym lewa strona jest funkcja & prawa pozostatych zmiennych 7 i £ Stad wnio-
sek, ze lewa i prawa strona tego rdwnania sa rowne tej samej statej, czyli spadek ener-
gii nastepuje liniowo wzdtuz &

Pochodna energii e, wzgledem & mozna wigc zastapic ilorazem réznicowym, ale
trzeba pamieta¢ o warunku (6.97), wtedy

de, :_(pl_p2)+/79(21_22) (6.99)
dz | !
przy czym
PP, +(21_22)
P9 = (6.100)

jest nazywany spadkiem hydraulicznym. Obliczylismy go, biorac rzegdne z;, z; i ci-
snienie py, p, na osi rury, gdyz energia w kazdym punkcie przekroju poprzecznego jest
jednakowa. Ostatecznie poszukiwane réwnanie ruchu jest postaci

ov  o°
0 :é(a_n”a_(\g} , (6.101)

gdzie jedyna wspotrzedna predkosci oznaczono w skrocie litera v (zamiast v).

Jak wida¢, predkos¢ v = v = v (n, &) zalezy od spadku hydraulicznego | (wzor
(6.100)), czyli dla okreslonego spadku hydraulicznego; danej rury i ptynu, bryta pred-
kosci bedzie taka sama w rurze poziomej, jak i pochylonej czy pionowej.

W dalszym ciagu mozna ograniczy¢ rozwazania do rur poziomych, nie umniej-
szajac ich ogdInosci®. Zatozenia o pomijaniu sit masowych, spotykane powszechnie
w literaturze, sprowadzajace zastosowanie takich rozwiazan do nierealnych w prak-
tyce (z wyjatkiem statkow kosmicznych) przypadkéw niewazkosci, nie sa wigc po-
trzebne.

6.4.2. DOKEADNE ROZWIAZANIA ROWNANIA
NAVIERA-STOKESA

Laminarny przeptyw plaski

Rozpatrzmy laminarny, ustalony przeptyw cieczy niescisliwej miedzy dwiema nie-
ruchomymi, réwnolegtymi $cianami, oddalonymi od siebie o 2h (rys. 6.2). Jest to
szczeg6lny przypadek przeptywu przez przewdd o przekroju prostokatnym o bokach
odpowiednio réwnych 2h oraz «, ale jest on takze przeptywem przez szczeg6lny wa-
lec, ktérego kierownica sa dwie proste rdwnolegte (a wiec przecinajace sie w nieskon-

Uw rownaniu (6.101) liczy sie tylko I, niezaleznie od tego czy uzyskane w wyniku rdznicy cisnien,
pochylenia rury, czy obydwu tych przyczyn tacznie.
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czonosci)Y. Taki przeptyw jest nazywany ptaskim przeptywem Poiseuille’a. Wéwczas
AvIJn =0 i rownanie (6.101) staje sig¢ zwyczajnym rownaniem rézniczkowym drugie-
go rzedu, w ktérym przyjeto tradycyjnie oznaczenia osi: X, y

KQ:_| . (6.102)
g dy
y
Po dwukrotnym scatkowaniu réwnania (6.102)
otrzymamy
g, J 2h
v=—2—v y°+ C,y+C,. (6.103) P, Pl x

Rys. 6.2. Ptaski przeptyw laminarny Poiseuille’a | ‘

Z warunku zanikania predkosci na scianie (y = th = v = 0) wyznaczamy state
catkowania

C,=0, CZZIZ_S h2,

Réwnanie (6.103) przyjmuje wiec ostatecznie posta¢

19 o, (¥Y
v=o h(l (h” (6.104)

okreslajaca rozktad predkosci w szczelinie ptaskiej podczas przeptywu laminarnego.
Krzywa rozktadu predkosci jest parabola kwadratowa. Maksymalna predkosé¢ wy-
stepuje w ptaszczyznie symetrii (y = 0) i wynosi

2
v = gvh . (6.105)

Znajac rozktad predkosci w przekroju poprzecznym, mozemy okresli¢ strumien
objetosci przypadajacy na jednostke szerokosci szczeliny

21gh?
3v

+h
¢ = [vdy= : (6.106)
-h

Y Nie tracimy na ogélnosci, rozwazajac kanat poziomy, gdyz po prawej stronie réwnania wystepuje
spadek hydrauliczny | wedtug wzoru (6.100).
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a nastepnie $rednia predkos¢ przeptywu

2
v = _loht 2, (6.107)
2h 3 3

W zagadnieniach technicznych czesto jest potrzebna znajomos¢ zaleznosci spadku
cisnienia od strumienia objetosci lub predkosci éredniej. Mozemy ja wyznaczyé¢, prze-
ksztatcajac wzor (6.107)

3ulvy
h2

Ap = : (6.108)
przy czym tutaj | = Ap/p gl. A zatem: spadek cisnienia jest wprost proporcjonalny do
pierwszej potegi predkosci sredniej, dynamicznego wspéiczynnika lepkosci i dfugosci,
na ktérej wystepuje ten spadek oraz odwrotnie proporcjonalny do drugiej potegi wy-
sokosci szczeliny.

Po wprowadzeniu wspoétczynnika A (hazywanego wspdiczynnikiem strat linio-
wych) oraz srednicy zastepczej d, mozemy okresli¢ spadek cisnienia wzdtuz szczeliny
wedtug formuty Darcy’ego—Weisbacha

| pv2
Ap=iA——=, 6.109
P=l (6.109)

z

w ktorej d, =4(2h b)/(2h + 2b) = 4h/(h/b + 1) = 4h, wobec h/b —0.

Liczba Reynoldsa natomiast Re = vy d,/v i wtedy liniowy wspétczynnik oporu
/. = 96/Re.

W dalszym ciagu rozpatrzymy ustalony przeptyw miedzy dwiema poziomy-
mi réwnolegtymi ptaszczyznami oddalonymi od siebie o 2h, z ktérych jedna jest nie-
ruchoma, a druga porusza si¢ ze stala predkoscia u (rys. 6.3) pod dziataniem
zewnetrznej sity stycznej T, ktoéra pokonuje opory

Y J ruchu. W ruchu tym (nazywanym ptaskim prze-
— plywem Couette’a) nie wystepuje spadek cisnienia
oh (Ap = p1—p2=0), azatem dp/dx = 0 (I = 0), réw-

P, p, x  hanie (6.101) sprowadza si¢ wigc do

0
oy 6110
dy
| ‘ Rys. 6.3. Ptaski przeptyw laminarny Couette’a

W wyniku catkowania otrzymamy
v=Cy+ C,.

State catkowania wyznaczone z warunkéw przylegania:
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y=-h = v=0, y=h= v=u",
Wynosza
u u
Ci=—, C,=—,
' 2h )
a zatem rozktad predkosci w szczelinie
V= u [z_yrﬁ%) (6.111)

jest liniowy.

Gdy w przeptywie miedzy dwiema poziomymi ptaskimi scianami jest u = 0 oraz
I = 0 (a wiec dp/dx = 0 i Ap = 0), to przeptyw jest superpozycja obu oméwionych
przeptywow.

Profil predkosci okresla zaleznosé¢

2 2
WL U ' I Y B (6.112)
2ul h 2h 2
Profile predkosci w ptaszczyznie pionowej, okreslone wzorem (6.112), przedsta-
wiono na rysunku 6.4 dla nastepujacych przypadkow:

a) Ap=0, u>0,
b) Ap>0, u=0, @ y b)
c) Ap>0, u>0, u

ALZZZM/
d) Ap<0, u>0. g %ﬁ
X X

c) |y d,y

Rys. 6.4. Profile predkosci w laminar- 7}2

nym przepltywie miedzy $cianami: ~
a)Ap=0,u>0, < <
b) Ap>0,u=0,
c)Ap>0,u>0,
d)Ap<0,u>0 Z 7
Jednostkowy strumien objetosci oraz srednia predkos¢ przeptywu mozna obliczy¢

wedtug wzoru (6.106), uwzgledniajac jednak rozktad predkosci okreslony zaleznoscia
(6.112).

Y Czastki przylegajace do $cian maja predkosc sciany, czyli u.
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Laminarny przeplyw osiowo-symetryczny

Rozwazmy teraz ustalony przeptyw ptynu lep- r
kiego niescisliwego przez rure dtugosci | i statym
przekroju kotowym o promieniu R (rys. 6.5) pod % Z
dziataniem réznicy cisnien Ap = p; — p2”, wyste- v(r)
pujacej na ditugosci rury | (przeptyw Hagena- ‘ X
-Poiseuille’a). 0 p; ) P,

7

Rys. 6.5. Osiowo-symetryczny przeptyw laminarny
Hagena—Poiseuille’a ‘

Poniewaz v = Vv (X, y), przeptyw ten jest okreslony rownaniem (6.101), ktdre zapi-
szemy jako
CRVARGRY, Ap
a ( ox?  oy? J I ( )

Jest to przeptyw osiowo-symetryczny, zatem wspotrzedne prostokatne zastepujemy
cylindrycznymi. Ze wzgledu na osiowa symetrie ruchu (predkosé¢ zalezy tylko od
wspbtrzednej r), lewa strona wzoru (6.113) bedzie nastepujaca

L ev) 1oy
Hlar r or A arl ar )

zatem
1d dv Ap
- 2y 2| =2, 6.114
a r dr ( dr) I ( )
Po dwukrotnym catkowaniu zaleznosc¢ (6.114), zapiszemy jako
2
V = _rae + C/Inr + C,. (6.115)
4 ul

State catkowania C; i C, okreslimy tak, aby réwnanie (6.115) spetniato warunek
symetrii (na osi) i przylegania (na $cianie rury), zatem

dv
Wr:ozo = Cl=01
2
Ve =0 = C, = AP
4 ul

Y Na rozkiad predkosci nie wptywa pochylenie rury, lecz tylko spadek hydrauliczny (wzor
(6.101)). W przypadku ogblnym trzeba wstawic: Ap = Ipgl.
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wobec tego

_1Ap(r2 _
V=i (R? - r2). (6.116)

Rozktad predkosci w ustalonym przeptywie osiowo-symetrycznym mozna takze
wyznaczy¢, rozpatrujac rownowage dwu sit powierzchniowych wystepujacych w tym
przeptywie, a mianowicie sit cisnieniowych wywotujacych przeptyw i sit tarcia, ktére
je rbwnowaza. Rozpatrzmy wiec rbwnowage ciektego walca o promieniu r i dtugosci |
(rys. 6.6).

Rys. 6.6. Rdwnowaga sit powierzchniowych w osiowo-symetrycznym przeptywie laminarnym

Sity tarcia to
r2nrdz=u d—VandZ,
dr

a sity cignieniowe wynosza (py— p2) T r° = mr? Ap.
Suma tych sit wynosi zero (rownowaza si¢), po uporzadkowaniu otrzymamy wiec
dv. _ _r Ap

ar - 2y |

Po scatkowaniu i uwzglednieniu warunku przylegania otrzymuje sie zalezno$é
(6.116).

Rozktad predkosci w rurze o przekroju kotowym jest wigc paraboliczny (rys. 6.6).
Maksymalna predkosé¢ wystepuje w osi rury (r = 0)

_lﬂRz_

m = (6.117)

Objetos¢ paraboloidy, ktorej przekrdj pokazano na rysunku 6.6, jest strumieniem
objetosci. Wezmy pod uwage element powierzchniowy przekroju poprzecznego
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w ksztalcie pierécienia o promieniach r i r + dr. Elementarny strumien objetosci okre-
slimy réwnaniem

dg, =v2=rdr, (6.118)

a wiec catkowity strumien objetosci wyniesie

R
g ="2P (¢ (R? - r2)ar, (6.119)
2ul 5
skad
g =“APRe (6.120)
8 ul

Jest to tzw. prawo Hagena-Poiseuille’a: w ustalonym ruchu laminarnym niescisliwego
pfynu lepkiego strumies objetosci jest wprost proporcjonalny do jednostkowego spad-
ku cisnienia i do czwartej potegi promienia rury, a odwrotnie proporcjonalny do lep-
kosci.

Na podstawie strumienia objgtosci mozna okresli¢ srednia predkos¢ przeptywu
w rurze z zaleznosci

Vg = izﬂRzy (6.121)
A 8ul
a po uwzglednieniu (6.117) dochodzimy do wniosku, ze
Vi =%vmax . (6.122)

W wyniku przeksztatcenia rownania (6.120) otrzymamy wzor okreslajacy spadek
cisnienia w przeptywie laminarnym (d = 2R)

8ugyl _ 128 uq, |
Ap= = 6.123
P nR* nd? ( )
lub, na podstawie wzoréw (6.121) i (6.109),
8uv,l 32 puv,l | pv2
Ap= = =) -2 6.124
PR d? d 2 (6.124)

przy czym, wobec Re = v d/v, wspétczynnik strat liniowych A = 64/Re.
Po uwzglednieniu, ze Ap = p g Ah otrzymamy wzor na wysokosé Ah spadku ci-
$nienia
2
Ah=128vq‘f1 | =32vv2ér I :glﬁ_
ngd gd d2g
Wzory te wskazuja, ze strata cisnienia (wysokosci cisnienia) w przypadku prze-
ptywu laminarnego jest proporcjonalna do pierwszej potegi predkosci sredniej.

(6.125)
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Liczne doswiadczenia, dotyczace przeptywow w rurach o matych przekrojach
i 0 niewielkich predkosciach przeptywu, bardzo dobrze potwierdzity poprawnos¢ wzo-
ru (6.123). Wzér ten umozliwia rowniez okreslenie wspoétczynnika lepkosci na pod-
stawie pomiaru strumienia objgtosci qy cieczy przeptywajacej przez rurkg 0 znanej
srednicy d i znanej roznicy cisnien Ap na okreslonej dtugosci |I.

Nalezy jednak pamictac, ze wszystkie wyprowadzone w tym punkcie wzory doty-
cza tzw. w petni uformowanego przeptywu laminarnego, tzn. takiego, w ktérym praw-
dziwa jest zaleznos¢ dp/dx = Ap/l = C. W rzeczywistosci na pewnym odcinku poczat-
kowym, zwanym odcinkiem wstepnym, spadek cisnienia nie jest liniowy. Na odcinku
tym obserwujemy zjawisko formowania sig profilu predkosci (rys. 6.7). Na wlocie do
przewodu rozktad predkosci jest prostokatny (rownomierny), a dopiero wzdtuz odcin-
ka wstepnego, wskutek dziatania sit stycznych pochodzacych od warstw ptynu poto-
zonych w bezposredniej bliskosci $cian, przenoszonego na warstwy lezace blizej osi
przewodu, formuje sie typowy dla ruchu laminarnego rozktad paraboliczny. Wzory
(6.116), (6.117) i (6.120)—(6.125) mozna wiec stosowa¢ z wylaczeniem odcinka
wstepnego o diugosci okreslonej wzorem empirycznym

l, =0,03 Red ", (6.126)

EEET

Rys. 6.7. Odcinek wstepny przewodu

6.5. PODSTAWY TEORII WARSTWY PRZYSCIENNE]J

6.5.1. POJECIE WARSTWY PRZYSCIENNE]J

Wystepujace w technice przeptywy ptyndw lepkich sa przeptywami, w ktérych si-
ty tarcia sa mate w poréwnaniu z sitami bezwtadnosci. Woda i powietrze — ptyny,
z ktorymi najczesciej spotykamy sig¢ w roznych zagadnieniach technicznych — odzna-
czaja si¢ mata lepkoscia, a zatem juz przy stosunkowo niewielkich predkosciach

Y PN-76/M-34034 podaje 1, = (0,029...0,06)d Re.
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otrzymujemy podczas ich przeptywdw duze wartosci liczby Reynoldsa. W réwnaniach
Naviera—Stokesa (6.7), w miare zwiekszania sie liczby Reynoldsa, wyrazy zalezne od
lepkosci staja sie coraz mniejsze w poréwnaniu z wyrazami bezwtadnosciowymi, a dla
liczb Reynoldsa Re — oo, wyrazy te daza do zera, a rownania ruchu nie roznia si¢ juz
od réwnan dotyczacych ptynu doskonatego.

W odréznieniu od ptynu doskonatego (a wiec nielepkiego), w ktorym tylko skta-
dowa normalna predkosci musi znika¢ na nieprzepuszczalnej scianie, w ptynie lepkim
rowniez sktadowe styczne predkosci znikaja na tego rodzaju $cianie. Warunki te nie
zaleza od predkosci ptynu w punktach odlegtych od granicy. Oznacza to, ze podczas
przeptywu ptynu pseudodoskonatego (tzn. z duza predkoscia) sity lepkosci sa dominu-
jace w poblizu sciany sztywnej (lub granicy r6znych ptynéw), chociaz w gtéwnej ma-
sie ptynu dominuja sity bezwladnosci. Rozwiazanie tego problemu polega na podzie-
leniu catego obszaru poruszajacego sie ptynu na dwa nieréwne podobszary (rys. 6.8) i
prowadzeniu rozwazan osobno dla kazdego z nich. Podziat ten — zaproponowany
przez Prandtla — polega na wprowadzeniu podobszaru, w ktérym siy lepkosci sq cal-
kowicie pomijalne, oraz drugiego, w ktérym ich wpZyw jest decydujqcy.

Vo Voo Ve Voo

X

Rys. 6.8. Obraz warstwy przysciennej

Warstwe ptynu poruszajaca sie blisko granicy osrodkow (np. sciany) nazywa sie
warstwa przyscienna. Przez to pojecie rozumiemy zar6wno warstwe przyscienna two-
rzaca si¢ na optywanej nieprzenikliwej powierzchni, jak i warstwe graniczna tworzaca
si¢ w przeptywie swobodnym otoczonym przeptywem potencjalnym (struga zatopio-
na, slad za optywanym ciatem).

W warstwie przysciennej wystepuja intensywne zmiany predkosci od zera na $cia-
nie do wartosci rownej predkosci ptynu poza nig. Miedzy warstwa przyscienna
a gtébwna masa plynu nie ma wyraznego rozgraniczenia, totez nie mozna $cisle zdefi-
niowa¢ zasiggu warstwy. Zwykle przyjmuje sig, ze warstwa przyscienna siega do
miejsca, w ktorym predkosé jest o 1% mniejsza od predkosci przeptywu potencjalne-
go, tj. predkosci, jaka ustalitaby si¢ w tym punkcie podczas przeptywu ptynu doskona-
tego.

Grubosciq o warstwy przysciennej nazywa sie taka odlegtos¢ od powierzchni cia-
1a, dla ktorej zmiana predkosci przeptywu w kierunku prostopadtym do powierzchni
sciany jest w przyblizeniu rowna zeru. Grubos¢ tej warstwy narasta stopniowo w mia-
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re oddalania sie (w kierunku przeptywu) od krawedzi natarcia (miejsca podziatu strug
optywajacych ciato) — rys. 6.8.

Poza warstwa przyscienna lezy podobszar, w ktérym sity masowe (bezwitadnosci)
dominuja nad sitami lepkosci i w zwiazku z tym ptyn uwaza si¢ za doskonaty. Pod-
czas rozwazania przeptywu wokat scian o ksztattach regularnych przyjmuje sig, ze
poza warstwa przyscienna przeptyw ksztattuje sie tak jak w ruchu potencjalnym.

6.5.2. ROWNANIA PRZEPELYWU
W LAMINARNEJ WARSTWIE PRZYSCIENNE]

W celu wyznaczenia parametréw przeptywu w poblizu Scian nalezy uwzglednié¢
lepkos¢ ptynu i rozwiaza¢ réwnanie ruchu w postaci Naviera—Stokesa. Wobec malej
grubosci warstwy przysciennej, w poréwnaniu z dtugoscia optywanej sciany (/1 << 1),
réwnania Naviera—Stokesa sprowadza sie w rozwazanym przypadku do uproszczonej
postaci, zwanej réwnaniami Prandtla.

Zaktada si¢ ptaski ustalony przeptyw ptynu niescisliwego wokét gtadkiej nieru-
chomej $ciany, optywanej przez ptyn z predkoscia v.. Pomija sie sity ciezkosci,
a przeptyw poza warstwa traktuje jako potencjalny.

Rozwazmy optyw ptaskiej poziomej sciany o skonczonej dtugosci | — w kierunku
osi x (rys. 6.8), bedacym kierunkiem przeptywu swobodnego — i nieskonczonej,
w poprzecznym kierunku z, tzn. —o < z < +o0. Wtedy dla x < 0 przeptyw nie jest zabu-
rzony obecnoscia $ciany.

Réwnania Naviera—Stokesa (6.7) oraz ciagtosci przeptywu (3.10) przybieraja po-
stac¢

OV
V, =% +v

*ox Yoy pox

ov,_ lop oV, . oV,
aXZ 8y2 !

ov o o
Vx_y+vy_y:_l6_p+v _Zy =+ 2)/ y (6127)
OX oy p oy oX oy
ov
OV + —2L =0,
oX oy

gdyz predkosc¢ nie zmienia sie w kierunku osi z.
Oszacujemy rzad wielkosci poszczegélnych sktadnikébw w tych réwnaniach,
w podobszarze warstwy przysciennej, zaktadajac mata grubosé¢ warstwy o/l << 1.
Zakresy zmiennosci: y e [0, 5],
x e [0,1],
a zatem v, jest rzedu co najwyzej V., czyli

Vi =0 (Vo). (6.128)
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Rzedy wielkosci pochodnych® predkosci vy sa nastepujace:

Ny _g[Ve), M _gfVe), (6.129)
OX I oy 0
Z réwnania ciagtosci wynika, ze
Ny v,
oy ox
a zatem

Ny _ Ve
oy I

Obliczamy stad wspotrzedna v, predkosci przeptywu v = (vy, Vy) na granicy warstwy
przysciennej

)
ov
v, = j—ydy, (6.130)
o oY
a zatem
v, =0 ("I—w 5) «<v,, (6.131)

gdyz o/l << 1, a vy jest rzedu v.,, a wiec wynosi on 0(V.,).

Po uwzglednieniu zaleznosci (6.128), (6.129) i (6.131) mozemy okresli¢ rzad
wielkosci kazdego z wyrazéw w réwnaniach Naviera—Stokesa (6.127).

W pierwszym z rownan uktadu po lewej stronie wszystkie sktadniki sumy sa tego
samego rzedu O(V..-v..Z1), po prawej zas stronie wyraz 92v,/8y* = 0(V../6°) przewyz-
sza swoim rzedem 92, /8x* = 0(v.,/I), mozemy zatem przyja¢, ze wyrazy reprezen-
tujace sity bezwladnosci sa tego samego rzedu, co sity lepkosci, a wiec

2
v az"; -0 [vx ﬂj 0| Y=, (6.132)
oy OX |
Stanowi to, oméwione juz na wstepie, podstawowe zatozenie teorii warstwy przy-

sciennej.
Na podstawie rownania Eulera (3.34) i po przyjeciu zatozen omawianego zagad-
nienia otrzymamy

10 _ 0(%} (6.133)

Y Zobacz definicje pochodnej funkcji.
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Po oszacowaniu wyrazéw drugiego rownania uktadu (6.127), ze wzgledu na mata
wartos¢ vy, okazuje sig, ze wszystkie cztony sa mate w poréwnaniu z 0 (vfo / I), a za-
tem uktad réwnan po odrzuceniu cztonéw nizszego rzedu przyjmie postaé

oV, oV, 1 op oV,
v, +V, —H =V
OX oy P OX oy
0-_1%® (6.134)
p oy
0
0V + Ny - 0.
O X oy

Drugie z rdwnan uktadu (6.134) umozliwia sformutowanie wniosku, ze cisnienie
w warstwie przysciennej jest stafe wzdfuz normalnej do opZywanej powierzchni, ma
wiec te sama wartos¢ na powierzchni, co i na granicy warstwy. Wynika stad dalszy
whniosek, ze w podobszarze warstwy przysciennej cisnienie jest wytacznie funkcija
zmiennej x, identyczna z funkcja okreslajaca cisnienie na powierzchni optywanej pty-
nem doskonatym. Whnioski te, sformutowane na podstawie rozwazan teoretycznych,
zostaty potwierdzone licznymi doswiadczeniami.
Po uwzglednieniu drugiego réwnania uktadu (6.127) otrzymamy ostatecznie
ov v, _ ldp oV, ov, +6V_y

VX—X +Vy = V—Z,
OX oy p dx oy 0 X oy

= 0. (6.135)

Sa to wiasnie rownania Prandtla. Réwnania te, cho¢ wyprowadzono je jako odnoszace
sie do plaskiej ptyty, sa stuszne i w bardziej ogélnych przypadkach dwuwymiarowych
przeptywow, z tym jednak, ze promien krzywizny $ciany w kazdym jej punkcie jest
wielokrotnie wiekszy od grubosci warstwy przysciennej w tym punkcie.

Z drugiego réwnania (6.134) wynika, ze ci$nienie nie zmienia si¢ w poprzek war-
stwy przysciennej, a zatem, mimo jej istnienia, cisnienie statyczne mozna mierzy¢
bezposrednio na optywanej powierzchni.

Metoda rozwiazywania zagadnien przeptywow ptynéw lepkich, z wykorzystaniem
koncepcji warstwy przysciennej i rownania Prandtla, polega na:

1. Wyznaczeniu przeptywu ptynu nielepkiego wokot ciata, a szczegélnie rozktadu
cisnienia p(x) na scianie.

2. Rozwiazaniu réwnan Prandtla z uwzglednieniem wyznaczonego rozktadu cis-
nienia i odpowiednich warunkéw brzegowych.

Taka droga postepowania jest wprawdzie doktadna, ale do$¢ uciazliwa. Nie bedzie
zatem przedstawione rozwigzanie uktadu rownan Prandtla, a jedynie zostang naszki-
cowane tylko gtéwne wyniki tego rozwiazania.

Rozwiazanie ukfadu réwnan (6.135) umozliwia znalezienie rozktadu predkosci
w warstwie przysciennej, a stad naprezenia stycznego
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Tm = ﬂ(agny , (6.136)
y=0

ktérego znajomosé umozliwia obliczenie oporu przeptywu. Jest to wzglednie fatwe
wtedy, kiedy Jp/ox = 0 (rys. 6.9), tj. w przypadku optywu sciany ptaskiej (lub o nie-
wielkiej krzywiznie). Wowczas grubos¢ laminarnej warstwy przysciennej, obliczona
dla biezacej wartosci liczby Reynoldsa

Re, =V°: X (6.137)
Wynosi
5 =5 F:( , (6.138)
e

laminarne zas naprezenie styczne na scianie

3
— 0332,|PH# V= (6.139)

T
lam
X

Przebieg zmian J i z,m pokazano na rysunku 6.9, przy czym dla x = 0 istnieje
punkt osobliwy przebiegu krzywej zzm.

Rys. 6.9. Laminarna warstwa przyscienna na ptaskiej ptycie

Naprezenie styczne w warstwie laminarnej dla ustalonego x jest state, wobec cze-
go po scatkowaniu réwnania (6.138) wzgledem y otrzymuje sie liniowa zalezno$é¢
migdzy vy 1.
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6.5.3. ZMIANY PEDU W WARSTWIE PRZYSCIENNEJ

Istnieja rowniez inne metody przyblizonego rozwiazania zagadnien dotyczacych
warstwy przysciennej. Metody te wykorzystuja tzw. zwiazki catkowe i staja sie uzy-
teczne, gdy znane sa (np. z pomiaréw) wielkosci 0* i 0**, stuzace do bilansowych
charakterystyk warstw przysciennych. Wielkos¢ 6%,

zwana liniowg miarg zmniejszenia strumienia masy yf Ve
(przedstawiona na rys. 6.10), jest miara grubosci war-
stwy przysciennej (odlegtoscia przesuniecia). Oznacza v,

ona, ze wskutek tarcia ptynu o sciane maleje predkosé w
i zmniejsza sie strumien masy, przy czym miara tego
zmniejszenia jest umowna grubos¢ 6*. Gdyby opty- X
wana powierzchnia byta pogrubiona o 6*, a pole pred- Z
kosci nie bytoby zmienione przez naprezenia styczne,
wowczas strumien masy bytby taki sam. Bilans stru-
mienia masy® wynosi zatem

8*

Rys. 6.10. Liniowa miara
zmniejszenia strumienia masy

5* v (v, — v,)dy

8
Il
O

5% = [1 - ﬁJ dy . (6.140)
Vv

0

O e

Podobnie mozna zdefiniowa¢ wielkos¢ 0**, nazywana liniowg miarg zmniejszenia
strumienia pedu. Strate pedu ptynu w warstwie przysciennej w jednostce czasu, wy-
wotana przeptywem ze zmniejszona predkoscia, rownowazy sie catkowita utrata pedu
warstwy ptynu o grubosci 6** poruszajacego si¢ z predkoscia V... Zachodzi zatem
rownoscé

J
pvazo or* = J‘,DVX (Voo - Vx)dyi
0
z ktérej wynika

)
5rx = IV—X 1- Yoy (6.141)
0V

0 0

Po scatkowaniu réwnania Prandtla (6.135) dla 0 < y < ¢ i zastosowaniu zalezno-
$ci (6.140) i (6.141) otrzymuje sie wzor catkowy Karmana

Y Dokiadnie jest to bilans strumienia objetosci przypadajacy na jednostke szerokosci szczeliny, ale
wobec p = const jest on rbwnowazny ze strumieniem masy.
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T = pi%é** + pv, (0% + 25*)0';’—;. (6.142)
Umozliwia on przy znanej predkosci przeptywu potencjalnego V.., jezeli znane sa 0*
i 0**, okreslenie wartosci naprezenia stycznego zam, ha $cianie.

Przedstawiona metoda jest, jak juz wspomniano, metoda przyblizona, gdyz w celu
okreslenia 0* i 0** niezbedne jest zatozenie rozktadu predkosci v,(y) w warstwie
przysciennej. Ze wzgledu na mata grubos¢ warstwy przysciennej moze to by¢ dowol-
na funkcja spetniajaca jedynie odpowiednie warunki brzegowe, a mianowicie:

a)dla y=0; vy =vy =0 (na podstawie (6.135))

2
ov, _ 1 (6.143)

v 2 y
oy p OX

b)dlay =0; vy = v,
v, oV, _ 0
Y Y .
Otrzymane wyniki sa tym bardziej sciste, im zatozona funkcja rozktadu predkosci
jest blizsza rzeczywistemu rozktadowi predkosci w warstwie przysciennej.

6.6. PRZEJSCIE PRZEPLYWU LAMINARNEGO
W TURBULENTNY. DOSWIADCZENIE REYNOLDSA

Obserwacje przeptywow ptynow lepkich wskazuja na mozliwos¢ istnienia w prze-
ptywach (wewnetrznych i optywach) dwdch odmiennych struktur pola predkosci:
jednej — o regularnym przebiegu tor6w czastek i drugiej o przebiegu chaotycznie nie-
regularnym.

Charakter ruchu ptynéw lepkich wyraznie naswietlity badania Reynoldsa prze-
prowadzone w 1883 roku na stanowisku pokazanym schematycznie na rysunku 6.11.

Obserwujac przeptyw cieczy w rurze (1) Reynolds stwierdzit, ze podczas matych
predkosci przeptywu wody (regulowanych zaworem (2)), barwnik — doprowadzany
cienka rurka (3) — ptynie wzdtuz osi rury, tworzac prostoliniowa smuge (rys. 6.11a).
Przy wiekszych predkosciach barwna smuga zaczyna oscylowaé (fluktuowac), two-
rzac linie falista (rys. 6.11b). Na pewnych odcinkach pojawiaja sie rozproszenia,
barwna struga traci swoja wyrazna formg i ostatecznie przy pewnej predkosci, zwanej
predkoscia krytyczna, miesza sig catkowicie ze struga gtowna (rys. 6.11c).

Na podstawie opisanego doswiadczenia Reynolds wprowadzit podziat na dwa za-
sadnicze rodzaje przeptywow:

» laminarne (uwarstwione),
» turbulentne (burzliwe).
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barwnik

Rys. 6.11. Doswiadczenie Reynoldsa: a) przeptyw laminarny, b) przeptyw przejsciowy,
c) przeptyw turbulentny

Przejscie ruchu laminarnego w turbulentny nastepuje wskutek utraty statecznosci
przepfywu laminarnego. Drobne wszechobecne zaburzenia generujace fluktuacje ele-
mentow ptynu wystepuja zawsze podczas przeptywu. W przeptywie laminarnym,
w ktorym sity bezwitadnosci sa mate w poréwnaniu z sitami lepkosci, sa one jednak
ttumione przez te ostatnie. Wzrost sit bezwtadnosci, np. wskutek przyrostu predkosci
przeptywu, powoduje, ze ttumiace dziatanie lepkosci jest niewystarczajace, co wywo-
tuje utratg statecznosci ruchu laminarnego i jego przejscie w ruch turbulentny.

Zmieniajac $rednice d rury oraz predkosé¢ v, Reynolds stwierdzit, ze stan krytycz-
ny wystepuje na ogét dla tej samej wartosci wyrazenia vd/v = Re (obecnie nazywanego
liczba Reynoldsa). Jesli te wartos¢ oznaczymy Rey,, to przeptyw laminarny wystepuje
w przypadku Re < Re,. Zagadnienie okreslenia konkretnych wartosci Rey, komplikuje
fakt, ze przejscie przeptywu laminarnego w turbulentny nastepuje przy wiekszej war-
tosci liczby Reynoldsa niz proces odwrotny. W zwiazku z tym rozréznia sie dolng
wartos¢ krytyczna liczby Reynoldsa Rey 4 (ponizej ktorej nigdy nie wystepuje ruch
turbulentny) i gorna wartos¢ krytyczna liczby Reynoldsa Rey 4 (powyzej ktorej nie
wystepuje ruch laminarny), przy czym tylko pierwsza z nich jest dos¢ doktadnie okre-
slona, np. w przypadku przeptywu przez dtuga cylindryczna rurg o przekroju kotowym
Rewq = 2300.

Gérna wartos¢ krytyczna liczby Reynoldsa zalezy od wielu czynnikéw ubocznych,
jak np. ksztattu wlotu do przewodu, wstepnych zaburzen mechanicznych ptynu wpty-
wajacego do przewodu, stopnia gtadkosci $cian przewodu, drgan przewodu. Wszyst-
kie te czynniki moga spowodowac, ze przejscie przeptywu laminarnego w turbulentny
moze nastapic¢ przy réznych wartosciach liczby Reynoldsa. Dzieki daleko posunigtej
starannosci w zachowaniu odpowiednich warunkéw przeptywu udato sie utrzymaé
przeptyw laminarny nawet do wartosci Re = 80 000 (Fortier). Ta wartos¢ jest nazywa-
na gorna wartoscia Rey 4. Najczesciej migdzy Rey g | Rey 4 istnieje wstgpna faza roz-
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woju ruchu turbulentnego (przeptyw przejsciowy), a przeptyw powyzej Rey, 4 jest czg-
sto nazywany w pe/ni rozwinietym ruchem turbulentnym.

Z rozwazan tych wynika, ze jedynie dolna wartos¢ krytyczna liczby Reynoldsa
moze by¢ kryterium przejscia ruchu laminarnego w turbulentny. Tezg t¢ potwierdzaja
w calej rozciagtosci badania eksperymentalne, z ktérych wynika, iz ponizej dolnej
wartosci krytycznej liczby Reynoldsa przeptyw turbulentny nie moze sie utrzymac.
Woprowadzenie sztucznych zaburzen przez jakiekolwiek elementy zaktdcajace prze-
ptyw lub przez nadawanie $cianom rury drgan wymuszonych nie spowodowato po-
wstania przeptywu turbulentnego ponizej dolnej wartosci krytycznej liczby Reynoldsa.

W miarg jak zwigkszamy srednia predkos¢ przeptywu, utrzymanie ruchu laminar-
nego jest coraz trudniejsze. Gdy liczba Reynoldsa przekroczy znacznie wartos¢ Rey q
przejscie z ruchu laminarnego w turbulentny wystepuje nagle i obejmuje cata mase
ptynu. Fakt ten przypomina zjawiska przekroczenia znane z innych dziatow fizyki, jak
np. zjawiska przechtodzenia lub przegrzania.

Nalezy jednak podkresli¢, ze w zagadnieniach technicznych przyjmuje sie, iz
w zakresie Re > Rey, 4 istnieje zawsze przep/yw turbulentny, a zatem dla przewoddéw
0 przekroju kotowym przeptyw taki zachodzi dla Re > 2300.

Podobna sytuacje obserwujemy w podobszarze warstwy przysciennej. Jezeli be-
dziemy mierzyli sktadowa predkosci vy w odlegtosci h od $ciany, to otrzymamy obraz
pokazany na rysunku 6.12.

Vy
VX —_
| dlay =h
1 -
Ve
/ -
(42 o
It
Iy 3 h warstwa b | warstwa
_’WW/ laminarma obszar turbulentna
' y | | przejsciowy ‘ ‘ X
—
h

Rys. 6.12. Rozktady predkosci w warstwie przysciennej

Profile predkosci w obszarze przeptywu turbulentnego (krzywe 4-6) sa bardziej
wypetnione. Poczatkowo laminarny odcinek warstwy przysciennej przechodzi poprzez
obszar przej$ciowy w turbulentng warstwe przyscienna. Diugos¢ odcinka przejscia jest
zalezna od stopnia turbulencji strugi na zewnatrz warstwy. Okazuje sie, ze minimalna
liczba Reynoldsa w warstwie przysciennej (obliczana na podstawie grubosci & war-
stwy Re = v,, d/v), ktéra gwarantuje stabilna laminarna warstwe przyscienna, jest tego
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samego rzedu co i dla rury o kotowym przekroju. Przy matych zaburzeniach ze-
whnetrznego przeptywu mozliwe jest i tutaj przekroczenie wartosci krytycznej Re.

6.7. ELEMENTY TEORII
PRZEPLYWU TURBULENTNEGO

6.7.1. ISTOTA PRZEPLYWU TURBULENTNEGO
| DEFINICJE PARAMETROW USREDNIONYCH

Wiekszos¢ wystepujacych w przyrodzie i interesujacych nas pod wzgledem tech-
nicznym typow przeptywdw stanowia przepfywy turbulentne. Najbardziej znamienna
i dominujaca cecha tych przeptywow jest chaotyczny i nieregularny ruch elementéw
ptynu, wskutek czego wszystkie wielkosci, charakteryzujace dany przeptyw, wykazuja
zmiennos¢ zarOwno w czasie, jak i w przestrzeni. Elementy ptynu przemieszczaja sie
zgodnie z gtéwnym kierunkiem transportu masy, wykonujac réwnoczesnie nieupo-
rzadkowane ruchy fluktuacyjne, poprzeczne w stosunku do kierunku ruchu gtéwnego,
wywotujace wymiane masy i pedu miedzy poszczegdlnymi rurkami pradu. Zachodzi
tutaj, w skali makroskopowej, wymiana elementéw ptynu — zjawisko podobne do me-
chanizmu tarcia wewngtrznego. Turbulencja jest zatem zjawiskiem charakteryzujacym
sie wystepowaniem w przeptywajacym ptynie chaotycznych fluktuacji parametréw
hydro- i termodynamicznych (predkosci przeptywu, cisnienia, gestosci, temperatury).
Duza intensywnos¢ procesdéw transportu wynika ze ztozonego ruchu wirdw o réznej
skali i energii. Najwicksze wiry, charakteryzujace sie najnizsza czestotliwoscia, pobie-
raja energi¢ od przeptywu sredniego, a nastepnie przekazuja ja wirom coraz mniej-
szym (kaskady energii). W wirach o najmniejszych rozmiarach wystepuja najwigksze
zmiany predkosci oraz najwigksze naprezenia styczne.

Badanie ruchu turbulentnego opiera sie zwykle na hipotezie Reynoldsa, wedtug
ktorej przeptyw turbulentny moze by¢ przedstawiony jako superpozycja przeptywu
usrednionego i fluktuacyjnego.

Jezeli (X, y, z, t) jest dowolnym chwilowym parametrem ruchu (np. predkoscia,
cisnieniem), to jego wartos¢ usredniona w przedziale czasu At okreslamy jako

t+At

— 1 —
f= Jt-f(x, y, z,t)dt=T(x,y,2), (6.144)

przy czym At jest przedziatem czasu duzym w poréwnaniu ze srednim okresem fluk-
tuacji, a matym w poréwnaniu z zakresem zmiennosci funkcji usrednianej (rys. 6.13).
Kreska nad symbolem funkcji bgdzie oznacza¢ operacjg¢ usredniania zdefiniowana
zaleznoscia (6.144).

W szczegbdlnym przypadku, gdy pole wielkosci fizycznej f jest jednorodne,
a proces losowy jest ustalony (stacjonarny), warto$¢ oczekiwana obliczona przez
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usrednianie czasowe (6.144) jest wowczas réwna wartosci otrzymanej przez usred-
nianie przestrzenne

Dowolny parametr f(x, y, z, t) ruchu turbulentnego mozna przedstawi¢ w postaci
sumy

f(x,y,z,t)= f (xVy,2)+f(XV,z1), (6.145)
w ktorej:
f (x,y,2) —wartosé usredniona funkcji f,
fr(x,y,2z,t) —fluktuacja bedaca wielkoscia mata i szybkozmienna w poréwna-

niuz f.
f -
\ \
wa YN VAL,
N
i i
e - |
\ \
| |
1 ! t
t t+At

Rys. 6.13. Przebieg wielkosci f w tym samym punkcie przestrzeni (pojedyncza realizacja)

Dla turbulentnego przeptywu ptynu niescisliwego mozemy wigc zapisac¢

V=v+Vv', p=p+p. (6.146)

Powtdrne usrednianie funkcji f, zgodnie z definicja (6.144), nie zmienia funkcji
usrednianej

T=7, (6.147)
wobec czego

f'=0. (6.148)

Odnosi sie to do wszystkich parametréw, a wiec

v'=0, p'=0. (6.149)
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Wobec tego miara fluktuacji np. predkosci moga by¢ usrednione czasowo kwadra-

ty predkosci pobocznych (rys. 6.14)
viZ, w2, (6.150)

12 '
V, Vy ,

Jezeli w danym punkcie przestrzeni
(6.151)

v, = v}’ =v}? = const,

to taki przeptyw turbulentny nazywamy izotropowym. Jezeli w catym rozpatrywa-
nym obszarze wartos¢ ta jest jednakowa, to taka turbulencja izotropowa jest homo-

geniczna.
Vy

MAAAAt

o~
-
>

Rys. 6.14. Przebieg sktadowej fluktuacji predkosci oraz jej kwadratu od czasu

Miarqg wielkosci fluktuacji jest stosunek pierwiastka kwadratowego ze sredniegj
arytmetycznej usrednionych czasowo kwadratéw predkosci fluktuacyjnej do predkosci

ruchu gf/6wnego, zwany intensywnosciq (stopniem) turbulencji
Sz vy i)
& = |\7| : (6.152)

ktorej sktadowe w kierunkach osi x, y, z wynosza

2 2 12
V! \ \Y;
6= X, g =11 g =1L (6.153)
\Y Vv
Yy z

W przypadku wystepowania turbulencji izotropowej wzdér (6.152) sprowadzi sie

do postaci
WiE v W
g = +—=4t—=1"2 (6.154)
vl Ml
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Na 0g6t istnieja zwiazki miedzy fluktuacjami predkosci i innych parametrow tur-
bulentnego przeptywu ptynu. Sktadowe fluktuacyjne wyznacza sie w réznych punk-
tach strugi oraz w r6znych jego chwilach. W badaniach wewnetrznej struktury turbu-
lencji stosowane sa przestrzenno-czasowe korelacje predkosci, okreslajace statystyczna
zalezno$¢ poszczegolnych sktadowych wektora fluktuacji predkosci, mierzonych na
0got w réznych chwilach i r6znych miejscach obszaru przeptywu. Analizuje sie row-
niez inne wielkosci fizyczne i korelacje miedzy nimi (jak korelacje pulsacji predkosci,
cisnienia, gestosci) okreslane w jednym miejscu, na podstawie przebiegéw fluktuacii
zachodzacych w czasie.

Struktury wirowe w przeptywie turbulentnym opisuje si¢ za pomoca mikro- (1)
i makroskali () przestrzennej turbulencji. Wielkosci te charakteryzuja poprzeczny
rozmiar struktur wirowych wystepujacych w przeptywie.

Dla orientacji nalezy poda¢, ze predkosci ruchu fluktuacyjnego wystepuja w gra-
nicach od 0,01 m/s do 10 m/s, intensywnos¢ turbulencji w warunkach naturalnych nie
przekracza zazwyczaj 10% (¢ < 0,1). W przeptywie laminarnym stopien turbulencji
jest rowny zeru. W przeptywie turbulentnym stopien turbulencji nie jest wielkoscia
stata, lecz zalezy od potozenia. Wprowadzenie pojecia ruchu gtdwnego znacznie upro-
$cito rozwazania dotyczace przeptywow turbulentnych, poniewaz w przedziale czasu
At wielkosci nalezace do przeptywu gtdwnego mozna uwazaé za state, dlatego za-
miast rozpatrywac¢ w przeptywie turbulentnym pole wielkosci chwilowych, rozpatru-
jemy pole wielkosci $rednich czasowych®. Choé wiec ruch turbulentny jest w swej
istocie nieustalony, to gdy pochodna lokalna predkosci ruchu gtéwnego jest rowna
zeru, moéwimy o ustalonym ruchu turbulentnym (czasem nazywanym quasi-
ustalonym).

Jak juz wspomniano, w ruchu turbulentnym zachodzi intensywna wymiana masy
i pedu. Powoduja ja w gtéwnej mierze ruchy poboczne (fluktuacyjne), a ponadto
ruchy molekularne. Wskutek tego miedzy sasiednimi rurkami pradu wystapia znacz-
ne naprezenia styczne

Tt 4, (6.155)
gdzie:
7 — naprezenia spowodowane wymiana pedu pod wptywem ruchu pobocznego,
7 — naprezenia spowodowane wymiana pedu pod wplywem ruchu molekularnego.

Wzrostowi naprezen stycznych towarzyszy zmiana rozktadu predkosci w przekro-
ju przeptywowym oraz zwigkszenie oporéw ruchu.

6.7.2. ROWNANIA RUCHU W PRZEPLYWIE TURBULENTNYM

Réwnanie Naviera—Stokesa (6.7) i rbwnanie ciagtosci (3.10) odnosza si¢ zarow-
no do ruchu laminarnego, jak i turbulentnego. Chcac jednak wyznaczy¢ rozwiazanie

Y Zwanych dalej usrednionymi.
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uktadu réwnan przeptywu turbulentnego (6.7) i (3.10), nie mozemy wprowadzié¢
zadnego zalozenia upraszczajacego, prowadzacego do zmniejszenia liczby zmien-
nych niezaleznych, ktérymi zawsze sa trzy wspOirzedne przestrzenne i czas. Nie
mozna wigc znalez¢ analitycznego rozwiazania uktadu réwnan opisujacego ruch
turbulentny.

Pewne uproszczenia rdwnania Naviera—Stokesa otrzymujemy, rezygnujac z okre-
slenia chwilowych parametréw przeptywu, a zadowalajac sie okresleniem ich wartosci
usrednionych.

Podstawowym postulatem, umozliwiajacym wyprowadzenie rézniczkowych réw-
nan usrednionego ruchu turbulentnego, jest rozktad dowolnego parametru na sktadowa
ruchu gtéwnego i sktadowa ruchu fluktuacyjnego.

Nalezy stosowac nastepujace reguty usredniania:

of _of o _of 0 £ -
0s os ot ot '’ ¢ .
=T, T=0 To=Ffo+fd, (6.156)

ktore wynikaja z definicji (6.144), zatozenia (6.148) i whasciwosci catki.

Zastosujemy teraz podane reguty usredniania do uktadu réwnan (6.7) i (3.10).
W celu uproszczenia rozwazan zatozymy, ze p = const i v = const, a uktad réwnan
przyjmie postaé

X 4y OV +V v +V %:X—1@+vvzv,

X

ot * ox Yooy Loz p X X
ov ov ov ov
—L +v,—Ltv, Ly, —L=Y Loy, Vv, (6.157)
ot OX oy 0z p oy

ov, ov, oV, _ ov, 10p )

+V, +V, +V, =Z-——+vV,,
ot OX oy 0z p Oz

ov, v, ov
+

X

+ Z=0.
OX oy oz

Dodajac do lewej strony pierwszego z rdwnan powyzszego uktadu réwnanie cia-
gtosci pomnozone przez v, mozemy nada¢ mu postaé

aVX + a(VX Vx) +a(vx Vy)+ a(VX VZ): X—la—p-‘rvvzvx.
at oX oy oz p X

(6.158)

) div v = 0 =V, div v =0, zero mozna doda¢ do kazdego rownania.
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Wykonujac po obydwu stronach tego réwnania usrednianie, po wykorzystaniu re-
gut (6.156), otrzymamy

N o, v,) +a("x"v)+ o, v.) _ x -LOP vy . (6.159)
ot OX oy 0z L OX

Okreslmy teraz wartosci srednie poszczegolnych sktadnikow réwnania (6.159).
Zastapimy w tym celu wspotrzedne predkosci vy, vy i v, oraz cisnienie p suma ich
wartosci usrednionych i fluktuacyjnych zgodnie z (6.146). Uwzglednijmy reguty
usredniania (6.156), z ktoérych wynika

’ — N
V, =V, +V, =V, +V, =V,

V, =V,V, + V.V, =V2+vVv?,

VX
VyV, =V, V, + ViV,
V,V, =V, V, + V.V

p=p+p =P+ P=p.
Po wstawieniu tych zaleznosci do réwnania (6.159) otrzymamy

_ _2 — o
0V, . Y, +('5VXVy L VY,

ot OX oy oz
— - (6.160)
:)T_ia_ﬁ_,_vvzvx _ove vy aV;V;
p OX OX oy 0z
Usrednienie rownania ciagtosci prowadzi do wyrazenia
p— 6\7 p—
vy, Ny LV (6.161)

OX oy oz

(co tatwo sprawdzi¢ po zastosowaniu regut (6.156)), wobec czego réwnanie (6.160)
mozna przedstawi¢ w postaci

oV, +vxavx +vyavX+ vzavx
ot OX oy oz
— D 2 av’v’ AN
X L0, grg NNV, v
p OX OX oy oz

(6.162)
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Powtarzajac analogiczne operacje i przeksztatcenia w przypadku dwdch pozosta-
tych réwnan uktadu (6.157), otrzymamy poszukiwany uktad rézniczkowych réwnar
usrednionego ruchu turbulentnego (nazywanych réwnaniami Reynoldsa)

P OVy g 9% | Vy%+ v, OVy | p)?—@JruVZ v,
oy oz OX

ot *ox
a( 7) 0 NN 0 N
+ —lpv?+ =—l-pviv )+ —-pviv.),
2 i)+ 24 ¢ L)
ov oV oV oV, _ 0D
p( aty + V, 8y + Vv, — 4+ \TZa—yj= pY—%HlVZVy
X 2 ? 2 (6.163)
5( ﬁ) 6( 7) 6( ﬁ)
o Py, +5—,ovy + v,
oV, +\7Xavz +\7y6vz+ \TZavz = pZ—a—pﬂJVz\TZ
ot OX oy 0z oz
0 7 T 5( 7)
+ —pvivl)+ —l=pvivl) + —|-pv?],
ax( p X Z) (p y Z) az p z
oV, N y oL aVZ:O.

OX oy oz

Jesli wprowadzimy wskaznikowe oznaczenia osi i wspotrzednych predkosci, czyli

X =X, Y = Xo, Z= X3, Vx = V1, Vy = Vp, V; = V3 0raz zastosujemy umowg sumacyjna, to
uktad réwnan (6.163) mozemy zapisa¢ w postaci

_10P, vy 4 %(—pva'j), (6.164)
i

D |-

o0V, _ 0V, -
— +Vv,— = f,
ot OX; P OX;
rownanie ciagtosci natomiast
ov
(6.165)

L - o.

oX;
Z poréwnania ukfadu réwnan Reynoldsa (6.164) z ukiadem rownan Naviera—
Stokesa (6.9), okreslajacym ruch ptynu niescisliwego, zapisanym rowniez z zastoso-

waniem umowy sumacyjnej
Nipy, Mg o LR ey, (6.166)
ot OX; L OX

widzimy, ze ruch usredniony okreslaja rdwnania formalnie bardzo podobne do opisu-
jacych ruch chwilowy, z ta jednak roznica, ze w rownaniach ruchu usrednionego wy-
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stepuja pewne dodatkowe naprezenia, zwane naprezeniami turbulentnymi, okreslone
ostatnim sktadnikiem prawej strony réwnania (6.164). Naprezenia te, spowodowane
przekazywaniem pedu w ruchu fluktuacyjnym, moga by¢ okreslone nastepujaca ma-
cierza T naprezen turbulentnych

12 NG N
T Tyx T — PVy —pVXVy —PVyV,
AN 12 AN

T=1y Ty Ty|=|-pPVV, —pVy —pViVv;|. (6.167)
N N 12
e Tyi Tz —PVN, PV, —pV,

Jest ona symetryczna, podobnie jak macierz naprezen S (p. 1.3.3).
Uktad rownan Reynoldsa mozemy zatem zapisa¢ w postaci wektorowej

%/Jr\Tgrad\T = f - igrad p+v VV-DivT, (6.168)
el

w ktorej wielkosci V' i p sa usrednione lub tez

oV, _ oV, — 9p @
L+ V. [ = f ——4+ — 1. , 6.169
p(at Jaij P e (6169)
gdzie

T = (Tij)| + (Tij )t' (6.170)

przy czym

OV 8\7]

I AU A 6.171
(Tu )| ,U[axj + ox J ( )
(c) = - pvivy. (6.172)

6.7.3. NAPREZENIA TURBULENTNE

Réwnania Reynoldsa nie stanowia uktadu zamknigtego, brak jest bowiem do jego
zamkniecia szesciu réwnan, okreslajacych elementy macierzy T, bedace wspotrzed-
nymi tensora naprezen turbulentnych, w postaci

\T\/} = v, P %) (6.173)

Dotychczas brak jest racjonalnych przestanek, ktére umozliwityby konstrukcje za-
leznosci (6.173), a zwiazki — spotykane w literaturze — opieraja si¢ na hipotezach.
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Z historycznego punktu widzenia jedna z pierwszych jest hipoteza Boussinesga
(1877). Przez analogie do hipotezy Newtona (1.14), Boussinesq zaproponowat

v v
= —PVV =L £ (6.174)

gdzie W, nazwat wspoétczynnikiem lepkosci turbulentnej.

Wielkos¢ ta charakteryzuje stan ruchu turbulentnego w danym punkcie, nie cha-
rakteryzuje natomiast ptynu. W poblizu sciany, na ktdrej fluktuacje turbulentne sa
réwne zeru, wspoétczynnik g, = 0, w pewnej odlegtosci od $ciany moze natomiast
przybiera¢ wartosci wielokrotnie wieksze od dynamicznego wspoétczynnika lepkosci.

W przypadku ruchu ptaskiego w ptaszczyznie xy, podczas przeptywu ptynu w kie-
runku osi x z predkoscia usredniona v, prawo tarcia Newtona (1.14) mozna rozsze-
rzy¢é nastepujaco

av —— av

Ty = Mg =PV (en + 1) o (6.175)
Przyjmujac koncepcje lepkosci turbulentnej, Reynolds zaproponowat zaleznosé
—— oV, oV}
—pVV: = —L 4 , 6.176
P ViV “t{axj o J ( )

w ktorej = const.
Na podstawie kinetycznej teorii gazéw Prandtl wysunat propozycje okreslania
lepkosci turbulentnej zaleznoscia

oV,

b= pl? [, (6.177)

w ktorej | jest droga mieszania.

Koncepcja Prandtla okresla turbulencje jako rezultat przemieszczenia poprzecznego
czastki ptynu, podczas ktorego czastka zachowuje swoja predkos¢ oraz ped. Diugosé |
przemieszczenia poprzecznego zostata nazwana drogg mieszania. W celu wyjasnienia
tej koncepcji rozpatrzymy przeptyw, w ktorym predkos¢ zmienia si¢ w kierunku po-
przecznym do gtéwnego kierunku ruchu (rys. 6.15). Zatdzmy, ze czastka ptynu poto-
zona w punkcie A, poruszajaca sie z predkoscia Vx(yl), przemieszcza si¢ do punktu B,

a zatem do warstwy, w ktdrej usredniona predkos¢ jest rowna \TX(y1 + I). Przypusc¢-

my, ze rozpatrywana jednostkowa masa ptynu podczas przemieszczania zachowuje
swoja predkos¢ \TX(yl) oraz ped pV,. Usredniona w czasie zmiana pgdu wzdtuz osi

X, wywotana odsunieciem czastki o odlegtos¢ | (od potozenia y; do y,) jest wywotana
wzdtuzna sktadowa predkosci fluktuacyjnej, a zatem

pV, = P(Vx()ﬁ) - Vx(YZ))'
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czyli

4

PV = (i -v) X (pv,) = 12 (o). (6.178)

dy dy
Gdy pomnozy sig (6.178) przez v', (chwilowa sktadowa poprzeczna predkosci

fluktuacyjnej) oraz usredni w krotkim przedziale czasu, otrzymamy iloczyn okreslaja-
cy naprezenia turbulentne w postaci

= - pvy, = vl & (pv,). (6.179)
y
V()
B Ve () =% (% +1)

dy

i

7 X

.— | (dVX (y))
|
| 1

>

|

\

|

y, |
<—>1
Y, =y,

Rys. 6.15. llustracja drogi mieszania

W celu okreslenia sktadowej v, predkosci fluktuacyjnej rozpatrzymy nastepujacy
schemat: dwie ptynne czastki, wchodzace do rozpatrywanej warstwy z dwu stron (od
gory i od dotu), beda si¢ porusza¢ w tej warstwie, zblizajac si¢ lub oddalajac wzajem-
nie z predkoscia wzgledna 2 | (d\7X /dy). Daje to podstawe do zatozenia, ze sktadowa
V|, powinna rowniez mie¢ wartos¢ rzedu | (d\TX /dy). Gdy przystepujemy wreszcie do

okreslenia sredniej wartosci iloczynu viv , nalezy ustali¢, jakie znaki maja pary war-
tosci vy i vy. Latwo zauwazy¢, ze elementy plynu podczas przejscia przez
powierzchnie kontrolna rownolegta do sciany, wykonujac przejscie w kierunku od
sciany, spdzniaja sie w stosunku do otaczajacych elementéw, i odwrotnie — elementy
wykonujace przejscie w kierunku do $ciany wyprzedzaja otaczajace elementy. Wy-
nika z tego, ze dodatniej sktadowej fluktuacji vy odpowiada ujemna sktadowa vy
i odwrotnie.

Teoria Prandtla pozwala zatem przypuszcza¢, ze istnieje korelacja migdzy skta-
dowymi predkosci fluktuacyjnej w postaci

N 12 2
VIV, =V =V (6.180)
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Uwzgledniajac zaleznos¢ (6.178) oraz (6.179), otrzymamy

2
o 2 v v 2| dvy
_pvxvy = _pvx2 = P(yz - yl)z( ] J

dy
czyli

av,
dy

: 4,
dy

Wz6r (6.181) — przyblizony — wskazuje, ze dodatkowe naprezenia, pojawiajace Sig¢
w ruchu turbulentnym, zmieniaja si¢ proporcjonalnie do kwadratu predkosci.

Z poréwnania zaleznosci (6.174) i (6.181) wynika, ze lepkos¢ turbulentna moze
by¢ okreslona zaleznoscia

! !
= — pVvyy = pl

. (6.181)

dv,
dy
Dotaczenie zaleznosci (6.181) do uktadu réwnan Reynoldsa (6.163) lub (6.164)
daje zamkniety uktad réwnan, ale pod warunkiem, ze wprowadzi sie zatozenia doty-
czace drogi mieszania l.

W literaturze dotyczacej dynamiki przeptywdw turbulentnych, a scislej zagadnien
turbulencji, spotykamy tez inne hipotezy umozliwiajace okreslenie naprgzen tur-
bulentnych na podstawie koncepcji lepkosci turbulentnej (von Karmana, Taylora,
Prandtla—Reicharda, Kotmogorowa, Spaldinga, Hinzego), jak réwniez tzw. modele

turbulencji, ktérych celem jest bezposrednie wyznaczenie naprezen Reynoldsa viv' .

b = pl? : (6.182)

Modele te (np. Bradshawa, Laundera, Rotta, Harlowa i innych), umozliwiajace okre-
slenie viv' w wyniku numerycznego rozwiazania uktadow réwnan zachowania, opie-
raja sie na koncepcji, ze w ruchu turbulentnym energia ruchu makroskopowego jest
»przepompowywana” dzieki wirom makroskopowym przez proces ich rozpadu do

wirdw o skali mikroskopowej, okreslonej skala turbulencji, ktérych energia z kolei
ulega dyssypacji (kaskady energii).

6.8. POLEMPIRYCZNE METODY OBLICZANIA
PRZEPLYWOW TURBULENTNYCH

6.8.1. TURBULENTNA WARSTWA PRZYSCIENNA

Obecnie teoria turbulencji jest jeszcze daleka od formalnej doskonatosci. Dotych-
czas opracowane hipotezy i modele nie zawsze sa w petni zgodne z doswiadczeniem,
dlatego tez nie bedziemy zajmowac sie scistymi rozwiazaniami rownan Reynoldsa
(6.163) nawet w takim zakresie, jak zajmowalismy sie rozwiazaniami réwnan Navie-
ra—Stokesa (p. 6.4.2). Opracowywane sa zatem potempiryczne metody obliczania
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przeptywodw turbulentnych, ktore daja dostatecznie doktadne rozwiazania potwierdzo-
ne wynikami pomiaréw. Poniewaz wiekszos¢ spotykanych przeptywow ma pewien
uprzywilejowany Kierunek, parametry charakteryzujace ich ruch moga by¢ wyznaczo-
ne z uproszczonych réwnan ruchu w warstwie przysciennej, przy czym rozpatrywana
tutaj warstwa przyscienna jest ptaska i turbulentna.

Warunki brzegowe uktadu réwnan, dotyczace wielkosci usrednionych, sa takie
same, jak dla laminarnej warstwy przysciennej. W szczegdlnosci stawiamy warunek,
aby wielkosci usrednione przybieraly na granicy warstwy wartosci odpowiadajace
potencjalnemu przeptywowi ptynu nielepkiego. Warunki te uzupelniamy postulatem
znikania fluktuacji turbulentnych zaréwno na $cianie

V) (x, 0) = v (x, 0) = v} (x, 0) = 0,
jak i na granicy warstwy przysciennej
V) (%, 6) = v (x, ) = v, (x, 6) = 0.
Ptaski, ustalony ruch usredniony ptynu niescisliwego ( przy zatozeniu, ze f = 0)
mozna opisa¢ réwnaniami Reynoldsa (6.163) w nastepujacej postaci

v v, o7 o, 5 (o, oW
anvX+vy8vX+avx o MYy 1op, av;+av2x ,
OX oy OX oy p OX OX oy
oV ov, v, ov? o (v, oW
v,—= +v,—L + Yy L = - lﬁﬂ/ -~ + —-| (6.183)
OX oy OX oy p oy OX oy
oraz réwnaniem ciagtosci
v oV
oVy . %Yy . (6.184)
OX oy

Ocenmy poszczegolne sktadniki sumy w réwnaniach (6.183), podobnie jak pod-
czas wyprowadzania rownan Prandtla (6.135), przyjmujac dodatkowe zatozenie doty-
czace rzedu sktadowych predkosci fluktuacyjnych

VP VY VG (Ve
v, v, v, I )

Drugie z réwnan (6.183) jest nastepujace

oV ov., ov. v, ov'? 5 oW, oW
V,—L+v, —L 4+ —— L4 :—la—p+v—2y+v >, (6.185)
ox oy OX oy p oy OX oy

a rzedy wielkosci poszczegélnych sktadnikow réwnaja sie kolejno

{5 o) o) oo
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Po odrzuceniu czton6éw nizszego rzedu w stosunku do O(VOZO/|), rownanie (6.185)
przyjmie postaé

o7 .
vy o _ 1P (6.187)
oy p oy
stad, po scatkowaniu wzgledem y, bedzie
P+ pvi = pyl(x). (6.188)

Stata catkowania po(x) jest cisnieniem na zewnatrz warstwy przysciennej.
Po uwzglednieniu zaleznosci (6.188) pierwsze z rdwnan ruchu (6.183) przyjmuje
postac
v, _ 0V,
V,—*+V, +
OX oy

—\ oV.V! 5 v
i‘V’XZ —v'y2)+—X vy 1R +va sz +v 82\’; . (6.189)
OX oy p OX OX oy

a oszacowania kolejnych sktadnikéw sumy (6.189)

o) o) o) o) o) o) o5

I I Il v \Y Vi \1

Stad wida¢, ze wyrazy |, 11, IV i V maja ten sam rzad wielkosci. Sposrod dwoch wyra-
z6w, w ktorych wystepuje lepkosé, ostatni — VII — jest wigkszy (nalezy zwrdci¢ jednak
uwage, ze poza warstwa przyscienna jego wartos¢ bytaby mata).

Przyjmiemy zatem nastepujaca przyblizona posta¢ réwnania (6.189)

7, 0% ¢, 0% _ 10k, Of 0V G (6.191)
OX oy p OX oy oy
lub
0, oV, _ _lop, lor (6.192)
*ox ' oy p o oy’ '
gdzie
T W oy (6.193)
P P oy

Okreslone w ten spos6b naprezenia styczne moga by¢ wywotane obecnoscia sciany,
jak réwniez pojawi¢ sie na skutek mieszania jednego ptynu z innym otaczajacym go.
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W celu oméwienia metod obliczania wielkosci charakteryzujacych przeptyw tur-
bulentny nalezy wyodrebni¢ dwie klasy przeptywow:

» swobodne, zachodzace w dos¢ znacznej odlegtosci od $cian i podlegajace pra-
wom tzw. turbulencji swobodnej,

» przyscienne, rozwijajace sie w poblizu $cian ograniczajacych je i podlegajace
prawom tzw. turbulencji przyscienne;j.

6.8.2. PRZEPLYWY SWOBODNE

Pojecie turbulencja swobodna odnosi sie do tych przeptywdw, ktdre nie sa ograni-
czone zadna sciang oraz w ktdrych istnieja naprezenia styczne powstate na skutek
mieszania sie jednego ptynu z innym otaczajacym go. Dwoma zasadniczymi rodzaja-
mi tych przeptywdw sa: strugi swobodne oraz slady pojawiajace si¢ za optywanymi
przeszkodami. Praktyczne zastosowania teorii strug turbulentnych w technice sa tak
rozlegte (komory spalania, uktady cieplne i wentylacyjne, aparatura chemiczna), ze
stanowi ona oddzielny dziat stosowanej mechaniki ptyndéw i zostata opracowana
w wielu monografiach.

Problemami interesujacymi technike sa: szybkos¢ rozprzestrzeniania sie jako
funkcja odlegtosci, ewolucja maksymalnej predkosci, profile predkosci w przekro-
jach poprzecznych oraz sposob, w jaki mieszaja si¢ inne wielkosci przenoszone.
Badania doswiadczalne wskazuja, ze struktura przeptywow swobodnych jest nieza-
lezna od lepkosci, jesli nie jest ona zbyt duza, a zatem przeptywy podobne geome-
trycznie sa hydrodynamicznie podobne przy dostatecznie duzych wartosciach liczb
Reynoldsa.

Rozpatrzmy usredniony przeptyw turbulentny w warstwie granicznej — tworzacej
obszar mieszania — strugi ptaskiej z otaczajacym ptynem o tej samej gestosci.

Z obserwacji doswiadczalnych wynika, ze izotermiczna struga ptaska rozprze-
strzenia sie w osrodku bedacym w spoczynku poprzez obszary wirowe wychodzace ze
zrédet A i B oraz taczace sie w punkcie C na osi strugi (rys. 6.16).

Te dwa obszary, stanowiace obszar mieszania strugi, charakteryzuja sie:

» przekazywaniem energii i transportem pedu migdzy strukturami fluktuacji tur-
bulentnych i wielkosci usrednionych,

» porywaniem czastek ptynu otaczajacego,

» rozpraszaniem energii strugi w miarg oddalania si¢ od wylotu.

Obszar mieszania strugi obejmuje trzy strefy podstawowe:
1. Strefe rdzenia potencjalnego, w ktérej predkos¢ wewnatrz AABC = v, = const.
Tworzace stozka ograniczaja obszary zawirowan, w ktérych 0<v, <V, , a profile

predkosci fluktuacyjnej (sktadowej wzdtuznej \/_’X2 ) maja dwie wypuktosci syme-
tryczne wzgledem osi wylotu.
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7 W

<

7

strefa rdzenia strefa strefa\

potencjalnego przejsciowa podobienstwa

Rys. 6.16. Turbulentna struga swobodna

2. Strefe przejsciowq (ograniczona przekrojami poprzecznymi przechodzacymi
przez punkty C i D), w ktdrej predkos¢ v, w osi strugi szybko spada (an oc 1/ Jx )
W tej strefie profile predkosci usrednionej mozna sprowadzi¢ do profilu uniwersalne-
go, w wyniku doboru odpowiedniej skali predkosci i dtugosci, ale profile sktadowej
wzdtuznej predkosci fluktuacyjnej nadal nie sa podobne.

3. Strefa podobiernstwa, zwana tez strefa przeptywu uporzadkowanego (poza prze-
krojem przechodzacym przez punkt D), charakteryzujaca sie tym, ze krzywe predko-
sci, fluktuacji i naprezen turbulentnych mozna zastapi¢ ich profilami zredukowany-
mi®. Zostaje wobec tego osiagnicta w tym przypadku réwnowaga dynamiczna. Jesli
w dowolnym przekroju poprzecznym wezmiemy pod uwage potprofil predkosci miej-
scowych o szerokosci b, to stanem rownowagi przeptywu nazwiemy taki stan, dla
ktérego mozemy napisaé

Ypole predkosci zaréwno usrednionej, jak i fluktuacyjnej moze by¢ okreslone za pomoca jednej ska-
li predkosci v*, jednej skali dtugosci I* oraz odpowiednich, uniwersalnych funkcji bezwymiarowych
wspotrzednej 7 = y/I*(x). Jako skale predkosci wybiera si¢ w strudze z reguly V.., za skalg zas
diugosci w przeptywach z symetria osiowa przyjmuje si¢ z zasady tzw. potdwkowa szerokosé strugi yy s,
okre$lajaca wspotrzedna poprzeczna, przy ktorej predkos¢ v réwna jest potowie odpowiedniej wartosci
maksymalnej, czyli V(yy;,) = 1/2 (Va ).
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Vi _ f(lj — t(y), (6.194)

V,a b

gdzie funkcja f(7) jest jednakowa dla wszystkich przekrojow, v,,i b zmieniaja si¢
natomiast w kolejnych przekrojach. Stan taki mozna uwazaé¢ przynajmniej za asymp-
totyczna posta¢ zachowania sie przeptywu w okreslonych warunkach. Wystepowanie
takiego stanu powoduje uporzadkowanie zjawiska w wyniku pominiecia wptywow
warunkéw w poczatkowym obszarze przeptywu oraz ustala quasi-réwnowage scha-
rakteryzowana lokalnymi skalami. W strefie podobienstwa ekspansja strugi jest od-
wrotnie proporcjonalna do predkosci w osi v, oc 1/X.

Jak wida¢, na granicy strugi i otaczajacego ptynu tworzy sie przeptyw typu war-
stwy przysciennej.

Przyjmujac wyptyw ustalony (0 V,/ot=0) oraz op/ox=0 i pomijajac dziatanie
sit masowych (f =0), otrzymamy réwnanie ruchu (6.192) w postaci

v, Vg, OV, 10 (6.195)

V =
" ox Yoy poy

oraz réwnanie ciagtosci

X

OX

— a—
AT (6.196)

Po scatkowaniu réwnania (6.195) po przekroju poprzecznym strugi swobodnej
i przyjeciu, ze na granicy strugi naprezenie znika, otrzymujemy (dla strugi ptaskiej)
wyrazenie

dijpvf dy =const lub (;—‘)]( =const , (6.197)
X

gdzie J = jpvf dy .
Zaleznos¢ (6.197) stanowi zasade zachowania pedu — ped (odniesiony do jednost-
kowej szerokosci b) jest staty i rowny pedowi pfynu w przekroju wylotowym

J=J,=pVih. (6.198)

Oczywiscie, ta stata wartos¢ J charakteryzuje ruch strugi w strefie podobienstwa.
Rozwazmy ten obszar strugi — strefe przejsciowa — w ktérym zachodzi podobien-

stwo profili predkosci usrednionych. Dla dowolnego przekroju poprzecznego mozemy

okresli¢ stosunek sktadowej Vv, — usrednionej predkosci miejscowej do predkosci

w osi V,, w zaleznosci od stosunku wspotrzednej y (ortogonalnej do osi wylotu) do
szerokosci charakterystycznej danego profilu b w postaci (6.194)
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gdzie n=y/b.

Sprawdzamy, czy istnieje takie rozwiazanie rownania (6.194), ktére ma niezmien-
ny profil zredukowany f(7), podczas gdy wielkosci v,, oraz b ulegaja zmianom wraz
z odlegtoscia od wylotu z dyszy. Po zamianie zmiennych, uwzglednieniu zaleznosci

(6.194) i (6.196) oraz scatkowaniu w granicach od osi do 7 otrzymamy réwnanie we-
ryfikujace te strefe w postaci

—2 rn !
_p;Z =_(V§2b) jfzdn+—("§ JES (6.199)
xa xa 0 xa

gdzie:
n
F=F(n)=[t()dn,
0
(...) —rézniczkowanie po x.
Po scatkowaniu rozciagnietym poza obszar strugi, na skutek zanikania tarcia,
(72 b) =0, (6.200)

co jest zgodne z zaleznoscia (6.197). Wobec tego rownanie (6.199) uprosci si¢ do
postaci

@b (6.201)
pvxa an
z ktérej — gdy uwzgledni sie (6.200) — wynika
T b' T F f
V2 pVIb 2 (020

Profile naprgzen moga wigc by¢ sprowadzone do profilu uniwersalnego, a podo-
bienstwo naprezen mozna sprowadzi¢ do podobienstwa profili predkosci.
Po ponownym scatkowaniu zaleznosci (6.202) otrzymamy

n
T bI 2
0 xa

Dokonujemy wyboru szerokosci charakterystycznej b tak, by struga o zastepczej
predkosci v, =V,, miata ten sam strumien objgtosci, co struga rzeczywista:

vadyzvxab lub jfdn: F(o0)=1. (6.204)
0 0
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Przy takim wyborze b oraz zatozeniu, ze

T b'
- dp =— = o, (6.205)
2
|z 175
otrzymamy rownanie (6.203) w postaci
b'=4c. (6.206)
Po przyjeciu
T v)'(v;,
——=—7 =¢Wb)=9), (6.207)
vaa an

co dla strugi turbulentnej jest zatozeniem doktadniejszym niz wymagane przez podo-
bienstwo profili predkosci, otrzymamy

a=T—p\;Z d77=T(p(77)d77. (6.208)
0

xa 0

Poniewaz zredukowane profile naprezen stycznych sa podobne, powyzsza catka
jest wiec statq i ekspansja strugi jest liniowa, zgodnie z zaleznoscia (6.205) albo nawet
(6.203), a zatem

b=4ox. (6.209)

Wspotczynnik o, reprezentujacy wartosé srednia tarcia jednostkowego wewnatrz
strugi, nazwano wspoZczynnikiem tarcia. Jego wartos¢ w strefie przejsciowej zalezy
od x, wobec czego w tym obszarze funkcja rozprzestrzeniania sie strugi jest nieli-
niowa. W strefie podobienstwa natomiast, w ktdrej zostata osiagnigta rownowaga
dynamiczna, wspoétczynnik tarcia ma wartos¢ stata, w wyniku czego ekspansja strugi
jest liniowa. Whnioski powyzsze w pelni potwierdzaja oméwione juz obserwacje
doswiadczalne.

Znajac ped strugi

I=2p jvf dy=2 pkv2b (6.210)
0

gdzie klzjfzdn,
0

predkos¢ w osi mozemy okresli¢ nastepujaco

1

1 J 1}
v. |- 2 " 6.211
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a jednostkowy jednostronny strumien objetosci

2
4 = vxab{ki J i] | (6.212)
1 P OX

Badania doswiadczalne turbulentnej strugi swobodnej wskazuja, ze naprezenia
Reynoldsa w strefie podobienstwa sa zwiazane z ruchem usrednionym. Hipoteza bar-
dziej szczego6towa polega na zatozeniu, ze

~Loviy, 9V Vg (6.213)
p oy b
lub tez
\VAAVAl
R N A (6.214)
pVXa an an b

gdzie &— wspdtczynnik lepkosci turbulentnej e = 1,/ p.
W tym przypadku powinna by¢ spetniona rownosé

T &

—=——=0(). (6.215)
PV Vib

Jezeli funkcja ¢@(7) jest stata, to eoc V,, b, lub po uwzglednieniu zaleznosci

(6.205)
e=oV,, Db. (6.216)

Wspotczynnik & odgrywa role pozornego wspoétczynnika lepkosci, moze on zmie-
nia¢ si¢ wraz z v, oraz b wraz ze zmiana odcigtej. Badania doswiadczalne wykazuja,
ze mato zmienia si¢ w centralnym obszarze strugi, zmniejsza si¢ natomiast ku jej
brzegowi.

W wyniku catkowania zaleznosci (6.214) otrzymano

n
T &
dn= f(n)-f(0)), 6.217
|z an=g 5 (10)-10) (6.217)
poniewaz f(0) = 1, wigc
n
T &
- dn= 1-f). 6.218
! pvL anb( ) (6219

Ale f(o0) =0, a zatem wz0r (6.205) przyjmuje posta¢

o} €
a=j— - dy="=c"r (6.219)
0 pVXa V
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Po uwzglednieniu zaleznosci (6.219) réwnanie (6.203) przyjmuje postaé

&
1-f)=
\Tb( )an

xa

F2.

Profil predkosci moze by¢ zatem okreslony rdwnaniem
F' +F?=1,

ktorego rozwiazanie po uwzglednieniu warunku F'(0) = 1 przyjmuje postaé¢

= 1) —

v, VTcosh?y

(6.220)

(6.221)

(6.222)

Rozwiazanie to, podane przez Gortlera, daje predkosci nieco zawyzone, poniewaz

wartosci wspoétczynnika € zmniejszaja si¢ ku brzegowi strugi.

Rozwiazanie bardziej zgodne z doswiadczeniem moze by¢ opisane krzywa Gaussa

f =exp (—%ﬂzj lub krzywa kosinusow f :%(H cos (%nD — przyktadowo przed-

stawionymi na rysunku 6.17 lub tez zaleznoscia f =exp (— 7% 1n 2).

104 | |
0,75
VX
v,, 0,50
0,25
RN
0,0 ~° o0To 00 og
0 5 10 15 20 25

n

Rys. 6.17. Bezwymiarowe profile predkosci usrednionych w strefach ich podobienstwa

w strudze swobodnej
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Miara procesu mieszania jest przyrost strumienia objetosci w kolejnych przekro-
jach poprzecznych strugi. Rozpatrzmy dwa przekroje oddalone od siebie o dx (rys.
6.18). Predkos¢ wnikania vy, czastek ptynu otaczajacego w wyptywajaca struge mozna
okresli¢ zaleznoscia

v, =% _ da (6.223)
1ldx dx

w ktorej q — jednostkowy strumien objetosci.
Taylor wysunat hipoteze, iz przy

liniowej ekspansji strugi predkosé Y

whnikania vy, powinna by¢ proporcjo- |

nalna do predkosci $redniej charakte- *Vb

rystycznej dla danej strefy mieszania. 4 —
— q+dqg

— ] a
Rys. 6.18. Schemat zasysajacego dziatania % X

strugi swobodnej 0 X X + dx

—

Zaktadajac, ze szerokos¢ strugi rowna jest 2b, mozemy tak dobra¢ predkos¢ w osi
V,./2, by iloczyn obu wielkosci byt rowny strumieniowi objetosci gy w odlegtosci x
od wylotu strugi. Korzystajac z tego zatozenia, mozemy okresli¢ stosunek pregdkosci
whnikania vy, do predkosci v,,/2, ktdry definiuje wspotczynnik wnikania

Vi
- - 4o, 6.224
va2 (6224)

a zatem: w strefie podobienstwa, w ktorej wspdiczynnik tarcia ma wartosé stafq, nie-
zmienna jest réwniez wartosé wspofczynnika wnikania; w strefach, w ktorych réwno-
waga dynamiczna nie jest zachowana, wspé/czynnik wnikania E jest zmienny.

6.8.3. PRZEPLYWY PRZYSCIENNE

Zagadnienia przeptywdw przysciennych znacznie roznia sie od oméwionych po-
przednio przeptywow swobodnych. Nie mozna tutaj pomija¢ wptywu lepkosci mole-
kularnej, przede wszystkim w poblizu scian.

Aby oméwi¢ zasadnicze wiasnosci tego typu przeptywodw, rozpatrzymy ptaski
przeptyw turbulentny, ustalony w odniesieniu do parametrow usrednionych. Linie
pradu usrednionego przeptywu stanowia rodzine prostych, réwnolegtych do ptaskiej
nieograniczonej sciany (rys. 6.19), na ktérej lezy o$ x.

Zaktadamy, ze przeptyw nie zalezy juz od zmiennej x, a zatem

v, =v(y), v,=0p=npy)
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Réwnanie ptaskiej ustalonej warstwy przysciennej (6.192) przyjmuje wowczas po-
stac¢
or
- 0 = 1z(y)=const=r,, (6.225)

gdzie 7 — naprezenie na scianie.
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Rys. 6.19. Rozktad predkosci w turbulentnej warstwie przysciennej

Jesli z(y) okreslimy jako sume naprezenia wywotanego lepkoscia molekularna,
zwanego dalej laminarnym, oraz naprezenia wynikajacego z fluktuacji predkosci
— turbulentnego

T, = 7 + T, (6.226)

i uwzglednimy hipotezy Newtona (1.15) oraz drogi mieszania Prandtla ((6.177),
(6.181)), otrzymamy, zgodnie z (6.225),

£, = yag’;x ; plz{%j . (6.227)

Sktadniki prawej strony zmieniaja sie z odlegtoscia y od sciany. Sciana ttumi
bowiem fluktuacje turbulentne, w zwiazku z czym drugi sktadnik, reprezentujacy
naprezenia turbulentne, jest w jej poblizu maty. W wiekszej odlegtosci od sciany
odwrotnie — turbulencja jest w peini rozwinieta i naprezenia laminarne sa mate
w poréwnaniu z turbulentnymi. Powstata zatem koncepcja (zaproponowana przez
Prandtla) rozbicia ostatniego rownania na prostsze, z ktorych jedno bedzie okresla¢
ruch ptynu w poblizu $ciany, drugie — w pewnej odlegtosci od niej.
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Réwnania te beda miaty postaé:

U 6yx = 1, (6.228)
— obszar, w ktérym obowiazuje, nazwano podwarstwg (strefa) laminarng (lepka);
_\2
plz(%j _— (6.229)
oy

— obszar jego obowiazywania nazwano rdzeniem turbulentnym.

Pomiedzy podwarstwa lepka i rdzeniem turbulentnym jest obszar przejsciowy,
w ktérym naprezenie laminarne jest tego samego rzedu co turbulentne. W pierwszym
przyblizeniu pominiemy istnienie tego obszaru, a ruch ptynu okreslimy funkcja, beda-
ca rezultatem potaczenia rozwigzan réwnan (6.228) i (6.229).

W podwarstwie lepkiej, gdy \TX(O) = 0, rozwiazaniem réwnania (6.228) jest

vV, = v= 2y, (6.230)
7]

czyli rozkfad predkosci jest liniowy.
Rozwiazanie réwnania (6.229) w rdzeniu turbulentnym wymaga wprowadzenia
okreslenia drogi mieszania |. Prandtl zatozyt, ze w warstwie przysciennej

l=xy. (6.231)
Oznacza to, ze stosunek sktadowej poprzecznej fluktuacji predkosci v do przy-

rostu predkosci usrednionej 6V, /dy rosnie liniowo wraz z y, co wynika z oméwionej
hipotezy Prandtla. Wspotczynnik x nalezy wyznaczy¢ doswiadczalnie. Po podstawie-
niu réwnania (6.231) do zaleznosci (6.229), otrzymamy

av, 1 |z

(6.232)

dy  xky\p'
Taki sam wzér otrzymano réwniez w wyniku zastosowania analizy wymiarowej (por.
p.6.3.4), ale 7= n.
Wprowadzajac oznaczenie ./z,/p =V, , nazwane predkoscig tarcia lub predko-
scig dynamiczng, otrzymamy w wyniku catkowania
(y) = Y2iny + C. (6.233)

K

V.

X

Stata C wyznaczamy z warunku zszycia, zadamy, aby prawe strony wyrazen
okreslajacych rozktady predkosci w obszarze podwarstwy lepkiej (6.230) i rdzenia
turbulentnego (6.233) byty sobie réwne w punkcie P o rzednej &, stanowiacej gru-
bos¢ podwarstwy. Grubosé¢ ta moze byé wyznaczona metoda analizy wymiarowej,
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pod warunkiem, ze jest ona funkcja wymiarowa dynamicznego wspoétczynnika lep-
kosci |, gestosci p ptynu oraz naprezenia stycznego o W podwarstwie laminarnej,
czyli
5=6u, p.1y).
Wobec tego, ze wymiary wielkosci wymiarowych {[u], [p], [w]} sa wymiarowo
niezalezne, fatwo uzyskuje sie wzdr na grubos¢ podwarstwy & (p. 6.3.4)
U 14 v
S=pf “+t—=p—=p—,
NPT, v %P V.

w ktorym f jest liczba, a zatem

(6.234)

Vzv*lny+C dla y=9,
K
2
V:iyzr—oyzv*y da 0<y<y,
S VP %
5= p—,
V.
czyli w punkcie Pdlay = ¢
2
Vimp Y vc =Y 5V o c= Ynmpg Yl 4 opy..
K V., % V., K V.,

Wz6r okreslajacy rozktad predkosci w rdzeniu turbulentnym przyjmuje wiec po-
sta¢

K 1%

v=v, (lln VoY, gt ,Bj. (6.235)
K

State x i f moga by¢ wyznaczone tylko doswiadczalnie.

Pomiary przeptywow typu turbulentnej warstwy przysciennej wykazuja, ze postaé
wzoréw (6.235) jest uniwersalna dla tych przeptywdw. Zmieniaja sie tylko wartosci
statych doswiadczalnych. Wyrdzniamy zawsze cienkq podwarstwe lepkg (laminarna)
o0 grubosci ¢ i rdzes turbulentny o logarytmicznym rozk/adzie predkosci v, (y)

Nowsze badania doswiadczalne doprowadzity do wyro6znienia kilku subwarstw
(podwarstw, stref) turbulentnej warstwy przysciennej. Zwykle rozwaza sie je w ukla-
dzie wsp6trzednych, w ktérym na osi odcietych nanosi sie bezwymiarowa wspoétrzed-
na prostopadta do powierzchni sciany

V. y/v, (6.236)

w ktorej, jak poprzednio, v, oznacza predkosé tarcia v, = /z,/p .

Zgodnie z rysunkiem 6.20, w turbulentnej warstwie przysciennej na ptaskiej, gtad-
kiej powierzchni wyrdznia sie nastepujace podwarstwy:



» strefe lepka
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» strefe posrednia (buforowa)

» strefe logarytmicznego profilu predkosci

» strefe ,,prawa sladu’

» strefe intermittencji
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Rys. 6.20. Struktura turbulentnej warstwy przysciennej

Strefy lepka i buforowa okresla sie czesto wspolna nazwa strefa lepka, poniewaz
w obszarze tym naprezenia lepkie stanowia znaczna czg$¢ catkowitych naprezen
stycznych i lepkos¢ molekularna odgrywa tu decydujaca role. Ta subwarstwa lepka
wspolnie z subwarstwg logarytmicznego profilu predkosci tworza wewnetrzny obszar
turbulentnej warstwy przysciennej, a strefy prawa sladu i intermittencji sktadaja sie na

jej obszar zewnetrzny.

Charakter przeptywu w wewngtrznym obszarze warstwy zalezy od odlegtosci od
sciany (), od naprgzenia na scianie (zp) oraz od wiasciwosci fizycznych ptynu (v, p).
Warunki zewngtrzne, jak wzdtuzny gradient cisnienia statycznego lub intensywnosé
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turbulencji przeptywu poza obrebem warstwy, nie odgrywaja tutaj roli. Wewnetrzny
obszar warstwy, zwany niekiedy strefq stafej wartosci naprezen, zajmuje w przyblize-
niu 20% catkowitej grubosci warstwy.

Zewnetrzne strefy (logarytmiczna, prawa sladu i intermittencji) obszaru turbulent-
nej warstwy przysciennej charakteryzuja si¢ znacznie wigkszg gruboscig — tacznie
okoto 80% udziatu grubosci warstwy przysciennej. Te cze$¢ obszaru warstwy charak-
teryzuje obecnos¢ struktur wirowych o rozmiarach znacznie wiekszych niz w obszarze
wewnetrznym, potozonym blizej $ciany.

Profil predkosci usrednionej w obszarze zewnetrznym warstwy przysciennej, ktory
mozna okresli¢ zaleznoscia

Voo Vi _ f[lj' (6.237)
v, o

przypomina ksztattem odpowiedni profil w przeptywie swobodnym ($ladzie), stad tez
pochodzi nazwa tego podobszaru jako strefy prawa sladu. Tego typu opis rozktadu
predkosci moze by¢ réwniez rozszerzony i na przyscienny obszar warstwy (z wyjat-
kiem warstwy lepkiej).

W obszarze obu zewnetrznych stref warstwy przysciennej stosuje sie rézne wzory
aproksymujace profil predkosci, np.:

— 1/n
Vi (Y
v _(5j , (6.238)

gdzien=70-7,7

2
Vo “ Vs _p ( - l} , (6.239)
0

gdzie D =9,6.

Podziat petnej grubosci warstwy w stosunku: cze$¢ wewnetrzna — 20% i ze-
wnetrzna — 80% moze sie zmieni¢ w przeptywach o znacznej wartosci wzdtuznego
gradientu cisnienia statycznego. W przeptywach tych, w miare zblizania sie do tzw.
punktu oderwania (p. 6.9), udziat obszaru oderwania zmniejsza si¢ przede wszystkim
kosztem strefy logarytmicznego rozktadu predkosci.

Chropowato$¢ wystepujaca na $cianie istotnie wptywa na przeptyw w obszarze
warstwy przysciennej, a takze poza nia. Wyniki badan doswiadczalnych, ze wzgledu
na istnienie geometrycznych roznych form chropowatosci (wysokosci nieréwnosci
i ich rozmieszczenia), znacznie sie réznia miedzy soba. Ogdlne rozwazania moga za-
tem dotyczy¢ szczego6lnego rodzaju tzw. chropowatosci piaskowej, ktora zostata uzy-
skana w sposéb sztuczny przez przyklejanie do powierzchni ziaren piasku o w miare
jednorodnej granulacji. Oddziatywanie chropowatosci na warstwe przyscienna mozna
scharakteryzowac¢ liczba k v, /v (podobna do liczby Reynoldsa), w ktérej k jest sred-

nia wysokoscia mikronierbwnosci na scianie.
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Jezeli kv, /v <5, §ciana jest hydraulicznie gfadka; nieréwnomiernosci jej pokryte sa
przez subwarstwe lepka i nie wptywaja na przeptyw w obszarze rozwinigtego przeptywu
turbulentnego. Gdy 5 <k v, /v < (50+70), wtedy, w zakresie przejsciowym, nieréwno-
$ci powierzchni $ciany przenikaja przez strefe buforowa i zaktdcaja przeptyw w subwar-
stwie o logarytmicznym profilu predkosci. Jesli natomiast k v, /v > (50+70), to przy
scianie o w pelni rozwinietej chropowatosci powierzchni zanika subwarstwa lepka i nie
ma wyraznego podziatu warstwy na obszar przeptywu lepkiego i turbulentnego.

Doswiadczalnie wyznaczono réwniez rozktady usrednionych fluktuacji predkosci,
turbulentnych naprgzen stycznych i innych wielkosci turbulentnych w poprzecznym
przekroju warstwy. Z przeprowadzonych badan wynika, ze w obszarze wewnetrznym
turbulentnej warstwy przysciennej istnieje anizotropia turbulencji. W zwiazku z tym,
ze energia turbulencji jest przekazywana z przeptywu sredniego bezposrednio do
podtuznej sktadowej predkosci fluktuacyjnej, a dopiero pozniej do pozostatych skta-
dowych, najwigksza wartos¢ maja usrednione fluktuacje predkosci w kierunku prze-
ptywu. Maksymalne wartosci fluktuacji turbulentnych wystepuja w strefie buforoweyj,
a minimalne — w kierunku prostopadtym w poblizu $ciany. Turbulentne naprezenia
styczne rosna wraz z odlegtoscia od sciany i osiagaja wartos¢ stata w subwarstwie
buforowej. W obszarze zewnetrznej czesci warstwy przysciennej maleja one monoto-
nicznie wraz z odlegtoscia i na granicy warstwy naprezenia styczne znikaja.

6.9. ODERWANIE WARSTWY PRZYSCIENNE]J

Podczas ustalonego réwnolegtego optywu ptaskiej ptytki, w tworzacej sie na takiej
scianie warstwie przysciennej nie obserwujemy ani przeptywu wstecznego, ani ode-
rwania warstwy. Wynika to z tego, ze w obszarze poza warstwa przyscienna w prze-
ptywie potencjalnym cisnienie jest state, a zatem nie zmienia si¢ réwniez w poprzek
warstwy (p. wzor (6.134)). Réwnos¢ cisnien w przeptywie zewnetrznym i w poprzek
warstwy przysciennej wystepuje takze podczas optywu scian zakrzywionych, z tym ze
wtedy w przeptywie potencjalnym beda panowaty r6zne wartosci cisnienia. Gradient
cisnienia op/ox istniejacy poza warstwa przyscienng bedzie zatem decydowat o cha-
rakterze przeptywu w niej i o jej oderwaniu. W celu okreslenia wptywu wzdtuznego
gradientu cisnienia na charakter rozktadu prgdkosci w warstwie przysciennej przeana-
lizujemy réwnanie Prandtla (6.135).

Poniewaz na optywanej powierzchni (y = 0) obie sktadowe predkosci znikaja,
a pierwsze z réwnan (6.135) przybiera posta¢

2
1o _ [V 0 VZxJ , (6.240)
P OX N )iz

znak drugiej pochodnej na scianie i profil predkosci przy niej zaleza zatem od znaku
gradientu cisnienia. Dla ujemnego gradientu cisnienia (cp/ox < 0) profil predkosci
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y y w poblizu $ciany jest wypukly (rys.
Vo Voo 6.21a), a w przypadku dodatniego — wkle-
sty (rys. 6.21b), przy czym zmienia sie on

? na wypukty w poprzek warstwy przyscien-

nej. Wtym drugim przypadku pierwsza

© © pochodna predkosci przy $cianie (y = 0)
vy < v, Moze by¢ dodatnia, rowna zeru lub ujem-

Rys. 6.21. Profil predkosci w poblizu sciany: na. Dla} yjemnej wartoscl tgj pochodnej,
2) wypukly dla 2p/dX < 0 predkosci vy w obszarze profilu wklgstego

b) wklesty dla p/dx > 0 maja Kkierunek przeciwny do Kierunku

przeptywu potencjalnego (gtéwnego) — nha-
stapito zatem oderwanie warstwy przysciennej. Z przedstawionych rozwazan wynikaja
wiec kryteria oderwania warstwy przysciennej. Punkt oderwania charakteryzuje sie

warunkiem
(ava .0, (6.241)
),

a oderwanie strugi jest spowodowane odwrdceniem kierunku przeptywu w poblizu
sciany bez zmiany kierunku przeptywu gtéwnego.

Zjawisko oderwania nie tylko powoduje zniszczenie rozktadu predkosci, charakte-
rystycznego dla warstwy przysciennej, ale wywotuje rdwniez wystapienie powigksza-
jacej si¢ strefy zawirowan (rys. 6.22).

y y
3
R
- A=
< |7 7 =
7 Al - <—
OVy )
o (50
=0 X
y (6Y)y:0<0

Rys. 6.22. Oderwanie warstwy przysciennej

Oderwanie warstwy wystapi, gdy energia kinetyczna elementéw ptynu w poblizu
sciany zmaleje do zera. Na predkos$¢ elementu ptynu w warstwie przysciennej (dla
y—0) wptywaja dwie sity: sita wywotana roznica cisnien dziatajacych na przednia
i tylna cze$¢ elementu oraz sita tarcia. Gdy obie te sity sa zwrdcone w kierunku prze-
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ciwnym do kierunku przeptywu, element sie zatrzymuje; woéwczas nie tylko v, = 0,

ale réwniez
{aVXj - 0. (6.242)
Y )

W tym punkcie, zwanym punktem oderwania, pojawia sie linia pradu oddzielajaca
strefe przeptywu, ktérego kierunek jest zgodny z kierunkiem ruchu gtéwnego (poten-
cjalnego), od strefy przeptywu wstecznego (linia przerywana zaznaczono granice war-
stwy przysciennej). Zjawisku oderwania towarzyszy wiec powstawanie wirow formu-
jacych sie okresowo i spfywajqcych z powierzchni ciafa.

Zjawisko oderwania zalezy rowniez od charakteru ruchu w warstwie przysciennej.
W ruchu turbulentnym, podczas intensywnej wymiany elementéw ptynu, warstwe
bezposrednio przylegajaca do powierzchni optywanego ciata zasilaja elementy ptynu
0 wigkszej energii kinetycznej z warstw bardziej odlegtych, dzigki czemu wyczerpanie
tej energii na pokonanie sit tarcia nastgpuje wolniej. Nalezy podkresli¢, ze w tym ru-
chu cafa warstwa przyscienna wymienia ponadto elementy o mniejszej energii kine-
tycznej na elementy o energii wieckszej, przenikajace spoza obszaru tej warstwy. Dla-
tego tez w tym przypadku zjawisko oderwania nastepuje pozniej.

Dodatni gradient cisnienia statycznego, czyli jego wzrost, i zwiazane z tym ode-
rwanie strugi moze wystapi¢ w przeptywie z malejaca predkoscia, a zatem w odcin-
kach przewodow zwanych dyfuzorami (prostkami rozbieznymi) lub po stronie sptywu
z optywanego elementu. Dla przeptyw6w z ujemnym gradientem cisnienia cp/ox < 0,
kiedy jego predkosci wzrastaja, a wystepuje to w tzw. konfuzorach ( prostkach zbiez-
nych) lub po stronie naptywu, oderwanie warstwy przysciennej nie wystepuje.

6.10. OPLYW CIALA STALEGO PLYNEM.
CZYNNIKI WPLYWAJACE NA OPOR CIAL

Na ciato (optywane lub poruszajace si¢ w ptynie lepkim) dziataja sity cisnienia
i naprezen stycznych. Podczas optywu ptynem nielepkim naprezenia styczne nie wy-
stepuja.

Optyw walca jest przyktadem plaskiego optywu osiowo-symetrycznego, 0 0Si
normalnej do kierunku strugi. W celu poréwnania zaktadamy poczatkowo potencjalny
optyw walca o promieniu R i dtugosci | (przy czym I/R >> 1) ptasko-réwnolegta struga
ptynu nielepkiego. Przeptyw taki otrzymuje si¢ przez superpozycje przeptywu réwno-
legtego i dipola (p. 5.3.5). Predko$¢ ptynu nielepkiego na powierzchni walca, zgodnie
z (5.87),

vV = —-2v_sin ¢

jest zawsze skierowana stycznie. Predkos¢ przeptywu jest rozna od zera we wszyst-
kich punktach powierzchni walca, oprocz tzw. punktéw krytycznych, ktére odpowia-
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daja katom @ = 0 i ¢ = = (punkty K; i K, na rys. 6.23). Po stronie naptywowej pred-
kos¢ przeptywu wzrasta, a cisnienie maleje, po sptywowej — odwrotnie.

Gdy znane jest pole predkosci, mozna
na podstawie réwnania Bernoulliego wy-
znaczy¢ pole cignien i otrzymujemy wow-
czas zaleznosé (5.89)

V2

p-p, = p7°°(1—4sin2<o),

= W ktorej p.,, V., Sa wartosciami odnosza-
cymi sie do przeptywu niezaktéconego.

Rys. 6.23. Potencjalny optyw profilu kotowego

Stosunek roznicy cisnien do cisnienia dynamicznego (5.90) strugi niezaktdconej,
zwany wspoé/czynnikiem cisnienia
A p B poo H
= =1-4sin“gp,
P pVZii2 v

nie zalezy zatem od wymiaréw geometrycznych walca ani parametrow przeptywu
strugi, a jedynie jest funkcja kata ¢ (rys. 6.24a — linia przerywana). Osiaga on wartosé
maksymalna w punktach krytycznych K i K,, a minimalna w punktach Ks i K4. Syme-
tryczny rozktad cisnien wzgledem obu osi, wzdtuznej i poprzecznej do kierunku prze-
ptywu powoduje, ze wypadkowa sita dziatajaca na optywane cialo jest rowna zeru
(wzbr (5.98)).

Jezeli walec optywany jest ptynem lepkim, pola predkosci i cisnien w naptywowej
(przedniej) stronie walca sa ha 0g6t zblizone do pdl obliczanych dla optywu potencjal-
nego, ale po stronie sptywowej (tylnej) wystgpuje wyrazna rozbieznos¢ migdzy opty-
wem nielepkim i lepkim (rys. 6.23 i 6.24). Rowniez doswiadczenia wskazuja, ze kazde
ciato optywane struga ptynu lepkiego znajduje sie pod dziataniem znacznych sit oporu.
Te rozbieznosci mozna wyjasni¢ na podstawie teorii warstwy przysciennej (p. 6.9).

Z analizy wzoru (5.90) wynika, ze w przedziale 0 < ¢ < m/2 gradient ci$nienia jest
ujemny, natomiast w przedziale n/2 < ¢ <= - dodatni. Ten rozktad cisnienia sugeru-
je, ze po stronie sptywowej walca moze wystapi¢ oderwanie strugi w przekroju O-O
(rys. 6.25). Potozenie przekroju O-O zalezy od charakteru przeptywu w warstwie
przysciennej. Dla laminarnej warstwy przysciennej to oderwanie, zwane dalej oder-
waniem laminarnym, wystepuje wczesniej (rys. 6.25a), a dla warstwy turbulentnej
— zwane oderwaniem turbulentnym — pézniej (rys. 6.25b). Linie pradu rzeczywistego
(lepkiego) optywu walca do przekroju oderwania pokrywaja sie w przyblizeniu z li-
niami pradu przeptywu potencjalnego, a od przekroju oderwania biegna réwnolegle do
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kierunku predkosci strugi naptywajacej. Na liniach rozgraniczajacych obszar oderwa-
nia od przeptywu potencjalnego panuje w przyblizeniu stata predkos¢, a zatem cisnie-
nia tez beda state. Réwniez w warstwie przysciennej, w kierunku normalnym do po-
wierzchni optywanej, cisnienia na tych liniach nie ulegaja zmianie, a zatem w catym
obszarze panuje state cisnienie.
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Rys. 6.24. Rozklad wspdtczynnika cisnienia na obwodzie walca:
a) optyw potencjalny, b) optyw z oderwaniem laminarnej warstwy przysciennej,
c) optyw z oderwaniem turbulentnej warstwy przysciennej
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Rys. 6.25. Rzeczywisty optyw walca: a) z oderwaniem laminarnym, b) z oderwaniem turbulentnym
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Jezeli, w przypadku rzeczywistych rozktadow cisnienia, obliczymy site dziatajaca
w kierunku osi X, to przekonamy sie, ze sita oporu cisnieniowego

P = jzR pcose do (6.243)
0

jest wigksza od zera. Wynika to z tego, ze w tylnej czgsci walca, zwtaszcza w obsza-
rze oderwania, cisnienia sa duzo mniejsze niz w czesci przedniej i wobec tego nie
réwnowaza Sie one tak, jak w przeptywie potencjalnym. Z analizy rozktaddw cisnienia
wynika, ze opér cisnieniowy jest tym wiekszy, im wiekszy jest obszar oderwania,
a wiec w przeptywie z oderwaniem laminarnym opor ten jest wiekszy niz w przepty-
wie z oderwaniem turbulentnym.

Catkowita sita oporu sktada sig z oporu cisnieniowego i oporu tarcia

P=P.+P. (6.244)

Odnoszac poszczegolne sktadniki powyzszego réwnania do J/Z(pvfo A), przy
czym A jest polem przekroju charakterystycznego ciata optywanego, otrzymamy za-
leznosé¢

Cx = Cxp + Cxt (6245)
w ktorej:

C, = P/[; v Aj — wspotczynnik oporu profilowego,
Cop = PC/G V2 A) — wspotczynnik oporu cisnieniowego,

Ck = R / (; ovE A) — wspotczynnik oporu tarcia.

Opor tarcia jest proporcjonalny do gradientu predkosci w kierunku normalnym do
opfywanej powierzchni; jest wiec stosunkowo maty w przeptywie laminarnym,
a znacznie wiekszy w turbulentnym. Zmiana charakteru przepsywu wywofuje wiec
znaczne zmiany wartosci oporu cisnieniowego i oporu tarcia. W opfywach cia/,
w ktérych wystepujg wyrazne obszary oderwania, decydujqcy wpZyw na opdr caZkowi-
ty wywiera opdr cisnieniowy i przeciwnie, w opfywach tzw. ciaZ aerodynamicznych, w
ktorych nie ma oderwania albo wystepuje na znikomej powierzchni, decydujgcq role
odgrywajq opory tarcia.

Powyzsze rozwazania, dotyczace oporu cisnieniowego i oporu tarcia, przeprowa-
dzone w odniesieniu do optywu walca, maja znaczenie ogélne. Potwierdzaja to zalez-
nosci podane na rysunku 6.26. Przedstawiaja one wspdtczynniki oporu profilowego
rodziny elipsoid obrotowych (o roznych stosunkach ich érednic d do dtugosci 1)
w zaleznosci od liczby Reynoldsa. W takich optywach réwniez w jego przednich cze-
sciach przeptyw jest przyspieszany, a w tylnych — op6zniany, przy czym stopien tego
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opdzniania zalezy od smuktosci profilu, tj. stosunku I/d. Najmniejszy zatem obszar
oderwania, i tym samym najmniejszy opor cisnieniowy, wystapi podczas optywu elip-
soidy najbardziej wysmuktej (I/d = 3) i bedzie on stopniowo rést w miare zmniejsza-
nia si¢ parametru I/d. Najmniejsze opory tarcia sa natomiast w przypadku optywu
elipsoidy o smuktosci I/d = 0, poniewaz wowczas jest najmniejsza powierzchnia, na
ktora dziataja naprezenia styczne. Wspotczynniki oporu profilowego, przedstawione
na rysunku 6.26 przebiegaja tak, jak wspdtczynniki oporu cisnieniowego, nalezy za-
tem sadzi¢, ze w omawianej grupie przeptywdw, w ktérych wystepuje oderwanie stru-
gi, decydujaca role odgrywaja opory cisnieniowe.
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Rys. 6.26. Zaleznos¢ wspotczynnika oporu profilowego rodziny elipsoid obrotowych od liczby Reynoldsa

Przeanalizujemy teraz wptyw liczby Reynoldsa na wartosci wspdtczynnika oporu
profilowego. Podobnie jak w przypadku optywu ptytki, wystepuje nastepujaca zalez-
nosc¢: im wieksza liczba Reynoldsa, tym mniejsza powierzchnia ciaZa jest pokryta la-
minarng warstwg przyscienng i tym mniejsza jest grubos¢ tej warstwy. W optywach
z oderwaniem pojawienie sie turbulencji powoduje zasilanie warstwy przysciennej
w energie Kinetyczna i w konsekwencji przesuniecie sie punktu oderwania do tytu. Ze
wzrostem wiec liczby Reynoldsa, w zakresie, w jakim wzrasta rdwniez turbulencja,
maleje wspotczynnik oporu profilowego. Analizujac przebieg linii c,(Re) (rys. 6.26),
dotyczacy kuli (I/d = 1), widzimy, ze w zakresie Re < 2,4-10° nastepuje oderwanie
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laminarne i wsp6tczynnik oporu ma duze wartosci. W zakresie 2,4-10° < Re < 3,0-10°,
w jakim turbulencja rozwija sie stopniowo, obszar oderwania zmniejsza si¢ i wspot-
czynnik oporu maleje oraz w zakresie Re > 3,0-10°, w jakim turbulencja w warstwie
przysciennej jest w petni rozwinigta, wartos¢ wspoétczynnika c, nieznacznie rosnie
i dalej ustala si¢. Zjawiska oderwania i powstawania turbulencji w pewnych warun-
kach oddziatuja na siebie, jesli mianowicie w laminarnej warstwie przysciennej nasta-
pi oderwanie, to zaburzenia spowodowane oderwaniem moga przyczyni¢ si¢ do po-
wstania warstwy turbulentnej, a wtedy — dzieki transportowi energii kinetycznej do tej
warstwy — moze ona ponownie przylgna¢ do powierzchni optywanego ciata.

Podczas optywu ciat o ksztattach nieaerodynamicznych, np. krazka ustawionego
poprzecznie wzgledem ptynacej strugi, oderwanie wystapi zawsze na jego krawedzi,
niezaleznie od wartosci Re. Dlatego tez wartosci wspotczynnikéw c,, w przypadku
elipsoid 0 smuktosciach I/d = 0 i I/d = 3/4 (rys. 6.26), sa state, niezalezne od Re.

Inaczej wygladaja optywy bryt o tzw. ksztattach optywowych (aerodynamicz-
nych). Na rysunku 6.27 przedstawiono rodzine symetrycznych profili optywowych

o roznych grubosciach wzglednych. Okreslmy

d - zaleznos¢ udziatu oporu tarcia w oporze catko-

} I \ witym, ktérego miara jest stosunek cy/cy, od

grubosci wzglednej bryty (rys. 6.28). W optywie

— —— — ——=—=—| plytki (g/l = 0) opor cisnieniowy jest rowny

‘ I | zeru, zatem wartos¢ analizowanego stosunku

v c/cx = 1. W miare zwickszania grubosci

== —(— - ————==="] wzglednej profilu rosnie udziat oporu cisnienio-
! I | wego i dlatego stosunek c,/c, maleje.

v
2. { B >@ Rys. 6.27. Rodzina symetrycznych profili optywowych
o réznych grubosciach wzglednych

| l ]
\ \
10 Re =4-10° —
O =
Cx
0,5
™~ Rys. 6.28. Zaleznos¢ udziatu oporu tarcia w oporze
catkowitym (stosunku c,/c,) od grubosci wzglednej (g/l)
0 bryt o ksztattach aerodynamicznych
0 0,2 0,4
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7. PRZEPLYW PLYNOW W PRZEWODACH
POD CISNIENIEM

7.1. PRZEPLYW W PRZEWODZIE ZAMKNIETYM
O PRZEKROJU KOLOWYM

7.1.1. PRZEPLYW TURBULENTNY
W PRZEWODZIE ZAMKNIETYM - PROFIL PREDKOSCI

Przeptywy turbulentne w przewodach o dowolnym ksztalcie, ktore najczesciej wy-
stepuja w praktyce inzynierskiej, zaliczamy do grupy przep/ywow przysciennych. Na
ich charakter, i wynikajace z tego ksztatty profili predkosci usrednionych i fluktuacyj-
nych, wywiera decydujacy wplyw obecnosc¢ $cian ograniczajacych struge.

Podstawowym zadaniem technicznym tego rodzaju przeptywéw, zwanym hydrau-
likq, jest ustalenie zaleznosci umozliwiajacych wyznaczenie rozktadu predkosci
usrednionych (srednioczasowych), predkosci maksymalnych i srednich, strumienia
przeptywu (objgtosci lub masy) oraz spadku cisnienia w przewodzie podczas transpor-
tu przeptywajacego czynnika.

Rozwaza si¢ srednio ustalony turbulentny przeptyw ptynu lepkiego, niescisliwego
W przewodzie prostoosiowym, daleko od przekroju wlotowego. Przeptyw (w kierunku
osi X) jest wywotany gradientem cisnienia Jp/ox = 0. Strumien objgtosci oraz pred-
kos¢ $rednia sa state w czasie, a pole predkosci zalezy od potozenia i czasu. Zgodnie
z przyjetym modelem ruchu

_ o =2
v, =0, a(pvyz) =0,

aVX az\l_x a ( 7) a( ’ r)
= = —\pvl] = —\pv.,Vv, | =0,
OX ox? ox LV ox LYYy

azatem v, = V,(y).

Jest to wigc przeptyw typu turbulentnej warstwy przysciennej (omoéwiony juz
w p. 6.8.1), przy czym state empiryczne zaleza od warunkdw przeptywu.
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Drugie z réwnan Reynoldsa (6.183) redukuje sie zatem do postaci

@ _,
oy
wobec czego caty uktad sprowadza sie do réwnania
dplx) _ dly) -
dx dy '

w ktérym

T:pavx—i— |2 6\7X2
y 7 ey )

Poniewaz kazda ze stron rownania (7.1) zalezy od innej zmiennej

P_¢ & _¢,
dx dy
a cisnienie spada liniowo wzdtuz rury, czyli
dp Ap
CRE

gdzie | — dtugos¢ odcinka rury, na ktérym wystepuje réznica cisnien Ap.

W celu uzyskania zaleznosci miedzy spadkiem cisnienia i wielkosciami, ktére rza-
dza tym przeptywem, zastosowano twierdzenie pi (przyktad 7. z p. 6.3.4), z ktérego
wynika

d)d 2

Liczba A(Re, k/d) nosi nazwg wspoiczynnika oporow liniowych lub wspétczynnika
tarcia, przy czym dla rury gtadkiej k/d = 0.

Wartos¢ wspotczynnika oporéw liniowych dla przeptywu laminarnego

g 84y _ 84 (7.3)
vd Re
wynika z prawa Hagena—Poiseuille’a (por. wzory (6.124) i (7.2)).

Wartos¢ 4 dla ruchu turbulentnego jest natomiast wspdtczynnikiem empirycznym
tego samego rodzaju, co S oraz x wystepujace w p. 6.8.3.

Jezeli zatozy¢, ze wzér logarytmiczny (6.235) stosuje sie do przeptywu przewo-
dem osiowo-symetrycznym, to w wyniku szczegétowej analizy pomiar6w przepty-
wow turbulentnych przez rury o przekroju kotowym otrzyma sie « = 0,40 i p = 11,5
w szerokim zakresie liczb Reynoldsa. Ostatecznie wigc w przedziale 6 <y<R

otrzymujemy

Ap = A(Re, Ej 1 ﬁp. (7.2)

v = v*(2,5 InY:Y 5,5). (7.4)
1%
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Fakt, ze state x i f maja wartos¢ uniwersalna, w sensie niezaleznosci od liczby
Reynoldsa, jest bardzo istotny i korzystnie odroznia logarytmiczny profil predkosci od
wielu innych profili zaproponowanych przez rozmaitych badaczy. Z tego powodu
bywa on takze nazywany uniwersalnym profilem predkosci.

Nalezy jednak podkresli¢, iz rzeczywiste profile predkosci w przeptywach turbu-
lentnych przez rurg zaleza od liczby Reynoldsa. Znajduje to swoj wyraz rowniez we
wzorze (7.4), w ktorym predkos¢ tarcia v, zalezy od liczby Reynoldsa. Na rysunku

7.1 sa przedstawione profile predkosci zmierzone przez Nikuradsego w przeptywach
turbulentnych w rurach gtadkich dla 4-10° < Re < 3,24.10° oraz obliczony z wzoru
(6.116) profil dla przeptywu laminarnego. Na osi odcietych naniesione sa promienie
bezwymiarowe r/R, a na osi rzednych odpowiadajace im wartosci bezwymiarowych
predkosci V/Vima. Ze wzrostem liczby Reynoldsa profil predkosci staje sig, jak widac,
bardziej ptaski i bardziej wypetnia przekrdj niz podczas przeptywu laminarnego.
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Rys. 7.1. Rozktad predkosci w gtadkim przewodzie przy réznych liczbach Reynoldsa
(wedtug badan Nikuradsego)

W przyblizeniu rozktad predkosci miejscowych w turbulentnym przeptywie w ru-
rze mozna okresli¢ wzorem potegowym Prandtla

—v_ |1 Y 75
V_Vmax( _Ej ) ()

w ktérym:
R — promien rury, r € [0, R),
n —wspotczynnik zalezny od liczby Reynoldsa.
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Zaleznos¢ wspoétczynnika n od liczby Reynoldsa przedstawiono na rysunku 7.2.
Badania Nikuradsego wykazaty dobra zgodnos¢ miedzy profilami obliczonymi
wedtug zaleznosci (7.5) i profilami otrzymanymi na podstawie pomiar6ow.

1
10

ol o N o ©

0* 10° 10°
Re

Rys. 7.2. Zalezno$¢ n od liczby Reynoldsa

Strumien objetosci obliczamy tylko w odniesieniu do rdzenia przeptywu, a wiec
z pominieciem znikomo matego przeptywu w podwarstwie lepkiej. Postepujac podob-
nie jak podczas wyprowadzania wzoru (6.119) oraz uwzgledniajac, ze r = R — vy,

otrzymamy
R-§ R R v y
oy =2m J-rv(r) dr = 2n J-(R—y) v(y) dy = 2nv, J.[Z,S In— +5,5j (R-vy) dy.
v
0 0 0
Po scatkowaniu i pominieciu wyrazéw matych (proporcjonalnych do o)
4 =RV, [2,5 In V-R +1,75j. (7.6)
A%

Znajac strumien objgtosci, mozemy okresli¢ predkosé srednia

vo=M oy, (2,5 n YRy 1,75) (7.7)
A v
Predkos¢ zas maksymalna obliczymy z wzoru (7.4) dlay =R
V.. =V, (2,5 In Y+ R +5,5} . (7.8)
1%

Po odjeciu stronami (7.7) od (7.8) otrzymujemy, po uporzadkowaniu, zaleznos¢

Vo=V —3,75V,. (7.9

We wstepnych obliczeniach przyjmujemy
V¢ = (0,80 — 0,88) Vinax- (7.10)
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Na wykresie (rys. 7.3) poréwnano wyniki uzyskane na podstawie pomiaréw prze-
prowadzonych przez Stantona i Pannella oraz Nikuradsego. Dla przeptywu laminarne-
g0 Vg /Vmax = 0,5, co jest zgodne z wynikami rozwazan teoretycznych (p. 6.4.2). Przy
wzroscie liczby Reynoldsa stosunek ten gwattownie sie zwieksza, a nastepnie stop-
niowo zbliza sie do wartosci 0,9. Krzywa obliczona dla matych liczb Re lezy ponad
krzywa pomiarowa, a przy wiekszych ich wartosciach obie krzywe sie pokrywaja.

09 krzywa teoretyczna B _:;,% - J( — ﬁ = T =
N L -+ =F—7¥
087 T—=r—T Nikuradse (1g Re =35-6,5)
o
3 / 1
vy 07T Stanton i Pannell (IgRe=3,0-525) —
Virax &
06—
|
0,5 obszar turbulentny
\ \ \
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I
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Rys. 7.3. Zalezno$¢ Vi /Vma 0d liczby Reynoldsa

Podobnie jak w przypadku przeptywu laminarnego, rowniez podczas przeptywu
turbulentnego wystepuje zjawisko formowania sie profilu predkosci na odcinku
wstepnym. Na odcinku tym (schematycznie przedstawionym na rys. 6.7) traca waz-
nos¢ podane wyzej zaleznosci. Diugosé odcinka wstepnego w przeptywie turbulent-
nym jest znacznie krotsza niz w przeptywie laminarnym i wynosi wedtug pomiarow
Kirstena (50+100)d, a wedtug badan Nikuradsego (25+40)d ».

7.1.2. ROWNANIE USTALONEGO RUCHU
PLYNU NIESCISLIWEGO

Przeptywy w przewodach pod cisnieniem (w przewodach zamknigtych) omawia-
nych w dalszych czesciach tego rozdziatu bedziemy traktowa¢ jako jednowymiarowe
i ustalone przeptywy ptynu lepkiego i niescisliwego.

Do okreslenia takiego przeptywu wystarczaja dwie podstawowe zaleznosci:

a) réwnanie ciagtosci (3.20) w postaci qy = VA = const,

b) réwnanie okreslajace przemiany energetyczne w ptynie, uwzgledniajace dodat-
kowe rozpraszanie energii spowodowane lepkoscia oraz zmiennosé¢ predkosci w po-

Y PN-76/M-34034 podaje 1, = (7,88 Ig Re - 4,35) d.
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przecznym przekroju przewodu. Rownanie to, ktérego posta¢ okreslimy w dalszych
rozwazaniach, nosi nazwe réwnania Bernoulliego dla pfynu rzeczywistego lub uogol-
nionego réwnania Bernoulliego.

Réwnanie Bernoulliego (5.26), odnoszace si¢ do ptynu nielepkiego i niescisliwe-
go, charakteryzuje si¢ tym, ze wartos¢ energii catkowitej wzdtuz dowolnej linii pradu
jest stata. Wysokos¢ predkosci v2/2g jest miara energii kinetycznej w odpowiednich
przekrojach, co przy zatozeniu réwnomiernego rozktadu predkosci jest jednoznaczne
z jednakowa wartoscia energii kinetycznej wszystkich elementéw ptynu w danym
przekroju.

Podczas przeptywu ptynu lepkiego predkosé w przekroju poprzecznym zmienia
sie, natomiast jednostkowa energia potencjalna w catym przekroju poprzecznym jest
taka sama (podobnie jak wykazano w p. 6.4.1 wz6r (6.96)). Dlatego tez w dalszych
rozwazaniach jako predkos¢ przeptywu jednowymiarowego przyjmujemy predkosé
srednig okreslona zaleznoscia

vy= = o _ ljvolA, (7.11)
AT pA T A)

a zatem rzeczywista struge (ztozona ze strug elementarnych) zastepujemy struga
usredniona.

Energia kinetyczna ptynu E," obliczona dla predkosci sredniej jest jednak na ogot
rézna od energii kinetycznej rzeczywistej E,”, bedacej catka energii kinetycznej strug
elementarnych. Energia kinetyczna masy g At poruszajacej sie z predkoscia Vi

2 3
ES = q, At"zéf =,oA"28’r At, (7.12)

gdzie At to czas.
Energia kinetyczna strugi elementarnej

2 3
dE? = pv dAAt\%:pV?AtdA,

skad
3
EF = Atij—dA. (7.13)
“ 2
Stosunek
; Iv3dA
B 1hn (7.14)
(= A vy

nazywany jest wspéiczynnikiem Coriolisa. Dla przeptywu laminarnego przez przewo-
dy o kotowym przekroju, dla ktérych rozktad predkosci w przekroju poprzecznym jest
okreslony wzorem (6.116)
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o= 8V I( (ijnrdr Ei[l—( jjrdrzz. (7.15)

n R2 Ve R

Sr

W przypadku ruchu turbulentnego, o profilu predkosci okreslonym zaleznoscia
(7.5)

3

o=t (V j T(l—%j 2ardr— *1 (@n+ 1P (7.16)

nR? 4n*(n+3)(2n+3)

Mozna zatem stwierdzi¢, ze w przeptywach turbulentnych wartos¢ « maleje wraz
ze zwigkszeniem n, a wiec ze wzrostem liczby Reynoldsa.

Zalezno$¢ (7.16) pozwala wyznaczy¢ wartosci wspétczynnika «. Mieszcza si¢ one
W przedziale wartosci o = 1,1+1,3, przy czym dla w petni uformowanego profilu
predkosci przeptywu turbulentnego « nie przekracza wartosci 1,1. Najczesciej przyj-
mowanej wartosci n = 7 odpowiada « = 1,06.

Rzeczywista energie kinetyczna w przekrojach przeptywowych mozemy zatem
okresli¢ nastgpujaco

E? =aE, (7.17)

a jej wysokosé wyrazeniem o v2 /2g.

Podczas przeptywu ptynu lepkiego w wyniku dziatania sit tarcia (wywotanych
lepkoscia) nastepuje nieodwracalna przemiana czesci energii mechanicznej w ciepto,
a zatem zgodnie z rysunkiem 7.4

2
_ Vi
L =

aN
n Py 17> %2 2sr Py

+2,=H,,
29 pg 29 2

gdzie H;, H, — odpowiednie wysokosci rozporzadzalne.

Wysokos¢ strat cisnienia Ahy, (rys. 7.4), bedaca réznica lewej i prawej strony nie-
rownosci, nazywamy wysokosciq strat hydraulicznych (energetycznych) w przeptywie
od przekroju 1. do przekroju 2. Po dodaniu Ah:, do prawej strony nieréwnosci otrzy-
mamy uogdlnione réwnanie Bernoulliego w postaci

2
OWNVig | P leu Py , +Ah,. (7.18)
29 pg 29 p9

Y Przyjmujemy zawsze Kierunek przeptywu od przekroju 1. do przekroju 2.
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1 Vig
29
AR
P
Pg
Hl
HZ
Zl
) _ poziom odniesienia ) )

Rys. 7.4. Przebiegi linii energii i cisnien w ustalonym przeptywie cieczy lepkiej
Wysoko$¢ strat cisnienia
s _ Aplsz _ sl sm
Ah, =—=% =Ah;, + Ah} (7.19)
ra
jest suma wysokosci strat cisnienia wywoZanych tarciem na dfugosci — AhS i strat
wskutek oporéw miejscowych — Ah'.

Spadek hydrauliczny ($redni) okreslimy (podobnie jak poprzednio w p. 6.4.1) jako
stosunek straconej wysokosci cisnienia do dtugosci | przewodu

| = AThlsZ. (7.20)

Gdy energia kinetyczna przeptywajacego ptynu jest mata w poréwnaniu ze strata-
mi energii przeptywu (szczegblnie w przypadku dtugich przewodéw) we wzorze
(7.18) — z wystarczajaca w praktyce doktadnoscia — mozemy przyja¢ «= 1.

Poniewaz w zagadnieniach, w ktorych przeptyw jest traktowany jako jednowymia-
rowy, wystepuje tylko predkos¢ $rednia, w dalszej czesci tego rozdziatu bedziemy
pomijali indeks ,,$r” i pisali v zamiast vg.

7.2. STRATY HYDRAULICZNE WYWOLANE TARCIEM
7.2.1. OPORY LINIOWE PODCZAS PRZEPLYWU PLYNOW

W rozdziale 6. (p. 6.3.4) wykazano, ze wartos¢ strat energii wywotanych tarciem
(liniowych strat energii) okresla zaleznos¢
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| v?
ASIZZ__,
p d2'0

ktora mozna réwniez przedstawic¢ w postaci

| v?

ARS =1 ———| (7.21)
d 2g

znanej pod nazwa wzoru Darcy’ego—Weisbacha,
w ktorej:

| - dtugos¢ przewodu,

d - srednica przewodu,

v —srednia predkos¢ przeptywu,

A —wspbtczynnik oporu liniowego (strat tarcia).

Wspbtczynnik oporu liniowego jest w ogélnym przypadku funkcja liczby Rey-
noldsa Re i chropowatosci wzglednej k/d (k — $rednia wysokos¢ nieréwnosci na scia-
nie rury). Wartos¢ tego wspdtczynnika bywa najczesciej wyznaczana z wykresow
opracowanych na podstawie badan doswiadczalnych, z formut empirycznych lub p6t-
empirycznych. Jedynie w przypadku przeptywu laminarnego mozna teoretycznie (ze
wzoru (7.3)) wyznaczy¢ zalezno$é miedzy A i Re. Wynika stad, ze w przepfywie lami-
narnym przez przewody o przekroju kofowym wspé/czynnik oporu liniowego jest od-
wrotnie proporcjonalny do liczby Reynoldsa. Zaleznosé¢ (7.3) zostata potwierdzona
licznymi wynikami doswiadczalnymi.

Zaleznos¢ okreslajaca wspdtczynnik oporu liniowego w przypadku przeptywu tur-
bulentnego mozna wyznaczy¢, jezeli znane jest prawo rozkiadu predkosci. Ko-
rzystajac zatem ze wzoréw (7.4) i (7.7) oraz ze zwiazku miedzy rdznica cisnienia
w dwu przekrojach a naprgzeniem stycznym na scianie, wyprowadzimy zaleznosé
A =1 (Re) dla przeptywu turbulentnego.

W przypadku ustalonego przeptywu przez przewdd prostoliniowy o statym prze-

kroju sita pochodzaca od rdznicy cisnienia jest rownowazona sita tarcia na scianie

2
Ap%zrolnd, (7.22)

stad
Ap:470%. (7.23)

Uwzgledniajac zaleznosé (7.2) i pamietajac, ze z,/p =vZ(p. 6.8.3), otrzymamy
v. 7
v 242’

(7.24)

gdzie v jest predkoscia Srednia.
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Poréwnujac powyzsza zaleznos¢ z (7.7), otrzymamy po przeksztatceniach

1
——=2lg(Rev2)-09. 7.25
=2l (Re /2) (7.25)
Na podstawie wynikéw badan doswiadczalnych zaleznosé ta zostata skorygowana
i wynosi
L _21g(Re7)-08. (7.26)
Ja
Jest to poszukiwana zaleznos¢ 4 = f(Re), z tym ze ze wzgledu na uwiktana postac¢ nie
zawsze dogodna w zastosowaniach.
Dlatego réwnolegle z pétempirycznymi zaleznosciami logarytmicznymi powszech-
nie sa stosowane empiryczne zaleznosci potegowe. Jedna z najbardziej rozpowszech-
nionych jest tzw. formuta Blasiusa

03164
YRe

A ~(100Re)™*, Re<10°, (7.27)

bedaca szczegdlnym przypadkiem ogélnej zaleznosci potegowej
A=A/Re", (7.28)

przy czym m < 1 ze wzrostem liczby Reynoldsa maleje. Wartos¢ m = 1/4, wystepujaca
w formule Blasiusa, odpowiada empirycznemu potegowemu rozktadowi predkosci
okreslonemu wzorem (7.5).

Przytoczone wzory dotycza wspotczynnika oporu liniowego w przewodach gtad-
kich. Przewody stosowane w praktyce maja czesto sciany wewngtrzne chropowate.
Nie znaczy to jednak, ze podane wzory nie maja praktycznego znaczenia.

Chropowatosé jest bowiem, w hydraulice, pojeciem wzglednym. Wiaze sie to
z istnieniem podwarstwy laminarnej, ktéra wygtadza wewnetrzne nieréwnosci prze-
wodu. Ale jak wynika z zaleznosci (6.234)

_ v _ gy [8_ g2V od
5_ﬂv*_ﬂv\/;_ﬂReﬁ’ (7.29)

grubos¢ podwarstwy zalezy od sredniej predkosci przeptywu, a scislej od liczby Rey-
noldsa.

Ze wzrostem liczby Reynoldsa grubo$¢ podwarstwy laminarnej maleje. Dopoki
grubos¢ ta jest wieksza od chropowatosci bezwzglednej k, dopdty przewdod ma cechy
gtadkosci, mowimy wowczas, ze przewdd jest hydraulicznie gfadki. Warunek 6 > k
bedzie spetniony, gdy v.k/v <5 Y.

Y Wartosé £ =5 (anie p=11,5) wynika z tego, iz przejscie od jednego obszaru do drugiego odbywa
sie stopniowo (rys. 6.19), a nie nagle w punkcie P.
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W praktyce postugujemy sie pojeciem chropowatosci wzglednej k/d. Na podstawie
wzoréw (7.27) i (7.29) (w ktdrych przyjmiemy S = 5) oszacujemy graniczna wartos¢
chropowatosci wzglednej, ponizej ktérej przewdd moze by¢ traktowany jako hydrau-
licznie gtadki. Otoz w przypadku granicznym dla &= kg,

(5] s 10V2( 4Re | 25
or R

. 7.30
d d Re | 03164 e’/® (7:30)

Obszerne badania dotyczace wptywu chropowatosci wzglednej i liczby Reynoldsa
na opory przeptywu przeprowadzit Nikuradse (we Wroctawiu w latach trzydziestych
ubiegtego wieku). Poniewaz nierdwnosci wewnetrznej powierzchni przewodow two-
rzace chropowatos¢ naturalna maja zarys nieregularnej powierzchni falistej, w bada-
niach stosowana byta tzw. chropowatos¢ sztuczna (regularna) wytwarzana przez nale-
pianie ziaren piasku o okreslonej granulacji. W tym przypadku mozna byto chropowa-
tos¢ okresli¢ bardziej precyzyjnie niz chropowato$¢ naturalna. Wyniki badan przed-
stawiono na rysunku 7.5, nazywanym wykresem (harfg) Nikuradsego.

\ .
strefa kwadratowej
0,08 3 . .
' zalezno$ci oporow
1 #NOSCLOPOTOW 4\ — 30
Vo RN el 61,2
0,05 _ 64 s 2]
A= Re \ ~d \;/ |~
0,04 <\ e 120
» \\// NN T TTT]
0,03 3 \\ — 252 1
\ strefa N "] 504
002 — . . \| przejsciowa N — T T T \1014
1 N \~ ///
7 T~
P \ wediug -, 0316 PSeed 1 2660
wzoru Blasiusa ~ 42 2 Nl ——
O 01 ! Lo [ | R \e ‘ \(\N\Lg{adkﬁ
102 2 4 68193 2| 4 6804 2 4 68105 2 4 6 8106
Re,, %2300

przeptyw laminarny przeptyw turbulentny

Rys. 7.5. Zaleznoé¢ wspdtczynnika oporu liniowego od liczby Reynoldsa — wykres (harfa) Nikuradsego

Na wykresie sporzadzonym w logarytmicznym uktadzie wspétrzednych A-Re
przeptywowi laminarnemu odpowiada prosta 1. o réwnaniu A = 64/Re (a wiasciwie
lg 4 = Ig 64-lg Re — dlatego prosta). Przeptywowi turbulentnemu w przewodzie hy-
draulicznie gtadkim odpowiada prosta 2., poprowadzona zgodnie ze wzorem Blasiusa
(7.27) (Ig A = Ig 0,3164—(1/4)lg Re). Wptyw chropowatosci staje sie zauwazalny do-
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piero przy liczbach Reynoldsa na tyle duzych, ze & < k. Poczatkowo liczba Reynoldsa
jeszcze wplywa na wartos¢ A, wéweczas, gdy 5< v,k /v <70. Na wykresie A-Re od-

powiada temu obszar zawarty miedzy prosta 2., a krzywa graniczna 3. Kazdej chro-
powatosci wzglednej odpowiada tu inna krzywa, wychodzaca z prostej 2. Widaé
zatem, ze podziat przewod6w na chropowate i gtadkie jest wzgledny, bo uzalezniony
od wartosci liczby Reynoldsa. Im wigksza jest ta liczba, tym mniejsze nieréwnosci
powierzchni wewnetrznej przewodu sa objete zasiegiem rdzenia przeptywu, az do
osiagniecia stanu w petni rozwinietego wptywu chropowatosci. Nastepuje to wtedy,
gdy v, k/v>70. Na wykresie Nikuradsego punkty wyznaczone doswiadczalnie ukta-

daja sie¢ wéwczas na prostych poziomych, co oznacza zanik wptywu liczby Reynoldsa
na wartos¢ wspotczynnika oporu. Jest to obszar lezacy na prawo od krzywej granicz-
nej 3. Wspotczynnik A zalezy w tym obszarze wytacznie od chropowatosci wzglednej
k/d, a wiec wysokos¢ straty energii jest proporcjonalna do kwadratu sredniej predko-
sci. Dlatego obszar ten czesto jest nazywany strefqg kwadratowej zaleznosci oporéw od
predkosci.

Z przedstawionych rozwazan wynika, ze na wykresie Nikuradsego mozna wyod-
rebni¢ trzy strefy:

1. hydraulicznej gtadkosci przewodow, w ktdrej A = f (Re),

2. czesciowego wptywu chropowatosci na opory przeptywu, w ktorej A = f(Re, k/d),

3. W petni rozwinietego wptywu chropowatosci, w ktorej A = f (k/d).

Wyniki pomiaréw wspdétczynnika A odnoszacych sie do przewodéw o chropowa-
tosci naturalnej roznia si¢ nieznacznie od omoéwionych. Wszechstronne badania
wspotczynnika A w rurach stalowych i zeliwnych o srednicach 20600 mm, przy roz-
nych chropowatosciach naturalnych s$cian, zostaty wykonane przez Colebrooka
i White’a i maja przebieg zgodny z formuta

1 2,5 L
+- ZIQ(—Re ﬁ+3'7dj, (7:31)

ktora dla k/d = 0 przechodzi w formute (7.26).

Zaleznos¢ (7.31) przedstawiono wykreslnie na rysunku 7.6. Na prawo od krzywej
granicznej, wartosci A nie zaleza od liczby Re, co odpowiada strefie kwadratowej za-
leznosci oporow od pregdkosci.

W zagadnieniach technicznych dogodniejsza do stosowania jest formuta empi-
ryczna AltSula

0,25
A= 0,11(% + EJ . (7.32)
€

Wartosci chropowatosci bezwzglednej k w formutach (7.31) i (7.32) zaleza od ma-
teriatu i stanu powierzchni rury i wynosza od k = 0,005 mm (w przypadku rur szkla-
nych) do k =9 mm (dla przewoddéw betonowych chropowatych).
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Rys. 7.6. Zalezno$¢ wspotczynnika oporu liniowego od liczby Reynoldsa
— wykres Colebrooka—White’a

Oméwione wartosci wspotczynnika A odnosza sie do przeptywow tylko w tych prze-
wodach, w ktérych rozktad predkosci jest juz w petni uformowany. Uformowanie
rozktadu predkosci nastgpuje na pewnej dtugosci przewodu l,,, zwanej dtugoscia wstepna,
okreslona w ruchu laminarnym zaleznoscia (6.126), a w przypadku ruchu turbulentnego
zaleznosciami Kirstena lub Nikuradsego (p. 7.1.1). Na ditugosci wstepnej wartos¢ wspot-
czynnika A ulega zmianie, ale w zagadnieniach technicznych te zmiane sie pomija.

Podczas obliczania wysokosci strat hydraulicznych przez przewody o niekotowym
przekroju korzysta sie réwniez z zaleznosci (7.21) oraz z podanych wykreséw, pod-
stawiajac d = d,, gdzie d, — nazwana srednicq zastepczq — jest poczwo6rng wartoscia
stosunku przekroju przeptywowego A do obwodu zwilzonego U, czyli d, = 4A/U.
Zaleznos¢ (7.21) przyjmuje wiec postaé

2
Ah® =,1(Re,d£]d'—‘2’—, (7.33)
, 29

z

przy czym Re = v d,/v.
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7.2.2. STRATY ENERGII W PRZEPLYWIE NIEIZOTERMICZNYM

Podane w poprzednim punkcie zaleznosci sa stuszne tylko w przypadku przepty-
wow izotermicznych, w ktérych temperatura ptynu, a zatem i jego lepkos¢ oraz ge-
stos¢ w catej strudze sa takie same.

Jezeli przeplywowi towarzyszy wymiana ciepta”, to temperatura zmienia si¢ za-
réwno w przekroju poprzecznym, jak i wzdtuz przewodu. Zmiana temperatury pocia-
ga za soba zmiang gestosci i lepkosci, co prowadzi do zmiany profilu predkosci
i ostatecznie do zmiany wspoétczynnika oporu liniowego.

Najbardziej rozpowszechniona metoda obliczania strat hydraulicznych w przepty-
wach nieizotermicznych polega na wprowadzeniu mnoznika poprawkowego do warto-
sci wspébtczynnika oporu liniowego okreslonego dla przeptywu izotermicznego. Dla
cieczy stosowana jest zaleznosé¢

Al 2o = (Hs/te)™™ (7.34)
w ktorej:
/n i Ao — 0dpowiednio wspdétczynniki oporu liniowego, w przeptywie nieizotermicz-
nym i izotermicznym?,
Us i le —dynamiczne wspotczynniki lepkosci cieczy odpowiadajace temperaturze
sciany przewodu T; i $redniej temperaturze cieczy T..

Podczas chtodzenia cieczy Ts < T, = W/l > 1 i z zaleznosci (7.34) wynika, ze
wspotczynnik oporu liniowego wzrasta w poréwnaniu z przeptywem izotermicznym.
Odwrotnie podczas nagrzewania cieczy — Ts> T, = HUs/Me < 1 i wspdtczynnik oporu
maleje w poréwnaniu z przeptywem izotermicznym.

Do okreslenia wspdtczynnika tarcia w nieizotermicznym turbulentnym przeptywie
cieczy w przewodach hydraulicznie gtadkich stosuje sie tez formute

2y =1821g (s T 1, )-1.64) 2. (7.35)

Wyniki obliczen wedtug tej formuty w zakresie 2,8-10" < Re < 4,5-10° oraz
0,83 < Ws/le < 2,5 rdznia sie od danych doswiadczalnych srednio 0 2+3%.

Do obliczania wspétczynnika oporu liniowego w turbulentnym przeptywie nieizo-
termicznym gazu mozna stosowac przyblizona zaleznos¢ podana przez Kutatetadze

e, =T T, . (7.36)

7.2.3. ZMNIEJSZANIE LINIOWYCH STRAT HYDRAULICZNYCH
W PRZEPLYWIE TURBULENTNYM

Badania prowadzone w ostatnich dziesigcioleciach wskazuja na mozliwos¢ znacz-
nego zmniejszenia liniowych strat energii w przewodach w wyniku praktycznego za-

D Zagadnienia takie w praktyce wystepuja bardzo czesto, np. przeptywy w wymiennikach ciepla,
w instalacjach c.o. i c.w., w urzadzeniach energetycznych.
2) Przy okreslaniu A, gestosé i lepkosé cieczy przyjmuje sig dla sredniej temperatury cieczy.
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stosowania tzw. efektu Tomsa. Efekt ten polega na tym, ze po dodaniu do wody
(a takze innych cieczy) niewielkiej ilosci (koncentracja objetosciowa rzedu 107*+107°)
niektérych polimeréw makromolekularnych, rozpuszczalnych w wodzie (np. poliakry-
loamid, polioksyetylen), straty tarcia w przeptywie turbulentnym zmniejszaja sie kil-
kakrotnie (0 60+80%)".

Mechanizm tego zjawiska nie jest jeszcze w petni wyjasniony. Przypuszcza sie, ze
dodatki polimeréw o duzej masie molekularnej zmieniaja strukture strugi (szczegélnie
w poblizu $ciany), wptywajac ttumiaco na fluktuacje turbulentne. Maleja wiec napre-

zenia turbulentne 7z, =-pv', V', , co prowadzi do zmniejszenia strat tarcia.

Na rysunku 7.7 przedstawiono wyniki badan przeprowadzonych dla réznych kon-
centracji rozpuszczonego w wodzie poliakryloamidu. Wida¢, ze dodanie polimeru
wplywa na obnizenie wartosci wspotczynnika oporu liniowego od punktéw P;, ktérym
odpowiada tzw. wartos¢ progowa liczby Reynoldsa. Ze wzrostem koncentracji wartos¢
progowa liczby Reynoldsa maleje, a stopien obnizenia wspotczynnika oporu rosnie.

P; 0316

0,04 4
\Re

0,02
y \ ’\ ‘
Rys. 7.7. Zaleznos¢ wspétczynnika g Lo 84 \\‘ 0,005 %

A

o/ /]

oporu liniowego od liczby _Re ™~ 0,001 %
Reynoldsa dla r6znych 0,01 | (L0,025% |
koncentracji poliakryloamidu 0,080 4 6 80t 2 4 6 8105
rozpuszczonego w wodzie Re

Istnieje jednak pewna optymalna koncentracja polimeru (rzedu 107™), po przekro-
czeniu ktorej obserwuje sig ponowny wzrost oporu tarcia. Wartos¢ wspotczynnika
oporu liniowego w rurach w przypadku przeptywu wody z dodatkiem polimeru mozna
wyznaczy¢ z formuty

£15,75
1 \% 2,5 k
— —_2] *pr = — |, 7.37
N g(v*] (Reﬂ 3,7d] (7.37)
w ktorej:
\Y — wartos¢ predkosci tarcia (tzw. wartos¢ progowa, zalezna od rodzaju polime-

*pr
ru), po przekroczeniu ktorej opor tarcia maleje,
£ — wspotczynnik zalezny od rodzaju polimeru i jego koncentracji.

Y Podobny efekt uzyskuje si¢ rowniez po dodaniu niektorych substancji powierzchniowoczynnych
do cieczy lub czastek statych do gazu.
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Dla poliakryloamidu (najczesciej obecnie stosowanego polimeru) przyjmuje sie
V., =005 m/s i £= 1000 ¢ przy koncentracji objetosciowej polimeru 5-10° < ¢ < 1,2:10™.

Jezeli koncentracja polimeru ¢ = 0, to formuta (7.37) przyjmuje posta¢ (7.31).

7.3. STRATY HYDRAULICZNE
WYWOLANE OPORAMI MIEJSCOWYMI

Oprécz strat wywotanych tarciem wystepujacych w przewodach prostoliniowych
lub tagodnie zakrzywionych, o niezmiennym przekroju, podczas przeptywu spotyka-
my sie z dodatkowymi stratami powstatymi wskutek zmiany pola przekroju poprzecz-
nego przewodu, zmiany kierunku przeptywu lub wbudowania urzadzen dtawiacych
przeptyw. Straty te, spowodowane przez lokalne przeszkody, znajdujace si¢ na drodze
przeptywajacej strugi, nazywamy stratami miejscowymi lub lokalnymi, a elementy
wywotujace te straty — oporami miejscowymi.

Wysokos$¢ spadku cisnienia mozemy okresli¢ ze wzoru Darcy’ego—Weishacha
(7.21). Poniewaz stosunek dtugosci | do srednicy d jest wielkoscig stata dla danego
zrodta straty, wigc A(Re, k/d) I/d = {(Re), a wzor (7.21) przyjmuje postac

V2

Ah® =Ah™" :g(Re)Zg

(7.38)

w ktdrej & — wspotczynnik strat miejscowych, zalezny od rodzaju przeszkody i od
liczby Reynoldsa, odniesiony najczesciej do sredniej predkosci za przeszkoda.

Wartos¢ wspotczynnika £ tylko w niektorych przypadkach przeptywow zostata
wyznaczona teoretycznie. Na 0got jego wartosci sa okreslane doswiadczalnie.

Niekiedy podczas okreslania miejscowych strat przeptywu wprowadza sie tzw.
réwnowazng (ekwiwalentng) dfugos¢ danego oporu miejscowego le. Jest to diugosé
odcinka prostoosiowej rury o oporze rdGwnym oporowi danej przeszkody miejscowej,
a zatem

2 2
ey ,1|_ev_, (7.39)
29 d 2g
stad
g
IL==d. 7.40
e =7 (7.40)

Wspbtczynnik oporu liniowego A zalezy jednak od liczby Reynoldsa i chropowa-
tosci wzglednej, wobec tego jednej wartosci £ w ogolnym przypadku odpowiadaja
rozne diugosci ekwiwalentne. Dopiero kiedy A = A (Re), tzn. w obszarze kwadratowej
zaleznosci oporu tarcia od predkosci, dtugos¢ ekwiwalentna okreslonego oporu miej-
scowego jest stata.
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7.3.1. PRZEPLYW PRZEZ PRZEWOD PROSTY
ROZSZERZAJACY SIE

Rozpatrzmy najpierw przeptyw przez przewod z gwattownym rozszerzeniem
przekroju (rys. 7.8). Struga wypltywajaca z przewodu wezszego o polu przekroju A;
z predkoscia v, stopniowo rozszerza sie i w pewnej odlegtosci od miejsca gwattownej
zmiany przekroju obejmuje caty przekroj rurociagu o polu A,. Podczas przeptywu
pojawiaja sie obszary oderwania strugi oraz zwiazane z tym obszary przeptywow po-
wrotnych (strefy recyrkulacji). Poniewaz energia kinetyczna przeptywéw powrotnych
jest czerpana z energii strugi gtownej, przeptywy takie zwiazane sa ze znacznymi stra-
tami energii.

-57&\4_»7,77

T e

=

Rys. 7.8. Nagte rozszerzenie przewodu

Straty te mozna dostatecznie doktadnie okresli¢, traktujac przeptyw jako jedno-
wymiarowy. W tym celu wydzielimy powierzchnie kontrolna ograniczajaca obszar
miedzy przekrojami 1. oraz 2. i wyznaczymy wartos¢ straty energii strugi przeptywa-
jacej przez te przekroje.

Z uogolnionego réwnania Bernoulliego (przy zatozeniu q = o, = 1) dla przekro-
jow 1.i 2. otrzymamy

ARt = PP ViV (7.41)
P9 29

Z zasady zachowania pedu (zmiana pedu w czasie réwna sie sumie siZ w objetosci
kontrolnej) wynika natomiast

%PQV dt(v, -v, )= p,A - p,A, Y, (7.42)

Y ze wzgledu na mata odlegtos¢ migdzy przekrojami 1. i 2. sitg tarcia na scianach pominigto. Ped
obliczono, podobnie jak w literaturze, przyjmujac jednakowa predkosé¢ w przekroju poprzecznym. Aby
uwzgledni¢ zmiennos¢ rozktadu predkosci, trzeba wprowadzi¢ wspotczynnik analogiczny do wspoiczyn-

2
1 Y,

nika Coriolisa « (Wz0r (7.14)), zwany wspdtczynnikiem pedu (Boussinesqa) £ = KJ.(_J dA.
V.
A $r
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skad po przeksztatceniach

P — P2 z%(vz _Vl)p =V2(V2 _Vl)p : (7.43)
Po podstawieniu zaleznosci (7.43) do réwnania (7.41) otrzymamy
2
AhS = Vi-v,) , (7.44)
29

Wz6r ten nosi nazwe wzoru Bordy i jest podobny do wzoru okreslajacego strate
energii kinetycznej przy niesprezystym zderzeniu ciat statych. Dlatego strata podczas
naglego rozszerzenia jest czesto mylnie nazywana strata uderzenia.

Po uwzglednieniu réwnania ciagtosci wzor (7.44) mozna przedstawi¢ w postaci

2.2 2.2
AhS z(ﬁ_lj V_zz(i_lj Vo (7.45)
V, 29 A 29

z ktorej wynika, ze wspotczynnik oporu miejscowego odniesiony do predkosci za
przeszkoda wynosi

2
-
¢ = (——1 : (7.46)
A
Jesli odnies¢ go do predkosci przed rozszerzeniem, to
Ai 2
g:( ——j : (7.47)
Ay

Wz6r (7.46) wykazuje wystarczajaca zgodnos¢ z wynikami doswiadczalnymi
w zakresie przeptywu turbulentnego.

Oprocz elementoéw, w ktorych nastepuje gwaltowne rozszerzenie przekroju, czesto
stosuje sie elementy z ptynna zmiana przekroju. Sa to tzw. dyfuzory (rys. 7.9). Strate
energii w dyfuzorze mozna rozpatrywa¢ jako sume straty miejscowej spowodowanej
zmiana przekroju strugi i straty liniowej wynikajacej z tarcia cieczy o sciany dyfuzora.

Rys. 7.9. Dyfuzor stozkowy
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Wartos$¢ wspoétczynnika ¢ oporu miejscowego dyfuzora zalezy od ksztattu tworza-
cych, od kata rozwarcia 6, od smuktosci dyfuzora I/d, od chropowatosci jego scian
oraz od liczby Reynoldsa, a zatem

¢ :;(5%%, Rej . (7.48)

Z doswiadczen wynika, ze wspétczynniki oporu { zaleza od Re do jej granicznej
wartosci (Rey ~ 3-10°), a powyzej juz nie.

W przypadku dyfuzoréw krotkich strate miejscowa okresla wzér (7.45) po wpro-
wadzeniu do niego wspétczynnika poprawkowego o zaleznego od kata rozwarcia
dyfuzora, okreslonego na podstawie doswiadczen, a zatem

2.2
Ahe" =a[i—1j Vo (7.49)
A 29

w ktérym dla kata rozwarcia 6 = 7°, = 0,14, dla 6 = 10°, « = 0,20, a dla & = 14°,
a=0,30.
W przypadku katdéw rozwarcia dyfuzora & > 25° straty energii w przeptywie przez
dyfuzor sa réwne stratom wyniktym z nagtego rozszerzenia rury.
W przypadku dyfuzorow dtugich, o niewielkich ka-
tach rozwarcia 6 < 10°, oprdcz strat wywotanych zmiana | 5
pedu (7.49), nalezy réwniez uwzgledni¢ straty spowodo- Ry ——=
wane tarciem. SR E—
Zgodnie z zaleznoscia (7.21) strata liniowa na ele-
mentarnym odcinku o diugosci dx (rys. 7.10)

Rys. 7.10. Schemat do obliczen
dx v?

d(ah")=2 25" (7.50)

poniewaz

dr [rzjz
dx = oraz v =v, —=|,
tgo/2 r

gdzie r, = D/2, otrzymamy

oA vi(n)
d(ah )= oG Zg(rj dr, (7.51)

a po scatkowaniu w granicach od r; =d/2 do r, = D/2 i uwzglednieniu réwnania

ciagtosci
2 2
PN R Y L (7.52)
8rtgo /2| A 29
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przyjeto stata wartos¢ wspdtczynnika oporu liniowego 4 = (4, + 4,)/2, gdzie 4,, 4,
odpowiadaja srednicom d i D.

Sumaryczny wspotczynnik oporu dyfuzoréw, o katach rozwarcia 6 < 14° mozna
zatem okresli¢ wzorem

¢= 4 {[ij —1J+sin§(i—1J, (7.53)
srigai2| | A A

w ktérym dla 6 < 20° przyjmuje sie a = sin o.

W dyfuzorach stozkowych kat rozwarcia nie powinien by¢ wiekszy niz 14°; przy
wiekszych bowiem katach moze zajs¢ zjawisko oderwania strugi od $cian, powoduja-
ce znaczny wzrost oporow. Im wigkszy jest przyrost cisnienia wzdtuz dyfuzora, czyli
im wigkszy jest gradient cisnienia dp/dx, tym blizej przekroju wlotowego nastepuje
oderwanie warstwy przysciennej. Podczas projektowania uktadéw hydraulicznych
dazy sie do takiego ksztattu dyfuzora, aby zmniejszy¢ straty wywotane oderwaniem
strugi od $ciany. Przy danym stosunku przekrojow: wyptywowego do doptywowego
A,/A; wartos¢ gradientu dp/dx zalezy przede wszystkim od dtugosci dyfuzora, a zatem
od kata 6. Gradient cisnienia dp/dx, dla zadanego stopnia rozwarcia Ay/A; i kata o,
a zatem dla zadanej smuktosci dyfuzora, mozna regulowaé ksztaltem jego scian.
Z doswiadczen wynika, ze przy ustalonej optymalnej smuktosci I/d = 5+7 najmniejsze
straty cisnienia wystepuja w dyfuzorach stozkowych o katach rozwarcia ¢ < 14°,
a zatem w przypadkach wiekszych gradientow cisnienia w poczatkowej czesci dyfuzo-
ra. Dla wiekszych wartosci kata rozwarcia & > 14° najmniejsze straty wywotuje wbu-
dowanie dyfuzoréw o tworzacych krzywoliniowych (izogradientowych), opisanych
rownaniami dp/dx = const lub dv/dx = const (rys. 7.11), w ktérych wystepuje rowno-
mierny przyrost cisnienia lub predkosci. Dzieki takiemu uksztattowaniu scian dyfuzo-
ra straty ulegaja zmniejszeniu, gdyz miejsce oderwania przemieszcza sie do przodu
(blizej przekroju wyptywowego). Chropowatos¢ scian wewngtrznych dyfuzora pod-
czas przeptywu bez oderwania zwieksza opory przeptywu, zmniejsza je natomiast
w przeptywie przez dyfuzory o wigkszych katach rozwarcia, gdyz przesuwa punkt
oderwania dalej od przekroju wlotowego.

Rys. 7.11. Dyfuzor izogradientowy
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7.3.2. PRZEPLYW PRZEZ PRZEWOD PROSTY ZWEZAJACY SIE

Podczas przeptywu przez gwattowne zwezenie przekroju (rys. 7.12) struga, wpty-
wajac do przewodu o mniejszym przekroju, ulega dodatkowemu przewezeniu (kontr-
akcji)”, a nastepnie rozszerza sie, wypelniajac caly przekréj przewodu. Doswiadczenia
wykazuja, ze straty energii w przeptywie
przez zwezenia Sa znacznie mniejsze niz

podczas przeptywu przez rozszerzenie \\
o tym samym stosunku powierzchni pol A i — Ve V2

przekrojow. iﬁz °

Rys. 7.12. Nagte zwezenie przewodu

Struga miedzy przekrojami 1. i 2. moze by¢ podzielona na dwa odcinki 1-C i C-2
(w przekroju C wystepuje najwigksza kontrakcja strugi; predkosé vc jest najwigksza,
bo jej srednica dc jest najmniejsza).

Strata energetyczna Ah: na odcinku C-2 moze by¢ obliczona wedtug wzoru Bor-
dy (7.44)

gdyz struga jest tam przyspieszana podobnie jak w przypadku rozwazanym w punkcie
7.3.1 (rys. 7.8). Po zastosowaniu réwnania ciaglosci i oznaczeniu « = (dc/d)?

2 9 2
AR =(1— ) Ya o ¢, =(i— j . (7.54)
K 29 K
Po zdefiniowaniu catej wysokosci strat energetycznych jako
2
Abs =g Y2
29

mozna obliczy¢ strate na odcinku 1-C

Ahg, =(C—(%— j }\;—; (7.55)

Z doswiadczen wiadomo, ze (1/x — 1)*> ma przewazajacy udziat w catym wspot-
czynniku oporu, czyli straty energetyczne na odcinku C-2, gdzie struga jest opdznia-

U Ciecz wypetnia caty przekr6j poprzeczny przewodu, ale na pewnym odcinku transport masy
wzdtuz osi strugi odbywa sie czescia przekroju poprzecznego; reszte zajmuja strefy recyrkulacji, w ktd-
rych strumien objetosci jest zerowy.
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na, przewazaja nad stratami na odcinku, w ktérym przyspiesza. Oznacza to, ze sposo-
bem istotnego obnizenia strat energetycznych na nagtym zwezeniu przewodu jest
zlikwidowanie strefy recyrkulacji za zwezeniem. Wedtug badan Hamiltona, zaokra-
glenie ostrych krawedzi promieniem dtuzszym niz 0,12d sprowadza wspotczynnik
oporu do wartosci = 0,1.

W tabeli podano wartosci wspotczynnikow kontrakciji «, (1/x — 1) = ¢e, £ w za-
leznosci od stosunku A, /A; wedtug badan Weisbacha.

AJA; 0 o1 |02 |03 |04 |O5 |06 (07 |08 |09 |10
K 0,617]0,624 0,632 | 0,643 0,659 0,681 |0,712|0,755|0,813 | 0,892 | 1,00
Ur-1)° 0,38 10,36 |0,34 |0,34 |0,27 |0,22 |0,16 |[0,10 |0,05 |0,02 |O
4 0,50 |0,46 |041 |0,36 |0,30 |0,24 |0,18 |0,12 |0,06 |0,02 |0
0,5(1-Ay/A;) 0,50 0,45 |0,40 |0,35 [0,30 |0,25 |0,20 |0,15 0,10 |0O,05 |O

Whynika stad, ze dla A,/A; = 0 (ostrokrawedziowy wlot do rury ze zbiornika — rys.
7.13a) wspotczynnik oporu wynosi 0,5. W przypadku dobrze zaokraglonego wlotu ze
zbiornika do rury jest mozliwe teoretyczne obliczenie wspétczynnika oporu na pod-
stawie teorii warstwy przysciennej. Niektore zrodta (np. polska norma) podaja wzor na
wspoétczynnik oporu nagtego zwezenia w postaci

A
05| 22—
o}

ktory, jak wynika z tabeli, moze by¢ stosowany w praktycznych obliczeniach, gdyz
wystarczajaco doktadnie zgadza sie z wynikiem doswiadczen.

(7.56)

a) b)
- B
e - f ‘

Rys. 7.13. Rdzne ksztatty wlotu ze zbiornika do przewodu:
a) wlot zewnetrzny, b) wlot wewnetrzny, ¢) wlot pod katem

Jezeli wlot do przewodu nie pokrywa sig¢ z powierzchnia sciany zbiornika (rys.
7.13b), to op6r wzrasta i dla 1/d > 0,5 wspotczynnik oporu osiaga wartos¢ ¢ = 1.
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W przypadku potaczenia przewodu ze zbiornikiem pod katem g (rys. 7.13c) wspdt-
czynnik oporu miejscowego okresla sie z zaleznosci

£=0,5+0,3c0s B+0,2cos’ 3. (7.57)

W przeptywie przez stozkowe zwezajace sie odcinki przewodu, tzw. konfuzory
(rys. 7.14), wystepuja tylko niewielkie straty energii wywotane tarciem na dtugosci,
ktére mozemy obliczy¢ z zaleznosci®

Ah® =L{1—[ﬁﬂﬁ. (7.58)
8tgo/2 A 29

Rys. 7.14. Konfuzor stozkowy

7.3.3. PRZEPLYW ZE ZMIANA KIERUNKU

Podczas przeptywu ptynu przez elementy zakrzywione (kolana, tuki, zatamania),
oprécz strat wywotanych tarciem i oderwaniem strugi, wystepuja dodatkowe straty
wynikajace z powstawania wiréw indukowanych. Struktura przeptywu (a zatem roz-
ktady predkosci i cisnien) w kanale zakrzywionym jest podobna do rozktadu predkosci
i cisnien w wirze swobodnym. W przekroju poprzecznym (rys. 7.15), lezacym poza
obrebem warstw przysciennych, cisnienie w poblizu wewnetrznej $ciany zakrzywionej
(punkt A) jest mniejsze niz cisnienie w poblizu sciany zewnetrznej (punkt B). Réznice
cisnieh pg — pa rownowaza sity odsrodkowe przeptywajacego czynnika. Zgodnie
z réwnaniem Bernoulliego

(pB > pA):>VA >Vg.

W warstwach przysciennych predkosci przeptywu maleja do zera i sity odsrodko-
we nie rownowaza réznicy pg — pa, a zatem wzdtuz sciany przewodu powstaje ruch
w kierunku od B do A, wywotujacy powstanie dwdch wiréw (rys. 7.15). Wiry indu-
kowane zwiekszaja straty w przewodach zakrzywionych.

Catkowite straty wysokosci energii w przeptywie przez przewdd zakrzywiony
okresla zaleznos¢

Y Wyprowadzenie jak dla dyfuzora.
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AR = AR™ + AR® (7.59)

w ktorej:
V2
AR = T oo ~straty tarcia,
g

2
v . . .
Ah¥ = (7 2q "~ straty wywotane powstaniem wiru i oderwaniem.

Rys. 7.15. Przeptyw w kolanie

Wspotczynnik oporu catkowitego jest suma
(=¢'+ gt

i zalezy od nastepujacych parametrow

d k
c=¢(gioret)
przy czym:
d - érednica rury,
R - promien krzywizny,
o — kat zmiany kierunku przeptywu,
Re - liczba Reynoldsa,
k — chropowatos¢ bezwzgledna.

Jesli zakrzywienie przewodu jest zbyt gwattowne (mate R/d), to powstaja oderwa-
nia strugi, co zwigksza wartos¢ ¢°. Dla tagodnych zakrzywien (duze R/d) oderwania
moga hie wystapic¢, zwieksza sie natomiast straty tarcia. Istnieje wiec optymalne, ze
wzgledu na minimalizacje strat, zakrzywienie przewodu. Na rysunku 7.16 przedsta-
wiono ¢ = ¢(R/d) dla gtadkiej rury zgigtej pod katem & = 90° (kolano). Wartosci ¢
w przypadku rur bardzo chropowatych sa dwukrotnie wigksze niz rur gtadkich.

Dla Re>1,5-10° wartosci ¢ nie zaleza od Re. Nalezy zwrdcié¢ uwage, ze uksztatto-
wanie sie profilu predkosci nastepuje dopiero w odlegtosci (50+70)d za kolanem
i tylko w takich przypadkach dozwolone jest sumowanie doswiadczalnie wyznaczo-
nych wartosci wspoétczynnikow ¢
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Rys. 7.16. Zalezno$¢ wspdtczynnika  od R/d w przeptywie przez kolano

Przewdd zakrzywiony, w ktérym R/d = 0, nazywamy zafamaniem (rys. 7.17a).
Przeptyw przez zatamanie jest podobny do przeptywu przez kolano, z tym ze straty
wywotane oderwaniem sa wigksze. Dla zataman ¢ = ¢£* . Wartosci wspétczynnika ¢
zaleza od kata zatomu J'i liczby Re. Na rysunku 7.17b przedstawiono ¢ = {(Re) pod-
czas przeptywu przez zatamanie pod katem prostym, w przypadku zwyklej rury stalo-
wej 0 d = 50 mm. Wartosci wspdtczynnika ¢ sa wigksze niz w przypadku kolana. Dla
Re > 6-10° wartosé¢ ¢ prawie nie zalezy od Re.

a) b)

14

v N
_ 1,3 Sy
(; —

1,2

4,8 52 5,6 6,0 6,4
Ig Re

Rys. 7.17. Przeptyw przez przewdd z zatamaniem:
a) schemat, b) zaleznos¢ wspoiczynnika ¢ od liczby Reynoldsa

Znaczne zmniejszenie strat przeptywu w zatomie i w przewodzie zakrzywionym
o matym R/d uzyskuje sie przez wprowadzenie wzdtuz prze- \
N

\Y

katnej naroza palisady topatek (rys. 7.18). Powoduje to zmniej- . .
szenie wspoiczynnika ¢ od wartosci ¢ ~ 1,2 w przypadku
przeptywu beztopatkowego do wartosci ¢~ 0,2+0,3.

Rys. 7.18. Palisada topatek (kierownica) zmniejszajaca straty przeptywu w zatamaniu rury
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7.3.4. PRZEPLYW PRZEZ URZADZENIA DLAWIACE

Zasuwy, zawory, przepustnice itp. zaliczamy do urzadzen dtawiacych przeptyw.
Wartosci Ah®, zalezne od uksztattowania czesci przeptywowej urzadzenia, wyznacza-
my doswiadczalnie. Odnosimy je do predkosci za przeszkoda.

Zasuwa (rys. 7.19). Warto$¢ wspoétczynnika strat zalezy od stosunku h/d, tj. od
stopnia otwarcia zasuwy.

\\\
§\\\\\\\§
N

2z //1///%

Rys. 7.19. Schemat zasuwy

Wartosci ¢ wynosza:

h/d ’ 1 ’ 718 ’ 6/8 ‘ 5/8 ’ 418 ’ 38 ’ 218 ’ 1/8
c ‘ 0,00 ‘ 0,07 ‘ 0,26 | 0,81 ‘ 2,06 ‘ 5,52 ‘ 17,0 ‘ 97,8

Zawor. Wartosci wspotczynnikéw strat energetycznych w zaworach przeptywo-
wych w zaleznosci od konstrukcji sa nastepujace:

1. W przypadku zaworu prostego, przedstawionego na rysunku 7.20a dla otwarcia
catkowitego ¢'= 3+5,5.

2. W przypadku zaworu skosnego (rys. 7.20b) &= 2-+3.

Rys. 7.20. Schemat przeptywu przez zawdr: a) prosty, b) skosny
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Na rysunku 7.21 podano charakter zmiennosci ¢ = ¢{(Re) typowych zaworéw
w obszarze przeptywu turbulentnego.

6,0

1

2
3,0 ——— 3
¢
1,0
0,7 4
05108 10°
Re

Rys. 7.21. Zaleznos¢ wspoiczynnika { od liczby Reynoldsa
w przeptywie przez zawory:
1, 2 — zawory zwykte, 3 — zaw6r z ukosnym zamknieciem,
4 — zawor o przeptywie prostoliniowym

Przepustnica. Wspo6tczynnik strat {'w przeptywie przez przepustnicg (rys. 7.22a)
zalezy od stopnia jej otwarcia, a zatem od kata c.

a) b)
— T =
——
P =
——

Rys. 7.22. Schemat przepustnicy: a) uchylonej, b) otwartej

Wartosci ¢'= ¢ (a) wynosza:

a’ 4 & 4 o 4

5 0,24 30 3,91 55 58,8
10 0,52 35 6,22 60 118
15 0,90 40 10,8 65 256
20 1,54 45 18,7 70 751

25 2,51 50 32,6 90 0
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Dla catkowitego otwarcia (rys. 7.22b), w zaleznosci od stosunku a/d, wartosci sa
nastepujace:

ald | 0,10 | 0,15 | 0,20 | 025
¢ | 005:010 | 010:016 | 017:024 | 0,25:0,35

Kurek. Wspotczynnik oporu przy przeptywie przez kurek (rys. 7.23) zalezy od
kata o okreslajacego stopien otwarcia kurka.

Rys. 7.23. Schemat kurka

Wspotczynnik oporu ¢ przyjmuje wartosci:

o ¢ & ¢ & ¢
5 0,05 25 3,10 45 | 31,2
10 0,29 30 547 50 |526
15 0,75 35 9,68 55 | 106,0
20 1,56 40 173

7.3.5. LACZENIE | DZIELENIE SIE STRUG

Miejsca, w ktorych przewod rozgatezia sie albo przewody tacza sie w jeden prze-
wod zbiorczy, nazywamy wezfami. W uktadach najczesciej wystepuja zagadnienia
taczenia dwoch strug lub rozdzielania jednej strugi na dwie. Ksztattki, w ktérych za-
chodza te zjawiska, nazywamy tréjnikami.

Kazdy tréjnik zastosowany do podziatu strugi, a nastepnie, przy zachowaniu tych
samych strumieni objetosci w przewodzie gtéwnym i odgatezieniach, do taczenia sie
strug w obydwu przypadkach spowoduje inna strate energii. Dlatego tez wspdtczynni-
ki oporow miejscowych nalezy wyznacza¢ oddzielnie &, &, ..., &, dla kazdego odga-
lezienia.

Wspbtczynnik oporu miejscowego przy taczeniu i dzieleniu sie strug

—o B G Qe A A A 7.60
> g[qvc’qvc’ e AR “J (70

przy czym:
Ov1, Ov2, -, Qun — Strumien objetosci w odgatezieniach,
Ove — strumien objetosci w przewodzie gtéwnym,
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AL Ay, ..., Ay —pole powierzchni przekroju odgatezien,
Ac — pole powierzchni przekroju przewodu gtéwnego,
o, &, ..., &, — Katy zawarte miedzy osiami poszczegolnych odgatezien i osia prze-
wodu gtéwnego.
Straty przeptywu nalezy liczy¢ oddzielnie dla kazdej z dwu strug o strumieniach

objetosci qys i qv, na podstawie wzoréw
2

v? v
AR = —, A =¢,—, 7.61
W=bipg AM=Gy (7.61)
w ktorych v — predkos¢ w przewodzie gtdbwnym okreslona zaleznoscia
V= A(ay, +ZQV2) _
nd

Wspbtczynniki & i & sa zwykle wyznaczane doswiadczalnie. Orientacyjne warto-
sci podano na wykresach (rys. 7.24).

Qvs =7, Ay [ T]
;a;/ 0. =90° 1,0 o =90°—
08 ] T
Bl o0

0,5 ]
Avz 0,4 __: ~ L eo° Z, 0 60°—
S1 0F SN 45t
45° -05
_0,4 ‘ ‘
0 v, 1 0 Ay, 1
Qv ay
q X A1
Y SN\ T T T 1]
10 a=90°_| 4
G 04 | =
T~ o |
N 0,2 |0 =45°-90°4" 08 TN Bt
gl 0 // 0,4 ~_ 450*;
ol N
0 qu 1 qV2 1
v Av

Rys. 7.24. Zaleznosci wsp6tczynnikéw (; i {; od liczby Reynoldsa w przeptywie przez tréjniki

Ujemna wartos¢ wspdtczynnika wskazuje, ze wystepuje ejekcja strugi.

7.3.6. PRZEPLYW PRZEZ PRZEWODY SPAWANE

W praktycznych obliczeniach rurociagdw wystepuje potrzeba uwzglednienia strat
powstajacych w miejscach potaczen (zwtaszcza spawanych) poszczegdlnych odcin-
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kow rurociagu. Badania opordw odcinkéw ze spoinami wykazaty wzrost strat hydrau-
licznych w stosunku do strat na takich samych odcinkach, ale bez spoin, z tym ze
krzywe A = A(Re, k/d) zachowaty swoja posta¢. Na rysunku 7.25 przedstawiono
wplyw potaczen spawanych na wspdiczynnik oporu liniowego. Krzywa 1. dotyczy
przewodu bez spoin, krzywa 4. — przewodu hydraulicznie gtadkiego, a pozostate
— przewodow z potaczeniami spawanymi co 2 m (krzywa 2.) i co 4 m (krzywa 3.).
W?zrost oporu spowodowany potaczeniami spawanymi mozna okresli¢ z zaleznosci

K :1+ég, (7.62)

Y
w ktorej:
K= A/A —wzgledny przyrost wartosci wspétczynnika oporu liniowego przewodu ze
spoinami w stosunku do przewodu bez spoin,
I — odlegtos¢ migdzy potaczeniami spawanymi,
d — $rednica przewodu,
— wspotczynnik oporu liniowego przewodu bez spoin.

04 g
<
s 03 3 T——
o
— T —————
50,2
\ 1 Rys. 7.25. Zaleznos¢ wspotczynnika A od liczby
4 Reynoldsa w przeptywie przez przewody ze
0.1 5,0 55 spoinami: 1 — bez spoin, 2 — spoiny co 2 m,
Ig Re 3 —spoiny co 4 m, 4 — hydraulicznie gtadki

Wartos¢ wspotczynnika ¢ wyznaczamy, korzystajac z empirycznej formuty
3/2
g =13.8(§) , (7.63)

w ktorej s — wysokosé spoiny.

7.3.7. ZALEZNOSC WSPOL.CZYNNIKA OPORU MIEJSCOWEGO
OD LICZBY REYNOLDSA

Podane dotychczas informacje o wspotczynnikach oporéw miejscowych dotycza
przeptywéw turbulentnych z duzymi liczbami Reynoldsa. W przeptywach ptynu
z matymi liczbami Reynoldsa wspotczynniki oporow miejscowych zaleza nie tylko od
parametrow geometrycznych oporu miejscowego, ale réwniez od liczby Reynoldsa.

Na rysunku 7.26 przedstawiono zaleznosci wspotczynnika ¢ kilku oporéw miej-
scowych (1 — zawor, 2 — zasuwa, 3 — trdjnik) od liczby Reynoldsa. W wigkszosci
przypadkdéw ze wzrostem Re wartos¢ wspétczynnika oporu maleje.
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Dla matych liczb Reynoldsa straty energii sa zwiazane bezposrednio z sitami tar-
cia lepkiego i wobec tego proporcjonalne do predkosci w pierwszej potedze. Wspbt-
czynnik oporu miejscowego, w tym przypadku,

jest zwiazany z liczba Reynoldsa zalezno-
SCla c 100 \

= (7.64) 0 .
w ktérej C — wspotczynnik zalezny od rodza- \
ju oporu miejscowego i jego parametréw N—— || 2
geometrycznych. 1 N

0,5 \\ 3
Rys. 7.26. Zalezno$¢ wspoétczynnika ¢ od liczby

Reynoldsa w przeptywie przez zawdr (1), zasuwe (2) 10 10° 10° 10* 10°

i trojnik (3) Re
Opo6r miejscowy C
Gwaltowne rozszerzenie 30
Kolano 130
Trdjnik 150
Zawor prosty 3000
Zawor katowy 400
Kryza /=064 70
/*=0,40 120
/=0,16 500
£ =0,05 3200

Ze wzrostem liczby Reynoldsa pojawiaja sie straty energii wywotane oderwaniem
warstwy przysciennej i powstaniem obszaréw przeptywow powrotnych; im wigksza
wartos¢ Re, tym wiekszy wptyw tych efektdw na catkowita strate. Przy dostatecznie
duzych liczbach Reynoldsa zjawiska oder- .
wania, tworzenia sie wiréw i przeptywéw 10 [N

[]
. . N
powrotnych odgrywaja decydujaca rolg; , \ \ gz‘—oog
straty energii staja si¢ wtedy proporcjo- 10" [\ ™~ —
nalne do kwadratu predkosci, poniewaz ) \ \ 01L
wspGiczynnik oporu przestaje zaleze¢ od 10 N ] :
Re i zalezy tylko od geometrii strugi. g \\\ |
10 N 0?40 |
N T~ f
\ 0,64
! /
Rys. 7.27. Zaleznos¢ wspoétczynnika ¢ od liczby B
Reynoldsa w przeptywie przez kryzy o réznym

przewezeniu 1 10 10* 10° 10* 10°
Re
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Charakterystyczne strefy zaleznosci strat od predkosci (I — liniowa, Il — zmienna,
Il — kwadratowa) i odpowiadajace im strefy zmiany wspoétczynnika £ w zaleznosci
od liczby Reynoldsa mozna zaobserwowa¢ na rysunku 7.27, na ktérym przedstawiono
wykresy ¢ = £ (Re) dla kryz o roznym przewezeniu. Warto zwroci¢ uwage, ze jako-
sciowo krzywe te sa podobne do krzywych A = ¢'(Re) dla przewoddw prostych.

Przebieg krzywych £ = £ (Re) jest zdeterminowany momentem oderwania strugi
od $ciany przewodu i tworzenia sie¢ wirdw. Im wieksza jest deformacja strugi w opo-
rze miejscowym, tym krotsze sa strefy, w ktorych = ¢ (Re) i {= ¢ (Re, geometria),
tzn. przy mniejszych liczbach Reynoldsa zaczyna sie strefa kwadratowej zaleznosci
oporu od predkosci.

7.3.8. WZAJEMNE ODDZIALYWANIE
OPOROW MIEJSCOWYCH

Whbudowanie oporu miejscowego w przewod powoduje zmiany rozktadow cisnie-
nia, naprezen statycznych, predkosci i intensywnosci turbulencji w gorg i w dot strugi
w poréwnaniu z rozktadami powyzszych parametréw na tym samym odcinku przewo-
du bez oporu miejscowego. Odcinek, na ktérym rozktady parametrow zmienity sie,
nazywamy dfugoscig oddziafywania oporu miejscowego. Wartosé¢ tej diugosci (l,)
zalezy od charakterystyk hydraulicznych oporu miejscowego oraz przewodu i moze
by¢ w przyblizeniu wyznaczona ze wzoru

l, = O,S%d =0,5l,, (7.65)
w ktérym |, — dtugos¢ ekwiwalentna oporu miejscowego.

Doswiadczalne wartosci wspoétczynnikéw oporéw miejscowych sa podawane
dla przypadku w pelni uformowanego przeplywu® na wlocie do rozpatrywanego
oporu. W praktyce opory miejscowe czesto sa umieszczone w niewielkich odlegto-
sciach od siebie tak, ze struga miedzy nimi nie zdota sie na powr6t w petni ufor-
mowa¢. W takim przypadku sumaryczny wspotczynnik oporu nie jest rowny sumie
prostej poszczegolnych wspotczynnikow.

Na rysunku 7.28 pokazano zmiang sumarycznej wartosci wspotczynnika oporu
dwdch kolan segmentowych o kacie 45° w zaleznosci od odlegtosci miedzy nimi.
Dla I/d = 0 sumaryczna wartos¢ ¢ jest rowna wartosci wspotczynnika oporu zata-
mania o kacie 90°. Ze zwiekszeniem dtugosci odcinka taczacego oba kolana suma-
ryczna wartos¢ ¢ zmniejsza sig, osiagajac minimum przy l/d = 2, a nastgpnie wzra-
sta, dochodzac do wartosci odpowiadajacej podwojonej wartosci ¢ dla jednego
kolana o kacie 45°.

Y Przeptyw w petni uformowany jest to przeptyw przez przewod prosty za odcinkiem wstep-
nym (p. 6.4.2).
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11 T
\ - \ P‘S\
o

0,7 d ||

0s N ]

Rys. 7.28. Zalezno$¢ wspotczynnika ¢ od wzglednej odlegtosci migdzy kolanami segmentowymi

Ztozonos¢ zjawiska zmian struktury strugi wywotanych wbudowaniem oporu
miejscowego oraz zaleznos¢ tego zjawiska od charakterystyk hydraulicznych oporu
i przewodu sa przyczyna, ze ciagle jeszcze brak konkretnych wytycznych do okresla-
nia wzajemnego oddziatywania miedzy oporami miejscowymi. W praktyce przyjmuje
sie nastepujacy tok postepowania:

1. Odlegto$¢ miedzy rozpatrywanymi oporami miejscowymi poréwnuje sie z war-
toscia dtugosci oddziatywania obliczona ze wzoru (7.65).

2. Jezeli odlegtosc jest wieksza od dtugosci oddziatywania, to sumaryczna wartosé
£’jest rowna sumie wartosci wspotczynnikéw poszczegolnych oporéw miejscowych.

3. Gdy odlegtos¢ miedzy oporami jest mniejsza od diugosci oddziatywania, suma-
ryczny wspotczynnik oporu nalezy okresli¢ na podstawie badan doswiadczalnych.

7.4. USTALONY PRZEPLYW PLYNOW
W SYSTEMACH HYDRAULICZNYCH

7.4.1. PRZEPLYW PLYNU NIESCISLIWEGO
W SYSTEMIE SZEREGOWYM

Rozpatrzmy uktad (system) hydrauliczny ztozony ze zbiornikéw 1. i 2., potaczo-
nych przewodem wykonanym z n odcinkéw rur o srednicach d;, dy, ..., d, i diugo-
sciach odpowiednio Iy, 15, ..., I, potaczonych szeregowo. Przewod moze by¢ wyposa-
zony w armature (np. zawory, zasuwy), mie¢ tuki, kolana, zatamania, zwezki i inne
opory miejscowe. Przypominamy, ze wspétczynniki oporéw miejscowych sa zwykle
odnoszone do predkosci za przeszkoda (jesli jest inaczej — jest to specjalnie zaznaczo-
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ne). Na rurze o jednej srednicy moze znajdowac¢ si¢ kilka takich oporéw, wobec tego
zaktadamy, ze sa one tak rozmieszczone, iz mozna je sumowac, otrzymujac dla k-tej
rury sumaryczny wspotczynnik oporéw miejscowych ¢. Na przyktad na rysunku 7.29
migdzy przekrojami k-1, k sa dwa opory miejscowe: ¢, (nagte zwezenie przewodu)
oraz ¢ (zawor), znajdujace si¢ na k-tej rurze (tj. o srednicy dy i dtugosci I;). Suma-
ryczny wspotczynnik oporu wynosi zatem ¢y = G + e

Przystepujac do obliczen, zatozymy, ze poziomy cieczy w zbiornikach i cisnienia
nad jej powierzchniami sa state®. Przyjmujemy zatem dowolny poziom poréwnawczy
oraz dwa przekroje 0 i n strugi cieczy, zlokalizowane jak na rysunku 7.29, zaktadajac
tymczasem, ze przeptyw odbywa sie w kierunku zbiornika 2.

poziom poréwnawczy

Rys. 7.29. Schemat szeregowego systemu przeptywu migdzy dwoma zbiornikami

Uogdlnione réwnanie Bernoulliego (7.18) w tym przypadku przyjmie nastepujaca
postaé
2

P _ P t+hypg ( Vi X ( l jvi
ALz =2 T 2P0 (7, —hy) v, =+ > | A+ |, (7.66)
Py pg t g le d 7')2g

gdzie v; — predkos¢ srednia w i-tej rurze.

Z zatozenia o statych poziomach cieczy w zbiornikach wynika, ze predkosé¢ opa-
dania zwierciadta cieczy w zbiorniku 1. wynosi 0. Straty na odcinku miedzy przekro-
jami 0 i n wyrazaja Sie wigC suma strat liniowych i miejscowych na poszczeg6lnych
rurach (wzor (7.19)).

Y zbiorniki moga by¢ ciagle uzupetniane lub maja tak duze rozmiary, ze predkos¢ opadania (wzno-
szenia) zwierciadet cieczy jest niewielka.
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Réwnanie ciagtosci zapiszemy w postaci
2
nd;

Vi

o = (=12, ...,n), (7.67)

gdzie gy — strumien objetosci.
Po uporzadkowaniu réwnania (7.66) i podstawieniu w miejsce v;, ze wzoru (7.67)

S SVME S E1 ) £ Y PRSI S
TG zz)—zg[n] [Z[ﬂf di+4.j(dij +an(dnnqv, (7.68)

skad

(7.69)

Elael(a]

Trzeba zwroci¢ uwagg, ze 4; i ¢ zaleza od Re; = vidi/v = 4qy/ndiv (v — Kinematycz-
ny wspotczynnik lepkosci), a wiec wzdr (7.69) jest zwiazkiem uwiklanym. Gdy obli-
cza sig strumien objgtosci gy, mozna stosowac¢ metodg kolejnych przyblizen lub meto-
de graficzna.

Zwréémy uwage, ze wzor (7.69) ma sens fizyczny dlah = (py —p2)/pg + + (21-2,) > 0
(dla h = 0 system jest uktadem naczyn potaczonych), skad fatwo sprawdzi¢, czy zato-
zony kierunek przeptywu jest wiasciwy. Jesli zapiszemy wzor (7.69) w postaci

Pr— Py

—|—f4+7,-1,
o = £4 . (7.70)
: l 1 a, | 8
A+ |+ 55—
[i—l(ldi gIJ(diJ dr?ang
i 0znaczymy
—pl_pz"'(Zl_Zz)Eh'
r9g
] | e . (7.71)
. (04 *
A+ || —| +—2 |—=R",
{;[ " d; glj(di] dr?]ﬁzg
to otrzymamy
h
lub
h=RqZ, (7.73)

gdzie R” nazwiemy opornosciq hydrauliczng ukfadu (systemu).
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Wz6r (7.73) jest charakterystyka przepfywu szeregowego systemu hydraulicznego
przedstawionego na rysunku 7.29.
Powracajac do wzoru (7.69), zwrd¢my uwage, ze strumien objetosci zalezy od:
» wysokosci roznicy cisnien w zbiornikach i r6znicy pozioméw zwierciadet cieczy,
» wymiaréw geometrycznych przewodow,
oraz — w mniejszym stopniu —
» od parametrow fizycznych przeptywajacego ptynu (4, & zaleza od Re; = v;d;i /v).
Strumien objetosci nie zalezy natomiast od glebokosci zanurzenia wlotu i wylotu
pod zwierciadtem cieczy.

_2 _JAh
’ p-p S~
_ “FMp
h= oy +Ah
2
P/
h_Ahm L P
= o A
21 _
AH 0 _2 _JAh
h=aH h=ah
2
1 7N
L~
o A |
—
AH o N4
h:—ppl;pz—Ah
h_ p]__ph+ H
T opg A

Rys. 7.30. Przyktady przeptywow miedzy zbiornikami i wyptywow ze zbiornikdw
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Nietrudno zauwazy¢, ze wzory (7.69)—(7.73) sa wazne rowniez dla zbiornikow
otwartych. Trzeba wtedy wstawi¢ w miejsce p;, i € {1, 2} cisnienie atmosferyczne py.
Wz6r dla wyptywu ptynu do atmosfery bedzie réwniez taki sam, ale wtedy p, = p.
Przeptyw gazu o statej (prawie) gestosci moze by¢ réwniez okreslony wzorem (7.69),
ale wéweczas z; — z, = 0.

Przyktady przeptywdéw migdzy zbiornikami i wyptywow ze zbiornikéw przedsta-
wiono na rysunku 7.30.

7.4.2. CHARAKTERYSTYKA PRZEPLYWU PRZEWODU
(SZEREGOWEGO SYSTEMU HYDRAULICZNEGO)

Napiszemy teraz réwnanie (7.66) dla przekrojow k-1, k strugi cieczy przeptywaja-
cej przez uktad pokazany na rysunku 7.29
2 2 2

Pk Vie _ P Vi

—=4+7Z .+ —== +27, va 4| A K 7.74

24 k-1 T Ca 29 pg kK T O 29 ( k ng g ( )
gdzie indeksy k-1, k odnosza si¢ do wielkosci odpowiednio w przekrojach k-1 i k, a ¢k
jest sumarycznym wspoétczynnikiem oporow miejscowych odcinka rury o diugosci Iy
odniesionych do predkosci vy (na rys. 7.29 przedstawiono przyktadowo sytuacje, kie-
dy & =Sa + k). Po uporzadkowaniu réwnania (7.74) i wykorzystaniu rownania cia-
gtosci analogicznie do (7.66) otrzymujemy

Py = Py 8 o Oy |2
7 . —7 )=—_ - . 7.75
o4 ( k-1 k) gn ((ﬂ’k d5 é/k ko (df df_lJqu ( )

Obustronne zsumowanie tego réwnania wzgledem k w granicach od 1 do n daje

Po=Po . (, _,\en_ 8 [N Lo %
e +(zp-2,)=h gnz(g(ﬂldﬁ; J & dquv, (7.76)

gdzie ap — wspotczynnik Coriolisa w przekroju poprzedzajacym wilot do systemu.

W przypadku przeptywu miedzy zbiornikami o = 0 (przy zatozeniu, ze vq = 0),
zas$ (Po — Pn)/pg + (20 — 20) = (P — P2)/pg + (21 — 22) (rys. 7.29), wobec czego (7.76)
przechodzi w (7.70)—(7.73). Opierajac sie na wzorach (7.75) i (7.76), podamy spos6b
graficznego konstruowania zaleznosci postaci (7.73), jesli mozemy opisaé¢ zaleznosci

hk=gi(zk s qu k=12, ..n) (7.77)

i znane sg wspdtczynniki Coriolisa g i o, . Napiszemy wzor (7.76) w postaci

Uw 0golnosci moze by¢ o # 0.
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_8 %
h_g [ﬂid5 §1d4 dg} (/12 d5+§2 ZJ

I . «
+( —ldr?l+§n ld:l] ( d5+§nd4 d:Jq\szq\?,
gdzie R™ — opornos¢ hydrauliczna przewodu ztozonego z n potaczonych szeregowo
odcinkow rur (systemu szeregowego) o srednicach dy i dtugosciach Iy (k=1, 2, ..., n).
Zaleznos¢ (7.78) bedziemy nazywaé charakterystykq przepfywu tego systemu
(przewodu). Poszczegoblne sktadniki sumy oznaczymy nastepujaco:

8 1 .
g_(ﬂids é’l 1 O‘OEJQGEqu\i,

gi( "gE 5T Sm J =Rydy, (M=2,...,n-1), (7.79)
8 I 1 1 i

gdzie R, (k=1, 2, ..., n) - opornos¢ hydrauliczna k-tego odcinka systemu (rys. 7.29),
wolwczas zwiazek

(7.78)

h=Ra’, k=1,2,..,n (7.80)
nazwiemy charakterystykq przepsywu k-tego odcinka przewodu. Zwr6émy uwage, ze
zaleznos¢ funkcyjna dana wzorem (7.80) wyznacza, dla k = 2, ..., n-1 i okreslonego
Qv, straty energetyczne na dowolnej k-tej rurze tworzacej przewdd. Dla k = 1 straty te
Sa pomniejszone o warto$¢ energii Kinetycznej tuz przed wejsciem do systemu,

h=R,q’ jest zatem wartoscia mniejsza od strat energetycznych na pierwszej rurze

0 wartosé predkosci przed wlotem do systemu. Dla k = n, h=R.q jest wicksza od
straty energetycznej o wartos¢ predkosci na wylocie z n-tej rury systemu.

Dla przeptywu miedzy zbiornikami (rys. 7.29) i dla wyptywu ze zbiornikéw (rys.
7.30) wzory (7.79) okreslaja straty energetyczne na k-tej rurze dlak =1, 2, ..., n, gdyz
a = 0, (8 an/nzgd:)q\f nalezy zaliczy¢ do strat, bowiem energia ta zostaje rozpro-
szona (bezuzytecznie) w zbiorniku. Na og6t w przypadku przeptywu cieczy (predkosé
jest wtedy mata), prawdziwa jest implikacja

* I
1J<<1 =R’ ~Z( d5+§, ] _ﬂkd—%+§kd4,(781)
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Jesli rozwazymy charakterystyke przeptywu przewodu ztozonego z jednej rury
pozbawionej opor6éw miejscowych, to przedstawia ja krzywa pokazana na rysunku
7.31, ktéra mozna podzieli¢ na trzy czesci. Pierwsza z nich obejmuje przedziat ruchu
laminarnego (wzor (6.125)) — straty energetyczne sa liniowo zalezne od strumienia
objetosci i maja wysokosé¢ (Al/d)v¥/2g = 128 vigy/ngd* dla qv € (0, qua] (Quie =
= ndvRew/4, Rey, — krytyczna liczba Reynoldsa, v — kinematyczny wspétczynnik lep-
kosci). W przedziale (Qukr, Qvgr] zaleznos¢ ta jest bardziej skomplikowana i straty rosna
szybciej niz poprzednio ze wzrostem qy, aby dla gy > qyg rosna¢ proporcjonalnie do
kwadratu predkosci (Qv > Qvgr = R" = idem). Podobny przebieg ma charakterystyka
przeptywu przewodu zawierajacego opory miejscowe, z tym ze przedziat liniowej
zaleznosci oporow jest krotszy, a nawet (praktycz-

. . . . . h
nie) znika. W technice ruch laminarny wystepuje R
. q
rzadko, dlatego na rzeczywistych charakterystykach X
przeptywu odcinek prostej, zaznaczony wyraznie na
rysunku 7.31, nie jest praktycznie widoczny i krzy- Cqy
we maja ksztatt zblizony do paraboli kwadratowej. ] \
iv\ ac[1.2)
Rys. 7.31. Charakterystyka przeptywu przewodu pojedynczego qk q q
\Y \% \%

Powracajac do wzordw (7.78), (7.79) widzimy, ze majac poszczegdlne charaktery-
styki
h=R., k=1,2,..,n, (7.82)
fatwo uzyska¢ charakterystyke systemu szeregowego

Sposob skonstruowania tej cha-
rakterystyki przedstawiono (na
przyktadzie dwdch przewodow)
na rysunku 7.32, skad dla dane-
go qv mozna okresli¢ h lub od-
wrotnie.

Rys. 7.32. Charakterystyka dwoch
przewodow potaczonych szeregowo

Y Dla przeptywu migdzy zbiornikami (rys. 7.29), jak wiemy, h = PimP + (zl - zz) (zob. réwniez

P9

rys. 7.30) .
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7.4.3. WYKRES ANCONY

Wykresem Ancony nazywamy graficznie przedstawione przebiegi wysokosci: energii
rozporzadzalnej, cisnienia (absolutnego) i cisnienia piezometrycznego wzdtuz strugi prze-
plywajacego ptynu. Jak wiadomo, wysokos¢ energii rozporzadzalnej maleje” w kierunku
przeptywu wzdtuz strugi cieczy na skutek strat energetycznych. Wobec tego w dwéch jej
przekrojach i oraz j (rys. 7.33) oddalonych od siebie o I;; > 0, z ktdrych — idac w kierunku
przeptywu — i poprzedza j, wysokos¢ energii rozporzadzalnej spetnia nierownosé
2

_ v? . AV
ﬁ+zi+ﬂ>&+zj+b, (7.83)
P9 29 pg 29
ktéra przechodzi w réwnanie
. 2 : V2
ﬁJrziJrﬂ=&+zj+0[J L+Ahs, (7.84)
o4 29 P9 29

jesli Ahﬁ jest wysokoscia strat energetycznych na drodze j;.

O el o
N>|—<|D) >|N >|N
N SS) w
3 - U
g <
2
N ol
) >
a < N
[o2) —_—
I :l =
T|oT
~ =
o = 2
3 Q
S
A o
m —A2\
Z \\
/'/ \
. 2 \
piezometr \
\.
\

Rys. 7.33. Przebiegi linii energii, cisnien bezwzglednych
i piezometrycznych (wykres Ancony) wzdtuz szeregowego
systemu hydraulicznego wedtug rys. 7.29

YDla cieczy doskonatej jest ona stata.
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Znajac zatem wartos¢ energii w pewnym przekroju strugi, mozemy znalezé te
wartos¢ w dowolnym jej przekroju, jesli potrafimy obliczy¢ straty energetyczne mie-
dzy tymi przekrojami. Pozwoli to uzyska¢ linie energii, ktéra nie moze nigdzie wzno-
si¢ sie¢ w kierunku przeptywu ptynu. Przeciwnie, podczas przeptywu ptynow lepkich
linia energii zawsze opada w kierunku przepZywu.

Wysokos¢ cisnienia (absolutnego) w dowolnym przekroju strugi otrzymujemy,
odejmujac — od wysokosci energii — wysokosé¢ predkosci. Znajac wysoko$é cisnienia
w kazdym przekroju strugi, mozemy wykresli¢ linie cisnies i linie cisnier piezome-
trycznych, ktéra przebiega réwnolegle do linii cisnien, ale nizej od niej o wysoko$é
cisnienia barometrycznego p,/pg.

Linie cisnien i cisnien piezometrycznych ksztattuja si¢ w zaleznosci od wymiaréw
geometrycznych przewodu i strumienia objetosci, ale nie musza opada¢ w kierunku
ruchu.

Na rysunku 7.33 przedstawiono wykres Ancony ilustrujacy przebieg wysokosci
energii i cisnien miedzy zbiornikami rozwazanymi w poprzednich punktach. Latwo
spostrzec, ze linie energii i cisnien nie moga przecinaé¢ rurociagu®, a dla zapobieze-
nia odparowaniu cieczy cisnienie w rurze musi przekracza¢ cisnienie parowania py.
Whynika stad, ze linia cisnien piezometrycznych nie moze przebiega¢ pod rurocia-
giem nizej niz (p, — pw)/pg. Przyktady wykreséw Ancony naszkicowano na rysun-
ku 7.34.

o
«l|T

Py~ AN mPmd
P9

Ahp)

Pm

Rys. 7.34. Przyktady wykreséw Ancony dla uktadéw jak na rys. 7.30

) Cisnienie jest nieujemne.
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7.4.4. PRZEPLYW PLYNU NIESCISLIWEGO
W SYSTEMACH Z WEZLAMI

Zajmiemy sie teraz przeptywem ustalonym lepkich ptynéw niescisliwych przez
systemy hydrauliczne ztozone z przewoddw (systemow szeregowych) zawierajacych
wezty. Rozpatrzymy uktad ztozony z trzech zbiornikéw potaczonych trzema przewo-
dami w ten sposoéb, ze zbiegaja si¢ one w wezle (zagadnienie trzech zbiornikéw) oraz
uktad n > 2 przewodoéw wychodzacych ze wspdlnego wezta i zbiegajacych sie w in-
nym wezle (réwnolegte potaczenia przewodow).

Zagadnienie trzech zbiornikéw
Rozpatrzmy uktad hydrauliczny przedstawiony na rysunku 7.35a, przy czym tatwo
zauwazy¢, ze przedstawiony schemat obejmuje zbiorniki zamkniete i otwarte, gdyz

wtedy przyjmiemy p; = p, (i €{1, 2, 3}).

b)

- R*lq\z/ hs+R3ay
L — — X
ha* R0y
%[ R
hy
Gv2 Qvs Qvi Vq\, Gvilv2 Qvs qu

Rys. 7.35. Zagadnienie trzech zbiornikéw: a) schemat uktadu i przebiegi linii energii
(dla uproszczenia rysunku strat w wezle nie zaznaczono), b), c) ilustracje rozwiazan zagadnienia

Zatézmy, ze wysokosci rozporzadzalne na poziomie zwierciadet cieczy sa rézne®,
tak ze zachodzi

Y Moze zachodzi¢ jeszcze tylko réwnos¢ energii rozporzadzalnych w dwaoch z trzech rozwazanych
zbiornikéw. Rozwiazanie takiego uktadu hydraulicznego mozemy tatwo znalezé, znajac sposéb rozwia-
zania (7.85).
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Pi/pg + 2= h1>pa/pg + 2, = hy> palpg + 23 = h, (7.85)

czym nie ograniczamy ogélnosci rozwazan, gdyz zawsze mozna odpowiednio ponu-
merowac zbiorniki tak, aby zachodzita relacja (7.85).

Zatbzmy ponadto, ze poziomy cieczy i cisnienia w zbiornikach nie ulegaja zmia-
nie.

Z zaleznosci (7.85) wynika, ze ciecz wyptywa ze zbiornika 1., poniewaz wysokos¢
rozporzadzalna jest w nim najwieksza i doptywa do zbiornika 3., ktéry ma najmniej-
sza wysokos¢ rozporzadzalna. Na odcinku 1-0 wystepuja straty energetyczne i cisnie-
nie w wezle moze by¢ takie, ze ciecz wyptywa ze zbiornika 2., doptywa do niego lub
tez w przewodzie I, nie ma przeptywu i wéwczas zbiornik 2. zachowuje si¢ jak ma-
nometr hydrostatyczny.

Przyjmijmy najpierw, ze ciecz doptywa do zbiornikéw 2. i 3. Ut6zmy zatem row-
nanie Bernoulliego dla przekroju lezacego na poziomie zwierciadta w zbiorniku 1.
i przekroju potozonego tuz przed weztem, a nastepnie dla tego przekroju i przekrojow
wlotowych w zbiornikach 2. i 3. Otrzymamy kolejno:

R SRR PR
Zl+pg Zy+ pg+alzg+(21dl+g’lj =

S Y P I %
Z°+pg+a12g Zl+pg [ﬂl +§1J

(7.86)

Po i Ps 15 V3
Zy+ g +a1 2g =73+ Py +(/13 d, + ¢ +a3J2g ,
gdzie ¢ (i = 1, 2, 3) — sumaryczny wspotczynnik oporéw miejscowych na poszczegol-
nych przewodach.

Po zastosowaniu wzoru

2
qVi = TCdTiVi | = 11 21 3’ (787)

wprowadzeniu opornosci hydraulicznej

R;=i(ﬂqd5 4 J R;*:%(ﬂ%%mi)d%} 1=2,3", (7.69

Uw ogalnosci przewodami o opornosci RJ-* (j=1, 2, 3) moga by¢ szeregowe uktady (systemy) hy-
drauliczne.
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i 0znaczeniu

€ =2y +——+ , 7.89
0 = £ g thdfg Ov1 ( )

napiszemy nastepujacy uktad réwnan

€o :Zl+ﬁ_R1*q\311
£9

& =12, Py R,q2,, (7.90)
yol’)

€ = Z3+&+RQQ\§3-
P9

Réwnania (7.90) uzupetnimy bilansem strumieni objetosci w wezle 0, ktory
w rozwazanym przypadku doptywu do zbiornikéw 2. i 3. jest nastepujacy

O =02+ 0vs- (7.91)

Jesli celem obliczen jest wyznaczenie strumieni objetosci gy (i = 1, 2, 3), to trzeba
rozwiaza¢ ukltad czterech réwnan (7.90) i (7.91), postugujac sie np. metoda kolejnych
przyblizen. W pierwszym przyblizeniu zaktada si¢ wartosci wspotczynnikoéw strat
liniowych i miejscowych, przy czym wspbétczynniki strat miejscowych na odgatezie-
niach zaleza od stosunkéw przeptywow w przewodzie gtéwnym i odgatezieniach,
a tego nie znamy. Poniewaz straty energetyczne podczas podziatu strugi sa zazwyczaj
mate w poréwnaniu z pozostatymi stratami, mozna je w pierwszym przyblizeniu,
a nawet w ogole, pomina¢. Nie zawsze jest to jednak do przyjecia, gdyz zdarza sie (np.
w uktadach wentylacyjnych), ze straty miejscowe stanowia istotny procent strat ener-
getycznych.

Na rysunku 7.35a przedstawiono przebiegi linii energii. Linia ciagta odnosi sig do
przypadku, gdy do wezta doptywa ciecz tylko przewodem Iy, linia przerywana dotyczy
przypadku, gdy do wezta doptywa ciecz przewodami Iy i .

Zastosujemy wykresIno-rachunkowy sposéb rozwiazania problemu, ktéry utatwi
ponadto zrozumienie wzajemnych powiazan miedzy charakterystykami przewodow,
cisnieniami i wysokosciami potozen zwierciadet cieczy a strumieniami objgtosci
w przewodach. Zauwazmy, ze wzory (7.90) okreslaja wartosci e, trzech funkcji stru-
mienia objetosci gy, odpowiednio dla gy = qu1, Qv = Qv2 | Qv = Qva, Przy €zym Qui, Qv
Qvs spetniaja warunek (7.91). Wobec tego dla dowolnego gy (r6znego od Qyi, Qv2, Qvs)
funkcje te beda miaty wartos¢ e r6zna od e, przy czym dla uproszczenia powiemy, ze
e okresla wartos¢ energii w wezle, mimo iz w rzeczywistosci jest to energia tuz przed
weztem. Mozna zatem wykresli¢ kazda z krzywych obrazujacych przebieg e w zalez-
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nosci od qy i znalez¢ rozwiazanie problemu wiedzac, ze Qvi, Qv2, Qvs MUSza spetnic¢
(7.90) i (7.91). Napiszemy zatem nastepujace rownania:

e=z+- L _R'gZ =h —R[¢?,
P9

e=2, +%+ RiqZ =h, + R3g2, (7.92)

e=2,+ % yRig2 =h, +Rig2,

ktorych obrazem sa odpowiednie krzywe pokazane na rysunku 7.35b.
Jesli teraz energia e osiagnie wartos¢ ey, to strumien wyptywu ze zbiornika 1. wy-
niesie qys, przy czym musi zachodzi¢ warunek (7.91)". Oznacza to, ze punkt o wspot-

rzednych (qui, €o) lezy na krzywej e =h, — R;qZ . Z drugiej strony punkt ten lezy na
krzywej, ktora czyni zados¢ warunkowi Qy; = Qvz + Qus. Krzywa tg otrzymujemy po
zsumowaniu krzywych e = h, + R;qZ i e =h, + R,q7 w ten sposob, ze biorac dowolna
wartos¢ e dodajemy odpowiadajacy jej strumien objetosci gy, W rurze I, i gqya W rurze |3
(operacje te zaznaczono na rys. 7.35b, postugujac sie cienka linia kreskowana). Do-
dawanie to, wykonane dla odpowiedniej liczby punktéw, pozwoli uzyska¢ krzywa,
ktora oznaczono grubsza linia przerywana, a ktéra dla e < h, pokrywa sie z krzywa

e =h, + R;q2. Punkt R przeciccia sig tej krzywej z krzywa e =h —R'g> ma wspot-
rzedne (Qvi, €o), Skad tatwo znalez¢ punkty (Qvz, €o), (Qvs, €o). Jak wida¢ z rysunku
7.35h, jesli h, > e,, to krzywa otrzymana w wyniku opisanego sumowania nigdy nie

przetnie si¢ z krzywa e =h, — R;q2 . Oznacza to, ze warunkiem tego, aby zbiornik 1.
zasilat zbiorniki 2. i 3. jest

ha =2, + pa/pg < €. (7.93)
Wsp6trzedne (qvx, €) za$ punktu X przecigcia si¢ krzywych h —R'q’ oraz

h, + R;qZ Wyznaczymy, poréwnujac pierwsze i trzecie réwnanie ukladu (7.92).
Otrzymamy woéwczas

qu :\/(Zl — 23)+*(pl _* p3)/pg ' (794)
R, +R;

Y Przyjmiemy tymczasem, ze parametry systemu zapewniaja przyjety rozdziat strumienia objgtosci
dany wzorem (7.91). Dla uproszczenia straty w weztach pominigto.
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(co jest zgodne z wzorami uzyskanymi w p. 7.4.2, gdyz R, + R, =R" i oznacza opor-
nos¢ odcinka 1-0-3, poniewaz wtedy Qvi = Qvs = Qvx, 2a$ qv2 = 0). Nastepnie

o, Ri(2+ Plp0)+ Rz, + pipg) (7.95)
R, +R;
Jesli natomiast
hy =2, + palpg = &, (7.96)

to zbiornik 2. spetnia role naczynia wzbiorczego i przeptyw przewodem I, nie zachodzi,
a gdy

h2: Z, + pg/pg > ey, (797)
to zbiorniki 1. i 2. zasilaja zbiornik 3.

Przypadek (7.97) pokazano na rysunku 7.35a linia przerywana, a rozwiazanie zilu-
strowano na rysunku 7.35c.

Poniewaz ze zbiornikéw 1. i 2. ciecz wyptywa, wartos¢ energii w wezle jest
mniejsza od wartosci rozporzadzalnej w zbiornikach (na skutek strat na drodze zbior-
nik—wezet), a krzywe sa wypukte do géry. Do zbiornika 3. ciecz doptywa, zatem ener-
gia w wezle musi by¢ wigksza niz wartos¢ rozporzadzalna w zbiorniku 3., dlatego
odpowiednia krzywa jest wypukta do dotu. Uktad réwnan (7.92) bedzie teraz nastepu-
Jacy:

e=z+-PL_R'gZ =h —R¢?,
P9

e=z,+ 2 _Rg2=h,~R}qZ, (7.98)
P9

Bilans strumieni objetosci wyrazimy wzorem

Qvit Qv2=Qvs< Qvi=0Qvs— vz, (7.99)
uktady natomiast (7.91) i (7.92), (7.98) i (7.99) zastapimy nastepujacymi:

P .
e= Zl+$_quV2’

p *
e= 22+£i R4 (7.100)

e=z,+ 2 yRlg2,

oraz
Qvi = Qvs £ vz, (7.101)
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przy czym znakowi plus przy R,qi odpowiada réwniez znak plus przy gv,. We wzo-

rach (7.100) i (7.101) wstawiamy znak plus, gdy zachodzi zalezno$¢ (7.93), minus zas,
gdy spetnione jest réwnanie (7.97). Jesli przystepuje sie do rozwiazania zagadnienia
trzech zbiornikow, najlepiej przyja¢ nastepujacy tok postepowania:

P

> wykresli¢ krzywa e =z, +—1 — R/} (charakterystyka przewodu 1.),
P49

> wykresli¢ krzywa e =z, 1Py RsQ (charakterystyka przewodu 3.),
okt

» wyznaczy¢ rzedna punktu X przecigcia sig¢ tych krzywych i okresli¢, ktora rela-
cja jest prawdziwa: z, + po/pg < ey, o + Pal pg = e, lub 2, + p,/pg > ey,

> wykresli¢c krzywa e =z, +p—;+ R,q¢ lub e=2z, +p_;_ R,G (charakterystyka
p p

przewodu 2.) w zaleznosci od tego, czy ciecz do zbiornika 2. doptywa lub z niego
wyptywa,

» wykresli¢ charakterystyke zastgpcza przewodow 2. i 3. lub 1. i 3. przez odpowied-
nie dodawanie (rownolegte) charakterystyk i znalez¢ rozwiazanie jak na rysunkach 7.35.

Jesli przedmiotem zadania jest znalezienie parametréw hydrodynamicznych rozpa-
trywanego uktadu hydraulicznego, a wiec cisnien p; i wysokosci potozenia z; (i = 1, 2,
3) zwierciadet (lub niektdrych z nich), to postepowanie musi by¢ wtedy inne. Miano-
wicie, znajac strumienie objetosci qvi (i = 1, 2, 3), ktére musi zapewni¢ uktad, dobie-
ramy siec¢ rurociagéw, wychodzac z roznych kryteriow (np. ekonomicznego, techno-
logicznego). Mozliwe jest wowczas znalezienie charakterystyk R'qZ (i = 1, 2, 3),
a nastepnie ustalenie poszukiwanych parametrow w wyniku skonstruowania wykre-
sow przedstawionych na rysunkach 7.35 i poprowadzenia charakterystyk przez punkty
0 znanych odcietych qvi (i = 1, 2, 3) oraz ustalenia odpowiednio poczatku osi wspot-
rzednych. Dzieki temu mozna juz okresli¢ brakujace parametry uktadu.

Srednice przewodu najodpowiedniejsza ze wzgledéw ekonomicznych — dla danego
strumienia objgtosci — mozemy dobra¢, wyznaczajac roczne koszty (k) budowy sys-
temu hydraulicznego i jego eksploatacji w zaleznosci od
srednicy d ¥ rurociagu, a nastepnie biorac minimum tych
kosztéw po d. Koszty roczne k; budowy sa wieksze dla
wiekszej $rednicy, roczne zas koszty eksploatacji k. sa
wieksze dla mniejszej srednicy (rys. 7.36, na ktérym min
k(d) = k(dex), a dex — Srednica ekonomiczna).

Rys. 7.36. Zaleznos¢ kosztow budowy i eksploatacji
systemu hydraulicznego od $rednicy rury

U Moze to by¢ réwniez srednica zastepcza, tj. taka, ktérej opornosé jest taka sama jak opornos¢ sze-
regowego uktadu hydraulicznego (wzoér (7.78)) o diugosci | =1, + I, + ...+ |,
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Rownolegle potaczenie przewoddw

Omowimy teraz system hydrauliczny otrzymany przez réwnolegte potaczenie n
przewoddw o srednicach dy i dtugosciach I (k =1, 2, ..., n). Przewody te wychodza ze
wspdlnego wezta i zbiegaja sie w innym wspolnym wezle (rys. 7.37). Uktadajac réw-
nanie Bernoulliego dla przekrojéw | i Il — napisane dla i-tego odgatezienia i po wyko-
rzystaniu wzoru ¢,; =V; ndi2 /4, otrzymamy

1 8 (a, a ). 8 I 2
2, —2,)+(p—py)—=—| d——F Oy +———| A+ oy, (7.102
(1 2) (pl pZ)pg gnZLd,‘} d:;JQV gdi4n2[ d, i |ovio ( )
gdzie indeksy I i Il odnosza si¢ do wielkosci
w przekrojach i Il.

Rys. 7.37. Schemat rownolegtego potaczenia przewo-
2 dow

Bilans strumieni objetosci w wezle (prawo weztdéw) bedzie postaci

G =D i (7.103)
i=1

Zwykle wyraz 8(a,,/d,‘} —o:,/d,“)/gn2 g2 jest maty w stosunku do (z — z,) +
+ (p1—P2)/pg i mozna go pomina¢, wowczas opornosé i-tego przewodu

* 8 I
R =—F| A+ |, 7.104
i gdiATEZ( Idi +§|J ( )
wzor (7.102) zapiszemy za$ jako
1 .
(21—22)+(p1—p2)ﬁzh:Ri o - (7.105)

Jesli réznicy wysokosci predkosci w weztach (Scisle tuz przed weztem | i za we-
ztem 1) nie mozna pomina¢, to réwnanie (7.102) réwniez sprowadzimy do postaci
(7.105), przyjmujac

Qvi = & Qv, (7106)

gdzie & jest wzglednym udziatem strumienia objetosci gy w stosunku do strumienia
przeptywu przez caty uktad (system),
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wobec tego otrzymamy

1
(21_22)+(p1_p2) =h
rY

—8 ay oy | 1 2 8 I 2 -
= —_—— |—=0, +t—= ],.—'4_ | .=R- 2
gTCZ (dﬁ dﬁjgiz qV| gd-47'[2 ( i d g| q\/I qul

(7.107)

gdzie opornos¢ Ri” wynika z wzoru (7.88).

Strumienie objgtosci (dla danych z;, p; (j = 1, 2)) mozna wobec tego analitycznie
obliczy¢ za pomoca metody kolejnych przyblizen, ktérej poczatkiem jest zatozenie we
wzorze (7.105) 4, & (lub 4, &, & w (7.106)), zalezacych, jak wiadomo, od Re; = 4 qv;
In di V.

Rozwiazanie omawianego problemu zilustrowano na rysunku 7.38. Przedsta-

wiono na nim réwnolegte potaczenie dwdch przewoddw o opornosciach R, oraz R,

(h = (21 — z5) + (p1 — p2)/pY). Sposdb konstrukcji wynika ze wzoréw (7.105) (lub
(7.107)Y) oraz (7.103) i na rysunku 7.38 pokazano ja dla dowolnej wartosci h. W wy-
niku dziatania, ktére nazwiemy dodawaniem rownolegtym, otrzymalismy charaktery-

styke zastepcza (R-=-R3)qZ, przedstawiajaca zaleznosé (z; — z,) + (py — p2)/pg od
strumienia objetosci gy, wchodzacego do wezta I. R;-=-R, jest opornoscia zastepcza,
ktora uzyskamy w wyniku rownolegtego dodawania opornosci (-=- — symbolizuje
dziatanie zwane réwnolegtym dodawaniem) (rys. 7.38). Dysponujac krzywymi R, g7,
R,q> oraz (Rl -=-R;)q\f, tatwo znalezé qy, Qvi, Qv lub dla danego ¢, wyznaczyé
(z1 — 25) + (p1 — P2)/pg. Majac R, i R,, mozemy wyznaczyé R,-=-R, rachunkowo,
opierajac sie na wzorach (7.107) i (7.103). Mamy mianowicie

h=Ray; = R,ay,, (7.108)
_ Qv =0Ovi * Qvz2, (7.109)

a po oznaczeniu
£=0y1/0y (7.110)

bedziemy miec¢
h=R'&’q2 =R,(1- ) g, (7.111)

skad

Re?=R,(1-¢). (7.112)

Y Nie znamy z gory ¢;, dlatego charakterystyke wg wzoru (7.105) mozna wykresli¢ dla zatozonych
wartosci ¢; i traktowaé uzyskane wykreslnie rozwiazanie jako pierwsze przyblizenie. Nastepne wykresy
wykonamy dla tak obliczonych wartosci, powtarzajac proces az do uzyskania dostatecznej doktadnosci.
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h=Rq2

qu qVZ qv1+ qu qV

Rys. 7.38. Charakterystyka dwoch przewodéw potaczonych réwnolegle

Po obustronnym wyciagnieciu pierwiastka tatwo juz obliczy¢ &, ktére po wstawie-
niu z powrotem do (7.111) daje

h :quz =R'q?, (7.113)

e

gdzie opornos¢ R*, nazwana opornosciq zastepczqg, mozna uwazaé za wynik dziata-
nia, zwanego réwnolegtym dodawaniem opornosci (- =-) wykonanego na R, i R;.

R =R.=R=— 9% _ h_(R"=R})q. (7.114)

)

Latwo sprawdzi¢, ze dziatanie to jest taczne (réwniez przemienne) i mozna je za-
stosowa¢ do systemu réwnolegtego ztozonego z n przewoddw, a pokazanego na ry-
sunku 7.37.

Wyprowadzone wzory mozemy zastosowa¢ do zaprojektowania systemu o z go-
ry zatozonym rozdziale strumienia objetosci w weztach, dobierajac odpowiednio
opornosci poszczegblnych przewoddw. Opornosci te musza by¢ czesto sztucznie
zwigkszane w wyniku wprowadzania specjalnych elementéw regulacyjnych
0 zmiennej (zawory) lub statej opornosci (kryzy dtawiace, stosowane np. w instala-
cjach centralnego ogrzewania), gdyz nie zawsze istnieja potrzebne srednice rur. Nie-
trudno spostrzec, ze uktad (system) szeregowo-réwnolegty, ktorego przyktad poka-
zano na rysunku 7.39, daje si¢ sprowadzi¢ do systemu szeregowego po wprowadze-
niu opornosci zastepczej wedtug (7.114) lub rysunku 7.38. Warto podkresli¢, ze
wprowadzenie do systemu szeregowego przewodu dodatkowego, jako odgatezienia

rownolegtego (gataz R; na rys. 7.39), spowoduje, ze strumien objetosci dla ustalo-
nego h = (zo — z1) + (po — P1)/pQ, zwigkszy si¢ z gy do qv,. Czes¢ ptynu przeptywa
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bowiem przewodem dodatkowym, w zwiazku z czym predkos¢ w przewodzie o
opornosci R, bedzie mniejsza, straty energetyczne réwniez mniejsze, a zatem stru-
mien objetosci zwiekszy sie, gdyz charakterystyka wypadkowa bedzie bardziej pta-
ska. Dotaczenie przewodu dodatkowego do juz istniejacego jest stosowane
w technice, gdy chcemy uzyska¢ wigkszy przeptyw bez zwigkszenia réznicy wyso-
kosci rozporzadzalnych w zbiornikach h = (zo — z;) + (po — p1)/p9, @ wybudowanie
takiego rurociagu jest bardziej optacalne w poréwnaniu ze zwigkszeniem h (wiaze
si¢ to z dodatkowymi naktadami energetycznymi).

* 2
19v

=
)

\

(Rg+RDaZ /

Av

Zy

Rys. 7.39. Szeregowo-réwnolegte potaczenie przewodow

7.5. NIEUSTALONY PRZEPLYW PLYNOW
W PRZEWODACH

Obliczenia hydrauliczne nieustalonego przeptywu ptynéw w przewodach sa bez
poréwnania trudniejsze od takich obliczen dla przeptywoéw ustalonych. Mimo znacz-
nych uproszczen réwnan Naviera—Stokesa i ciagtosci ruchu nie mozna osiagnaé row-
nie prostych zwiazkow, jak réwnanie Bernoulliego dla ptynéw lepkich, stosowane
w poprzednich podrozdziatach. W badaniu przeptywéw nieustalonych w przewodach
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zaklada si¢ jednowymiarowosé ruchu®, a w przypadku gazéw pomija sie skladnik
reprezentujacy sity ciezkosci, jako nieistotny ze wzgledu na mata gestos¢ gazow. Nie
uwzglednia sie ponadto sit bezwtadnosci reprezentowanych przez pochodna czastko-
Wwa v/ A&, réwniez z wymienionych przyczyn.

Nastepne uproszczenia wprowadza sie w zaleznosci od charakteru zjawiska i ro-
dzaju uktadu (systemu) hydraulicznego. W odniesieniu zatem do systemoéw o niewiel-
kich wymiarach i nieduzej predkosci zmian parametrow hydrodynamicznych przyjmu-
je si¢ model cieczy niescisliwej, ktorej ruch okresla catka Cauchy’ego-Lagrange’a (p.
5.2.1) uzupetniona o czton reprezentujacy straty energetyczne. Do uktadéw wigkszych
lub o duzej szybkosci zmian parametréw hydrodynamicznych model ten nie moze by¢
uzywany, gdyz propagacja fali cisnienia odbywa sie z okreslona predkoscia, a zatem
czas jej przebiegu moze nie by¢ dostatecznie maty w poréwnaniu z okresem zmian.
Nalezy zatem uwzgledni¢ scisliwosc cieczy, gdyz fale rozchodza sig tylko w osrodku
sprezystym, ale wtedy model zjawiska znacznie si¢ skomplikuje. Czgsto jest dopusz-
czalne pominiecie strat energetycznych przy uwzglednieniu tylko sprezystosci cieczy,
jak w badaniach zjawiska uderzenia hydraulicznego.

Dalej zajmiemy si¢ krotko ruchem nieustalonym cieczy niescisliwej, a nastepnie
oméwimy zjawisko sprezystego (tzn. z uwzglednieniem scisliwosci) uderzenia hy-
draulicznego cieczy nielepkiej.

7.5.1. NIEUSTALONY PRZEPLYW
LEPKIEJ CIECZY NIESCISLIWEJ]

Réwnanie jednowymiarowego ruchu nieustalonego cieczy doskonatej (5.16")

mozna napisa¢ w postaci
2

—+L+z+ljﬂds:const, (7.115)
29 pg9 ot
gdzie s jest wspotrzedna biegnaca wzdtuz linii pradu.

Jesli pod uwagg wezmiemy struge cieczy lepkiej, ale niescisliwej, pokazana na ry-
sunku 7.40, to dla przekrojéw li2 napiszemy réwnanie

29 pg 29 pg
ktére rézni sie od rownania dla ruchu ustalonego (7.18) tylko sktadnikiem wyrazaja-
cym zmiennos¢ predkosci w czasie, a przedstawiajacym cisnienie bezwiadnosci
0 wysokosci

—+&+z —a2—+&+ Z + —I%dﬁAhfz, (7.116)
S

h‘12=1 N s (7.117)
9+ ot

Y Straty energetyczne sa najczesciej liczone jak dla przeptywu ustalonego (wzér Darcy’ego—Weisbacha
(7.22)).
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2
1
29

P WV
Pg

Rys. 7.40. Przebiegi linii energii i cisnien w nieustalonym przeptywie strugi cieczy lepkiej

Réwnanie (7.116) uzupetnimy jeszcze rownaniem ciagtosci
Av = Aivi = AV,

gdzie A, A — pola powierzchni przekroju poprzecznego strugi.

Dalej przyjmiemy, ze:

1. A zalezy tylko od miejsca i nie zmienia si¢ w czasie.

2. Wysokos¢ Ah, strat energetycznych wyraza sie za pomoca takich samych za-
leznosci jak w przeptywie ustalonym.

Na podstawie tych zatozen i po wprowadzeniu pojecia opornosci hydraulicznej R”,
analogicznie do wzoru (7.78), po uporzadkowaniu, mozemy réwnanie (7.116) zapisa¢
W postaci

(z- zz){uj —R'gZsgnq, + 1" W (7.118)
ol dt

gdzie:
" = ijd—As — stata charakterystyczna przewodu, ktra bedziemy nazywaé bezw/ad-
g5
noscigq,
sgn gy = znak qy.

Pojawienie si¢ wielkosci R'qj sgng, = R'q, |q,| wynika stad, ze kierunek prze-

ptywu moze zmienia¢ si¢ w czasie, dlatego — w przyjetym uktadzie wspétrzgdnych
— bedziemy przypisywa¢ strumieniowi objetosci znak plus dla przeptywu zgodnego
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z dodatnim kierunkiem osi s, minus — dla kierunku odwrotnego. Wyraz okreslajacy
straty bedzie sie zatem pojawiat po prawej lub lewej stronie rownania (7.116), (co
odpowiada wartosci sgn gy = 1 lub sgn gy = -1 w réwnaniu (7.118)).

Bezwtadnos¢ hydrauliczna przewodu o diugosci | i srednicy d wyniesie

ol ﬂzl_“zjmz_‘”z , (7.119)
gy A gmnd 4 gd“m
dla n szeregowo potaczonych przewodéw (rys. 7.29) natomiast
n
Nl oL (7.120)

Znalezienie gy z rownania (7.118), nawet przy zatozeniu R™ = idem (przy danym
przebiegu (z,—2,)+(p, - p,)/pg =h(t), t — czas) nie jest tatwe ze wzgledu na nieli-
niowos¢ tego réwnania. Mozna uzyska¢ rozwiazanie przyblizone lub numeryczne.

Matematyczny model przebiegu zjawiska nieustalonego ruchu cieczy okreslony
rownaniem (7.118) moze by¢ z powodzeniem zastosowany do opisu ruchu cieczy
w uktadach pokazanych na rysunkach 7.41 i 7.42. Na rysunku 7.41 przedstawiono
schemat pompy nurnikowej zasysajacej rurociagiem ssawnym Rg ciecz ze zbiornika.
Poniewaz ruch nurnika jest harmoniczny (prawie),
ciecz w tym rurociagu bedzie poruszata sie ruchem
nieustalonym ze strumieniem objgtosci proporcjo-
nalnym do predkosci nurnika, ale tylko w czasie
jego wysuwania si¢ z komory ssawnej (zmiana
kierunku ruchu na przeciwny powoduje zamknie-
cie sie zaworu ssawnego).

Rys. 7.41. Pompa nurnikowa

Na rysunku 7.42 pokazano uktad pompowy, w ktérym pompa odsrodkowa P zasy-
sa ciecz ze zbiornika dolnego Z4 za posrednictwem rury ssawnej Rs i ttoczy ja przez
rurociag ttoczny R; do zbiornika gornego Z,. Na rurze ttocznej, za zaworem zwrotnym
V,, znajduje sig zbiornik Z,, zwany powietrznikiem, gdyz jest on zawsze czgsciowo
wypetniony powietrzem (rzadziej innym gazem). W warunkach normalnej pracy
pompy cisnienie w powietrzniku wynosi p, = p, + (ho +R*q\§0)pg (R" — opornos¢ hy-
drauliczna rury Ry, qvo — Strumien objgtosci, hy — zob. rys. 7.42), co wynika natych-
miast z przebiegu linii energii wzdluz R;. Po raptownym zatrzymaniu pompy ciecz
W przewodzie ttocznym porusza sie na skutek rozprezania sie powietrza w powietrzni-
ku i bezwtadnosci masy cieklej dopéty, dopdki energia cisnienia i energia kinetyczna
cieczy nie zuzyje sie na prace podnoszenia i pokonanie oporéw hydraulicznych
w rurze R Poniewaz na skutek zatrzymania si¢ pompy zostaje zamknigty zawor
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zwrotny V,, ptynaca ciecz jest pobierana z powietrznika, wobec czego cisnienie powie-
trza zmniejsza sie, aby w chwili zatrzymania sie stupa cieczy w rurze R; osiagna¢ wartos¢
Pmin < Po. Nastepnie ciecz zaczyna ptyna¢ w Kierunku powietrznika, powodujac zmniej-
szanie si¢ objgtosci wypetnionej powie- o
trzem, czyli wzrost cisnienia, ktére po

pewnym czasie jest tak duze, ze ruch

cieczy zostanie zahamowany (cisnienie

ma wtedy warto$¢ pmax > Po). Ruch cie-

czy powtarza sie cyklicznie, az do cat-

kowitego wyttumienia drgan w rurocia- oo
gu ttocznym. Przeptyw taki mozna do- Q—|Q |
statecznie dobrze opisa¢ rownaniem Z
postaci (7.118)", poniewaz — dzieki spre-
zystemu dziataniu poduszki powietrznej
— nie zachodza gwaltowne zmiany cis-
nienia, a tym samym uwzglednianie
scisliwosci cieczy jest niepotrzebne.

R*q2

Zyg

Rys. 7.42. Uktad pompowy z powietrznikiem

Obliczenie hydrauliczne przeptywow nieustalonych cieczy niescisliwej przez
uktady hydrauliczne z weztami jest jeszcze trudniejsze. Pewne przypadki szczegdlne
systemoOw rozgatezionych daja si¢ jednak sprowadzi¢ do réwnania postaci (7.118). Sa
to systemy szeregowo-réwnolegte o niezmiennym w czasie rozdziale cieczy w we-
ztach. Przyktad takiego systemu przedstawiono na rysunku 7.43. Jest to podstawowy
element duzej stacji uzdatniania wody. Woda surowa ma by¢ rdwnomiernie rozpro-
wadzona do zbiornika 7 za posrednictwem rusztu 5. Nieustalony przeptyw tej cieczy
jest generowany za pomoca pompy prozniowej 2, ktora obniza cisnienie w komorze 1
oraz cyklicznie otwieranych i zamykanych zawordéw motylkowych 3 i 4. Powoduje to
okresowy wzrost i spadek cisnienia w komorze 1, a w konsekwencji nieustalony wy-
ptyw cieczy przez kroéce 6 do zbiornika 7. Celem tego zabiegu jest poprawienie wa-
runkow wytracania si¢ zanieczyszczen.

Jak wida¢, kro¢ce 6 maja dtugosci malejace wraz z odlegtoscia od wlotu do rusz-
tu 5, gdyz w celu zapewnienia jednakowego przeptywu przez wszystkie kro¢ce musza
one mie¢ odpowiednio dobrane, zmieniajace sie, bezwtadnosci. W nieustalonym ruchu
cieczy rownomierny rozdziat przeptywu przez ruszt nie moze by¢ zrealizowany przez
odpowiednie dobranie $rednic otwordw nawierconych w ruszcie 6, jak w przeptywie
ustalonym, gdyz bezwtadnos¢ rusztu wzrasta wraz z odlegtoscia od wlotu do niego.

Y Cisnienie w zbiorniku, w ustalonej chwili t, obliczamy z rdwnania stanu gazu, wykorzystujac przy
tym fakt, ze objetos¢ wody wyptywajaca (wptywajaca) do powietrznika réwna sie przyrostowi (ubytko-
wi) objgtosci powietrza.
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W celu wyrdwnania tej bezwladnosci wyptyw musi odbywac sie przez krdéce o diu-
gosci malejacej wraz z odlegtoscia od wlotu do rusztu.

4 2
] el i

Rys. 7.43. System szeregowo-réwnolegty o niezmiennym w czasie rozdziale cieczy w weztach

7.5.2. UDERZENIE HYDRAULICZNE

Opis zjawiska

Przez uderzenie hydrauliczne rozumiemy zjawisko nieustalonego ruchu cieczy
w przewodzie zamknigtym, ktéremu towarzyszy gwattowna przemiana energii kine-
tycznej zawartej w ptynacej cieczy na energie cisnienia.

Uderzenie hydrauliczne (wodne) wystepuje np. w przewodach wodociagowych
w razie raptownego zamkniecia zaworu lub nagtego wstrzymania ruchu pompy.

Przebieg zjawiska uderzenia hydraulicznego przeanalizujemy na przyktadzie pro-
stego uktadu hydraulicznego pokazanego na rysunku 7.44. W normalnych warunkach
przeptyw cieczy przez rurg o $rednicy d i dtugosci |, zaopatrzona u wylotu w zawor,
odbywa sie ruchem ustalonym ze $rednia predkoscia v,. Jesli zawér zostanie nagle
zamkniety (czas zamykania t, — 0), to ruch czastek wody przylegajacych do zaworu
zostanie nagle wstrzymany. Gdyby ciecz ptynaca przez rurociag byta niescisliwa,
a jego Sciany sztywne, wéwczas cata masa wody w rurze zostataby zahamowana
w czasie t; — 0, a cisnienie — jak wynika to z wzoru (7.118) — wzrostoby do nieskon-
czonosci. Z doswiadczenia wiadomo jednak, ze w takich przypadkach cisnienie osiaga
wartosci skonczone, model ruchu nieustalonego opisany wzorem (7.118) nie moze
zatem by¢ tutaj stosowany. Nalezy wobec tego uwzgledni¢ scisliwosé cieczy i sprezy-
stos¢ scian rury. W celu jakosciowego wyttumaczenia wptywu scisliwosci cieczy
i sprezystosci scian rury na przebieg uderzenia hydraulicznego podzielimy — w mysli
— ciecz zawarta w rurze na elementarne warstewki o jednakowej masie i rozpatrzymy
ich zachowanie sie po nagtym zahamowaniu przeptywu. Przebieg zjawiska mozna
podzieli¢ na dwa okresy.
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Rys. 7.44. Uktad do analizy uderzenia hydraulicznego

Okres pierwszy rozpoczyna sie w chwili zamkniecia zaworu, kiedy pierwsza war-
stewka zostanie $cisnicta na skutek przejscia wiasnej energii kinetycznej w cisnienie®,
a grubosc¢ jej sie¢ zmniejszy. Przyrost cisnienia spowoduje rozszerzenie sig czgsci rury
otaczajacej warstewke, ponownie zmniejszajac jej grubos¢. W rezultacie warstewka
zostanie zahamowana, grubos¢ zmniejszona, $ciana rury zas rozciagnigta. Zmniejsze-
nie grubosci warstewki zalezy od modutdw sprezystosci E §ciany rury i Eq cieczy. Za
pierwsza warstewka podazaja nastepne, ktdre réwniez zostang $cisniete i zatrzymane,
a sciany rury sprezyscie odksztatcone (rozciagniete). W ten sposéb w miare uptywu
czasu przyrasta dtugos¢ stupa zatrzymanej cieczy, znajdujacej si¢ pod zwigkszonym
cisnieniem i otoczonej rura 0 rozszerzonej srednicy, spowodowanej przez przyrost
tego cisnienia. Szybkos¢, z jaka przyrasta diugos¢ zatrzymanego stupa cieczy, jest
réwna predkosci rozprzestrzeniania sie fali cisnienia w rurze i jest ona przeciwna do
kierunku przeptywu cieczy, ktéra w nierozszerzonej czesci rury ma nadal predkosé vy.
Gdy ostatnia warstewka u wlotu zostanie $cisnigta, cata rura jest wypetniona ciecza
w spoczynku i pod cisnieniem wyzszym od ci$nienia statycznego w ptynacej cieczy
(przyrost cisnienia, jak juz wspomnielismy, wystapi w wyniku zamiany energii kine-

D Jest to jedyna mozliwos¢ zamiany energii kinetycznej, gdyz predkos¢ warstewki staje sie zerowa,
wysokos¢ potozenia nie zmienia sig; pozostaje zatem wzrost cisnienia.
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tycznej na cisnienie). Ten przyrost cisnienia powoduje $cisniecie cieczy i rozciagnie-
cie scian rury.

Okres drugi rozpoczyna sie w chwili, gdy wystapi ruch cieczy z rury do zbiornika,
spowodowany tym, ze energia potencjalna zgromadzona w cieczy i $cianach rury zo-
staje zamieniona na energig Kinetyczna. Fala cisnienia rozprzestrzenia sig teraz w kie-
runku zaworu, ale jest to cisnienie nizsze od panujacego w cieczy podczas przeptywu
ustalonego. Po dojsciu do zaworu fala zmienia kierunek, a cykl powtarza sie, az do
wyttumienia drgan. Zwrdémy uwage, ze zawdr znajduje sie pod zwigkszonym cisnie-
niem przez czas potrzebny do przebycia przez fale cisnienia drogi 2 (I — dtugos¢ rury)
i jesli predkos¢ fali wynosi v, to czas ten bedzie nastepujacy

2

Vo

T (7.121)

Celem dalszych rozwazan bedzie obliczenie predkosci rozchodzenia sig fali cis-
nienia i przyrostu cisnienia w rurze na skutek nagtego zamknigcia zaworu.

Pierwsze podstawowe réwnanie ruchu

Wyprowadzajac réwnanie nieustalonego ruchu cieczy podczas uderzenia hydrau-
licznego, zatozymy ze:

» ruch jest jednowymiarowy,

» ciecz jest nielepka.

O ile zatozenie jednowymiarowosci ruchu jest powszechne w hydraulice i nie bu-
dzi wiekszych sprzeciwdw, o tyle pominiecie lepkosci moze sugerowaé nieprzydat-
nos¢ uzyskanego rozwiazania w praktyce. Tak jednak nie jest, gdyz pominiecie strat
energetycznych powoduje, ze obliczony przyrost cisnienia jest wigkszy od rzeczywi-
stego, tj. wystepujacego w cieczy lepkiej®, dzieki czemu rurociag jest obliczany na
cisnienie wyzsze od faktycznego. Nalezy zdawaé sobie réwniez sprawg, ze uwzgled-
nienie strat energetycznych tak znacznie komplikuje réwnanie ruchu, ze jest watpliwe
uzyskanie jego rozwiazania analitycznego.

Wezmy pod uwage uktad hydrauliczny przedstawiony na rysunku 7.44. Poczatek
uktadu wspdtrzednych x (krzywoliniowa) i z umiescimy na koncu rurociagu tuz przed
zaworem, przy czym wspotrzedna x jest skierowana przeciwnie do kierunku predkosci
przeptywu v, ruchu ustalonego. Ruch cieczy w rurze opiszemy réwnaniem Eulera
(5.2), ktore zgodnie z przyjetymi zatozeniami bedzie nastepujace

d_v: X —l@, (7.122)
dt p OX

Y Wynika to z pewnych twierdzen o nieréwnosciach rézniczkowych i jest niesprzeczne z intuicja,
gdyz nalezy sie spodziewa¢ mniejszego przyrostu cisnienia w cieczy lepkiej, bo czes¢ energii predkosci
moze by¢ zuzyta na pokonanie oporéw tarcia wewnetrznego.
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przy czym cisnienie p w odlegtosci x od poczatku uktadu wspoirzednych wyrazimy
nastepujaco
p=p, +(h-2)og, (7.123)
gdzie:
h - rzedna wysokosci cisnienia piezometrycznego w tym przekroju,
Pp — cisnienie barometryczne.
Poniewaz, jak wynika z rysunku 7.44,

X =—gsina=—g$, (7.124)
dx
po dokonaniu podstawien do réwnania (7.122) otrzymamy
oh dv
—+—=0, 7.125
g ox dt ( )
ale
d—vzﬁJer=Q+vﬂg=ﬂ 1+vﬂ , (7.126)
dt ot ox ot ot ox ot OX
przy czym
OX
> =V, (7.127)

jest predkoscia rozchodzenia sie fali cisnienia w rurze wypetnionej ciecza. Oznacza
to, ze

Yo, (7.128)

Vo

gdyz z doswiadczenia wiadomo, ze predkos¢ v, jest wielokrotnie wigksza od predko-
Sci przeptywu cieczy w rurach. Zwréémy uwagg, ze V < Vo, gdyz w ruchu ustalonym
ciecz ma predkos¢ vy, ktéra po zamknieciu zaworu spada do zera. Réwnania (7.122)-
(7.127) odnosza sie do strefy ruchu nieustalonego, ktéra lezy miedzy nieruchoma cie-
Cza W rozszerzonej czesci rury a ciecza ptynaca jeszcze z predkoscia Vo (W pozostatej
czesci rury rownanie (7.122) jest trywialne, gdyz ov/ot = 0, 0v/ox = 0). Ostatecznie

v vV (7.129)
dt ot v,) ot
Réwnanie (7.125) napiszemy zatem teraz w formie
ox ot pox ot

i nazwiemy pierwszym podstawowym réwnaniem ruchu, podanym przez wioskiego
hydraulika Lorenza Allieviego (1903).
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Drugie podstawowe réwnanie ruchu

Réwnanie to uzyskamy na podstawie rownania ciagtosci ruchu, ktore bedziemy
rowniez rozpatrywa¢ w strefie migdzy ciecza nieruchoma a ciecza ptynaca jeszcze
z predkoscia Vo.

Réwnanie ciagtosci ruchu jednowymiarowego (3.5), napisane dla przyjetego na
rysunku uktadu wspotrzednych, ma posta¢

op O
A—+—(pvA)=0. 7.131
o VA (7.131)
Zmiana srednicy rury pod wptywem wzrostu cisnienia jest mata w rurach nieelas-
tycznych, ale sprezystych i przyjmiemy, ze pole przekroju jest praktycznie state. Dla-
tego rownanie (7.131) napiszemy jako
_o%p, v %P

+p—+v—=0. (7.132)

P9
ot OX OX

ot oX 'DV)

Jak wiemy jednak, ciecze sa mato scisliwe i nawet bardzo duze wartosci cisnienia
niewiele zmieniaja objeto$¢ ustalonej masy cieczy. Przyjmiemy zatem, ze — w dowol-
nej chwili czasu — gestos¢ wzdtuz rurociagu jest prawie stata, czyli op/ox = 0. Wow-
czas zaleznos¢ (7.132) uproscimy do postaci

N__1% (7.133)
OX p ot

Zauwazmy, ze Oplot nie musi mie¢ matej wartosci, mimo niewielkiego bez-
wzglgdnego przyrostu gestosci, poniewaz jest to predkosé zmian tej wielkosci. Pred-
kos¢ ta jest zerowa tylko w przedziale, gdzie stup cieczy jest zatrzymany i tam, gdzie
predkos¢ ruchu jeszcze wynosi V.

W dwdch otrzymanych dotychczas rownaniach (7.130) i (7.133) wystepuja trzy
nieznane wielkosci p, v, p zalezne od miejsca x i czasu t, dlatego w celu zmniejszenia
ich liczby wyrugujemy z réwnania (7.133) gestos¢ p, korzystajac z jej zwiazku z cis-
nieniem® p, z ktérym zwiazane jest odksztatcenie rury.

Niech zatem, w ustalonej chwili czasu t, dtugos¢ zatrzymanego stupa cieczy
wynosi x. Inaczej mdwiac, po czasie t czoto fali cisnienia przebiegto droge x i na tej
drodze srednica rury jest powiekszona na skutek przyrostu cisnienia. Po czasie
t + dt cisnienie, dziatajace na element o dtugosci dx w chwili t, wzrosnie o dp,
w zwiazku z czym element ten skrdci si¢ 0 wartos¢ A(dx) na skutek sprgzystosci
cieczy i $cian rury. Obliczymy teraz skrdcenie tego elementu, zaktadajac, ze od-
ksztatcenie zalezy wytacznie od cisnienia. Skrocona czes¢ elementu bedzie sktadata
sie z dwdch czesci Ai(dx) (wynik sprezystej deformacji elementu) i Ax(dx) (wynik

Y Zatozymy, ze ciecz jest barotropowa.
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sprezystej deformacji rury). W celu obliczenia Aj(dx) wykorzystamy wzér (1.8)
przeksztatcony do postaci

_Op_dv _dp

, 7.134
TR (7.134)

gdzie Eo —modut sprezystosci cieczy.

Przyjmiemy, ze E, = idem, czyli modut sprgzystosci cieczy jest niezmienny
w przedziale cisnien wystepujacym w rozpatrywanym zjawisku.

Wielkosci dV i V wystepujace we wzorze (7.134) sa nastepujace:

2
2
V= ﬂdX
4
Po podstawieniu daja
A, (de) = —%dx . (7.136)

Do obliczenia A,(dx) zastosujemy prawo Hooke’a”, wediug ktérego obliczymy
przyrost §rednicy rury rozciagnigtej pod wptywem przyrostu cisnienia wynoszacego
dp; naprezenie w kierunku stycznym do obwodu rury wzrosnie wéwczas o do, tak
wiec

_2n(r+dr)-2zr __dr

do E=—E, (7.137)
2nr r

gdzie E — modut Younga (sprezystosci) materiatu rury.

Naprezenie dow $cianie rury zalezy od sit powodujacych jego wystapienie, czyli
przyrostu cisnienia dp. W celu znalezienia zwiazku migdzy tymi wielkosciami rozpa-
trzymy warunki rownowagi sit powierzchniowych (cisnienie) i sit wewnetrznych (na-
prezenie). Jesli zatem rozetniemy (w mysli) rurg wzdtuz osi, to dla uniknigcia rozdzie-
lania sie przecietych czesci nalezatoby przytozy¢ odpowiednie sity, jak to pokazano na
rysunku 7.44. Musi zatem by¢ spetnione rdwnanie

(2r dx)dp =2(5 dx)ds (7.138)

gdzie 6— grubos¢ sciany rury.

Réwnanie (7.138) jest prawdziwe dla — zwykle uzywanych — rur cienkosciennych,
tj. takich, ze o/d < 1/10 (dla rur grubosciennych dochodzi jeszcze réwnanie rwnowa-
gi momentow).

Y Prawo Hooke’a dla preta rozciaganego ($ciskanego) o = ¢ E (o — naprezenie w precie, & — wydtu-
zenie (skrocenie) wzgledne, E — modut sprezystosci).



312 Czesé druga — Przeplywy ptynéw lepkich

Przypominamy, ze upraszczajac réwnanie (7.131) zatozylismy, iz zwiekszenie
srednicy rury na skutek wzrostu cisnienia w zatrzymanej czesci stupa cieczy w rurze
jest pomijalne w stosunku do 2r, zatozenie to konsekwentnie stosowaliS$my we wzo-
rach (7.135)—(7.138) (réwniez na rys. 7.44) i bedzie ono stosowane dalej. Z wzoru
(7.138) wida¢, ze

do =§dp , (7.139)
a po uwzglednieniu wzoru (7.137)
r.2
dr=—-dp. 7.140
=5 P (7.140)

Przed rozciagnieciem rury element miat $rednice 2r i dtugosé dx¥, po rozciagnie-
ciu natomiast srednica jego wyniesie 2(r + dr), a dlugos¢ dx + A,(dx), zatem

n(r + dr)? (dx + Ax(dx)) = rédx (7.141)
skad, po odrzuceniu matych wyzszych rzedéw, otrzymamy
A, (db) = — 29T (7.142)

r

Ostatecznie, po podstawieniu w miejsce dr wyrazenia (7.140), mamy

2r dp d dp
A,(dx)=———dx=—-——0dx. 7.143
o) =—">Fdx=—=— (7.143)
Skrdcenie A(dx) elementu cieczy jest suma A;(dx) i Ay(dx), wobec tego
1 d
Aldx)=—- —+— |dpdx, 7.144
(dx) (EO = 5} p (7.144)
CO po 0znaczeniu
11,4 (7.145)
k E, Eo
zapiszemy w postaci
A(dx) = —%dpdx , (7.146)

gdzie k — zastepczy modut sprezystosci uktadu ztozonego z rury napetnionej ciecza.
Skrécenie elementu dx o wartos¢ A(dx) odbyto sie w czasie dt. W chwili t pred-
kos¢ przeptywu w przekroju rury o odcietej x byla rowna zeru, gdyz zatrzymany stup

Y Zmiany dtugosci A;(dx) nie uwzgledniamy, gdyz jest to wielkos¢ mata w stosunku do dx (wzor
(7.136)).
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cieczy miat dtugosé¢ x. Natomiast w przekroju o odcietej x + dx predkos¢ ta miata war-
tos¢ v, wobec tego w czasie dt — 0 przekrdj x+dx przebyt droge dvdt = A(dx), skad
Av = # . (7.147)

Z drugiej strony roznica predkosci na drodze dx, w chwili t, wyniesie
a—de =AV. (7.148)
OX

Uwzgledniajac zatem wzory (7.146)—(7.148), otrzymamy (po uproszczeniu) na-
stepujacy wzor
a—vz—l@, (7.149)
OX k ot
przy czym pochodna czastkowa pojawia si¢ tutaj ze wzgledu na zaleznos¢ p od X i t.
Lewe strony rownan (7.149) i (7.133) sa identyczne, skad wynika identycznos¢ ich
prawych stron. Wobec tego wyrazenie

L, d|p, v g (7.150)
E, E&)ot ox

réwnowazne z réwnaniem ciagtosci uproszczonym do postaci (7.133)” nazywamy
drugim podstawowym réwnaniem ruchu sprezystego uderzenia hydraulicznego.

Powrdémy jeszcze do zjawiska skracania elementu dx i zauwazmy, ze réwnocze-
$nie z przesuwaniem si¢ przekroju x+dx z predkoscia Av w ujemnym Kierunku osi X,
fala cisnienia przesuwata sie w Kierunku przeciwnym (tzn. nastepowat przyrost diugo-
§ci zatrzymanego stupa cieczy). Mozna wiec dobra¢ taki czas dt bliski zeru?, ze fala ta
przebiegnie droge dx — | A(dx) | (rys. 7.44) réwna dtugosci stupa cieczy zatrzymanego
w czasie dt. Predkos¢ fali cisnienia wyniesie zatem

v :dx—|A(dx)|:d_x:Q3)

, 7.151
P dt dt ot ( )

przy czym A(dx) jest wielkoscia mata w stosunku do dx (wzor (7.146)) i dlatego zosta-
to pominiete. Ze wzoru (7.151) wynika wiec, ze wielkos¢ ox/ot jest rzeczywiscie
predkoscia fali cisnienia, jak to napisalismy w (7.127).

1) o . o _ovot  1dp -
Wz6r (7.150) mozna napisaé w postaci — — = ———, skad po uwzglednieniu (7.127) mamy
ot ox k ot
ov Vi 0
N_ 2P ob. (7.133)).
ot k ot

2) poniewaz dx — 0 i predkosc¢ fali v, < co.
2 x jest funkcja tylko czasu, stad réwnosé¢ pochodnych.
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Predkosé rozchodzenia sie fali cisnieniowej w przewodzie
Predkos¢ te obliczamy, piszac réwnania ruchu (7.130) i (7.150) w postaci

1op ovoax_ 1, dkox ov_g (7.152)
p OX Ox ot E, Eo)oxot ox
co po wykorzystaniu (7.151) przedstawimy jako
1 @_}_Q:oy i+i vp@+a—\/:0, (7.153)
PV, OX  OX E, Eo OX OX

skad, po poréwnaniu wspdtczynnikow przy op/ox w obydwu réwnaniach, mamy

Eo

2]
_ (7.154)
d E
o E
gdzie /E,/p =c — predkos¢ rozchodzenia sig fali cisnienia (predkos¢ dzwigku) w nie-
ograniczonym osrodku o gestosci p — i module sprezystosci Eq. Dla wody i rur cienko-
sciennych (o/d < 1/10), zwykle stosowanych w technice, v, > 1000 m/s, wobec czego
zatozenie (7.127) jest w petni uzasadnione (v < Vo, przy czym v, jest rzedu pojedyn-
czych metréw na sekunde i nie przekracza w normalnych warunkach 5 m/s). Predkos¢

rozprzestrzeniania sie dzwieku w wodzie o praktycznie nieograniczonych rozmiarach
zbiornika (np. w jeziorze) ¢ = 1435m/s.

Cisnienie bezwladnosci
Zapiszmy drugi z wzordw (7.153) w postaci

ai(erLv]:O. (7.155)
X v,

kivy, jest wielkoscia stata dla danej rury i cieczy ((7.145), (7.154)).
Po scatkowaniu réwnania (7.155) i wiedzac, ze przed zamknieciem zaworu cisnie-
nie w rurze wynosito po ¥, a predkosé przeptywu vy, otrzymamy zaleznosé

P=po+ oV, (Vo-V), (7.156)

ktora wyznacza cisnienie p w chwili t i w odlegtosci 0 < x < xo od zaworu, przy czym
Xo — odlegtos¢ od zaworu, gdzie predkosé wynosi jeszcze V.

Y Rozktad cisnienia po Wzdtuz rury wyznaczymy, postugujac si¢ np. wykresem Ancony.
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Zauwazmy, ze dla x < v,t predkos¢ v = 0, gdyz w tej odlegtosci stup cieczy jest
zatrzymany. W przedziale vt < x < xo predkos¢ przeptywu spetnia relacjg 0 < v < vq.
Cisnienie dane wzorem (7.156) nazywa si¢ cisnieniem bezw/adnosci; jest ono naj-
wieksze na czole fali cisnieniowej i wynosi

Pmax = Po + 0 Vp Vo. (7157)
Przyrost cisnienia po nagtym zamknigciu zaworu® obliczymy zatem z wzoru
APmax = Pmax— Po = p Vp Vo, (7.158)

Wysokos¢ przyrostu cisnienia wyniesie wobec tego

— VvV Vv
Ahmax = pmi;g Po = Pg 0 . (7159)

Stad wynika wniosek, ze cisnienie bezwfadnosci jest proporcjonalne do predkosci v,
przep#ywu cieczy w rurociggu.

Na jego wartos¢ nie wpltywa natomiast dtugos¢ rurociagu, ale jego srednica d,
grubos¢ sciany &1 materiat, z jakiego jest wykonany (E), a ponadto gesto$¢ o i modut
sprezystosci cieczy E,.

Zauwazmy, ze Ahn Moze osiagnac¢ znaczne wartosci zagrazajace wytrzymatosci
rurociagu, poniewaz v, > 1000 m/s, co przy v, < 5 m/s moze da¢ przyrost wysokosci
cisnienia okoto 500 m stupa cieczy.

Przebieg cisnienia przy zaworze po jego naglym zamknigciu
Przyrost cisnienia po nagtym zamknieciu zaworu wyznacza wzor (7.158). Czas
dziatania zwigkszonego cisnienia na zawor wyniesie
2l

T , (7.160)

Vo

gdzie | — dtugos¢ rury.

Sktada si¢ on z czasu T/2 potrzebnego na dotarcie fali cisnienia do zbiornika oraz
z czasu T/2 przebiegu fali obnizonego cisnienia od zbiornika do zaworu, podczas gdy
ciecz przylegajaca do zaworu jest zatrzymana, a wigc ciagle pod zwigkszonym cisnie-
niem. Jak wspominalismy wczesniej, po dotarciu fali cisnienia do zbiornika cata ciecz
zawarta W rurze jest nieruchoma, ale zawiera energie zmagazynowana W sprezonej
cieczy i rozciagnietych $cianach rury. Energia ta jest wieksza od energii potencjalnej
cieczy w zbiorniku, co powoduje wyptyw cieczy do zbiornika i obnizenie cisnienia
w rurze. Fala tego obnizonego cisnienia biegnie od zbiornika do zaworu, ktéry po
czasie T znajduje sie pod obnizonym ci$nieniem znéw na okres T. Nastepnie caty cykl

Yw zatrzymanej czesci stupa cieczy, tj. dla x <vpt.
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sie powtarza. W cieczy rzeczywistej wystepuje rozpraszanie energii i amplituda ci-
$nienia maleje z uptywem czasu, az do zupetnego wyttumienia drgan.
Na rysunku 7.45 przedstawiono prze-
P bieg zmian cisnienia na zaworze po na-
AP g_%ym jego _zamkniqciu i przy zatozeniu, ze
Ap ciecz jest nielepka.

— max

Po

' ' ' Rys. 7.45. Przebieg zmian ci$nienia na zaworze
0 T 2T 3T t po naglym jego zamknieciu

Jak juz wspomnielismy poprzednio, mimo takiego uproszczenia otrzymane wyniKi
Mmaja znaczenie praktyczne, poniewaz przyrost cisnienia pvpVo jest nie mniejszy od
rzeczywistego. Umozliwia to znalezienie $rodkéw zapobiegawczych przeciwko
uszkodzeniom rurociagdw, jak np. montaz specjalnych zaworéw upustowych otwiera-
jacych sig po przekroczeniu cisnienia dopuszczalnego dla danego rurociagu. Stosuje
si¢ rowniez urzadzenia zapobiegajace wystapieniu zjawiska uderzenia hydraulicznego,
jak np. opisany w p. 7.5.1 powietrznik (rys. 7.42). Rozwazany przypadek uderzenia
hydraulicznego, dla czasu zamkniecia zaworu t, = 0, jest prostym uderzeniem hydrau-
licznym, ktore wystepuje rowniez, gdy t, < 21/v,. Tak zwane nieproste uderzenie hy-
drauliczne wystepuje wtedy, gdy t, > 2l/v,. Na podstawie badan Zukowski ustalit
w tym przypadku nastepujaca zaleznos¢ miedzy czasem zamykania zaworu t, a przy-
rostem cisnienia Ap w stosunku do Apmax = pVpVo

2l /v
Ap 2V, (7.161)
pmax tZ
Istnieja inne wzory lepiej ujmujace istote zjawiska, np. wzér Morozowa
AP_ 2% . (7.162)

P9 2-y

w ktérym H — réznica poziomdw miedzy zwierciadtem cieczy a osia wylotu, przy
czym

_ Vil

CgtH’

Ve

Wz6r (7.162) daje dobre wyniki dla y < 0,5. Z wzoréw (7.161) i (7.162) wynika
réwniez spos6b zapobiegania nadmiernemu wzrostowi cisnienia. Jest nim odpowied-
nio dtugi czas zamykania zaworu. Nie mozna go jednak zastosowacé, gdy uderzenie
hydrauliczne moze powsta¢ na skutek zatrzymania pomp. Stosuje si¢ wtedy zwykle
specjalne zawory lub powietrzniki.



8. PRZEPLYW CIECZY W PRZEWODACH
OTWARTYCH

8.1. PODSTAWOWE POJECIA

Plynaca ciecz w przewodach otwartych ograniczaja czgsciowo $ciany kanatu,
a czesciowo styka si¢ ona z powietrzem, tworzac z nim powierzchnie swobodna. Do
przewodow otwartych zaliczamy zatem rowniez rurociagi wypetnione czesciowo pty-
naca ciecza. Przewody otwarte dzielimy na naturalne (rzeki, strumienie, potoki)
i sztuczne (kanaty komunikacyjne, melioracyjne itp.).

Dna i $ciany boczne przewodu otwartego, ktére sa lub moga by¢ zwilzone ptynaca
ciecza, tworza fozysko. £ozyskiem zwilzonym jest dolna czgs¢ przewodu, przez ktéra
aktualnie ptynie ciecz.

Cze$¢ przekroju poprzecznego przewodu (tzn. przekroju prostopadtego do linii
srodkowej), przez ktora przeptywa ciecz, nazywamy przekrojem przepfZywowym. Jest on
zarazem przekrojem hydrometrycznym. Promier hydrauliczny Ry, okreslamy nastepujaco

R, =—, (8.1)

gdzie:

A — pole powierzchni przekroju przeptywowego,

U — obwdd zwilzony, tj. dtugos¢ krzywej przecigcia przekroju poprzecznego ze $cia-
nami zwilzonymi tozyska.

Obwiedni¢ koncow wektoréw predkosci, ktorych poczatki leza na jednej prostej,
nazywamy krzywgq rozkfadu predkosci wzdiuz tej prostej. Istotne znaczenia maja pio-
nowa i pozioma krzywa rozktadu predkosci.

Punkty przekroju przeptywowego, charakteryzujace si¢ ta sama predkoscia, two-
rza na powierzchni predkosci (tj. obwiedni koncéw wektoréw predkosci) linie jedna-
kowej predkosci, zwane izotachami (rys. 8.1). lzotacha
zerowa jest obwod zwilzony, inne izotachy moga by¢ do- nurt
wolnymi krzywymi plaskimi, ktérych ksztatt, w miare
zblizania si¢ do obwodu zwilzonego, upodabnia si¢ do
niego.

Rys. 8.1. Linie jednakowej predkosci (izotachy) w kanale otwartym
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Czastki cieczy poruszajace si¢ najszybciej tworza struge, zwana nurtem.

Objetos¢ ograniczona przekrojem przeptywowym, powierzchnia swobodna i po-
wierzchnia predkosci, wyznacza strumien objetosci.

Linig taczaca srodki cigzkosci przekrojow przeptywowych nazywamy 0sig geome-
tryczng. Linia taczaca rzuty na przekroj zwilzony srodkow cigzkosci bryt, ograniczo-
nych powierzchnia predkosci, powierzchnia swobodna i przekrojem zwilzonym, jest
osig dynamiczng (hydrauliczna). W przypadku kanatdéw prostoliniowych o statym
przekroju poprzecznym osie te leza w jednej ptaszczyznie pionowej.

8.2. KLASYFIKACJA RUCHU CIECZY
W KANALACH OTWARTYCH

8.2.1. RUCHY ROWNOMIERNE | NIEROWNOMIERNE

Ruch cieczy w przewodzie otwartym jest rownomierny, jezeli powierzchnia pred-
kosci wzdtuz osi dynamicznej przewodu nie ulega zmianie. W ruchu réwnomiernym
przekroj przeptywowy i gigbokos¢ kanatu nie ulegaja zmianie (powierzchnia swobod-
na jest rownolegta do dna). Musi on by¢ zatem ruchem ustalonym.

W ruchu nierdwnomiernym przekroj przeptywowy zmienia sie wzdtuz osi hydrau-
licznej zaleznie albo niezaleznie od czasu. Ruch nieréwnomierny moze wiec by¢ ru-
chem ustalonym lub nieustalonym.

8.2.2. PRZEPLYWY SPOKOJINE | RWACE

Obserwacja przeptywu wody przez kanaty otwarte prowadzi do wniosku, ze cha-
rakter przeptywu zalezy od tego, czy srednia predkos¢ przekracza szybkosé ¢ rozprze-
strzeniania si¢ fal ptaskich powstajacych na powierzchni swobodnej cieczy ptynacej
przez kanat o sredniej gtgbokosci t;

c=40t; . (8.2)

W?z6r ten, wyprowadzony przez Lagrange’a, jest podstawa podziatu ruchéw cieczy
w kanatach otwartych na:

a) przeptywy spokojne (tagodne), odbywajace si¢ z predkosciami srednimi v < c,

b) przeptywy rwgce, odbywajace si¢ z predkosciami srednimi v > c.

8.3. RUCH ROWNOMIERNY
W PRZEWODACH OTWARTYCH

8.3.1. ROWNANIE BERNOULLIEGO

W przypadku ruchu ustalonego réwnanie Bernoulliego napisane dla przekrojow 1.
i 2., oddalonych od siebie o | (rys. 8.2), przybiera posta¢
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2 2
H,+ PutPo oV _ H, + P2t Py %V +ARS,, (8.3)
09 29 P9 29

gdzie:

a; (i=1,2) —wspotczynnik Coriolisa wedtug wzoru (7.14),

Vi (i=1,2) - srednia predkos¢ przeptywu,

pi(i=1,2) —nadcisnienie” w srodku pola przekroju,

H; (i =1, 2) —wysokos¢ niwelacyjna srodka pola przekroju,

Ahp, — wysokos¢ strat energetycznych na odcinku migdzy przekrojami 1. i 2.

2
1

(le

Py

Rys. 8.2. Ruch cieczy w kanale otwartym

Jesli teraz rozwazania ograniczymy do ruchu réwnomiernego, to na podstawie je-
go definicji (p. 8.2.1) otrzymamy

Vi=V,A og=a,= P, =p,A Ah}, =H, —H,. (8.4)
Spadek hydrauliczny natomiast

_Hl_HZ
]

jest wiec rowny spadkowi niwelacyjnemu dna i zwierciadta swobodnego.

I =iy =i=sinp (8.5)

Y poniewaz w kanale otwartym nad powierzchnia swobodna panuje takie samo cisnienie p,, na rys.
8.2 linig cisnien tradycyjnie rysuje sie ha wysokosci zwierciadta cieczy.
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8.3.2. ROWNANIE HYDRODYNAMICZNE
RUCHU ROWNOMIERNEGO

Za punkt wyjscia do rozwazan obierzemy réwnanie Naviera—Stokesa (6.7). Jezeli
przyjmiemy uktad wspotrzednych, ktérego jedna z osi przebiega przez $rodki geome-
tryczne przekrojow strugi cieczy pokazanej na rysunku 8.2, to w przypadku cieczy
niescisliwej

gsing — l@—W :ﬂ+vﬂ, (8.6)
p oS ot oS
przy czym:
g - przyspieszenie ziemskie,
W — jednostkowa sita oporéw ruchu.

W ruchu réwnomiernym g sin S = g |, cisnienie nad powierzchnia swobodna nie
ulega zmianie i jego rozktad w strudze jest hydrostatyczny, czyli op/os = 0, a ponadto
ovlot =0 A ovlos = 0, gdyz ruch jest ustalony, a struga ma niezmienne pole przekroju
przeptywowego.

Uzalezniajac opory ruchu od promienia hydraulicznego Ry i sredniej predkosci
przeptywu v, po zastosowaniu analizy wymiarowej (p. 6.3.4) otrzymamy

W =¢7Rh_1\/2 ; (8.7)
a po wprowadzeniu bezwymiarowego wspoéiczynnika oporu tozyska 4 = 2¢ bedzie

2
W = iv_i , (8.8)
2 R,

a zatem réwnanie ruchu (8.6) przyjmie postaé

vil
| -i——=0, 8.9
g 2R (8.9)
stad Srednia predkos¢ przeptywu
v = i—g,/th . (8.10)

Oznaczajac +/2g/A = C, otrzymamy zaleznos¢ znana pod nazwa formusy de Che-

Zy’ego
v=C,IR, . (8.11)

Jest to wzér potempiryczny, poniewaz wystepujacy w nim wspéiczynnik C zalezy
od promienia hydraulicznego i chropowatosci tozyska, a zwiazku tego nie udato sig
opisac analitycznie.
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8.3.3. FORMULY OKRESLAJACE PREDKOSC
| WSPOLCZYNNIK OPORU

Srednia predkos¢ przeptywu v mozna wyznaczy¢ ze wzoréw (8.10) lub (8.11),
w ktorych wspoétczynniki 4 i C obliczamy za pomoca nastepujacych, przyktadowo
podanych, empirycznych formut:

Formula Misesa — okresla wspotczynnik oporu A wystepujacy we wzorze (8.10)

1=00024+[x/2R, (8.12)

gdzie x— wspobtczynnik chropowatosci, ktorego wartos¢ zalezy od rodzaju $cian tozy-
ska, majacy wartosci (0,2+200 um), przy czym dolna warto$¢ dotyczy $cian wykon-
czonych gtadka wyprawa cementowa, gérna natomiast scian z ziemi.

Formula Bazina

(8.13)

c__ 8
TIec/ (R,

w ktorej wspdtczynnik ¢ zalezy od rodzaju scian tozyska. Scianom wykonczonym
gtadka wyprawa cementowa przypisuje sie liczbe ¢ = 0,06, natomiast §cianom z gla-
z6w c =1,75.

Formula Manninga

C=%R$, (8.14)

w ktorej n jest wspotczynnikiem zaleznym od rodzaju i chropowatosci scian kanatu.

Wspbtczynnik n moze mie¢ wartosci 0,009+0,03. Dolna wartos¢ dotyczy wyjat-
kowo gtadkich powierzchni pokrytych emalia lub glazura. Wartosé gorna odnosi sie
do kanatéw wyjatkowo zle utrzymanych o znacznych wyrwach i osypiskach, zarosnie-
tych szuwarami z duzymi kamieniami na dnie itp.

Formula Matakiewicza — pozwala obliczy¢ predkos¢ srednia w tozysku natural-
nym

v =35,4t27] 0498300 (8.15)
gdzie t, — $rednia gtebokos¢ cieczy w kanale.
8.3.4. ROZKLAD PREDKOSCI W PRZEKROJACH:
POZIOMYM | PIONOWYM

Rozktad predkosci w przekroju poziomym prostoosiowego kanatu o niezmien-
nym polu przekroju poprzecznego A i szerokosci B mozemy okresli¢ wzorem przy-
blizonym
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1
v =vmax(B‘—2y)7 , (8.16)
B
X w ktorym:
- — -t — - Vmax — Predkosé maksymalna w osi przewodu,
y  —odlegtosé od osi.
>§ . ’l\_la rysunku_8.3 przedstawiono krzywa rozktadu pred-
“ly kosci w przekroju poziomym.
0 y
B Rys. 8.3. Krzywa rozktadu predkosci w prostokatnym kanale otwartym
" 7 w przekroju poziomym

Rozktad w dowolnym przekroju pionowym réwnolegtym do osi hydraulicznej to-
zyska okresla formuta Bazina (rys. 8.4).
V=V, —£2°, (8.17)
w ktorej:
Vv — miejscowa predkosé przeptywu na gtgbokosci z pod zwierciadtem,
& —wspotczynnik zalezny od gtebokosci kanatu h i spadku hydraulicznego 1.
Jezeli

R,~h = 5:%\% A v=vmax—%,/lh 22, (8.18)

Wz6r (8.18) jest zatem przydatny, gdy szerokos¢ kanatu jest duza w stosunku do
gtebokosci (Ry = h). Wspébtczynnik C zalezy od chropowatosci przewodu i wyznacza
sig go doswiadczalnie. Jesli prawdziwe jest (8.18), to napiszemy

h h
_ _ C 2
vsh—z[vdz—!(vmax—ﬁ Ihz )dz, (8.19)
gdzie v; — predkos¢ srednia wzdtuz prostej pionowej (rys. 8.4).

Po obliczeniu catki we wzorze (8.19), oznaczeniu przez h, gtebokosci, na ktorej

V = vy i wobec v, =V, —C4/Ih(h,/h)’, otrzymamy

Vth max \/g

h, =~——h~0,58h. (8.20)
y 3
<
7 Z Rys. 8.4. Rozktad predkosci w przekroju pionowym réwnolegtym do
7 osi hydraulicznej kanatu
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Zaleznos¢ (8.20) jest stosowana w jednopunktowej metodzie pomiaru sredniej
predkosci przeptywu w szerokim kanale.

Zwroémy uwage, ze przytoczone wzory do wyznaczania predkosci sredniej i roz-
ktadu predkosci sa formutami empirycznymi ((8.15), (8.16)) albo pdétempirycznymi
((8.10), (8.11), (8.18)). Istnieja jeszcze inne formuty do wyznaczania wspotczynnikow
proporcjonalnosci we wzorach (8.10), (8.11) w zaleznosci od chropowatosci i Ry.
Zwraca uwage mato precyzyjne ujecie wplywu chropowatosci na wspétczynnik C
w przytoczonych formutach empirycznych. Poszczegdlne wzory moga dawaé znacz-
nie rozniace si¢ wyniki.

8.3.5. NAJKORZYSTNIEJSZY PRZEKROJ POPRZECZNY KANALU

Hydraulicznie najkorzystniejszy jest taki przekroj, przez ktory przy danych: spad-
ku hydraulicznym 1 i polu powierzchni przekroju A, strumien objetosci qy cieczy pty-
nacej ruchem jednostajnym jest maksymalny.

Z formuty de Chezy’ego (8.11) i wzoréw (8.13), (8.14) wynika, ze najwieksza
predkos¢ srednia uzyskamy przy najwigkszym Ry. Dla okreslonego pola powierzchni
przekroju poprzecznego strugi maksymalny strumien objetosci wystapi wiec przy
minimalnym obwodzie zwilzonym (zob. (8.11)).

Ze wzgledow technologicznych czesto stosuje sie przekrdj trapezowy. Rozpatrzmy
wiec, jaki warunek musi spetnia¢ najkorzystniejszy przekroj trapezowy (rys. 8.5).

Niech bedzie dany kanat trapezowy o kacie pochylenia skarp « i polu powierzchni
przekroju A. Zatem

A=h(b+hctga). (8.21)
Obwad zwilzony
U=b+_2—h=ﬁ+h(_i—ctga). (8.22)
sina h sina
Warunek na minimum U
du A 2
—=—-—+——-Ctga =0, 8.23
dh - n? o sing ¢ (8.23)
ale z rownania (8.21) uzyskamy
A b
F=—+Ctg(l,

€O po podstawieniu do (8.23) daje

Ezz(;—ctganwzz tgg. (8.24)
h sSina Sina 2



324 Czesé druga — Przeplywy ptynéw lepkich

Warunek (8.23) spetnia trapez opisany na pétkolu (rys. 8.5b). Stad przy o = n/2
(prostokat) otrzymamy h = b/2. Oznacza to, ze kanat o przekroju prostokatnym i polu
A = bh jest hydraulicznie najkorzystniejszy, gdy h = b/2.

Promien hydrauliczny, ktory odpowiada stosunkowi b/h, danemu wzorem (8.24),
Wynosi

A h
R, ThEL (8.25)

co otrzymamy ze wzordw (8.21), (8.22) oraz (8.24).

a)
= ‘ " =
i

Rys. 8.5. Przekroj poprzeczny kanatu otwartego: a) trapezowy, b) trapezowy najkorzystniejszy

Najkorzystniejszy kat pochylenia skarp obliczamy ze wzoru (8.22), do ktérego
wprowadzimy warunek (8.25) i otrzymamy

U :U_hﬁ[i_ctgajjuz:4A(L—Ctgaj
2h U \sina sina

Warunek na minimum U

i(__z ctgaj:o, (8.26)
da\sina
skad
Ccos azl, a= T rad. (8.27)
2 3

Najdogodniejszym sposrod przekrojow trapezowych jest trapez opisany na pétko-
lu o skarpach pochylonych pod katem =/3 rad wzgledem poziomu.

8.3.6. PRZEPLYW W RURACH
NIECALKOWICIE WYPELNIONYCH CIECZA

Z tego rodzaju ruchem spotykamy sie najczesciej w urzadzeniach kanalizacyjnych,
ktorych przewody sa zazwyczaj rurami o przekroju kotowym, jajowym, gruszkowym.
Bywaja takze budowane przewody kanalizacyjne z rur o innych przekrojach.
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Strumien objetosci wyznaczamy na podstawie wzoru de Chezy’ego (8.11) z zaleznosci

q =AC\IR,. (8.28)

Jesli gtebokos¢ cieczy bedzie wynosi¢ h < d, to stosunek a = h/d nazwiemy stop-

niem nape/nienia. Nietrudno spostrzec, ze A i R, zaleza od a, zatem qy oraz v zaleza

rowniez od a. Oznaczajac przez Qvo, Vo Strumien objetosci i predkos¢ obliczona dla

catkowicie napetnionej rury, mozemy wyznaczy¢ qv/Qvo , V/Vo W zaleznosci od stopnia
napetnienia h/d postugujac sig formuta de

Chezy’ego, w ktorej C mozna obliczy¢ ze 1,0
wzoréw (8.13), (8.14). Zaleznosci te w przy- 08
padku przekroju kotowego przedstawiono na ’ \CNQ/ /
rysunku 8.6. Wartosci qyo mozna wyznaczyé g g &
ze wzoru (8.28) dla réznych érednic d i spad- g /)/ //
kéw hydraulicznych I, ktére w tym przypadku 0,4
, , L~ \QQ/
sa rowne spadkom dna (wzor (8.5)). / N
0,2
/
Rys. 8.6. Zaleznosci bezwymiarowej predkosci 0 =]
i strumienia objetosci od stopnia napetnienia kanatu 0 02 04 06 08 10 12
otwartego o przekroju kotowym VIVy, Oy/dy

8.4. RUCH NIEROWNOMIERNY
W PRZEWODACH OTWARTYCH

8.4.1. ROWNANIE NIEROWNOMIERNEGO RUCHU
USTALONEGO

Wezmy pod uwage dwa przekroje poprzeczne prostoliniowego kanatu o nie-
zmiennym przekroju tozyska i pochyleniu dna i = const odlegte od siebie o ds (rys.
8.7). Ruch w kanale bedziemy traktowali jako wolnozmienny, tzn. taki, w ktorym
krzywizna linii zwierciadta jest mata, a predkosci elementdw cieczy sa prawie prosto-
padte do przekroju przeptywowego i przy tym zatozeniu napiszemy réwnanie Ber-
noulliego dla przekrojow 1. i 2.

2

2
(h+ids)+0;V—g:(h+dh)+M+

dh,. (8.29)

We wzorze (8.29) zatozylismy jednakowy wspotczynnik Coriolisa w obydwu
przekrojach.

Straty hydrauliczne dh, na drodze 1-2 wyznaczymy ze wzoru de Chezy’ego
(8.11) i definicji spadku hydraulicznego (8.5). Po pominigciu wyrazéw nieskonczenie
matych rzedu wyzszego niz pierwszy otrzymamy
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av?
29
-
|
| |

|
Ahiz

| T ————dh

Z

Rys. 8.7. Ruch nieréwnomierny w kanale otwartym

avdv v?

o (v + dv)?

2

ids=dh + +W ds. (830)
h
Poniewaz
v=3 gy =W ga, (8.31)
A A
wiec
2 2

ids=dh—2% gay b g5, (8.32)

gA C2R, A

Uwzgledniajac fakt, ze dA = b dh (b — szerokos¢ zwierciadta cieczy w przekroju 2.

- rys. 8.8), otrzymamy

dh _i-qgf/C*A’R,
ds 1-abgl/gA®

(8.33)

b Réwnanie (8.33) jest rdwnaniem ustalonego ruchu

dA

o =
+ ©
=

N

Zauwazmy, ze:
a) (ds/dh =

v=C\/ﬁ,

nieréwnomiernego, wolnozmiennego w kanatach otwar-
tych. Po scatkowaniu rownanie to daje mozliwos¢ okre-
slenia ksztattu linii zwierciadta cieczy.

Rys. 8.8. Przyrost pola przekroju przeptywowego na drodze ds

0) = ruch jest réwnomierny, wéwczas i—qi/C*A’R,= 0 =



8. Przeplyw cieczy w przewodach otwartych 327

b) (i—q2/C?A%R,)>0 A 1-abg’/gA*=0 = dh/ds = co — powierzchnia swobodna
tworzy pionowy prog wodny, zwany progiem Bidone’a,

¢) (i—g¢/C*A®R,) > 0 — powierzchnia swobodna cieczy wznosi sig, tworzac tzw.
krzywq spietrzenia,

d) (i—qZ/C*A’R, ) < 0 — glebokos¢ strugi maleje w kierunku przeptywu.

8.4.2. ENERGIA ROZPORZADZALNA
W PRZEKROJU PRZEPLYWOWYM KANALU

Wezmy pod uwage prostoosiowy kanat o niezmiennym przekroju tozyska. Linia
energii jest wzniesiona ponad zwierciadlo swobodne na wysokosé av?/2g. Cisnienia
statycznego nie bierzemy pod uwage, poniewaz jest ono jednakowe wzdtuz catej stru-
gi i réwne cisnieniu atmosferycznemu.

Jesli giebokos¢ strugi oznaczymy przez h, to linia energii lezy na wysokosci
av?/2g + h ponad dnem kanatu.

Wysokos¢ energii rozporzadzalnej E w rozpatrywanym przekroju wynosi zatem

av?

E=h+ (8.34)
29
Po wykorzystaniu rownania ciagtosci otrzymamy
2
E=h 4o %% (8.35)
A 29
Poniewaz pole przekroju strugi zalezy wylacznie od napetnienia, wiec
A=A(h),
a zatem
E=E(h).

Zwroémy uwage, ze
h->0A A>0= E > x,
he(0,0) = E (0,), (8.36)

h—>o0o A A>0o=E —>w.

Z (8.36) wynika wniosek, ze istnieje h = h,, € (0, ), dla ktérego E = Epi,
(hkr — Wysokosé krytyczna).
Warunek na minimum E ma postaé¢
' 2
LI AN (8.37)
dh A g
Uzyskalismy go przez obliczenie pochodnej po h z (8.35).
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Wz6r (8.37) napiszemy w prostszej postaci, mianowicie

2
0:1—33 a (8.38)
A g
gdzie b = dA/dh = A’ jest szerokoscia swobodnego zwierciadta cieczy (rys. 8.8).
Niech E = idem, parametrami za$ niech beda h i qy. Zbadamy, jak zmienia sie qy
podczas zmiany napetnienia, ktére moze przybiera¢ wartosci h € (0, E) (zob. (8.34)).
Po przeksztatceniu réwnania (8.35) do postaci

2
o2 = "I A2(E-h),
a
widzimy, ze
h->0= A->0 =q, >0,
he(0,E) = q, €(0,), (8.39)
h—-E = gq, »0.

Z (8.39) wnioskujemy, ze gy musi mie¢ w (0, E) maksimum.
Warunek na maksimum gy jest nastepujacy

2AA (E-h)-A?2=0. (8.40)

Po wprowadzeniu szerokosci zwierciadta swobodnego b i skorzystaniu z réwnania
(8.35) otrzymujemy wzor (8.38) w postaci
2
1, @& _ A
A>2g 2b
Poniewaz A = A(h), istnieje wiec glebokosé¢ h = hy, dla ktérej warunek (8.38) jest
spetniony. Stad wniosek, ze gltebokos¢ krytyczna hy, to taka, ze dla gy = idem energia
strugi osigga minimum, a dla E = idem strumie7 objetosci gy 0sigga maksimum.
Zapiszmy warunek (8.38) w postaci

‘b
l=a (ij 2 (8.41)
A) gA
i zauwazymy, ze
2 2
(Q_vj b v (8.42)
A) gA gt
przy czym:
t; = A/b - érednia giebokos¢ cieczy,
Fr — liczba Froude’a (zob. wzor (6.79)), w ktdrej charakterystycznym wymia-

rem liniowym jest | =t;
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stad wynika zwiazek miedzy krytyczna liczba Froude’a Fry, i odpowiadajaca jej sred-

nia gtebokoscia tgy

2 2

1_ [‘ij L (8.43)
a A g tskr g 1:skr

Oznacza to, ze géebokos¢ krytyczna wystepuje wtedy i tylko wtedy, gdy liczba Frou-

de’a wynosi 1/a. Z krytyczna wartoscia liczby Froude’a wiaze sig predkos¢ krytycz-

na, ktéra wyznaczamy ze wzoru (8.43)

V=0t =V, dla a~1. (8.44)

Ruch krytyczny wystepuje w przyrodzie tam, gdzie struga musi gromadzi¢ energie
do przekroczenia pewnej przeszkody. Nastepuje wtedy spietrzenie wody do minimal-
nego poziomu, wystarczajacego do wywotania zadanego przeptywu. Na przyktad, gdy
kanat jest zwezony na pewnym odcinku, a jego energia nie wystarcza do wywotania
koniecznych predkosci w przewezeniu, nastepuje pietrzenie przed przeszkoda i aku-
mulacja energii dopébty, dopoki nie wystarczy ona do zapewnienia wiasciwego prze-
ptywu. Z definicji bedzie to ruch krytyczny, jako wymagajacy najmniejszej energii.

Druga wiasciwos¢ ruchu krytycznego wynika ze wzoru (8.44). Wyrazenie \/g_ts

okresla predkos¢ rozchodzenia sig fal i innych zaburzen w kanatach o swobodnej po-
wierzchni. W ruchu krytycznym i przeptywach szybszych wszelkie zaburzenia nie
moga si¢ wiec przenosi¢ w gore kanatu. Znaczy to, ze w tych przeptywach przeszkody
maja wpltyw tylko na ruch w czesci kanatu potozonej ponizej.

8.4.3. PRZEPLYW SPOKOJNY | RWACY

Rozpatrzmy ruch cieczy w kanale prostokatnym o szerokosci b. Energia rozporza-
dzalna w pewnym przekroju tego kanatu jest przedstawiona wzorem (8.34). Niech
bedzie dany pewien przeptyw o strumieniu objetosci gy = idem, woéwczas, korzystajac
ze wzoru (8.35), energie E w kanale prostokatnym wyrazimy nastepujaco

2
E- h+i(q—Vj . (8.45)
2g\bh

Interpretacje geometryczna wzoru (8.45) przedstawiono na rysunku 8.9. Powyzej
punktu krytycznego K wystepuje obszar przepfywéw spokojnych, ponizej obszar prze-
ptywow rwacych. Przeptywy rwace charakteryzuja sie duza wysokoscia energii Kine-
tycznej E, i moga wywiera¢ silne dziatanie erozyjne na kanat.

W celu stwierdzenia, czy okreslony ruch jest spokojny, czy rwacy skorzystamy ze
wzoru (8.41), ktéry zapiszemy w postaci

2
l=« V.2 .
S
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)

aV

P ruch rwacy

Emin E

Rys. 8.9. Zaleznos¢ wysokosci jednostkowej energii rozporzadzalnej od gigbokosci strugi:
E — energia catkowita, E, —energia potencjalna, E, —energia kinetyczna

Poniewaz av?/2g=E, jest energia Kinetyczna, ruch krytyczny wystepuje wow-
czas, gdy t=ty,=2E, , natomiast

t, < 2E, < ruch rwacy,

. (8.46)
t, > 2E, < ruch spokojny.

Zwroémy uwage, ze (8.46) jest rownowazne nastepujacemu kryterium podziaZu na
przepfyw spokojny i rwgcy, wynikajacemu z (8.44) (por. takze p. 8.2.1):

Vv >./gt, < ruchrwacy,

v <,/gt; < ruchspokojny,
przy czym:
\Y — $rednia predkos¢ przeptywu,
gt, —predkos¢ rozchodzenia si¢ fali powierzchniowej na powierzchni cieczy
o sredniej gtebokosci wynoszace; ts.

8.4.4. PROG WODNY

Rozwazmy zjawiska przechodzenia przeptywu spokojnego w rwacy i rwacego
w spokojny. Zjawiska wystepujace podczas takiego przejscia najtatwiej jest zaobser-
wowag, gdy na pewnym odcinku kanat ma zmienny spadek (rys. 8.10) lub wystepuje
wyptyw cieczy spod zasuwy przedstawionej schematycznie na rysunku 8.11.

Podczas przeptywu przez kanat o zmiennym spadku, jak na rysunku 8.10, ruch
jednostajny bytby odpowiednio spokojny, rwacy i zndw spokojny. Po pierwszej zmia-
nie spadku przejscie jest tagodne, predkos¢ wzrasta rownomiernie, a zwierciadto
ptynnie zmienia swoje potozenie. Inaczej przedstawia sie sytuacja podczas przejscia
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z ruchu rwacego w spokojny. Obserwuije sie tu strefe bardzo silnych zaburzen, w kto-
rej gtebokosé¢ gwattownie wzrasta, tworzac prog albo odskok hydrauliczny (Bidone’a).
Roéwniez rozpatrujac wyptyw cieczy spod zasuwy (rys. 8.11) umieszczonej w pro-
stokatnym, szerokim kanale (R, = h) o matym spadku dna, zauwazamy, ze przy wy-
ptywie z predkoscia Srednia Vv, istnieje przekroj (na rysunku jest to 2.), w ktérym
predkos¢ jest maksymalna i wynosi v.. Nastepnie predkos¢ maleje, aby osiagnaé
wartos¢ Vi (przekr6j 4.) réwna predkosci ruchu réwnomiernego w rozwazanym
przewodzie. Miedzy przekrojami 2. i 4. powstaje odskok hydrauliczny, gdzie pred-
kos¢ maleje z v; do vi. Przyczyna tego zjawiska jest stwierdzony doswiadczalnie
fakt, iz strata energii jest proporcjonalna do kwadratu predkosci (v?), a wzrost gle-
bokosci do predkosci v.

ruch
spokojny

ruch |

ruch
spokojny

Vo
i

i1>0

.
i<ikr

Rys. 8.10. Przejscie z ruchu spokojnego w rwacy i z rwacego w spokojny

Zjawisko to obserwujemy réwniez w innych przypadkach, np. w przeptywie przez
kanat mierniczy Venturiego o ruchu rwacym, ponizej jazow, zapor.

prég ruch spokojny

S AR
wodny
|

77 7

Rys. 8.11. Ksztattowanie si¢ odskoku hydraulicznego w wyptywie spod zasuwy

Progiem (odskokiem) hydraulicznym bedziemy zatem nazywaé gwattowne zwiek-
szenie sie gtebokosci strugi przy jednoczesnym zmniejszeniu predkosci.

W celu wyprowadzenia rownania odskoku hydraulicznego wydzielimy objetosé
kontrolna strugi zawarta miedzy dwoma przekrojami 1. i 2. (patrz rys. 8.10).
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W rozwazaniach zatozymy, ze:

1. Sktadowa sit ciezkosci, rownolegta do dna, ma w poréwnaniu z innymi sitami
na tyle mata wartos¢, ze mozna ja pomina¢ (spadki dna sa mate).

2. Przekroje leza blisko siebie, pomijamy wigc sity tarcia.

3. Rozktady predkosci w rozpatrywanych przekrojach sa podobne, a wspotczynnik
pedu B~ 1Y,

Przyjmujac zatem zatozenia 1.—3., zastosujemy do rozwazanego przypadku zasade
zachowania pedu (p. 3.2), skad otrzymamy

h2 h12
paAlvi—V,)=pg (f—;} , (8.47)
przy czym:
g = qv/b (b — szerokos¢ kanatu),
Vi, Vo — predkosé w przekrojach 1. i 2.,
hy, h, - glebokos¢ w przekrojach 1. i 2.
Wyrazenia p gh?/2, p ghZ/2 to sity powierzchniowe dziatajace w przekrojach 1.

i 2., odniesione do jednostki szerokosci i otrzymane przy zatozeniu hydrostatycznego
rozktadu cisnienia wzdtuz prostej pionowej. Sa to wiec napory na sciane ptaska odpo-
wiednio o wysokosci h; i h, i jednostkowej szerokosci dziatajace na pionowe plasz-
czyzny objetosci kontrolnej (stad ich znaki sa przeciwne).

Poniewaz

hﬂ, i=1,2, (8.48)

otrzymamy

2 2 2 2
o _h,a (8.49)
2 gh 2 gh
Jezeli gtebokos¢ h w kanale za odskokiem jest rézna od gtebokosci h, sprzezonej
z hy, to nastepuje przesuniecie odskoku. Gdy:
h > h, — odskok przesuwa si¢ w Kierunku zasuwy,
h < h, — odskok przesuwa si¢ w dét kanatu dop6ty, dopoki gtebokosé hy, rosnaca
wskutek strat energii, nie osiagnie wartosci sprzgzonej z h.
Dla danego przeptywu g mozna okresli¢ funkcje @
2 2
omy="",9 (8.50)
2 gh

Y Zob. odsytacz do wzoru (7.42).
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ktorej wykres przedstawiono na rysunku 8.12. Dla obu gtebokosci sprzezonych warto-
sci @(h) sa jednakowe i mozna je dobra¢ bezposrednio z wykresu. Na rysunku tym
przedstawiono rowniez krzywa E = E(h). Pozwala to na odczytanie wysokosci energii
straconej na odskoku. Jak wida¢ z wykresu, obie krzywe E = E(h) oraz ® = @(h) maja
minimum przy tej samej gtgbokosci h = hy,.

2
aV
h E—h"'ﬁ / h2 2
—_— .’ @:—+—q
d 2 gh

ruch spokojny
za odskokiem

ruch rwacy
przed odskokiem

Rys. 8.12. Zaleznos¢ krzywej wysokosci jednostkowej energii rozporzadzalnej E
oraz funkcji © od gigbokosci strugi

Diugos¢ odskoku, istotng ze wzgledu na koniecznos¢ umocnienia dna kanatu,
mozna wyznaczy¢ ze wzorow doswiadczalnych.

Systematyczne badania nad dtugoscia | progu wodnego prowadzit Bachmietiew,
a wyniki swych badan podat w postaci wykresu przedstawiajacego zaleznos¢ stosunku

I/h, od liczby Fr=v} / gh, . Z przebiegu krzywej doswiadczalnej wynika, iz dtugosé
progu wodnego jest zawarta w granicach

| =(4,3+5,2) h,. (8.51)

Dtugos¢ progu wodnego okresla rowniez wzor Woycickiego

| = (8—0,05%} (h,—h,). (8.52)



9. RUCH PLYNOW
W OSRODKACH POROWATYCH

9.1. OPIS PRZEPLYWU W OSRODKU POROWATYM
9.1.1. PODSTAWOWE POJECIA

Grunty naturalne lub sztuczne materiaty ziarniste, a zatem ciata o duzej liczbie kana-
likdw, otwordéw i szczelin, nazywamy osrodkiem porowatym. W porach, tworzacych
nieregularny i rozgateziony uktad wielu kanalikéw o zmiennych wymiarach, moze od-
bywac sie ruch ptynu (cieczy lub gazu) nazywany filtracjq. Analiza teoretyczna takiego
przeptywu jest mozliwa pod warunkiem, ze czastki beda jednakowe, zwykle kuliste
i regularnie upakowane. Wtedy mozna obliczy¢ ich porowatos¢ m. W rzeczywistosci, ze
wzgledu na mozliwa réznorodnos¢ zaréwno ksztattdéw ziaren, jak i ich rozmieszczenia,
osrodki porowate z doktadnoscia wystarczajaca do zastosowan praktycznych wystarczy
scharakteryzowac: wspéfczynnikami porowatosci i jednorodnosci.

Podstawowym wskaznikiem wiasnosci osrodka filtracyjnego jest wspoéfczynnik po-
rowatosci, definiowany jako stosunek objgtosci porow V, zajmowanej przez materiat
warstwy ziarnistej do catkowitej objetosci warstwy V

VP

Jest to porowatos¢ objetosciowa.

Porowatos¢ m osrodka zbudowanego z kulistych ziaren o tej samej srednicy zmie-
nia si¢ w zakresie od okoto 25 do 50% (w zaleznosci od sposobu upakowania), ale
w przypadku torfu sicga 80%.

Niekiedy stosowany jest wspd/czynnik porowatosci powierzchniowej, definiowany
jako stosunek pola powierzchni A, zajmowanej przez pory do pola powierzchni catego
przekroju ztoza

AD AD
My=—=—"—, 9.2)
A A +A
gdzie A, — pole powierzchni ziaren w danym przekroju.

Dla przypadkowo utozonych ziaren porowatos¢ powierzchniowa jest prawie réw-

na porowatosci objetosciowej (ma = m).
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Rozmaitos¢ form i wielkosci ziaren z16z filtracyjnych wskazuje na ich niejednorod-
nosé, przy czym w celu jej scharakteryzowania konieczne jest okreslenie jednej zastep-
czej srednicy dla danego osrodka porowatego. Wprowadza sie zatem pojecie srednicy
miarodajnej, ktora charakteryzuje si¢ tym, ze jednorodne ztoze filtracyjne ztozone z zia-
ren o tej srednicy ma takie same wiasciwosci filtracyjne jak osrodek naturalny. Rozktad
wielkosci ziaren w pewnej objetosci osrodka porowatego, a wiec jego uziarnienie, uzy-
skuje sie przez wykonanie analizy sitowej”. Na podstawie doswiadczen przyjeto, ze za
miarodajng srednice osrodka porowatego mozna przyja¢ srednice dyo, czyli Srednice
odpowiadajaca 10% na krzywej przesiewu. Oznacza to, ze gdyby grunt skiadat sie z ku-
lek o srednicy dyo, Wspdtczynnik filtracji bytby taki sam jak dla rozpatrywanego ztoza.

W zaleznosci od struktury mozna umownie traktowaé ztoza filtracyjne o zblizonej
wszedzie strukturze jako jednorodne, ich przeciwienstwem sa ztoza niejednorodne.

9.1.2. FILTRACJA WOD GRUNTOWYCH

Ruch wdd gruntowych jest szczeg6lnym przypadkiem ruchu cieczy w osrodku po-
rowatym. Odbywa sie on w porach utworzonych przez przylegajace do siebie ziarenka
gruntu (np. piasku, zwiru). Grunty moga by¢ niejednorodne lub jednorodne (w zalez-
nosci od ich struktury), a ponadto anizotropowe (gdy ich wiasciwosci filtracyjne zale-
7a od kierunku ruchu wody) lub izotropowe (jezeli nie zaleza).

Woda moze wystgpowaé w gruncie jako:

» para wodna wypetniajaca szczeliny,

» woda higroskopijna, utrzymujaca sie w szczelinach wskutek sit miedzyczas-
teczkowych,

» woda kapilarna, utrzymujaca sie miedzy ziarnami na skutek dziatania napiecia
powierzchniowego,

» woda gruntowa, wypetniajaca pory i szczeliny, ktéra moze porusza¢ si¢ w tym
osrodku pod wptywem sit ciezkosci.

W dalszym ciagu zajmiemy sie filtracja wod gruntowych pod wpéywem sidy ciezkosci.

Z uwagi na ztozony ksztatt i zmienne przekroje kanalikéw okreslenie miejsco-
wych predkosci cieczy w ztozu filtracyjnym jest niemozliwe i bezcelowe z punktu
widzenia praktycznego. W opisie i obliczeniach zagadnien filtracji wprowadza
si¢ model, zwany przepfywem filtracyjnym, zaktadajac, ze ten przeptyw zachodzi
w umownym obszarze filtracji nie zawierajacym ziaren. W obszarze tym umowna
predkos¢ filtracji v jest obliczana z zaleznosci

_ %
\Y; A (9.3
w ktorej:
gv— Strumien objetosci,
A - pole przekroju poprzecznego ztoza (facznie ziaren i porow).

Y Na podstawie przesiewu badanej probki przez zestaw sit kalibrowanych.
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Tak obliczona predkos¢ filtracji jest mniejsza od sredniej predkosci rzeczywistej,
ktora w rozwazanym ztozu filtracyjnym o catkowitym polu przekroju A wynosi

Av 1
rZ:qA_V:A_:_V' (94)
p Py My

Predkosc¢ filtracji jest wigc zwiazana ze srednia fizyczna predkoscia ptynu (w wol-
nych przestrzeniach) za posrednictwem wspotczynnika porowatosci ztoza.

Wprowadzenie niefizycznej predkosci filtracji upraszcza sposéb obliczania objeto-
sci ptynu filtrowanego przez ztoze.

Przeptywy wdd gruntowych, ze wzgledu na ich niewielka predkos¢ oraz mate
przekroje kanalikdw, maja charakter laminarny (z wyjatkiem przeptywu przez grunt
z grubego zwiru, ztoze z kamieni itp.). Stan ruchu charakteryzuje liczba Reynoldsa,
odniesiona do miarodajnej srednicy ziarna,

Re = ﬂ ,
v
w ktorej:
v — predkos¢ filtracji,
d;o — miarodajna srednica ziarna,
v — kinematyczny wspoétczynnik lepkosci ptynu filtrujacego.
Doswiadczalnie stwierdzono, ze

vy <1=> przeplyw laminarny®.
14

9.1.3. PODSTAWOWE ZAGADNIENIE FILTRACIJLI.
DOSWIADCZENIE DARCY’EGO

Opiszmy przeptyw cieczy w jednorodnym osrodku porowatym, ktorym moze by¢
na przyktad warstwa gruntu. Na rysunku 9.1 przedstawiono cylinder o polu przekroju
poprzecznego warstwy A, wypetniony badanym gruntem, lezacym miedzy dwiema
siatkami S. Do cylindra od gory przewodem P doprowadzana jest ciecz, ktérej zwier-
ciadto jest utrzymywane na statym poziomie (przelew B). W dolnej czgsci kolumny
(ponizej dolnej siatki) ciecz jest odprowadzana przewodem C do naczynia w celu
pomiaru filtrujacego strumienia objetosci qy.

Piezometry umieszczone w przekrojach 1. i 2. odlegtych o Al mierza spadek wy-
sokosci cisnienia na tym odcinku ztoza filtracyjnego.

Doswiadczenia, wykonane w 1856 r. przez Darcy’ego, pokazaty, ze strumief obje-
tosci® qy jest proporcjonalny do pola powierzchni cylindra A i do spadku hydraulicz-
nego |

R Niektorzy autorzy dopuszczaja Re < 5.
2) Nazywany niekiedy wydatkiem filtracyjnym.
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q =kAl, (9.5)

gdzie k jest wspéZczynnikiem filtracji zaleznym od wilasciwosci gruntu i przeptywaja-
cej cieczy.

Al
.,.'.'VA.‘"““_. o

Z;
(%)
[
\\“
Ml
R o
|'N
B A R L
h,
h;

Rys. 9.1. Doswiadczenie Darcy’ego

Wartosci wspotczynnika filtracji w ogélnym przypadku moga zaleze¢ od kierunku
przeptywu w ztozu filtracyjnym, dlatego wiasciwosci filtracyjne gruntu w danym
miejscu sa okreslane przez wspotczynniki k, ky, k,. Dla osrodka izotropowego wspot-
czynniki te sa jednakowe, a w przypadku gruntu jednorodnego sa sobie réwne w po-
szczegblnych punktach obszaru, zatem w catej przestrzeni osrodka porowatego
ky=k, =k, = k = const.

Z uogolnionego roéwnania Bernoulliego (7.18) wynika, ze wysokos¢ spadku ci-
$nienia migdzy przekrojami 1. i 2. jest r6znica wskazan piezometréw

Ah:hl_h22(21+ pl/pg)_(22+ pzlpg): (9.6)

gdzie p; i p. sa nadcisnieniami w tych przekrojach®.
Spadek hydrauliczny na diugosci Al (zgodnie z p. 6.4.1) wynosi

_Ah

I — T
Al

(9.7)

a wyrazenie

Y Wysokosci predkosci redukuja sig, gdyz w obu przekrojach predkos¢ jest taka sama.
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h=z+-P 9.8)
P9
nazywamy wysokosciq rozporzgqdzalng strugi.
Po podstawieniu zwiazkdw (9.3) i (9.7) do zaleznosci (9.5) otrzymamy

Ah
v=k—=k . 9.9
Al (9.9)

Wz6r ten, podany przez Darcy’ego, nazywamy prawem filtracji ruchu réwno-
miernego.

W przypadku statego spadku hydraulicznego przekroje 1. i 2. mozna obra¢ dowol-
nie (rys. 9.1). Gdy zaleznos¢ ta jest nieliniowa, nalezy uwzgledni¢ miejscowy spadek
hydrauliczny

dh
|l =—, 9.10
™ (9.10)
a zaleznos¢ (9.9) bedzie teraz postaci
dh
vV=k—. 9.11
il (9.11)

W2z4r ten, podany przez Dupuita, nazywamy prawem filtracji wolnozmiennego ru-
chu nieréwnomiernego.

Na rysunku 9.2 pokazano wielkosci charakterystyczne wchodzace do réwnania
Darcy’ego w przypadku warstwy wody gruntowej ograniczonej od dotu i goéry po-
wierzchniami nieprzepuszczalnymi — dnem i powata.

L linia
= £ depresii
S ?
= powata '
5 3
e warstwa |t L

Rys. 9.2. Warstwa wodonosna



9. Ruch pAynéw w osrodkach porowatych 339

Linia przechodzaca przez wierzchotki cieczy w rurkach piezometrycznych nazywa
sie linig depresji. W uktadzie przestrzennym zamiast linii otrzymamy powierzchnie
depresji wéd gruntowych.

9.2. ROWNANIA RUCHU WOD GRUNTOWYCH

9.2.1. ROWNANIE ZACHOWANIA PEDU
W RUCHU FILTRACYJINYM

Ruch poszczeg6lnych czastek wody gruntowej jest na tyle skomplikowany, ze nie
mamy mozliwosci opisania go za pomoca rownan matematycznych. Mozna natomiast,
z pewnym przyblizeniem, opisa¢ umowny ruch filtracyjny w sensie makroskopowym.
W tym celu wezmiemy pod uwage réwnanie Eulera (5.2), ktére uzupetnimy sktadni-
kiem uwzgledniajacym sity oporu, ale odrzucimy z niego pochodne wzgledem czasu.
Jest to uzasadnione tym, ze ruch filtracyjny jest z natury wolnozmienny, wiec przy-
spieszenia beda znikome. Poprawione réwnanie Eulera napiszemy wiec w postaci

f+R-—grad p=0,

gdzie R — sita oporéw ruchu filtracyjnego odniesiona do jednostki masy (podobnie jak
pozostate sktadniki réwnania).

Na podstawie prawa Darcy’ego wyznaczymy jednostkows site oporu R. Wezmy pod
uwage pewne otoczenie punktu zlokalizowanego wewnatrz objetosci kontrolnej, w ktérej
odbywa sie ruch filtracyjny, scharakteryzowany wspétczynnikiem filtracji k. Jest to wigc
umowny osrodek jednorodny, w ktorym mozna umiesci¢ umowne linie pradu i tory
czastek poruszajacych sig z fikcyjna predkoscia filtracji. Przez rozpatrywany punkt prze-
prowadzamy najpierw linie pradu elementarnej dtugosci dl, ktdra nastepnie otaczamy
walcowa powierzchnia pradu (rurka pradu) o elementarnym polu przekroju poprzeczne-
go dA. Poniewaz otrzymana objetos¢ elementarna otacza element linii pradu, wektor v
predkosci filtracji jest wiec normalny do elementarnych pol dA. Mozna zatem zastosowac
prawo Darcy’ego, ktore tutaj odniesiemy do elementarnego walca o dtugosci dl (i pola
podstawy dA), przez ktory (wzdtuz dl) filtruje ptyn z umowna miejscowa predkoscia
filtracji v. W doswiadczeniu Darcy’ego pole filtracji nie byto elementarne, a walec miat
nieelementarna wysokos¢ Al, objetos¢ A Al wypemiat natomiast materiat jednorodny,
czyli o statym wszedzie wspotczynniku k. Uogdlnieniem prawa Darcy’ego jest wiec
przyjecie, ze w otoczeniu punktu lezacego wewnatrz obszaru filtracji materiat jest izotro-
powy i ma wspotczynnik k. Stad, zgodnie ze wzorem (9.9), obliczymy spadek hydrau-
liczny | i dalej z zaleznosci (9.11) spadek cisnienia dp°® na drodze dI

\' S \' 1)
| =—=4dp”=pg—dl”.
k:> p ng

Ydp = pgdh.
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Elementarna sita oporu dziatajaca na element wyniesie wobec tego
23—V dldA.
k
Jednostkowsa site R obliczymy, dzielac to wyrazenie przez mase pg dAdl rozwa-

zanego elementu, zatem

Rz—gv.
k

Zwroémy uwage na znak minus wynikajacy stad, ze wektor sity oporu jest prze-
ciwnie skierowany do wektora predkosci v.
Wektorowe réwnanie ruchu bedzie teraz nastepujace

f—%v—grad p=0, (9.12)

przy czym w polu sit cigzkosci mamy
f = (O’ 0’ - g) 1

za$
vV =(V,,V,,V,),

op op op
rad =l = |»
Jracp (8x oy 8ZJ

czyli w miejsce wzoru (9.12) napiszmy uktad trzech réwnan skalarnych

_gvx _1@20’
k p OX
9y, Lty (9.13)
k p oy
_g-9y 1k
k p 0z

Zauwazmy, ze réwnanie (9.13) mozna zapisa¢ w nastepujacej, rbwnowaznej po-

staci
vV, = —ki(z +£],
OX 29

v, =—ki z+£} (9.14)
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ktora, po wprowadzeniu wysokosci rozporzadzalnej 2+L: h strugi cieczy w roz-
P9

patrywanym punkcie otrzymuje forme

vV, = —ka—hzi(— kh),
OX OX

v, =— %:%(—kh), (9.15)

oh 0
Vi oz o1 (~¥h)
pod warunkiem, ze k nie jest funkcja miejsca.

Wobec tego jednak, ze wspotrzedne vy, vy, Vv, wektora predkosci filtracji v sa po-
chodnymi funkcji —kh=¢ stwierdzamy, ze funkcja @ jest potencjatem predkosci
ruchu filtracyjnego.

Ruch waéd gruntowych, w granicach stosowalnosci prawa Darcy’ego i dla wsp6z-
czynnika filtracji jednakowego w cafym obszarze, jest wigc przepfywem potencjalnym.
Tym samym potencjat tego ruchu musi spetnia¢ rbwnanie Laplace’a

2 2 2
a_r21+a_r21+a_2120© V?h=0. (9.16)
ox® oy® oz

W przypadku filtracji dwuwymiarowej bedzie

o
U ox
e (9.17)
’ oy oy
i wtedy
A O O A (9.18)

— S —+
2 oy? 2 oy

Rozwiazanie zagadnienia filtracji wod gruntowych (Re=vd,,/v<1, k=const)

sprowadza sie do rozwiazania rownania Laplace’a, do czego sa potrzebne warunki
brzegowe specyficzne dla danego problemu.

9.2.2. ROWNANIE CIAGLOSCI PRZEPLYWU
W OSRODKU POROWATYM

Zatézmy, ze warstwa wodonosna 0 zmiennej wysokosci h spoczywa na nieprze-
puszczalnym podtozu (dnie), lezacym w ptaszczyznie Oxy uktadu wspétrzednych (rys.
9.3). Wydzielimy w tej warstwie prostopadtoscian o bokach dx, dy, h. Z zatozenia
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przeptyw jest mozliwy tylko w kierunkach osi x i y, czyli v, = 0. Przez $ciane ABCD,
prostopadta do osi x, w czasie dt, do wydzielonego prostopadtoscianu doptywa masa
phdyv, dt,

przez $ciane do niej rownolegta, w tym samym czasie, wyptywa masa

oh oV
h+—dx |dy|v, +—2dx |dt.
p[ ox jy( ox j

Réznica miedzy wyptywem i wptywem w kierunku osi X wynosi

o
9 (v.h)dx dy dt.
pﬁx(vx)xy

Podobnie, réznica miedzy wyptywem i wptywem w Kierunku osi y

0
p—Iv h)dxdy dt.
ay ( y )
Ich suma réwna si¢ zeru, czyli

p%(vxh)dx dy dt + p%(vyh)dx dydt=0,

a wiec
a(vxh)+ a(vyh) —
OX oy
Z\
A dy B
N
| N+
| g 3
- vy
Vv [ i /_Vy+52 —dy
|
oY 6":/'/ = v Rys.9.3. Elementarna objetosé
| .93 qtos¢
a EV D S=e S c Y warstwy wodonosnej
+ PPN grubosci h
Jak wynika z (9.15) i zatozenia v, = 0, mozna napisac¢
h h
V, =—ka—, v, =—ka—,
OX oy

stad

i(_k@h}ri[—ka—th:O. (9.19)
oX OX oy oy
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Poniewaz, wobec k = const, bedzie

2 2
hh_ofk) oh_0fkh)
ox x| 2 oy oyl 2

otrzymamy w miejsce (9.19)
62

oy

62

2
yh'F

h? =0. (9.20)

Réwnanie to, w postaci wyprowadzonej przez Boussinesga, jest rownaniem cig-
glosci poziomej filtracji cieczy w jednorodnym, izotropowym osrodku porowatym.
Znajduje ono najczesciej zastosowanie w rozwiazywaniu zagadnien filtracji bezci-
$nieniowe;j.

9.3. NIEKTORE ROZWIAZANIA ROWNAN FILTRACII
WOD GRUNTOWYCH

9.3.1. WARUNKI BRZEGOWE W ZAGADNIENIACH FILTRACJI
WOD GRUNTOWYCH

Réwnanie Laplace’a w postaci (9.16) ma wiele rozwiazan i w celu otrzymania
wiasciwego rozwiazania nalezy uwzgledni¢ warunki brzegowe tego zadania.

Powierzchnie ograniczajace ruch wod gruntowych moga by¢ nastgpujace:

1. Powierzchnia nieprzepuszczalna (AC na rys. 9.4). Predkos¢ filtracji w kazdym
punkcie jest styczna do niej, a wigc 0@/on = 0, przy czym n — kierunek normalnej do
powierzchni.

Rys. 9.4. Powierzchnie ograniczajace obszar filtracji

2. Powierzchnia przepuszczalna (skarpy grobli AB i DC na rys. 9.4). W zwiazku
z tym, ze predkosci filtracji sa mate, zaktadamy hydrostatyczny rozktad cisnienia:



344 Czesé druga — Przeplywy ptynéw lepkich

> na odcinku AB: h=h; i &®=-k h;,

> na odcinku CD: h=h, i @=-k h,.

3. Powierzchnie swobodne (BE i ED na rys. 9.4). Na tych powierzchniach wyso-
kos¢ nadcisnienia jest rowna zeru oraz @ = -k z.

Przy ustalaniu warunkow brzegowych nalezy odrdzni¢ dwa rodzaje filtracji:

1. Jezeli na powierzchni ograniczajacej obszar filtracji istnieja obszary, gdzie pa-
nuje cisnienie atmosferyczne, to mamy do czynienia z filtracjg bezcisnieniowg.

2. Jezeli w kazdym punkcie powierzchni ograniczajacej obszar filtracji cisnienie
jest rozne od atmosferycznego, jest to filtracja pod cisnieniem.

Wielu zagadnien praktycznych zwiazanych z filtracja nie da sie rozstrzygnac przez
rozwiazanie réwnania Laplace’a. Szukamy wtedy innych metod rozwiazania, np.
przez bezposrednie catkowanie réwnan filtracji lub przez tzw. odwzorowania konfo-
remne. Zagadnienia te sa obszernie omawiane w pracach specjalistycznych.

9.3.2. ROWNOMIERNA FILTRACJA WOD GRUNTOWYCH

Rownomierng filtracjg nazywamy taki ruch wod gruntowych, kiedy linie pradu
w obszarze filtracji sa prostymi rownolegtymi. Podczas takiej filtracji pola przekrojow
poprzecznych strugi cieczy sa jednakowe na catej jej dtugosci.

Wezmy pod uwage rownomierna filtracje cisnieniowa w Kierunku osi 0x réwnole-
gtej do linii pradu (rys. 9.5).

Rys. 9.5. Przeptyw réwnomierny wod gruntowych

Rownanie Laplace’a ruchu jednowymiarowego ma postaé

2
&h_y
dx
po scatkowaniu za$
h= Cix + C.,. (921)

Przyjmiemy warunki brzegowe (dotyczace wysokosci rozporzadzalnych):
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x=0, h=h1 = C2=h1,
h, =y
I )
a wiec réwnanie linii depresji ma postac¢

x=I, h=h, = C=

h:@xm. (9.22)

Powierzchnie jednakowych wysokosci rozporzadzalnych dla x = const sa ptasz-
czyznami przekrojow poprzecznych strugi.
Uwzgledniajac, ze

- dh_h-h ,
dx |
mozemy okresli¢ predkos¢ filtracji
v=k|=kh1;h2, (9.23)
a nastepnie strumien objgtosci
qV=Av=kAh1_h2. (9.24)

W przypadku rownomiernej filtracji bezcisnieniowej spadek hydrauliczny | réwna
sie spadkowi nieprzepuszczalnego podtoza, a zatem

I =i=sina. (9.25)
Predkos¢ filtracji
v =Kki, (9.26)
strumien objetosci natomiast
gv=AVv=kAi. (9.27)

9.3.3. DOPLYW WODY GRUNTOWEJ DO ROWU

W warstwie wodonosnej o powierzchni swobodnej (filtracja bezcisnieniowa)
znajduje sie row (dren) siegajacy poziomo poktadu nieprzepuszczalnego (rys. 9.6).
Dtugos¢ rowu (mierzona prostopadle do rysunku) oznaczymy przez b. Wskutek do-
ptywu wody do rowu powierzchnia swobodna wody gruntowej opada w Kierunku
przeptywu, a jej slad na ptaszczyznie rysunku jest krzywa depresji.

Zat6zmy jednowymiarowy przeptyw ustalony, czyli przyjmiemy, ze doptyw strugi
do rowu (drenu) jest rowny odptywowi wody z rowu. Z réwnania (9.20) jednowymia-
rowej filtracji bezcisnieniowej otrzymamy

daz ,
ol h=0. (9.28)
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Catka tego réwnania jest
h? =Cxx +C,.

Przyjmujemy nastepujace warunki brzegowe:
X= 0, h= ho,
X= Lo, h= Ho,
przy czym L, — zasigg depresji.
State catkowania

Ostatecznie otrzymujemy rozwiazanie
he_ Ho—1g
0
Krzywa depresji jest wiec parabola.

0 2
X+hg.

krzywa depresji

el
=

[=3

Lo

Rys. 9.6. Doptyw wody gruntowej do rowu

Strumien objetosci wyznaczymy z réwnania Dupuita (9.11)

dh

=Ak—,
Qv dx

w ktérym A = bh, a wiec

dh bk dh?
=bhk —=——.
W dx 2 dx

Po wyznaczeniu z rownania (9.30) dh?/dx, otrzymamy

bk HZ —h?
Oy =— ——.
2 L

(9.29)

(9.30)

(9.31)

(9.32)

(9.33)
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Omawialismy doptyw wody gruntowej do rowu, znajdujacej sie po jednej stronie
rowu. Obustronny doptyw wéd gruntowych do rowu lub drenu

2 2
2q, :kaOL—‘hO. (9.34)

0

9.3.4. DOPLYW WODY GRUNTOWEJ DO STUDNI

Omédwmy kilka praktycznych przyktadéw dotyczacych doptywu wod gruntowych
do réznych typéw studni. Zagadnienie polega na okresleniu rozktadu predkosci i ci-
$nienia, a przede wszystkim na wyznaczeniu strumienia objetosci wdod gruntowych.
Wiele zagadnien mozna interpretowaé jako przeptywy dwuwymiarowe, a te z kolei
czesto fatwiej mozna opisa¢ w uktadzie wspotrzednych biegunowych.

W uktadzie biegunowym wspoétrzedne predkosci filtracji

oo, 100

V. =—, V, 6= , 9.35
"oor ’rop (9:35)

natomiast rownanie Laplace’a (9.18) mozna przedstawi¢ w postaci

2
Lo (ra¢j+ LI o, (9.36)

rorl or) r?Pap?
w przypadku zas filtracji bezcisnieniowej (9.20)

2 2
1of o), 10h . 9.37)
ror{ or r-op

Zajmiemy si¢ przeptywem osiowo-symetrycznym i takim, ze predkosc filtracji za-
lezy tylko od promienia, a wigc v = v(r), wéwczas v, = 0 i z rownan (9.35) oraz
(9.36) otrzymamy

do
Vr :E V(/J =0 (938)
oraz
li(rd—@j 0 (9.39)
rdr{ dr

lub dla filtracji bezcisnieniowej

__[r_mj _o. (9.40)
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Studnia zwykla

Rozpatrzmy warstwe wodonosna 0 wysokosci Hy nad pozioma ptaszczyzng nie-
przepuszczalna (rys. 9.7). W warstwie tej znajduje sie studnia o $rednicy 2r,, siegajaca
do poktadu nieprzepuszczalnego. Wskutek filtracji woda gruntowa przedostaje si¢ do
studni, powierzchnia swobodna wdd gruntowych obniza sig, jednoczesnie tworzac
wokot studni powierzchnig depresji w ksztalcie leja. Przekroj tej powierzchni ptasz-
Czyzna pionowa, przechodzaca przez os studni, przedstawia krzywa depresji.

krzywa depresji

i I LT e
o VR e )

P K _ | Ao T

3]0l - 1 '
|

r

T R
— o

Rys. 9.7. Doptyw wody gruntowej do studni zwykiej

Zatézmy, ze filtracja jest ustalona (strumien filtracji jest rowny strumieniowi obje-
tosci wypompowywanej wody). Po jednokrotnym scatkowaniu rownania Laplace’a
filtracji bezcisnieniowej (9.40) otrzymamy

r9pe =C,,
dr
. d 1
czyli —h*==¢C,,
Y dr ro’
a po kolejnym catkowaniu
h?=C,Inr +C,. (9.41)

Przyjmujemy warunki brzegowe:

r=r,, h>=n,

r=Ry,, h=HZ

Po podstawieniu do (9.41) otrzymujemy state catkowania
_Hg-h c _hgInRy —HgInr,
R, ’ 2 R '

In—2 In—2
fo fo

G
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State te wstawiamy do réwnania (9.41)

hZ:H§—h§InH_h(fInRQ—HOZInr0
In& In&
fo fo
czyli
HZ-h? r ,
h* =220 In g, (9.42)
|n70 0
f'o

Jest to rownanie krzywej depresji. Odlegto$¢ Ro, w Ktorej zwierciadto wody grun-
towej jest praktycznie niezmienione, nazywamy zasiegiem depresji. W przypadku
kiedy nie mamy mozliwosci doswiadczalnego okreslenia zasiggu depresji, stosujemy
formutg empiryczna Sichardta

R, =3000 Ahvk (9.43)

z ktérej dla Ah = Hg — hq (depresji zwierciadta wody w studni podanej w metrach) oraz
wspbtczynnika filtracji k (w metrach na sekunde) otrzymujemy zasieg depresji w me-
trach.

Z réwnan (9.3) i (9.11) obliczymy strumien objetosci

dh dh
=Ak—=Ak—, 9.44
Qv di ar ( )
ktory dla
A=2nrh
wynosi
dh dh?
=2nrhk—=nkr—. 9.45
b =en ar " dr (9.45)

Po uwzglednieniu zaleznosci (9.42) otrzymamy strumien doptywu wody grunto-
wej do studni
2 K2
g, =nk oMo (9.46)
RO
In—
fo

Studnia chtonna

Moze si¢ zdarzy¢, ze gtebokos¢ wody w studni hg jest wieksza od grubosci war-
stwy wodonosnej Ho. Mamy wtedy do czynienia ze studnia chitonna, stuzaca do
wprowadzania wéd powierzchniowych do gruntu (rys. 9.8).

Podobnie jak w przypadku studni zwyklej, otrzymamy réwnanie krzywej depresji
w postaci analogicznej do przedstawionej w poprzednim punkcie (9.42). Ze wzgledu
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na to, ze h? >HZ, krzywa depresji jest obrocona o kat © okolo osi poziomej w po-
réwnaniu z krzywa depresji na rysunku 9.7.

z krzywa depresji

Rys. 9.8. Doptyw wody gruntowej do studni chtonnej

Przyjmujac rownanie Dupuita (9.11) i uwzgledniajac, ze
dh
=—Ak—
Ov ar
(gdyz dodatnim wartosciom dr odpowiadaja ujemne dh), otrzymamy wyrazenie,
z ktérego obliczymy strumien doptywu do studni chtonnej

he —H¢Z

R
In—2
fo

q, =nk (9.47)

Studnia artezyjska

Zat6zmy, ze miedzy dwoma poziomymi nieprzepuszczalnymi poktadami oddalo-
nymi od siebie o wielkos¢ a znajduje si¢ warstwa wodonosna pod cisnieniem wigk-
szym od atmosferycznego. Tak zasilana studni¢ nazywamy studniq artezyjskq (rys.
9.9).

Wskutek pobierania wody ze studni obniza sie jej zwierciadto od poziomu N-N,
a jednoczesnie powierzchnia piezometryczna tworzy wokdt studni powierzchnie
w ksztatcie leja. Slad tej powierzchni na plaszczyznie przechodzacej przez os studni
jest krzywa depres;ji.

W punkcie 9.2.1 okreslilismy potencjat predkosci ruchu filtracyjnego

®=—kh.
Z zaleznosci (9.35) i (9.39) otrzymamy
\ =—ka—h:—k@, (9.48)
or dr

gdyz h zalezy tylko od r.
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Réwnanie Laplace’a dla h = h(r) zapiszemy jako
lﬁiﬁﬁﬂjzg (9.49)
rdrl dr

7 krzywa depresji

777,
7777
7%75 i

"_“: h6

° Rq

Rys. 9.9. Doptyw wody gruntowej do studni artezyjskiej

Po scatkowaniu réwnania Laplace’a (podobnie jak dla studni zwyktej, lecz za-
miast h? wystapi wysokosé rozporzadzalna h) otrzymamy

r%:Cl, h=C,Inr+C,. (9.50)
Przyjmiemy nastepujace warunki brzegowe:
I =Ty, h= ho,
r =Ry, h= Ho,
z ktérych wyznaczymy state catkowania
CleO—ho C2:hOInRQ—HOInrO.
In Ro In R
fo fo
Catka réwnania (9.49) jest wiec réwnanie
h=Ho=lo o 7y (9.51)
R r
In _0 0
o

przedstawiajace krzywa depresji.

Podobnie jak w przypadku studni zwyktej, mozna okresli¢ strumien objetosci
(wydatek) studni artezyjskiej
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dh
=Ak—, 9.52
Oy ar (9.52)
przy czym A = 2xtra, czyli
dh
=2nrak—. 9.53
Oy =<m ar (9.53)
Z réwnania (9.51) wyznaczamy dh/dr i po podstawieniu otrzymujemy

g, = 2nakHo=fo (9.54)

In—2

o

9.3.5. WSPOLDZIALANIE ZESPOLU STUDNI

W celu poprawienia zaopatrzenia w wode lub do odwodnienia terenu stosujemy
czesto zespoOt studni. Taki zespét dostatecznie blisko siebie potozonych studni oddzia-
tuje na siebie wzajemnie. Rozpatrzmy to zagadnienie na przyktadzie studni zwyktych.

Z réwnania (9.46) wynika, ze

Hs —hg O
Ry nk

Po podstawieniu do (9.42) otrzymamy réwnanie krzywej depresji wody gruntowej

h2=%nlype, (9.55)
Kk 1
w ktérym h — rzedna zwierciadta wody gruntowej w odlegtosci r od osi studni.
Zatézmy uktad n studni o promieniach ry; , doptywach qy;, odlegtych od przyjetego
punktu A o r; (rys. 9.10). Rozpatrzmy, jaka bedzie rzedna h wody gruntowej w przyje-
tym punkcie A. W przypadku kazdej studni oddzielnie rzedna ta spetnia réwnanie

]
h2=%appfip2,
Kk Iy

=i fiip,
nk 1y

2 _Ovnyn o 2
hy =" In—"+h,.

Ttk I,
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Rys. 9.10. Grupa studni

W przytoczonych réwnaniach hy; jest gtebokoscia wody w poszczeg6lnych stud-
niach.
Na zasadzie superpozycji

e =S i fi e 9.56
lenk Mo ( )

przy czym C — stafa, ktora nalezy wyznaczy¢ z warunkéw brzegowych.
Upraszczajac zagadnienie, przyjmiemy, ze strumienie objetosci wody doptywaja-
cej do wszystkich studni sa jednakowe

przy czym @, — taczny strumien objgtosci wszystkich studni,
wtedy z (9.56) otrzymamy
h? = Ovo In_f2.-+-fo LC
K Tyylgp --Ton

Jezeli jeszcze przyjmiemy, ze punkt A znajduje si¢ w duzej odlegtosci od zespotu
studni i wszystkie studnie maja srednice jednakowe, to

fp =Ty = . =l =1,
a wymienione rownanie mozna zapisac¢

h2 =% (jnr_inr )+ cC. (9.57)
T

Przyjmujemy nastepujacy warunek brzegowy:
r= Ro , h= Ho,
przy czym:
Ro — zasieg depresji uktadu studni,
Ho — poczatkowa grubos¢ warstwy wodonosnej.
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Po podstawieniu do (9.57) otrzymamy
C=H2 —M(In R,—Inr,)
nk
oraz

hz=HZ-doRo (9.58)
nk r
Z zaleznosci tej, znajac taczny strumien objetosci wszystkich studni, mozna wy-
znaczy¢ gtebokos¢ wody gruntowej w dowolnym punkcie.
Zasieg depresji okreslamy doswiadczalnie lub ze wzoru empirycznego Kusakina

R, =575AhJkH, ,

w ktorym:
Ah — depresja zwierciadta wody w srodku cigzkosci zespotu studni, m,
k — wspotczynnik filtracji, m/s,

Ro, Hy —w metrach.

9.3.6. WSPOLCZYNNIK FILTRACII

Wystepujacy w réwnaniach wspotczynnik filtracji k (podawany w jednostkach
predkosci) jest wielkoscia charakterystyczna dla danego gruntu i przeptywajacej cie-
czy. Wspotczynnik ten zalezy od struktury gruntu (od wielkosci i orientacji ziaren oraz
porowatosci), a takze od lepkosci cieczy. Nawet w punktach lezacych blisko siebie
w gruncie, wspotczynnik ten moze by¢ rézny, totez najlepiej wyznaczy¢é go przez
bezposredni pomiar w potrzebnym miejscu warstwy wodonosnej.

Wspotczynnik k mozna wyznaczyé, wzorujac sie na doswiadczeniu Darcy’ego,
oméwionym w p. 9.1.3. Polega to na pomierzeniu wysokosci piezometrycznej Ah
i strumienia objgtosci qy. Znajac te wielkosci oraz odlegtos¢ migdzy piezometrami Al
i pole przekroju cylindra A, obliczamy wspotczynnik filtracji z zaleznosci

_v_a Al
| A Ah

Bezposrednio w terenie okreslamy wspotczynnik filtracji za pomoca studni ba-
dawczej, np. studni zwyktej o ustalonym zwierciadle wody.

Mierzymy depresje zwierciadta Ah; i Ah, w dwdch miejscach oddalonych od osi
studni o ry i rp (rys. 9.11). Z rownania (9.42) po uwzglednieniu wzoru (9.46) bedzie

¢
h2=H pfiyp
nk 1
oraz

;
h2 =M 2 p2
nk 1
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Po odjeciu stronami tych réwnan otrzymamy

2_pn2_ % nh
-h, =—%In
-t nk 1,
przy czym:
hleo—Ahl,
h2:Ho—Ah2.
21 _E' _:N
< <
- .“_~4_.__.___A_ I ___r;‘-q__ ___
: ~.| | g0
£, T et
RI—0 50 TR e JE S
oy |-0p - - r
I rl
M
O

Rys. 9.11. Wyznaczanie wspotczynnika filtracji w terenie

Wspotczynnik filtracji mozemy wiec okresli¢ za pomoca wzoru

N
In—+
k=S __ D (9.59)

b
Warto zaznaczyé¢, ze probowano wyznaczy¢ wspoétczynnik filtracji teoretycznie,
wykorzystujac analize granulometryczna i porowatosé gruntu.




10. WAZNIEJSZE TABELE | WYKRESY
DO OBLICZEN Z MECHANIKI PLYNOW

10.1. DANE POMOCNICZE

Tabela 10.1.1. Alfabet grecki

oA fB yT 5A eE CZ nH 00

alpha beta gamma delta epsilon dzeta eta theta
vl kK AA pM vN EE 00 Il
jota kappa lambda mi ni ksi omikron pi
pP cX tT vY oD x X v Y o Q
rho sigma tau ypsilon phi chi psi omega

Tabela 10.2. Nazwy przedrostkow do tworzenia nazw jednostek wielokrotnych
w uktadzie Sl i ich oznaczenia

Przedrostek Oznaczenie Mnoznik
eksa E 10%8
peta P 10%
tera T 10%
giga G 10°
mega M 10°
kilo k 10°
hekto h 10°
deka da 10
decy d 107
centy c 107
mili m 107
mikro M 10°°
nano n 107°
piko p 10722
femto f 1071
atto a 1078
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10.2. WEASCIWOSCI FIZYCZNE CIECZY

Tabela 10.2.1. Gestosé cieczy w kg/m®
pod cisnieniem normalnym (1013 hPa)

K 273 288 293
Lp. Ciecz
°C 0 15 20
1 | Alkohol etylowy (C,HsOH) 806,3 793,6 789,5
2 | Alkohol metylowy (CH3;OH) 810,2 795,8 791,5
3 | Gliceryna (C3HgO3) * 1264,1 1260,9
4 | Terpentyna 875,0 870,0
5 | Benzyna 680800
6 | Nafta 680+720
7 | Ropa naftowa 830+910
8 | Woda morska 1010+1030
9 | Ciezka woda 1110
* W temperaturze 273 K (0 °C) gliceryna (100%) ma konsystencjg pasty.
Tabela 10.2.2. Gestos¢ wody w temperaturze 277 K (4 °C)
w zaleznosci od cisnienia
Cisnienie MPa 0,1 1,0 5,0 10
Gestosé kg/m?® 999,97 1000,42 1002,43 1004,94
Cisnienie MPa 20 30 40 50
Gestosé kg/m?® 1010,02 1015,15 1020,33 1025,59
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Tabela 10.2.3. Gestos¢ wody (czystej pozbawionej powietrza) w kg/m?
w zakresie temperatury 273+305 K (w odstgpach co 0,1 K) pod normalnym cisnieniem atmosferycznym

Tempe-
ratura 0 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

°C K

0 273 [999,841|999,847(999,854|999,860(999,866|999,872(999,878| 999,884 | 999,889| 999,895
1 274 900 905 909 914 918 923 927 930 934 938
2 275 941 944 947 950 953 955 958 960 962 964
3 276 965 967 968 969 970 971 972 972 973 973
4 277 973 973 973 972 972 972 970 969 968 966
5 278 965 963 961 959 957 955 952 950 947 944
6 279 941 938 935 931 927 924 920 916 911 907
7 280 {999,902(999,898|999,893(999,888(999,883|999,877|999,872|999,866|999,861| 999,855
8 281 849 843 837 830 824 817 810 803 796 789
9 282 781 774 766 758 751 742 734 726 717 709
10 | 283 700 691 682 673 664 654 645 635 625 615
11 | 284 605 595 585 574 564 553 542 531 520 509
12 | 285 498 486 475 463 451 439 427 415 402 390
13 | 286 377 364 352 339 326 312 299 285 727 258
14 | 287 244 230 216 202 188 173 159 144 129 114
15 | 288 099 804 069 054 038 023 007{998,991|998,975| 998,959
16 | 289 |998,946|998,926|998,910(998,893|998,877|998,860( 998,843 826 809 792
17 | 290 |998,774|998,757|998,739(998,722|998,704|998,686|998,668| 998,650 998,632| 998,613
18 | 291 595 576 558 393 520 501 482 463 444 424
19 | 292 405 385 365 345 325 305 285 265 244 224
20 | 293 203 183 162 141 120 099 078 056 035 013
21 | 294 |997,992|997,970|997,948|997,926|997,904|997,882(997,860| 997,837|997,815| 997,792
22 | 295 770 147 724 701 678 655 632 608 505 561
23 | 296 538 514 490 466 442 418 394 369 345 320
24 | 297 296 271 246 221 196 171 146 120 095 069
25 | 298 044 019{996,992|996,967|996,941|996,914| 996,888| 996,862| 996,836| 996,809
26 | 299 |996,783|996,756 729 703 676 649 621 594 567 540
27 | 300 |996,512|996,485|996,457|996,429|996,401|996,373|996,345|996,317(996,289| 996,261
28 | 301 232 204 175 147 118 089 060 031 002]995,973
29 | 302 |995,944]995,914|995,885|995,855|995,826(995,796|995,766| 995,736| 995,706 676
30 | 303 646 616 586 555 525 494 464 433 402 371
31| 304 340 309 278 246 215 183 151 119 087 055
32 | 305 023]994,991(994,959|994,926| 994,894| 994,861 | 994,829| 994,796| 994,763| 994,730

Uwaga: gestos¢ wody mozna obliczy¢ wedtug wzoru

p= p4/(4,074 1078 (t—4) -

P, =1000 kg/m?®,

0,0104

cos (r(t —4)/104)+1,0033),
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Tabela 10.2.4. Gestosé wody w kg/m® w zakresie temperatury 270+370 K (w odstepach co 1 K)
pod normalnym cisnieniem atmosferycznym (w zakresie temperatury 273+373 K) lub minimalnym,
koniecznym do utrzymania wody w stanie ciektym (w pozostatym zakresie temperatury)

Temperatura
K °C 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
270 |-3 999,55 (999,67 [999,76 |999,84 (999,90 (999,94 |999,96 (999,97 |999,96 |999,94
280 7 999,90 (999,85 (999,78 999,70 (999,60 [999,50 (999,37 (999,24 |999,10 (998,94
290 |17 |998,77 (998,59 |998,40 998,20 (997,99 |997,77 |997,53 (997,29 |997,04 |996,78
300 |27 |996,51 (996,23 |995,94 995,64 (995,34 |995,02 |994,70 (994,37 |994,03 |993,68
310 |37 |993,33 (992,96 |992,21 992,21 (991,83 |991,44 |991,04 (990,63 |990,22 |989,79
320 |47 |989,37 (988,93 |988,49 |988,04 (987,59 (987,12 |986,66 (986,18 |985,70 |985,30
330 |57 |984,8 (984,3 (983,8 |983,2 |(982,7 (982,2 (9817 |(981,1 (980,5 |980,1
340 |67 |979,5 (9789 (9784 |977,8 |(977,3 |976,7 |976,1 (9755 |974,9 |974,3
350 |77 |973,7 |(973,1 (9725 |971,8 (9712 |970,6 |970,0 |[969,3 |968,6 |968,0
360 |87 |967,4 |[966,7 |966,0 |965,3 |[964,7 [964,0 |963,3 |[962,6 |961,9 |961,2
370 |97 |960,5 [959,8 [959,0 ]958,3

Tabela 10.2.5. Gestos¢ wody w kg/m® w zaleznosci od temperatury
Timpera“j? 0o | 10 | 20 | 3 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90
300 27 | 996,5 | 993,3 | 989,4 | 984,8 | 979,5 | 973,7 | 967,4 | 960,5 | 953,2 | 945,6
400 127 | 937,6 | 929,3 | 920,4 | 910,8 | 900,8 | 890,0 | 878,3 | 866,2 | 853,2 | 840,3
500 227 | 826,8 | 812,7 | 798,3 | 783,0 706,0

Tabela 10.2.6. Gestosé w kg/m?® niektdrych cieczy manometrycznych

w zaleznosci od temperatury pod normalnym cisnieniem atmosferycznym
Ciecz K 273 275 280 285 290 300 310

°C 0 2 7 12 17 27 37
Bromoform - - 2925 2911 2898 2871 2845
Czterochlorek wegla 1627 1624 1615 1606 1597 1579 1561
Rtec¢ 13595 13590 13578 13565 13553 13529 13504
Toluen 883 881 877 873 868 860 851

Tabela 10.2.7. Wspotczynnik scisliwosci wody w zaleznosci od cisnienia i temperatury

Cisnienie Temperatura Wspotczynnik $cisliwosci
MPa °C K 1/GPa
1 2 3 4
0,1+2,5 0 273 53,54
10 283 50,99
20 293 50,07
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1 2 3 4
2,5+5,0 0 273 52,62
10 283 50,17
20 293 48,54
0,1+10,0 0 273 52,11
5 278 50,27
10 283 49,25
15 288 48,23
20 293 47,72

Tabela 10.2.8. Wspdtczynnik scisliwosci niektorych cieczy

w zaleznosci od cisnienia i temperatury

Cisnienie Temperatura Wspotczynnik Scisliwosci
Piyn MPa 1/GPa
K °C
Alkohol etylowy 0,1+5,0 273 0 97,89
Alkohol metylowy 0,1+50,0 273 0 80,97
Czterochlorek wegla 0,1+10,0 291 18 112,68
Gliceryna 0,1+1,0 288 15 22,43
Rte¢ 0,1+50,0 296 23 38,75
Toluen 0,1+0,5 283 10 80,56

Tabela 10.2.9. Wspotczynnik rozszerzalnosci cieplnej wody w zaleznosci od cisnienia i temperatury

Cisnienie Temperatura, °C
MPa 4+10 10+20 40+50 60+70 90-+-100
0,10 0,000014 0,000150 0,000422 0,000556 0,000719
10 0,000043 0,000165 0,000422 0,000548 0,000704
20 0,000072 0,000183 0,000426 0,000539 -
50 0,000149 0,000236 0,000429 0,000523 0,000661
90 0,000229 0,000289 0,000439 0,000514 0,000621

Tabela 10.2.10. Dynamiczny wspdtczynnik lepkosci niektorych cieczy w zaleznosci od temperatury

Lp. Ciecz Temperatura Dynamiczny wspdtczynnik lepkosci

K °C mPa:-s
1 2 3 4 5

270 -3 1,870
273 0 1,773
1 | Alkohol etylowy (C,HsOH) 280 7 1,555
290 17 1,288
330 57 0,621
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1 2 3 4

270 -3 0,842

273 0 0,813
2 Alkohol metylowy (CH3;OH) 290 17 0.622

330 57 0,363

273 0 1,329
3 Czterochlorek wegla (CCly) 293 20 0,969

273 0 12110
4 | Gliceryna (C3HgOs) 288 15 2323

293 20 1490

250 -23 1,886

270 -3 1,707
5 |Rte¢ (Hg) 273 0 1,685

290 17 1,570

370 97 1,249

270 -3 2,420

273 0 2,248
6 | Terpentyna 280 7 1,898

290 17 1,560

300 27 1,335

273 0 0,772
7 | Toluen ( C¢HsCH3) 280 7 0,687

290 17 0,607

Tabela 10.2.11. Dynamiczny wspoétczynnik lepkosci wody
w zaleznosci od temperatury

Tempera- mPas
tura
°C| K 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 | 273 | 1,791 | 17,32 | 16,75 | 16,21 | 15,70 | 15,21 | 14,75 | 14,31 | 13,88 | 13,48
10 | 283 | 1,309 | 12,72 | 12,37 | 12,03 | 11,71 | 11,40 | 11,10 | 10,82 | 10,55 | 10,28
20 | 293 | 1,003 | 9,788 | 9,555 | 9,330 | 9,115 | 8,908 | 8,708 | 8,514 | 8,327 | 8,148
30 | 303 | 0,7975 | 7,808 | 0,7646 | 7,490 | 7,339 | 7,193 | 7,052 | 6,916 | 6,784 | 6,655
40 | 313 | 6,531 | 6,411 | 6,295 | 6,182 | 6,072 | 5965 | 5,862 | 5762 | 5,664 | 5569
50 | 323 | 5,477 | 5,388 | 5,300 | 5,216 | 5133 | 5,053 | 4,974 | 4,898 | 4,824 | 4,751
60 | 333 | 4,680 | 4,611 | 4544 | 4478 | 4,414 | 4352 | 4,290 | 4,231 | 4,172 | 4,115
70 | 343 | 4,059 | 4,005 | 3,952 | 3,899 | 3,848 | 3,798 | 3,749 | 3,701 | 3,654 | 3,608
80 | 353 | 3,563 | 3,519 | 3,476 | 3,433 | 3,392 | 3,351 | 3,311 | 3,272 | 3,233 | 3,195
90 | 363 | 3,158 | 3,122 | 3,086 | 3,051 | 3,017 | 2,983 | 2,950 | 2,917 | 2,885 | 2,854
100| 373 | 2,823 | 2,793 | 2,763 | 2,734 | 2,705 | 2,676 | 2,649 | 2,621 | 2,595 | 2,658

1= 115 €XP (479/(t +118,6)+2,6-10""tsin (nt/100)- 4,0388),

1, =1,791.10Pa -s.
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Tabela 10.2.12. Kinematyczny wspoétczynnik lepkosci wody
w zaleznosci od temperatury

Temperatura 10°m®/s
K °C 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

270 -3 1,789 | 1,725 | 1,670 | 1,615 | 1,565 | 1,516 | 1,486
280 7 1,425 | 1,385 | 1,345 | 1,306 | 1,272 | 1,239 | 1,206 | 1,172 | 1,142 | 1,112
290 17 1,086 | 1,060 | 1,033 | 1,006 |0,9850 | 0,9650 | 0,9350 | 0,9160 | 0,8986 | 0,8685
300 27 10,8602 10,8419 0,8236 | 0,8054 | 0,7876 | 0,7717 | 0,7563 | 0,7413 | 0,7268 | 0,7131
310 37 10,6994 10,6862 |0,6735|0,6610 | 0,6492 | 0,6376 | 0,6263 | 0,6155 | 0,6047 | 0,5944
320 47 10,5844 |0,5747 | 0,5653 | 0,5560 | 0,5480 | 0,5396 | 0,5313 | 0,5229 | 0,5146 | 0,5073
330 57 10,5000 | 0,4927 | 0,4854 | 0,4781 | 0,4713 | 0,4646 | 0,4579 | 0,4512 | 0,4445| 0,4386
340 67 |0,4328|0,4270 | 0,4212 | 0,4154 | 0,4101 | 0,4049 | 0,3996 | 0,3944 | 0,3892 | 0,3845
350 77 10,3798]0,3752|0,3705| 0,3659 | 0,3617 | 0,3575 | 0,3534 | 0,3492 | 0,3451 | 0,3412
360 87 10,3374]0,3335|0,3297 | 0,3259 | 0,3227 | 0,3195 | 0,3164 | 0,3132 | 0,3100 | 0,3069
370 97 10,3037 0,3005 | 0,2974 | 0,2942 0,272

380 107 0,266 0,255

390 117 0,244 0,235

400 127 0,2265 0,218

410 137 0,212 0,2055

420 147 0,200 0,195

430 157 0,189 0,185

v =v,exp (486/(t +118,6)-3,948), v, =1791-10"°m?/s.

Tabela 10.2.13. Kinematyczny wspotczynnik lepkosci niektorych cieczy

. 5 2 Temperatura

Ciecz 10™ m/s 5C K
Woda 1,00 20 293
Aceton 0,420 18 291
Alkohol etylowy 2,24 0 273
Alkohol etylowy 1,58 18 291
Alkohol metylowy 0,780 18 291
Benzen 0,743 20 293
Benzyna 0,830 20 293
Brom 3,20 16 289
Chloroform 0,381 20 293
Gliceryna 1430 18 291
Gliceryna 1200 20 293
Nafta 2,20 20 293
Olej maszynowy 60,0 40 313
Olej rycynowy 2500 10 283
Olej rycynowy 1020 20 293
Oliwa 150 10 283
Oliwa 91,3 20 293
Terpentyna 1,71 20 293
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Tabela 10.2.14. Cisnienie wrzenia ( parowania ) wody w zaleznosci od temperatury

Temperatura hPa
°C K 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 273 | 6,108 | 6,567 | 7,056 | 7,578 | 8,133 | 8,723 | 9,351 | 10,02 | 10,73 | 11,48
10 | 283 | 12,28 | 13,13 | 14,03 | 14,98 | 1599 | 17,05 | 18,18 | 19,38 | 20,64 | 21,97
20 | 293 | 23,38 | 24,87 | 26,44 | 28,10 | 29,84 | 31,68 | 33,62 | 35,66 | 37,80 | 40,06
30 | 303 | 42,44 | 44,93 | 47,55 | 50,31 | 53,20 | 56,23 | 59,42 | 62,76 | 66,26 | 69,92
40 | 313 | 73,76 | 77,79 | 82,00 | 86,40 | 91,01 | 95,83 | 1009 | 106,1 | 1116 | 1174
50 | 323 | 1234 | 129,6 | 136,1 | 142,9 | 150,0 | 157,4 | 1651 | 173,1 | 181,5 | 190,1
60 | 333 | 199,2 | 208,6 | 128,4 | 228,5 | 239,1 | 250,1 | 261,5 | 273,3 | 2856 | 2984
70 | 343 | 311,6 | 3253 | 339,6 | 354,3 | 369,6 | 3855 | 401,9 | 4189 | 436,5 | 454,7
80 | 353 | 473,6 | 493,1 | 513,3 | 534,1 | 555,7 | 578,0 | 601,0 | 624,8 | 649,4 | 674,8
90 | 363 | 701,0 | 728,1 | 756,0 | 784,8 | 814,6 | 8452 | 876,8 | 909,4 | 943,0 | 977,6
100 | 373 |1013 |1050 1088 | 1127 |1167 |1208 1251 1294 1339 |1385
P = Puo XD (17,174 —4053,06/(236 +1)+6-10°t sin(nt/lOO)),
Puwo =610,8 Pa.
10.3. WLASCIWOSCI FIZYCZNE GAZOW
Tabela 10.3.1. Podstawowe wiasciwosci fizyczne gazdw rzeczywistych
Stata Gestoscé Wyl.dadnik
gazowa Parametry krytyczne (0,1013 MPa, _adlabaty
Lp. Gaz Symbol 273K (izentropy)
chemiczny|  j  |Temperatura| Cisnienie
— kg/m® -
kg - K K MPa
1 2 3 4 5 6 7 8
1 |Acetylen C,H, 319,60 308,7 6,34 1,17 1,260
2 |Amoniak NH; 488,18 140,6 11,30 0,7714 1,310
3 |Argon Ar 208,20 150,6 4,86 1,7606 1,650
4 |Azot N, 296,75 1259 3,28 1,2505 1,40
5 |Bezwodnik weglowy CO, 188,78 304,0 7,36 1,9768 1,300
6 |n-Butan C,Hyp | 143,18 425,0 3,49 2,703 1,14
7 |Chlorometyl CH;3Cl | 164,65 416,1 6,68 2,227 1,29
8 |Chlorowodor HCI 228,00 3244 8,40 1,6178 1,40
9 |Dwutlenek siarki SO, 129,84 430,3 7,88 2,888 1,270
10 |Etan C,Hg 276,74 308,0 4,96 1,356 1,200
11 |Etylen C,Hys | 296,65 282,2 5,14 1,2440 1,25
12 |Hel He 2078,00 51 0,228 0,1768 1,660
13 |Metan CH, 518,67 190,5 4,63 0,7168 1,320
14 |Para wodna H,O 461,50 236,5 7,25 0,768  [1,330+1,260%
15 |Powietrze suche - 287,04 132,3 3,77 1,2928 1,400
16 |Propan CsHg 188,88 176,2 4,26 2,004 1,140
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Mechanika ptynéw

1 2 3 4 5 6 7 8

17 [Tlen 0, 259,78 154,2 5,04 1,4289 1,400
18 |Tlenek wegla CO 296,95 132,8 3,49 1,2500 1,400
19 |Wodoér H, 4124,70 331 1,29 0,0898 1,410
20 |Gaz ziemny - 510,10 191,0 4,616 0,7178 1,319

LJarostaw”

*) Wartosci zmieniaja Sie w zaleznosci od stanu pary.
Tabela 10.3.2. Gestos¢ powietrza suchego pod cisnieniem normalnym (1013 hPa)
w zaleznosci od temperatury

Temperatura K 273 293 373 473 773

P °C 0 20 100 200 500
Gestosé kg/m3 1,2930 1,2045 0,9458 0,7457 0,4564

Tabela 10.3.3. Wspotczynnik scisliwosci powietrza w zaleznosci od temperatury i cisnienia

Cisnienie Temperatura Wspdtczynnik scisliwosci

MPa K 1/Pa
0,1 273 1,000
323 1,000

2,0 273 0,990
323 0,998

4,0 273 0,981
323 0,998

5,0 273 0,978
323 0,999

8,0 273 0,971
323 1,002

10,0 273 0,978
323 1,006

Tabela 10.3.4. Dynamiczny wspoétczynnik lepkosci gazéw w zaleznosci od temperatury

Amoniak Azot Metan Powietrze Tlen Tlenek Wodor
Lp. | Temperatura wegla
C=503 | C=104 | C=164 | C=112 | C=125 |[C=1012| C=84/4
K | °C 107° Pa:s

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 |250| -25 8,272 15,418 9,457 15,919 17,774 15,490 7,821
2 | 255 | -18 8,466 15,661 9,622 16,175 18,069 15,733 7,938
3 260 | -13 8,659 15,903 9,790 16,429 18,361 15,974 8,054
4 | 265| -8 8,851 16,142 9,956 16,681 18,651 16,213 8,169
5 1270 | -3 9,044 16,379 10,122 16,931 18,939 16,449 8,282
6 | 273 0 9,160 16,520 10,220 17,080 19,110 16,590 8,350
7 | 275 2 9,237 16,614 10,285 17,179 19,224 16,484 8,395
8 | 280 7 9,429 16,847 10,448 17,424 19,507 16,916 8,507
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1 2 3 4 6 7 9 10

9 285 12 9,622 17,078 10,610 17,668 19,707 17,146 | 8,617
10 | 288 | 15 9,737 17,215 10,706 17,813 19,954 17,283 | 8,683
11 | 290 | 17 9,814 17,307 10,770 17,909 20,065 17,374 | 8,727
12 | 293 | 20 9,929 17,443 | 10,866 18,053 20,231 17,510 | 8,792
13 | 295 | 22 10,006 17,534 | 10,929 18,149 20,342 17,600 | 8,836
14 | 300 | 27 10,197 17,759 | 11,088 18,386 20,615 17,825 | 8,943
15 | 305 | 32 10,386 17,908 | 11,245 18,622 20,887 18,048 | 9,050
16 | 310 | 37 10,580 18,203 11,401 18,856 21,157 18,268 | 9,156
17 | 315 | 42 10,770 18,423 11,556 19,087 21,425 18,487 | 9,261
18 | 320 | 47 10,961 18,641 11,710 19,317 21,690 18,704 | 9,365
19 | 325 | 52 11,151 18,857 11,863 19,546 21,954 18,920 | 9,468
20 | 330 | 57 11,341 19,072 12,015 19,772 22,216 19,134 | 9,571
21 | 335 | 62 11,530 19,285 | 12,166 19,997 22,476 19,346 | 9,672
22 | 340 | 67 11,719 19,496 12,316 20,220 22,733 19,556 | 9,773
23 | 345 | 72 11,908 19,706 12,465 20,442 22,990 19,765 | 9,873
24 | 350 | 77 12,097 19,914 | 12,613 20,662 23,244 19,973 | 9,973
25 | 360 | 87 12,473 20,326 | 12,907 21,097 23,747 20,383 | 10,169
26 | 370 | 97 12,847 20,732 | 13,196 21,526 24,244 20,778 | 10,362
27 | 373 | 100 12,959 20,852 | 13,282 21,653 24,391 20,908 | 10,420
28 | 380 | 107 13,220 21,132 13,482 21,949 24,733 21,186 | 10,553
29 | 390 | 117 13,591 21,527 13,765 22,367 25,217 21,508 | 10,741
30 | 400 | 127 13,406 21,916 | 14,044 22,779 25,694 21,968 | 10,927

Wartosci p obliczono ze wzoru Sutherlanda
273+C ( f’ 2
orie \ams)

w ktorym:

Mo — dynamiczny wspdtczynnik lepkosci w temperaturze 273 K (0 °C),
C - stata Sutherlanda,

T — temperatura, K.

Tabela 10.3.5. Kinematyczny wspétczynnik lepkosci powietrza pod cisnieniem normalnym (1013 hPa)

Temperatura 10° m%s

°C K 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 | 273 13,21 13,3 | 13,39 | 13,47 | 13,56 | 13,65 | 13,74 | 13,82 | 13,91 | 14,00
10 | 283 | 14,09 | 14,18 | 14,27 | 14,36 | 14,45 | 1454 | 14,63 | 14,72 | 14,81 | 14,90
20 | 293 | 14,99 | 15,08 | 15,17 | 15,26 | 15,35 | 15,44 | 15,54 | 15,63 | 15,72 | 15,81
30 | 303| 1591 | 16,00 | 16,09 | 16,19 | 16,28 | 16,37 | 16,47 | 16,56 | 16,66 | 16,75
40 | 313 | 16,85 | 16,94 | 17,04 | 17,13 | 17,23 | 17,32 | 17,42 | 17,51 | 17,61 | 17,71
50 | 323| 17,80 | 17,90 | 18,00 | 18,10 | 18,19 | 18,29 | 18,39 | 18,49 | 18,59 | 18,68
60 |333| 18,78 | 18,88 | 18,98 | 19,08 | 19,18 | 19,28 | 19,38 | 19,48 | 19,58 | 19,68
70 | 343 | 19,78 | 19,88 | 19,98 | 20,08 | 20,18 | 20,29 | 20,39 | 20,49 | 20,59 | 20,69
80 |353| 20,80 | 20,90 | 21,00 | 21,11 | 21,21 | 21,31 | 21,42 | 21,52 | 21,62 | 21,73
90 | 363 | 21,83 | 21,94 | 22,04 | 22,15 | 22,25 | 22,36 | 22,46 | 22,57 | 22,67 | 22,78
100 | 373 | 22,88 | 22,99 | 23,10 | 23,20 | 23,31 | 23,42 | 23,52 | 23,63 | 23,74 | 23,85
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Tabela 10.4.1. Kryza z przytarczowym odbiorem ci$nienia — wspotczynnik przeptywu C

Mechanika ptynéw

10.4. TABELE WSPOLCZYNNIKOW PRZEPLYWU
| LICZB EKSPANSIJI

Prznei\év;ze- Wspdtczynnik przeptywu C dla Rep wynoszacej
510° | 110* | 2.10* | 3-10* | 5.10* | 7-10* | 1.10° | 3.10° | 1.10° | 1.10" | 1.10° | oo
0,20 0,59970,5986 | 0,5979 | 0,5977 | 0,5975 | 0,5973 | 0,5973 | 0,5971 | 0,5970 | 0,5970 | 0,5970 | 0,5970
0,22 0,6006 | 0,5993 | 0,5984 | 0,5981 | 0,5978 | 0,5977 | 0,5976 | 0,5974 | 0,5973 | 0,5972 | 0,5972 | 0,5972
0,24 0,6018 | 0,6000 | 0,5990 | 0,5986 | 0,5982 | 0,5981 | 0,5979 | 0,5977 | 0,5975 | 0,5975 | 0,5975 | 0,5975
0,26 0,6031|0,6009 | 0,5996 | 0,5991 | 0,5987 | 0,5985 | 0,5983 | 0,5980 | 0,5978 | 0,5978 | 0,5977 | 0,5977
0,28 0,6044 | 0,6019 | 0,6003 | 0,5997 | 0,5992 | 0,5989 | 0,5987 | 0,5983 | 0,5982 | 0,5981 | 0,5981 | 0,5980
0,30 0,6060 | 0,6029 | 0,6011 | 0,6004 | 0,5997 | 0,5994 | 0,5992 | 0,5987 | 0,5985 | 0,5984 | 0,5984 | 0,5984
0,32 0,6077 | 0,6040 | 0,6019 | 0,6011 | 0,6003 | 0,6000 | 0,5997 | 0,5991 | 0,5989 | 0,5988 | 0,5987 | 0,5987
0,34 0,6095 | 0,6053 | 0,6028 | 0,6018 | 0,6010 | 0,6005 | 0,6002 | 0,5996 | 0,5993 | 0,5991 | 0,5991 | 0,5991
0,36 0,6115 0,6066 | 0,6037 | 0,6026 | 0,6016 | 0,6012 | 0,6008 | 0,6001 | 0,5997 | 0,5995 | 0,5995 | 0,5995
0,38 0,6136 | 0,6081 | 0,6048 | 0,6035 | 0,6024 | 0,6018 | 0,6014 | 0,6005 | 0,6002 | 0,6000 | 0,5999 | 0,5999
0,40 0,6159 | 0,6096 | 0,6059 | 0,6044 | 0,6031 | 0,6025 | 0,6020 | 0,6011 | 0,6006 | 0,6004 | 0,6003 | 0,6003
0,42 0,6184|0,6113 | 0,6070 | 0,6054 | 0,6039 | 0,6032 | 0,6026 | 0,6016 | 0,6011 | 0,6008 | 0,6008 | 0,6008
0,44 0,61100,6130 | 0,6082 | 0,6064 | 0,6047 | 0,6039 | 0,6033 | 0,6021 | 0,6016 | 0,6013 | 0,6012 | 0,6012
0,46 0,6138|0,6148 | 0,6095 | 0,6074 | 0,6056 | 0,6047 | 0,6040 | 0,6027 | 0,6021 | 0,6017 | 0,6017 | 0,6016
0,48 - 10,6167 | 0,6108 | 0,6085 | 0,6064 | 0,6055 | 0,6047 | 0,6032 | 0,6025 | 0,6021 | 0,6021 | 0,6021
0,50 - 10,6187 |0,6121 | 0,6096 | 0,6073 | 0,6062 | 0,6053 | 0,6037 | 0,6030 | 0,6026 | 0,6025 | 0,6025
0,51 - 10,6197|0,6128 | 0,6101 | 0,6077 | 0,6066 | 0,6057 | 0,6040 | 0,6032 | 0,6027 | 0,6027 | 0,6026
0,52 - 10,6207 | 0,6135 | 0,6107 | 0,6082 | 0,6070 | 0,6060 | 0,6042 | 0,6034 | 0,6029 | 0,6028 | 0,6028
0,53 - 10,6217|0,6141|0,6112 | 0,6086 | 0,6073 | 0,6063 | 0,6044 | 0,6036 | 0,6031 | 0,6030 | 0,6030
0,54 - 10,6228|0,6148|0,6117 | 0,6090 | 0,6077 | 0,6066 | 0,6047 | 0,6037 | 0,6032 | 0,6031 | 0,6031
0,55 - 10,6238 0,6155 | 0,6123 | 0,6094 | 0,6080 | 0,6069 | 0,6049 | 0,6039 | 0,6034 | 0,6033 | 0,6032
0,56 - 10,6249|0,6162 | 0,6128 | 0,6098 | 0,6084 | 0,6072 | 0,6050 | 0,6040 | 0,6035 | 0,6034 | 0,6034
0,57 - 10,6259 |0,6168 | 0,6133 | 0,6102 | 0,6087 | 0,6074 | 0,6052 | 0,6041 | 0,6036 | 0,6035 | 0,6034
0,58 - 10,6270 (0,6175|0,6138 | 0,6105 | 0,6089 | 0,6077 | 0,6053 | 0,6042 | 0,6036 | 0,6035 | 0,6035
0,59 - 10,6280|0,6181 |0,6143|0,6108 | 0,6092 | 0,6079 | 0,6054 | 0,6043 | 0,6036 | 0,6035 | 0,6035
0,60 - 10,6291 |0,6187 | 0,6147 | 0,6111 | 0,6094 | 0,6080 | 0,6055 | 0,6043 | 0,6036 | 0,6035 | 0,6035
0,61 - 10,6301|0,6193|0,6151 | 0,6114 | 0,6096 | 0,6082 | 0,6055 | 0,6043 | 0,6036 | 0,6034 | 0,6034
0,62 - 10,6311|0,6198 | 0,6155 | 0,6116 | 0,6098 | 0,6083 | 0,6055 | 0,6042 | 0,6035 | 0,6033 | 0,6033
0,63 - 10,6320 |0,6203 | 0,6158 | 0,6118 | 0,6099 | 0,6083 | 0,6054 | 0,6041 | 0,6033 | 0,6032 | 0,6032
0,64 - 10,6330|0,6208 | 0,6161 | 0,6119 | 0,6099 | 0,6083 | 0,6053 | 0,6039 | 0,6031 | 0,6030 | 0,6029
0,65 - 10,6339 0,6212 | 0,6164 | 0,6120 | 0,6099 | 0,6082 | 0,6051 | 0,6037 | 0,6028 | 0,6027 | 0,6027
0,66 - 10,6348 |0,6216 | 0,6165 | 0,6120 | 0,6099 | 0,6081 | 0,6048 | 0,6033 | 0,6025 | 0,6023 | 0,6023
0,67 - 10,6356 |0,6219 | 0,6167 | 0,6120 | 0,6097 | 0,6079 | 0,6045 | 0,6029 | 0,6021 | 0,6019 | 0,6019
0,68 - 10,6363 |0,6222 | 0,6167 | 0,6118 | 0,6095 | 0,6076 | 0,6041 | 0,6025 | 0,6016 | 0,6014 | 0,6014
0,69 - 10,6370 |0,6223|0,6167 | 0,6116 | 0,6092 | 0,6072 | 0,6036 | 0,6019 | 0,6010 | 0,6008 | 0,6008
0,70 - 10,6376 |0,6224 | 0,6165 | 0,6113 | 0,6088 | 0,6067 | 0,6030 | 0,6012 | 0,6003 | 0,6001 | 0,6000
0,71 - 10,6382 0,6224 | 0,6163 | 0,6109 | 0,6083 | 0,6061 | 0,6023 | 0,6004 | 0,5994 | 0,5993 | 0,5992
0,72 - 10,6386 |0,6222 | 0,6160 | 0,6103 | 0,6076 | 0,6054 | 0,6014 | 0,5995 | 0,5985 | 0,5983 | 0,5983
0,73 - 10,6389|0,6220 | 0,6155 | 0,6097 | 0,6069 | 0,6046 | 0,6004 | 0,5985 | 0,5974 | 0,5972 | 0,5972
0,74 - 10,6391 |0,6216 | 0,6149 | 0,6089 | 0,6060 | 0,6036 | 0,5993 | 0,5973 | 0,5962 | 0,5960 | 0,5959
0,75 - 10,6392]0,6211|0,6141 | 0,6079 | 0,6049 | 0,6025 | 0,5980 | 0,5959 | 0,5948 | 0,5946 | 0,5945
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Tabela 10.4.2. Kryza z odbiorem cisnienia typu D i D/2 — wspétczynnik przeptywu C
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Przewegze- Wspdiczynnik przeptywu C dla Rep wynoszacej

nieg | 510° | 1.10* | 2.10* | 3-10° | 510* | 7-10* | 1.10° | 3:20° | 1.10° | 1.10" | 1.10° | oo

0,20 0,5997 | 0,5985 | 0,5979 | 0,5976 | 0,5974 | 0,5973 | 0,5972 | 0,5970 | 0,5969 | 0,5969 | 0,5969 | 0,5969
0,22 0,6006 | 0,5992 | 0,5984 | 0,5980 | 0,5977 | 0,5976 | 0,5975 | 0,5973 | 0,5972 | 0,5971 | 0,5971 | 0,5971
0,24 0,6017 | 0,6000 | 0,5989 | 0,5985 | 0,5981 | 0,5980 | 0,5978 | 0,5976 | 0,5974 | 0,5974 | 0,5974 | 0,5974
0,26 0,6030 | 0,6008 | 0,5995 | 0,5990 | 0,5986 | 0,5984 | 0,5982 | 0,5979 | 0,5977 | 0,5977 | 0,5976 | 0,5976
0,28 0,6043 | 0,6017 | 0,6002 | 0,5996 | 0,5991 | 0,5988 | 0,5986 | 0,5982 | 0,5981 | 0,5980 | 0,5979 | 0,5979
0,30 - 0,6028 | 0,6010 | 0,6003 | 0,5996 | 0,5993 | 0,5991 | 0,5986 | 0,5984 | 0,5983 | 0,5983 | 0,5983
0,32 - 0,6039 | 0,6018 | 0,6010 | 0,6002 | 0,5999 | 0,5996 | 0,5990 | 0,5988 | 0,5987 | 0,5986 | 0,5986
0,34 - 0,6052 | 0,6027 | 0,6017 | 0,6009 | 0,6004 | 0,6001 | 0,5995 | 0,5992 | 0,5990 | 0,5990 | 0,5990
0,36 - 0,6066 | 0,6037 | 0,6026 | 0,6016 | 0,6011 | 0,6007 | 0,6000 | 0,5997 | 0,5995 | 0,5994 | 0,5994
0,38 - 0,6080 | 0,6047 | 0,6035 | 0,6023 | 0,6018 | 0,6013 | 0,6005 | 0,6001 | 0,5999 | 0,5999 | 0,5999
0,40 - 0,6096 | 0,6059 | 0,6044 | 0,6031 | 0,6025 | 0,6020 | 0,6011 | 0,6006 | 0,6004 | 0,6004 | 0,6003
0,42 - - 0,6071 | 0,6054 | 0,6040 | 0,6033 | 0,6027 | 0,6017 | 0,6012 | 0,6009 | 0,6009 | 0,6008
0,44 - - 10,6084 | 0,6065 | 0,6049 | 0,6041 | 0,6035 | 0,6023 | 0,6017 | 0,6014 | 0,6014 | 0,6014
0,46 - - 10,6098 | 0,6077 | 0,6059 | 0,6050 | 0,6043 | 0,6030 | 0,6023 | 0,6020 | 0,6019 | 0,6019
0,48 - - 0,6112 | 0,6189 | 0,6069 | 0,6059 | 0,6051 | 0,6036 | 0,6030 | 0,6026 | 0,6025 | 0,6025
0,50 - - 10,6127 10,6102 | 0,6079 | 0,6068 | 0,6060 | 0,6043 | 0,6036 | 0,6032 | 0,6031 | 0,6031
0,51 - - 0,6135|0,6108 | 0,6085 | 0,6073 | 0,6064 | 0,6047 | 0,6039 | 0,6035 | 0,6034 | 0,6034
0,52 - - 10,6143 |0,6115|0,6090 | 0,6078 | 0,6068 | 0,6051 | 0,6042 | 0,6038 | 0,6037 | 0,6037
0,53 - - 10,6151 |0,6122 | 0,6096 | 0,6083 | 0,6073 | 0,6054 | 0,6046 | 0,6041 | 0,6040 | 0,6040
0,54 - - 0,6159 | 0,6129 | 0,6101 | 0,6088 | 0,6077 | 0,6058 | 0,6049 | 0,6044 | 0,6043 | 0,6043
0,55 - - 10,6168 10,6136 | 0,6107 | 0,6093 | 0,6082 | 0,6061 | 0,6052 | 0,6047 | 0,6046 | 0,6045
0,56 - - 0,6174 10,6143 | 0,6113 | 0,6098 | 0,6087 | 0,6065 | 0,6055 | 0,6049 | 0,6048 | 0,6048
0,57 - - - 0,61500,6118 | 0,6103 | 0,6091 | 0,6069 | 0,6058 | 0,6052 | 0,6051 | 0,6051
0,58 - - - |0,6157|0,6124 | 0,6108 | 0,6095 | 0,6072 | 0,6061 | 0,6055 | 0,6054 | 0,6054
0,59 - - - 0,6164 | 0,6130 | 0,6113 | 0,6000 | 0,6075 | 0,6064 | 0,6058 | 0,6056 | 0,6056
0,60 - - - 0,61710,6135|0,6118 | 0,6004 | 0,6079 | 0,6067 | 0,6060 | 0,6059 | 0,6059
0,61 - - - 0,6178 | 0,6141 | 0,6123 | 0,6008 | 0,6082 | 0,6069 | 0,6062 | 0,6061 | 0,6061
0,62 - - - |0,6185|0,6146 | 0,6128 | 0,6012 | 0,6085 | 0,6072 | 0,6065 | 0,6063 | 0,6063
0,63 - - - 0,6192|0,6151 | 0,6132 | 0,6016 | 0,6087 | 0,6074 | 0,6067 | 0,6065 | 0,6065
0,64 - - - 0,6198 | 0,6156 | 0,6136 | 0,6020 | 0,6090 | 0,6076 | 0,6068 | 0,6067 | 0,6067
0,65 - - - |0,6205|0,6161 | 0,6140 | 0,6023 | 0,6092 | 0,6078 | 0,6070 | 0,6068 | 0,6068
0,66 - - - 0,6211 | 0,6166 | 0,6144 | 0,6027 | 0,6094 | 0,6079 | 0,6071 | 0,6069 | 0,6069
0,67 - - - |0,6217|0,6170 | 0,6148 | 0,6030 | 0,6096 | 0,6080 | 0,6072 | 0,6070 | 0,6070
0,68 - - - |0,6223|0,6175 | 0,6151 | 0,6032 | 0,6097 | 0,6081 | 0,6072 | 0,6070 | 0,6070
0,69 - - - 0,6229 10,6178 | 0,6154 | 0,6034 | 0,6098 | 0,6081 | 0,6072 | 0,6070 | 0,6070
0,70 - - - - 10,6182|0,6157 | 0,6036 | 0,6099 | 0,6081 | 0,6071 | 0,6070 | 0,6069
0,71 - - - - 0,6185 | 0,6159 | 0,6038 | 0,6099 | 0,6081 | 0,6071 | 0,6069 | 0,6068
0,72 - - - - 10,6187 0,6161 | 0,6039 | 0,6098 | 0,6080 | 0,6069 | 0,6067 | 0,6067
0,73 - - - - 10,6190 0,6162 | 0,6039 | 0,6097 | 0,6078 | 0,6067 | 0,6065 | 0,6065
0,74 - - - - 0,6191 | 0,6163 | 0,6039 | 0,6096 | 0,6076 | 0,6065 | 0,6063 | 0,6062
0,75 - - - - 10,6193|0,6163 | 0,6038 | 0,6094 | 0,6073 | 0,6062 | 0,6059 | 0,6059
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Tabela 10.4.3. Kryzy — liczba ekspansji &;

Przewezenie Liczba ekspansji & dla p,/p; wynoszacego

g ‘ ia 0,98 ‘ 0,96 | 0,94 ‘ 0,92 ‘ 0,90 ‘ 0,85 ‘ 0,80 ‘ 0,75

k=12

0,000 0,000 0,993 0,986 0,980 0,973 0,966 0,949 0,932 0,915

0,562 0,100 0,993 0,985 0,978 0,970 0,963 0,944 0,926 0,907

0,669 0,200 0,992 0,984 0,976 0,968 0,960 0,940 0,920 0,900

0,740 0,300 0,991 0,983 0,974 0,966 0,957 0,936 0,914 0,993

0,750 0,316 0,991 0,983 0,974 0,965 0,957 0,935 0,913 0,992

k=13

0,000 0,000 0,994 0,987 0,981 0,975 0,968 0,953 0,937 0,921

0,562 0,100 0,993 0,986 0,979 0,973 0,966 0,949 0,932 0,914

0,669 0,200 0,993 0,985 0,978 0,970 0,963 0,945 0,926 0,908

0,740 0,300 0,992 0,984 0,976 0,968 0,960 0,941 0,921 0,901

0,750 0,316 0,992 0,984 0,976 0,968 0,960 0,940 0,920 0,900

k=14

0,000 0,000 0,994 0,988 0,982 0,977 0,971 0,956 0,941 0,927

0,562 0,100 0,994 0,987 0,981 0,975 0,968 0,952 0,936 0,921

0,669 0,200 0,993 0,986 0,979 0,973 0,966 0,949 0,931 0,914

0,740 0,300 0,993 0,985 0,978 0,971 0,963 0,945 0,926 0,908

0,750 0,316 0,993 0,985 0,978 0,970 0,963 0,944 0,926 0,907

kK =1,66

0,000 0,000 0,995 0,990 0,985 0,980 0,975 0,963 0,951 0,938

0,562 0,100 0,995 0,989 0,984 0,979 0,973 0,960 0,946 0,933

0,669 0,200 0,994 0,988 0,983 0,977 0,971 0,957 0,942 0,928

0,740 0,300 0,994 0,988 0,981 0,975 0,969 0,953 0,938 0,922

0,750 0,316 0,994 0,987 0,981 0,975 0,969 0,953 0,937 0,922

Uwaga: Ta tabela moze by¢ udogodnieniem. Nie jest ona przeznaczona do doktadnej interpolacji. Ekstrapolacja jest
niedopuszczalna.
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Tabela 10.5.1. Wspo6tczynniki wyplywu przez mate, okragte otwory niezatopione

d, mm
H.m 6 10 15 20 30 60 180 300
1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,15 - - 0,627 - 0,615 0,600 | 0,529 -
0,20 0,652 0,636 0,622 0,618 0,611 0,601 | 0,594 0,590
0,30 0,644 0,630 0,617 0,614 0,608 0,600 | 0,595 0,591
0,40 0,638 0,625 0,613 0,611 0,606 0,600 | 0,596 0,593
0,50 0,635 0,622 0,611 0,609 0,605 0,600 | 0,596 0,594
0,60 0,632 0,620 0,610 0,608 0,604 0,599 | 0,597 0,595
1,00 0,625 0,615 0,609 0,605 0,603 0,599 | 0,597 0,596
1,50 0,620 0,613 0,606 0,604 0,601 0,598 | 0,597 0,596
2,00 0,618 0,610 0,604 0,603 0,600 0,598 | 0,597 0,596
3,00 0,611 0,605 0,602 0,600 0,598 0,597 | 0,596 0,595
6,00 0,601 0,600 0,598 0,597 0,596 0,596 | 0,596 0,594
15,00 0,597 0,596 0,595 0,595 0,594 0,594 | 0,594 0,593
30,00 0,593 0,593 0,593 0,592 0,592 0,592 | 0,592 0,592
Tabela 10.5.2. Wspo6tczynniki wyptywu g duzych otworéw
Lp. Rodzaj otworu U
Otwory o $rednich rozmiarach z réwnomiernym dtawieniem ze wszystkich stron 0,65
2 | Otwory o duzych rozmiarach z nieréwnomiernym dtawieniem, ale ze wszystkich
stron 0,70
3 | Otwory przydenne (bez dtawienia przy dnie ) ze znacznym dtawieniem przez
krawedzie boczne 0,65+0,70
Otwory przydenne z niewielkim dtawieniem przez krawgdzie boczne 0,70+0,75
Otwory przydenne ze znacznym dtawieniem od gory i fagodnym wprowadzeniem
strug z bokow 0,80-0,85
6 | Otwory przydenne z tagodnym wprowadzeniem strug ze wszystkich stron 0,90
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Tabela 10.5.3. Wartosci wspotczynnikow przeptywu przystawek
przy wysokich liczbach Reynoldsa wedtug AltSula

Wspotczynniki

Typ przystawki i warunki wyptywu
H 4 K
a) Przystawka walcowa zewnetrzna
L, a) krawedz wlotowa ostra 0,82 0,82 1,00
a.__“lq b) krawedz wlotowa zaokraglona 0,95 0,95 1,00
© c) krawedz wlotowa ostra przy kacie
b) odchylenia osi przystawki o
N\ .
/% B=10 0,80 - _
p=20° 0,78 - -
) p=40° 0,75 - -
\% pe o |-
R
0254
,1025d
e i vl Przystawka z wlotem zaokraglonym 0.97 0.97 100
: przy profilu jak na rysunku ' ' '
Przystawka stozkowa
° o| rozbiezna:
° 2 a) 0 kaci .
,.%E; 4 = acie rozwarcia
T $rednio 5+7°
i ] 88d o 0,45+0,50 | 0,45+0,50 | 1,00
086d b) o ksztatcie i wymiarach
a) b) jak narysunkui g=5°
0,483 0,483 1,00
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10.6. STRATY LINIOWE | MIEJSCOWE

Tabela 10.6.1. Orientacyjne zalecane predkosci przeptywu wody w wybranych rurociagach
wg PN-76/M-34034

Rodzaj rurociagu v, mls
0golne, w zaleznosci od wysokosci ssania, dtugosci, temperatury 0,5-1,0
Ssawny pompy | dla pomp wirowych, przy niskiej temperaturze do 2,0
dla pomp specjalnych dla wody goracej, pracujacych z naptywem do 3,0
wodny, zapowietrzony, korodujacy do 4,0
zasilajacy kotly 1,3-3,0
zasilajacy, awaryjny, obejsciowy do 5,0
Troczny pompy mag_ist_rali ciep_low_niczej o 2,0-3,0
sieci cieptowniczej odgatezionej 1,0-2,0
sieci cieptowniczej przytaczeniowej do 1,0
magistrali wodociagowej 1,3-3,0
miejskiej sieci wodociagowej 0,5-1,0
Tabela 10.6.2. Orientacyjne chropowatosci zastepcze k rur
wedtug PN-76/M-34034
l\/!atenal Stan powierzchni i warunki eksploatacji K
i rury mm
1 2 3
nowe, nie uzywane 0,02-0,10
oczyszczone, eksploatowane kilka lat do 0,04
bituminizowane do 0,04
przewody cieptownicze 0,2
przewody naftowe dla $rednich warunkéw eksploatacji 0,2
Rury : :
stalowe przewody nle_znac.znle-skorodO\_Nane o 0,4
walcowane przewody z nieduzymi osadami kamienia 0,4
przewody po kilku latach eksploatacji, skorodowane lub z nieduzymi osadami 0,15-1,0
przewody wody grzewczej, dla wody nieodgazowanej i niezmigkczonej 1,0
przewody wodociagowe w eksploatacji 1,2-15
przewody z wigkszymi osadami kamienia ~3,0
przewody z powierzchnia w ztym stanie >5,0
nowe lub stare w dobrym stanie 0,04-0,10
nowe, bituminizowane ~ 0,05
w eksploatacji, z powloka czesciowo usunieta, skorodowane ~0,10
w eksploatacji, rownomiernie skorodowane ~0,15
Rury bez wgtebien w miejscach polaczen, pokryte powtoka, dobry stan powierzchni 0,3-0,4
stalowe zanieczyszczone podczas eksploatacji z woda, lecz nie skorodowane 0,95-1,00
spawane z podwdjnym szwem poprzecznym, nieskorodowane, zanieczyszczone 1,2-15
mate osady 15
z podwdjnym, poprzecznym szwem, silnie skorodowane 2,0
znaczne osady 2,0-4,0
powierzchnie w ztym stanie, nierownomiernie utozone potaczenia >50
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1 2 3
Rury czyste ocynkowane, nowe 0,07-0,10
stalowe zwyczajne ocynkowane 0,10-0,15
ocynkowane |ZVYCZd y i
nowe 0,25-1,00
nowe bituminizowane 0,10-0,15
asfaltowane 0,12-0,30
R wodociagowe, w eksploatacji 1,4
. ury w eksploatacji, skorodowane 1,0-15
zeliwne .
z osadami 1,0-1,5
ze znacznymi osadami 2,0-4,0
oczyszczone, po kilku latach eksploatacji 0,3-1,5
silnie skorodowane do 3,0
dobrze wygtadzone powierzchnie 0,3-0,8
Rury . . iy . .
b $rednia gtadkos¢ powierzchni 2,5
etonowe . .
szorstka powierzchnia 3,0
Rury zelbetowe 1,0-2,5
Rury z twardego PVC* 0,025
Rury z polietylenu PE* 0,05
Rury HOBAS z piasku kwarcowego, wiokna szklanego i zywicy poliestrowej* 0,01

* Uwaga: dane wedtug katalogéw producentéw rur.

Tabela 10.6.3. Wartosci liczbowe wspdtczynnika oporu miejscowego ¢ ksztattek wodociagowych
(wedtug E. Mielcarzewicza, Obliczenia hydrauliczne ukfadéw wodociggowych, Warszawa 1965;

zob. réwniez PN-76/ M-34034)

Schemat i nazwa ksztattki Wartosci liczbowe wspéiczynnika ¢
1 2
wartosci ¢ wg badan A. Hofmanna i A. Wasilewskiego
1. Luki gigte sciany gadkie chropowa-
o te
15° 22,5° 45° 60° 90° 90°
R=d 0,03 0,045 0,14 0,19 0,21 0,51
R=2d 0,03 0,045 0,09 0,12 0,14 0,30
R=4d 0,03 0,045 0,08 0,10 0,11 0,23
R=6d 0,03 0,045 0,075 0,09 0,09 0,18
R =10d 0,03 0,045 0,07 0,07 0,11 0,20
Wartosci ¢ dla 6= 90° wg badan Weisbacha
[ R )—3,5 5
¢ ={0,0131+0,163| —
d 90°
R 0,5d 0,75d d 1,25d 1,5d 2d 5d
¢ | 1,978 0,577 0,294 0,205 0,170 0,145 0,132
dla 8= 90° powyzsze wartosci nalezy mnozy¢ przez 5/90°
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1 2
2. Kolana zeliwne
""90} d 50 100 200 300 400 500
c 13 15 18 2.1 2.2 -
2.90 =265
plaskie
4. Kolana podwdjne
——0
2.90 &= 3o
przestrzenne
5. Kolana podwojne
=4lo000
N =
przemienne
6. Luk przemienny
a 30° 45° 60° 90°
3 0,12 0,17 0,20 0,26
dlaR = 15d ' ’ ' ’
5 50 | 10° | 15° |2255°| 30° | 45° | 60° | 90°
sclany 0,016 | 0,034 [ 0,042 | 0,07 | 0,11 | 0,24 | 0,47 | 1,13
gtadkie
sclany 0,024 0,044 0,062 | 011 | 017 | 0,32 | 0,68 | 1,27
chropowate
I/d 071 |0943|1,174| 1,42 | 1,86 | 256 | 3,72 | 6,28
sclany 051 | 035 | 033|028 029 | 036|036 | 0,40
gladkie
sciany
chropowate | 051 | 041 | 038 | 038 | 039 | 043 | 044 | 046
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1 2
9-Lu'fisegmeTt°WG I/d 1,23 | 1,44 | 167 | 1,91 | 2,37 | 2,96 | 4,11 | 6,10
;‘;;T?i’e 020 | 020 | 015 | 0,15 | 0,17 | 017 | 0,19 | 0,21
iﬁ'ﬁ)”‘i)wate 035|032 | 030 | 031|034 034|035 036
Vrd 1,186 | 1,40 | 1,63 | 2,33 | 2,01 354 465 | 6,05
sciany 0,1
gtade 012 | 013 | 012 | 010 | 041 || 015 | 014
sciany 0,3
chropowate | 029 | 025 | 027 | 032 | 032 | 7| 031 | 031
I/d 1,23 1,67 2,37 3,77
| .
5 ;‘;;T?I’e 0,16 0,16 0,14 0,16
iﬁ'g”&wate 0,30 0,28 0,26 0,24
12. Trojniki rozbiezne Aol 0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
S
) r_“'».. 4 095 | 08 | 098 | 095 | 110 | 128
1
N I P
G 004 | -008 | -005 | 007 | 021 | 035
4,
& 09 | 068 | 050 | 038 | 035 | 048
G 004 | -006 | -004 | 007 | 020 | 033
14. Trdjniki zbiezne oy 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
_EL-...
| P——— 14, & 120 | 04 | 008 | 047 | 072 | o091
0 ’ ’ ’ ’ ’ )
»: Lo
‘ 004 | 017 | 030 | 0411 | 051 | 060
@ P
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1 2
15. Trojniki zbiezne
$o -0,92 -0,38 0,00 0,22 0,37 0,37
% 0,04 0,17 0,19 0,09 -0,17 -0,57
16. Trojniki symetryczne
ostrokrawedziowe
a 10° 30° 45° 60° 90°
< 0,1 0,4 0,7 1,0 14
17. Trojniki symetryczne
R/d 0,5 0,75 1 15 2
¢ 11 0,6 0,4 0,25 0,2
18. Trojniki rozdzielcze
o0 krawedziach ostrych
P L fe =13
i
]
i
t

19. Trojniki rozdzielcze
z szyjka wyoblong

=073
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1

20. Trojniki rozdzielcze
kulowe

.‘_-_..—-_‘._. %.——-

=487

21. Tréjniki rozdzielcze
kulowe z wyoblona szyjka

£=087

22. Potaczenia spawane
rurociagéw

£=20...25

23. Potaczenia spawane
rurociagow

=30

24. Potaczenia spawane
rurociagow

L
'
i =
i
i

£=4..5
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25. Nagte rozszerzenie
przekroju

L] T 1 ¥

: 1

d

2 2 2 2
d D
Wzory Bordy: ¢, = B -1, &H=l|—| -1

Wartosci ¢; podane przez A. Lencastra

Vi
m/s

Ol

0,1

0,2

0,3

0410506 |07

0,8

0,9

0,6

1,00

1,00

0,96

0,86

0,74 | 0,60 | 0,44 | 0,29

0,15

0,04

15

0,96

0,95

0,89

0,80

0,69 | 0,56 | 0,41 | 0,27

0,14

0,04

3,0

0,93

0,91

0,86

0,77

0,67 | 0,54 | 0,40 | 0,26

0,13

0,04

26. Nagte zwezenie
przekroju

d/D

0,316

0,447

0,548

0,632

0,707 | 0,775

0,837 |0,

894

1,000

&

0,45

0,42

0,375

0,330

0,29 |0,25

0,20 |0,15

0,00

27. Dyfuzor

Wartosci ¢; podane przez A. Lencastra

D/d

20

60

10°

15°

20°

25°

30° | 35°

40° | 45°

50°

60°

11 |0,01

0,01

0,03

0,05

0,10

0,13

0,16 | 0,18

0,19 ]| 0,20

0,21

0,23

1,2 | 0,02

0,02

0,04

0,09

0,16

0,21

0,25 | 0,29

0,31 0,33

0,35

0,37

1,4 | 0,02

0,03

0,06

0,12

0,23

0,30

0,36 | 0,41

0,44 | 0,47

0,50

0,53

16 | 0,03

0,04

0,07

0,14

0,26

0,35

0,42 | 0,47

0,51 | 0,54

0,57

0,61

1,8 | 0,03

0,04

0,07

0,15

0,28

0,37

0,44 | 0,50

0,54 | 0,58

0,61

0,65

2,0 | 0,03

0,04

0,07

0,16

0,29

0,38

0,46 | 0,52

0,56 | 0,60

0,63

0,68

2,5 | 0,03

0,04

0,08

0,16

0,30

0,39

0,48 | 0,54

0,58 | 0,62

0,65

0,70

3,0 | 0,03

0,04

0,08

0,16

0,31

0,40

0,48 | 0,55

0,59 | 0,63

0,66

0,71

35 |0,03

0,05

0,08

0,16

0,31

0,40

0,49 | 0,56

0,60 | 0,64

0,67

0,72

d

2
-1
D

uproszczony wzor Fliegnera ¢; =k (—

al2 | 2,5°

5o

7,5°

10°

15°

20°

25° | 30°

35° | 40°

45°

60°

k 1013

0,17

0,26

0,41

0,71

0,90

1,03 | 1,12

1,13 | 1,10

1,07

1,05
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1 2
2 3
: Aof, D (D D
1 =—|1l+—+| —| +|—
28. Konfuzor d q q q
X wartosci K do wzoru & = 4 K
w2
v, v, a o o o o
—t e l ......... e D/d 4 6 8 20
b l . 1,2 93 6,2 46 18
14 6,7 45 3,3 1,3
s 18 41 2,7 2,0 0,8
2,0 3,4 2,3 1,7 0,7

b/d| 0,00 0,002 0,005 | 0,0075 | 0,010 0,015 0,020 0,030

s/d
29. Wiloty 0 0,50 0,57 0,63 0,66 0,68 0,71 0,73 0,77
do rurociagow 0,008 0,50 0,53 0,55 0,57 0,58 0,60 0,62 0,64
0,016 0,50 0,51 0,52 0,53 0,53 0,54 0,55 0,56
U’* l.l 0,024 0,50 0,50 0,52 0,51 0,52 0,52 0,53 0,53
4- .!, e S | 0,032 0,50 0,50 0,50 0,51 0,51 0,51 0,52 0,52
i 0,040 0,50 0,50 0,50 0,50 0,50 0,51 0,51 0,51
-----b---lII 0,048 0,50 0,50 0,50 0,50 0,50 0,50 0,50 0,50

0,050 0,075 0,10 0,15 0,20 0,30 0,40 >0,50

0 0,81 0,84 0,86 0,90 0,93 0,96 0,98 1,00

0,008 0,68 0,72 0,74 0,78 0,81 0,84 0,86 0,89

0,016 0,58 0,63 0,64 0,68 0,70 0,73 0,75 0,77

0,024 0,54 0,57 0,58 0,60 0,62 0,64 0,66 0,67

0,032 0,52 0,53 0,54 0,55 0,56 0,57 0,58 0,59

0,040 0,52 0,52 0,52 0,52 0,53 0,53 0,53 0,54

0,048 0,51 0,51 0,51 0,51 0,51 0,51 0,51 0,51

30. Wiloty do rurociagéw

skl M ) ¢=0,25

31. Wloty do rurociagéw

Q\
- |J £=0,005-0,1;dlaR=0,1d ¢=0,1;
T- ’3 Blira ot z siatka o wolnym przekroju £= 0,2
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1

32. Wiloty do rurociagéw
o &

£=05+0,3cos 5+ 0,22 cos’ &

33. Wyloty ze swobodnym

wyplywem
|
N |E— =10
wl I
o . .
1 1
34. Wyloty ze swobodnym
Wyptywem D/d | 095 | 09 | 085 | 08 | 070 | 060 | 050
¢ 1,43 1,92 2,25 2,54 3,20 4,14 5,51
35. Wyloty ze swobodnym
tywem
WYY Did | 105 | 110 | 120 | 130 | 150 | 20 | 30
a=8° 0,84 0,70 0,51 0,39 0,29 0,11 0,06
a=15°| 0,85 0,73 0,57 0,46 0,33 0,22 0,17
a=30°| 0,94 0,82 0,73 0,65 0,61 0,52 0,49
a=45°| 1,00 0,86 0,81 0,76 0,75 0,64 0,61
36. Kompensatory
soczewkowe
i,
=20




380

Mechanika ptynéw

1

37. Kompensatory lirowe

z rury gtadkiej £=0,7
z rury falistej £=1,4

Tabela 10.6.4. Wartosci liczbowe wspdtczynnika oporu miejscowego ¢ armatury wodociagowej
(wedtug E. Mielcarzewicza, Obliczenia hydrauliczne ukfadéw wodociggowych, Warszawa 1965;
zoh. réowniez PN-76/M-34034 oraz katalogi producentdw)

Schemat i nazwa elementu

Wartosci liczbowe wspétczynnika ¢

1 2
1. Zasuwa
x/d 1/8 1/4 3/8 1/2 5/8 3/4 7/8
¢ 0,07 0,26 0,81 2,06 | 552 |17,00 (97,80
2. Zasuwa ptaska

x/d 0 0,10 | 0,20 | 0,30 | 0,40 | 0,50 | 0,60 | 0,70 | 0,75

] [ '

=
=i o ! C 0,15 | 0,30 | 0,80 | 1,50 | 2,80 | 5,30 | 12,0 | 22,0 | 30,0

3. Zasuwa przewezona
Dd | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 1,7 | 18 | 19 | 20
¢ |03 05 (075|115 |155| 22 |29 | 38 |4,75
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4. Zawor stozkowy
o 10° 20° 30° 40° 50° 60° 65° | 82,5°
¢ 0,29 | 156 | 547 | 17,3 | 52,6 206 486 )
5. Zawor przeptywowy
zwykly d, 80 100 150 | 200 | 250 | 300 | 350
e 4,0 41 4.4 4,7 51 54 5,5
dn 60 80 100 150 200 250 300 350
o + ,;..4 E’ .......
; ! ¢ | 27 | 24 | 22 | 1,86 | 1,65 | 1,50 | 1,40 | 1,30
30% przewezenia gniazda
7. Zawor przelotowy
d, 25 50 65 75 100 | 125 | 150 | 200 | 250
¢ |110)0,73 |0,65 | 060|050 046 | 042 | 0,36 | 0,32
) 15° 20° 30° 45° 60° 70°
I 90 62 30 9,5 3,2 1,7
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1 2
9. Klapa zwrotna d, | 40 | 70 | 100 | 200 | 300 | 500 | 700 | 800
¢l 13| 14| 15| 19| 21| 25 | 265 | 35
10. Kosz ssawny z klapa
Zwrotna
.m
; d, | 40 | 70 | 100 | 150 | 200 | 300 | 500 | 750
|
-
1 N
: '
| ‘
: : ¢ 120 85 | 70 | 60 | 52 | 37 | 25 | 16
| !
SN

11. Kosz ssawny zeliwny
bez klapy zwrotnej

T _._.l ....... s 1

¢ =(0675+ 1,575)(

Ttdz_

4
Ao — sumaryczna powierzchnia otworéw smoka

0

2
A
A

Tabela 10.6.5. Wartosci liczbowe wspétczynnika oporu miejscowego £ urzadzen mierniczych

Nazwa elementu

Wartosci liczbowe wspoétczynnika &

1 2
1. Kryza
| ,82 0,1 0,15 0,20 0,25 0,30 0,40 0,50
-]
L [l
nl S— B 7=
| ¢ 249 102 53 31 19 9 4
ﬂZ — dZ/DZ




10. Wazniejsze tabele i wykresy do obliczes z mechaniki piynow
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1 2
2. Kroétka rura Venturiego Vi
01 0,15 0,20 0,25 0,30 0,40 0,50
—
[ |
i I
P (5 3 S L
| |
' ' c 17 7 3 2 1 05 | 03
ﬂZ — d2/D2
3. Wodomierz dla srednic d, = 15, 20, 25, 30, 40, 50 mm
skrzydetkowy £=8+10
4. Wodomierz srubowy dy 80 100 | 125 | 150 | 200 | 250 | 300
0 0si poziomej
(przyblizone wartosci
wspolczynnika £) ¢ 100 | 098 | 077 | 080 | 074 | 066 | 052
dn 80 100 150 200 260 300
5. Wodomierz studzienny
(przyblizone wartosci
wspobtczynnika &) ¢ 2,01 1,94 164 | 1,88 1,87 1,28
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