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Streszczenie: Metody porzadkowania liniowego sa stosowane na gruncie ekonomii w bada-
niach rankingowych i klasyfikacyjnych dotyczacych obiektow i zjawisk opisanych zmien-
nymi o réznych rozkladach i charakterystykach statystycznych. W literaturze przedmiotu
z zakresu wielowymiarowej analizy poréwnawczej opracowano wiele procedur porzadko-
wania liniowego. Réznig si¢ one m.in. metodami wyznaczania wag zmiennych, metodami
normalizacji zmiennych oraz metodami szacowania warto§ci zmiennych syntetycznych.
W zwiazku z tym pojawia si¢ problem wyboru optymalnej procedury porzadkowania linio-
wego do analizy danych statystycznych. Celem pracy jest prezentacja wynikow badan doty-
czacych oceny jako$ci wybranych procedur porzadkowania liniowego w odniesieniu do da-
nych o rozktadzie normalnym i r6znym od rozktadu normalnego. Do oceny jakos$ci rankin-
20w wykorzystane zostaty wybrane mierniki jako$ci metod porzadkowania liniowego.

Stowa kluczowe: porzadkowanie liniowe, analiza porownawcza, program R.

Summary: Linear ordering methods are used in economic studies to determine the order or
classification of objects described using variables with different distributions and statistical
characteristics. In the literature on the subject in the field of multidimensional comparative
analysis, many linear ordering procedures have been developed. They differ, among others
using the methods for determining variable weights, normalization methods, and methods
for estimating the values of synthetic variables. Therefore, there is a problem of choosing
the optimal procedure for the analysis of statistical data with specified statistical characteris-
tics. The purpose of this article is to present the results of research concerning the quality
evaluation of selected linear ordering procedures in relation to data about normal distribu-
tion and different from normal distribution. To assess the quality of rankings, selected
measures of the quality of linear ordering methods were used.

Keywords: linear ordering, comparative analysis, R program.
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1. Wstep

Metody porzadkowania liniowego sa wykorzystywane w badaniach ekonomicznych
w celu ustalenia kolejnosci lub klasyfikacji obiektow, takich jak kraje (ze wzgledu na
poziom rozwoju gospodarczego), przedsigbiorstwa (ze wzglgdu na kondycje finan-
sowg), produkty (ze wzgledu na walory uzytkowe) itp. Idea porzadkowania liniowe-
go obiektow wielowymiarowych opiera si¢ na pojeciu porzadkujacej relacji binarnej
(zwrotnej, antysymetrycznej, przechodniej i spdjnej). Z aksjomatow tej relacji wyni-
ka, ze jest mozliwe stwierdzenie, ktory z dwoch dowolnych obiektow zbioru jest
pierwszy (lepszy), a ktory drugi (gorszy), a takze — czy sa one identyczne.

Celem artykutu jest prezentacja wynikow badan dotyczacych oceny jakosci wy-
branych procedur porzadkowania liniowego (bezwzorcowych i1 wzorcowych)
w odniesieniu do danych (empirycznych i symulacyjnych) o rozktadzie normalnym
i r6znym od rozkladu normalnego. Do oceny jakos$ci rankingdéw wykorzystane zo-
staty wybrane mierniki jako$ci metod porzadkowania liniowego. Dodatkowym efek-
tem pracy jest implementacja analizowanych metod porzadkowania liniowego, mier-
nikow oceny jakosci tych metod oraz metod generowania danych symulacyjnych w
pakiecie pllord [Bak 2013; 2017] programu R [R Development Core Team 2017].

2. Wybrane metody porzadkowania liniowego

Podstawa porzadkowania liniowego jest zmienna syntetyczna', ktorej wartosci sa
szacowane na podstawie obserwacji zmiennych diagnostycznych opisujacych badane
obiekty. Zaklada si¢, ze wartoSci zmiennej syntetycznej, oszacowane za pomocg
okreslonej metody, umozliwiaja takie uporzadkowanie zbioru obiektéow, w ktorym
[Grabinski 1992, s. 135]: (1) kazdy obiekt ma przynajmniej jednego sgsiada oraz nie
wigcej niz dwoch sasiadow, (2) jezeli obiekt a jest sasiadem obiektu b, to obiekt b
jest sasiadem obiektu a, (3) istnieja tylko dwa obiekty majace jednego sasiada.

Zmienna syntetyczna ma charakter zmiennej ukrytej, poniewaz jej realizacje nie
s3 bezposrednio obserwowane. Realizacje te s natomiast generowane przez obser-
wacje zmiennych diagnostycznych, ktére sg bezposrednio mierzalne. Realizacje
zmiennej syntetycznej sg szacowane za pomocg funkcji agregujacych, ktoérych postaé
analityczna moze by¢ rézna. Rozroznia si¢ dwie podstawowe grupy metod, ktore sa
wykorzystywane do szacowania warto§ci zmiennej syntetycznej: metody bezwzor-
cowe (addytywne lub multiplikatywne) i metody wzorcowe (wykorzystujace miary
odlegtosci od wzorca Iub antywzorca).

"' W literaturze przedmiotu spotka¢ mozna inne okreslenia zmiennej syntetycznej, takie jak np.:
zmienna agregatowa, miara syntetyczna, syntetyczna miara rozwoju, taksonomiczny miernik rozwo-
ju, agregatowa miara rozwoju, miara rozwoju gospodarczego.
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W procedurze porzadkowania liniowego wyrdznia si¢ takie etapy postgpowania,
jak: okreslenie charakteru zmiennych (stymulanty, nominanty, destymulanty)?, wy-
znaczenie wag zmiennych, normalizacja zmiennych, wyznaczenie wspotrzednych
wzorca w przypadku agregacji wzorcowej, agregacja bezwzorcowa lub wzorcowa
[Grabinski 1984; Pociecha i in. 1988; Bak 1999].

Pierwsza propozycja metody porzadkowania liniowego w obszarze badan takso-
nomicznych i ekonomicznych, umozliwiajacej porzadkowanie liniowe obiektow z
wykorzystaniem wzorca, zostala przedstawiona przez Z. Hellwiga w 1968 r. pod
nazwg ,,miara rozwoju gospodarczego” [Hellwig 1968].

Na gruncie teorii decyzji (wielokryterialnego podejmowania decyzji) pierwsza
metoda porzadkowania liniowego z wykorzystaniem wzorca i antywzorca zostala
zaproponowana przez C.L. Hwanga i K. Yoona w 1981 r. pod nazwa TOPSIS —
Technique for Order Preference by Similarity to Ideal Solution [Hwang, Yoon 1981].

Idea zastosowania analizy gtownych sktadowych (PCA — Principal Component
Analysis) do porzadkowania liniowego obiektow (na podstawie warto$ci pierwszej
glownej skladowej) zostata zaproponowana przez J. Perkala (w latach 1963-1967) na
gruncie badan przyrodniczych i rolniczych [Perkal 1967]. Podstawy analizy gtow-
nych skladowych zostaly przedstawione w pracach K. Pearsona [1901] i
H. Hotellinga [1933].

W porzadkowaniu liniowym stosuje si¢ takze metody addytywne i multiplika-
tywne oparte na Sredniej arytmetycznej, harmonicznej lub geometryczne;j.

Konstrukcja miary syntetycznej (miary rozwoju gospodarczego) Hellwiga jest
nastgpujaca [Hellwig 1968]:

xi]'—f]'

a) normalizacja zmiennych (standaryzacja): z;; = , X;j — obserwacja

Jj-tej zmiennej dla obiektu i, X; — Srednia arytmetyczna obserwacji j-tej zmiennej,
sj — odchylenie standardowe obserwacji j-tej zmiennej;

b) wspotrzedne wzorca:

. {maxi{zi ]-} dla zmiennych o charakterze stymulant
0j

mini{zi ]-} dla zmiennych o charakterze destymulant’

c) odleglosci obiektow od wzorca: d;q = J Z;’;l(zi i~ Zo ]-)2;
d) wartoéci zmiennej agregatowej: q; = 1 —%, przy czym: na ogot q; €
0 -_—
[0; 1]; max;{q;} — najlepszy obiekt; min;{q;} — najgorszy obiekt; dy = dy + 2s4;
;1 1 <2
do = Z?ﬂ dio; Sq = \/;Z?zl(dio - do) .

n

2 Pojecia zmiennej stymulanty i destymulanty zostaly wprowadzone do literatury przedmiotu
przez Z. Hellwiga [1968], a pojecie zmiennej nominanty przez T. Borysa [1978].
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Konstrukcja miary syntetycznej (TOPSIS) Hwanga i Yoona jest nastgpujaca
[Hwang, Yoon 1981; Yoon, Hwang 1995]:

a) normalizacja zmiennych (przeksztalcenie ilorazowe): z;; = =

n 2
Xioy Xij

> Xij —

obserwacja j-tej zmiennej dla obiektu i;

b) wspoétrzedne wzorca:
. {maxi{zi]-} dla zmiennych stymulant
0j =

mini{zi ]-} dla zmiennych destymulant’
c) wspolrzedne antywzorca:

S = {mini{zi]-} dla zmiennych stymulant
0j =

maxi{zi ]-} dla zmiennych destymulant’

d) odlegtosci obiektow od wzorca: djy = J XM (2 — g, j)z;

e) odleglosci obicktow od antywzorca: d;, = J Z}’;l(zi i = Zgy j)z;
i0
daf+d;’

max;{q;} — najlepszy obiekt; min;{q;} — najgorszy obiekt.
Konstrukcja miary syntetycznej (PCA) na podstawie wartosci pierwszej glownej
sktadowej jest nastepujgca [Perkal 1967; Rusnak 1999; Balicki 2009]:

. . . . Xij—Xj .
a) normalizacja zmiennych (standaryzacja): z;; = ”S L X;j — obserwacja
J

f) warto$ci zmiennej agregatowej: q; = przy czym: q; € [0;1];

Jj-tej zmienne;j dla obiektu i, X; — Srednia arytmetyczna obserwacji j-tej zmiennej, s;
— odchylenie standardowe obserwacji j-tej zmiennej lub wykorzystanie danych
pierwotnych (bez normalizacji);

b) obliczenie macierzy kowariancji S lub korelacji R;

c) obliczenie warto$ci wlasnych 1 wektoréw wlasnych macierzy kowariancji
S lub korelacji R;

d) zmiana znakow wspotczynnikow pierwszej gtéwnej sktadowej (elementow
pierwszego wektora wlasnego), jezeli wigcej jest wspotczynnikow ujemnych niz
dodatnich;

e) obliczenie wartosci sktadowych gtéwnych na podstawie danych empirycz-
nych i wektorow wlasnych: Y = XW: Y — macierz gtoéwnych sktadowych, X — ma-
cierz danych empirycznych, W — macierz wspotczynnikow gtownych sktadowych
(wektory wiasne);

f) uporzadkowanie obiektéw na podstawie wartosci pierwszej skladowej
gtownej (malejaco).

W konstrukcji addytywnej miary syntetycznej wykorzystuje si¢ $rednig arytme-
tyczng obliczong dla znormalizowanych warto$ci zmiennych diagnostycznych (AV):
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. . . . Xij—Xj .
a) normalizacja zmiennych (standaryzacja): z;; = ”S L X;j — obserwacja
J

Jj-tej zmiennej dla obiektu i, X; — Srednia arytmetyczna obserwacji j-tej zmiennej,
sj — odchylenie standardowe obserwacji j-tej zmiennej;

b) obliczenie warto$ci zmiennej syntetycznej: q; = ;Zﬁ1 W; - Z;ij, Wj — waga
Jj-tej zmiennej diagnostycznej.

Jezeli metoda normalizacji zmiennych diagnostycznych jest standaryzacja, to
warto$ci miary syntetycznej obliczane sg metodg sum standaryzowanych.

3. Mierniki oceny jakosci procedur porzadkowania liniowego

Poszczegodlne konfiguracje utworzone z wag zmiennych, metod normalizacji i metod
szacowania wartosci zmiennej syntetycznej prowadza na ogo6t do réznego uporzad-
kowania badanych obiektow. W zwiazku z tym powstaje problem wyboru najlepszej
konfiguracji w odniesieniu do empirycznego (lub symulacyjnego) zbioru danych
o okreslonych charakterystykach statystycznych (wektor $rednich, macierz kowa-
riancji). Oceng jako$ci zmiennej syntetycznej mozna przeprowadzi¢ na podstawie
miernikow proponowanych w literaturze przedmiotu z obszaru taksonomii [Grabin-
ski 1984; Grabinski i in. 1999; 2015].

Mierniki jakosci stosowane do wyboru optymalnej konfiguracji dotycza
w szczegolnosci oceny takich wiasnosci procedur porzadkowania liniowego, jak: (1)
zgodnos¢ odwzorowania, mierzona wskaznikiem zréznicowania odlegtosci miedzy
obiektami w przestrzeni zmiennych diagnostycznych oraz w przestrzeni zmiennej
syntetycznej, (2) korelacja liniowa pomiedzy zmienng syntetyczna a zmiennymi
diagnostycznymi, mierzona przecigtnym wspotczynnikiem ,,nieokreslonosci” oraz
wspotczynnikiem ,,jednoznaczno$ci” zmiennej syntetycznej, (3) korelacja rangowa
zmiennej syntetycznej ze zmiennymi diagnostycznymi, mierzona wspofczynnikiem
»hieokreslonosci”, wspotczynnikiem ,,jednoznaczno$ci” zmiennej syntetycznej oraz
uogodlnionym rangowym wspoétczynnikiem rozbieznosci, (4) zmiennos¢ i koncentra-
cja zmiennej syntetycznej, mierzone wspolczynnikiem obliczonym dla realizacji
zmiennej syntetycznej oraz dla pierwszych roznic uporzadkowanych niemalejaco
warto$ci zmiennej syntetycznej, (5) przecigtna odleglos¢ taksonomiczna zmiennej
syntetycznej od zmiennych diagnostycznych mierzona na podstawie miernikow
Hamminga oraz Euklidesa.

W aktualnej wersji pakietu pllord programu R uwzglgdniono nastgpujace
mierniki oceny jako$ci procedur porzadkowania liniowego: miernik zgodnosci od-
wzorowania, miernik korelacji liniowej zmiennej syntetycznej ze zmiennymi diagno-
stycznymi, miernik korelacji rangowej zmiennej syntetycznej ze zmiennymi diagno-
stycznymi, miernik zmiennosci i koncentracji zmiennej syntetyczne;”.

? Formuty analityczne tych miernikoéw sa zamieszczone w pracach: [Grabifiski 1984; Grabifiski
iin. 1989; Bak 1999].
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Mierniki te maja charakter czastkowy o jednoznacznym kierunku preferencji —
mniejsze warto$ci liczbowe kazdego miernika wskazuja na lepsza procedure porzad-
kowania liniowego. W zwiazku z tym mozna przeprowadzi¢ agregacje miernikow

czastkowych na podstawie wzoru [Seidler i in. 1980]: Q, = ’ ;qzl g2, gdzie: Q —

miernik agregatowy k-tej konfiguracji elementow procedury porzadkowania linio-
wego, g; — miernik czastkowy (I = 1, ..., g), g — liczba miernikow czastkowych.

4. Wyniki badan

W badaniach poréwnawczych czterech metod porzadkowania liniowego (Hellwiga,

TOPSIS, PCA i AV) wykorzystano:

o dane empiryczne: dane statystyczne dotyczace stanu i ochrony S$rodowiska
w powiatach wojewoddztwa dolno$laskiego w 2015 r.* — DE1 (10 zmiennych,
30 obiektow) i dane statystyczne dotyczace rankingu polskich uczelni akademic-
kich w 2016 r.” — DE2 (27 zmiennych, 90 obiektow);

» dane symulacyjne otrzymane za pomocg generatora wielowymiarowego roz-
ktadu normalnego dla zadanych wektorow srednich i dodatnio okreslonych ma-
cierzy kowariancji — DS1 (10 zmiennych, 30 obiektow) i DS2 (27 zmiennych,
90 obiektow).

W badaniach poréwnawczych zastosowano nastgpujaca procedure:

» przyjeto, ze wszystkie zmienne majg charakter stymulant,

» przyjeto jednostkowe wagi dla wszystkich zmiennych,

» przeprowadzono testy normalnosci rozktadu dla danych empirycznych i symula-
cyjnych — test Shapiro-Wilka,

o przeprowadzono normalizacj¢ danych z wykorzystaniem standaryzacji (N1)
stosowang w metodzie Hellwiga oraz za pomocg przeksztatcenia ilorazowego
(N2) stosowanego w metodzie TOPSIS,

» przeprowadzono porzadkowanie liniowe metodami: Hellwiga, TOPSIS, PCA
1 AV) zbioréw danych DE1, DE2, DS1, DS2 przy zastosowaniu normalizacji N1
i N2 (wigksze wartosci zmiennej syntetycznej wskazuja wyzsza pozycje¢ obiektu
w rankingu),

o przeprowadzono ocen¢ jako$ci rankingdw za pomocg czastkowych kryteriow
oceny jakosci 1 obliczono mierniki agregatowe Q (mniejsze wartosci miernika
agregatowego wskazuja na lepsza procedurg porzadkowania liniowego).

Na podstawie wynikow testu Shapiro-Wilka nalezy odrzuci¢ hipotez¢ o normal-
nosci rozkladow danych empirycznych DE1 i DE2. Dane symulacyjne DS1 i DS2
majg natomiast rozktad normalny. Graficzng ilustracj¢ zgodnosci rozkladow danych

* Zrédto: http://wroclaw.stat.gov.pl.
5 Zrédto: http://www.ranking. perspektywy.org.
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empirycznych i symulacyjnych z rozktadem normalnym przedstawiono na rys. 1 za
pomoca funkcji gestosci poszezegolnych rozktadow.

— N{a1

DE1

N~ 300 Bandwidh =~ 02833 N = 2430 Bandwidh = 01863

Rys. 1. Funkcje gestosci rozktadu normalnego oraz rozktadow danych empirycznych i symulacyjnych

Zrédto: opracowanie wiasne.

W tabeli 1 zestawiono warto$ci agregatowego miernika jakosci metod porzad-

kowania liniowego (Hellwiga, TOPSIS, PCA i AV) obliczone dla danych empirycz-
nych (DE1 i DE2), natomiast w tab. 2 dla danych symulacyjnych (DS1
1 DS2) przy zastosowaniu metod normalizacji N1 1 N2.

Na podstawie otrzymanych wynikow analizy danych mozna sformutowac naste-

pujace wnioski:

w przypadku danych empirycznych o rozktadzie r6znym od normalnego: najniz-
sze warto$ci miernika agregatowego otrzymano dla metody PCA,

w przypadku danych symulacyjnych o rozktadzie normalnym: najnizsze wartosci
miernika agregatowego otrzymano dla metody AV,

w przypadku danych empirycznych sposréd dwoch metod wzorcowych wyko-
rzystujacych odlegtos¢ euklidesowq: nizsze warto$ci miernika agregatowego
otrzymano dla metody TOPSIS,
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Tabela 1. Warto$ci agregatowego miernika jakosci metod porzadkowania liniowego Q
dla danych empirycznych
Normalizacja Metoda Hellwiga | Metoda TOPSIS Metoda PCA Metoda AV
DE1, m=10,n=30
N1 9,416211 9,170164 4,753804 5,305854
N2 9,466951 9,249728 8,799317 6,803840
DE2, m=27,n=90
N1 11,254887 11,242065 4,517565 27,154239
N2 11,309287 11,253389 10,88955 8,851145
Zrédto: opracowanie wiasne.
Tabela 2. Warto$ci agregatowego miernika jakosci metod porzadkowania liniowego Q
dla danych symulacyjnych
Normalizacja Metoda Metoda TOPSIS | Metoda PCA Metoda AV
Hellwiga
DS1,m=10,n=30
N1 9,356263 9,590986 3,748789 3,249898
N2 9,364065 9,594696 8,355604 7,691365
DS2,m=27,n=90
N1 11,395239 11,473243 6,583351 5,626531
N2 11,366475 11,461965 11,077245 9,812555

Zrédto: opracowanie wiasne.

w przypadku danych symulacyjnych sposréd dwoch metod wzorcowych wyko-
rzystujacych odlegtos¢ euklidesowq: nizsze warto$ci miernika agregatowego
otrzymano dla metody Hellwiga,

metody bezwzorcowe porzadkowania liniowego (PCA 1 AV) przyjmuja nizsze
warto$ci miernika agregatowego, jezeli normalizacja danych zaréwno empirycz-
nych, jak i symulacyjnych jest przeprowadzona metodg N1 (z wyjatkiem metody
AV dla danych empirycznych DE2),

metody wzorcowe porzadkowania liniowego (Hellwiga i TOPSIS) przyjmuja
nizsze warto$ci miernika agregatowego, jezeli normalizacja danych empirycz-
nych (DE1 i DE2) jest przeprowadzona metodg N1,

w przypadku danych symulacyjnych (DS1 i DS2) metoda TOPSIS przyjmuje
nizsze warto$ci miernika agregatowego, jezeli normalizacja danych jest przepro-
wadzona metoda N1,

w przypadku danych symulacyjnych (DS1) metoda Hellwiga przyjmuje nizsze
warto$ci miernika agregatowego, jezeli normalizacja danych jest przeprowadzo-
na metodg N1, natomiast w przypadku danych symulacyjnych (DS), jezeli nor-
malizacja danych jest przeprowadzona metodg N2.
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5. Podsumowanie

Metody porzadkowania liniowego znajdujg praktyczne zastosowania w wielu dzie-
dzinach badan, w tym w ekonomii. Celem badan empirycznych z wykorzystaniem
tych metod jest ustalenie kolejno$ci obiektéw opisywanych przez zbioér zmiennych.
Roézne procedury porzadkowania liniowego prowadza do réznych rankingéw porow-
nywanych obiektow. W pracy przedstawiono wyniki analizy porownawczej czterech
metod porzadkowania liniowego (Hellwiga, TOPSIS, PCA 1 AV) i dwoch metod
normalizacji zmiennych (standaryzacji i przeksztafcenia ilorazowego). Analizg prze-
prowadzono na podstawie danych empirycznych i symulacyjnych o rozktadzie nor-
malnym i ré6znym od normalnego. Wyniki analizy wskazuja na zalezno$¢ jakosci
rankingdbw od rozkladu danych statystycznych, metody normalizacji zmiennych
i metody agregacji.
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