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PRZED MOWA.

Oddajace do uzytku publicznego ksiazke p. t. , Rachunek wyrdwnawczy",
uwazam za wskazane dorzucié na samym poczatku pare uwag, ktére —
dotyczae gléwnie jej przeznaczenia oraz sposobu korzystania z niej —
uzupelniajg takZze do pewnego stopnia i jej tresé przez podanie kilku
najwazniejszych dat z dziedziny historji rachunku wyréwnawczego.

Glowng podstawe tego rachunku, opartego na rachunku prawdopo-
doblensi,wa, stanowi ,metoda najmniejszych kwadratéw, wymagajaca, aby
suma kwadratow bledéw spostrzeZen byla najmniejsza.

Przed pracami, omawiajgcemi powyZsza metodg, zaslugujy na
wzmiang dwie, oparte na innych zasadach: jedna z roku 1770-go, w ktdrej
znany matematyk francuski J. Lagrange przedstawil teorje bledéw spo-
strzezen, oparty na rachunku prawdopodobienstwa, a druga z roku 1792-go,
w ktorej niemniej stawny P. Laplace podal metode wyrdwnania spostrzezen,
wyprowadzona przy pomocy dwu przez niego przyjetych warunkow !).

Pierwsza publikacja metody najmniejszych kwadratéw wyszla z pod
piora 4. Legendre’a w roku 1805-ym *?) — jako dedatek dziela ,Nowvelles
méthodes pour la determination des orbites des comilest — p. t. ,Sur la
méthode des moindres carrés“; drugs oglosil w roku 1808 Amerykanin
Andrain.

Wlasciwym jednak wynalazea rachunku wyréwnawezego, opartego
na metodzie najmniejszych kwadratow, jest slynny niemiecki matematyk
i astronom K. F. Gauss, ktéry — mimoto, #e oglosil zasady swej teorji
wyrownawezej dopiero w roku 1809-ym w dziele p. t. ,Theoria motus
corporum coelestiuwm in sectionibus conicis solem ambientium® (Hamburg), —
wynalazl ja jednak jeszeze w roku 1794-ym (1795-ym) i zastosowal
w praktyce przed ukazaniem sig publikacji Legendre’a. Zarazem trzeba
wyraznie zaznaczyé, ze dopiero w dzielach Gaussa nﬂ,pot.ykamy na odpo-
wiednie wzasadnienie powyiszej metody, jak teZ, Ze nie poprzestajgc na

'} Wmunl.z te byly: a) suma bledéw spostrzezen jest réwng zeru, b) suma bez-
wzglpdnych wartodel bledéw jest najmniejsza.
3 Karta tytulowa nosi date 1806 r.
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wyZe] wymienionem dziele, oglosil Gauss z biegiem czasu jeszcze pigé
dalszych dziel, dotyczacych metody najmniejszych kwadratow.

Nie mogac na tem miejscu podaé calkowitej — dzi§ bardzo rozle-
glej — literatury, odnoszacej sie do rachunku wyrdwnawczego i teorji
bledéw przypadkowych, poprzestaje na wyliczeniu nazwisk najwybitniej-
szych autorow, bez wzgledu na to, czy ich dziela wzglednie rozprawy
maja charakter teoretyczny, czy tez praktyczny.

Najwybitniejszymi autorami zagranicznymi sg miedzy innymi:

E. Abbe, T. Engeworth, P. Pizzetti,
(& Airy, I, Iincke, H. Poincaré,
C. Andrae, G. Iechner, 5. Poisson,

J. Bertrand, B, Forest, L. Puissant,
T, Bessel, Ch. Gerling, A. Sawicg,
M. Bienaymé, J. Glaisher, (. Schiaparelli,
H. Bruns, G. Hagen, Ch. Schols,
E. Catalan, P. Hansen, 0. Schreiber,
W. Chauvenet, . Helmert, 0. Stone,

A. Clarke, W. Jordan, T. Thiele,

M. Crofton, - L. Kriiger, S. Wellisch,
P. Czebyszew, A. Markow, Th. Wittstein,
E. Czuber, M. Merriman, T. Wright,

I. Diengler, C. Peirce, (. Zachariae.

Zmaczng czesé wymienionych tu nazwisk znajdzie czytelnik w uwa-
gach niniejszej pracy wraz z przytoczeniem odpowiednich rozpraw.

NajwazZniejsze dziela, dotyczgce tego przedmiotu a napisane w jezyku
polskim, przedstawiajs sig nastepujaco.

Pierwszym autorem polskim, ktory zajal sig metoda najmniejszych
kwadratéw, byl W& Folkierski, omawiajac ja w Il-gim tomie ,Zasad
rachunku roiniczlowego i calkowego* (Paryz, 1878) w rozdziale ,Zasteso-
wania rachunkw catkbowego do rachunku prawdopodobiernstwa.

Rok 1879-y przynosi nam drugs prace z tej dziedziny p. t: ,Teorja
najmniejszych kwadratow. Wedtug wylkladéw prof. D. Zbroika napisal
August Witkowski...* (autograf, Lwoéw 1879), a wkrotce potem oglasza
prof. D. Zbroiek w Pamietniku Akademji Umiejetnosei w Krakowie,
(W. mat.-przyrodn ) T. IX, (1884) prace p. t. ,Zastosowanie wyznacznikéw
w teorji nagmnicjszych kwadratow".

Nastepna prace znajdujemy w V-ym tomie ,Prac matematyczno-
fizycanych* (Warszawa 1894) p. t. , O metodzie najmniejszych kwadratéw"
pidra Wi Gosiewskiego, po ktérej nastepuje w niedlugim czasie , Rachunek
wyréwnania bledow spostrzezen na podstawie metody najmniejszych kwa-
dratow" (Krakéw 1896) B, Gustawicza.
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Serje prac polskich z tej dziedziny koncza: praca 4. B. Daniele-
wicza w VIII-ym tomie ,Dziel i rozpraw matematyczno-fizycznych*
(Warszawa 1904) p. t.: ,Meloda najmniejszych kwadratow* oraz szereg
rozpraw, ogloszonych przewaznie w CzasopiSmie Technicznem (Liwdéw)
i Zeitschr. f. Vermessungswesen (Wieden) ).

Po tych uwagach, odnoszacych sie do historji rachunku wyréwnaw-
czego, przechodze do omdwienia przeznaczenin ksigzki, jak i podania
wskazowek, jak nalezy z niej korzystac.

Rozpoczynajace prace nad ,Rachunkiem wyréwnawezym*, cheialem
poezatkowo dostarczyd odpowiedniego podrecznika studentom Politechniki
Liwowskiej, nczeszezajacym na moje wyklady ,Teorji bledéw i rachunku
wyrownawczego.* Spelnienie tego zadania nie okazalo si¢ jednak tak
prostem, jakby moZna o tem sadzié z pozoru. :

Podcezas gdy studenci, ksztalegcy sie na inzynieréw mierniczych,
muszg znaé bardzo szezegdlowo rachunek wyrdwnawezy wraz z jego
zastosowaniem do wszelkich zagadnienn z dziedziny miernictwa i geodezji
wy#zszej, nalezy podadé studentom, kandydatom na inZynieréw budowy
1 inZzynieréw-le$nikéw ten sam przedmiot w zakresie znacznie mniejszym,
uwzgledniajae jednak przytem specjalne potrzeby obu tych zawoddéw.

Widzae, %e nawet przy ukladaniu podrgeznika szkolnego bede musial
uwzglednié przynajmniej dwie kategorje czytelnikéw, zmienilem pierwotny
zamiar, uzupelniajac ksigzke ustepami, mogacemi byé uzytecznemi jed-
nostkom pracujgeym naukowo; przez co powstala trzecia kategorja
czytelnikow. 2

Précz tego nalealo jeszeze koniecznie uwzglednié majgce niebawem
nastapié rozmierzanie Polski i z tego powodu oméwid bardzo szezegélowo
metody wyréwnaweze, odnoszgce sie do lryangulacji, zajmujacej az trzy
obszerne rozdzialy (IX. X. i XI).

Wskutek tego wzrosla objetosé ksiazki do tak znacznych rozmiardw,
#e musialem zdecydowad sie na pominigeie rozdzialu, trakbtujacego o ba~
daniu bledéw systematycznych podzialu kél poziomych i pionowych, srub
mikrometryeznych i t. p.; rozdzial ten wybralem z tego powodu, Ze jest
on wyezerpujaco omowiony w znanem dziele K. R. Helmerta p. t. ,Die
Ausgleichungsrechnung n. d. Methode der kleinsten Quadrate* (Lipsk,
Berlin. 1907) na str. 436. i d.

Nieodzowne wiadomogei z dziedziny teorji bledéw, potrzelne do
nalezytego zrozumienia rachunku wyréwnawczego, staralem sie podad

1 Ostatnig rozprawe prof. Dra A. Liomnickiego o znaczeniu czysto teoretycznem
znajdzie ezytelnik w IV-ym tomie ,Fundamenta mathematicae®, .
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w sposob zwiezly, poprzestajac na najelementarniejszych twierdzeniach
rachunku prawdopodobienstwa. Przy wyznaczaniu ksztaltu funkeji praw-
dopodobienstwa ¢ (¢) wolalem posilkowaé sie sposobem, podanym przez
H. Poincarégo w Calcul des Probabilités, (Paryz 1912), anizeli wywodami
A. Markowa, podanemi w jego ,Wahrscheinlichkeitsrechnung® (tlumacz.
z rosyjskiego, Lipsk, Berlin 1912), opartemi na pojeciu ,nadzieji mate-
matycznej“, jakotez nadzwyczaj interesujgcemi pogladami profesora Dra
A. Tomnickiego we ,Fundamenta mathematicae® (t. IV, Warszawa), nie
cheae odwraca¢ uwagi czytelnika od tematu wlasciwego przez wprowa-
dzanie pojed, ogdlnie mniej znanych.

W pracy mej postugiwalem sig do§é znaczng iloScig dziel i rozpraw,
cytujac je badZ w tekscie samym, badZz tez w uwagach, umieszczonych
u dolu stronnic; najwiecej korzystalem z ostatnio wymienionego dziela
Helmerta, z I-go tomu podrecznika W. Jordana p. t. ,Handbuch der Ver-
messungskunde® (Stuttgart 1920), jakotez w jednym dowodzie z dziela
0. Eggerta p. t. ,Einfithrung in die Geodiisie¥, (Berlin 1907). Nieliczne
ustepy, dotyczace geodezji wyzszej, staralem sig przedstawié zgodnie
z wykladami Kolegi Dra fucjana Grabowskiego, profesora Astronomji
sferyeznej i geodezji wyzszej w Politechnice Liwowskiej. Pozatem znajdzie
czytelnik bardzo wiele miejse, opracowanych w sposéb zupelnie samodzielny.

Nakoniec poczuwam sie do milego obowigzku wyrazenia podzigko-
wania asystentowi Politechniki Lwowskiej p. Janowi Lechowiczowi za
pomoc w przeliczaniu niektérych praykladow jak i ,Ksigénicy“ T. N. S. W,
za staranne wydanie ksigzki.

Lwéw, w maju 1922 r,
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Uwaga. Kandydaci na inZynieréw budowy i inZynieréw lesnikéw moga
poprzestad na zglebienin pierwszych pigein rozdzialéw w ealodei, oraz na prze-
studjowanin z rozdz, VIII-go pierwszych siedmin, z rozdz. IX go pierwszych
pigeiu, z° rozdzialu X-go pierwszych siedmiu i z rozdzialu XI 4 pierwszych
szesciu par&gmf’éw, przyczem moga, bez szkody dla zrozumienia dalszych uste-
péw, pominaé ustepy, zawarte miedzy trzema gwiazdkami (4 * ).

‘W podobny sposdb moga korzystad z niniejsze] kwlqzkl uezniowie szkol
mierniezych, opuszezajac jeszeze dodatkowo rozdzial Il-gi préez § 1-go.
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ROZDZIAT, PIERWSZY

Wiadomosci podstawowe.

§ 1. Rodzaje bledow spostrzezen. Zadanie rachunku wyréwnawezego.

Wyniki najstamnniejszych spostrzezen fizycznych wielkodei nie moga
by¢ nigdy Seiste t. j. bezbledne.

Glebsze zastanowienie sig nad przebiegiem ‘]aklegokolwml spostrze-
Zenia (pomiaru) u$wiadamia nas, Ze na niezgodnosé wyniku spostrzezZenia
z prawdziwg wartofeig spostrzeganej wielkosei wplywa bardzo wiele
czestokroé nawet bardzo nieznacznych przyczyn.

Przyczyny te mozna podzieli¢ na' dwie grupy. Pierwszs obejmuja
takie, z ktérych istnienia oraz prawdopodobnego ich skutku mozemy
sobie zdaé¢ sprawe mniej lub wigcej dokladnie. Natomiast przyezyny, nale-
zace do grupy drugiej sa nam albo zupelnie nieznane, lub tak malo
uchwytne, %6 nie mozemy powiedzie¢ nic pewnego o ich wplywach na
wynik; o ich istnieniu przekonywa nas fakt, Ze spostrzezenia dokonane
nad jedns i tasams wielkofeia w warunkach (jak sie nam wydaje) jedna-
kowych, réznig sig z reguly migdzy sobs choéby tylko bardzo nieznacznie.

Oczywiscie, Zze pierwsza grupa przyczyn jest dla wynikéw otrzymy-
wanych przy spostrzezeniach mniej szkodliwa, gdyZ znajac owe przyezyny
choéby nawet i powierzchownie, moZemy w kazdym razie znacznie zmniej-
szyé ich dzialalnoéé szkodliwg na wynik przez zastosowanie odpowiednich
poprawek oraz naleZytego postepowania przy pomiarze, czego — rozumie
sig — mie mozemy uczyni¢ w odniesieniu do drugiej grupy przyczyn.

Sprawe te bede si¢ staral objasnié na przykladach.

Przy pomiarze dlugosci tasmg stalows wplywaja na niedokladnosé
wyniku — migdzy innemi — nastg¢pujace przyczyny: niedokladne wyty-
czenie kierunku prostej, niedciste ulozenie tasmy wzdluz wytyczonego
kierunku, zwisanie jej z powodu niedostatecznego napiecia, niedokladne
oznaczenie na terenie poczatku i korea tadmy, meodpowwdm& jej dlugosc,
wplyw temperatury i t. p.

Wazystkie te przyczyny sa nam jednak o tyle znane przed rozpo-
czeciem  pomiaru, Ze mozemy ich wplyw szkodliwy ograniczyd, jesli nie

Dr, K. Weigel. Rachunek wyréwnawoezy. 1
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zupelnie to przynajmniej bardzo znacznie, wykonujac opisane wyzej czyn-
nosei pomiarowe bardzo starannie, stwierdzajac dlugosé tasmy na kompa-
ratorze, oraz mierzac — o ile nam zalezy na bardzo dokladnym pomiarze —
takZe i temperature tasmy przy jej uzyciu.

Oczywidcie, ze mimo tego postepowania nie potrafimy usunaé w zu-
pelnogei szkodliwego wplywu wymienionych przyezyn na wynik, a gdy
jeszcze wezmiemy na uwage istnienie przyczyn, o ktérych dzialalnosei
mozemy mieé zaledwie bardzo slabe pojecie (n. p. natury fizjologicznej)
i przyczyn zupelnie nam nie znanych, zrozumiemy latwo, dlaczego przy
kilkakrotnym pomiarze tej samej dlugodei, mimo stosowania jednakowej
metody pomiaru, otrzymamy wyniki niezupelnie zgodne,

Wezmy teraz na uwage pomiar przyrzadem znacznie delikatniejszym,
a wigc n. p. aneroidem. W przyrzadzie tym odpowiada podniesieniu sig
lub opadnigeiu wierzchniej pokrywy puszki o wypompowanem powietrzu
0 4 up przesuniecie gie wskazdwki o okolo 1 m/m. MoZna zatem latwo
sobie wyobrazi¢, Ze przy tego rodzaju przenosni (1:2b0) w tak drobnym
przyrzadzie, jest niemozliwe dokladne zdanie sobie sprawy z bardzo wielu
przyczyn majacych wplyw na ostateczny wynik. Wprawdzie potrafimy
oceni¢ mniej lub wiecej dokladnie wplyw niektérych przyczyn dzialaja-
cych w tym przypadku i niektére z nich unieszkodliwi¢ — przynajmniej
do pewnego stopnia —, a to, albo przez odpowiedns kompensacje mecha-
nizmu, albo drogg rachunkows, jednak pozostala liczba przyezyn bedzie
tak wielka, ze wyniki uzyskane pewnym aneroidem przy pomiarze tej
samej wysokosei, bedg z reguly odbiegaly od siebie jeszcze bardziej, niz
to mialo miejsce przy pomiarach tadmsg stalows.

Kazda z przyczyn uczestniczaca w danym przypadku jest powodem
niezgodnosci wyniku, wywolujac tak zwany blad eczqsthowy lub elemen-
tarny, wszystkie zag¢ w danym przypadku uczestniczace skladaja sie na
calkowily blgd spostrzezenia.

Bledy (calkowite) wystepujace przy spostrzeZeniach dzielimy na trzy

kategorje: bledy grube, systematyczne i przypadlkowe.
: 1. Bledy grube. Bledy te wynikajg z powodu przeoczenia obserwa-
tora i réZnig sie zwyczajnie swg znaczng wielkoscig od innych, tak zZe
po zestawieniu spostrzezen nad ta samg wielkoseis, mozemy z reguly
poznad¢, ktére z nich sa obarczone blgdem grubym.

Przyktady z praktyki mierniczej: Liczae przy pomiarze prostej ilosé przy-
Tozen tasm lub Iat mierniczych, zaznaczono w raptularzu o jedno prezylozenie
za, malo lub za wiele popelniajac przezto blad 20m wzglednie bm; lub konezac
pomiar prostej odezytano t. zw. reszle. na nieodpowiedniej stronie tagmy, otrzy-
mujae zamiast ‘wlagciwe] wartodei reszty, wielkosé uzupelniajaca ja do 20 m.

Ocz;, wiseie, %ze mozZna popelnié przez przeoczenie i bardzo nieznaczny blad,
tak Ze nie hedzie go moZna wykryé przez zestawienie kilku spostrzezen ; w tym
przypadku wejdzie on do pdZniej omawianego rachunku wyréwnawezego, jednak
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wplyw jego bedzie — praktycznie biorac — o ile mamy do dyspozycji wigksza
ilogé spostrzezenn bardzo nieznaczny na wynik wyréwnania, a to wlasnie ze
wzgledu na jego nieznaczna wielkosé.

2. Bledy systematyczne. Sa to bledy wystepujace w szeregu spo-
strzezen wedle pewnego prawa zwigzanego $cisle z okoliczno$ciami, wéréd
ktérych wykonywano pomiary. O ile przyczyny wywolujace owe bledy
dzialaja stale jednakowo podezas wykonywania szeregu spostrzezen, beds
mialy bledy systematyczne wszystkich spostrzeZen wartosé¢ stala; nazy-
wamy je wowezas bledami stalemi. '

Jako przyktady tego rodzaju bledéw moga posluzyé¢ bledy wystepujace
przy pomiarze kata teodolitem o ekscentrycznie osadzonej osi alhidady. Kazdy
odezyt jest z tego powodu obarczony dwoma bledami systematycznemi, z ktérych
jeden zmienia sig wzdluz obwodu limbusu wedle prawa sinusoidy, drugi pozo-
staje w kaZdem miejscu staly.

3. Bledy przypadkowe. Dzialanie przyczyn bledéw przypadkowych
zalezy od okolicznodei, ktére zmieniajy sie w czasie miedzy spostrzeze-
niami (od poprzedniego spostrzezenia do nastepnego), a ktorych zwiazku
ilodciowego ze spostrzezeniami nie moZna wykazac.

Logicznie moZna uzasadnié, Ze przy rozwazaniu bledow tego rodzaju
mozna zastosowaé rachunek prawdopodobienstwa?), okredlajac je jako
bledy, ktére mogs pojawié sie w szeregu spostrzezen z réwnem prawdo-
podobieristwem jako dodatnie lub jako wjemne.

Teorja bledow zajmuje si¢ tylko bledami praypadikowemi. Bledy innego
rodzaju muszg byé przed zastosowaniem rachunku wyréwnawczego, albo
zupelnie usuniete ze spostrzeZen, lub conajmniej przez odpowiednig me-
tode pomiaru tak zredukowane, by nie mialy praktyeznego wplywu na
wynik wyréwnania. Ostatnia uwaga odnosi sig do bledéw systematycznych,
ktérym czesto moZzemy nadaé przez odpowiednie postepowanie podczas
pomiaru charakter bledéw przypadkowych, tak Ze uzyskane wyniki spo-
strzezen moga by¢ uzZyte do rachunku wyréwnawczego.

Przyktad. PoniewaZ przy pomiarze kata wystepuja procz wyzej wymie-
nionych bledéw systematycznych jeszeze i bledy podzialu limbusu o charakterze
systematycznym, nadaje sig im charakter bledéw przypadkowych, przez pomiar
tegoz kata na odpowiednio obranych czesciach limbusu teodolitu, uwzyskujac na
pewnych jego czgsciach wyniki zn duze, na innych za male, czyli nadajac wedle
poprzednich uwag powstajacym bledom charakter bledéw przypadkowych, gdy?
kazdemu bledowi o pewnej wielkosei w sensie dodatnim, bedzie odpowiadal
réwny blad w sensie ujemnymn.

Poniewas, jak juz wspomnialem, spostrzezenia dokonane nad jedns
i ty samg wielkodeig nie mogs dad z reguly zgodnego wyniku, wynika

o

1) Kries. Die Prinzipien der Wahrscheinlichkeitrechnung. Eine logische Unter-
suchung 1886. str. 217.
»
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ztad koniecznofé zastosowania jakiego§ rachunku wyréwnawczego dla
uzyskania jednoznacznej wartoSci spostrzeganej wielkodei; a chege, aby
uzyskana wartos¢ byla najbardziej prawdopodobng, nalezy 6w rachunek
wraz ze zwigzang z nim teorja bledéw przypadkowych oprzeé na rachunku
prawdopodobienstwa.

Po tych uwagach zastanéwmy sie nad zadaniami, jakie majg spelnié
rachunek wyréwnawczy i teorja bledow. '

Rachunek wyréwnawezy podaje nam:

1. sposoby, jak nalezy zuszythowaé rachunkowo spostrzezenia, — o ile
byly dokonane w wigkszej ilodci, jak zachodzila potrzeba —, aby uzyskad
jednoznaczny wynik, ktéry nam przedstawi zarazem najbardziej prawdo-
podobng wartoéé majgcej sie wyznaczyé wielkosci (wzglednie majgcych
sie wyznaczy6é wielkosci),

2. dolladnosé kazdego spostrzeZenia, wartodei uzyskanych wyréwna-
niem i ich funkeyj,

3. moznod$é wzyskania jedynie odpowiednich wzoréw empirycznych
przez wyznaczenie formul interpolacyjnych najbardziej odpowiadajacych
w tym celu dokonanym spostrzeZeniom.

Sprawa pierwszorzednej wagi dla badaczy naukowych, a wige i inZynieréw
pracujacych nad ustaleniem wzoréw empiryeznych na podstawie dokonanych
dodwiadezen.

Teorja bledéw zaznajamia nas z prawams, jakim podlegajq przypad-
kowe bledy spostrzezer; jest wiec — jak widzimy — naukg podstawows
dla rachunku wyréwnawczego.

Rachunek wyréwnawezy ma zatem, jak to wynika z powyzszych
rozwazan, znaczenie bardzo doniosle i to tak dla badan naukowych, jak
i celow praktycznych, a to dzigki okolicznosci, Ze nietylko podaje nam
najbardziej prawdopodobng wartosé majacej sig wyznaczyé wielkosei, lecz
zarazem i dolkladno$é jej wyznaczenia, co si¢ uskutecznia przez obliczenie
bledu ,prawdopodobnego* w praktyce zwykle ,sredniego“ wartofei uzy-
skanej z rachunku.

W praktyce zalezZy nam z reguly na tem, aby uzyskaé wynik
o pewnej z géry okredlonej dokladnosei, a jedynego sposobu sprawdzenia,
czy tak postawione zadanie zdolaliSmy spelni¢, dostarcza nam wlagnie
rachunek wyréwnawczy.

Ale i na tem nie koniec; bo nawet w przypadkach, w ktérych stwier-
dziliémy, %e nie osiagneliémy zadanej dokladnosci, orjentuje nas rachunek
ten, czy mozliwem jest uzyskanie jej przez odpowiedne pomnoZenie ilosci
spostrzezen, czy tez mnalezy uzyé innych dokladniejszych przyrzgdéw lub
metod, by sprosta¢ postawionemu zadaniu.



§ 2. Pojgein i twierdzenia rachunku prawdopodobieisiwa potrzebno dla dalazych wywoddw, b

Ze wzgledu na to, Ze teorja bledéw — owa podwalina rachunku
wyrownawczego — opiera si¢ na rachunku prawdopodobienstwa, podaje
w nastepnym rozdziale te zasady tegoZ rachunku, ktére beds potrzebne
dla niektérych dowoddéw odnoszacych sie do teorji bledéw.

§ 2. Pojecia i twierdzenia rachunku prawdopodobienstwa potrzebne
dla dalszyeh wywodow.

@) Prawdopodobienstwo pojedyncze.

Nazwijmy ilo$é¢ przypadkow sprzyjajfkcych pewnemu zdarzeniu s,
zas ilo§é przypadkéw, w ktorych owe zdarzenia moze wogdle zajsé w,
a otrzymamy na okreslenie matematycznego prawdopodobienistwa tego

zdarzenia wzor:

8

Deats (1)

Zatem prawdopodobieristwo pewnego zdarzenia w znaczeniu mate-
matycznem jest stosunkiem liczby preypadiéw sprzyjajqeych temu zda-
rzeniu do lczby wszystkich przypadkdéw, w jakich to zdarzenie moze zaj$é,
t. j. do liezby wszystkich mozliwych przypadkdw 1).

; 0 . w : . - A0 )
Granice p sy —t;=-0 i wzl. Pierwszy wzér odpowiada niemoznodei,

drugi pewnosei zajécia tegoz spostrzezenia. Za§ prawdopodobienstwo, ze
zdarzenie owo nie zajdzie réwna sie 1—p.

Przyktady. Prawdpodobienstwo wyrzucenia dwoma kostkami w sumie liczby
12 jest rowne %, gdyz na 86 wszystkich moZliwych przypadkéw jeden zale-
dwie sprzyja temu zdarzenin (na obu kostkach 6). Zad prawdopodobienstwo
wyrzucenia dwoma kostkami w sumie liczby 8 réwna sig %, gdyZz mamy tu
pied przypadkéw sprzyjajacych, a mianowicie: 246, 84-b, 44-4, 548, 64-2.

b)) Prawdopodobienstwo zdarzen wykluczajacych sie
wzajemnie.

Jesli mamy wyznaczyé z jakiem prawdopodobienstwem z kilku zda-
rzefi wzajemnie sie wykluczajacych (t. j. nie mogacych zajs§é réwnoczednie)
4, B, C,....N, ktérekolwiek zajdzie, to prawdopodobienistwo tak okreslone
réowna sie sumie prawdopodobienistw pojedynceych wszysthich owych zdarzedn.
Oznaczajac zatem prawdopodobienstwa owych zdarzen przez p., pi, po. . .Pu
otrzymamy powyZej okreélone prawdopodobienstwo:

Pttt ot =PatDo+DPot . . .o +Ph. (2)

1) Definicja ta nie jest w zupelnogei zadawalajaca, co stwierdzil migdzy innymi
i znany matematyk . Poincaré poprzedzajac ja w swych wykladach o rachunku
prawdopodobiefistwa nastgpujacem zdaniem: T/on ne peut guére donner une definition
sutisfaisante de la Probabilité, — H. Poincaré. Caleul des Probabilités, Paris 1912,
(Wyd. 2-gie) str. 24
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Przyktad. Do préZznej urny wrzucono % kul, ¢ czerwonych, b bialych i »
niebieskich, a zatem k=c+b--n. Jakie jest prawdopodobienstwo, %e wyciagajac
z urny jedna kule wyciagniemy czerwona lub niebieska ?

.y . sl . i s ¢ e
Prawdopodobienstwo wyciagnieeia kuli czerwonej jest: pc=—;—c--, zas niebie-

; n sy ; s : f
skiej p,= -;:-, zatem prawdopodobienstwo, o ktore sig pytamy bedzie okreslone
c4n'
wzorem : Petn="7—"

Oczywiscie, ze prawdopodobienstwo to jest réwnoczesnie réwne prawdopo-
dobienstwu niewyciagniecia kuli bialej, ktére wedle poprzednich uwag wypada:
b edn
1 SR e et g e L
Re ke ke
¢) Prawdopodobienstwo dwu zdarzen niezaleznych, czyli
prawdopodobienstwo zloZone.

Prawdopodobienstwo, ze kilka zdarzen niezaleZnych od siebie 4, B,
C,...N zajdzie réwnoczesnie (lub bezposrednio po sobie), réwna sig @lo-
czynowt prawdopodobienisiw pojedynezych tych zdarzen. Zatem:

V4 aibeconat) =Pa . Po.Per . . Py (3)

Przyktad. W urnie znajduje sie & kul, ¢ ozelwonych? n mniebieskich, i b
bmlych, jakie ]ebt prawdopodobienstwo, %6 — wyciagajac z urny trzy kule po
Jedne] i wrzueajac wyciagnieta przed wyjeciem nastepnej do urny — wyeia-
gniemy wlagnie kule o trzech kolorach?

Jedli po wyqunwcm ka/du_l kuli wrzucamy ja z pnwwtem, beda, prawdo-
podobienstwa poje 'yneze wyjecia kul kazdego z wymienionych trzech koloréw :

¢ n b 4 ) ; o ; , i
D= Y Pn= 7 Pbﬂ-k, zatem jako odpowiedZ na nasze pytanie otrzymamy wynik:

Natomiast prawdopodobienstwo wyeiggniecia » razy po sobie kuli
bialej przy tem samem postepowaniu bedzie okrelone wzorem

(Do) = (%)r (8%)

Wzér ten ma bardzo wazne znaczenie dla pdézniejszych wywoddw.

d) Prawo liczb wielkich.

Dotiychezas omawialismy prawdopodobienstwa zdarzen, ktérych pray-
czyne powstania znaliSmy zupelnie dokladnie. N. p. wiedzieliémy, ile jest
kul w urnie kazdego koloru, wiele z mich mamy naraz wyciagnaé i t. d.
Sg jednak przypadki, w ktérych nie znamy dokladnie przyczyn pewnych
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zdarzen; chege wyznaczyé ich prawdopodobienstwo uciekamy sig do do-
§wiadezen, ktérych liczba musi byé jednak bardzo znaczng.

Whnioskujemy tu nastepujaco: jesli jakie$ zdarzenie, na bardzo wielks
ilod¢ n wszystkich mozliwych przypadkéw t. j. dodwiadezen, zaszlo w pew-
nych okolicznoéciach m razy, nalezy slusznie przypuszcezaé, Ze zajdzie
ono i w przyszloéei w tych samych okolicznodciach w liczbie, ktorej sto-
sunek do iloci wszystkich mozliwych przypadkéw (w przyszlodei) bedzie

ten sam jak poprzednio t.j. o

Spraws ta zajmowal sie miedzy innymi Bernowlli wykazujac, Ze
omawiane prawdopodobienistwo rdéZni si¢ bardzo nieznacznie od

(twierdzenie Bernoulliego); w praktyce przyjmujemy je zatem rdéwne
temu stosunkowi.

¢) Prawdopodobienstwo przyczyn. Twierdzenie Bayesa.

Zalézmy, #e zdarzenie A mialo miejsce, oraz, Ze m przyczyn P,
Sy _' P wzajemmnie si¢ wykluczajacych moglo je wywolaé, t. j. #e
w rzeczy wistosci wywolala je z nich tylko jedna.

Przypuéémy dalej, ze prawdopodobiefstwo, z jakiem zdarzenie 4
byloby nastapilo, gdyby byla dzialala przyczyna P; wynosi p. Nato-
miast prawdopodobienstwo a priori — czyli prawdopodobienstwo przed
zdarzeniem —, Ze przyczyna P; uczestniczyla w tym przypadku, ozna-
czmy ().

Pamietajac o naszem zalozeniu, Ze zdarzenie A mialo miejsce, py-
tamy sig: jakie jest prawdopodobienistwo a posteriori — t. j. po zdarze-
niu 4 —, ze je wywolala wlasnie przyczyna P;?

Prawdopodobienstwo to oznaczymy litera z i bedziemy sie starali
znale$é je drogg posredniy.

Prawdopodobienstwo, Ze przyczyna P; uczestniczyla w tym wy-
padku, a uczestniczac bylaby wywolala zdarzenie 4 jest wedle ¢) prawdo-
podobienistwem zlozonem z prawdopodobienstwa a priori (p:), %e P; w tym
przypadku uczestniczyla, orvaz z prawdopodobienstwa p;, z jakiem zda-
rzenie 4 byloby nastapilo, gdyby byla dzialala przyczyna Pi; a zatem
prawdopodobienistwo zlozone jest: (p) p.

Prawdopodobienstwo tak ofrzymane réwna sie jednak pru.wdopodu-'
bienstwu otrzymanemu i nastepujgcem rozumowaniem: nasamprzéd na-
lezy przyjacé, %e zdarzenie 4 mialo miejsce, a potem (gdy juz mialo
miejsce) przypisaé wywolanie go przyczynie P

L
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W ten sposéb rozumujac otrzymamy réwniez prawdopodobienistwo
zlozone, ktorego pierwsza czescig jest wedle ) suma: (p,) p,+(ps) P+

o +(pa) Pu, zas druga prawdopodobienstwo e posteriori z; zatem
ostatnio omawiane prawdopodobienstwo zloZone wypadnie:
z :(p]) Dy +(0g) Do+« o oo oo - (Pn) pn}- (4)

Jak juz wspomnialem oba te prawdopodobienistwa zloZzone sa sobie
réwne. Zatem:

_(p)pi e
(371) Pi+(25) Dot ... (o) P07

Jestto twierdzenie Bayesa, ktore ujalem w definicje nastepujaca:

(b)

Prawdopodobiernistwo a posteriori, Ze pewna przyczyna P, wywolala
edarzenie A rowna si¢ stosunkowi iloczynu prawdopodobienstwa a priori,
Ze przyczyna P; wezestniczyla w lym przypadku przez prawdopodobienstwo,
z jakiem zdarzenie A byloby masiqpilo, gdyby byle dziatala przyczyna P
do sumy iloczynow prawdopodobienstw wlworzonych w ten sam sposdb dla
wszystlich n przyczyn mogqeych wuczesiniczyé w tym prezypadku.

Przyktad. Mamy »' urn, z ktérych kaZda zawiera k kul réZnego koloru.
Urny podzielono na n kategorji K,, K,....K,; do pierwszej niech nalezy
a, urn, do drugiej @, urn... do n-tej @, urn., W kazdej urnie nalezacej do
pierwsze] kategorji niech bedzie miedzy innemi po #, kul bialych, w drugiej
po by.... w n-tej po b, kul bialych,

Przypusémy, %e ktos siegnawszy do dowolnej urny wyjal kule biala. Py-
tamy sig — po tym fakeie dokonanym —, jakie jest prawdopodobienstwo, #e
wyjeto ja z nrny naleacej do pierwszej kategorji K, ?

Prawdopodobienstwo, o ktére si¢ pytamy, jest poprzednio omawianem

(?31) 2
2‘(3*) P

medopodoineuqt vo a priori (p,) nm]dmemy rozumujae  nastepujaco :
prayczyng, wyciggniecia kuli bialej z urn plelWHIB] kategorji jest okolicznosd,
e na » urn @, wrn nalezy do kategorji pierwszej, a zatem

prawdopodobienstwem a posteriori x=

ay
(Pi) #

Zag prawdopodobienstwo p,, # jakiem W)cla,gnqhbybmy wowezas (f. j. gdyby
ta przyczyna byla dzialala) kulg biala z dowolnej urny pierwszej kategorji jest
stosunek b, do /&, zatem :

Pl"'l;: i przeto:
a.] bi

Sab
1

Ir==
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Przyktad szczegotowy. Pigé urn podzielilismy na dwie kategorje, z kto-
rych pierwsza zawiera trzy, druga dwie urny. W kazdej urnie mamy 10 kul,
migdzy ktéremi jest w urnach pierwszej kategorji po 6 bialych, za§ w urnach
drugiej kategorji po 3 biale kule. Zatem »r==b, n=2, a,=3, a,=2, b =6,
by =3.

Pytamy slq po wyciagnigein kuli bialej, ]alxu. ]est prawdopodobienstwo
(@ posteriori), %e pochodzi ona z urn kategorji pierwszej.

Wetawiajac do wzorn na a liczby szezegdlne otrzymamy :
8.6 38
3.642.8 4
Wyznaczajace dla kontroli prawdopodobienstwo tego samego rodzaju, ze
wyciagnigta kula biala pochodzi z urn kategorji drugiej otrzymamy :
2.3 1
B EEra.8 4

zas (pewno$c), ze pochodzi z urn jednej lub drugiej kategorji

€2, =

&y +CC2‘$

§ 3. Krotki zarys teorji bledéw przypadkowyeh, Funkeja prawdo-
podobienistwa ¢ (e).

Wiadomosei podane o bledach przypadkowych w § l-szym sy zbyt
ogélnikowe, aby mogly nam wystarczyé dla dalszych wywodéw ; naleZy
je przeto mieco uzupelnié¢ dla uzyskania jadniejszego pogladu na te
sprawe.

Przedewszystkiem naleZy znale$¢ prawo, ktéremu podlegajs bledy
przypadkowe. Nie majac jednak dostatecznych podstaw, aby dojs¢ do
niego samem rozumowaniem, musimy oprze¢ si¢ na doswiadczeniach,
a dopiero majac za sobgy wyniki dodwiadezen dostosowaé do nich odpo-
wiednig hipoteze. Wszelkie zas hipotezy — choéby najbardziej trafiajace
do przekonania — nie poparte licenemi doswiadczeniami, nie mogq byé
. miarodajnems.

Natomiast nalezy wymieni¢ trzy hipotezy wykazujace wiekszg lub
mniejszg zgodnosé z doswiadczeniami; wynikiem wszystkich trzech sa
prawa o ksztalcie funkeyj wykladniczych.

. Hipoteza pierwsza. Blad spostrzezenia jest wynikiem wspoéldziala-
nia bardzo wielkiej liczby przyczyn niezaleznych, z ktorych kazda pod-
lega temu samemu prawu. Prawo to ma spelnié tylko jeden warunek,
& mianowicie: %e bledom o tej samej absolutnej wielkosei przysluguje
prawdopodobienistwo réwne.

Hipoteze te analizowal Laplace.

Hipoteza druga analizowana przez Bessela. Blad spostrzeZenia jest
wynikiem wspéldzialania bardzo wielkiej liczby przyczyn niezaleinych,
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ktére dzialaja wprawdzie wedle dowolnych praw i miedzy dowolnemi
granicami jednak z tem ograniczeniem, Ze bledy dodatnie i ujemne o tej
'samej wielkodci pojawiaja sie w szeregach spostrzezen w tejsamej ilosci,
oraz %e prawdopodobne wartoéci kwadratéw bledéw elementarnych sa
wielkodciami tego samego rzedu.

Hipoteza trzecia. Blad spostrzezenia jest wynikiem wspoldzialania
bardzo wielkiej liezby przyczyn niezaleznych, z ktérych kazda, gdyby
dzialala sama, wywolalaby blad bardzo maly w stosunku do tych bledéw,
jakieby powstaly z kombinacji dzialania wszystkich innych przyczyn.

Hipoteze te poddal analizie Crofton.

Szezegdélowe omawianie tych hipotez wykracza poza rame niniejszego
dziela, czytelnik cheacy sie zajmowad niemi dokladniej znajdzie je wy-
starczajaco szczegdlowo oméwione w dziele K. Czubera!), lub odnosnych
publikacjach ?).

Cheae jednak uzmyslowié czytelnikom sprawe powstawania bledow
spostrzezen z bledéw czastkowych, zajme sie nieco blizej hipotezs Ha-
gena®), ktora jest tylko szczegélnym przypadkiem hipotezy pierwszej.
Hipoteze te — poparta réwniez do$wiadczeniami — wybralem nie z tego
powodu, aby usilowaé przekonaé czytelnikéw o jej bezwzglednej stusznoci,
ale tylko dlatego, ze — ze wzgledu na swa prostote — nadaje sig naj-
lepiej do osiggniecia wyZej wspomnianego celu.

Hagen przyjal, ze blad spostrzeZenia jest sumq bardzo wielkiej liczby,
niezaleznych, réwnych, bardzo malych bledéw czaqstkowych, przyczem kazdy
z nich moze wplywaé na wynik spostrzeZenia z takiem samem prawdo-
podobienstwem w sensie dodatnim jak i ujemnym.

Przyjecie to nie jest wprawdzie S$cislem, chocby z tego powodu, ze
wyklucza blad czgstkowy o wielko§ei réwne) zeru, podezas gdy — jak
to zaraz obaczymy — blad calkowity przyjmuje przez wspoldzialanie
bledéw czastkowych najezeSciej wladnie te wartodé; okolicznosd ta dowo-
dzitaby zatem, Ze czgstkowe bledy podlegajs innemu prawu, jak calkowite
bledy spostrzezen. Mimo to, moZna, ze wzgledu na zgodno$¢ wynikow
tej hipotezy z doSwiadezeniami, uwazaé ten sposéb przedstawienia rzeczy
za bardzo zbliZony do prawdy; boé¢ przecie przyjeto, Ze hledy czgstkowe
88 bardao ma.Ie, roznig sie przeto tylko bardzo nieznacznie od zera.

)L‘ Czuber. Theorie der Beobachtungsfehler, Lipsk 1891. str. 78 i t. d.

%) Laplace. Théorie analyt. des Probabilités II. Art. 28; Bessel. Untersuchungen
tther die Wahrscheinlichkeit der Beobachtungsfehler, 1888. Astr. Nachrichten, tom XV.
Nr. 868—869; Crofton. Ou the Proof. of the Law of Errors of Observations 1870,
London Philos. Transact,, 160, str. 175.

"9 Hagen. Grundziige der Wahrscheinlichkeitsrechnung, 8-cie wyd. 1882.
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Nazywajac bledy czgstkowe », a calkowite (spostrzeZen) ¢, otrzymamy
dla n bledéw czgstkowych nastepujace wyniki:

Blad
calkowity ¢

E!,

en"f

e!a‘!

£n/2+1)

8(11— 1)
E(“"

E{ﬂ-i—l)

Przyjmujac za§ w szczegolnym

Skladajace sig nan bledy

Wielkosd
bledu
calkowitego

Ilosé pojawienia
sig bl. calkowitego

crgstkowe
+v4+v4v+ .. +vtvtw
Ty e DG e
+v4v4+v4. . A=Y —
+v4+v4+v..00 .. —Y—P—p
vt r—r... .. = Y e e
Fr—p—2. ... — Y P )
—P—P— ek )

zestawione ponizej :

nw
(n—2)w

(n—4)»

(2) -

(1)

przypadku n =8, otrzymamy wyniki

—.-Wicl]w:&é gL Oznacz. bl. | Prawdopodobienstwo
Blad bledu 1los¢ poja- | a1k, wedle bledu calkowitego

calkowity |oalkowitego| WIOPI® S1@ |absol. wielk. (w przyblizeniu)
&’ S (#)=1 g, Yose =00:004
gL 6w ($)=8 & | Yse =o00081
gt 4v (§)=28 2 | 2¥gq =o0:109
& 2 (3)=b6 & | My =o00219
&®) 0 (§)="0 & Wgpe =00-278
& —2w (=56 | —& | Yy =c00219
&0 —4y $)=28 | —e 2 = 00r109

| e® —6 D=8 | —g Ygq = 00081
@ | =8y | =1 | —a | e —co0004
2=0 J=2b6| =0 2 = o00999

(2)

(2 powodu skrdoed), ma hyd ==1,
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Z powyzszych zestawien widaé, Ze powstale wedle hipotezy Hagena
bledy spostrzezen e spelniajg nastepujgce warunki:

1. prawdopodobienistwo jednakowo wiellkich bledow dodatnich © ujem-
nych jest réwne,

2. prawdopodobienistwo popelnienia bledu mniejszego jest wicksze,
niz bledu wiekszego,

3. majwicksze prawdopodobieristwo posiada blad &,=0.

Nazywajac przeto P, prawdopodobienstwo pojawienia si¢ bledu &
widzimy, Ze!):

P(+8&=P(—s), (3)
czyli Ze P, jest funmkcjq parzystq (symetryczng) bledu e.

Te trzy wymienione wlasciwosei bledéw utworzonych wedle hipo-
tezy Hagena charakteryzujg jednak i przypadkowe bledy spostrzezen
uzyskane drogs eksperymentalng, czyli Ze doswiadczenie popiera hipo-
teze Hagena.

Gdybyémy cheieli przedstawié zwigzek miedzy wielkoscin bledu
a jego prawdopodobienstwem wykreélnie, otrzymaliby§my bioraec do wy-
kresu wyniki zestawione w tabelach — szereg odcinkéw stojacych od-
dzielnie obok siebie. OtéZ, aby uzyska¢ odpowiedni wykres dajacy moznosé
sumowania prawdopodobienstwo bledéw (co jest nam potrzebne dla wy-
znaczenia prawdopodobienstwa bledu zawartego w pewnych granicach),
podzielimy of odecietych na odeinki o wielkosci 2v=A4e i wykredlimy nad

niemi jako podstawami prostokaty o wysokodei 13:—, jak na fig. 1. dla n=8.

A
A
|
i
1 : "‘
! i !
P
! ! e Z, A
! ] i Ae :
! ! ! ; i
u i { \ ! /?"f)f
[l s st ) TR
g —=—— L | ’. LS S S i
A sl
et brone novonst e S SRR
H - =Ey : o ok ‘““'_"'"': 1
L(—ié‘ ML e “E, 4
Fig. 1.

1) Prawdopodobienstwo blgddéw bede oznaczal nadal przez P, gdy# p cheg zachowad
dla wielkodei t. zw. wag, ktére beda wystepowaly przy pdéniejszych rozwaZzaniach,
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A zatem przyjelismy, Ze prawdopodobienstwo P, odnosi si¢ do ble-
dow leZzgcych w granicach miedzy eé—w», a &+4», lub wedle nowego ozna-
A : Ae de
czenia miedzy &—-, & &+ 5 *
o 2 2
Prawdopodobienstwo, ze blad jest zawarty w granicach od a= g
do b=-+¢g, réwna sie — jak to wprost widaé¢ na rysunku — powierzchni
trzech prostokqtow odnoszqeych si¢ do tych trzech bledow, gdysz prawdo-
podobienistwo to réwna sie wedle § 2. b) sumie prawdopodobienstw
Py + P+ P,, ktéorym odpowiadajs na rysunku wspomniane prostokaty.
Wielkodd Ll
Ade
nazywamy funkecjq prawdopodobienistwa oznaczajac ja przez ¢ (), a jesli
rownoczednie przejdziemy ze skonczonej iloSci # na n= oo, oraz przyj-
miemy bledy » nieskoriczenie male, przemieni sig de w rézniczke de,
tak, Ze otrzymamy zwiazek:

, ktora odcielismy dla kazdego bledu ma osi rzednych

P,=p (¢) d & (4)

Prawdopodobienstwo popelnienia bledu & t. j. bledu zawartego w gra-
nicach miedzy ¢, a &-de (]ub s—d;, a £+-(;€) rowna sie wartosei funkeji

prawdopodobieristwa ¢ (€) pomnozonej przez roiniczle bledu de.

(Oczywiscie, e twierdzenie powy#sze jest zupelnie niezaleZzne od hipotezy
Hagena, ktéra podalem nieco szezegolowiej ze wzgledu na latwosé przedsta-
wienia jej na wykresie (fig. 1.)).

§ 4. Wyznaezenie funkeji pruwdopmlnbhﬁstwn. 1)

Przypudémy, Ze spostrzegliSmy n razy pewny wielko$é otrzymujac
za kazdym razem inny wynik:

Po dokonaniu spostrzezen pytamy sie, jakie jest prawdopodobienstwo,
%e prawdziwa warto$é spostrzeganej przez nas wielkosei jest zawarta
w gramicach miedzy L, a L+dL.

Prawdopodobiefistwo to jest znanem nam z § 2c¢ prawdopodobiei-
stwem przyczyn (str. 6).

I tak nazywajac (p) prawdopodobienstwo a priori, ze warto§é spo-
strzeganej wielkoSci jest zawarta w granicach miedzy L a L-4-dL, za$§
»: prawdopodobiefistwo, z jakiem wyniki naszych spostrzeZzen wypadlyby
w granicach miedzy ¢ a ! +dl, !, a L+dl,..... L & L+dl, gdyby

1) Ustgp ten opracowalem poslugujac sig czesciowo dzielem H. Poincaré, Calcul
des Probabilités. Paryz 1912, str. 169 i dalsze,
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spostrzegana wielko$¢ byla zawarta w granicach miedzy L, a L4-dL,
otrzymamy wedle twierdzenia Bayesa (§ 2, (b), str. 8):

AR g , (1)
2(@)pi
W poprzednim ustepie ustaliliSmy wzoér na pr&wdopodobiefmtwo
pojawienia sig bledu e w granicach miedzy &, a e4de: Py=q(e)de. Wedle

tego wzoru prawdopodobienstwo bledu spostrzezZenia l nie 1est zalezne
od wielko§ci samego /. ‘

Otoz Poincaré przyjmuje zamiast ¢(e) ogoélniejszy ksztalt funkeji
prawdopodobienistwa mianowicie ¢({, L) taki, Ze prawdopodobienstwo P; —
popelnienia bledu dl; — przedstawid sie:

Py (I; L) dl. (2)

Natomiast prawdopodobienstwo a priori (p;) zaleZy tylko od inter-
walu dL i od wszystkiego, co wiemy o L, zatem:

' (p)=2 (L)dL. 3)

Majac w ten sposéb wyznaczens pierwszs czeSé licznika wzorn
Bayesa wyznaczong, przystapmy do jego drugiej czesci.

Prawdopodobienistwo p; otrzymamy tworzac iloczyn prawdopodo-
bienstw: @ L)dl, .p(,L)dl,..... @ (L)dl,=p; (a to wedle § 2¢), gdyz
z takiem prawdopodobiefnstwem otrzymalibysmy w szeregu spostrzezen
. jedno po drugiem spostrzezenie I (t. j. o wartoei w granicach miedzy
! a l+adl), gdyby spostrzegana wielko$¢ byla L (t. j. w granicach miedzy
L a L4-dL).

A zatem licznik szukanego wyraZenia przedstawi sie w formie:

w(L)ydL.o (L L)dl, ¢, L)dl,. ...p(,.L)dl,.

Za$§ mianownik ofrzymamy calkujac powyzsze wyrazenie wzgledem
samego L od —w do 400, tak Ze po uproszczeniu przez stale czynniki
licznika i mianownika dl,, dl,....dl, otrzymamy ostatecznie:

YD) AL.gUL).obL). . ..9UL)
Sw(L)dL UL L), . . .l.L)

—_—0

Pr=

(4)

Aby uzyskaé moZno$é przeprowadzenia dalszych wywodéw, nalezy
oprze¢ sie na zaloZeniach Gtaussa.

Przypusémy, Ze dokonaliSmy n=oo ilo§¢ spostrzeZen pewnej wiel-
kodci L (w. tych samych warunkach) i ze bledy poszczegdlnych spostrze-
Zen sy tylko przypadkowe (t. zn., Ze P(+é&) =P(—¢)). JeZeli zestawimy
wszystkie spostrzeZenia uporzadkowane wedle wielkodci, to — ze wzgledu
na przypadkowy charakter bledéw spostrzezen — wyniki poszezegdlnych
spostrzezen wzglednie ich bledy ugrupujs sie symetrycznie wzgledem
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wielkodei L, t. j. kazdemu spostrzezeniu wiekszemu od L o pewna wiel-

kosé¢é odpowie spostrzezenie mniejsze od L o takasama wielko&é. Prazy tego

rodzaju ugrupowaniu sig spostrzezen wzgledem wielkosci L, ktore bedzie
21

mialo miejsce przy iloSci spostrzezen n =, bedzie oczywiscie 1 Srednia
. ) o

arytmetyczna utworzona ze wszystkich spostrzezen, przedstawiala ze sta-
nowiska rachunku prawdopodobienstwa warto§¢ naejbardziej prawdopodo-
bng wielkodci L w granicach miedzy L, a L+dL, przyczem interwal dL
bedzie zalezal od wielkodci interwaléw dl.

Biorac analogje z tego przypadku takZze i dla skonczonej ilodci
spostrzezen » moZemy przyjac, #e $rednia arytmetyczna nie dostarcza
nam wprawdzie w tym przypadku wartodci najbardziej prawdopodobnej,
staje si¢ jednak przy rosnacej ilosei spostrzezen — o ile bledy ich sy nie-
znaczne i niezalezne — coraz bardziej prawdopodobng wartoscig wielkosei L.

Temi wywodami da sie usprawiedliwi¢ zaloZenie Gawussal'), ktéry
przyjal Sredniq aryimetyczna utworzona ze skosiczonej ilosei n spostrzezen
jako wartosé najbardziej prawdopodobng wielkosci L.

Dalsze przyjecia Gausa:

w(I)=11 g, L)=p @D ®)
sa w zwiazku z poprzedniem, przyczem to ostatnie zaloZenie oznacza,
ze prawdopodobieristwo pojawienia si¢ blgdu pewnego spostrzezenia jest
niezalezne od wiellosei samego spostrzezenia.

Przyjmujac zalozenie Gaussa, nalezy zatem nadaé¢ funkeji ¢ taki
ksztalt, jaki wynika z przyjecia dredniej arytmetycznej za wartosé naj-
bardziej prawdopodobng wielkodei L.

W tym przypadku jest jednak dL wielkoscig staly, a zarazem mia-
nownik wzoru (4)-go staje sie réwny jednosci (jedna przyczyna dziala
Jako pewnik); przeto po uwzglednieniu zaloZen () otrzymamy :

Pr=dL.p(L—U).¢(L—4)........ o (L—1,). (6)
Dla P,=max. musi byé¢ iloczyn:
@L—=1).oL—=1)........ ¢ (L—1,) =maax., ")
lub: log @ (L—1,) +log p(L—UL)+ .. ... log ¢ (L—1,) =max. (8)
(log oznacza logarytm naturalny o podstawie e), a w nastepstwie:
dop(L—1,) do(L-1,) _ de(Ll—l)
P T AT I P Ao Y, 10 0 e ®

Polézmy dla uproszezenia :
1 dm(L —&)_9'(L—b)
(L—l) d(L—I) ¢ (L—1)
*!) Dokladne omdwienie tej kwestji znajdzie czytelnik w dziele: H. Poinearé,
Caleul des Probabilités, Paryz 1912, w rozdz, X-tym i XI-tym,

=F(),
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a otrzymamy powyzsze rownanie w ksztalcie:
bR R SRR F(l,)=0. (9%)
3 |
Zarazem jest jednak z powodu L=-' l
[ T S s +ly=nL. (10)
Po zrézmiczkowaniu i poréwnaniu obu réwnan (9%) i (10) wypadnie
(ze wzgledu na to, ze L jest wielkosScig stala):
F)dly +F(ly)dly+ ... .. F(l)dly=dl +dl,+..... di. (11
Roéwnanie to jednak moze istnieé tylko pod warunkiem (o ile mamy
przynajmniej po trzy wyrazy po obu stronach), jesli:

Fil)=F(l)=..... F'(l,)=4A (wielkosci stalej). (12)
Wezmy na uwage dowolny z tych wyrazéw, wiee F/(L) to:
i 'rp Wi z)} Al
a przez catkowanie otrzymamy
fP (L ,

Poniewaz %F(J;)=O, przeto i AE(L—Z,—)+nB=U.
1 1

Pierwszy czlon ostatniego réwnania jest jednak zerem, gdyz

S’(L— AT S jatey AT IR )
przeto i drugi czlon tegoz rownania n B=0, a zatem:
B=0.
do(L—1;) 1

W obec tego F ()= -=A(L—1). (14*)

p(L—1) "d(L-1)
Catkujae to wyraZenie otrzymamy :
Lo (L—l)=}+4(L—1)*+ ¢, lub (16)
@ (L—U;)=eh4@—8)*" ¢ (e podstawa log. natur.) (16)
Badanie prawa bledow wylkazuje, — jak poprzednio zaznaczono —
Ze najwiclsze prawdopodobiesistwo ma blgd =0, za$ najmniejsze blgd naj-
wiekszy wujemny czy dodaini (—w, +w); zatem stala § 4 musi mieé
warto$¢ ujemnsg (inaczej byloby przeciwnie).
Polézmy wige '[,A=-—~* a dla uproszczenia L—l=¢;, oraz e’ =C
to otrzymamy:
@ (&)= Ce " (A7)
Prawdopodobienstwo popelnienia bledu ¢ (w granicach migdzy e,
a (e4+de) wyrazone wzorem: P,=@(e)de, przedstawr. si¢ po wstawieniu

wartodei za @ (g):
P,=Ce"¢de¢; (18)
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za§ prawdopodobienstwo popelnienia bledu w granicach miedzy &, a & :

ik CS eddg; (poréwn. § 2. b), (str. B). . (19)

Jesli 1'0zcia_,gniemy obszar mozliwoseci popelnienia bledu od —ow do + o,
przejdzie prawdopodobienistwo w pewnosé, zatem

» o0 Yy
(;S e G oml, (20

Podstawiajac he=t, e= Z , oraz ds=--(::: (gdyz h jest wielkodcig staly),
otrzymamy :
ol
A S_w e'di=1. (20%)
Powyzsza calka jest znang pod mnazwg calki Laplace’a, a warto§é
jej wynosi Vr, prazeto: .
C- h

-k—‘u:rtml, O_i’;;’ a w nastgpstwie:
h

@ (&) 3‘,_& eMe P, =‘._n e~ "tde, (21)

W ten sposéb wyprowadzone prawo bledéw, zwane zazwyczaj krotko
prawem Gaussa, odnosi sie jednak {ylko do bledow przypadkowych
{t. j., gdy @ (+&)=g(—a).

Podobnie jak zaloZenia Gaussa tak 1 wyprowadzone z nich prawo
Gaussa nalezy odniesé wladciwie do bledéw, ktére powstalyby przy n= oo
ilodei spostrzezen. Bledy powstale przy tej ilodei spostrzezen mozemy
Jednak zidentyfikowaé, lub conajmmiej uwazadé za bardzo bliskie z ble-
dami ,prawdziwemi¥, pod ktéremi rozumiemy réznice miedzy wartodeia
prawdziwg, a warto§ciami otrzymanemi ze spostrzezen.

Zatem prawo Gauwssa odnosi sie przedewszystkiem do blgdow praw-
dziwych spostrzezen, ktore bedziemy oznaczali nadal wylgcznie przez &

§ 5. Krzywa prawdopodobienstwa. Znacezenie parametru h.

Przyjmujac pewne wartosci dla parametru %, mozemy wykreslié t. zw.
krzywaq prawdopodobieristwa, przedstawiajaca nam zwigzek miedzy ¢ (), a &

Figura 2. (patrz str. 18.) przedstawia nam taki wykres, przyczem
€ 8y odcietemi, a ¢ (&) rzednemi.

08 (&) jest osig symetrji krzywej. Dla =0 osiaga @(0) wartosé

V! dla &= -+400 oraz g=—c0 warto§é zera. Krzywg charaktervzuja dwa

punkty przegiecia P, i P,, lezace symetrycznie wzgledem osi ¢ (¢). Polo-

Dr, K. Weigel. Racliunek wyrdwnawezy. 2
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zenie ich znajdziemy przez dwukrotne zrézniczkowanie wzgledem & réw-

nania (€ -=-% e otrzymujac:
0

Q58

@' (£)=— T ee~"% a nastepnie: (1)
7
3 5 3
@”(E) iy <2 %fi“ e—,ﬁlni SE ‘%—f’;— 8'3 g—h!v s % e—h‘c‘ (2 h? 81_1)- (2)
4G

-£ L "'Ii? ‘Ef!-

Pig. 2.
7 warunku ¢@//(e)=0 wynika, Ze 2h%e?—1=0, a dalej:
s-—’;% (wartosci odeietych punktow przegiecia). (3)
Wistawiajac te wartosé do wzoru na ¢(e) otrzymamy :
;‘/-}:I-.e_w"'ﬁ'mgﬁ (jako wartosé rzednych p. przegiecia). (4)

Prawdopodobienstwo popelnienia pewnego bledu n. p. e=a przed-
stawia mnam 7zedne odpowiadajaca e=a o gruboSci de, jest to zatem
wielkosé nieskornczenie mala (co zreszta wynika ze zwiagzku Py=g@ (&) d¢);
zas prawdopodobieristwo popelnienia blgdu w granicach migdzy e=a, a e=b
przedstawia mam powierzehnia mi¢dzy kizywaq, a osiq & ograniczong rzed-
nemi @ (a) i @(b), co odpowiada calce:

f?_-_-gbc-h’e’ de. (®)
Ve,

Calkowita powierzchnia zawarta miedzy krzyws prawdopodobienstwa,
a osig & oznacza prawdopodobienistwo popelnienia w ogéle jakiego§ bledu ¢
(w granicach od é=—ow do +w); & jako prawdopodobiefistwo réwne
pewnosci odpowiada jednosei, jak to przedstawia réwnanie:

-kg T giedeml, (6)
Vo) s
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Zajmijmy si¢ nastepnie zbadaniem znaczenia parametru h.

Poréwnujgc dwa szeregi bledéw, z ktorych pierwszemu odpowiada
parametr A,, za§ drugiemu parametr k,, zauwaZymy z latwoscig, Ze w obu
szeregach bedzie pewien blad —4-&¢ o prawdopodobienistwie jednakowem ;
nazwijmy go &, Natomiast, o ile k, >k, wszystkie bledy o wartoSci abso-
lutnie (bez wzgledu na znak) mniejszej beda mialy w szeregu drugim
(t. j. o hy) prawdopodobieistwo wigksze, niz te same bledy w szeregu
pierwszym (o k), za$§ bledy bezwzglednie wigksze prawdopobienstwo
mniejsze w szeregu drugim, niz w szeregu pierwszym.

Okoliczno$é¢ ta wskazuje, Zze szereg drugi (o k,) jest dokladniejszy
niz pierwszy.

Rozumowanie to wynika z warunkow :

h_,s'“’ e“*‘l’*d€n1=!§-ﬂ-5\+me—”=’“'d£, dla %y > h,. (6%)
V) _o Vo)

Jesli bowiem powire.rzchn_iq zawarte miedzy obu krzyemi o osig &
sy rowne jedno$ci, muszs ze wzgledu na ich ksztalt przecinaé sig w dwu
punktach W’ i W'’ leZgeych symetrycznie po obu stronach osi ¢(e),
ktérym odpowiadajy bledy —e, wzglednie +e, (lub krétko --g,).

e

W, /H_‘MEN W
#

e - Cy——- = BTG oy ———
Fig. 8.

Odcigtym migdzy e==—on, & £me—g, oraz miedzy e=+5,, & 8=+ o
bedg odpowiadaly mniejsze rzedne ¢ (e) krzywej k, niz odpowiedne rzedne
krzywej iy, odwrotnie beds rzedne g (¢) odpowiadajace odeigtym w granicach
migdzy —e., & ¢, wielhze dla krzywej o parametrze h, niZz odpowiedne
rzgdne krzywej o parametrze A,. Réinice te ilustruje bardzo dobrze fig. 3.

L]
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Prawdopodobienistwo, popelnienia bledu w granicach miedzy —e,,
a &, jest dla drugiego szeregu (t. j. o h,) wieksze niz dla pierwszego
szeregu i odwrotnie prawdopodobienstwo popeinienia bledu w granicach
miedzy —w, & —¢, oraz +&,a 400 jest mniejsze dla szeregu drugiego

;"'-";jak plerwszego. Zatem stusznie uwazamy drugi szereg spostrzezen za
dokladniejszy.

Parametr h nazywamy miarq dokladno$ei; uwazamy bowiem pewne
spostrzezenie za m razy dokladniejsze od drugiego, jesli przy pierwszem
spostrzezeniu prawdopodobienstwo bledu zawartego w granicach miedzy e,
a g+de jest réwne prawdopodobienstwu bledu zawartego w granicach
miedzy me, a m(e+de) przy spostrzezeniu drugiem.

Cheac okredlié cyfrowo dokladno$é spostrzezenia podlegajacemu prawu
V}:r, i na]eﬁy obra¢ za jednostke d?klad'rloéci spostrzezenie, przy ktorem
prawdopodobienstwo popelnienia bledu w granicach miedzy & a ¢4de
wynosi: 1)

1...e*““de; (7)
w
prawdopodobienstwo popelnienia bledu*w granicach miedzy me, a m (e+de)
jest przy tego rodzaju spostrzezen réwne:
™ e=mede. 8
Vn

Kladge m=~#h, otrzymamy zgodnodé ostatniego wyrazZenia (8) z wy-

razeniem -h. e~ dla dowolnych wartosci &; parametr h oznacza wiec
7
przy wyborze jednostki tego rodzaju bezposrednio dokladnosé.

Gauss nazwal k miarg dokladnosei. '

Chege wyznaczyé h dla pewnego szeregu bledow &, &, ....& na-
lezy postapi¢ w sposéb nastepujacy.

Prawdopodobienstwo, z jakiem mnalezy spodziewaé sie pojawienia
tych bledéw podezas dokonywania spostrzezen, réwna sie wedle § 2¢
(str. 6) iloczynowi prawdopodobienstw poszczegdélnych bledéw, a zatem:

1R SRR o h eVl 1) (przyozem [ge]==Zg?). (9)
e

Najodpowiedniejsze, t. j. najbardziej prawdopodobne, bedzie takie &,
ktére odpowie najbardziej prawdopodobnemu pojawieniu si¢ wspomnia-
nych bledéw e, a zatem to &, ktéremu odpowiada P,.P,....P,=max.

1) E. Czuber. Theorie der Beobachtungsfehler, Lipsk, 1891, str, 122,

.1 Uzylem tu po raz pierwszy symboliki Gaussa, ktéra przyjela si¢ w rachunku
wyréwnawezym, mianowicie [ee] zamiast Se?; odtad bede ja stosowal stale, n. p, [ab]
zamiast Tab i t. p.
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Cheac jo uzyskaé nalesy przyréﬁrnaé pochodng "r.'ego 'wyi'aienia.
wzgledem A do zera:
LGB Py P | ki tem e T 2 hse) ek

Ry o TR

lub: n—2h?[ee] =0,  (11)
5 AL s

a wreszeie : Dt = 2‘|55| Vo Tee] (12)

Wyraz vl S nazywamy: b(qdem Sredmim spostrzezZen (patrz ustep

nastepny) oznaczajac go przez - p; zatem:

1 1
e

2u? #y2
© h o mozemy zatem olrzymaé wprost z bledow spostrzezen. Realne znaczenie
ma tu oczywiscie tylko znak 4.

Wreszeie nalezy zauwazyd, ze o ile kA dozwala nam oceni¢ dokladnosé
dokonanego szeregu spostrzezen, spelnia to samo zadame rowniez 1 g,
jako wielkoéé odwrotnie proporcjonalna do A.

Blgd p moze by¢ zatem uzyty dia pordwnywama doltadnoder sze-
reqéw spostrzezei.

Ziwiazki (12) 1 (13) majas znaczenie $ecisle w myél uwag podanych
w § 4-tym tylko dla n - oo; dla skoniczone; ilofei spostrzeZen n przedsta-
wiaja sie jako preyblizenia.

(13)

§ 6, Miary dokladnoSei spostrzezen.

W poprzednim ustepie wylmﬁaliémy, %e précz h moze byd uizyty
Jako miara dokladnoei spostrzezen blad §redni w. Précz bledu éredniego
mamy jeszeze dwa bledy, ktorych mozemy uzyé do tego samego celu;
88 to: blad przecietny 1 prawdopodobny.

1. Blad przecigtny 3.

Blad ten otrzymujemy tworzac Srednie arytmetyczng z bezwzgled-

nych wartodei bledéw szeregu t. j.:

Jel

i = ;1: (1)

Dla uzyskania ogélnego wyrazenia na ten blad, nalezy wyjsé z de-
finicji prawdopodobiefistwa bledu. Oznaczajac przez P; prawdopodobieti-
stwo bledu |&], mozemy napisaé zwiazek:

P, @)

w ktérym n, oznacza liczbe, ile razy blad |¢] ma sie pojawié w szeregu
spostrzezen na liczbe n wszystkich spostrzegern.
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Mnozgc obie strony réwnania (2) przez nle| otrzymamy :
'?SP,'IE‘;I—%;IS.'!.
Tworzge takie same zwigzki dla |g, |6, i t. d. i dodajac je otrzy-
mamy dalej:
n P [e;|=n, g |
n P& |=mn, |

............

n[Pel] = [[e]], 3)
lub: l-L—‘iU = [Ple|]=9. @)

Wiyrazenie oznaczone [Ple|| jest jednak dla mn=o calka:

VS lele="""" d &, zatem dla nw=w:
Tt

-_—

k +m hl 3
{}=vns lele—"¢ d e. (b)

Wstawiajac do ostatniego wzoru & zamiast |gf, musimy wzigé na

uwage, ze calkowanie nalezy przeprowadzié w granicach od O do 4 o
3 ke 3.1 b

mnozgc rownoczesnie wynik przez dwa. (5 |e| e~ de=2s ee""“ds).

= 0

Ostatecznie wigc otrzymujemy wyrazenie na blad przecietny w formie :

=} 0
Fe= 2;"‘5 e de (6)
TJdo
W celu rozwigzania powyzszej calki polozymy ke=¢, a zatem bedzie:
€=7tf’ de= i—t; po wstawieniu tych wartofci otrzymamy :
S ae"’*"‘dsw-}%g e hdts (7)
0 0
{ ; 1 : L ;
Poniewa# | Szr' db=— Sd (=) =—5 6"+, 8)
o A 1
przeto S te~ dt=---9--, zatem :
0
nee—‘"“’dem—-l—— a ostatecznie: 9)
3 24’
o5 L
9 1 @ 0_.16_418_9()_. (10)

B P e

Widzimy zatem, ze blgd o jako odwrotnie proporcjonalny do 2 moze
réwniez jak i u byé uzyty jako miara dokladnoSei spostrzezes.
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2. Blad dredni pu.

Stosujac analogiczne rozumowanie do bledéw spostrzezen podnie-
sionych do dowolnej skonfczonej potegi m>0, moZemy napisaé ogélnie
(dla n=0w):

L&y
n

Praktyczne znaczenie ma jednak tylko wykladnik potegowy m =2
(z powoddéw, o ktérych mowa poZniej); w ten sposéb utworzony blad
nazywamy, jak wspomnialem przy koficu § b-go (str. 21) bledem $rednim wu
szeregu spostrzeZen. Zatem otrzymamy (éclé]e dla n=00):

—
==S s’"rp(s)de-=25 gpe)de. (11)

-0

= —-—-=25 e*g(e) ds=“%hgw£’e~"‘“‘de- 2] (12)
Vn 0

Stosujac, jak poprzednio, . e={, przeksztalcimy powyZszy calke na:

tle—Vdi= V:: , przeto:

10 :
,15 t*e~"dt; poniewaz S
h¥Jg 0

5 g—"’“’ds';;:;r_,: a W nastepstwie: (13)
il
= 2k s:e—""“dsm 1 lub ostatecznie: (14)
) 20 '
s 1 0'(0110&8' (15)

R |
Zatem blgd Sredmi p moze byé uzyly jako miara dokladnoSci szeregu |

spostreeseri. Zarazem nalezy zaznaczyé, Ze u odpowiada w krzywej prawdo-

podobiefistwa odecietym obu punktéw przegiecia. (Fig. 2, str. 16).

3. Blyd prawdopodobny e
Poprzednie bledy sy, jak widzieliémy wartodciami przecigtnemi
ogolnie lai, natomiast blad prawdopodobny ¢ ma znaczenie zupelnie
inne; wymaga tedy zastosowania innego rozumowania.
Jak wiadomo jest:

Rt
S e "dg=1=P, (pewnosd); (16)

Vol
o pra.wdopodobieﬂstwo pojawienia sie bledu zawartego w granicach
migdzy —ow a 4o jest pewnofcia.
Przyjmujac za P dowolng wartosé od zera do jednosei i 0ZNACZAJHC
Ja przez P,, mozna wyznaczy¢ blad z odpowiadajacy przyjetemu prawdo-
podobiefistwu P, ze zwiazku:

oz
'_‘7“_5 e d g Py (16 )

\

Ve

1) |ee] oznacza — jak wspomnialem — wedle symboliki Gaussa Se’.



24 I Windomosai podstawowe. '

Rozwigzanie zagadnienia polega tu zatem na znalezieniu odpo-
wiednich granic catkowania.

Spec]ahle Znaczenie ma w tym przypadku blad, ktérego prawdopo-
dobienistwo P="[,. Blad ten nazwal Bessel bledem prawdopodobnym ¢;
zatem P,=1/,.

0 jest zatem graniczng wartodeia, ktéra moze by¢ z réwnem prawd()u
podobienstwem przekroczong, Jak 1 nie przekroczons, czyli z réwnem
prawdopodobienstwem mozemy popelnié blad wiekszy od ¢, jak blad
mme]szy od ¢. Wartodé ¢ znajdziemy przeto ze zwigzku:

h Ll

/ s 6"""‘(16— 35 e~ dt=1 17
l'l_'Jr-E —0 Jtd g 2

~

L’ h

(przyczem lhe=t, wige &= ; dée= dt)
Dla calki %Se"‘dt;@_(t} sg obliczone tablice, z ktérych mozna
T f

znales¢ jej warto§¢ dla argumentu ¢, lub odwxotme wyznaczyé ¢ dla
znanej wartosei @ (). ;

Dokladng warto$é na é=h e moZna wyznaczyé z szeregu:
s 1 (eh)® _ (o)  (eh)" _ |
@(gk)=--2--- oh — ) S TV ¥h) o1g ik
Jednym lub drugim sposobem wyznaczone ¢k wynosi na 7 miejse
dziesietnych :
| 0 h=04769363, zatem :

476936: ' .
9=_0 4?‘;:)-3(:3 ; (18)
Zatem — jak widzimy — moze by¢ i ¢ uzyty jako miara dokiad-

nosci spostrzezen.

Latwo udowodni¢ wyrazajac k kolejno przez trzy wspomniane bledy
1 zestawiajgc oftrzymane wyniki, ze miedzy bledami &, ¢ i u istnieja
nastepujace zwigzki:

:}:\/i 1=0T78846 1 = 0 =11829872 o,

1
04769363 Vn

1
vl Ir O.__1.9R291 l‘ T
”‘:V o=1-263314.1 < 0 47693(13V"

0=14826021 g, t (19)

7 powyzszego zestawienia Wldaé, 7 najwa@kszym Z Lyuh bled6w jest
blad $redni, mniejszym od niego przecigtny, zad§ najmniejszym prawdo-
podobny.

1) S. Welliseh, Theorie und Praxis der Ausgleichungsrechnung, Wieden, Lipsk
1909 yawiera na str. 48. w uwadze wartosé ph wyznaczona tym wzorem na 11 (wzgled-
dnie 18) miejse dziesigtnych: ph=047698627620,;:..




§ 6. Miary doklainosel apostrzeZos. oh

W praktyce postugujemy sig w. rachunku wyréwnawezym tylko blg-
dem $rednim p, a to'dlatego, e przy skornczonej ilosci spostrzezen jestesmy
w stanie blqd ten wyznaczyé stoqnnkowo jeszeze 11&jd0kla,dniej Wpraw-

dzie bardzo rmdko mozemy obliczaé go z wzoru v[ , gdyz nm Znajac

prawdmwe] wartofei szukanej wielkodci nie moﬁ:.emy znaé i poszezegdl-
nych & i musimy postugiwaé sie t. zw. bledami pozornemi d; zobaczymy
jednak pézniej, %e rzecz ma sie podobnie i przy uZyciu bledéw pozornych.

Bledem przecigtnym 9 postuguja sie niekiedy empirycy, a to gléwnie ze
wzgledu na latwosdé obliczenia, jak i obrazowego przedstawienia tego bledu.

Blad prawdopodobny ¢ ma znaczenie teoretyczne. Wyznaczyé go mozna
latwo wprost z bledéw spostrzezen biorac po zestawieniu bledéw wedle

ich wielkosei abso]uthej przy 1'1i§1)arzystej liczbie n wartosé (; +1)-g0
bledu, lub przy parzystej liczbie n interpolujac dla uzyskania jego war-
todei liniowo miegdzy :—tym, a (; -+ 1)-s‘zym bledem. Oczywidecie, Ze ten
sposéb  wyznaczenia bledu prawdopodobnego dostarcza go mnam tylko
w dosé grubem przyblizeniu. Dla dokladniejszego wyznaczenia tego bledu
nalezy uzyé drogi posredniej przy zastosowaniu zwigzkéw (19)-tych,

a wiec najlkorzysiniej przy pomocy bledu Sredniego u.
Bledy ,$rednie* tworzone na wzér bledu w przy pomocy formuly
e

&ml
J dla wykladnika parzystego m>0, lub przy pomocy formuly H l dla

wykladmka. nieparzystego m >0, wykazuja przy tejsamej skonuzoneJ ilo$ei
n réwniez mniejsza dokladno$é wyznaczenia jak blad $redni w.
Dla weyskania pewnej orjentacji, z jaka dokladnosciay mozna obliczyc¢ ze

skonezonej ilogei bledéw e bledy p, 3 i p, podajemy bez dowodu do]dadtm%
wyznaczenia powyzszych bledéw okreslona bledami Sredniemi:

,:,,(,_()-sar)‘14v9 (blad &r. bledu @),
"

&

34‘95()'75551; » " ” “})v (20)
Fi

f=0" 70711: AR )
In

Dl porduwnania dokladnosei wyznaczenia blgdu sredniego p przy pomocy
roznych poteg bledéw e podajemy poniZzej wzory na blad $redni p wraz z od-
powiedniemi bledami $redniemi; wskazniki przy p oznaczaja tu potegi bledéw e
u/yic przy obliczeniu 1).

) Spl awa dokladnodei tych bledéw zajmowal sig Gauss (1816), a nastopnie, finoke,
derl. Astr, Jahvh. 1884, str. 289 —298; obaj jednak podali liczebne wyniki nie dla ble-
Béw érednich lecz dla ]n‘awdopodobnyc]l.
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1. Wiadomosei podatawowe.

[J<l]

- 12583 =
py =125 Va

n |

g = 08557 \/Eﬂ :
H

m=o-7598v|fﬂ
n

oy = 0-6902 vl|‘_°|]
n

z bledem $rednim

» n
n n "
” n bl

07585 ,
Vasr e
07071
e ﬂ"
Vil
07871

081656

Vn
0-9422

iy

My (21)

Hy,

Z obu powyZszych zestawien wynika slusznie uprzywilejowane stanowisko

blgdu éredniego (p=p,) w rachunku wyréwnawezym.

Biorac na uwage blad: éredni M_\;‘L‘_?] widzimy, Ze ,dokladnogé rednia*
n

wyznaczenia tego bledu rosnaca szybko przy niewielkiej liczbie spostrzezen
powigksza sig przy wigkszych ilosciach » stosunkowo niewiele. I tak wynosza
srednie odechylenia bledu dredniego wyrazone procentowo:

dla

n

n

= 4 .,
= G .
- 8,
=10
=12

LT

=50 .

. == 38689

(22)

.ok 15°19

+ 10:0%, w

Wzory i zestawienia powyzsze, mimo, Ze odnosza sig do bledéw prawdzi-
wych e i maja znaczenie przybliZenia, stanowia dobrq orjentacje dla obioru ilogei

spostrzezen.



ROZDZIAY, DRUGI.

Zasady rachunku wyrownawczego.
§ 1. Bledy pozorne. Metoda najmniejszych kwadratéw.

Dotychezas moéwilismy o bledach prawdziwyeh &, t. j. o rdznicach
miedzy prawdziwemi wartoSciami spostrzeganych wielkodcl, a wartosciami
otrzymanemi jako wyniki spostrzezen. Bledy te sa nam w praktyce —
z wyjatkiem bardzo rzadkich przypadkéw — z reguly nieznane, a to
z powodu niemoznosci poznania prawdziwe] wartosei spostrzeganej wiel-
kosei. 7 tego powodu maja wszelkie wzory zawierajace bledy prawdziwe
znaczenie tylko teoretyczne, sy zatem nie przydatne dla rachunku wy-
roéwnawezego. W rachunku tym poslugujemy sig przeto innemi bledami |
t. zw. pozornemi, t. j. réznicami miedzy wartodciami spostrzeganych wiel-
kosei uzyskanemi z wyrdwnania a wartoSciami spostrzezen.

Jedli spostrzezenia odnoszy sie bezposrednio do wielkosei, ktorej
warto$é mamy uzyskaé rachunkiem wyréwnawezym, czyli gdy sa bez-
podrednie, blad prawdziwy e jest okreslony zwigzkiem :

e=X—1, (1)

przyczem X oznacza prawdziwa warto§é spostrzeganej wielkosel, zas
blad pozorny ¢ przedstawia sie w tym przypadku nastepujaco:

b=w—1, (1%)
przyezem & oznacza warto§é spostrzeganej wielkosei uzyskanyg z wy-
réwnania.

Mimo to, #e dopiero w mnastgpnym § 2-gim poznamy szczegdlowo
wszelkie rodzaje spostrzezer, do ktérych moze byé stosowany rachunek
wyrownawezy, musimy juz obecnie zajaé sig précz oméwionych spostrze-
zent bezposrednich przynajmniej jeszcze jedng kategorjy spostrzezen
t. zw. spostrzezen posredmich, aby mieé¢ moznodé wyprowadzenia ogoélnej
metody wyréwnaweczej, ktéra — w pewnych przypadkach z dolaczeniem

pewnych warunkéw — moglaby byé zastosowana do wszelkiego rodzaju
spostrzezen.
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W przypadkach, gdy nie mozemy spostrzegaé hezposrednio wiel-
kosci X uciekamy sie do drogi poéredniej spostrzegajgc szereg wielko-
gci L bedacych funkcjami (tego samego ogdlnego ksztaltu) wielkodei X':
spostrzezenia tego rodzaju nazywamy posredniems.

Oznaczajge wartosé spostrzezenia przez L, otrzymamy w tym przy-
padku wzory na bledy prawdziwe & i pozorne 4:

e=f(X)—L (2)
O0=f (a¢)—L. (2%)

Spostrzezenia L choé dokonane bezposrednio nazywamy w tym
przypadku posredniems, poniewaz chodzi nam o znalezienie wartosci wy-
rownanej wielkodei z (a nie L) 1

Przechodzge dalej do przypadku ogdlnego spostrzezen posrednich,
przyjmiemy, %e spostrzeZenia nasze sy funkcjami (tego samego ksztaltu

ogolnego) & miezaleznych wielkosci X, ¥, Z..... , ktérych wartodei naj-
bardziej odpowiedne z, %, 2,.... chcemy wyznaczyé rachunkiem wy-
réwnawezym.

Oczywidcie, Ze rachunek wyréwnawczy bedzie tylko mozliwy, gdy k,
ilo$¢ t. zw. niewiadomych, bedzie mniejszq od ilodci spostrzesen w (k<n).

Bledy prawdziwe i pozorne przedstawiajg sie zatem w ogdélnym
przypadku spostrzezen posrednich :

B PR G2 R 5 (3)
P 0 T T )—L, (8%)

prayczem jednak L pochodzg z obserwacyj bezposrednich, o czem zawsze
pamigta¢ naleZy przy ukladaniu zwiazku (3%).

Cheae wyprowadzié ogdlng zasade wyréwnania obierzemy przy wy-
wodach droge nastepujgca. Nasamprzéd wezmiemy na uwage spostrzeze-
nia bezpodrednie o dokladnoéei jednakowej i wyprowadzimy opierajac
sig na prawie Gaussa, zasade wyréwnania dla tego najbardziej prostego
puyp&dku Nastepnie u%alimy zasade wyréwnania dla przypadku ogdl-
niejszego, t. j. dla wyréwnaunia spostrzeZeti bezpo$rednich o dokladnosci
rézmej ; wreszcie postapimy w sposéb analogiczny w przypadku spostrze-
zen pofrednich.

@) Spostrzezenia bezpodrednie o dokladnodci
jednakowej. ;

W koficowym ustepie § 4-go wspomnielidmy, na str. 17., Ze prawo
Gaussa {§ 4-ty wzoér (21)} odnosi si¢ przedewszystkiem do bledéw praw-
dziwych (oczywiscie przypadkowych); obecnie, kiedy poznali§my znaczenie
bledéw pozornych, nalezy zastanowié sie, czy mozZna zastosowad je i do
bledéw pozornych 4.
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Sprawa ta jest jednak juz przesadzons, a to z chwila przyjecia
zaloZenia Gaussa, Ze najbardziej prawdopodobna wartoscig spostrzeganej
wielkoSci jest Srednia arytmetyczna utworzona ze skoriczomej ilosci spo-
strzeZer.

O ile tedy oczyéciliSmy wyniki naszych spostrzezen z bledéw sy-
stematycznych i liczba spostrzezen nie jest zbyt mala, mozemy zasto-
sowaé prawo Gaussa i do bledéw pozornych przyjmujac na prawdopo-
dobienstwo pojawienia sie¢ bledu d wzor:

Py=% =220 q g, 4).
\n
przyczem x oznacza miare dokladnosei bledéw pozornych.

Zwigzek miedzy x, a bledami pozornemi jest analogiczny jak wy-
prowadzony w § b-tym i podany na str. 21. wzorem (12)-tym zwigzek
miedzy A, a bledami prawdziwemi; a zatem:

n

¥'=3 08 ©).

Z poréwnania obu tych wzordw wynika dalej
x4 hA=ge]:[d0]. (6).

Poniewaz w kazdym konkretnym przypadku wyréwnania sumy [ee]
1 [00] sa stalemi, przeto stosunek kwadratéw miar dokladnosei dla ble-
déw pozornych i prawdziwych jest staly, czyli

x=C.h% ) ()

(przyczem C oznacza liczbg stala dla pewnego przypadku wyréwnania).

Prawdopodobienistwo pojawienia sie wszystkich n bledéw & w sze-
regu naszych spostrzezen jest wedle § 2-go ¢) rozdz. I-go prawdopodo-
bienistwem zloZonem i przedstawia sie wzorem (ze wzgledu na stalg
wielkoSé y):

(£as)e-sum, ®

Vo

WyrazZenie to, jako zalezne od poszezegdélnych d=x—U przybiera
dla danych wartosei I, a zmieniajacej sie wartoSei z rézme wartodei.
Rézmym systemom bledéw d powstalym =z przyjecia réznych wartodei
na 2 beds odpowiadaly rézne wartoSei wyrazenia (8).

1) Jak si¢ péiniej przekonamy wynosi stosunek y?:h* w praypadku spostrze-
zen bezpofrednich a:(n—1). Pordwnaj takze E. Crubera artykul w pierwszym tomie

Monatshefte f. Math. u. Physik, oraz E. Ceuber, Theorie d. Beobachtungsfehler, Lipsk,
1901, str. 166.
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Te wartosé z, ktora spowoduje, Ze prawdopodobiefistwo okre§lone
wzorem (8) osiggnie swg wartoSé najwiekszg, zatem wartosé odpowiada-
Jjaca najbardziej prawdopodobnemu systemowi bledéw & obral Gauss za
warto§¢ wyréwnang.

(Poréwnaj § 4-ty rozdz. I-go).

Warunek :
(z d d)“e'x‘ [08) = max, (9)
2
moze byé¢ tylko spelniony gdy: g
%*[dd]=min. , (10)

a ze wzgledu, Ze y*=const.:
[00]=min. , (11)
Zatem wyréwnanie spostrzezen bezposredmich o jednakowej dolkladno-
Sei polega na wyznaczeniu lakiej wartosei z, dla kidrej suma kwadratow
bledow (pozornych) jest najmniejszq.
Metode te nazwal Legendre metodq najmniejszych kwadratow ; nazwa

ta jest 1 obecnie uzywana powszechnie, choé¢ wladciwsza bylaby metoda
najmniejszej sumy kwadratow.

b) Spostrzezenia bezpodrednie o dokladnodeci rézZnej.

Jesli spostrzezenia bezpodrednie nie byly dokonane z jednakows dokla-

dnoscig, odpowiadajy poszezegdélnym bledom prawdziwym &, &,".... Ex
rozne miary dokladnosci kg, k,,. ...k, za$é bledom pozornym d,,d,, ... ... d,
réwniez rézne miary dokladnofci g, xg.- ... tne (Kazdy blad pozorny jak

1 prawdziwy odnosi sie do innego szeregu bleddw).
W tym przypadku przybiera wzér (8)-my ksztalt

ddo\"
("J‘IJ AR A O A6~ 122 01 (8%)
a warto$é wyréwnang z znajdziemy z warunku

ddo\"
(_"") VA 4 TGRS A€ 112 % =max. (9%)
Vn
Z warunku (9%) wynika, ze:
[z 00])=min. (10%)
Migdzy poszezegdlnemi miarami dokladnoei bledéw pozornych

1 prawdziwych zachodzi jednak zwiazek (7), przeto réwnanie (10¥) mo-
zemy napisaé takée i we formie: ’

[kh d6]=min. lub [-ﬁi—]-min., (12)
1 ;
gdyz h'= 9u wedle zwigzku (13)-go § b-go rozdz. I-go (str. 21).

i



§ 1. Blady pororne. Metoda najmniejszych kwadratow, 31

W rachunku wyréwnaweczym nie poslugujemy sig jednak wielko-
gciami h, lecz wprowadzamy w ich miejsce liczby p, ktérych zwigzek
z wielkosciami % jest okreslony proporejs: -

e e D TP S i Do=

Liczby p nazywamy wagamsé spostrzezen.
Odkladajac dokladniejsze omdwienie wag do § 3-go niniejszego roz-
dzialu, napiszemy zwigzek (12) w ksztalcie:
[p 66] =min. (11%)

W przypadiw spostrzeien o dokladnosci rdinej wyrownanie polega
na wyznaczaniu takiej wartosei x, dla kiorej suma tloczyndw z kwadratow
bledow pozornych i odpowiadajgeych im wag jest najmniejszq.

Biorge na uwage zamiast bledéw d (spostrzezen roéznodokladnych)

szereg bledow xd, Ad, i-, lub dVp i stosujac do nich jako do bledow
spostrzezen o dokladnosei jednakowej wzér (11)-ty, otrzymamy dla ble-
déw g0 zwiazek (10%), dla bledéw hd wzglednie z zwigzki (12), zas dla

bledéw 6 Vp zwiazek (11%) jako zasade wyréwnania.
W obu tedy przypadkach a) i b) opiera sig wyréwnanie na jednym
zwigzku zasadniczym.

¢) Spostrzezenia posdrednie.

Mimoto, %e celem wyréwnania spostrzegen posrednich jest wyzna-
czenie wartodei wyrownanych z, y, 2, ..., odnoszg sie blegdy d w tym
przypadku do spostrzezeri L, zatem — zaleZnie od tego, czy dokonano
je z dokladnodcig jednakows czy teZ réZng — prawdopodobienstwo réowno-
czesnego pojawienia sie tych bledéw w szeregu dokonanych spostrzezZenh
L bedzie okreslone wzorem (8)-mym wzglednie (8%).

Wyréwnanie spostrzeZen posrednich przeprowadzimy zatem wyzna-

czajac takie wartosel ¢, 'y, 2, ...., dla "ktéorych — w przypadku spo-
strzezen o dokladnofei réwnej, — jest:
' [00] =mim.,
— za$§ w przypadku spostrzezen o dokladnodei réznej, — jest:
[p 00] =min. '

O ile zwigzki (2%) i (3%) (na str. 28) nie maja ksztaltu liniowego,
muszg by¢ przed wyréwnaniem sprowadzone do tego ksztaltu sposobem
podanym pézniej. -

Zwigzki (11)-ty i (11*) przedstawiajs zatem ogélny zasade, wy-
rownania dotychezas omawianych spostrzezen.
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§ R. Rodzaje zagadnien rachunku wyréwnawezego.

Zaleznie od rodzaju spostrzeZzen przeznaczonych do wyréwnania
przybiera rachunek wyrownawezy rézne formy, przeto konieczny rzeczg
jest dokladne zapoznanie si¢ z rodzajami spostrzezeri, aby mieé mozZnosé
wyboru odpowiednej formy wyréwnania.

W tym celu zestawie¢ najwazniejsze rodzaje rachunku wyréwnaw-

czego, omawiajge réwnoczesnie spostrzezenia wehodzace w gre w danym
przypadku.

1. Wyréwnanie spostrzezen bezposdrednich o dokladnosdci
a) jednakowej, b) réznej. _

@) O spostrzezeniach bezposrednich réwnodolkladnych mowilidmy jus
w poprzednim paragrafie. Nie wymagajga one zreszta zadnych dalszych
objagnien.,

Jako przyklad moZe postuzyé pomiar pewnej dlugoéei dokonany
n. p. tasmg stalows kilka lub kilkanascie razy w tych samych warun-
kach, t. j. jedng i tg sama (sprawdzong) ta$ma i mozliwie z jednakows
starannoscis,.

b) Wyrownanie spostrzezen bezposrednich o dokladnogei rdzinej ma
miejsce, gdy okolicznodci towarzyszace pomiarom nie byly jednakowe;
a wigec gdy dokonano spostrzezef réznemi przyrzgdami, réZnemi meto-
dami, nie zachowano przy kazdym pomiarze tej samej starannodci i t. p.

N. p. mierzac bezposrednio pewng dlugoéé mierzono ja poczatkowo
tasmg stalows, nastgpnie latami mierniczemi ukladajac je od oka pro-
stopadle do pionu, a wreszcie zastosowano do pomiaru latami libele na-
sadkowe ukladajac faty w ten sposéb dokladniej do poziomu i t. p.

Wyréwnanie tego rodzaju przeprowadza sie, jak wspomnialem —
na zasadzie {§ 1. (11%)}:

[p d0)=min.,
a stad wyplywa koniecznos¢ znajomosdei odpowiednich wag p. Jak je
stosownie obrac¢, o tem bedzie mowa w pdzniejszych paragrafach.

"2. Wyréwnanie spostrzezen podrednich
(podredniczgcych):

a) o wagach réwnych, '

b) o wagach roinych.

I te spostrzezenia omawialiSémy w poprzednim § 1., dlatego ograni-
czg sig w tem miejscu tylko do kilku uwag uzupelniajacych poprzednio
podane wiadomofci. :

W przypadkach, gdy miedzy bledami prawdziwemi &, a wielko-
Sciami X, ¥, Z,..... zachodzg zwigzki liniowe ksztaltu:

By XLl a0 o adists iy )
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majy i zwiazki miedzy blgdami pozornemi 6, a wielkoSciami z, y, 2, .. ..
oczywiscie réowniez ksztalt analogiczny :

Oi=a;e+biy+ciz4....... — L, @)

przyczem L sg wielkoSci obserwowane bezposrednio.
Kladge —L;=1; piszemy zazwyczaj zwigzki (1*) w ksztalcie:
d;=-a,-:u'—Fb;:r;+c.-z+ ...... + Gty
nazywajac je réwnaniami bleddéw.
Spolezynniki @, &, e¢,.... przy niewiadomych réwnaii bledéw (z,
Yy &....) uwazamy za wielkoSci bezbledne, tak Ze calkowity blad réwna-
nia odnosi sig do wyrazu wolnego / jako utworzonego ze spostrzezenia,
Przy zwigzkach nieliniowych ksztaltu ogélnego {§ 1. réwn. (8) i (8%)} :
Oe==ts (24 20 v i )—L;, (2)
musimy sprowadzié £ (z, ¥, 2,....) do ksztaltu liniowego, co uskute-
czniamy rozwijajac fi (@, ¥, 2,....) w szereg Taylora i opuszezajqe w nim
wyrazy rzedow wyiszych nig plerwszy, oczywiscie pod zaloZeniem, Ze
mamy do dyspozycji odpowiednio przyblizone wartoSei niewiadomych

1
Loy Yoy #oyieveves ):

Oznaczajac d=zy+§, y=y,+n, 2=24+8,..... otrzymamy (3)
of; of; o/
=1 (BgsYps2ys e » o+ )+ ¥ &+ 9 e C4 v onvnn . —L;. @ .

Przyjmujac, %e w przybliZeniu PRCEUGIU Qo L OO O
! oz Oz, ' oy 0y,’ 0z 0Oz,
oraz kladage dla uproszezenia

or; of; of;

r):a:'u_ma“ r)%:b"’ -()'z‘,:c"’ @)
i @os Yor %0y - - ) —Li=1;, (6)
otrzymamy i w tym przypadku zwigzek liniowy :
Gi=a;E+bintel+. . ... + . (2%*)
Jako przyktad niech posluZzy wyznaczenie stalych tachymetru (odleglo-

wnicy).

‘Wezér na odleglosé D mierzong optyeznie tachymetrem w poziomie opiewa:
D=K1l+Fk; przyczem K ik sa stale przyrzadu, zad I oznacza wielkosd odeinka
odezytanego na lacie migdzy skrajnemi nitkami poziomemi przyrzadu.

) W praktyce sq nam wartodei @y, ¥y, #y.... znane z reguly z dokladnofein
usprawiedliwiajacq powyzsze zalozenie. W przypadkach watpliwych moZemy po zna-
lezieniu wartosei £, n, ¢,.... zbadaé¢ wplyw wyrazéw rzedéw wyzszych (drugiego rz.) -
i w razie potrzeby przeprowadzié wyréwnanie na nmowo z wartodeiami przybliZonemi
@o+§, yo+n, H+L,.. ..

Dr, K, Weigel, Rachunek wyrdwnawezy. 8
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Odezytujac na lacie ustawianej kolejno w znanych odleglogciach D od-
cinki ! (przy poziomej osi celowej lunety przyrzadu), otrzymamy dla wyznacze-
nia stalych K i &, n zwiazkéw ksztaltu

]),‘ﬂ K l" -I— k.

Jezeli ilo§é spostrzezen n jest wieksza od 2 (f. j. od ilosei mniewiadomych),
nalezy wyznaczy¢ wartofei obu stalych rachunkiem wyréwnawezym,

Aby réwnania bledéw ustawié w sposob odpowiedni, nalezy zasadniczo od-
dzielid wiellodd spostrzegang od niewiadomych, tak aby przybraly ksztalt (1%)
wzglednie (2).

W naszym przypadku sa wielkoseiami spostrzeganemi odeinki ¢ odezytywane
na lacie, oraz odleglodei D. Wplyw bledéw odeinkéw I odgrywa jednak przy
wyznaczaniu stalych wigkszg rolg niz wplyw bledéw odleglosei D, co Tatwo stwier-

: Di, A 1
dzi¢ kladac w przyblizeniu K=-£-- i urabiajac blad &g = = ; &p T -”-E;‘
n. p. dla D=100m i =100 m bedzie wplyw bledu odleglogeci:

1 IOOm

e oy 0°0025 m==0°25,
100 m s A L
W praktyce przyjmujemy zatem odleglosei D jako buzhlcxdn(*

W konsekwencji wyjdziemy przy uldndmuu rownan bledéw ze zwiazku

- 0083 m=~4-003, za$ wplyw bledu odcinla /: -

— k
b+ é.-=‘——-——--- ktéry po oznaczenin Keg, k=y przybierze ksztalt:
Di—y
@

6,'= —z{l"

Whprowadzajac do rachunku wartosel preyblizone niewiadomych wm, i y,
uzyskane z dwu spostrzezen o rézniacych sig znacznie [, lub przyjete zkadinnagd
(przy zwyezajnyeh tachymetrach K wynosi okolo 100, & okolo 0:30 m) i rozwi-

e ; : D—
jajae, jak poprzednio zaznaczono,

w szereg Taylora, nadajemy powyZszemu

zwiazkowi ksztalt liniowy ; mtem

7y i e /5-,__ 2 "H (__._:e'?'_‘!. i 5:),
@

0

; }), 1 =
lub po oznaczenin — — ---:f{“- -y e by e i wm ¢
Ty .'I:U xo

Oi=a;5E+bin4-4;,

prayczem §=zo—y, 1=y—y,.

Ze wzgledu na to, Ze odeinki I sa odezytywane na lacie w réznych od-
legloseiach D, nie mo#na ich uwaza¢ za szereg spostrzezen réwnodokladnych.

7 praktyki wiemy, Ze dokladnosé odezytu odeinka / jest odwrotnie pro-
porcjonalna do odstepu laty od przyrzadu, zatem wagi poszezegdlnych spostrze-
zen, wzglednie réwnan bledéw, utworzymy na podstawie zwigzku
cr o ot
Di..é.—jj;a.. A ':_b:‘i"
przyczem ( jest stala o dymensjach D, czyli odlegloscig, w ktérej cheemy
wyniki tachymetrji poréwnywad. I tak, jesli D, =50 m, D,==100 m, D,==150 m,
D, =200 m, D,=2560m, otrzymamy przyjmujac C'=100 m:

Py=400, p, =100, py=044, py=025, p;=0-16.

Bhihgdea s, lnde
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Zo wzgledbw praktyeznych jest wskazane wstawi¢ w rownaniach bledéw
poszezegdlne D w em, otrzymujac 6 réwniez w em.

Inny sposoéb ustawienin réwnan bledéw przy przypadku wyznaczania sta-
Iyeh tachymetru podajemy w § 9-tym rozdzialu IV-go.

3. Wyrdwnanie spostrzezen zawarunkowanych.

Jezeli prawdziwe wartoSci spostrzeganych przez nas wielkoSel sfojq
ze sobg w pewnych zwigzkach, lub, co wychodzl na jedno, majg spelnié
pewne warunki, nazywamy spostrzezenia odnoszace sie do nich spostrze-
Zeniami zawarunlkowanems. _

Oczywiscie wyréwnanie moZe mieé miejsce tylko wtedy, gdy ilosé
warunkow »r jest mniejszq od ilodci spostrzezen n.

W przypadkach, gdy warunki sy zwigzkami nieliniowemi, nalezy
Jje sprowadzi¢ do ksztaltu liniowego sposobem podanym poprzednio.

Jako preyllad moze tu posluZzyé wyréwnanie katéw w tréjkacie
plaskim. Prawdziwe wartosei katéw tréjkata plaskiego spelniaja jeden
warunek, a mianowicie: suma katéow tréjkata plaskiego réwna sig 180°.
Natomiast katy spostrzegane @, # i y nie spelnia go z reguly, tak Ze
pordwnujae ich sume z 180 otrzymamy pewne nieznaczne ,odchylenie“
od 0 (w sensie dodatnim lub ujemnym). Warto§é owego odchylenia nazy-
wamy odehylleq . Zatem:

a+pf4+y—180"=w. (6)

Zwigzek ten nazywamy rownaniem odchylki. OczywiScie, Ze liczba

réwnan odehylele odpowiada liczbie warunkoéw .

Ohege spelnié¢ warunek postawiony na poczatku zagadnienia nalezy
udzielié spostrzeganym katom takich poprawek 6 (bledéw pozornych), aby:

(@ 0a) + (B +0p) + (y+d,) —180°=0, (7
lub po odjeciu réwnania pierwszego od drugiego:
O+ 0g+ 0y + w=0. (7%

Ten zwigzek migdzy odehylks w, a poprawkami ¢ nalezy uzupelnié
warunkiem, jaki poprawki, jako bledy przypadkowe, maja spelniaé, a mia-
nowicie:
[06] =min.,

o ile spostrzezenia byly réwnodokladne, wzglednie
[p 00]=min.,,

0 ile ich dokladnoéé nie byla jednakowa.

EY

+" % 4 Wyrdwnanie spostrzezen podrednich z warunkami.

Zagadnienie powyzsze ma miejsce, gdy niewiadome spostrzefen po-
Srednich majy spelnié pewne warunlki.
e
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Ze wrzgledu na to, Ze szczegilowe przedstawienie tego rodzaju wyréwnania
wymaga od czytelnika dokladnej znajomosci poprzednio przedstawionych wy-
réwnan, ogranicze si¢ na razie tylko do kritkiego przedstawienia tego rodzaju
zagadnien,

Przypuéémy, ze pomierzyliSmy w wierzcholkach sieci tryangulacyjnej

katy w réznych kombinacjach. Stosujac przy wyréwnaniu katéw na kazdym

wierzcholkn sieci metode spostrzeZen posrednich, otrzymaliby$my dla

kazdego wierzcholka ogélnie n zwigzkow ksztaltu:
bj=a;2+by+ciz+..... L. (8)

Poniewaz jednak kqty te maja spelnic réwnoczesnie geomelryczne
warunki sieci tryangulacyjnej, musimy uwszglednié jeszcze i » rdwnan
odpowiadajacych » warunkom sieci, ktére (po sprowadzeniu ich do ksztaltu
liniowego) przedstawia sie nastepujaco:

O=dy+ 4,2+ Adgy+dg2+4..... | (» réwnah odpowiadajacych 9
O=B,+B,z+Byy+Byz+..... J 7 warunkom sieci). (9)

Oczywidcie zasada wyréwnania pozostaje tu w mocy, t. j. zagadnienie
polega na wysznaczeniu takich wartosci #, y, z,... dla ktérych [0d]==min.,
wzglednie [p dd]=min. przy réwnoczesnem spelnieniu warunkow sieci,
lub co na jedno wyjdzie rownan odchylek.

W praktyce ma powyzZsze zagadnienie wielkie znaczenie pray roz-
mierzaniu krajow.

b. Wyréwnanie spostrzezen zawarunkowanych
0 niewiadomych,.

Przytoczone dotychezas przypadki wyréwnan mieszezg sie w naste-
pujacem ogdlnem zagadnieniu, w ktérem zwiazki miedzy odchyltkami w,
poprawkami ¢ oraz niewiadomemi z, y, #,.... sa przedstawione réwnaniami :
O=a,z+b,y+c 24 ... +4,0,+4,0,+4;0,+...40, l
O=aya+by,yt+ezt...+B0+By0y+By0,+... 4w, (ilogé ») (10)
O=ay2+4+byy+ee+...+C 6, +C0,+Cy0,+ ... 4w, I

................................................

(ilosé k) (ilogé n)
W przypadku, gdy ilo$¢ niewiadomych % réwna sig iloei warun-
kéw 7, otrzymujemy jednoznaczne wyniki na @, ¥, 2,... bez rachunku

wyréwnania pod zaloZeniem, Ze wszystkie d=0.
Zatem wyrdwnanie na zasadzie [dd]=min., ewentualnie [p dd]==min.
moze mieé¢ tylko miejsce, gdy
r>k
Zarazem musi by¢ jednak i:
n>r—k,
a to z powodu nastepujacego.
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Jezeli przy pomocy & réwnan, w ktorych & niewiadomych z, y, 2,. .

~wyraZono przez odpowiednie d, wyeliminujemy w pozostalej reszcie (»—k)

réwnan niewiadome , y, 2,..., otrzymamy w rezultacie (r—%) zwigzkéw
zawierajgcych » poprawek d. Tem postepowaniem sprowadza sie powy#sze
zagadnienie do wyrdwnania. spostrzezen zawarunkowanych, opisanego
pod 3) przy ktérem ilosé poprawek n musi by¢ — jak wspomnialem —
wigksza niz ilo§¢ warunkéw. Zatem w tym przypadku:

n>r—k.

Ziagadnienie to ma jednak charakter wigeej feoretyczny; w praktyce
mozemy je napotkaé¢ w bardzo wyjatkowych przypadkach.

Wiszystkie dotychczas omdéwione zagadnienia rachunku wyréwnaw-
czego mozna sprawadzié do wyrdwnania spostrzezen podrednich lub zawa-
runkowanych {patrz 2) i 8)}. Wybdér miedzy temi wmetodami zalezy od
tego, ktéra z nich wymaga w danym przypadku mniejszego nakladn pracy
rachunkowej. Dokladne omoéwienie tej sprawy, wymagajace pewnego
zasobu wiadomo$ei i orjentacji w rachunku wyréwnaweczym, odkladam

do pééniejszych ustepéw. . * .

6. Funkcje wielkodci spostrzeganych bezposrednio.

Précz przytoczonych juz zagadnien z dziedziny rachunku wyréwnaw-
ezego napotykamy bardzo czesto w praktyce na zagadnienie, ktére uwazad
mozna do pewnego stopnia za odwrdcenie zagadnienia opisanego pod 2).

Niech 7(L,, L, .... L) oznacza funkcje pewnych wielkodci, ktérych
wartodei spostrzegane niech beds: I, 4, .... . Poniewaz ! sa — jako spo-
strzeZzenia — bledne, przeto i 7(l, 4, ....1,) musi byé obarczona pewnym

blgdem. Cheac wyznaczyé jego wartodd nalezy wprzdd poznaé prawo pree-
noszenia si¢ blgdow, prawo, ktore nie zawiera w sobie wprawdzie problemu
wyréwnawezego, stanowi jednak o tak wazZnej sprawie stojacej w Scislym
zwigzku z rachunkiem wyrdéwnawczym, Ze nalezy je oméwié dokladnie
jeszeze przed rozpatrywaniem poszezegélnych przypadkéw wyrdwnania.

§ 3. Prawo przenoszenia sie bledow.

Przedewszystkiem naleZy zauwazyé, Ze przytoczone tu prawo odnosi
81 W ogélnodci do bleddéw $rednich, a tylko w jednym przypadku i do
bledéw prawdziwych., Przypadek ten oméwimy zaraz na poczatku niniej-
szego ustepu.

. Wielokrotno§¢é spostrzezZenia.

Jezeli pewne spostrzezenie ! jest obarezone bledem prawdziwym e,
to oczywiscie wielokrotnosei tegoz spostrzezenia al bedzie odpowiadal blad @
razy wickszy, zatem ae. :

Dla przejscia z bledéw prawdziwych do $rednich nalezy uzyé drogi
nastepujgce;j.
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Wyobrazmy sobie, zZe spostrzegaliémy [/ nieskonczong ilosé razy
(t. j. przyjmijmy =, ktére dazy do nieskoriczonodci). Mnozgc kazde spo-
strzezenie przez liczbg @ mnozymy temsamem i otrzymane poprzednio
bledy przez a; zatem szereg bledéw zmieni sig na ae, ae),....it. d.
Bledy te odpowiadaja wielkosciom al, al,, .... Zatem sSredni blad
wielkodci al otrzymamy z wzoru p’p=a’u? t. j.:
Uy ===t . (1)
2. Suma spostrzezen.

Wezmy na uwage przypadek, gdy funkeja /(L, L,) jest sumq wiel-
kosci L, i L,, a zatem
f(Lyy Ly)=1Ly+ Ly. (2)
Wistawiajac za L i L, wartoSci niezaleznych od siebie spostrzega-
nych wielkodei I, i l,, otrzymamy :

fly, b)=U+1; poniewaZ jednak:
f(Lyy L=l +¢&+1+e, praeto: (2%)
f(Lyy, Ly)—F (4, ly)=g +¢€, (w znaczeniu algebraicznem), lub:
Ep=8 8. (8)

Prawo to przybiera jednak ksztalt inny, gdy przejdziemy do ble-
dow Srednich.

Przyjmujac i w tym przypadku, Ze spostrzegalidmy obie wielkodei
n=00 razy, mozemy utworzyé¢ dla bleddw wartosci preecigine réZnych
poteg bledéw. Tworzge je specjalnie dla poteg drugich, otrzymamy »*
zwiazkow na & ksztaltu:

eh=g 14288, 42, (4)
Ziwigzki te powstale z »? kombinacyj bledéw &, &'/, &,""". ... i ble-
dow &', &', &,""’.... przedstawiaja sie nastepujaco: ;
(ilodé¢ czlondw n)
i E!'£1’-i—281’£3'+£2’£‘2’ Ei”81"'+251”E'2"-1-Ez’82’
8.'.' 31’91!”““281;‘92”*‘83”‘92“ l ‘31”.311”'}“231”53”‘*‘59”92” { l
Efr£1!_+_281 "FEHI'FEQH’E*_:’” s 81“81”-{-'2&‘1”5'2’”-%E‘g”"&‘g”f i

rr

(ilodé

.............................................

.............................................

[ere ] =me ‘e, +2 & [gg]+ [ea8) +-mey 6y -+ 28y [ 65] 4 [E85) 4
51’”81”!'1'281”'82"*'8!281’

51"”5‘1”"-{—285”"!':‘2""-}-'6'2”82”

e Et”"i‘l”"—}-2£1”'83”’-{—82”'63’”

DS TRl T N s
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Suma wszystkich »? kombinacy] przedstawia nam, jak w powyZszem
réwnaniu zaznaczono, sume kwadratéw bledéw e.
Liaczac ze soby odpowiedne wyrazy, otrzymamy :

[&r&/]=nle & ]+ 2 e ][e,]+n[e,8)], (6*)
a dzielge przez ilo$é kombinacyj (t. j. wszystkich przypadkéw):
][] glenle]  ese] i
n ) n n
Poniewaz sume kwadratéw bledow prawdziwych podzielonq przez ich
ilosé okredlilismy jako blgd Sredmi n, przeto ze wzgledu na »? bledow, g,
a tylko po n bledéw g i & jest (Scisle dla m= co):

[ &] N e oy 8], s
-—”-lg---nuz,,-, zad —fn =put, oraz -;-9--=;r.~.3. ()

le ][]

Natomiast zdaza wartosé wyrazenia w3 Pray rosnacej do nieskon-

czonodei liezbie spostrzezen n ze wzgledu nd parzysto$é funkeji prawdo-
podobienstwa obu grup bledéow & i1 & do granicznej wartosci réwnej
zeru. Innemi slowy bedzie odpowiadal kazdemu iloczynowi g ®e,® ilo-
czyn —g &M a zatem suma ich da jako wynik zero.

Ostatecznie bedzie wiee dla n=00:

W=ty . (8)

Oczywidcie, ze ten sam wzdr jest wainym tak dla I, —1,, jak il —1,,
oraz —I, +1,.

Przyktad. Odleglosé D pomierzono w dwu czeSeiach. Pierwsza jej czgdd
pomierzono {tatami mierniczemi, drugn tasmq stalowq.

Wyniki pomiaru byly nastepujace:

Dlugosd czgsel pierwszej Dy ==10521 m, czedei drugiej Dy=21584 m.

Zmajac srednie pp bledy obu pomiardw py i py, nalezy obliczyd blad sredni
pp calkowitej dlugosei D.

Wartosel bleddéw $rednich g, i wy moZma uzyskad w sposéb dwojaki.

Pierwszy sposob -polega na obliczenin bledu $redniego z bledéw spo-
strzeZen przy pomocy odpowiedniego wzoru na p; zauwazy¢ jednak nalezy,
ze liczba spostrzeZen powinna byé w tym przypadku dosé znaczngt).

W sposéb drugi mozna otrzymedé blad $redni obliczajac go z wzoru
empiryeznego, ustawionego na podstawie licznych dodwiadezen, dokonanych
w frednich warunkach pewnym przyrzgdem oraz pewng metods. Sposob
‘ten bywa uZywany bardzo czesto w praktyce.

Empirycany wezdr (uproszezony) na wyznaczenie bledu sredniego przy po-
miarze dlugosei D Iatami lub tagma wynosi:

P == VV-D ;

" Por. konicowy ustep § 6. rozdzialu I, (str. 26.).
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przyczem v wynosi dla pomiaru latami 0:008 m'> dla pomiaru tasma st. 0:005 m's,
zag D jest okreslone w metrach.
W naszym przypadku bedzie zatem :
1;.1=0'003V-1“0-5_'2_fl m === 31 em, zas
g =0:005Y215:84 m =\ 73 em.
Prowadzac na razie rachunek w metrach otrzymamy
0-000009,105.21 =0-000947 . ,
0:000025 . 215:84=0-006396, .
Qa0edimt. ¢
Zatem pp woem bedzie ;J.D-—-V[il'%'d-ifi em =796 em, okraglo 8 em.
Jak widzimy wynik rézZni sie dgs(":%znau'/mie od sumy utworzonej w bez-
wzglednej wartosei bledow [p | i |py|, ktéra wynosi 31 em+7'3 em=10'4 em.

W przypadku, gdy swma sklada sig z calego szeregu wiellosei 1,
ly...l, otrzymamy jej blad éredni przy pomocy wzoru:
iu’;l..fmlu'zl +1u'22 + ket ‘!“"213—'—“ |H1”~’? (9)
przyczem fuy, Wy,...u, 83 bledami &redniemi poszezegélnych I

3. Funkcja liniowa spostrzezen.
Jesli f(Ly, Ly,...L,) jest funkcja liniows prawdziwych wartodei L,
Ly« o o Ly, ksztaltu: '
F(Ly, Lo Lp)=ay+oLy+aLy+...+a. L, (10)
to po wstawieniu w miejsce L wartodci spostrzeganych I, ly,....4, bedzie
funkeja

f(i!j ) Zz, P l,) =@, *t“ﬂ'rj 31 -+ agd-:: G A e l#' (10”')
obarczona prawdziwym bledem '
&=Ff(Ly, Ly...L)—f(l, &...0). 1)

Zestawiajac oba te zwiazki i odejmujac drugi od pierwszego, obrzy-
mujemy wielko8¢ & wyrazona przez bledy &, &,...& odnoszace sig do
spostrzezen /. Przytem, poniewas IL;=I 4 ¢, bedzie:

f(Ll‘.: gy L,) =0+ ay () & )+ Ay (ly+-E9) -0 v Qn (L&)
Fllyy by... b)=ataly  +al  +..... l
& - 4 -+ @y, L @, (12)

Aby zastapié bledy prawdziwe sredniemi, przeprowadzimy rozumo-
wanie analogiczne jak w przypadku opisanym pod 2).

Wyobrazajace sobie, Zze spostrzeglismy kazda wielko8é I n razy (przy-
czem n niech dazy do o), moglibySmy utworzyé znéw n? zwigzkéw
ksztaltu ¢ —=a& + a8+ . ..a.&, a podnoszac je wszystkie do potegi dru-
giej sumujac i dzielge przez n? otrzymalibySmy ostatecznie :

(&€ fles AN i @, a,6,8,] gt

la.a,.8.6) R
i S
n n n 7%

A sy (13)
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przyczem R oznacza sumeg wszystkich wchodzacych tu w gre podwdj-
nych iloczynéow w ksztalcie 2a;ax[e][e]. Poniewaz suma bledéw & przy n
daZgcem do oo réwna sie zeru, przeto wszystuie wyrazy tego ksztaltu
sg zerami, a wigec i R=0.

Wyrazajac ostatnie réwnanie przez bledy $rednie, otrzymamy ze

[er&] g lmmas] o, ylae]
n

) ! g
wzgledu, ze -;3—.-3'---==,u,2, zas -y 2
: n

W= ey et et =[a? p?) =[aa up). (14)
4. Funkecja nieliniowa spostrzezen.

Gdy funkeja £(L,, L,,...L,) nie jest liniows funkcjy prawdziwych
wartosei wielkosei L,, L,,...L, nalezy po wstawieniu za Ly, L,,. ., L, war-
tosol I &, I, +é&y,.. .+ &, rozwingé jg w szereg Taylora opuszczajge pod
zaloZeniem, Ze bledy popelnione sy male, wyrazy rzedéw wysszych niz

pierwszy. (W praktyce jest to przyjecie prawie wylgeznie uzasadnione).

Otrzymamy zatem :

) f
£y Dy D) F e A By o Tk ) = IR ) -(;-z---e, i
1
. {)_{ E ..{_ af £ (15)
e Nh T By
a dalej :
af of af ;
f(L“ Li! " e L,._‘Jv-f(ﬁl, ’-2, " ‘JF'}={fF= ()31 £y (}32 Ez-l' e ‘]L Ep (15*)
Przypadek ten sprowadziliémy wige do omawianego poprzednio.
)
Kladge dla uproszezenia A ki A =y .-E—f =/, dojdziemy — po za-
o1, ol, ol, -

stosowaniu analogicznego rozumowania jak poprzednio — do nastepu-
jacego wyniku:
et =1y ZJl—ﬁgzl"-},z‘*' e -ﬁ-nl’u}:[ff!ﬁ”]' (16)

Przypadek zawiera zatem w sobie wszystkie poprzednio omawiane.

Ogélnie mozemy powiedzied, Ze kwadrat Wedu Sredniego funlkcyi
sposirzezen bezpoSrednich rowna sie sumie tloczynow z kwadratéow pierwszych
pochodnyeh eczqsthowych tej lunke)i wegledem poszezegiolnyeh spostrzesen
i kwadratow Srednich bledow tychie spostrzeien.

Oczywidcie, Ze w ten sposéb uzyskany sredni blagd moze byé tak
dobrze dodatni jak i wjemny (- ).

Przyktad pierwszy. Powierzchnig P wyznaczono planimetrem typu Amslera,
umiedciwszy biegun wewnatrz jej pola. Wazbr na wartosé powierzehni wyzna-
czonej w ten sposéb opiewa:

P==-C, n+C;;
n oznacza w tym zwiazku ilo$é obrotéw kéleczka liczbowego, zas§ € i Cy sa
stale o dymensjach powierzehni, (znak 4 odnosi sig do praypadku, gdy P>,
w przypadku odwrotnym nalezy zastosowad znak —.
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Wazystkie trzy w gre tu wchodzace wielkosci sg — jako wynikle ze spo-
strzezef — obarczone bledami, (pomimo, ze ¢} i C, nazywaja stalemi planimetru),

Wartosei ich sa w przypadku omawianym w przykladzie:

C;==100:0 ¢m? 2z blgdem $rednim p, ==-+-0-2 cm’*“,

Ny ==2"90b n n » P = =4-0'02

C,=1890:8 em? , . " Pog =—=2'1 cm?
(przyczem. wartosei wielkodel € 1 €, wyznaczono oddzielnie).

Funkeja P=4-Cin+ C, zawiera iloczyn dwu spostrzeganych, a wiee w tym
przypadku zmiennych w1e]]{0501, jest przeto funkeja nieliniowa,.

PoniewaZ P<C,; o czem przekonano sig w przybliZeniu inng droga, przeto
bedziemy stosowali wzor :

P=—Cyn+ Cy=-—290'D em+1890'8 emy=1599'8 em?.
Dla wyznaczenia pp dredniego bledu powierzehni P naleZzy obliczyé na-
0 0 0 !
samprzod : f1=5—é —n, fu= a-‘;---—-—(fl oraz fy= )(‘JZ =1 ;
zatem : Ji=—2:905, f,=—100'0em? fy==1.

Po wstawieniu tych wartosei oraz wartodci na bledy srednie poszezegil-
nych spostrzezen, otrzymamy kwadrat éredniego bledu pp? w centymetrach kwa-
dratowych do potegi czwartej :

popde=(—2'905 X 0:2) 24 (—1000 X 0:02)? 4 2-1%
pop?e=(0:838+4:000 +-4:410) em"=8-748 em*,
a stad pp=--2-068 em?; okraglo pp=-1-8'0 em®

Przylklad ten poucza nas, ktére z wehodzacyeh tu w greg wielkodei nalezy
pomierzyé staranniej, a ktére z powodu malego ich wplywu na wynik ogéluy
moga byé wyznaczone z mnigjszq starannoscia,

Gdybydmy przyjeli, ze obié t. zw. stale sa rzeczywiscie wielkosciami bes-
btednemi, otvzymaliby§my jako wynik =2 ém?, a zatem wynik o =1 em® bledny -
(389%,), natomiast przez opuszczenie iylko wplywu bigdu statej Cp wypadlby
pp=—4-2'9 em?, zatem tylko o —-0'1 em?* bledny (3:39). ’

Przyktad drugi. W tréjkacie plaskim zmierzono podstawe b, oraz oba katy
przylegle @ i vy. Jaki jest blad éredni powierzchni tréjkata obliczonej wzorem
Pl ; 2 ﬁ;:::(;j_nl; , jezeli bledy drednie spostrzeganych ilofci sa py, pa i Py
(Dwa ostatnie bledy rozumiane w mierze analitycznej).

Ogélny wzor na kwadrat bledu dredniego pp? przedstawia sie:
=122+ fo® o’ 1% iy ?.

0P sina siny " Vi

ST ) T

0P . ,sin(a+7) cos a—8in & cos (% 47)
Ja= 0o &k " gin? (a:—{—'\r) T i
cos. G-—“blll a obg (a+7)

=} b2siny- o (a—t-*() ‘=P ctgu—P ctg(ay)=P |ctg a—ctg (a4 7))
opr sin (a4-%) cos k—sin cos («+
fy= e g =102 (a+7) e (1+T)~i ( T) sin a= {ctg y—ctg (cr.+'r)}

4
P-P==P’[ 5 b+ {otg a—otg (a+1)) P pa™+ {ctg Y—ctg (at-1)} 1y ]
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4
pp=P 21 -|—{ctg a—ctg (a+v)}* [.Ln'1+{ctrr7-—-crg(a-i 'r)}ﬁpt.}.z

4 siny sin?a 1
“*'PVM (et ]
Przechodzae do konkretnego przypadku przyjmijmy :
b=201-64 m, a==4415’, v=61°238/,
pp==0071 m; bledy ér. katéw niech wynosza w mierze stopniowej --1/, zatem
16 1 { 3
o =k e - 000029,
Ze wzgledu na bardzo male wielkosei pod pierwiastkiem pomnoZymy g,
P 1 py przez 10000, dzielac rdwnoczednie P przez 10000.
Rachunek przedstawia sig nastepujaco (przy uzyciu maszyny do rachowania).
sin o siny 406586896  0°697791.0° 877844

w mierze analityczne] ==, = -

Peaalp?- — == e ——— = 120811476 m?,
i ey ey El X0 968006 IRl o
B 2 2x 710
e .908 gt [l il 0498
10000 OO 1°203116 m?, ) 10000 g 90164 OO 7:0423
9 2
(-;-- 10000 p.b) =\ 4959
10000 p.g=10000 p, == 4-2"9. (10000 pg)?=8+41
ctg a=e 1°026529 ctg y= 0-b4559H
etg (atvy)=—0°279882 etg (x = —0"279832
ctg a—ctg (ay)= 1°806361 ctg y—ctg (a4y)= 0-82b6427,
Liczae nastepnie na 4 wzglednie na 2 miejsca dziesigtne otrzymamy :
{etg a—ctg (a-1)}2=1"7066 + letg y—otg (x47)}*=0-6813

2:3879 % 8141 =20'0822 =("»20°08 49-594-20'08=069"67
(1-2981 % V69 67)m2=—-1"2981 X 8 847 m?=-+-10"798b m?, pp==—-10*79 m?.

b. Blad Sredni powstaly z kilku przyczyn bleddw.

Zastanowmy si¢ nad przypadkiem, w ktérym blad spostrzezenia jest
bledem wypadkowym powstalym z sumy bledéw skladowych wystepuja-
cych wskutek dzialania od siebie niéezaleznych, a nam znanych przyczyn.
Prawdziwy blad & spostrzeZenia / niech bedzie zatem:

LA O S o LA { (17)
przyczem kazdy z bledéw po prawej stronie réwnania niech bedzie wy-
nikiem dzialania przyczyn od siebie niezaleznych.

Stosujge w tym przypadku rozumowanie podane pod 2. i 8. mozemy
okresli¢ kwadrat bledu &redniego w? wzorem:
w _#12+ﬂuﬂ+#uu+ ..... 4 (18)
gdzie w', W'’y w'',... sy bledami éredniemi powstalemi z bledéw &/, ¢/, &'"/,....
Wzér ten jest waény i wtenczas, gdy jedna z prayceyn dziala syste-
matycznie lub stale, traci jednak swa waznoéé dla wiecej tak dzialajacych
przyczyn.
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Bardzo dobrze ilustruje nam ten przypadek blad sredni kierunku przy
pomiarach katéw poziomyech.

Pomiar kierunkn sklada sie z dwun czynnodei, z nastawienia lunety przy-
rzadu na cel, oraz z dokonania odezytu na limbusie. Te dwie niezalezne od siebie
przyezyny wywoluja, dwa mniezalezne bledy skladowe. Jesli przeprowadzajac
pomiary poslugiwano si¢ odpowiedniemi czesciami limbusu, maja oba te bledy
. charakter przypadkowy, a jako takie podpadaja pod przypadek omawiany powyzej.

Oznaczajac blad gredni nastawienia przez p,, zas odezytu przez p,, otray-
mujemy na okreslenie bledu sredniego spostrzesenia kierunku wzor:

= Vi * - 1% (19)

Poniewaz kat jest réZnica dwu kierunkéw, przeto blad dredni kata p, obli-
CZAMY Z WZOru:

e = v“‘kr A = eer d= Peer 1!2 (20)

Z powyzszych dociekan wynika bardzo waZna wskazéwka dotyczaca po-
miaréw katéw poziomych,

Majac n. p. pomierzyé katy zawarte migdzy trzema kierunkami, mozZemy
to wykonad (zazwyczaj) w sposéb dwojaki: a) metoda pomiaru katéw, b) metoda
kierunkows,.

Przy pierwszym sposobie mierzymy kaly zawarte migdzy kierunkami
pierwszym i drugim, a nastepnie miedzy pierwszym i trzecim. Blad dredni obu
tych katéw wynosi pg = pi,¥2, natomiast blad Sredni kata zawartego miedzy
kierunkiem drugim a trzecim, obliczonego z réZnicy katdéw poprzednich bedzie
V2 24 2 2y e k=2 g

Spostrzegajac natomiast metoda kierunkowa ofrzymamy blad dredni kazdego
kata jako rézmicy dwu kierunkéw o bledach drednich py,:

et ""’P‘h-v2 3
przyczem naklad pracy pomiarowej bedzie mniejszy niZz poprzednio.

Dlatego to uzywamy dzi§ przy pomiarach przecigtnych prawie wylacznie
metody kierunkowej. Natomiast przy tryangulacji I-dnej poslugujemy sig metoda
pomiarn katéw we wszystlich kombinacjach, ktéra w tym przypadku okazala sie
z innych wzgledéw najbardziej stosowna, a zarazem najdokladniejsza.

§ 4. Wagi spostrzezen.

W koricowym ustepie § 1. drugiego rozdzialu (na str. 31.) okreslilismy
wagi spostrzezen p jako liczby proporcjonalne do kwadratéw dokladnosei .
Poniewaz bledy érednie sy wedle § 6. (2) pierwszego rozdzialu od-
wrotnie proporcjonalne do A, mianowicie:
1
H= kv2 ] (1)
przeto wagi p sq to liczby dodatnie odwrotnie proporcjonalne do kwadra-
tow bledow spostrzezen.
Dla wyznaczenia wag mamy zatem zwigzek:
;IR 1
DD P —g =Rl L e (2)
; 1 Moy
Jestto jeden z najwazniejszych zwigzkow rachunku wyréwnawezego.
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Ze zwiazku na wagi widaé¢, ze mozna je wszystkie pomnozyé lub
podzielié przez pewna liczbe bez zmiany wplywu na tok wyréwnania;
zarazem nalezy nadmienié¢, Ze o ile znamy bledy érednie odpowiadajace
naszym spostrzeZeniom, okreslamy przez przyjecie jednej wagi zupelnie
Scisle wagi reszty spostrzezen.

Przyjmujac dowolng liczbe dodatnia jako wage pewnego spostrze-
zZenia, przyjmujemy réwnoczesnie mozno§é istnienia spostrzezenia o wadze
réwnej jednosei. Aby jednak mieé¢ moznodé poréwnywania dokladnoSei
réznych szeregdw spostrzezen, nie przyjmujemy pewnej liczby jako wage
dowolnego spostrzezenia, lecz przyznajemy wage réowng jednodei spostrze-
Zeniu (pewnego gatunku) dokonanemu w pewnych okreslonych warunkach.

W gre tu wchodzié mogy jakosé przyrzadu, ktérym sie poslugujemy,
wartosé spostrzeganej wielkosei, o ile stwierdzono dodwiadczeniem, ze
blad éredni spostrzezenia zalezy od miej i t. p.

Sprawe te bede sie staral objasnié na przykladach. Wzdr empiryczny
na blad $redni pomiaru dlugodei latami mierniczemi jest: w=n\D,
przyczemy o ile pod D rozumiemy dlugosé w metrach, wynosi »;= 0003 m .
Jaks wage nalezy przyja¢ dla D mierzonego tasmg stalows, jezeli dlu-
godei 100 m mierzonej latami nadaliSmy wage réwna jednosei, (czyli gdy
przyjelismy dla spostrzeZenia o wadze réwnej jednosei pewien przyrzad,
oraz zalezno$é bledu od wielkosei)?

‘Wzér empiryezny na blad éredni przy pomiarze tasmg stalows dlu-
gosei D opiewa rowniez we=2\D, przyczem jednak v,=0-00bm'.

Waga pomiaru dlugosei D latami bedzie — w obec powyZej zazna-
czonego przyjecia —:

I

Po iPe= i B poniewaz p go=1:
H°p W00

Hon o A00 8 100 -
e Bl T e N
natomiast waga pomiaru tasmsg tej samej dlugosei p,’ bedzie na pod-
stawie analogicznie utworzonej proporeji:
1002% 100 9 e
Po =_Dﬁ"‘r_ oo oy 14 a zatem mniejsza.
N. p. waga pomiaru dlugosei 300 m latami bedzie:
Pyoo =+ ==083..., za§ pomiaru tej samej dlugosci tasma:
“Plago="1% 1% =% =012
Oczywidcie, ze mogliémy byli przyjaé¢ dla 100 7 mierzonych fasmq
wage p=1 (lub réwnie dobrze dla D=10009m), trzeba jednak, zdecydo-
wawszy si¢ raz na pewne przyjecie, umie¢ wyznaczyé wagi dla reszty
spostrzezen.
Podobnie jak przy pomiarach dlugodei postepujemy przy obiorze
wag dla pomiaréw niwelacyjnych. Kwadrat bledu éredniego jest tu pro-
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porcjonalny do dlugosei ciggu niwelacyjnego, blad §redni wynosi zatem
dla dlugosei ciagu D: tp=C\D. (Wzér empiryczny).

C jest tu stals zalezng od jakoSei przyrzgdu niwelacyjnego, oraz
metody stosowanej przy pomiarze.

Przy wyrownywaniu pomiardw miwelacyjnych przyjmuje sie zazwyczaj
wage p=1 dla ciggu o dlugosci 1 lem, zatem waga ciggu o dlugosdei 600m
spostrzeganego tymsamym przyrzagdem (lub przynajmniej tego samego

typu) przy zastosowaniu tejsamej metody pomiaru wynosi =00 1:67.

C.1

.06

Dla pomiaréw tryangulacyjnych uzywamy teodolitéw przystosowa-
nych do rzedu sieci tryangulacyjnej, dlatego wystarczy tu przyjaé wage
rowng jednosci dla pojedynczego pomiaru kierunku lub kata. (O czem
dokladniej przy tryangulacji).

Blgd Sredni sposirzezenia o wadze p=1 nazywamy jednosthowym
bledem Sredmim oznaczajac go przez w,. W rachunku wyréwnawczym ma
on znaczenie bardzo wazne, gdyz okreSla nam pordwnawczq miare do-
ktadnosei przy spostrzezeniach o dokladnosci rdinej.

Z proporcji p;: 1 = e er wynika :

o

pi= L. ®)

i

Zatem wage pewnego spostrzezenia mozna okreslié jako stosunel
kwadratu jednostkowego bleaw Sredmiego do kwadratu bledu Sredniego
samego spostrzezenia. '

Definicja ta jest znaczenia pierwszorzednego dla przyjmowania wag
spostrzezen a priori (t. j. przed wyrdwnaniem).

Pamietajac ja, oraz stosujac ja z naleZytem zrozumieniem rzeczy,
uchronimy sig od przyjecia a priori wag nieodpowiednich, co moze byé
przyczyng otrzymania zupelnie bezwartofciowych wynikéw wyrdwnania.

Przyjmujqe zatem jako wagi liczby odwroinie proporcjonalne do kwa-

dratéw bledow Srednich —~O , Dprzyjmujemy temsamen jcdnostkowy blad
1
Sredni p,w=\C.

¥4 Sa jednak przypadki, w kbtérych stosowanie powyZszej formuly na
wagi natrafia na pewne trudnosei i mogloby — przy nienalezytem zrozumieniu
rzeczy — byé powodem przyjecia wag naweb zupelnie blednych. Ma to
miejsce przy wyréwnywaniu spostrzezen niejednorodnych, wieec n. p. przy Sei-
slem wyréwnaniu ciagéw poligonowych. Warunki w tym przypadku (o ile chodzi
o poligon zamkniety) sa:

[s sin ] =0, [s cos a]=0, [a]=(n—2) 1809 jesli s oznacza dlugodci bokéw
poligonu, zad o katy wewnetrzne.
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Warunki te przechodza po wstawieniu do nich spostrzeganych wartosei
s i a i sprowadzeniu ich do ksztaltu liniowego na:

[s sin o]+ —i [scosa 3]+ [sina Ss]=0

(4)

[s cos a:]——:)—[s sin « da] 4 [cos a 35]=0

[2] — (n—2) 1800 4-[3 «] =0
Poniewaz 8o i ds nie sa w tychsamych dymensjach, gdyZ 8« wyrazamy
n. p. w sek, kat. zad 8§ w cm, przeto nalezy w tym przypadku przedstawié wa-
runek wyréwnawezy [Ah83] = min, w formie:
||~ mn. )
e
Oznaczmy bledy pozorne katéw przez 8, za§ dlugodei przez 3,, zatem:
1” lcm AT
[ ]=— min, =-[5 2( ] [ - ) ], przyezem 8,1 9, odpowiadaja (5%)
e [ p*cm
wprawdzie ilodciowo sekundom kat. wzglednie em, sa jednak wielkodciami snde-
mianowanemi.
Teraz dopiero mozemy przejsé na wagi ,katowe® i ,dlugosciowe® mia-
nowicie :

[p. 1L]::.[I:'»C‘J,ﬁ]‘l Ps s] w rownaniu tem oznaczono (5%%)
L : 1 em
p"m( ux”) i P'_(p. m;) ’ (6)
'8

a wige p sa rowniez wielkogciami niemianowanemi. Mamy tu zatem dwa réZne
bledy sr. jednostkowe a priori, jeden wynosi 1// drugi 1 em.

P otrzymane z réwnania bedzie wielkodein niemianowang (jak to wynika
z powyzszych przyjac¢ dla bledéw drednich), a mianowicie:
o' o cm

et B BRI S oray B e
P o 1o

Zag bledy drednie poszezegolnych spostrzezen beda sig skladaly z bledéw
katowych :
o i’ r
P -»»E-J'-Q-m_-_-;—, s ”=-[—J'QT -, oraz dlug. (analogicznie) pu, 6,,,,,5.11'!:?__’_?. (")
177 luvp" Dy Ds
Szczegélowe oméwienie wag spostrzezen posrednich nastapi w § 9-tym
rozdz, IV-tego.
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Wyrdwnanie spostrzezen bezposrednich.

Po nalezytem opanowaniu omoéwionych poprzednio podstawowych
wiadomo$ci, moZzemy wreszcie przystapi¢ do samego przeprowadzenia ra-
chunku wyréwnawczego, stosujac go po koleji do spostrzezen wyszcze-
goélnionych szezegdlowo w § 2 rozdz., 1L

§ 1. Wyréwnanie spostrzezen bezposrednich o dokladnosei jednakowej
(t. j. o wagach réwnyech).

Wielko§é, ktérej warto§é prawdziwg oznaczamy przez X, spostrze-
zZono m razy otrzymujac nastepujace wyniki:

_ o e Uns

Jesli nas mic nie upowaznia do przyjecia réénych dokladnodei dla
poszezegblnych spostrzezen, musimy przyjaé a priori, ze dokladnodé
wszystkich spostrzeZen byla jednakowa, a zatem, Ze i wagi ich sg réwne.
Dla uproszezenia moZemy wige przyja¢ je wszystkie réwne jednodei,
a tem samem bedzie si¢ odnosil jednosthowy blgd Sredni do kazdego spo-
strzezenia.

Poniewaz — jak wspomnialem — nie jesteSmy w stanie wyznaczyé
prawdziwej wartofci X spostrzeganej wielkofei, ma nam rachunek wy-
rownawezy dostarczyé jej warto$d, wedle zaloZeh Gaussa, najbardziej
prawdopodobng 2, ktéra §cisle mozna nazwad wartodeiq wyrownang.

Rachunek wyréwnawczy nie bedzie sie zatem odnosil do bledéw
prawdziwych

Ei"’X"““zi, (l)
lecz do blgdéw pozornych :
O o —1;. (1%

W § 1 rozdz. II okresliliémy w tym przypadku warunek wyréwna-
nia rownaniem :

{65]—mini (2)
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Jesli jednak mamy znalesé taka wartodé z, ktoraby spelnila powyz-
szy warunek, musi byé:
AU Bl )

= 5T =0, lub: (3)
20,4+2d,+...+2d,=0. . (3")

Powyzsze réwnanie mozemy przedstawié w postaci dwojakiej :
1. i [0]=0, lub (4)
2. [z—{]|=n2—[l]=0. (4*),

Pierwsze orzeka, Zze suma bledéw przypadkowych réwna sie zeru,
drugie dozwala nam wyznaczyé @ ze spostrzezen [, mianowicie :

o E],
n

d (B)

A zatem wartosé x, wzyskana wyrdwnaniem w preypadku spostrzeien
rownodolladnych, jest Sredniq arytmetyczng ulworzonag ze wszystkich n spo-
strzezen.

Wynik ten nie mogl zreszty wypasé inaczej, gdyz tak ksztalt funk-
cji prawdopodobienstwa, jak i warunek wyrdwnania sa oparte na zaloZe-
nin Gaussa, identycznem z wladnie otrzymanym wynikiem. Innemi slowy
przyjecie dredniej arytmetycznej za warto$é najbardziej prawdopodobng
(réwnodokladnych) spostrzezen jest réwnoznaczne w rachunku wyrdwnaw-
czym z przyjeciem [dd] min. i odwrotnie.

Przejdzmy nastepnie do okreslenia zwiazku miedzy bledem srednim
#, & bledami pozornemi d.

Wyjdzmy ze znanego nam juz wzoru na u

o]
= 4 (6)

Zauwazy¢é przytem nalezy, Ze blad sredni u jest miarg dokladnosei
szeregu spostrzezen ¢ (por. § 6 rozdz. I), a wobec jednakowej ich doklad-
nosci odnosi sig do kazdego spostrzezenia I. Innemi slowy wu jest bledem
frednim kazdego spostrzezenia ! przed wyrdwnaniem.

Nastepnie przejdzmy do wyznaczenia bledu §redniego éredniej aryt-
metycznej.

Prawdziwy blad Sredniej arytmetycznej okresla nam réznica:

X—g=¢,, _ (")
.zas jej blgd Sredmi otrzymamy jako blad $redni funkeji ksztaltu
L L L (8)
nn n n

Kwadrat bledu &redniego funkeji liniowej wynosi wedle rozdz. I,
(§ 8 ust. 8) (14), (str. 41): .
F‘f?:'[a @, (9)

Dr. K. Weigel. Rachunek wyréwnawezy. 4
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Hi) 11, Wyrdwnanie spostrzezen bezposrednich,

: ; : ) 1
zatem w naszym przypadku bedzie (poniewa# @=- ):
n

1 1 1 e 1z
% [ty YR - e sy (O o= . 0
i o e B L o eL)
A dalej wynika z proporcji:
o w?
Dgiad S Rem gl (11)

Jesli zatem przyjelidémy wagi spostrzezen réwne jednosci, odpowiada
Sredniej arytmelycznej waga p,=mn, t. j. ilodé spostrzezen, z ktorej ja
utworzono.

Natomiast ze wzgledu na réwnania :

1 :
Fa® hAem ] 3 ut h.=h\n, (przyczem h oznacza dokladnodé pojedynczego

spostrzezenia), twierdzimy, ze dokladnosé $redniej arytmetycznej jest Vn
razy wigksza niz dokladno$é pojedynczego spostrzezenia.
Po tych wywodach mozemy przystapi¢c do wyprowadzenia zwiqeku
miedzy bledami pozormemi o, a bledem Srednim .
Blad prawdziwy spostrzezenia [ okresla nam zwigzek: X—l=¢
za$ blad pozorny zwiazek: 22— =0,
Ztad wynika, ze &—d;=X—g, lub
g=0;+X—a=0;+¢,. (12)
Podnoszge n takich zwigzkéw, utworzonych dla wszystkich spostrze-
zen, do kwadratu i sumujac je, otrzymamy:
e 0,2 4 20,6, + &7
g2 = 0,2 4 20,8, + &°

€n® = 0,2 + 20,6, + &
[eg] == {dd| + 2[(5}::,,-{ ne, . (18)
Poniewaz [d]==0, przeto ze wzgledu na skonezong wartosé ¢, i 2[d]e, =0,
a gdy ponadto WSt&Wlmy zamiast kwadlatu bledu prawdziwego $redniej
arytm. kwadrat jej bledu sredniego, (t. j. zalozymy, Ze &*=u,?), bedzie
mial powyaqay zwigzek ksztalf nu.s:tqpu]qcy

[ee] =[00]+-n pa* ; (14)
; 9
wedle poprzednich wywodéw wu,?= !:3 y przeto:
[e€] =[00] -+ p?,
a ze wzgledu, Ze [ee]=nu? ostatecznie: AW
g [08] e o qyiled) 16
g N n—1. (52)

d0]

Poniewaz - {1 Drzeto ze wzgledu na (6)-ty zwiazek § 1-go

rozdz. Il-go: x%:h* [cs| [66] jest x?:hil=mn:(n—1)
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gy Wedr 15-ty moZna wyprowadzié sposobem dcislejseym.

Poniewa? e;=38; + (X — ), przeto sumujac # zwiazkéw utworzonych w ten-
sam sposob dla wszystkich » bledéw, otrzymamy :

[¢] = 3]+ m(X—=), a stad, poniewaz [8]=0:

e]? . :
\__a..q[-.l (X— ec)2==532._—_[,-;]1- i ostatecznie:

2
n(X—x):"——:ﬂE,zm[i% -,

Zatem ze wzglegdu na zwiazek [ee]=[33]+ne,? bedzie dalej:

: €

e = 20]+ (16)
Poniewaz [¢]* musi byé wielkoscia dodatnia przeto [sc]>[83).

EP

stapid ja war tosclzg pr zeuetnq (4rednia) tego wyru.h’u.ma
[5‘] (E _i-ts-t-"'°sfl) = 512 +Eg + oottt
+2 e84 2648 + B L
+2¢e6 28,4 ..
4264
Przeto ogdlnie przedstawi sig:

[ _[ee] | oleses]

n Hn n .

Nie mogac wyznaczyé prawdziwe) wielkosel bedziemy sig starali za-

(prezyezem i przyjmuje wartosei od 1 do n—1, zad k od 2 do n).

; : 2 [ee g \
Przecigtna wartodei sumy iloczynoéw [1 a dazy jednak przy rosnacej do oo

ilogei n do zera, ze wrzgledu, Ze funkeja prawdopodobienstwa tych bledow — jako
przypadkowych — jest funkecja parzysta. (4 praktycznego punktu widzenia

2 [IE‘E;,]

przedstawia — = nawet przy niewielkich ilogciach n wielkosé zaniedbywalna).
n

Powracmn,c do poprzednio omawianego zwiazku, ofrzymamy ze wazgledu,
)
%e .[E]_,_ (w przecigeiu):
n
[se]=[22] +li:], lub: n p2=[08]4p? a ostatecznie: (17)

pim B (18)

w—1

Ziatem wzér na blad dredni p wyraZzony przez bledy pozorne opiewa:

A 34
= \u_l (18%)

1) Seiste sposoby wypi‘owadzonia tej formuly podali: Helmert, Astr. Nachr.
tom, 88 Nr. 2096—97. Helmert, Spr. pr. Akademji umiej. (1904) XXX, oraz Wellisch,
Th, u. Pr. d. Ausgleichungsr. (1909), § 26, str. 99.



b2 f III. Wyrdwnanie spostrzezen bozposrednich.

Poniewaz i ten drugi sposéb wyprowadzenia formuly na blad $redni p
spotkal sig z zarzutami Bertranda '), podaje przeto w krotkosei przebieg scislego
dowodu Helmerta na zwiazek miedzy p, a bledami pozornemi 3. '

Prawdopodobieistwo pojawienia sie jednego po drugim (czyli jednoczesnego
pojawienia sig) bledoéw e, ey, .... €, W szeregu spostrzezef jest okreslone wy-
raZeniem :

k n S
(1’!_) e~ [*lde deg, .\ de,. (19)
T

Oznaczajac réznicq X—a przez w, mozemy przedstawié bledy prawdziwe
w sposob nastepujacy :

€, =08y 1

gp=—0,—08g. ... —0y—1+u, a sume kwadratéw bledéw:
[ee]=|38]+ nu. (20)
Podstawiajac w wyrazie na prawdopodobiefistwo te wielkodei, otrzymamy
na iloezyn dede,. .. .de, wyraZenie:
|I]|.d%;.d8;....d%,_1,du; (21)
(v przyjoto tu jako zmienng, gdyZ system bledéw &, 8,,....5, moZe odpo-

wiada¢ nieskonczenie wielu réZnym systemom bledéw pr. &, &,. .. .¢e,), prayczem
| I'| oznacza wyznacznik nastepujacy :

1 (ERTELE N i 1
1

Zatem po wstawieniu tych wartosei do wzorn (19) otrzymamy
hey" A B3 =
nl - ) g~ [06] —Ntnu #3,d8; . .. .48, 1.du.

Wiyrazenie na prawdopodobienstwo pojawienia sig bledéw 8, &,,.. . .8, (jed-
nego po drugim) otrzymamy, calkujac powyzsze wyrazenie (od —oo do o )
ze wzgledu na zmienna w; a zatem bedzie:

J AN > ) i3 * a0
n( ‘ ) a1 1 i \ eI e
R piii o5 . \82)
X (V ) o=t [80] 8id 8.0 v d By,
T

Danej sumie kwadratéw [38] odpowinda ta wartodé dolladnosei h, ktora
powoduje najwigksza wartodé poprzedniego wyraZenia (najbardziej prawdopodo-
bna wartodé ).

Y Bertrand. Calcul des Probabilités, art. 160 i 162.
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L}
Zatem ma byd: hn—le="*%=max., wéwczas jednak musi byd:

(n—1) h"—2—2 1" [33] =0

1 [23] : ] o
SHi oy e a8 2-’.--5-—9 , przeto: (23)
2.= = (24
£ 1 0 \ u—l )

Dokladnodé wyznaczenia p? z kwadratéw bledéw pozornych wynosi:

RV
CES T (R T

Przechodzae nastepnie do bledu Sredniego Sredniej arytmetycznej,

otrzymamy :
W [89) [09]
Yo P ey e VM(n 1) (26)
Sume [dd] tworzymy, ze wzgledu na jej znaczenie dla dokladnoéei
wyréwnania, zazwyczaj w dwojaki sposéb. Pierwszy polega na podnie-
sieniu réznic d;=z—1I do kwadratu i zesumowaniu wynikéw. Drugi kon-
trolny opiera si¢ na wzorze, ktéry w latwy sposéb otrzymamy jak nastepuje.

Przez podniesienie zwigzkéw

T—0y ={, 2?—220, 4 0,2=1,?
T—0y =1, l do kwadratu, zmie- g2 —2g 0y + 0y =1, 2
........ niamy je nastepu-
........ jaco:
2—0,=1, 22280, + 0, =1,
a tworzac ich sume otrzymujemy réwnanie:
na*<-[00] =[], (26)

ktére po wstawieniu wartosei za z przejdzie w zwigzek:

e .
??I':i]‘! +[d0]=[1l], tak, ze ostatecznie hedzie:

EESUILS @)

(Wedle znakéw przyjetych w matematyce ma to réwnanie ksztalt:

S5%=313__ @}i)
5 .

Ziaznaczyl wreszeie nalezy, Ze bardzo korzystnem, a niekiedy nawet
koniecznem dla wykonania rachunku jest przyjecie wartosci przyblizonej ac,.
Ma to szezegélnie wielkie znaczenie, gdy wartodei spostrzeZen odpowia-
dajg wielocyfrowym liczbom (uZycie réwnania kontrolnego na [dd] moze
byd wowezas bez @, nawet prawie zupelnie niemozliwem).

1) ])okladnoq(, wyznaczenia bledu p wedle wzoru (16)-go wynosi 0485 p dla n=D5,
028 p dla #=10, 0:156 p dla n==20.



54 ; 1II. Wyriwnanie spostrzeken bezposrodnich,

Oznaczajac wartosci spostrzegane przez L, otrzymujemy ze zwigzku:
L=g,+! wielkosci I, ktéremi moZemy znacznie wygodniej operowac
rachunkowo, za$ wynik wyréwnania i wszystkie tu wystepujace bledy
pozostang bez zmiany, gdy blad wielkodci I jest réwny bledowi wiel-

ko§ci L. Nalezy tylko uwzglednid, Ze z= [J;] =z, + [;] .

Przyktad. Aby przyzwyczaié czytelnika do odpowiedniej formy przeprowa-
dzania rachunku wyr., podaje prayklad zestawiony schematycznie wraz z réwna-
niami kontrolnemi. Bezcelowego wyznaczania wynikéw na wiele miejse dzie-
gigtnych nalezy bezwarunkowo unikaé. Najpraktyczniej zrobimy prayjmujac I
w liczbach calkowitych, obliczajac drednia; bledy pozorne i blad éredni na je-
dno miejsce dziesigtne, zad kwadraty bledéw na dwa miejsca dziesigtne.

Przedmiotem wyrdwnania jest osiem wynildw olrzymanych przy pomiarze tej-
samej diugodei tasmq stalowq.

% rd 3 Bledy srednie w em
NSl L (wm) | 1w em) 3 | 6
e b i Uwaga

=1 ot A -+ o | Ji

1 212-28 3 | 88| —|1089| 9 ./181";'5—2
5 | D L |t p.=-'\ 7 =1b'1 em

2 28 8 | = |17 { 2809| 64 j
Pl i i A 181:H9

3 84 14 | —.| 77 | 5929|196 Px-"—"\,' g —k1'Bom

4 20 Q. | 68 — | 89:69| O kontrola dla [83]

b 124 4 | 28| —| 529f16 | [AH_g 080

- —_——— - Lol el e ———s e | - ?f, it

6 88 13 — | 67 | 44-89 (169

£ WA T e ([33]=494+00—812:60 ==
26 6 3. — | o009 s |

Sl g R 18150

8 22 2 48 | '— | 1849 4

Sumy : 50 [16:5 [16°1 18162 494
o=21220m| [)] 80 | [B]l=+04
} gy
=63
@=212:268 -+ 0:018 m, okraglo @=212:26 = 0:02 m.

#
Poniewaz wyniki pomiaréw sa dane z dokladnosciy, kbtéra waha sig w cen-

tymetrach, przeto przyjeliSmy za jednostki w rachunku wyr. centymetry, oszezg-
dzajac sobie trudu przez prayjecie wartosci przybliZonej x,. Wartodé wszelkich




§ 2. Wyrdwnanie spostrzeken bezpofrednich o dekludnobel rdinej. bb

wynikéw wyréwnania powinno si¢ podawad z dokladnosein wigksza o jedno
miejsce dziesigtne jak wartodei spostrzegane. Okolicznosé, Ze [3] nie jest Scidle

n
ma widoeznego wplywu na dokladnosé obliczenia bl. drednich, i tak w praykladzie

[

=626 i [8]=0, wypadaja oba blgdy srednie
/

: : - Lt :
zerem, lecz wynosi 04 (wynika fo z powodn zaokraglenia wartosci 1 , hie

tyl!lﬁ‘d.] nyui, 1 iGZOI]ylll pray

nawet i na drugiem miejsen dziesietnem zupelnie takie same. Byloby wiece bez-
celowq pracq, zachowad dokladniej, jak podano w przykladzie.

Nakoniec mozemy sig zapytac, czy osiqgnelismy przez wyrdwnanie prze-
cigtng srednia  dokladnodé pomiaru tasmq. 7 wzorn empirycznego na $r. bl. po-
miaru tasma wynika : 0:006Y212°2 m =73 em. Poniewaz gr. bl. p. odnoszacy
si¢ do poprzednio podanych spostrzezen wynosi p=-=b'1 em, przeto wystarczy-
loby wlageiwie jedno wzglednie dla kontroli dwa spostrzeZenia, aby osiagnagd
zadang dokladnodd, podezas gdy przez osmiokrotny pomiar tej samej dlugosci
emniejszylismy blad jej na pr=-+1'8 em.

Natomiast inacze] wygladalaby sprawa, gdyby powy#sze rezultaty odno-
sily sig do pomiaruséatami mierniczemi. Przecigina dokladnosé tak wylkonanych
pomiaréw bylaby okreslona przez empiryczny wzér na bl &r.: 0:008Y212:2 s =
=44 em. Jak tedy widzimy, nie wystarczylby wéwezas jeden pomiar, gdy#
blad #redni pojedynczego pomiaru wynosi p=--5'1 em. Oczywiscie daje nam
i w tym przypadkn wynik wyréwnania znacznie wicksza dokladnosd, jak prze-
cigtna.

Przy sposobnogei warto poruszy¢ jeszeze jedna sprawe. Przypusémy, zZe
cheemy osiagnad dokladnogé pomiarn dlugosei takn, aby blqd sredni ostatecznego
wynikw nie przekraczat 4 em. Na podstawie dwu pierwszych spostrzezen prze-
prowadzamy rachunek prowizoryeznie i przekonujemy sie, #ze blad dredni p wy-

10
nosi == 10 em, a zatem bl. dr. ptx=‘v2 em == -1-7"1 em; otz cheemy wiedzied, ile

razy nalezy jeszeze powtorzyd pomiar, aby zredukowad bl, sr. wyniku z =71 em
do = 40 em.
2

5 \ % : pom i | ) ¥ e s et 1 sy
Poniewas p? = zatem (pod zalozeniem, Ze blad sredni nie zmieni sie,
P ) 1 ) 4 1
n
. ) . o JO0 g
t. zn. stosujac tq sama dokladnos¢ pomiaru) ofrzymamy: n= , == 16 =63,
] )

n zatem nalezy wykonad 7 spostrzezen, t. j. jeszeze b dodatkowych,

§ 2. Wyréwnanie spostrzezen bezposrednich o dokladnoSei roznej.

Spostrze#eniom . o dokladnosei réznej odpowiadajy rdine wagi p.
Zasade przyjmowania wag a priori oméwilismy dokladnie w § 4-tym
II-go rozdz. Mimo to, ze wzgledu na wielka donioslodé tej sprawy, po-
wrécimy do niej raz jeszcze pod koniec niniejszego ustepu, podajge odpo-
wiedni przyklad.

Jak juz wspomniano w § 2-gim Il-go rozdzialu, wyréwnanie tego
rodzaju spostrzeZen odbywa sie na zasadzie [pdd]=min, a zatem suma
tloczynéw kwadratow bledéw pozornych i wag musi byé najmniejsza.



514 I, Wyrbwnanie spostrzeken bezpobrednich.

Przypusémy, Ze spostrzegaliSmy bezposrednio pewna wielko§é n razy,
lecz kazdym razem z inng dokladnoScig, w obec czego spostrzezeniom
4y by ... I, odpowiadaja réZne wagi p,, p,,... pu. Chcemy wyznaczyé na
podstawie rachunku wyréwnawezego najbardziej prawdopodobng warto§é
spostrzeganej wielkosei X.

Jezeli & ma byé wartoseis ,wyréwnana“, musimy je znale§é z wa-
runku: [pdd)=min., t. zn. nalezy znale$é z na podstawie réwnania:

alpdsl _, o
dw

Tworzge jak poprzednio bledy pozorne d, jako résmice wartodci wy-
rownanej & a spostrzeganej [, otrzymamy n réwnan ksztaltu:

0, =a—1;. (2)

Wstawiajac te wielkosei do poprzedniego réwnania, otrzymamy :

d[p do d o’ dd,? Pud 0,2
[zx -J=P_1_dxt _,_Pe_dx_z_ R g (1*)
2p,0,42p, 03+ . . .2, 0, =0.
: [p6=0], lub G)
|2 (#—1)] =0. (8%)

Ostatnie réwnanie mozemy napisaé takze w ksztalcie:
|ple=[pl], zatem:

Loy, @
[»]

Wyrazenie to nazywamy $redniq aryimetyczng ogdlng; otrzymujemy
je dzielac sume z iloczynéw wartosei spostrzezen i odpowiadajacych im
wag przez sume wszystkich wag., Kontrolg rachunkows daje nam w tym
przypadku réwnanie: [pd]=0 (w miejsce poprzedniego [d]=0).

o0 ==

Przejdzmy teraz do oméwienia bledow Srednich. Poniewaz spostrze-
zenia nasze nie tworzy szeregu o pewnej stalej dokladnosei , lecz kazde
z nich nalezy do innego szeregu o réznych dokladnodciach hy, ky, ... h,,
odpowiadajg im przeto rézne bledy érednie my, fy,...u,. Aby jednak
uzyska¢ miarg porownaweczg dla ich dokladno$ci, wyobrazamy sobie pewne
spostrzezenie o wadze p=1 1 o odpowiadajacym mu bledzie §rednim g,
(przyczem jest rzeczy zupelnie obojeing, czy spostrzezenie takie istnieje
faktycznie w zespole naszych spostrzezen). (Por. koncowe uwagi § 4, rozdz. II),

Blad ér. spostrzezenia o wadze p=1 nazywamy jednostkowym ble-
dem grednim,

Najprodciej dojdziemy do wyznaczenia tego bledu przez zamiane
zespotu naszych spostrzezen o wagach i bledach ér. réinych na szereg
spostrzezen o wagach p=1, o wspolnym bledzie srednim, ktéry wedle po-
wyzszych uwag bedzie oczywidcie jednostkowym bledem grednim .
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Wiemy na podstawie prawa przenoszenia sie bledéw (rozdz. IL
§ 3, 1), ze mnozZyc wartoS¢ spostrzezen przez pewng (bezbledna) liczbe a,
mnozymy réwnoczesnie i blad éredni tegoZ spostrzeZenia przez a, otrzy-
mujac w miejsce poprzedniej wartofei —- u warto$é bl. §r. 4-au. Wraz
ze zmiang bledu dredniego zmienia si¢ jednak i waga spostrzeZenia i tak,
jesli wynosila poprzednio p, bedzie po pomnoZeniu spostrzezenia przez a,
wynosila na podstawie zwiagzku:
-2 ©)

Mnozge tedy wartosé sposirzezenia przez a, dziele wage tegoz spostrze-
Zenia przez a’.

PiiPar= ; juz nie p;, ale P, =

;2:1.@

Skorzystajmy z tego twierdzenia w mnaszym przypadku. Cheac za-
mienié spostrzezenie ! o wadze p; i bledzie #&r. o4 u; na wielokrotnosc,
tegoz spostrzezenia o wadze p=11i jednostkowym bledzie sr. -, nalezy
je pomnozZyé przez Vp;, (przez co otrzymuje sig wielokrotnodé tegoz spo-
pi

strzegenia o wartodei 4\p;, wadze =11 jedn. bl. &r. == ).

W ten sposéh moZna wszystkie spostrzezenia l,, ly,...ln o wagach
Dy Py « » P 2amienié na ich wielokrotnosei Z, Vpyy LVpy,y - -« Lpa 0 wagach
réwnych jednosei, nalezace do jednego szeregu, ktérego miara dokladnosei
jest jedn. blad ér. w,.
Bledy prawdziwe tych wielokrotnosei ma]q wartosei :
&Yp:; &Yy & VD
Zatem jednostkowy blad sredni m, otrzymamy wedle wzoru:

.plel +p €£2+ pﬂ E“ lp&E‘]. (6)

i)l
/'
Ho n n

Aby przejéé do zwiazku o bledach pozornych d, zastosujemy rozu-
mowanie analogiczne jak przy spostrzezeniach réwnodokladnych.
Jak tam mamy i tu n zwiazkoéw ksztaltu:
&i=0;+ X —z, ()
a podnoszac kazdy 2z nich do kwadratu i mnoZzac przez p, otrzymamy n»
rownan : :
Dy & & =P,y d_1 ‘51 A 210161 (4\’_3) -l'}?; (X'_:E:]z
Dy & & =Py 0, 0+ 2,0, (X —2)+ py (X—2)*
...................................... (8)
P €1 &n = Pu 00 0y + 2 Pu 0, (X —2) + po (X —2)*
za§ w sumie: [pee] = [pdd] +2[p 0] (X—2)+|p](X—2z)™
Wobee [pd]=0 bedzie dalej: .
[ 2 g] =[ p 0]+ [ p] (X —2)*. (8%)
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Nieznang nam wielko$é (X—z)? zastapimy, jak poprzednio, wiel-
ko$cig najbardziej nadajaca sie do tego, t.j. kwadratem bledu ér. éredniej
arytmetycznej ogdlnej w.%

Blad ten otrzymany w sposob analogiczny jak dla $redniej arytm.
zwyczajnej. Wzor na Srednig arytm. ogélng mozemy przeksztalcié w spo-
s6b nastepujacy:

ool Yoy e Vs gl g
R [»] [»] LYp, A [p)] b\Do+. . . [v] bV D )

Poniewaz wszystkim wielokrotnodeiom spostrzezen 4Vp, odpowiada
jedn. blad dredni p,, przeto bedzie wedle prawa przenoszenia sie bledéw :

2 Py 9, Pg 1 Pa 9 P—nlz ;
A ety P v ST BRI g | 3000 S (10
Ha™= it F gk [P2™ ™ o] )

Kladac w poprzednim zwigzku (na g), (X—a)%=u,? otrzymamy :
[p €] =[p 00)+ uy?; npey*=[pdd]+p,% a ostatecznie: (11)

Iy 2= Lp;?fll i"'n‘=.\/ I:jfjr;] y oraz: (12)
o [p09] v/ _[pdd] 13
R0 \wun~n o

Oczywidcie, ze i w tym praypadku wprowadzimy do rachunku z,,
warto$é prayblizong Sr. arytmetyczne] ogdélnej, oraz wyznaczymy [pdd)
podwdéjnie, raz tworzac poszezegdlne pd® i sumujac je, zad drugi raz
wyrachowujac [p dd] ze zwiazku kontrolnego, ktéry zavaz wyprowadzimy.
Jesli podniesiemy n zwiazkéw ksztaltu :
T— {S;J:i!;
do kwadratu, pomnozymy kazdy przez odpowiednie p; i je razem zesu-
mujemy, ofrzymamy réwnanie:

[pla*—22[p 0]+ [p dd)=[pil]. (14)
iy 2 (21’
Poniewaz [pd]=0, a 2= Tp]*? przeto otrzymamy :

(pll[p ]
(2]

mialo ksztalt:

+[p dd]=[pll]; a ostatecznie réwnanie kontrolne na [p dd] bedzie

[p o]~ [p1y— 12 -"’%M- ' (15)

Przyktad pierwszy. Powierzchniq P, wynoszacy okolo 201 em?, wyznaczono
na planie czterema planimetrami, @) biegunowym Amslera, 5) kompensacyjnym
(Amsler-Coradi), ¢) wézkowym kulistym Coradiego i d) tarczowym Coradiego.
Cheae uzyskaé wynik bardzo dokladny, dokonano planimetrem @) osiem, pl. b)
cztery, pl. ¢) i d) po trzy spostrzezenia.
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b9

‘Wyniki tych pomiaréw byly nastepujace:

. arytm.

Z

n

n

n

8 spos
4
8
3

trzezen pl. a): 201

) pl. b): 20117
" pl. ¢);: 201-24
2 pl. d): 20118

27 em?, blad $r.

em?,
em?,

"
”

em?,

n

n

n

Pa= 4020 em?=20 m/m?
pyp==~4=0:05 em*=b m[m*
o =4=004 em? =4 m/m?
pa=40'02 em?=2m/m?.

Przyjmujac wage p=1 dla pojedynczego pomiaru planimetrem b), otrzy-
mamy wagi dla pojedynczych pomiaréw innemi planimetrami ze zwiazkéw :

nrn SN SAE A
Pa-l= _IL“.;" . IJ-bl)‘ ) Pa=
1 1
Pyl =—or o=
£ I)-z:2 P-:;x b Pe

L 1 1
qs L= g ¢ P Pa=
4% pa® V—b"‘ &y

(% 26
! ~ 400
2 OF
Myt D
g 16
w? 20
et gk 4

=\ 0006

=N 1056

= (\) 6256,

Poniewaz waga sredniej arytm., utworzonej z n spostrzeZen, jest n razy
wigksza od wagi pojedynczego spostrzezenia, przeto otrzymamy wagi dla wy-
mienionych spostrzezen :

Py =8p,=8.006 = 0D,

Pg =
Py =

-j:pb == *j:. 1'00 =
3p,=3.106

4 (

=\ 407,
Py=8p;=38.6'20 =0188, L,

], I’B ==

.L“ _—

Ly = 201:27 om?
20117 em?
20124 em?
= 20118 em®.

Resztg rachunku wykonamy w zestawieniu schematycznem, jak to mialo
miejsce przy obliczanin poprzedniego przykladu.

i | Bt Lo Bledy éred
g { edy srednie
A L (wem?) £w-mfmﬂl p | pl o : pee | pll i uwagi ‘.
& | +l=| | =
| - - { g | - ] | |
1 20127 17 | 0B| 8B — [T97 — | 8:99] 81:80| 144-B ; P
AL LT AR | E pnz\/wi“z,:-_lﬂﬁ mfm?*
2 g 7 | 40| 28'6/2:08| — | 812 — | 1648 196:0] "
. - — i — I - | i e -.-(
8 24 14 | 47 UE'B‘:— !f_l;-m - 23.;1,!11& 10| 9212 Ilu:=\/-'—§f12‘;f3-——-+1'5 mfm?
2] VY i SR B b MR S TSR ESULEA | 1
4 18 8 ]88_]504| 03— |1 19:86 — | 19 94| 12082
it i 1) = e | | el
a, =201-10 ‘ﬂnmv : |28 0|252 G "7 48 ‘.37 8b 184 82 "464‘5)
G RN o 73 | ‘ .
i 5 252:72
5 [lp]]——QOR Kontr, [p88]=2464"0— -2-8.0---=184'28.
w=201:190 em® z bl érednim Ze wzgledu, Ze wagi obliczono na 1 miejsce
4= 0015 em?, dziesictne, wyznaczono p8, p8 na 2 miejsca
. dziesigtne,
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Przyktad drugi. Pigé ciagéw niwelacyjnych o réinych dlugodciach I,
Lg, Ly, L, i Ly, nawigzanych do pigeiu punktéw stalych (t. j. o danej wyso-
kosci), schodzi sig w jednym punkeie t. zw. wezlowym. Nalesy wyznaczyd naj-
bardziej prawdopodobna wysokodd punktn wezlowego H,, oraz jej blad éredni.

Wysokodei punktow Diugogei Waniesienia migdzy p. sta-
stalych : ciagdw : lemi, a p. wezl, z niwelacji:
H, =2b51-386 m Ly =04 km hy=— 6118 m
H,=247-248 L, =08 hy=— 1:960 ,
H,=262'8b1 Li==12 hg=—17:601 ,,
H,=259:47b ,, L,=0:6 hy=—14-179 ,
H, =241:382 , SRl GRS hy=+4 8846 ,

L oznaczaja tu dlugodei ciagdw, a nie odleglodei punktéw stalych od
punktu wezlowego; najprofeiej otrzymujemy je mnozac podwdjny dredni odstep
Taty niw. od “przyrzadn przez ilosé
v przestawien przyrzadu. Dla przy-
jecia na podstawie diugosei L wag
wystarczy wyznaczyé L w km. na
1 miejsce dziesigtne. (I tak, jedli
r. odstep laty od prayrzadu wyno-
sil 6O m, a ilodé przestawien cztery,
bedzie L w kme=4 X 0:1 km =
04 Jem).

Dodajac h do [, otvzymu-
jemy pigd réinych wynikéw na
H,: 245268, 245-208, 245-250,
245:296 i 245-298.

Empiryezny wzor na blad &§r.
przy niwelacji jest p=v{Z (upro-
szezony). Cheae uzyskad proy wy-
Fig. 4. réwnanin jako miarg dokladnosei p,

Jjednostkowy blad dredni na 1 km,

wyznaczymy wagi ze zwiazkn znanego: p;: 1== 5 wstawiajac do powyz-

'-_-2.-:"
Mi® o
szego rownania liezby L odpowiadajace ilodei km ciagbw; zatem bedzie:

i v Y v

= =Dy = —— == 318 == = () ANy B e g
By T ) By S 00 0 Bl B

v
s o Bl s 0+6.
Q%) y Ps 16y o006
(Ze wzgledu, Ze przyjmujemy wagi na podstawie bl. &r. wyznaczonych
(uproszezonym) wzorem empirycznym, a nie na podstawie bl. 4r., jakie odpo-
wiadajg w rzeczywistodci spostrzezeniom, wystarczy obliczaé wagi zazwyczaj
na jedno miejsce dziesigtne). :
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Przebieg wyrdwnania wykazuje tabela nastepujaca:

| 3 ‘ pd Bich o
8 edy srednie
3 H, (wm) [l wm/m| p | pl +_i ‘ g P8 | pll 5 awagl
i | [ ] &

1| 2db208 18 | 2651200 114 — ‘2785' - | 82| B760:0 wﬁver}ss:sﬁ:
2 208 78| 181014 — 2886 — (37 50 108812) 79092 4
1 S e’y e DT (s == +252 mm
8 260, 80 | 08 2401914 — (1581 — | 29308 7200
4 296 76 | 02 162 — i2l:8(;| | 587 144:24| 11552 pa= ?21‘!?;%7.:
b 928 8| 06 484114' - |“"‘“E’. | 101685 884 T 10Gm/m

Sumy: | 54[265° n | 4261 1259 | 265997 15582‘81 ‘

. 5 ‘[pa ~006 |

= 24522 pl]*
apm 240200 LIl L gl il i)l 1304%”’

(] P
Kontr. . . 2b88:08

x=245H" 2{}) m 2z bl. grednim (o= == 2b'2m[m jest Dbledem sr. na 1 km
- 00108 m. dlugoger ciagn przed wyrdwnaniem).

Mozna takze wyznaczyd bledy ér. poszezegélnyeh spostrzezen, chod w prak-
tyce zalezy nam tylko w niektoryeh przypadkach na ich wartodei. W naszym

przypadku beda bledy drednie obliczone na podstawie wzorn p= -t —
(Pi

= = 16:0 mfm =A-229 mlm, (ho=-A-282 mfm, p =063 m/m, p;=382Dm/m
|1 g 1 Vg i b
§ 8. Rozmice spostrzezen. Wyréwnanie par spostrzezen.
7 n spostrzezen, dokonanych nad pewna wielkoscig, moZna ubtworzyé

n_]- Ty ) Ly
n,—-— rdénic spostrzezen ksztaltu:

2 i
zﬂ._ll _dgl 1y
L—li=dyy, l—l=dy,o,

zn_zj’:di,h E&""JB': dy, 2, b b N

: (1)

ln—0=dy 1, 5,,—3._,==d"“_,, i SR BT AL A A l
z ktorych jednak tylko n—1 jest niezaleinych.

Dla dalszych wywoddéw jest wazng kwestjg znaczenie réznic d, oraz
pytanie, czy mozna z nich tworzyé wartodei érednie, tak Ja.k to ma
miejsce przy bledach prawdziwych.

Biorac na uwage réZnice di = d,— I, mozemy ja napisaé takze
nastepujgeo:
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di,i=X—b—(X—U;)=¢&—e, lub
dpi=r—l;—(@— l;)=0,—0J;, zatem:
dy, i =l — li=8— &=0,—0;. (2)
Roznica dy; jest wiee nietylko roinicq spostrzezent l,—1;, ale zarazem
© roznicq ich prawdziwych oraz pozornych bledéow e—e; 1 6;—0y.
7 drugiej strony jest l,—U funkejq spostrzezen I, 1 1;, ktorej wartosé
prawdziwa X—X réwna si¢ zeru.
Roézmica miedzy wartoseig prawdziwa X—X=0, a §,— jest praw-
dziwym bledem funkeji I,—1:
X—X—(lbh—Ul) =g =li— l =8, —&;=—d,;. (3)
Mamy zatem szezegdlny preypadek, w ktorym blgd prawdziwy funkeji
rowna sie wartoscl samej funkeji wziete] ze znakiem przeciwnym.

Wedle prawa przenoszenia sig bledow jest Sredni blad funkeji &,—I;
lub 6, —1{ okresdlony wzorem:

fyt =ttt =2 g : 4)
o ile wezZmiemy na uwage m spostrzezen ! ($cisle dla m dazacego do ).
Poniewaz ‘f;,',x:[e;:’-l, zas E‘;-='~—d, ]_')I'ZGtO
[ad]
R e e

e (6)

Kladac vl(::J =D, otrzymamy zwigzek (6)

D=u\2. (N

Srednia réznica D réwna si¢ bledowi $redniemu @ pommnoZonemu
przez V2.

: . g ’ [ n”-_l ¢
Jak wspomnialem, moZemy utworzy¢ z n spostrzezef I n——— 164-

2
nic d ksztaltu:
dﬁ', i=0;— ;.
Podrioszace je do kwadratu i sumujac, otrzymamy i
[dd]=(n —1)[d0] — 2[d; 4], 8)

(gdyz kazdy 02 powtorzy sig w n-?’g—}- zwigzkach (n—1) razy).

Silmq 2[0; 0;] wyznaczymy z réwnania :
[0]?=0==[dd]42[d; d;] (gdyZ [d], a wige i [6]*=0),
zatem:  —2[0; d;]=[dd].
Rugujac w poprzednim zwigzku —2[d;d,] otrzymamy :
[dd) = (n—1) [66]+[30]=n [60). ©®
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Poniewaz wszystkich réznic d jest n ng , przeto:
. [dd] [60] .
L] = == = =2 ]
4 P e e (10)
2 2N
zab [68]=(n—1)ui & ﬂ=\/ﬂj_ , (11

Biorae do pomocy Scisly zwiazek wyprowadzony w § 1 rozdz. I11-go

e]?
(patrz wzor 16-ty): [eg]=[dd]4 t: , otrzymamy dalej :

2
[60)=(n —1) u=mn u®— [%— , zatem
-2

2
Wstawiajac wartosé na l¢] do réwnania na [eg], zmienimy ksztalt
5 .

tego zwigzku na nastepujacy :
[e€] =[00]+ p?, lub n pui—p?=[dd], otraymujgc l
5 40)
d y tﬂ . 1‘= * ‘ Y
odwrotnie: w?= " l
Mozemy zatem przy pomocy réznic spostrzezen udowodnié w sposéb
cisly (dla » dazacego do o) prawdziwo$é powyzszego zwigzku.

(13)

Teorja réZnic spostrzezen zajmowal si¢ pierwszy Jordan 1869, a nieza-
leznie od miego Bréger. Pewne niescislosci tvm]l Jordana a]\mygowal Andrae,
a w polemice, ktéra signa ten temat wywinzala i trwala do roku 1873, wzglednie
1876, takZe Zachariae i Helmert '),

Na teorji réznic spostrzezen opiera si¢ wyrdéwnanie par spostrzezen.
W praktyce mamy do ezynienia z wyréwnaniem :

1. pary spostrzezen a) rowno- b) roznodokladne;,

2. par 5 a) " b) rdéznodoliadnych.

1. Wyréwnanie pary spostrzezen.

Dla uproszezenia sprawy oméwimy przypadek spostrzezen rdinodo-
keladnych, a po wyprowadzeniu wzordw ‘ogdlnych, przejdziemy do przy-
padku 1 a), w ktérym dokladnosé spostrzezen jest jednakowa (p==1).

Dwa spostrzezenia {1/, odnoszace sig do jednej wielkosci, nazywamy
parq spostrzezeri. Zakladajac, Ze wagi ich p i p’ sa rézne, otrzymamy ich
wartosé wyrdwnana, tworzac z nich srednig arytmetyczng ogdlng:

ryi
PO X e A (14)

) Astr. Nachr, (1869) t. 74, str. 200—226 (Jordan); t. 74, str. 283—284 (Andrae),
(1872) t. 79, str. 219—222 oraz str. 267—272; (1872) t. 80, str. 67—70 Zacharine; t. 80,
str. 189—190 (Jordan); (1878) t. 81, str. 40—b52 (Helmert), t. 81, str. B1—B6 (Jordan);
t. 81 str. 225—267 Zachariae; (].STB) t. 88, str. 127—181 (Helmert).
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Zamiast uzy¢ na bledy érednie wzoréw poprzednio wyprowadzonych,
stosujemy w tym przypadku wzory zawierajgce roznice spostrzezen d =1'—1.
Poniewaz
: e i f !
O e ppr i pﬁ—i—p!ﬂ S — (V=)= p —d, l
p+p p+p p+p p+p
2l A i o BESRE ASSl RetS A
p+p p+p’ p+p’ p+p’
przeto wstawiajae te wartosei do wzoru na blad ér. g,, otrzymamy :
2, [P 89] pp'*+p'p* o, (D) P
o Lo =[pdd]= = s dl= Sy O A e
T T s (p+p) " T
d . .
Wy e e ‘. (16)
0 _V}J—i—p" \pp
za$ blad $redni wielkosci wyrdwnanej bedzie ze wazgledu na zwigzek
P L ol T . d?:
[p] p+p' (2+p)

(16)

8 0/ e=z—1'= d,.

Ha

o= ———\pp'. (17)

W przypadku wag réwnych (p=p’=1) upraszczaja si¢ wszystkie
wzory znacznie, bedzie zatem :

!
w="tY, (14%)
duills a=.g, Bl - ‘; (16%)
a? o
ph=-oy periei (16%)
a’ d J
xumzz 47 Hg=t= 2 (]7*)

2. Wyrdwnanie par spostrzezen.

Przypu$émy, Ze spostrzegliSémy » par spostrzezen, odnoszacych sig
do » wielkosci jednego gatunku, to znaczy, Ze wszysthie 1, 1y, 1, 'y, ... 0.1’
sy dlugosciami, wysokodciami lub t. p., oraz Ze kazdej parze sp. odpo-
wiada inna waga p.

Wyréwnanie polega¢ bedzie na utworzeniu 2 wielkodei wyréwna-
nych =z, #,....2., (z ktérych kazda bedzie érednig arytmetyczng utwo-
rzong ze spostrzezen nalezacych do odpowiedniej pary), a nastepnie na
WYZNAcZenin fy, fy,. ... .M, bledow 8r. pojedynczych spostrzezen kazdej
pary, oraz (s, fe,, ..M, bledow &r. wielkodei wyréwnanych. Bledy
fyy My - oo i, Nazywamy bledami Sr. preed wyrdwnaniem, za§ bledy Sr.
Mayy Mayy + oo o o, bledami §r. po wyrdéwnaniu.
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Cheae uzyskaé miare dokladnodei dla spostrzezen wszystkich par,
mozemy, o ile wiemy na podstawie do$wiadczenia, #e bledy prawdziwe
Jakotez i Srednie spostrzeZen I sg zalezne od wielkodei zwigzanych z po-
szezegodlnemi /, tak przeksztaleiéd wszystkie /, aby odnosily sie do pewnej
idealnej wielkosci X;. Znajac bowiem empiryczne wzory na p, i @;, mo-

2
%emy n. p. dla spostrzezen ! i I’ i-tej pary utworzyé wage pi== i'; it.d.
Mnozge kazde spostrzeZenie przez odpowiadajacy mu Vp, otrzy-
mamy 27 wielokrotnodci spostrzezen ksztaltu: Yo, &, Vp, ,’, Yoy &y Vpg b/, ..
Yo &, Yoo &'

Jednostkowy blad $redni tego szeregu bedzie — wedle wzoru (6)-go

§ 2-go rozdz. IIl-go, podanego na str. b7. — okredlony zwigzkiem :
p e et o Bl ke G v o g (o e BRI ERIEEE S
\ 27 r

Poniéwaz jednak wedle poprzednich wywodow 2 u, *=d,*.... 2 u,2=d,?,
[pdd)
2r

przeto: po?= _[pgd;'d]_ , lub p.ﬂ.-:-\/ [ (19)

g -
Kladace dy?= [p:fd]‘ d, =\/Lp-(:d] (¢rednie d), otrzymamy: (20)

2
(jedn. bl. ér. przed wyr.) Huimg’é'._, ﬁnﬂgg ) (21)
2
a ze wzgledu, Ze ;u,“"‘=-%‘- ]
2
(jedn. blad ér. po wyr.) p.'= d{i‘-—, ;z,_w:t%"—- (22)

Wyznaczajac bledy $r. wy i p,,, moZemy uprosei¢ sobie rachunek
wyréwnawezy, pomijajac wszystkie bledy $r. w; oraz u..

Znaczenie bledéw &r. w, i p,, poznamy najlepiej na przykladzie.

Dla przeprowadzenia pomiaréw wodnych zaloZono wzdluz rzeki » reperdw
(punktéw stalych wys.), nawigzujac niwelacje do dawnego reperu R o danej
wysokosci, Wszystkie spady migdzy reperami pomierzono dwa razy, uzyskujac
W ten sposéb » par spostrzezen. Jedli oznaczymy dlugosci ciagéw niwelacy)-
nych migdzy reperami L, Ly, ...L,, mozemy, ze wzgledu na empiryczny wzor
dla blgdu éredniego niwelacji ciagu o dlugodei L: pp==vVL, przyja¢ wagi dla

2

poszezegilnych par spostrzezen p=:2—'b=-L, przyczem, cheac uzyskad pézniej

Vo na diugosé I km, nalezy wstawié do wzorn na p wielkosci L w km (jednak
Jako wielkosei niemianowane).

Dr. K. Weigel. Rachunek wyréwnawezy, b
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Przebieg wyréwnania bedzie nastgpujacy.
Pary spostrzezen (spadéw migdzy reperami) sa:

845 8 Sg5 8/, Py 8¢ o wagach:
Py P eliie ALAE Prj
dy=s8{'—8;;, da=8"—8y, . . . . ., dp,=s,'—s,,
8+ ' 8y 4857 S48,
@y = 1 o 1 , Xg= 2 S A e iy &y == _2.__.._..
dy d, it snaczenie tych bl
T B R AT R B 131~ Tl wyznaczenie tye ;
l S DA T T V2 '’ l r. moze byé pomi-
d, d. d‘r nigte bez uszezerbku
P«x._"‘z' o Pa, =g ) I"*s-=‘ = rachunku wyr.

L[]

dy d dd 1 dd ;
s o o ““’\ [ S 2'\/ {;] o
Fo jest Jednostkowym bledem &r. t. j. spOhtlze/enm o wadze p=1 preed wy-
réwnaniem, zas [ jednostkowym blgdem gr. wyrdwnanecgo gpostrzezenia o wadze
pl, czyli po wyrdwnaniv. (Oba bledy sr. na 1 km dl. ciagu).

Blad éredni wysokodci kazdego reperu mozZna obliczyé w sposob dwojaki.
Przyjmujac wysokos¢ reperu R za bezbledna, otrzymamy (oznaczajac p, blad
g$redni wysokosci repern R; przed wyr., zad (i), blad Sr. wysokosei tegoz reperu
po wyrdwnaniu)

sposobem pierwszym : sposobem  drugim :

il \/Iddl P.H'FH,V|_L];
(23) ¥ (24)

Wi =5 \/wd (!*)rr.-“ux.,VIZHi ,

Seidle rzecz biorqe nadaja sie wzory sposobu drugiego tylko do obliczenia
bledéw fdr. wysokosei ostatniego reperu i i gdyz obliczenie ma tu miejsce
przy pomocy jednostkowych bledéw ér., odnoszacych sig do ciagu R—R,. W tym
tez przypadku dadza obie metody wynik zgodny (pom]}a]q,c bledy z powodu
zaokraglen). Dla bledéw ér. innych wysokoséi otrzymujemy druga metoda tylko
wyniki przyblizone.

Przyklad liczbowy.

i = —
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&, Oznaczenie Spady w m ]_Jlugoéd o I
. spadu ciagéw L Wagi p
= s 3t w km
| 1
1 z B mna R, 5:83bH 5:830 1-2 W=(\)U'8
TR (T s e
2 z R na R, 6:314 6.822 1-8 -FS---==L\)0'G
3| z R, na R, 4918 | 4912 1-4 T =07
L v iyl B8 M | £
4 z Ry na R, 8129 8:188 2:b ‘ =04
Wyréwnanie: (d, u w m[m). '
- ; TS 7 d 1 da || Wyréwnane wartosci
’:f" d=38'—s "";4"— Y=ot 5 Le=—|aq i spadéw @ wraz z blg-
e 2 p dami &r. (w m)
5 L 6 (3] |( 1
1| —b | ge=ckBb |4 =ck2b) 12 25| 2088 xl-r;-sszr_ (4-0002,)
- e A e Wl | AP SR VR TR
9 48 “h =49 f:l:-?‘::td;'(l 18 |64| 3b'56| a,=6-318 (:]:U 004}
2 [ [
_— e oo
gl —6 V‘f_.'m.i:;-z 'i; —-t-30] 1-4 36| 2671 @y =4915 (-+0:003)
2
el i or e SRl Lol s
A vg,-,_-s-f; g emck D) 25 |81] 8240w, =8183; (-0:004,)
Suma: 114:50
1
v2 [ J \'(1 hi L =378 m/m jedn. ér. blad na 1 km przed wyréwn.
r
V [ | _v]M 59 =4-268mm , , ' 4 1km po wyrdwn.
Bledy ér. wysokodei poszezegdlnych reperéw (po wyréwnaniu):

1 : PARAY
obliczone wzorem (Scisl.) 2V[dd]; obliczone wzorem p.,.u\/[b]; (przybl.)
()i, = 1V25 == t=25 m/m (1), = 2:68Y1-2==-29 mm
(W), =389 =47 (), = 268Y8:0=t-46
(W, = $V126 =56 |, (), = 26844 =656
(W, = $Y206 =72 (W), = 2:68Y6-9 = =70

(Niezgodno$é obu wynikéw na (p)m, z powodu zaokraglen).



68 111, Wyréwnanie spostrzeken bezpofrednich,

~ § 4. Zastosowanie metody wyréwn. spostrzezen bezposrednich do spo-
strzezen zawarunkowanych jednym zwigzkiem. (Wyréwnanie do stalej
Sumy).

Jesli spostrzeZzenia zawarunkowane majg spelnié tylko jeden warunek,
da sie ich wyréwnanie sprowadzié do wyréwnania spostrzeZen bezpo-
frednich.

O spostrzezeniach zawarunkowanych w ogélno$ci méwiliSmy w ust.
3-cim § 2-go rozdz. IL., podajac réwnoczesnie odpowiedni przyklad.

W przypadku, gdy warunek nie ma ksztaltu liniowego, nalezy go
sprowadzié przed zastosowaniem rachunku wyréwnawczego do formy
liniowej przez rozwinigeie go w szereg Taylora z pominigeiem wyrazéw
rzedu wigkszego niZz pierwszy. 3

Prawdziwych wartodci X,, X,,...X, spostrzeganych wielkosci, spel-
niajgeych warunek :

F(Xy Xgynrioon)mO, (1)
nie bedziemy mogli wyznaczyd, muszac sig zadowolnié najbardziej praw-
dopodobnemi ich wartodciami #,, ,,...2,, spelniajacemi warunek :

F(%yy Tyye o y)=0. (2)

Podstawiajac za z,=I,+d,, &, =l+0y,.... a=1,+0d,, otrzymamy
pomijajac wyrazy rzedow wyZszych niz pierwszy :

or or ar

Py G- z) =y el 50yt

X *
o d,=0. (2%)

Oznaczajac dla uproszezenia pochodne czgstkowe 3;: przez a;, be-
dziemy mieli nastepnie :
AU B ) e g B S g Ba e« v B O} (2%%)
Natomiast wartodci spostrzeganych wielkodei 7 nie sprawdzg funkeji
do 0, lecz bedzie:
P L L) s sz, zatem : (3)

a,0, +ay0y+ . . . @, 0, + w=0. 4)
Wyréwnanie mozna w tym przypadku przeprowadzié przez sprowa-
dzenie spostrzeZen zawarunkowanych do spostrzezen bezposrednich.
Przyjmijmy dla ogdlnoci, Ze spostrzezenia ! nie byly o dokladnosei
jednakowej, Ze zatem odpowiadajy im wagi py, Py ... P
Wartodé wyréwnana z;, dowolnego spostrzezenia l;, moze by¢ przed-
stawiong przy pomocy dwu spostrzeZen niezaleznych, z ktérych jedno
otrzymujemy wprost jako
zi=lL+0;, (b)




§ 4. Zastosowsnie metody wyr. spostrzeden bezpodr, do spusf.r:ahn znwnrunk Jadnym :wlqzklom 69

zad§ drugie ze zwigzku [ad]+w=0, wstawia-jqc za 0; wielko§¢ z;—I;:
a0+ ay 0+ . ... Aa; (@wi—1l)+ .. . 4@y 0,4+ 0=0, zatem
z;=n(Z,-- ;ﬁ)_[{%dl_ﬁ;ﬂ; ﬁ'-, a wlaciwie =@l .. by by o l)—
ad — 5;
_led-at, o
[a (5]—-{1,' é.‘ Cos . w -
przyczem — e =0/, jest bledem pozornym spostrzeZenia | l;— e =,
Spostrzezeniu ; odpowiada waga p;, za§ wage p,/ spostrzezenia

(Z‘-m-z-) mozemy obliczyé w sposéb nastepujacy.
Warunek, ktéry spelniaja bledy pozorne d, dotyczy oczywiscie i ble-
dow prawdziwych &; zatem jest: [ag]+w=0, lub
@, &+ 0y &+ . v @ 8@ (Xi—b)+ @&t oy &+ 0=0,

w  [ag—as

a dalej X;—{e=—- ~, w obec czego:

@ i
6/ =X; —»(3,-‘_.3_) e 5].:%'.?",, Ll 2 f-.:‘ﬁf*_;;.e_:t%_fﬁ SR L
Przechodzge do bledéw érednich, otrzymamy przeto (blad ér. a priori
wielk. 1,— --@—):
@ !
[ aa] a?
P ) PR ey
h.,-f?:-_..[a s ]&-i-.ﬁ'- ) zas ;;,'— p_mx_fi_, a ostatecznie . 8)
n‘!l.,'2
p‘ -—-————14
aa | ai
-5 ©)
P i

[27] ,

Srednie arytmetyczng ogdlng z; otrzymamy wedle wzoru z= ]

P O | (10)

G p,+p, T T adperpd)!
aa
. pi’ a;i
8 poniewa# p;+p;’ = {E‘E.].... A prase i+ pi’ o m:
3 by Lok
‘ at/Pi
zatem ®;=1l—w (¥

Hl
Do dalszych wywodéw dotyczacych bledéw érednich najlepiej uzyd
réZnicy spostrzezen d.
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W :naszj!m przypadku
©

d=£‘-—--:l-—£‘-=—-a-‘-- (12)
A ; AN AR 8 DN e U 13
I(ggdn. blad ér. przed wyr.) po’=d A [‘_"“_]’ Mo v-ﬂ—: (13)
p et p
v 1
(bl. &r. spostrz. I przed wyr.) ui= s R SE A )'__, zas (14)
Vp: \/ _'?”i]
P
s il Ho w an] a*/1
blad &r. wartodci wyr. ) Mo == V[ ——v (16)
(blad § Y. Z;) Ma, error [MJ o= w Vo
D

(czyli blad Sredni po wyrdéwnaniu), .

W preypadku, gdy f(, L,...lL,) na ksztalt sumy, t. j. gdy I +4,+
ciitly—A=0 (dla 4= const.), wzory upraszczajs si¢ znacznie, otrzy-
mamy je przy wagach réinych pi, py,. - .pu, kladge we wzorach poprzednio
wyprowadzonych a,=a,=...=a,=1. A zatem bedzie:

SU;=Z,'—OJ- P : {11*]

i
B A e e R \/ A —--II 1 (12%)
S e S e

i
Jeszeze bardziej uproszcza sie wzory w przypadku F(l, &y, ...l)=
=l b+l 4. by 6§ gdy: L4l + .. li—Ad=0 (przyczem 4 =const.),
8 wagt p,=p;=...Pa=1.
Wkory te przybieraja wowczas nastepujace postac:
w

o= f—— ot

x=1 ﬂr (11 )

(0] (O e i

po= =i 288 fg=—\p_1, (12%%)
\n n

Przyktad pierwszy. W trdjkacie plaskim pomierzono katy z jednakows
dokladnogcia, uzyskujac nastepujace wyniki:
= 44° 156/ 80’
= 700 88 15/
y— 650 05/ 50/’

e U LR LA 1S




§ 4, Znstosowanio metody wyr. spostrzeien bezpofr, do spostrzesen zawarunk, jednym zwigzkiom, 71

Warunek jaki maja spelni¢ wyréwnane wartosci katéw wq, @y i @y, odpo-
wiadajacy réwnaniu (2-mu), jest:
To+ 2 a0, —1800=0.
Poniewaz suma katéw mierzonych wynosi 179° 59/ 35//, przeto otrzymamy
z réwnania (3-go) wartosé w:
' 179969/ 357/ —1800 00/ 00"/ = —2b'/ =w,
Wartosei wyrdéwnane spostrzezen otrzymamy ze zwiazku (11%%):

w 207!
Bp=0— — =g —— =440 15/ 38//-38
n 3
) 267/ :
Bg==f— - maf -~ — =700 38/ 28//-33
n 8
Y R g
Wy ="— - ; =g+4 . =65 05/ H8//-38
* [
1799 597 59799,
Ze wzgledu, Ze spostrzegalismy katy — jak o tem pouczajay nas poniZej
obliczone bledy érednie — z dokladnoscia mniejsza niz na 107/, mozna podacé wy-

niki wyréwnane w sekundach lub conajwyzej w dziesiatych sekund, dostosownjac
ich sume w zupelnodei do 18009,
Wyréwnane spostrzeZenia sa zatem ;
xe= 449 156888
x3— 700 88/ 28774
y= 65005’ 58/"-3
_.=ni80" 007007/,
Bledy srednie otrzymamy z wzoru (12%%) dla wszystkich trzech spostrzezen:
2677 267/

(przed wyréwn.) pe= i =4=14/14,  (po Wyréwn.) pg= : V2e=11//8,

Przyktad drugi. Jako przyklad drugi podajemy wyréwnanie ciggu niwe-
lacyjnego migdzy dwoma znakami (markami) wysokodei s
Dane sg wysokosdei punktéw A i B oraz (z niwelacji) 8 wazniesienia, t. j.
migdzy p. 4 i1, 1 i 2 oraz 2 i B; wreszcie znane sy dlugosei ciagdw czastko-
WyCh LA_j 111 9 i Lg,_r,n,
hye=+5681bm L41=18km
Hy=3812:301 m hymm — 4220 m L, 2=0ka
]In 316- lzf')m hq—"-f 2:695 m L\_ ;;=-r b kem

AH=Hy—Hy=+3414m 2h=-+8781m.
Wedle wzorn (8)-go otrzymamy © z réwnania:
Sh—AH=w=38781 m—3:774 m="Tm[m.

Wagi wzniesien spostrzeganych przyjmiemy — jak dotychezas przy wy-
rownaniu spostrzezen uzyskanych przez niwelacjg — réwne cyfrowo odwrotno-

deiom diugosci ciqgdw; ze wzgledu, Ze w wyprowadzonych poprzednio wzamrh
znajduja sie odwrotnosei wag, przeto 1423
1 J 1 .
=18, -—l--==0-9, --1-—2-5, a =52, Ao
P Py Py (2]



72 11, Wyréwnanie spostrzezen hezpofrednich.

‘Weniesienia wyréwnane uzyskamy z wzorn (11%):

: 7:0 :
@y = +5816m — o 18 mm =+ 5816 m — 24 mim = +5:312,6 m

70
= — 4220 m — .00 mpm = —4:229 m — 12 mfm — —4:280,2 m

7:0 , .
@y =+ 2695 m — 53 2:6 mfm == + 2696 m — 34 m/m = +2:691,6 m

Se=8774 m
Bledy érednie otrzymamy z wzoréw (12%):

bl
LSS m-!-mmi&l m/m (jedn. blad &r. na dlugodci 1-go km).

IO
"™ Vo VI8 mfm =41 mfim, py=-

70

— Y09 mfm == 2'9 mfm,
¥6:2

70

P == o) V25 mjm == 49 m/m, jako bledy érednie przed wyréwnaniem; zas

70 v T DAL
5= -E-_é-\’s-f;. 1°8 mfm =k 88 mfm, o, = V4-3,0°9 mfm = - 2:6 m|m,

70
Moy = o5 V2:7.2'6 m[m == 86 m/m, jako bledy Srednie wzniesien po wyréwnaniu,

c Przyktad trzeci. W tréjkacie pomierzono dwa boki
by 1 by, oraz dwie odpowiadajace im wysokosei hy 1 hy;
poniewaz mnalezalo znale$é rachunkiem wyréwnawezym
nietylko powierzchnie tréjkata, lecz takiZe i wyréwnane
wartosei mierzonych wielkosei, przeto zastosowano prazy
wyréwnaniu jako réwnanie odchylki (wynikajace z podwoj-
nego obliczenia powierzehni):
by hy— 4 by hy =0
Liniowe réwnanie odehylki wyraZonej, przez poprawki
wielkosci spostrzeganych, jest zatem

ay B+ ay 8y +-ay 8y + @, ¥, + 0 =0,

i 0 h (o bR A
A b, £ przyczem al=0‘bf=.-2‘, 31=3(b1)i ag,-—_-ai&- =—2-1-., os_a(};.l)
1 1
Fig. 6. of I, of bg
g db, RO % =3 (), L A hg.= T Pkl

Warto§ei spostrzezen sa nastepujace:
by==7986 m, hy=129-36 m, by==142'66 m, hy="71'86 m.
Odchylka w=5182:86—0b12b677=6:69 m®
Preyjmujae, Ze spostrzezeniu 100 m dlugosel odpowiada v.;aga réwna jednogoi,
1 vid d

5 A T06) T oo . e

otrzymamy odwrotnoSci wag spostrzeZen z wzoru

1 1 1 .
1 =079, - =129, : == 148, : =072.

Py Py Py Py



§ 4. Zostosowanio metody wyr. spostrzelen bozposr, do spostrzeien zawsrunk. jednym zwigzkiem. 73

Dalszy ciag rachunku przedstawia si¢ schematycznie :

A M e SR IR o R T , ey ____Bhédy éradn‘__
A a 1- aa q— a—a W em ;;}Iélsgt’g:g- Diugosd "pr:sd po
l-:i P P p gana wyréwnana Wyréwna- | wyrdwna-
| niem nin
1| 64:7(0:79|4186/51.1 | 8307 -——3'1] 7985 m | 79319 m 56 em |47 cm
2| 89-7(1-29|1676/p1-2| 2088/—8-1| 12986 , [129-329 , (72 , |66 ,
8|—85'0 (148 [1289(p1+8 | 1848|4 3-1| 142:66 ,, | 142691 , |76 , |69 , |
|
L Ly ST L LRl
4|—71-3 (072 |5084/51:3 | 8660|481 7186 , | 71-891 , (58 , |44 ,
|
| [f‘E]=10843
p
a
100
8 (om)=— L4 0 o, Py = oo = 63 cm.

Eif

Poczatkowy warunek przedstawia sig po wyréwnanin: 5129:12—5129:10=
=002 m? (zamiast poprzednich 6:69 m?). Zgodnosd zatem wystarczajaca.



ROZDZIAY, CZWARTY.

Wyrownanie spostrzezed posrednich
(posredniczacych).

§ 1. Roéwnania bledow. Réwnania normalne.

O spostrzezeniach posrednich méwilismy w §§ 1-szym i 2-gim roz-
dzialu drugiego. Z rozwazan tych wynika, Ze L;+d;, wartodé spostrzezenia
poprawiona o blad pozorny d;, t. j. wartosé ,wyréwnana“ spostrzezenia,
da sig zawsze przedstawic¢ przy pomocy zwigzku liniowego niewiadomych
niezaleznych ksztaltu :

Li+di=a;z+biy+ecz+...., lub ' (1)
Lit0i=ai§+-bin+c:C+ . ... +F (@, Yoy 20y« ++)s (2)

Pierwsze rownanie odnosi si¢ do przypadku, gdy spostrzeZenia sg
liniowemi funkecjami wyznaczanych wielkosei stalych z, g, z,...; drugie
ma miejsce, gdy zwigzki miedzy spostrzeZzeniami a wielkodeiami stalemi
%, ¥, %,... nie maja ksztaltu liniowego, gdy zatem L;+di=Fi(z, ¥, 2,...).
Przez rozwiniecie funkeji f(z, y, 2,...) W szereg Taylora, z opuszczeniem
wyrazow rzedu wyZszego niz pierwszy, sprowadzamy ja w tym przypadku
do ksztaltu liniowego, tak zZe zwigzek ostatnio wymieniony przybiera
ksztalt réwnania (2). Oczywidcie moZze mieé to miejsce tylko wowezas,
gdy 2., ¥y, %, .., wartoci przyblizone niewiadomych, sg tak bliskie war-
todciom z, ¥, 2,. .., %e opuszczenie wyrazow rzedéw wyzszych niz pierwszy
nie bedzie mialo wplywu na wynik wyréwnania w znaczenin praktycznem.

Ale nawet w przypadku liniowego zwigzku miedzy spostrzeZeniami
a niewiadomemi wprowadzamy do rachunku bardzo czesto wartodei pray-
blizone ,, ¥y, %,..., & to celem unikniecia operowania liczbami wiel-
kiemi. Réwnanie (1) praybiera woéwczas ksztalt réwnania (2).

Zwigzki na bledy pozorne d; przedstawiajg sie ze wzgledu na réw-
nania (1) i (2): i

Oi=a;x+biy+ez+ ...+l wezglednie (1%)
Oi=aiE+bintel+. ... +h. i



£ 1. Rownanis bledéw, Réwnania normalne. (5]

Spotezynniki a;, b;, ¢;,... réwnania pierwszego sg wielkodciami bez-
blgdnemi, znanemi ze zwiazkéw miedzy spostrzezeniami z niewiadomemi,
za$ wyraz wolny li=—1IL; jest wartoscia spostrzeZenia L;, wzigty ze zna-
kiem ujemnym.

W réwnaniu (2%) oznaczaja spolezynniki a;, b:, ¢:,... czqstHowe po-
chodne funkeji fi(z, y, 2,...) wzgledem niewiadomych z, ¥, z,.. .; a zatem:
: Ay 0h b (i) AP 1 b of; of;
Sy T el P dadeyviod St v i e v B

przyczem uwazamy je za wielkodei bezbledne; niewiadomemi sa w tym
przypadku poprawki warto$ci przybliZzonych :
5:5_"50: N=yY—Y, gﬁz_zﬂt' AN )
zas wyraz wolny l; oznacza tu rdéznice miedzy przyblizong a spostrzegang
wartosciq funlkcji:
U=1i(@, Yoy 20y )— L.

Jak tedy widzimy, ksztalt réwnan okreslajacych bledy pozorne jest
w obu przypadkach jednakowy, o ile nazwiemy niewiadome rownan ogol-
nie z, ¥, 2, ... (bez wzgledu na ich znaczenie), a mianowicie :

Oi=a, o+ by+cz+....+1;
rownania tego ksztaltu nazywamy réwnaniami bledow, a liczba ich odpo-
wiada tloSei spostrzezen n.

Dla uproszezenia dalszych wywodéw bedziemy traktowali oba przy-
padki (1*) i (2*%) réwnoczeénie, co jest mozliwem, o ile nadamy spélezyn-:
nikom @, b, ¢,..., niewiadomym #, ¥, 2,... oraz wyrazom wolnym I od-
powiednie znaczenie zalezne od tego, czy odnoszg sie do przypadkus (1%)
czy tez (2%).

Przyjmujgc dla ogdlnodei, Ze spostrzeZeniom L odpowiadajg réZne
wagl p, otrzymamy n réwnan bledéw o wagach py, py,...p., 2z ktérych

nalezy — jak to wykazano w koficowych ustepach § 1-go i poczgtko-
wych § 2-go rozdz. Il-go — przy pomocy waruniku:
[p 06] = min. (8)

rmalesé najbardziej prawdopodobne wartosci nicwiadomych , J, % .. pod
zaloZzeniem, Ze ilo§é niewiadomych k< n.
Roéwnania bledéw w ]u,zbm n przedstawis sie nastgpujaco:
d =a,z+b1_;+clz+ .o+, z waga p,
Oy=ay2+byy+eyzt.... 4+l » » Dy 1 )
dra":anm‘!' bn?f"‘cﬂz"" LR ’+£n n n 2 l
Jezeli niewiadome z, ¥, z,... majs spelnia¢ warunek (3)-cl, muszg
byé czastkowe pochodne sumy [p dd] wzgledem niewiadomych réwne zeru,

d[p dd] ! d [p dd] & a[pdd] <ok ®)

zatem : FT oy T



76 1V, Wyrbwnanie spostrzoken pofrednich (pofredniczgeych).

liczba tak utworzonych zwigzkéw odpowiada liczbie niewiadomych, a za-
tem Z.
WeZmy na uwage pierwszy zwiagzek {réwnan (b)}:
_olpoal _olpan) 06, , olpds) 00, opis] 06,
oy e TR I 00, oz TR TR o

poniewaz 6[;}(;5.6]:2‘?‘_ d;, za$ -3-2f=a.-, przeto

a[p Ij(j] ":2371051 (j‘l -1_2})2 a, 52 e e -|-232ln ay (ju'=0'.l lub

0w
[» ad]=0. (6%
Analogicznie przeksztalei sie zwigzek drugi {réwnan (b)}:
O_B[p(’iﬁ] 0[p dd] 06, K o[p dd] 0(52+ d[p 9] 04,

0y R T X T TR - Y P

(6%)

(5%*)

ze wzgledu, Ze {3)-(;"==b;, na:

d—[%(-ii]=2p‘ b0, +2py by 03+ ... .2p,b,0,=0, lub
[ 3] =0. (6%*)
Trzeci i kazdy nastepny zwiazek az do k-tego wlgeznie urobimy
réwniez analogicznie, otrzymujac [ped]=0,... [p & d]=0, zatem ogdlnie :
[p40]=0. (dla ¢ réwnego a, b, c...k). (6)
Tych &k zwigzkéw ksztaltu réwnania (6)-go nazywamy réwnaniami
normalnems. Poniewas ilo§¢ ich odpowiada dlofei niewiadomych, przeto
rugujac z nich przy pomocy n réwnan bledéw wszystkie bledy d, otrzy-
mamy k réownan, z ktérych wyznaczymy jednoznacznie & niewiadomych
z'-' y! z?‘ Lird
Po wspomnianem podstawieniu przedstawi sig nam pierwsze rowna
nie normalne w postaci:

Py (@ 2+ by +eget. ..., +4)+
TPy (0 2+ y+eyz+. .. .. +4)+
P O (A &A=y Yy €y + ... +2,)==0,  a po wymnoZeniu i zesumowaniu kalumuami
[paa)a--[pably +[pac)z+ . . . .[ pal]=0, ; | (6%)
zag drugie przy analogicznem postepowaniu:
[pablz+[pbbly+[pbel+ . . . . +[pbl]=0, (6*%)
dalej trzecie jako: -
[paclz+[pbely +([peelz+...  pel]=0 (6***)

................................

wreszeie k-te réwnanie normalne w postaci:
[pak)x+[pbkly +[pek)z+. .. .. +[pkl) =0,



§ 2. Rozwinzanie réwnai normalnych sposobem Gausss, 77

(przyczem [paal=pa’ +pya’+ ... .pua.? [pabl=p,a,b, +p,a,by+. ...+
: +Pu@, by, ... 1t d.).
Zestawiajac wszystkie rOwnania normalne, otrzymamy zatem % réwnan
ksztaltu :
[paal x+[pab] y+[paclz+. ...+ [pal]l=0
[pabla+[pbd] y+[rbe] 4. ... +[pbl]=0
[pac) x+[pbel y+[peelz+. ... +[pel]=0 (6)
[nak)x+[pbkly+ [ pek] z+. ... 4 [pkl]=0.
W przypadku wag réwnych przybieraja réwnania normalne postac:
[ea) 2+ [ab] y +[ac] 24, ... +[al]=0
[ablxc+[bb)y +[be] 2+ . ... 4+ [bl]=0
[ec] ®+-[be]l y+[ce] 4. ... 4-[el]=0 . ()
[ak) x4 (b y+[ck) 2+ . ... +[kl] =0.
Z réwnaii tych wyznaczamy jednoznacznie wszystkie niewiadome,
a nastepnie z réwnan blgdow wartosei poszezegdlnych 0.

§ 2. Rozwigzanic réwnaf normalnyeh sposobem Gaussa.

Przy niewielliej iloci réwnan normalnych, (t. j. 1 lub 2) jest obidr
metody rozwigzywania réwnan normalnych rzeczg stosunkowo doéé obo-
jetng; o ile jednak mamy do czynienia z iloScia wigkszq (6. j. 8 lub wigcej),
nalezy wedle ogdlnego zdania wybitnych pracownikéw w tej dziedzinie
zastosowaé specjalng metode rozwiazywania réwnan normalnych, obmy-
lang przez Gaussa. _ '

Metoda wyznacznikéw moze byd z korzydciy stosowana przy rozwig-
zywaniu dwu réwnan normalnych, natomiast poczgwszy od trzech réwn.
norm. nastrgcza — jak uczy dofwiadezenie — wiecej roboty rachunkowej *).

~ Metoda Gaussa jest metodq rugowania niewiadomych; zaletq jej jest
wielka preejraystosé rachunku, dalej latwa do zapamig¢tania budowa for-
mud, jak i mozliwodé bardzo §cislej’ komtroli w ciagu calego rachunku.

Précz metod §cidle rachunkowych mozZna zastosowaé w praktyce
i sposoby wykresine rozwigzywania réwnan normalnych. Jednym z takich
sposobéw jest sposéb podany przez autora?), ktéry daje mam moZnosé
wyznaczenia niewiadomych, bledéw ér. i t. p. z dowolng Zgdang dokla-

1) Pierwszym, ktéry zastosowal metode wyznacznikéw do rachunku wyréwnaw-
czego byl prof. Politechniki Liwowskiej D. Zbrozek, umieszozajac w IX t. Pamigtnikdw
Akademji Umiejptnodei w Krakowie (1884 r.) ,Zastosowanie wyznacznikdéw w teorji
najmn. kwadr.“.

% Dr. K, Weigel. Graphische Ausgleichung der vermittelnden, ... Beobachtungen,
Usterr. Zeitschrift f. Vermessungswesen, 1910,
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dnofcig, przy stosunkowo niewielkim nakladzie pracy. Sposéb ten nadaje
sig specjalnie wowczas, gdy liczba réwnan jest znaczniejsza (a wiec od
3 poczawszy).

Dla uproszezenia wzoréw podamy spossb Gaussa dla trzech réwnan
normalnych o wagach rownych; wzory, ktore wyprowadzimy, mogs byé
stosowane i dla spostrzezen o wagach réznych, o ile przeistoczymy kazda
sume ksztaltu [aa], [ab),... na sumy z wagami, a wiec na [paa], [pab]i t. d.

Majac rozwiazaé system réwnan normalnych:

[ea) e [ably -+ [ac] z- [al]=0 ]
[ab] z-[bb] y -+ [be) 2+ [bl]=0 (1)
[ac) 2+ [be] y -+ [ec) 2+ (o] O, l

mnozymy pierwsze réwnanie kolejno przez ilorazy |._qb] _|.ac_'| (przy wiek-
[aa]’ [aa] ;
t ilokei e Rl L LA e ey
sze] ilosei rown. norm. przez Al Taal i t. d.)), uzyskujac rownania:
(aboq 120100 [abac] . [ab)al
faa] " laa] *T aa) .
. | [ab][ac]  [ac][ac] | [ac][al] |
e e e |

Odejmujge pierwsze rownanie systemu (2)-go od drugiego réwnania
normalnego, a drugie réwn. syst. (2)-go od trzeciego r. norm., otrzymu-
jemy dwa réwnania wolne od niewiadomej :

sl I-ahj [ﬂ.’.b] oy --{ [be] — [abJ Iacl 2-[bl]— [ﬂ])] [G’.l] =
{[bb} [aa) }J_| {“ 'I [aa) } Hed |aa] 0
[ab][ac] rlfis [ac| [ae] LisE _ |:a¢]{a3] N
{[bc] [aal } i {{G ) [aa) } Hle] [aa) 2

Réwnania te nazywamy réwnaniami normalnemi raz zredukowanems;

wedle symboliki Gaussa piszemy je w nastepujace] formie skréconej:
[6b.1]y -+ [be. 1] 2+ [62.1]—0 ®
[be. 1]y +[ce.1] 2+ [el.1]=0,

(ogdlnie (k—1) réwnan normalnych raz zredukowanych).

Jedynka umieszczona w klamrze oznacza ilos¢ przeprowadzonych
redukeyj, a wiee w tym przypadku jedns, za$ litery umieszczone w klamrze
wekazujg nam sume, z ktorej powstal zredukowany wyraz; dalej malezy
pamigtaé, ze pierwsza redukcja odbywa sie przy pomocy odjecia od sumy
redukowanej ilorazu o mianowniku |aal, a o lczniku skladajacym sie
z iloczynu dwu sum powstalych z kombinacji litery @ z literami sumy
redukowanej, jak to widaé¢ na wyrazach:

[bb.1]=[bb] *E“[’i Tb] . [be. 1]=[be]

lab]|ac]
i

[ablla] |

o 1] =[o)—=0
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Pewng kontrole, czy wyraz zostal dobrze zredukowany stanowi i ten
szezegll, ze wyraz zredukowany, pojety algebraicznie, réwna sig zeru.
Zatem, gdy zamiast np.

lac][ad] . (ac) (al)
el.l]=el napiszemy (¢l)—-————,
bede oyt 5 sy
i 10l a3
to wyrazenie to: ()P0 —(00) gl et i E{:O.
(aa) a’
Druga redukecja, przeprowadzona analogicznie jak pierwsza, przez
pomnoZenie pierwszego réwn. zredukowanego przez —[[z—z—i]]— i odjecie go

od drugiego r. zred., daje nam w przypadku 3 niewiadomych jedno réw-
nanie normalne zredulowane podwdjnie:

{[cc L 5 (,1(1 “;"I 1]} o+ [ol. 1]— {-b"lf zﬂ I.{f]"l] L0,
(ogblnie (k—2) réwnan normalnych zredukowanych podwdjnie).
Oznaczajac wedle symboliki Gaussa analogicznie jak przy redukeji
pierwszej

: _[be.d][be.1] . o1 1.7 7 [bc 1] [bz'. 1]
otrzymujemy, jako wymk drugiej redukeji w naszym przypadku:
[ee.2]#+[cl.2]=0. 4)

Ziestawmy w 3 grupach réwnania normalne nieredukowane, raz oraz
dwa razy (w naszym przypadku) redukowane, a otrzymamy:
laa)z-[ab]y - [ac)z+[al] -_0 :
[ab]z-[bb] y -+ [be] 2+ bl] e (®)
(ac] -+-[be] y -+ [cc] -1 [el]— I normalne
[6b.1])y+[be.1]z-+[bl.1]=0 | réwn. normalne ©)
(be.1]y+[ee.1]z+[cl.1]=0 | 1 reduk.
[ee.2)z+4-[el.2]=0 } réwn. norm, 2 razy reduk. )
7 tych trzech grup réwnan (w przypadku 3 niewiad,) weZmy z kaz-
dej po plerwszym rdéwnaniu i zestawmy je w nows grupe réwnan:
[aa] -+ [ably+ [aclz+t [al]l=0
[60.1]y - [be.1]2--[bL.1]-0 8)
[ee.2] z+-[el.2]=0.

Rownan tych mamy w naszym przypadku 3, ogélnie przy k niewia-
domych bedzie ich %, tak, Ze moZemy z nich wyzn&cyyé wszystkie nie-
wiadome jednoznacznie, poczynajac od ostatniego réwnania.

Ten system réwn. normalnych przysposobionych do wyznaczenia
niewiadomych nazywamy systemem zredukowanych réwnar. normalnych,
lub krétko zredukowanemi réwnaniami normalnems.
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Poczawszy od réwnania ostatniego wyznaczamy wslecz przy pomocy
ostatnio zestawionych réwnan (8) niewiadome 2, y, z

W przypadku wag réznych, zmieniaja sie wszystkie sumy ksztaltu
[aa], [ab]...., [bb.1], [be.1]...., [ec.2], [¢l.2], na sumy: [paa), [pabd]....,
[pbb.1], [pbe.1]...., [pee.2], [¢l.2], co nie wymaga bliZszych objadnien.

Jak to obaczymy wkrétce, bedzie nam potrzebns do wyznaczenia
bledu §r. suma [d0], wzglednie suma [p dd]. Znajac wartodei niewiadomych,
moZemy obliczyé wartodei bledow pozornych d, tem samem 6% a wreszcie
i[dd], za§ w przypadku wag réznych pd? i ostatecznie [p dd).

& 3. Kontrole rachunkowe.

‘Wspomnieli§my juz poprzednio, Ze sposéb Gaussa daje nam mozliwosé
kontroli rachunkowej, niezbednej przy zmudnych obliczeniach rachunku
wyréwnawczego. Kontrole te maja tem wieksze znaczenie praktyczne, %e
dotyczg réznych stadjéw rachunku, a kazda cze$é skontrolowana moze
by¢é uwazZana za wolng od bledéw rachunkowych, o ile kontrola wypadla
zadowalajaco.

1. Konitrole spolezynnilow rownari normalnych, oraz zredulkowanych
réwnan normalnych.

Dodajac spdélezynniki niewiadomych i wyraz wolny w kazdem réw-
naniu bledéw, otrzymamy pewme liczby, ktére wzigte ze znakiem prze-
ciwnym sprawdzg nam tak utworzone réwnania do zera; zatem dla 3
niewiadomych :

ay +b, +e¢; 41 48 =0

@y +by ¢y 1, +8,=0

a,, [ bu i+ by +8, =0, przyczem suma ich jest réwnie# réwng zeru,

[6]-+[e]+ (4[]0

Osta,tnie réwnanie dostarcza nam dowodu, Ze wszystkie s obliczono
dobrze. Mnozgc kaZde réwnanie przez @ z odpowiednim wskasnikiem
otrzymamy :

0y @y +ay by +ay ¢ +ay by -ay 8= =0

a,0,+a,b,+a, ¢ +“a£ +a, 8, =0

..............................

o] - (28] + o] [0 + [ar] =0,
Analogicznie ofrzymamy, sumujac poprzednie réwnania pomnoZone
przez odpowiednie b, ¢, 1 i s:
[ab]+-[bb]-+-[be] - [bl) -+ [hs]=0
[ac] +-[be] +-[ee] -+ [el] -+[es]=0
(ad] +[bd] -+ [el] + [U] -+ [1s]=0
[as] +[0s] +-[es] +[ls] +- [¢] =0
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Zestawiajac powyZsze rownania kontrolne schematycznie bedziemy
mieli (dla 3 niewiadomych):

@) Kontrola wyrazéw s: b) Kontrola spélez. réwn. norm.:
Sl A ‘[M“Lab] By o
T 5!"{;;} 0| 0| | O
i SR ) | ; L o : . ”[;,,] e

o | gl | |w]o
0 L e |0 @ ]I[bq] '!( ]| 8] | ] 0
E][_—a; @ lm |w fl o oo 5 o [olol

W analogiczny sposéb mozZna utworzyé dalsze kontrole spolezyn-
nikéw zredukowanych rdéwn. normalnych.

Zatem w przypadku 3 niewiadomych bedziemy mieli préez kontroli
a)ib):
¢) Kontr. sp. 1. redukcl]l d) Kontr., sp. 2. red.: e) Kontr. sp 3. red.:

et 1 —=

[bb.ij'[bc.l]‘[bs.u [6s.1)] O [[ee 2]][;;.'21[03.2] 0 [zz 3] [Is 3] 0

(be. 1] [ee. 1]/[el. 1] [fes. 1]| O |[e2.2)|[22.2)

[1s.2]] O [1s.8][[ss.8]] O

[55.2]| O QU0

(b2.1] [el. 1] [zm_] lis 13 O Jles.2]2s.2) |
l[r.l]i-[c;.l J (s 1]||[ss 1) 0 0 0 ||_t;~0
'1|I O_io'l 0 "

[e2.2][el 2]

Przyczem [l2.3]=[ll.2]— ~; za§ [ls.8] 1 [ss.8] sa wyrazy

[ee.2)
utworzone w sposob amnalogiczny. Ostatnia kontrola e) jest potmabnq A
wzgledu na wyrazenie [I.3], ktérem poslugujemy sie przy kontroli [dd],
(0 czem poZniej)t).

f) Inny sposdb kontroli uzywany zazwyeczaj przez instytuty geodezyjne podajg
w koticowym przykladzie § T-go. (str: 101.).

Dr. K. Weigel. Rachunek wyrdwnawezy. ()
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Wszystkie te kontrole, uzyskane dla przypadku spostrzeZzen o wa-
gach réwnych, mozna z latwodcig wyprowadzié i dla spostrzezen o wagach
roznych, Wszystkie sumy kontrol od &) do e¢) wlacznie beds zawieraly
woéwezas © wagi p; a zatem bedziemy mieli zamiast [aa], [ab] i t. d....
[paa], [pab] i t. d.... az do sumy [pss.3] wlgcznie, ktora otrzymamy
w miejsce sumy [ss.3].

2. Kontrola sumy [0d] wzglednie [p dd].

Sume [dd] wzglednie [pdd], wyznaczong wprost z réwnan bledéw,
mozemy otrzymadé takze i inng droga, uzyskujac w ten sposéb kontrole
tej sumy majacej — jak obaczymy péiniej — bardzo waZne znaczenie
przy wyréwnaniu spostrzezen posrednich.

Dla ogdlnodei przyjmijmy, Ze wagi spostrzeZen sg roZne, Ze zatem
mamy wyprowadzié nowy zwigzek na [pdd], ktory — w przypadku wag
rownych — przejdzie na [dd]. i

Wezmy na uwage rownanie bledow: d;=—a;x+-b;y-c;2+41;. Mnozgc
je przez p;l;, otrzymamy :

pilidi=piailiz-p:biliy+picliz+pilil;, (1)
za8 MNoZac przez p;o;:
Pi0;0i=p; @ 0, &--p; b; 0,y +p; ¢ 0;3-4-p; L 6;. (2)

Dodajac do siebie » réwnan ksztaltu (1), a nastepnie » réwnan
ksztaltu (2), otrzymamy dwa réwnania:
[pld)=[palle+[ptily +[pel]z-+[pl] (1%)
oraz: [pdd|=[pad]z-[pbd)ly--[ped]z+[pld]. (2%)
Poniewaz [pad]=[pbd]=[pcd]=0 jako réwnania normalne, (co stwier-
dzilismy przy wyprowadzaniu réwn. normalnych), przeto
[p dd)=|pld], lub (3)
[» 60)=[pal] x| pbl] ¥+ [pel] 2+ [pU]. (4)
W réwnaniu tem wyrugujemy niewiadome =, y, z przy pomocy
systemu zredukowanych réwnan normalnych.
Wstawiajac za & wyraZenie uzyskane z plerwszego zr., r. norm.

Lpab] Y- Lpae]. 2 {p"l". , otrzymamy :

© 7 lpaa)” [paa] " [pad)
! [pall[pal] (. . [pad]|pal } (0 o |pac][pal]
gty e JLEEH o bl — S22 B L, | e L R
W ddlmelplll = = ¢« PP v e e }z
lub: [pdd)=[pll. 1]+ [pbl.1]y+[pel.1]z; (4%)
wstawiajac nastepnie (z 2. r. zred.)
[pbe.1) [pbl. 1]

Y= Tpbb. 1] i pon. 1) S T, dalel;

S, [pbl.1)[pbl. 1] _ [phe. 1] pbl. 1] h
[p8d]=[p. 1] Lo b {[pcs. R e -——---}z, lub:
[p 06)==[pll.2)+[pel.2])z; (4**)
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rugujac wreszcie i z przy pomocy zwigzku:

= {}% ;]] , otrzymamy ostatecznie :
[p do)=[os.2)— P AL (5. e

[pee.2)
Dla spostrzezen o wagach p=1 przejdzie powyzszy zwigzek w réw-
nanie kontrolne:
[00]==[22.3]. (®)

Zauwazyé nalezy, ze suma [l.3] wzglednie [pll.3] jest sprawdzona
kontrola e), jak to poprzednio uwidoczniono; o ile zatem ta kontrola
wypadla zadowalajaco, mamy gwarancje, Ze wyraZenie to jest wolne od
bledéw rachunkowych.

Powyzszy dowdd, przeprowadzony dla trzech niewiadomych, moze
byé uogdlniony dla % niewiadomych, w ktérym to przypadku wypadnie:

[pdd)=[pil. %], (4)
jako k-ta redukecja sumy [pll].

§ 4. Jednostkowy blad Sredni ;.

W przypadku, gdy spostrzezeniom odpowiadajs wagi rdZne, obie-
ramy jako miare dokladnoSci spostrzezen blgd $r. sposirzezemia o wadze
p =1, nazywajac go jednostkowym bledem Srednim u,.

Przy wyréwnywaniu spostrzezen réwnodokladnyeh (p=1) odpowiada
ten blad kazdemu spostrzeZeniu, nazywamy go wige wowezas krotko ble-
dem frednim g (bez wskaznika o).

Dla ogélnodei przyjmijmy, Ze spostrzeZeniom naszym odpowiadajg
wagi réZne; wzdér wyprowadzony dla tego zaloZenia bedzie oczywidcie
wazny i w szezegblnym przypadku wag p=1, jak to mialo miejsce
w wywodach poprzednich.

Natomiast ograniczymy sie ze zrozumialych powodéw tylko do #rzech
niewiadomych, vogdlniajac potem otrzymany wzor dla k& niewiadomych.

Napiszmy system zredukowanych réwnan normalnych w nastgpu-
jacej formie: '

[pab)  [pac]  [pal]
"V paa) " [paa)*T T [(paa)
2 [pbe. 1] B [pbl.1]
g [pbb.l]z [pbb.1] "t @)
_ [pet.?]
L2z [ pee. 2] iz B




IV Wyruwnn.nlu upasl.weaen puurndunh (puhrodnlcrquyuh)
WyraZajac niewiadome 2, y, 2 przez wielkoSci w,, u,, %,, otrzymamy :
2=,
[pbe.1]
A T T -
[pab] ( [pbe.1] )_“ [ pac]
2

T=U — Tpaal Uy — [pbb i _[Eaa] w,, & ostatecznie:
Ze=0ls :

A [pbc 1]
Y= Tpbb.1]

_, _ [pab) | [pad] [pbe.1] [pac]

= Yy —— ‘U ] Uy — ——— U
' [paa] " [paa] [pbb.1] " [paa]
Wartosci te, wstawione do réwnania bledéw o—=a;z+b;y+e 241,

przeksztaley je mastepujaco :

5;:&;

Uy -

_ [pat]

[pua] 3t
_[pab] [pbe.1]

[paa] [pbb.1]

[pac]

"~ [paa]

I Uy -

wy + +biy _ Ipbe.1] o+l (2)
l (pbb.1] l

Po uporzgdkowaniu prawej strony tego réwnania podlug w,, u, i w,, |

otrzymamy dalej ]

Uy Uy, ;. Biorge na uwage n takich réwnan, mozna z nich wyznaczyd,
stosujge ‘metodg najmniejszych kwadratéw, najbardziej prawdopodobne
wartosel w,, w, 1 .

warte w # analogicznie utworzonych zwigzkach, o ile zastgpimy bledy
pozorne prawdziwemi, a zatem :

A e _g P\ _[pbe.1] paf ] |
dim= gk {b‘ i pa LJ {(c “paa) ) [p0b. 1J( ]) |
_ [pab] Loaol ] fiﬂf"' 1]

a oznaczajac bi—a; - [paa] = =b/, c—a [paa) i [pbb. 1] b
Oi=a; wy b’ wgci'' uy -1 . 2%

Ziwigzek ten przedstawia nam réwnanie bledéw o niewiadomych

Natomiast prawdziwe wartoSei niewiadomych w,’, u,’ i w,’ beds za-

Bim= sty - bi’ Uy 61wy -1, (2%,
Odejmujac ostatnio otrzymany zwiazek od poprzedniego, otrzymamy :
Oi—&=a; (u,—w," )+ b (ug—2y" + ' (w, —w,’), lub:
Oi=a; A u,+ b/ Aug+e' A, +¢. (3)

Zwigzek ten jest réwniez réwnaniem bledéw, w ktérem wyraz wolny
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jest bledem prawdziwym e. O ile waga spostrzezenia L; byla, Pi, Jest ona
oczywiscie takze waga odpowiedniego &.
Najbardziej prawdopodobne wartodei niewiadomych Aw,, du, Au,
otrzymamy zatem na podstawie réwnan normalnych ksztaltu:
[paa)Au,+ [pab’]|Auy+[pac’’]Adu, -+[pac] =0
[pab’]Awu,+[pb'b') Au, +[pbe'’] Auy +[pb’ €] =0 #)
[pac'’]Adu, +[pb'e'|Awu, -+ pe’e’"] A uy +[ pe'’ ]=0.
Latwo jednak udowodnié, rozwijajac sumy [pabd’], [pac'’], [pb'e'’],
ze wartoscl ich sa réwne zeruw.

N p [p.s.v,fy‘]--_-_.1;;;'1.3\:1(b1 a, :;f} )"i'Pz a.g(b —ay [[;:::ﬂ) RS
= Dii O, (b,,n— O ll;::g? ), a zatem [pab’l=|pab]—|pac] f;’f:z} =0,

Taksamo latwo udowodnié, Ze i [pae’/]=|pb’e'’]=0.
Réwnania normalne przybieraja w obec tego ksztalt:
[ paalAw -+ [pac] =0

[P0’ Auy -+ [ pb'e] =0 (4%)
[pe/e) Aty [ po'te] 0,
§ Ao POE] __ [pbe Lo lmeiie] -
zad Aw, = Taaal® Aug=— (oo’ Au, = Tyl 4**)
Utworzmy z n réwnan bledéw ksztaltu
Oi=a; dw +b'; Aug+e''; Auy & (3)

sume [p dé], mnozac kazde z tych réwnan przez odpowiednia wielko$é p;d; .
Poszcezegélne rdwnania przedstawia sie wowezas:
pi0:0i=p;a;0; Aw, +pi b/ 6; Auy+-pie;’’ 6; Auy+-p: &9,
a suma ich:
(£ 00)=[pad]dw, +[pb'd]Aduy +[pe'’6] A uy+[ p ed]. (b)
Ze wrzgledu na poprzednio utworzone réwnania normalne sy jednak
sumy [pa d]=[pb’d)—[pe'’d]=0, przeto pozostaje:
[p dd]=[p &d]=p, &0, +peeydy+ . o o o+ Pu&y 0. (6%)
WyraZzajac w sumie [p &d] wuystkie 0 przez Aw przy pomocy réw-
nan bledéw (3), otrzymamy:
(0 06]=p e (@ du,+b'Aug+c'' Auy+ &)+ pocg(@y Au, b’y Aug+-0, ' Ay +85)+
...... + pnn(@n Aw, +b,'Quy ¢, Auy +¢,),
lub porzgdkujae wyrazy podlug Aw,, Adwu, i Auy:
[ 00]=[pae]duy +[pb'e]Auy +[pe’'e] duy +[p €]
Wreszcie po wstawieniu wartodei niewiadomych z réwnan normal-
nych, przeksztalei sig ten zwiazek na:
[ 00)=Tp g LBAET _ (bel ML ey

[paal [pb’b']  [pe''e’’]’
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przyczem, jak widzimy ilo§é wyrazéw ujemnych odpowiada liczbie nie-
wiadomych.
Wezmy na uwage [pac]t
[pae)’=(pia,8)*+(py ag€y)*+. . ... (Pn @ €2)+
+2p;a, p,y a, &8, +
+2pyy py @y €08, 12D, @y Py @y & &+
-|--2p1(11 Dn Ay & ‘Eu—i"gpza‘! DPulngpt-. ... “}‘zpn—-‘l A1 P By En—i1 Eq
Dla n rosnacego do w, bedzie wartodé przecietna sumy powyZszych
iloczynéw podwdjnych zdazala do zera pod zaloZeniem, Ze prawdopodo-
bienstwo pojawienia si¢ bledéw & wyraza sig funkcjs parzysta; pozostaja
zatem do omdéwienia wyrazenia kwadratowe, wypisane w pierwszym rzedzie :
(2101 8,)* +(Dy @ &)+ . .. +(pn @) =[p*ate’]. (6)
Sume te mozemy napisaé takze nastepujaco:
[p*a’e?|=pia,*.pi&* +py @y" . py &1+ . .. Pu® pu e
Przecietnag wartosé tej sumy (biorac na uwage znéw nieskonczenie
wiele razy powtarzane spostrzezenia) otrzymamy, zastepujac — jak w daw-
niejszych wywodach — kwadraty bledéw prawdziwych kwadratami odpo-
wiednich bledéw $rednich. Zatem

[pzaz e'l=pya,*p, 4”12‘[*101“2 ‘py Wy b ST 7 S0 AL T

, 2
Ze wzgledu na zasadnicze rdwnanie p,-“:pn‘*.—.-:%:-}-, lub p;®= ‘t;’: -,

bedzie dalej:
{pgageg]___pt a;“ﬂ-uz-l'pg %a#nn‘i‘ v P amn#ua"—_ﬂuz[paa}:

cayli [p*a’e’]=[pae)’=p,*[ paa). (M)
Analogicznie postepujac, otrzymamy rowniez
[pb'e]! g [p10'), [pe’e]'—puy* [pe'"e'). (7

Po wstawienin tych wartodeli do zwiazku na [p dé] bedzie:
b’ tialt
[ 86)=[p e — [paa) , [pb'®] , [pe’e’]

[paa] ¥ [por6) M [poe] 0
a gdy uwzglednimy jeszcze znany nam zwigzek zasadniczy

: [p:e] 1 wyrugujemy |p ge]=n u,?

otrzymamy ostatecznie dla 3 niewiadomych :
[p 06]=(n—3) uo*,

B

P do
L l::_{} /i (8)

Poniewaz w réwnaniu na [p dd] ma,my tyle wyrazéw ujemnych ile
niewiadomych, gdy# kazda niewiadoma wytwarza w tym zwigzku wyra-
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zenie ksztaltu — {ﬁ::ll Wo?=—uy? przeto w przypadku, gdy ilosé niewia-
domych wynosi %, otrzymamy wzdér ogolny : '
ghic i 3
Wy 1:-_?3, wzglednie
pd0]
vl WhL a ot
] v n—k R
Bledy $rednie poszezegdlnych spostrzezen wyznaczamy podlug zna-
nego zwiazku: p— Ho
\’jﬂs
W przypadku, gdy wagi spostrzezen sa réwne jednoseci
(Py=Py=...=py=1), zmieni si¢g powyiszy wzor na:
e i [fs()‘] . (8:!:::'.-)
n—nR

§ 5. Bledy Srednie wiellkosel wyrownanych @, ¥y, #....

W niektérych przypadkach wyréwnania spostrzezen posrednich mo-
semy poprzestaé tylko na wyznaczeniu wartosci niewiadomych, jednost-
kowego bledu éredniego w,, oraz bledéw érednich spostrzezen w;; nato-
miast w przewaznej ilodei przypadkéw wyréwnan prowadzimy rachunek
dalej, celem uzyskania bledow &r. wyréwnanych wielkosci 2, y, 2,...

Wezmy dla uproszczenia wywodéw na uwage spotrzeZenia tylko
o 8 niewiadomych, przyjmujac jednak dla ogélnego traktowania zagadnie-
nia, Ze spostrzezeniom L odpowiadaja wagi rdine.

Ziwigeek miedzy spostrzeZeniami L a niewiadomemi z, y, ¢ przed-
stawia sie wedle wzoru (2)-go § 2-go (str. 83.) w ogdlnej formie (dla spo-
strzeZenia I;):

0i=fi(z, y, 2)—L;, lub ' }

Li-+-0=f; (2, ¥, 2);

réwnania tego ksztaltu mozemy nazwaé réwnaniami bledow we formie
ogdlnej. :
Natomiast wartosei #, ¥, 2, uzyskane z wyrdwnania przedstawiaja
sig we formie ogdlnej nastepujgco:

e g (s gy viensiidin)

Y= Py (Lyy Lyy. oo La) (2)

2=, (Ly, Lyy..... L,).

Wyraz wolny ¢ w liniowych réwnaniach bledéow okredlilismy jako
rézunice miedzy przyblizons wartoscis spostrzeZenia £ (2, ¥, 2,) & spostrze-
zeniem L, mianowicie:

(1)

li=F (o, Yo, %)L,
prayczem @, Yo, 4 98 przybliZonemi wartodciami niewiadomych.
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Nadajac temu zwigzkowi ksztalt réwnania (1), otrzymamy :
Lit-bi=F(y, Y05 %) (3)
Poniewaz réwnania (2) majs waznosé¢ dla dowolnych spostrzezen,
zachowujg ja przeto i dla spostrzezen I;4-/ o bledach d;—=0; ztad wy-
nika, Ze mozemy g, ¥, i z, przedstawi¢ w formie réwnan (2), zmieniajac
tylko kazde L ma (L--1):
&y == (,DJ:(Ll n zi, Lz --|-32, Cees Ln—{—ﬂ,,}
Yo=@y(Ly +&y Lo+l .. . Lyi+4-1) (4)
o= (L, Dl L el
Kazdy z tych zwigzkéw mozemy rozwinaé w szereg Taylora z za-
niedbaniem wyrazow rzedéw wyzZszych niz pierwszy, o ile @, ¥, 2, sa
tak zblizone do wartosci @, ¥, 2, Ze powstale wskutek tego ! sa wielko-
Sciami odpowiednio malemi.
Woéwezas bedzie :

0 (Pg 0. 0 Py
, Ty Pa(Lyy Lgy. o oo L)t )(? b+ t‘)(‘;— L TR de b
4 "
ap, 0 Py oy
1, e ] i ol ) == — o . {1 F)
Yo=@y (Ly, Ly, L) 0L, b+ r)L e f}L" ¢ ©)
L9 . 2 09
2o+ (Lyy, Lyyo. .. Ly)k ) L] 4 )L Uy~ r}LH A

Zwigzki (b), polaczone ze zwigzkami (2), wytwarzajg nowe zwiazki,
(6), w ktorych dla uproszezenia oznaczono

i, dep . » & o
of o PR N s = B:, =%Yiy 288 T—Ty=8, Y—Yoy=1; z"zu:CJ (B%)

oL Wy o L oL i
a mianowicie:
—§ =0y ll s @, zg St vy [O! l]
— =0 U+ U+ . 'ﬂu b= [13 | 3 (6)
S SN R AT A ) |

Réwnaniom tym odpowiadaja réwn.mm btedéw (1), ktére — przez
rozwinigeie w szereg Taylora z zachowaniem wyrazow tylko rzedu pierw-

$zego — przemieniamy na liniowe ksztaltu:
Oi=a; E+b;n-+t-e b1, (7)
. przyezem, jak to zaznaczylismy jeszeze w § 1 rozdz. 1l-ego,
of; of; of: go
ai=— axn b= oY, Y 02z, y (288 b=Fi (@), Yo, 20)—Li).

Wstawiajac do réwnan (6) prawdziwe wartosei 4,7, L,’,... I/, otrzy
mamy i po lewej stronie tych rownan prawdziwe wartodei
—& —n/, —U’, przyczem &' =X—=z,, 9'=Y—y,, {'=2—2;
bedzie z‘Lt.em.

_gf-_.- oy l:’ |- ety l‘!ﬂf’l' sl O by -.:{0‘. l’] I -
..._‘?}'----'- ﬁ1 z:"i‘ ﬁﬁ l::‘ kR G ﬁﬂ '!N!:-'_".[ﬁ' E{] (b)
X =¥ l|f"|" Ve 3:;}'1 ooy ! [}, l’-]' I
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Réwnania bledéow odpowiadajace réwnaniom (8) sa ksztaltu analo-
gicznego do (7):
O=a; &'+ b ' +-e: &'+, (9)
(przyczem kazdy blgd pozorny réwna sie oczywiscie zerw).
Rugujae w réwnaniach (8) poszezegdlne I/ przy pomocy zwigzkow
ksztaltu (9), otrzymamy:

—§'=ay(—a §'—by ' —e, )+ ag(—ay §'—by ' —0y ')+ ...+ O (— @b —bu ' —€"C")
lub §'=[aal§'--[be] y +[ca]l’, l
a analogicznie: n/=[af] & -[bp]n' +[eB]L, (10)
oras: §'=[ay) &' +[by] ' +[ey]) &'

Poniewaz &/, 9’ i {’ sg od siebie niezaleZne, a réwnania (10) wazne

dla ich dowolnych wartodci, przeto musza by(, spolezynniki
o e-lgPa-pil-la=lA=0 | g

zas spolezynniki [@al—[bp]=[e ] 1 [

Mnozac kazde z réwnan bledow liszta,ll;u (s

Oi=a;§+bin-t-ei G+
przez odpowiednie «; i sumujac je wszystkie, otrzymamy:
[@d]= [a a] &b a) p-+-lea] L+ [all, lub ze wzgledu na (11):

[ad]-=§+[al];
poniewaz jednak wedle (6): —.j.,‘-'u——[a l], przeto
[@d]=0, a analogicznie i | (12)

[80]==0, oraz [yd]=0.
Po tych wywodach przejdzmy do bledow $r. niewiadomych #, y, 2
Wstawiajac do réwnania (2) prawdziwe wartodei spostrzezen, t. j.
L;-+¢& zamiast L;, otrzymamy prawdziwe wartosci niewiadomych X, Y, Z
jako zwiazki: :
X=, (L +&, Lyt+8,....Ln+8&)
Y=, (Ly 81y Ly+&,. ... Lyt€) (13)
Zi== e (Ly -8y, Ly-€gy. oo Ln-t-80),
ktdre pod zaloZeniem odpowiednio niewielkich & przedstawiy sie we formie
liniowej :

X=@.(Ly, La,....L,,)--«gg': & -+ :})z e R SE

Y=g, (L, Ly....L)+ ZE & |ﬁ—g Byt Fg%

AT A T gil 6 tgi Byt oo e n :?E £y
a ostatecznie ze wzgledu na rown. (2), oraz
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X—w—=a, & a6+ ....-+a,8=|ag
Y—y=B &+ &+ ... .+Buen—=|0¢] (14)
Z—z=Yy & +Yy &+ .. yutn=|yel

Przechodzac z bledéw prawdziwych na $rednie, otrzymamy wedle
prawa przenoszenia sie bledéow (§ 3. rozdz. Il-go, (14), str. 41.):

o' =[a pupl=0,® p* -y ugd o on?
l‘yz =[88 pre] =0y % 0, ® By 1y oo AP (16)
e Vo AR Pl P S e s S Ul :

Ze wzgledu, ze przyjeliSmy rdzne wagi poszezegolnych spostrzezer,
beda i u, bledy ér. poszczegélnych spostrzezen rézne; mozemy je jednak
wyrazié przez jednostkowy blad $redni przy pomocy znanej relacji

gl
P P
£ 2
Roéwnania (16) przejda tedy na zwiazki:
oo Hut i ; i
ﬂzz"":l.“r} ]Ho ) ”2._.[ ]ﬂo ) M l ?‘: ]ﬂo‘a- (16)

¢ Rachunek wyréwnawczy, przeprowadzony wedle metody naj-
mniejszych kwadratow, powinien nam dostarczyé¢ takich wartosei niewia-
domych, ktérych bledy é&rednie bylyby najmniejsze, (t. zw. najdokladniej-
szych wartodei niewiadomych).

Aby sig przekonad, czy twierdzenie to odlmwmdn rzeczywistosdei,

; aw : ; A
zaléZmy ze sumy: [ ] ~min,, [ bi l NI, Ora% l w--l = min. i zba-
r D 7 L,
dajmy uwzgledniajge réwn. (11), czy zwiazki, wyprowadzone z tych wa-
runkéw, zgadzaje sie ze zwigzkami, wynikajacemi z réwnan normalnych.
kel 3 aw T ; ;
Wezmy nasamprzéd na uwage . Jefli ta suma ma osiagnad
" Jip
wartosé minimalng z wweglednieniem trzech zwiqekow (11), odnoszacych

sig do spolezynnikow a, wowczas nalezy wedle zasad analizy dodaé owe
trzy zwigzki, pomnoZone przez pewne spolezynniki nieoznaczone, do sumy

8posob.

Przyjmujac (dla otrzymania przejrzystych wzoréw) spélezynniki
nieoznaczone: —2 Qu1, —2 Qai —2Qy3, otrzymamy — mnozac przez nie
odpowiednie zwigzki (11) — trzy nowe zwigzki: —2 Qu,((@a]—1)=0,
—2Qi2[ba]=0 i —2 Qys[ea]-—=0, ktére, dodane do [--c—;? ], utworza funkcje
9, majacs byé sprowadzona do bezwzglednego minimum; zatem

9, = [";}“]—2 Qui(aa]—1)—2 Qiz[ba] -2 Qua[oa] min. (1)
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., : : : 08, 3 ;
Przyréwnujac pierwsze pochodne T do zera, otrzymamy z réwnan
ksztaltu :

—()gi = 2—6—;!— —9 Q1_1 01;—2 th b,-——g Qq,;} G- :0, Iub :
0 o; Di

Q=i @ Q1.1-+pibi Qua-+pici Qis. (18)
Mnozac to réwnanie obustronnie przez a;, otrzymamy
I Qi Q=P @ Qui+pia: b Qro+-piaic; Qus,
a sumujge n tych zwigzkéw (dla ¢=1, 2,...n) i pamietajac, Ze wedle
(11) jest [@a]=1:
1=[paa] Qi1+ pad] Q12| pac| Q..
Taksamo otrzymamy, mnozac (18*) przez b; i ¢;, oraz sumujgc
tak otrzymane zwigzki:
O=[pab] Qi1 [pbb] Qio+[pbe] Qis
0= [pac] Qui+[pbe] Qio-+[pee] Qus.
Spolezynniki @4, Qoi Qus, uzyskane na podstawie tych réwnan,
a wstawione do réwnan typu (18), wyznacza nam poszcezegélne @, przy
pomocy ktérych obliczymy z pierwszego zwiazku (6) & a zarazem i 2.
W analogiczny sposéb otrzymamy przy pomocy funkeji:

9, ] -2 @uilasi—2 @ua (541~ )2 Qua ol min.

1 pochodnych ksztaltu Bi=pia; Qoa-t-pibi Qoo-l-pici Qs (18%)
trzy zwigzki:

(19)

0-—=[paa) Qu1+|pad] Qa2 pac] Qa.s I
L=[pab]| Qo1+ pbb] Qus-|pbe] Qa.s ¢ (19%)
O=[pac] Qa1 | pbe| Qaa--[pec] Qs I

z ktorych wyznaczymy #, wzglednie y,

za$ pray pomocy funkeji:

Q, = l -i;y I-—-Q @s.1[@y]—2 Qs2[by]—2 Q3([ey]—1)=min.

i pochodnych ksztaltu y,—=p; @ Qs.1-pib; Qsa+pici Qss (187%#)
ostatnie trzy zwigzki:
0=[paa] Qs.1+[ padb] Qs..-+[pac] Qss l
0= pabd] Qs.1 [ pbd| Qs2+[pbe] Qus (19**)
L=[pac] Qs1-+ [pbe] Qa2 pee] Qus,
z ktérych wyznaczymy {, wzglednie ostatnia niewiadomg z.
MnoZac kazde z m réwnan (18) przez odpowiednie & i sumujac
je, otrzymamy : ' ]
[26]=[pa 6] @u1-+[pb 6] @ua-+[ped] Qus,
lub poniewaz wedle réwn. (12) [ad]—O0:

0=[pad] Q11--[pb 0] Q12 [ped] Qus. (20)
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Prawa strona tego réwnania moze sta¢ sie dla dowolnych (wedle
przyjecia) wartosei Qu1, Qie i Qs tylko wtedy zerem, gdy:
[pad]=0, [pbd]=0 i [ped]==0.
Ostatnie trzy réwnania sa jednak rownaniami normalnemi, napisa-
nemi w formie skroconej, a ztad wniosek, Zze niewiadoma & — wzglednie z —

olrzymujemy identycena z rachunku l‘;}q ]= min. jak z rownan normal-

nych, t. j. z warunku [p 66]= min.

Analogicznie otrzymamy z n réwnan (pochodnych) (18%):

[86]==0=[pad] Qu1-+[pb d] Quo-t+[ped] Qus, (20%)
a z m rownan (18%#):
[y0]==0=[pad] Qs1+|pb 0] Qs2*[ped] Qss, (20%%)

ktére to zwiazki mogg istnie¢ dla dowolnych wartosei @ tylko pod wa-
runkami :
[pad)=0, [pbd]—0 i [ped]=0.

7 tego wynika, Ze wartosci niewiadomych wyznaczone z rachunku
Ma = min., w, = min. © w.'= min. sq identyczne z wartoSciami tych nie-
wiadomych obliczonemi z warunkw [pdd)= min. Metoda najmniejszych
kwadratéw bledéw spostrzezen pokrywa sie wiec z metods najmniejszych
kwadratéw bledéw §r. niewiadomych, a zarazem odpowiadaja niewiado-
mym rownan normalnych najmniejsze bledy srednie.

Mnozae kazdy z n zwiazkéw (18) przez odpowiednie ilorazy ; 1 su-

mujac je, otrzymamy

[ apa J (@ a)Qia+[b &) Qia[ee] Qus, (21)
lub ze wzgledu na zwiazki (11):
[ apa J T Qm . (22}
Analogicznie otrzymamy z n zwiazkéw (18%) i (18%*%):
,_%3_ (@] Qaa-+[bF] Qua-+[e f] Qus @1%)
[ | (ay) @s1-+[89) @ua+[en] @ o)
7 y] @s.a Y] Qsa-t-[ey] Qss, (
a ostatecznie ze wzgledu na (11):
h'iﬁ'_ZQ:.*z, [}’p‘}’] e (22%)

Wstawiajac te wartosei do réwnan (16), zmienimy je na:

o= Quatio®, 1= Qoo tho?, .= Qs ue%
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Oczywidcie, Zze o ile wagi spostrzezen sy réwne jednodei, przejda

zwigzki (22) 1 (22%) na:
Ql.i:[aa-'; Q.0 [Plfj]s Q:S.:t'r[y}’]- (2D M)

W przypadkua trzech niewiadomych mozemy wyznaczyé Qii1, Qua
i Qsa z 9 réwnan (19), (19¥) oraz (19*%), w ogdlnym przypadku o % mie-
wiadomych z analogicznie utworzonych k% réwnasi, przyczem ilosé wyrazen
potrzebnych dla utworzenia bleddéw dr. niewiadomych bedzie oczywisecie .

Rownania te nazywamy roéownaniami wag.

Postepowanie powyzsze wymagaloby rozwiazania ogdlnie &* réwnan
k(k4-1)

) gdyz udowo-

wag. Liczba ich zreduluje sie jednak ogdlnie do
dnimy, %26 Qo= Quy, Qi.n:Q:i.i; it d

¢ " & MnoZac kazde z m réwnan (18) przez odpowiednie ilorazy ﬁ
1 sumujgc je, otrzymamy :

[-;ﬁ J=[aﬁ] Qia+[00] Quetlef] @iy, a ze wzgledu na réwn. (11):

[_‘;Jﬁ_]- Z s

; ; , e I )k
zaf mnozac kazde z » réwnan (18%) przez odpowiednie ilorazy — i su-
P

mujac je, otrzymamy :
[%9_]_-_-_-{“ ) Qoa-+[bea] Quot[ca) @y, lub ze wzgledu na rown. 11):

[-C;f),] = Q;g_] . Ztl-fn@l[l Q|_g"-—v Q2_1 .

Analogicznie postepujac, mozemy latwo udowodnié, Ze wszystkie @
o przestawionych wskaznikach sy sobie réwne, a zatem:

QL‘J——"Q'JJ"—[ L;)ﬁ J, Q= Q.-c.r'*[ j}}’], Qoa= Qu.-.'=-=[ }2} ]§

08611"-‘:0 Qia=Qri & » i (24)
W obec tego redukuje sie ilo$¢ réwnan wag, potrzebnych dla wy-
; i (k1) - 1 : e
znaezenia Quy, Quo,.. . Qu.1, do 9 rownan, gdyz & spolezynnikow
: ; ; s k(e—1) . g :
Qi mozemy wyznaczy¢ tylko rownoczesnie z 5 spélezynnikami @,
R IR by
na co potrzeba razem ——- % réwnan. W przypadku gdy %=3, bedziemy

mieli zatem 6 koniecznie potrzebnych réwnan wag.

Z réownan (19) wybieramy w tym celu tylko pierwsze réwnanie,
z (19%) dwa pierwsze réwnania, dodajac do nich wszystkie 8 réwn. (19%%).
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Réwnania te przedstawiaja sig we formie zredukowanej, przydatnej
wprost do wyznaczenia potrzebnych spélezynnikow @ :

[paa)] Qi1+ [pab] Oz [pac] Qiz=1
[paal Q2+ [pab] Quot [pac] Qos—=

[pbb.1] Qss-| [[)bﬂl] Q=1

[paa) Qs+ [pab] Qust [pac] Qus—0

! [I"bb . ]] Q:L:i =t [ !’)b(}- 1] Q:;,:;=0

[pce.2] Qss—1.

Poczynajac od réwnania ostatniego, a kofczac na pierwszem, wy-
znaczamy wszystkie spolezynniki: @Qua, Qus, Qi3, nastepnie Qus, Qi2,
a wreszcle 1 Q.

Majac liczebne wartodei wszystkich @, obliczamy na podstawie
rownan (23) kwadraty bledow érednich w.? w,* 1 w.*. Wag niewiadomych
dostarczajg nam odwrotnodei spélezynnikéw @ o parze wskaznikéw jedna-
kowych :

(25)

oY H'z"._. 1_ 3 !"20,,_.. 1 __-."uz..“___.._ 1. :
o Wt Ou’ Eis uy  Qug’ b Wt Qg
Nakoniec wspomnie¢ nalezy o zwigzkach, jakie zachodza miedzy
niewiadomemi &, %, § i spolezynnikami .
Mnozac réwnania normalne, pierwsze przez @i, drugie przez g,
trzecie przez @,y i dodajac je razem, otrzymamy : .
Y Qi1 [ paa)+ Qe[ pab)+ Qia[ pac]) &+ { Qi1 [pab)+ Q1o pbb]+ Qi pbe]}n-+
+1{ Qi [pac)+ Qo[ pbe]+ Qua| pec]} -+ Qua[pall+ Qe[ pbll+- Qs [pel]=0.
Ze wrzgledu ma réwnania (19) jest spolezynnik przy niew. & réwny
jednodei, a spolezynniki przy # i § sa réwne zerom, przeto
—&= Qua[ pall+ Qua[ pbl]+ Qua[ pel]; (27)
analogicznie otrzymamy, mnoZac rownania normalne przez Qz, Qu2, Qua,
a nastepnie przez Qis, Qus, Qus, ze wzgledu na zwigzki (19%) i (19%#):
— = Qual pall+ Qualpbll+ Qualpel] i @r*)
— & Qual pal)+ Qual pbUI+ Qus[ pell. (27*+)
Sa to wzory odnoszace sie do t. zw. nieoznaczonego rozwiqzania
réwnan normalnych.

(26)

§ 6. Wyprowadzenie wzoru na jednostkowy blad Sredni g, sposobem
drugim (krétszym).

« " p Wezmy na uwage zwigzki miedzy prawdziwy wartodeiy spo-
strzeZzenia IL;+4 & i prawdziwemi wartofciami niewiadomych X, ¥, Z,...,
oraz miedzy wyréwnany wartodcig spostrzezenia L;-|-d; i wartosciami nie-
wiadomych, uzyskanemi z wyréwnania z, y, 2,... (w ogélnej liczbie k):

L;+-&=1Fi(X, Y; Z:"') {1)
Li+-0i=fi(2, @, 2...) (2)
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Znajac odpowiednie wartosci przybliZone niewiadomych
Ty, Yoy Zyy- - v Przyczem niech bedzie X=g, 4§, Y=y, 7/, } 3)
Z=2z,+L" ..., 288 o=+ &, Y=Y+ T=2+2. ..
mozemy oba zwiazki (1) i (2) rozwinaé w szereg Taylora z pominieciem
wyrazow rzedu wyzszego niZz pierwszy.
Otrzymamy wowezas:

Lit-e=1 (%, Yo 20+ - )@ +bin' -6 8- .. (1)
Li+0i=F oy Yoy 20y + )+ @ E+big+0l+ ..oy (2%)
or; of; or;

prayczem e =, 11358 = Y 1 T

Odejmujac réwnanie (2%) od réwn. (1%), otrzymamy
fi—0i= i (E— O+ 00 - )+ =+ -, *)

lub ze wzgledu na 1¢'}wn'mia. (3):

&—0;=a; (X—2)+ 0 (Y —y) i ci(Z—2).. (4%)

Przyjmijmy, Ze L&Adamu spastuemmu L odpowla.da. inna waga p.
MnoZac réwnanie (4%) przez p; &, otrzymamy :
Pi€&—pP; € 0i=p;a; & (X—a)+p: b & (Y—y)--pici&( /—z) e Lo (D)
zZa§ MNOZAC je przez p;o;: !
Pi&0;—pi 0 0i=p;a; 0, (X—2)+p; b; 6 (Y—y)+pic 0, (Z—2)+ ... (b¥)
Sumy tych zwigzkow dla ¢ od 1 do » wypadng:
[0 ee]— [p ed]=[pa €] (X—2)-+[pbe] (Y—y)+[pee|(Z—2)+... (6)
[ £6]—[ p 06) [ pa 0] (X—2)+[ pb 6] (Y—y) +[po d) (Z—2)+ ... (6%)
Wobec tego, ze |pad]=|pbd]=|ped]-—...=0, otrzymamy dalej, su-
mujac oba réwnania (6) i (6%):
[p e8] —[ p 00)=[ pa &) (X—2)+[pb ] (Y—y) +[pee) (Z—2)+... (7)
Kladac ze wxgledu na réownanie (14) § b-go (str. 90.)

Ko [a'f]r )_‘7 [3E|$/_‘ [}"E]l"':
]:17(3Lszta101my ZWI gzak (7) na mastepujacy:
[ 2 &e]—[ p 60])—[ pac][ae|+| pb €] [Fe] -+ pee] [ye]+. . .. | 8)
Wesmy na uwage iloczyn sum [ pae||ae)].
[pae][ae]=(p, ay & Py @y st . . . + D0y &) (XA & + g &+« . . Ay &)

Po wymnozeniu, otrzymamy wyrazy dwojakiego ksztaltu:
D Q& &, OTAZ (P;@; @) | Pray ;) & .

Ze wzgledu na zalozenie, ze funkeja prawdopodobienstwa bledéow e
przedstawia sie jako funkeja parzysta, suma wyrazéw ksztaltu drugiego
bedzie zdazala — przy rosnacej liczbie spostrzezen m — w przecieciu do
wartofci granicznej zero; a zatem otrzymamy w tym przypadku:

[pa €] [ae]=[pa ase]=p,a; @& +p,a, @yt .. Fputaanen®.  (9)
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Przecietna wartodé¢ tej sumy wyznaczymy, zastepujac, ze wzgledu

na Mﬁm@, kazdy wyraz p;&* kwadratem jedn. bledu ér. g,® Polo-

Zymy zatem w przecieciu:

[pae)[ae]=[aa] u,* : (10)
Analogicznie otrzymamy :
[0 €] [fe]=[0Blue® [pee]lvel=[ey]mo®. .. (10%)

Wedle réwn. (11) § b-go (str. 89.) sa jednak sumy
[aal=[b f)=[o7]=. .. =1;
zatem wracajge do rownania (8), otrzymamy :
(2 ee]=[p 0]+ po* +pto* -+ . . . pro* == p 06]+F py?, (11)
n o ==[p 0]+ & u?, a wreszcio:

[p63] (o]

%zmn}z_—"k" wzglednie ;uu=-'-=\a‘ln % B oW (12)

§ 7. Przyklady wyréwnania spostrzezen posrednich.

1. Przyktad pierwszy (o znaczenin dydaktycznem).

W celu wyznaczenia «, kata skrzyZowania sie dwn kiernnkéw, pomierzono
a8 alow 7Y} 7 nkt skrzyzowania za poczatkowy, a j 0=
tagma, stalowa, przyjaws punkt  skrzy poczatkowy, a jedna z pro
stych za of wa-6w, odcigte X i rzedne ¥, otrzymujac

Xe= 500 m 10:00 m ]gUO m 20:00 m
s ‘75 b4 m 4703 m T0:64 m 94:14 m

Poniewa? odeigte nie przekraczajy 20 m, t. J» dlugosei 1asmy stalowej, przeto

mozemy je uwazaé za bezbledne, natomiast prayjmiemy wagi spostrzezen Y wedle
A0 hyAI100
LNANego WZOrl py= u"ﬂ.—.z. 5 =100: Y. (Zatem waga dla ¥=100m réowna
~y v ;

gig 1).

Roéwnania bledéw maja tu ksztalt:

Y4-8=m.X, 8=X.m— Y.
Kladae X=a, m=ax, — Y==I, nhxymuitm} je w znanej nam formie :
== @zl

Aby nie ]n”cpmmad ad mrhrmi’m liczbami wielliemi, wprowadzimy wartosd
prayblitong =z, tak Ze wyréwnanie bedzie sig odnosilo tylko do poprawki &, pray
pomocy ktorej otrzymamy wartosé @ ze awigzku w==a &

Wartodé przyblizons x, wyznaczymy z pierwszego rownania, zatem

' 23-54

B== ¢ =471,
il
Watawiajae do réwnan bledéw wartodé a5, zmienimy je na
S=ai+4-l+tary=a gl »

przyczem h=aryl=ax,— Y.
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Schematyeznie zestawiony rachunek wyréwnawezy przedstawia sie naste-
pujaco :

|: X=a |¥Y=—I ax(;;P pah | phh 3 pasd p 88
i T | .
|1] 5:00m|28:64m| 1:0em | 48 _[107:6! 21:6| 4:3|—1-48 | —81-82( 9:42

paa

o

1000 ,[47:08 ,| 70 , | 21 210:0/147-0(102:9 |--2:04 | +-42:84 | 874
taar s S| e T ..__._......._....._.‘ = Lt il | et [AEH et |

2810(169+4 | 4867 | --74-97 [17-84 !

3(16:00 ,,70:64 ,| 110 , | 14 |815:0

4[2000 ,94:14, 60 , | 11 . ]440:01820 | 896|—5:91 | —86:02 1682 |

| S 10728 5315 [316-2 —003|52:82

R
B = — ]0057]‘%55 = — 04956, | kontrola: 816:2—0:4956 x 581:5-—=52:79.
Zie wrzgledu na to, Ze przy wyznnczaniu & wyrazilismy A w em, podezas
gdy a pozostaly w m, nalezy dla uzyskania wlasciwe] wielkosci & podzielid £/
przez 100 :
E_J
100
a ostateczna wartosé na tang a jest:
tang a=—a=—4'71—0'004956=4-706044 ;
; == 7800787047,
Blad Sredni spostrzezen 1 wynosi:

== —0004.95686,

ot

11528 R v
Mo = vz ---12:'-:1'[17'61- =422 em=—=-4-0042 m.

Blad sredni niewiadomej w, t. j. tang «, otrzymamy z réwnania
-t
P == V@11 5

przyczem 10726 @y 4==1, Q1= —0:00093.

10725
e 1

Zie wzgledu, ze VQ“ przedstawin  odwrotnosd metréw —, musimy do
m

wzorn na , wstawié p, nie w em lecz w m, a przeto

- w obec czego wynosi
Po=c1177+4,

2. Przyktad drugi. Aby mied¢ moZnosé sprowadzenia stalej C biegunowego
planimetru kompensacyjnego Coradiego 1. 11419 — bedacego wlasnoseia 1. Kat.
Miernictwa Politechniki Liwowskiej — do jednostki powierzchni, dokonano 50
spostrzeZen przez planimetrowanie jednej i tej samej powierzchni P=15.005 m/m*
przy b-ciu rézmych dlugodeiach ramienia wodzacego.

Figezac 10 spostrzezen dokonanych przy tej samej dlugodei ramienia wo-
dzacego w érednie, ofrzymano ostatecznie pieé spostrzezen wypadkowych, a zara-
zem i ich bledy érednie, ktérych uZyto dla wyznaczenia wag.

Dr. K. Weigel. Rachunek wyrdwnnwezy. 7
¥ ¥
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Przy uzyciu planimetru biegunowego mamy dla wyznaczenia powierzchni

P zwiazek zasadniczy :

P=C,o0,
przyczem C oznacza stala planimetrn (powierzchnig odpowiadajaca jednemu obro-
towi koéleczka liczbowego), za$ o iloéé obrotéw tegoz koéleczka.

Poniewaz C=2pnr, (p promien koéleczka liczb., » dlugo$é ramienia wo-
dzgcego), zad r==r, +mi, przyczem », jest odstepem punktu poczatkowego podzialu
od wodzika, i wartoScia odstepu podzialu, za§ m ilodcia odstepéw podzialu (od-
czytem na ramieniu wodzacem), przeto:

C=2pn 1,2 pni.m—=x-|my,

1)
3 ‘:c-i-my

Ze wrzgledu na to, #Ze spostrzegano ilodei obrotéw kéleczka liczbowego,
odnoszg si¢ réwnania bledéw do iloSei obrotéw o, ktére byly (érednie z 10
spostrzeZen) : ;

a dalej P=C.o0=(x-+my) o,

dla m=100, ¢=1:9989, p.=—==+0-00010,
m=126, 0=16982, p=--0:00025,
, m=160, 0=1:3304, w=-+0:00015,
m=175, 0=11408, p= 000088,
U Aem200), 0=<0'08AB, ==t0:00017;

Réwnania bledéw maja ksztalt nastepujacy :
3 /i const.
A e a
o ey pe?
Aby uzyskad¢ ksztalt liniowy mozna, albo uZyé rozwini¢eia w szereg Taylora,
albo pomnodyé kakde réwnanie przez (x-4-myy), dzielqe réwnoczednie wagi réunarn
przez (x-+m;y)?, przyczem nalezy uZyé wartosci przyblizonyeh ay i yq. *).
‘Wartogei praybluone mewmdomy{,h uzyskujemy z pw#wszc}o i ostatniego
réwnania, mianowicie poniewaz P=10005 m/m?,

10005

:c(,—f—\IUUy;o T 93@_”)0&' 25 mjm
. 10006
@y +- 200 y, = 0085 1004014 m/m?*:

@y= —28°00 mm?*,  y,=0084 m/m?.

Po pomnozeniu réwnan bledéw przez (x,-+miy,), uwzyskujemy . réwnania
bledéw ksztaltu :
8= P—o0; 6—0; My 7 Wags, A i 10 B
g ; gl 5 i (o +-mi yo)*
Po wstawienin liczebnyeh warto$ei i przyjecin stalej w liczniku wyrazenia
na wagi =1 (t. j. py,=1), otrzymamy:
— 149989 2—199'89 y--10006=3,, p,; =808,
— 15982 —19977, y--10000=38,, p,=041,
—1:38042—199'66 y+10006=8,, ps=0-79,
—11408 2 — 19964 »--10005=3,, p,==012,
—0 99602’:—19J 30 y--10006=38;, p;=0'39.

) P016w11a.| 9-ty niniejszego rozdzialu strona 116—117,
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Witawiejae do powy#zszych réwnan wartodei przybliZone na @ i y, oraz
mnozac je przez —1, otrzymujemy (pomijajac przy & znaki ujemne jako bez-
przedmiotowe) :

1:9989 £--199-89 n-- 1:4934=3, p, =898,
1'6982 £ 19977, m+ 4:9289=8,, p,=041,
1:83304 £4-199'56 n- 8:6992=3,, p,=079,
1:1408 £+ 19964 9+ 12:98562=3,, p,=012,
0-99655+4-199-80 - 01400=3;, p,=0-39.
Dalszy rachunek przeprowadzimy z uwzglednieniem dwu miejse dziesigtnych,

wprowadzajac réwnoczesnie dla llIllk!]]l‘( in wielkich réznic spélezynnikéw réwnan
bledéw nowsa niewiadoma n’—l(}*q

Prowadzac rachunek schematycznie, otrzymamy :

B5 pa al A g L Y AR DR L
2:00 2'00 149 —0'49 [pa 18:92 20'58 20:69| —59:88)=+-0'01
e 2 ( U_ 4_{?_____8%2 b 2038 22:74 24:68| —67:71{l=—0'01
P :
188/2:00] 860 —6:93 - T o
o 00----12 oal “teodl (21| 2009 2468 4910 —94:27)—0:00
1:00| 199 —0-14 _ogp|  [pe| —5988| —67:71| —94:27 4-221-8{3 —0:00
2| 7:07| 9:99 22 81 —39:87 -+0:01 —0r 01 O'UO] 000
Schemat rozwiqzania rdwnan Kontrole spélezynnikéw zreduk. réwnan
normalnych. normalnych.
al b.1] | 1.1] | s.1]
[pa| 1892 [pb | 079 --2:40 —38-21 =—002
LS i e i et o . s,
[pb| 2088 %—%}:1—0772 [pl +2 40| +26+69| —29:10| — —0-01
(T 1 e e A bl
[pl 20:569 }—i::{;]]:l 0883 [ps | —8:21| —29:10| 4-82:85 —-+0'04
'I'"— - - _;;3] _ _—l————— e i B et
[ps| —b59-88 [pas] __ 4.1649 —0:02( —001 +0 04
[p#a] ||
U o | 2e1) K -E_]:_ | 8.2
[pb| 2274] —21:95 +0-79 [pt| +1940] —19:85|= 4005
. T TR 8
[pl| 24:68| —22:18| 240 Eg%--f}—-s 0880 | [ps| —19:35| +-19:31|——004
}'-'s — 6771 +64'50I — 321 %}%’g——ﬂ 4:0632 ~+0:06) —0-04
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T | i | TUZ

U el | B | ooy | 2-2)

(b 49 IUL — 9241 42669 —17-29| +-19-40 7 ostatniej kolumny 2-giej czesei
schematu otrzymujemy :

f
[bs | —94:27) 46517 —29:10) +-975| —19'3b| 7/=—8:0880, 7= 1?)0 —0:0304.
s] H _r_em'ff}gx____“']] |n&"‘3’(ﬂ;’fw s 2] l za$ z ostatniej kolumny 1-wszej

= . czesei schematu:
[ps|+221-86]—189-51| --82-35| —13:04| 419 5]‘ E=—1-0772 4'—1:0883=2-1842,

w=wy+E=—2b:8168 m/m?*, y=1y,-+1=060:3096 m/m?
Wartosei na & i n/, wstawione do ostatnio przeksztaleonych réwnan blg-
déw, dostarczaja nam poszezegdilne &, z ktorych urabiamy [pés].
3, =—0°153, 8,=2'406, 8,= 10602, 3,= 49422, ¥, =—3'958,
[p 83]=0:0984-2: 373 40199 I-IU b").j—i 6:110=19'428
z dostateczng zgodnoseia z wyrazem [pil.2]=19-40.

JOAIR
Blad éredni p(,:v o =Y 6476 = —4-2'545 m/m?.
Bledy érednie obu niewiadomych obliczymy, poslugujac sig spélezynnikami

Qi i Qoo

Dla wyznaczenia tych spélezynnikéw ustawimy réwnanin wag wedle wzoru
(26) § b-go (str. 94.):

18:92 Q1.1--20:88 @1 9=1

1892 Q1242088 Qg o=0

2088 Q1012274 @Qoo==1, lub po redukeji 0:79 Q9=

Z rownan tych otrzymamy :

(oo=1266, @10o=—1'368;, @1.1=1'622,

a w nastepstwie beda bledy grednie niewiadomych

uxﬂpufgu-—--'-j:&?ﬁﬁ m/mz, |.l.y=;j:-p-?i‘- 1N x1) \/on——l—o 0282,

100 100
Blgdy érednie spostrzezen przeksztalconych przed wyréwnaniem obliczymy
wedle wzoru znanego pi= s HEH
‘I{Pi
py=-128 mm?, p,= j:3'98 mim?,  puy = +286 mm?, p, =786 m,’m’
I by = =408 m[m*

Odezyt na ramieniu wod/a,(,um my, odpowiadajacy staieJ (= jednostce
powierzchni, otrzymamy z réwnania :

=" 0“-’”‘
. o
zatem przyjmujac Cy==10000 m/m?, otrzymamy
10026+ 8168
—— O
T R
rad w razie przyjecia Cy==5b000 m/m*
b025:816 8
my=- T 9990,

50:8096
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3. Przykfad trzeci przeprowadzony z kontrola odmienna.

Z wmimosrodkowego stanowiska D sieci tryangulacyjnej wykonal prof.

Schwerd ') pomiar o$miu katéw metoda repetycyjna. Wyniki pomiaréw wraz
z ilogcia repetycyj] podaje nam nastepujace zestawienie.

Poniewaz do ustalenia pie-
ciu kierunkow wychodacych z D
potrzeba tylko czterech katdw,
przeto z osmiu mierzonyeh ka-
téw su cztery niezalezne, zaf
reszta katow (1. réwniez cztery)
pozostaje z tamtemi w zwigz-
kach, '

Oznaczajac wyréwnane war- 4

togei katéw: BN przez x, BH
przez y, BA przez z, BW przez
. t i wyrazajac resszte katéw przez
nie, otrzymamy 8 réwnan ble-
déw, ktore po uwzglednieniu
przyblizonych wartosel tych kas
téw

L. porz. |

Tlogd |

Zg= 6959784771,
o= 18048745160, l
2o = 19925597 -42 l'(z) )
i t,= 34018748761

i wprowadzeniv wyrazdw kontrol- |

J‘ Wyniki
Kat Tepesl slaoﬂ‘ll'zefmﬁ
tyeyd |

— —
1| BA 90 || 19 ‘ 95 | 5942
el Bw | 80 | 384 J 18 | 4861
8l 4w | 70 | 14 %52 44:83| (1)
4l Hw | 20 | 15 | 84 | 65880
5 BH 20 18 | 43 ! 4560
6| N4 40 | 12 | 26 2465
71 BN | 60 6 | 59 | 8451
sl vm | 20 || 11 |44 1160

1) K. M. Sehwerd. Die kleine Speyerer Basis. Speyer 1822, obacz takze F. R. Hel-
mert, Die Ausgleichungsrechnung nach d, Methode d. kl. Qu., Lipsk 1907. Wyd. Tl-gie,

gtr, 43 oraz 169 i dalsze.
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nych 8=a;+-bi4-ci--d; bez
zestawione schematyeznie :

|

uwzglednienia wyrazu wolnego | przedstawiaja sig

Réwnania blq&é\&;_. &

l a e R A
t |
Wagi przyjeto (ze | 3, 0:00 L. [ 1] . 80 {41 ]
wzglgdu na wielka ilodé '
repetycyj) réwne ilodciom 8, 0:00 | . : R T T R |
repetycyj. [
Przy podanymtuspo- | 3, || —014 | . | . |—=1[41]| 70| O

gobie kontroli nie nwzgled-
nia sig wyrazu wolnego
przy tworzeniu sumy spél-
czynnikéw a, b, ¢ i d.

Liczby uwidoeznione
drukiem poltlustym stano-
wig kontrole,

5% |—o79 | . |=1| . |+1]20| o ®

\

B R B B A R [ O R0 o ) 4
¥ [l 4026 | —1f . [~+1] . [40 | 0
T o S R RS M o

3 || —0b1 | —1| 41| . : 20 0

|

2 | —1|41|+1|43 |_"4

Kontrola wyrazéw réwnan normalnych jest przedstawiona w naszym prazy-
padku z powodu czterech niewiadomych pigecioma tabelami.

S LS : e
paa_| pab | poe | pad| pas pab | pbb | pbe | pbd 1;1}5”\
; 1
’ 2
s 3
4 | 4 . |+20] . 1—20 '(4)
o [l R el
6] 40 . P |
1 A60i e ‘ 160 q i ;
8/ +20 _20. ol ol da |
|2]120| 20—t . w60 b 320160 . |20t !




& 7. Prayklndy wyriwnania spostrzeien posrodnich,

103

pac | pbe | pee | ped | pes [ pad‘pbd ped | pdd des
| |
by |V y -+ 90 +-90 11 44 !I .
9 . afl . | 4-80 |4+-80)
8y . h ~+-70 |—70 3 —70] 470 l|
4 4| . |—20 [ 420 i
|
b i b _, ‘
' l
6[—40 +40 | 6 !
7 | 7 |
8 ‘ 8 i ; |
2|0 . | +200|—70]+90] } || . |-20—70| +170]+80] !
| - — .
Wyrazy wolne ze znakiem
przeciwnym
. -—-_p_al __;—g_si_hl_ —pel | —pdl ‘ —psl
i1
2.
3 —9'8 (4 98
4 — 1568 +-16'8
b :
el
6104 | —104 |
7 I |
! |
8(1—10:2 |410:2 i
bt g cptet Sl e !
3| +02| —56|—202 | +26'6) 0

4)

(4)

Kontrolg stanowia tu réwniez liczby uwidocznione drukiem péltlustym.
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Réwnania normalne wraz z systemem véwnan wag, odnoszqeym sig do &,
przedstawiaja sie schematycznie:

L R | R
| (mak —) |
=120 —20 — 40 ‘ : I8 --0:20 41 ‘
Ly ;0_ | 'i-'ﬁU “-”. -j .._WE -—5'(}.0 . .. | (5)
40| . | 4200]| — 70 [|l—2020| '
BT R R | |¥>E'},_<}" """"""" 1
+'%0 | +20| + 90| +80f| 000) 41 ‘

Wyrazy ostatniego wiersza (druk pdttdusty) przepisane z schematow (4),
(gdzie zajmowaly ostatnie micjsca na prawo), sa jako [pas], [pbs], [pes], [pds]
i — [pls] sumami pierwszych 4-ech kolumn schematu (b), slunuw:'&c temsamem
kontrole rachunkowq. Kolumna, oznaczona w nagléwku (£), odnosi sie do rdwnas
wag zwigzanych z niewiadoma E.

Duzielac pierwsze réwnanie przez [paal= --120°0, otraymamy :

E—01667 q—0+3883 {-0:07—+4-0:001667; oraz --0:008333 w kolumnie (3)

Réwnanie to mnoZzymy kolejno przez [pabl——20, [pao]z—do [ pad]=
[pas]= 60 i podplqumny pod odpowiednie wyrazy réwnan sum (b). Pod wy-

razami wiersza pierwszego réwn. (b) podpiszemy zatem: --1, —0:1667, —0:3333,
0:0, 4-0:001667 i 0:008885; pod wyrazami wiersza d]'ugiugo te same liczby,
pomnoZone przez [pab)-—-—20 i t. d., otrzymujac nastepujacy schemat:
& | 4 | T | w):ﬂno (E)
| (znak —)
+12000 | —200 | — 40-0 . | 4+ 020 | 4+ 1:00
+ 10 | — 01667 |~ 08383 00000 4 0:001667 | - 0.008333
— 200 | 600 — 200 ||| — 560
— 200 | 5888 |+ MM? ; — 003988 | - ulse? (5%)
— 400 ; -+ 200 0| — 700 -—=20 20 :
— 400 | 460067 | - 133388 : — 006667 || — 03333
4200 [ — 7006 | 4-170:0 -|- 25 bO
4+ 60°0 | 200 |+ 90°0 | + 80-0 000 + 100
+ 000 | — 200 |~ . 200 | ) 4+ 0:10000 || 4 0:5000

Kontrole stanowi tu ostatnie rownanie sum (druokiem poéltlustym) oraz
rownanie: +1:0 —0:1667 —0:8883 +-0:0 = +-0:6000, (4. cyfry wzigte z wiersza
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pierwszego i ostatnia eyfra u dolu na prawo oznaczone drukiem pochylym), ktére

o bt 1
jest identyczne z réwnaniem : [paa] - [?Ez_’_]__l__[ﬂffl_l_[}?“d] [pas].

[paa] " [paa] " [paa] " [paa] [paa]

Odejmujac, poczawszy od 2-giej kolumny drugiego wiersza, wyrazy reduk-
cyjne, t. j. cylry podpisane, od wlasciwych cyfr rown. (b%), otrzymujemy system
raz zredukowanych réwn. normalnych oraz raz zred. system réwnan wag dla
niew. £ i .

. ! | Wyrazy :

" | e T . wolne (5} ()
' : (zmak —)
1566667 |—  6:6667|— 20'0000]|l — 5:5667 | 4 01667 | +1
SR el g L ;
— 66667 -I-ISG-GGGT--— 70-0000|f| 201883 | 0-3888 | . (6)

—! ZD‘UOUU

—20 0000 |— 70'0000 —| 170 0000

3040000 |- 110:0000+ 80:0000]) — 0-1000 | -+ 0:5000 | -1

Cyfry (drukiem péltlustym) ostatniego wiersza, otrzymane jak i inne droga
redukeji ze schematu (6%) (patrz ostatni wiersz (6%)) sa rdwnoczegnie sumami
kolumn schematu (6), stanowia przeto kontrolg rachunkowa,

Redukeja wyrazéw ostatniego wiersza daje nam wyniki nastepujace:
+600—60'0=0, +-200-4-10:0=300, -900-4-20'0==110'0, --80'0,
0:0—01==—0°1, oraz -41:0—05==+4-0b

Sumy kolumn daja wyniki identyczne,

Pod eylry systemu réwn. (6) wpisujemy odpowiednie wyrazy redukeyjne
analogicznie, jak to mialo miejsce w schematycznem zestawienin réwn. (H¥),

ntwymu]qc dalszy schemat (6%), przyczem ze wzgledu na symotl;q wyrazéw
zreduk, réwn. normalnyeh podajemy go w formie nieco uproszczonej :

V et
U] 5 1 wolne | (€) ()
. Il (znak —) !
|
4-56'6667 |—  6°6667|—20:00000|| — 565667 | - 0:1667 | 4 10000
| 10 |— . 0 117656 — 36204 — 000823 -+ 0 ﬂl]’ﬂ-l -+ 01765
— 66667 |4-186:6667|— T0:0000]|| —201883 | |- 0 'ss 38 : (6%)
+ 0-7848 + 2:8520 - [ !;F;-Hl [ = 00107 | — 014706
—90:0000 |— 70:0000 +4170+0000|f| - 266000 | | | :
+ .‘0588 + 10846 — 00588 | — 0352!}
~I-30'0000 S 110 0000]-- 80¢ 00(}0 — 01000 { -+ 0:5000 | |- 1-0000
i I!"ELJ[— 10:5882(|| — 204060 || 4 O-UHH:.’.H o+ 06285

Schemat ten zawiera rdwniez dwie kontrole. Pierwsza polega na zgodnosei
(p6ltlustych) cyfr ostatniego wiersza, otrzymanych droga redukeji z liezb
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ostatniego wiersza schematu (6*) z sumami kolumn schematn (6%), o czem byla
mowa poprzednio; druga jest zawarta w réwnaniu (druk pochyly):

1:0—0-117656—0:35294--0-6204, (zgodnosé dostat.).

Analogicznie otrzymamy dalsze dwa schematy :

- e g e e
[ Il Wyrazy | |

' E ! T : wolne (&) () ' ® ' .
i ||| (= #znak)

+ 184-8824| — 72:8529|| —20-7882 | -4~ 03680 | - 01176 .| -~ 1:0000

s To|—  ogssrdo|| — 011836 | 4 0001800 | 4 0000082 | o 0:005380 )

| po 7‘3‘ 3529 4—162'9412| -28:63564 || - 0:0588 | -- 0:85629

| + 28-1027)|| 4 BOOIT| — 01374 | — 0 0453 — 02

|4-1185295 -i- 90°6882|[ -- 2 8469 || + 0° 4118 i 0'4705 - 1:0000

; a41004||| — 126067 02150 | 00719 | + 06108

Kontrola: 1:0—0-38924— 4-061076, oraz zgodnosé¢ sum kolumn z wyra-

zami otrzymanemi z ostatniego wiersza syst. (6%) przy pomocy redukeji. (Zgodnosd
osiggnelo w tym przypadku dostateczna, gdy# réznice sa dopiero na czwartem
miejsen dziesigtnem n. p. w 8-¢j kolumnie mamy -2.8469 z redukeji zasg
—20-7882+4-28:6854 = --2-8472 z sumowania kolumn, réznica wynosi 0:0003).

Wyrazy

wolne () (%) ® ()
(znak —) | |
|
‘ -184+7786||| 4 156487 || --0°1962 | -0-8987 | +-0:8892 | --1:0000 | 8)
|+ volffl 4+ 01533 4 00046 | 4 00006 | + 000289 | + 00012 |
‘ +4-134-7786|[| 156436 | -0°1962 | -|-0:3986 | -0-3892 | - 1°000 |
Kontrola: 1:0==1:0; wyrazy otrzymane droga redukcyjng z przedostatniego

i ostatniego wiersza syst. (7) zgadzaja sig dostatecznie (réZnice na 4-tem miej-

scu dziesigtnem).
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Wyznaczenie wartodei niewiadomyeh oraz liczb @ przeprowadzimy wedle
nastepujacych schematéw :

1011538 1000146 |-1-0:00296 |+-0:00289 |-1-0:00742 | [ (9] (10)
= e Oy g =y =00y

—011184 {0 00190 +0'00063i+0'00588 (% (9)]
(-+0'38924 v=)  |+-0:04489 |-0:00057 |+-0:00115 +000112|  0:38924 X liczby z (10)]

e |

— 006695 |-+-0-00247 |--0-00178 | 4-0:00650 (11)
=L, =ty =03 | =@3

(wartosei powyzsze otrzymuje sie przez dodanie cyfr w poszez. kolumnach).

—0:09828 4000294 | +-0:01765 | [z (9)]

(-+055294 v=)  |4-0:04070 |-+-0-00052 |--000104 | (085294 X liczby z (10)]

(011765 ¢=) |0 00788 |4-0:00029 [-+0:00021 | [0+11765 X liczby  (11)] (12)
- —— - |

—006541 4000875 I-++-0:01890 |
et | B Bl
e
000167 | +-0:00838 | (4 (9)]
(+0:933887=) |—002282[-+0-00082 | [0-88888  liczby 2 (11)]
(4-0°16667 n=) |—001090 ||--0'00063 |0: 16667 X liczby “u (12)] (13)

—00315b i+0-0(_}!;!?8_
=S =G

Kontrole przy pomocy réwn., sum wykazuja:
608 --20% --90( --801=-—00003 (ma bydé 0:0000)
60 Q11420 @1 2--90 @) 3480 @) 4=1-0000 (, , 1:0000)
60 leg -I— 20 QQ.Q—I—SU Qg‘:;—|- 80 Qg‘qt -1:0000 ( m ” 10000)
60 Q13420 993190 @44--80 @y 4=1-0000 (, , 1:0000)
60 Q4,420 Qo490 @y 4+80 Q4 4==1-0006 (,, , 1:0000) '
(Zatem zgodnodé dostateczna).
Suma [p83] obliczona bezposrednio z réwnan bledéw z uwzglednieniem wag
wynosi :
[p83]=17-0953,
Kontrolg stanowi wyraz |pll.4], obliczony w sposéb nastepujacy :
bezposr. z réwn. bledéw z uwzglednieniem wag mamy [pll]=21:7600, od
tej liczby malezy odja¢ wyraZenia, otrzymane z b-tej kolumny syst. (9):
—(02 x 000167 --5:5667 % 0009828 -|- 20'7882 x 0-11184 - 155487 % 0:11588) ;
' [pll.4]==p 85]= 17-0952.

. . 1p#3] /17:0963 .
Blad fdredni jednostkowy py== \/E:m;] VS‘l =—.V4.-‘2‘?38=::|: 211-067,
Poniewaz wagi przyjeto réwne ilogciom repetycyj, praeto jest to blad Sredni
kata uzyskanego z jednej repetycji.
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(Blad ten ma w tym pl/ypadku znaczenie Leozeljc‘/ne gdyz tylko przy
znacgniejszych ilodeiach repetycy] moZna przyjmowaé wagi réwne iloSciom repe-
tycyl. Wskazanem byloby tu raczej przyjecie wagi réwnej jednosgei dla kata bO
lub 100 razy repetowanego, w naszym przypadku otrzymaliby$émy wéwezas inne
wagi na poezatku; blad sredni kata b0 razy repet. p[;,m-.:\}‘i ?:}58—: == 0/7-292,

e
za§ 100 razy repet. poo) v%;c;om

Wartogei niewiadomych uzyskane wyréwnaniem sa: (por. zwiazki (2))

x=wy--E= 6°59/84//-478, y=y,-}-q=18%48/45"/-68D,
2= 2y-}-L=19°26/69//-8568, t= {,-|-t=2384018/48//-720.

Bledy s$rednie niewiadomych otrzymujemy na podstawie zwiazkow (23)
§ b-go:

= 4-07/:2067).

pe=poV Q11 = 2/7:067Y0-00978 = 4-0/:204,

=V Qa2 =27/:067Y0:01890 = 4-07/+284,

o= oV Qu.3 =2/7:067Y0-006 50— 4-0/7:167,

¢ =V Qua =2/7067Y0-00742 = 4-07/+178,
Wartodei wyréwnane spostrzezen uzyskujemy, wyrazajac katy spostrzegane

przez katy wyréwnane w, y, 2 i t:

BA=19%25'69/7:368, HW==15%34/68//:191, . BN= 6%9/84//:478,
BW—=34018/48//726, BH--18°48'456//-68b, NH==11°44/11//:06%,
AW=14%52/44/""872, NA-—12026/24/"'875.

§ 8. Réwnowazne systemy réwnan bledéw. Blad Svedni funkeji
niewiadomych.

Rownania normalne mozna ustawicé nietylleo w przypadku, gdy liczba
spostrzeZen n jest wigkseq od liczby niewiadomych k, lecz takze, gdy n=k.

Korzysé zastosowania w tym przypadku réwnai normalnych do
wyznaczenia niewiadomych polega na réwnoczesnem wuzyskaniu wartosei
Qiyy @egreevrovv. Qu. Przyjmujac nastepnie jedn. blad ér. g, wedle od-
powiednego wzoru empirycznego (wyprowadzonego na podstawie licz-
nych do$wiadezen), jesteSmy wstanie, znajac wartosci poszczegdlnych @,
obliczyé bledy $r. niewiadomyech.

Przypusémy, #e wyréwnujac dwa systemy réwnan bledéw, otrzy-
mali$my identyczne réwnania normalne. Obu tym systemom odpowiadajs
‘te same wartodci niewiadomych oraz wag, a Helmert nazywa je réwno-
waznemi systemami bledow.

Specjalne znaczenie ma w rachunku wyréwnawczym sysiem zredu-
kowanych réwnaii normalnych. System skladajacy sie ogdlnie z % réwnan
o k niewiadomych, odpowiadajacy zatem ilodci spostrzezen koniecznie
potrzebnych do wyznaczenia wartosci niewiadomych z, ¥, 2,...., mo-
zemy uwazacé za system réwnan bledéw o bledach pozornych d=0.
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Dzielge kazde zredukowane réwnanie normalne przez spdélezynnik
jego pierwsze] niewiadomej, a wiec przez [paa), [pbb.1], [pee.2] 1 t. d.,
oraz przyjmujac owe wartoscl jako wagi poszczegdlnych réwnarn, otrzy-
mujemy system réwnan, ktory, jak to latwo moZna stwierdzié, jest
systemem rownowainym z pierwotnym systemem rownan bleddéw, oraz
powstalemi z niego réwnaniami normalnemi. Ten specjalny system
rownowazny nazywamy systemem zupelnie rownowainym.

Ograniczajac sig tylko do 3 miewiadomych, otrzymamy dla systemu
bledow

0,=a,z+b,y+e¢ 2+, o wadze: p,

0y = a x'.}‘ byy+egztly o » Py 1)
................... " 5 :
dn""':anm“F buy“I-Gn-’«-l-Jn n n Pay
zupelnie réwnowazmy system réwnan bledéow w ksztalcie:
[pab] [ pac] [pa]
oti——sy+  —r2+ —==0 o wadze: [paa
[paa) [paal | paal [pas]
[pbe.1]  [pbl.1] :
[pel.2]
- =0 .2].
A [pee.2] 7 r [poe.2]
: [pat) =~ [pbl.1]  _ [pel.2] _
POIOimy '[55&]—-56;: fpbbll =Xo [pcclg] =% - (3)

PoniewaZ wielkodci te sg od siebie wniezalezne, mozemy je uwazaé
za, niezalesne sposirzezenia o wagach [paal, [pbb.1), [pee.2] i poddaé je
w polaczeniu z immem: odpowiedniemi spostrzeZeniawi na nowo wyréwna-
niu (drugiemu). Z powodu przeprowadzenia ponownego wyréwnania,
otrzymaja spostrzezenia x;, 2z, 1 %, pewne poprawki, czyli bledy pozorne
A, 4 i 4;; w ten sposéb otrzymamy zwigzki dla (pozornych) spo-
strzezen y:

24, —z%"g;} Yt H; ZZ% # o wadze [paa)

v ‘pbe. 1 4
?.’2"]"42’ y_! %;’bb.l% 2 n n [pbb'l] ( )
Bl S g )

odpowiadajace ogélnemu ksztaltowi réwnan bledéw :
L 0= (2 Yy Z1s0ons %
Metoda ta wyrdéwnania, wprowadzona przez Helmerta, ma bardzo
doniosle znaczenie przy wyréwnaniu sieci tryangulacyjnych, szczegdlnie
w przypadkach, gdy kqly (kierunki), obserwowane mna poszczegdlnych

stanowiskach (stacjach) sieci, nie moga byé uwazane jako niezaleine spo-
strzezenia.
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7 powodu zaleznodci od siebie katéw na poszezegdlnych stanowi-
skach przybywaja do warunkéw geometrycznych sieci tryangulacyjnych
jeszeze i warunki stacyjne, komplikujac w wysokim stopniu przeprowa-
dzenie wyrownania. Ot6z metoda Helmerta dozwala nam przeprowadzié
wyréwnanie na kazdem stanowisku stacji osobno, a otrzymane wyniki
wstawié przy pomoey réwnowagnego systemuw zredukowanych réwnan nor-
malnych z odpowliedniemi wagami do warunkow sieci, poddajge je po-
NOWNEMU WYroWRANIW,

Sprawe te oméwimy obszerniej w § 3-cim rozdz. VI-go 4, § 3-cim
rozdz. IX-go, oraz w § 8-ym rozdz. XlI-go B.

System réwnowazZny (4) postuzy nam do wyznaczenia bledu Sre-
aniego funkeji niewiadomych wuzyshkanych wyrownaniem. g

Wezmy na uwage funkeje niewiadomych uzyskanych wyréwna-
niem, a zatem

U=F(z, ¥y, 2).

Kwadratu bledu $redniego tej funkeji nie mozZemy urobié wedle
wzoréw podanych w § 8-im rozdz. Il-go, gdyz wielkosei z, y, 2, jako
uzyskanie z wyrdéwnania, nie sq niezalezne, powstaly bowiem z warunku
[pd6]=min.

Natoniast mozemy przy pomocy zredukowanych réwnan normal-
nych wyrazié @, y 1 2 przez niezaleine wielkosci ¥y, 2y 1 X3, uwazane za
spostrzezenia o bledach pozornych réwnych zeru, t. zn. przez niezaleine
spostrzezenia zupelnie réwnowaznego systemu réwn. bl.

Mozemy zatem polozyé ogolnie

U=F(z, ¥, 2)=¢ (% Xs» Xs)
(przyczem oczywidcie puy®=m,?) i zastosowaé przy obliczaniu wu,® wzory
omawiane w § 3-cim rozdz. 1I-go, wige:

P ,")U)z n_“(aU)2 2__(99_)2 2
¥ "_(dx, o 08 T R R VT Halh v
Wyrazajge w systemie zredukowanych réwnan normalnych
ab ac
x_}.%ﬁ&a}y_k [;’aa}znxl o wadze P,=[paal.
[pbe.1] Sy (6)
y‘F'Ebb'.Q]z—xﬁ L e Py=[pbb.1]
o R FE Py=[pec.2]
niewiadome z, y 1 2 prze:z X1y Xo 1 %y, ofrzymamy:
“E=Na (obeid)
I lpbod
say e _{ (pac) _[pad][pbe.1] } :
' [paa] **" \[paa]  [paa)(pbd.1] [
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Oznaczmy dla uproszczenia:
oU oU ol

f)-x'"”:F“ 0y =4y 0z

i utwérzmy pochodne réwnania (b);
2 jest zawarte tylko w trzecim zwigzku réwnan (7), zatem
oU _oU oz ; 0w
0%, 0z 0y 95,
natomiast y, jest w drugim i trzecim zwigzku réwnan (7),
przeto :
oU oU ody oU oz __.__Fudy +7, ox :
r)zz r)?/ 0%y 0% 0y 0% 0 Xs

wreszeie y, znajduje sie we wszystkich trzech zwigzkach (7),

zatem :

U all: "oe o5 oy ol oz 0z 0y 0w
L e SR N gt it s

0)y 02 t;J:'f:a-{ oY 0%y 1 0& 0)y If“dx. +FJ)Z: [ fl‘)%

Pochodne wystepujace w réwnaniach (9) znajdziemy przy
pomocy réwnan (7).

"”:1 -()?’-ﬁl O [ ab] _r}z___:l oY _ [pbe. 1] l
O 0% L0 aa]’ 0gs ' 0%,  [wbb.1]’
oz [[pac] [pab] [pbc_ 1]
0% {{paa] [paa) [pbb. 1]} ‘
Po WSt&.WlBIll‘ll tych wartodei do zwigzkoéw (9) otrzymamy :
o
oy M
U F_ |pab]

O, 1 paa|

[
o [pbe.1] [pab] [ pac]
=[l,—=: ; !
0% 0 [pbb.1] {F2 [pam]rl} [paa) " *
():Ena,czmy dla uproszezenia

F—[f"“b 7=

(47
B p—.1), AR =7, 1)

[paa)

be 1
oraz (F,.1)— [f’b’g 1] (Fy.1)=(F,.2), wéwezas bedzie :

0
oU iy U
‘jxl st
Wiatawiajae te wartosci do wzoru (b), otrzymamy:
pyt= Fy* e (Fy. 15 @‘x,B‘I‘(Fs .2)2 ﬂx,x e

ol :
=), wé o =(F.9).

©)

(10)

(11)

(18)

(14)



§ 8. Rbwnowaine systemy riwnan blediw. Bigd dredni funkeji niewindomyeh. 1 s

Ze wzgledu na wagi spostrzezen y,, x, 1 x, [por. rown. (6)]
bedzie

: 2:.”.’0_.“? = {toi 9 o 3_ AL oy 9 M i ] A -
My, P, i[paa]’ oy, B b ] 1y = P, [pcc.Q]? (15)
przeto zwiazek (14) przejdzie na zwiazek:
/il e AT
eIl B R e (16)

; i il
| [paal "[pbb.1] [pcc.?) I '
a waga ,wyrownanej* funkcji U=F(z, y, 2), t. zn. waga tej funkeji po
wstawieniu za &, ¥, z wartodei uzyskanych z wyréwnania przedstawi sie
wzorem : '
T SN e
[200.1]  [pce.2] ]
. O ile wszystkim spostrzezeniom L odpowiadaly wagi p-1, odpa-
dajg wagi we wszystkich tu przytoczonych wzorach z wyjatkiem oczy-
widcie wag P =[aa), P,=[bb.1], P,=[ce.2]; zwigzki (16) i (17) przedsta-
wig sie wowezas we formie nieco uproszczonej, a mianowicie:

L{ER (B (B8 -\
oo {[ua.] R 7 s R ) }" S

B} (500 (2
\ Taa] " 00.1] T fec.?] |

F ., I, F, sa, jak podaliémy w formulach (8), pochodnemi czgst-
kowemi funkeji U=F (z, y, z) wzgledem niewiadomych @, y, z; redukcje
F, na (¥,;.1), oraz F, na (F,.2) przeprowadzamy wedle rown. (12) (przy
wagach réwnych jednodei oezywidcie z opuszezeniem wag p).

Préez tej formuly na blad ér. funkeji @, y, 2z, mamy jeszeze i druga,
ktéra, wyprowadzimy drogs inna, za posrednictwem mniezaleznych spo-
strzezen L. :

1’;_-" &l

"\ Toaa] (17)

P ]_: (1)

Kladac z=2,-+§, y=y,+n, 2=2,-+, otrzymamy
U=F(x, y, &)=F (2-+§ Yo+m 2+0),
a po rozwinieciu w szereg MTaylora z zachowaniem wyrazéw tylko rzedu

pierwszego :
d I ol 0l

U=F (g, Yo, %) l .E'] 0y ks £y (20)
lub ze wzgledu na zwigzki (6) § b-go, (str. 88.), oraz (8) § 8-go:
U=F (%, Yoy #)=F, [al]—T, [Bl]—7F, [:" ). (21)

Poniewaz spostrzeZzenia L, a zatem i wielkosci ¢ sa niezalezne, mo-
zemy zastosowaé przy tworzeniu bledu Sredniego wpy wzory na przenosze-
nie sie bledéw, wymienione w § 3-cim rozdz. 1l-go.

Dr, K, Weigel. Rachunek wyrbwnawezy.



1V, Wyrdwnanio spostrzeien podrodnich (posrednicageyeh).

114
Zatem otrzymamy wedle wzoru (16) (str. 41.):

ey (108 s__(f”"')” 2 4 .__(_"U_ S

My (‘()61) ;u']J dl_, .|u'_3{ ------ | ()Ju My ™.

o ' d .
ki (Fy i+ Iy Bi+- Iy 1),
T 2
(_(l:;i) =F* 0 +2 F Fy a;fi+2 F, Fy ci i+
i Fo2 3:24-2 Fy Fy B yi+

2 iz 7y,
i 3 (Al
a poniewaf mil="":
I 1z o
oU\? L A B e

2

J RPN
Jesers

Tworzge sume wyrazen zawartych we wzorze (23), otrzy-

mamy :
F, “-‘?’I-|-21«‘1F2[-‘-’ﬁ-]+21?,1«*3 b
/ p SR
pyt= “* ]('22['85]’*'21‘;21'13 _ﬁ;‘_ o2y
35 F:cz '}"}_’
e

lub ze wzgledu na
F, 2 Q1142 J["11 —F'a Qua+1 1’”1 I, Qi

i
k : Fy? Qs

- F2 'lﬁ“pﬁ’ o= 9 };; If‘;{ _ﬁ;}?l ty?.

2 4r -Fsz Qoo+2 1, Iy Qo o 14y*.

92)

(23)

(24)

zwigzki (22), (22%) i1 (24) § b-go (str. 92. i 93.):

(25)

Wyrazenie ujete w klamre jest zarazem odwrotnodeia wagi funkeji

Uiy wien e
: L

W praktyce uzywamy wzoru (16) lub (26) zaleznie od tego, ktory

w danym przypadku przysparza mniej pracy rachunkowej.

Przyktad. (Ciag dalszy ust. 8-go § 7-go, str. 101—109.).
Wyréwnana wartosé kata NH wynosi:
U=11%44/11""067 =y —z.

Liczac wedle wzorn (16), otrzymamy I, =

it -_-1? -F‘s: '4‘ 1’ ¥ }"‘:‘20, _If'“ ::0_




|
|

§ 0. Dodatkowe uwagi o wagach spostrzeien posrednich. 115

Wartosei wyrazéw, wchodzacych w sklad wzorn (16), przedstawiaja sie
nastepujaco :

Lpabl _ o167, (P29 _ _o.33g3, [22]_,
[pada] [ paal [paal
. [l 2
[ pbe. 1] 011765, .[pb‘.i,‘.‘l.]z_.(]-.%{ﬂ-‘), 1._Pr,d. ]_‘__,_0.3892!

[pbb. 1] [pbb . 1] [pec.2]
zatem: (F,.1)=1—0'1667=0'8383, (F,.1)=0—0-3388= —0'3383
(7, 1)=0=0=0
(F, .2)=—0-3338--0-11765.0-8888 = —0-2853
(F,.2)=0+4-0-3529,0:8383=02941
(#,.8)=02941—0'3892,28563=0202b.

L. X
Odwrotnosé wagi p Jest wige:

1 1 0'88332  0-23563% - 0°2025
Py 120:0 " 56:6667 " 185-8824 ' 184:778b
pyte—=4-2788.0:02119, py=-4-0/7801,

=0:02119,

Waga =47 odpowiada 47 pomiarom repetycyjnym, podezas gdy

1
0:02119
przed wyréwnaniem wynosila tylko 20 (wykonano tylko 20 pomiaréw repety-
cyjnych). )

Wedle wzoru (25) przedstawia si¢ rachunek prosciej w tym przypadku
ze wezgledu, Ze U jest funkeja tylko dwwu niewiadomych @ i y:
pot==pg  (Fy 2 Qui-+2 F, Fy Qua+Fy? Qus).
Wetawiajae wartodei szezegélowe otrzymamy :
pey=4-2788 (0:00978—0:00750 +- 0:01890)==4-2758. 0:02118-= 009052,
py=-10,7301,
Jak widzimy, wypadl wynik zgodny przy zastosowaniu obu wzoréw.

§ Y. Dodatkowe uwagi o wagach spostrzezen posrednich.

Wagi spostrzezen omdwiliémy obszernie w § 4-tym rozdz Il-go,
mimoto powracamy jeszcze do tej sprawy, a to w tym celu, aby roz-
proszy¢ wszelkie watpliwodei, jakie moglyby nasunaé sie czytelnikowi
w te] kwestji. '

Wedle teorji sy w réwnaniach bledéw spélezynniki przy niewiado-
mych bezbl¢dne, natomiast w praktyce pochodzs one czesto albo ze spo-
strzezen, albo — przy funkejach nieliniowych — tworzy sie je jako
pochodne czastkowe przy uyciu przyblizonych wartosei niewiadomych ;
w obu tych przypadkach sa zatem spélezynniki przy niewiadomych wiel-
koSciami blednemit).

1) Dokladne oméwienie tej kwestji znajdzie czytelnik w rozprawie: Dr. K. Weigel,
yUeber die Behandlung d. Fehlergl,, deven Koeffizienten b, d. Unbekannten nicht

fehlerfrei sind“. Oester. Zeitschr. f. Vermessungswesen t. XI, 1918.

*®



116 IV, Wyriwnanie spostrzoken poérednich (poéredniczgeych).

W pierwszym przypadku, o ile mamy funkcje liniows, przedstawi
sie zwigzek miedzy prawdziwemi wartosciami spostrzezenia spolezynnikow
oraz niewiadomych nastepujaco:

g—(a+&) X+ (b+&) Y-+ (e+&) Z-+....—L
Iub E=(a&) X+ (b+e&) Y (cte) 2+ ...,
a Wreszcie: e—=g—Xe,—Ye,—Ze,— .. =aX+b¥Y+eZ+ ...+l (1)

Przechodzac z bledéw prawdziwych na srednie, otrzymamy dalej :

=X+ Y+ 20 ot oo (2)
; 1%

AL L B N IR il il 3
p X2u el Y22 - 2202 o -yt ©)

gdzie jedn. blad $redni g, jest urobiony w ten sam sposob dla pewnego
$cidle okreslonego l, i zwinzanych z ta wielkoscia spélezynnikéw a, b, ¢. . .,
przyczem czesto, o ile mam nie zalezy na wartoSci u, kladziemy go
réwnym dowolnej stalej C.
7 powodu mieznajomoscl prawdziwych wartosei niewiadomych, zaste-
pujemy je wartoSciami przybliZonemi, ofrzymujac zamiast wzorn (3):
P — !"“2
TR e e s L
C
:.t:o";e,,"-| ?fazﬂb[g &y .uu-z’|‘ C “}‘ﬁ!z.
Wzér (4) odnosi si¢ takze i do funkeyj nieliniowych, przyczem
jednak — jak wiadomo —

P
(4)
lub ew. p-

P iy Ol SO
Dy Sl Sy T g e
zatem fa, Moy Mey...., 88 bledami &r. pochodnych czastkowych, o ile

w nich zachodzg wielkodci obserwowane (t. j. bledne).

W ten sposcb wurobiome wagi réownan bledow wystarczajq z reguly
przy zastosowaniu rachunku avyr. w praktyce.

W przypadku funkeyj mieliniowych nalezaloby — biorac rzecz Sci-
§lej — uwzglednié przy spélezynnikach réwnan bledow bledy, powstale
wskutek zaniedbania przy rozwijaniu funkeji w szereg Taylora wyrazow
rzedu wyZszego niz pierwszy. _

W sprawie ostatnio poruszonej, kiéra ma jednak w praktyce wy-
rownaweczej z reguly znaczenie niewielkie, odsylam czytelnika do powyzej
zacytowane] rozprawy. i

Natomiast moze byé poprzednio opisana metoda, uwzgledniajgca
bledy spoélezynnikéw rownan bleddw, zastosowana z korzyécia w praktyce.

Wezmy jeszeze raz na uwage przyklad omawiany przy koncu ustepu
2-go § 2-go rozdz., Il-go (str. 83.—8b.).




zeniu D— (0100 1, zatem

§ 0. Dodatkowe uwngi o wagnel spostrzeien posredoich, 151k

Dla wyznaczenia stalych tachymetru ustawilismy tam przyjmujac,
ze odleglosel D sa bezbledne, réwnania bledow ksztaltu:
Di=Yjie ok Di—y, 1002
Ok AR S bt AL L flmtndd s
0; el m“'ql o E) o wagach (D;
W tym przypadku jednak moZemy je utworzyé, ze wzgledu na za-
sadniczy zwigzek liniowy D= Kl-|-k, w sposéb bardziej prosty, mianowicie :
A=Kl+k—Di=lz+y—D;,
przyczem A oznacza calkowity blad pozorny fego zwiazku.
Wedle poprzednich uwag o tworzeniu wag, ofrzymamy dla wag
zwigzek :
LAl o'
Zo* Mottt @0 Wi’

pi: ()

przyczem i, jako kwadrat bledu $redn. dla 100 dlugosei, bedzie:

oo 2ol 2=y 2 (000025) 2 10024 (0:03) 2. 100,

poniewaz wedle uproszezonych wzordéw empirycznych:

= == 0! D= 400026 D, pp— -2\ D= =4 003YD.
7 powyzszych uwag wynika, Ze wplyw bledu u, jest zaniedbywalny

w obec wplywu bledu gw;; w praktyce mozZemy zatem przyjac
o2/ 2100° Gmo‘
gt v A Dt D )’

g 2
o=y ty

(’.‘1::1= *)

jak to ma miejsce w przykladzie na str. 33.—3b.

Jak z powyzZszego wynika, moze by¢ metoda opisana w niniejszym
paragrafie uzyta takze do nadawania réwnaniom bledow ksztaltu bardziej
prostego, o ile — jak w tym przypadku — da si¢ ustawié przy jej pomocy
zwiazek liniowy, przez co unika si¢ rozwijania zwigzkéw w szereg Taylora.

Nalezy jednak pamigtad, ze w takich przypadkach, tak bledy 4, jak
i blad dredni w, odnosza sig do calego wyraZenia Ki--k—D, a nie do
jak poprzednio.

0 ile stata K jest réwng w przyblizeniu 100, jest takze w przybli-

___(100 i
p‘,____ l)) _,32 y

dzielﬁsu przeto rownanie bledéw przez I, otrzymamy :

4 1 D;

Fi= _3;"7_-1(_1"1,- b— i,

Ostatnio podany ksztalt rownaf bledéw nadaje sig najlepiej dla
(50.11'5“" i.]l'auktyczn}.'[;]l_

przyczem p=-1.



ROZDZIAL PIATY.

Wyrownanie spostrzezen zawarunkowanych.

§ 1. Rownania odehylek.

Z uwag przytoczonych w ust. 3-cim § 2-go rozdz. II-go wynika, %e
spostrzezenia zawarunkowane odnoszy sie do wielkofei, ktérych wartosei
prawdziwe nie sa niezalezne, lecz czyniq zadosé pewnym okreslonym (lecz
miedzy soba niezaleZnym) zwiqzikom.

Oczywidcie moze byé mowa o wyrdwnaniw tylko wowezas, gdy lodé
spostrzezen n przewyzisca 1lo8é swiqelkow czyli warunkow r.

Przypuszezajge, %e czytelnik nabral juz pewnej rutyny w dziedzinie
rachunku wyrownawezego, przeprowadzimy wszelkie wywody w tormie
ogblnej i nieco zwiezlejszej, niz to dotychczas mialo miejsce.

Zwigzki, ktorym czynia zado§é prawdziwe wartodei spostrzezen,
zestawmy w formie ogdlnej:

Fo(byeyy Lty inn.ns bn+-&,)=0 l

foly -+ byteyy. . b-t-£,)=0 :

.2.(.1‘ .. f’. .2. . .“j ......... }- . -)- LA il()éé g (1)
fo(ly+eyy btegyenee. b+ 8)=0 ’

Ziwigzki te nazywamy réwnaniami warunkowemsd, lub krotko warun-
Teami. '

Sposfrzogane wartosei &, l,....l,, wstawione do réwnaf warunko-
wych, nie spelnig ich do zera. Réinice o powstale w ten sposéb, nazy-
wamy odchytleami réwnan warunkowych, ktdére to ostatnie p17echod44 na
r réwnarn odehylek (w ksztalcie ogdélnym):

filhy byooonnn ly) =0, l

Tt (LG el o )= @

e DT ol
f('si? LB P LR ) zﬂ):_wa [

Rachunek wyréwnawczy ma nam dostarczyé zamiast bledéw praw-
dziwych & takie bledy pozorne d, — ktore w tym praypadku nazywamy
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poprawkams, — aby spostrzeZenia uzupelnione niemi spelnily warunki (1),
zatem !

fi (31 “'!_ 61 3 12 ‘}‘62, ....... lﬂ'l!" f;,;) ::-'0 i
e g
A T T LR Lyt dq)= ’

Zastosowujac do réwnan (3) rozwinigeie w szereg Taylora z pomi-
nigciem wyrazéw rzeddéw wyzszych niz pierwszy, otrzymamy je w ksztaleie
liniowym':

ofy of of,
il byeoeb) S ‘é ”‘(52 B M:‘a,,---o
r)f” , 0f, My
Tl gy s s &)+ ol, dy+3 oL, dy - Sy 0 (3%
of, of, f,
" voeos by ey g (i )
te (L, L)+ oL d, oL, dy -t | M“d 0,
; ofy ofy or, iy v
zas kladac 51, =%, 0?,:'"1}” ..... Sy O (4)

zustepujac poszezegdlne £ przez w; (rown. (2)), bedziemy mieli » liniowych
rownan. odehylek wyrazonych poprawkams:

(e L P k- ay G+ @y =0
bl dl '|~ b“ 62 "}- """ | b'n (-sn ot w.z == 0

: (B)
"y 6 }"?n dn } ..... - g" L 0. ’

Jak widaé z réwnan (D), jest w ogolnej liczbie n poprawek tylko
1 poprawelk zaleznych, zas pozostale (n——r) sq niezaleine.

Jedli tedy wybierzemy z posréd n poprawek (n—») niezaleznych,
oznaczymy je przez x, Y, #...., mozemy utworzy¢ m zwigzkow niedzy
poprawkami a niewiadomemi, ktére beda niczem innem, jak dobrze nam
znanemi réwnaniami bledow.

Z tego wynika, Ze spostrzesenia zawarun}cowanc mosna wyréwnaé
metodq spostrzeien poSrednich.

Précez tej metody wyrdwnania mozemy zastosowacd jeszeze i druga,
ktéra wynika z wtworzenia [p d0)-—min. przy rownoczesnem wwzglednieniu
» warunkéw postawionych na poczatku zagadnienia, t. j. réwnan (D).

§ 2. Wyréwnanie spostrzezen zawarunkowanyeh metoda spostrzezen
pofrednich. Jednostkowy blad Sredni .

Na podstawie zwiagzkéw (3%) lub (B) (ewentualnie na podstawie odpo-
wiedniej figury przedstawiajacej zwiazki wykreslnie) mozna sie latwo
zorjentowad, ktore poprawki w liczbie (n—r) sy niezalesne. Bardzo czesto



].2( ) V. Wyrownanie gpostrzeien zawarunkowanyel.

spotykamy tego rodzaju zwiazki, Ze pozwalaja na wybor kilku systemow
(n—7) niezaleznych poprawek. Oczywiscie zdecydujemy si¢ wybrad taki
system poprawek jako niewiadome réwnan bledéw, ktéry bedzie wymagal
najmniejszego naktadw pracy rachunkowej przy wyréwnaniu, t. zn. taki,
ktéremu beda odpowiadaly réwnania ‘normalne o najwickszej ilosei spol-
czynnikow przy niewiadomych rownych zeru.

Dla uproszezenia wywodow przypusémy, Ze obrany przez nas system
niezaleznych (n—7) poprawek zawiera poczatkowe poprawki od 4, do
0,—r; W tym przypadku otrzymamy (n—r) réwnan bledow ksztaltu:

die=0
0y y
dy=z n—r réwn. bledow

oraz 7 roéwnan odchylek (b) ogdlnego ksztaltu :
Gi=az4-biy+ez+....... +1i5

razem n réwnan bledow, przyczem na wyrazy wolne I zloZg si¢ pewne

odchylki .

O ile spostrzezeniom odpowiadaja rdéZne wagi p, przeprowadzimy
wyréwnanie na podstawie warunku [pdd]-=min., uzyskujac przy pomocy
rownan normalnych wartoei niewiadomych, a nastepnie i bledy Srednie.

Jednostkowy éredni blad w, spostrzezen posrednich jest okredlony
zwiazkiem :

[[pd0]
o= |/ 2= (1)
Ho \ AT
przyczem I jest ilodcia niewiadomyeh.

W przypadku sprowadzenia wyréwnania spostrzeZzen zawarunkowa-
nych do wyréwnania spostrzezen posrednich o (n—7) niewiadomych hedzio
zatem : '

: p 60 1/[p 60]
nw= \/ [l yR ] =2 g v[_'r ...... ] f (2)
N~—(n—1r) r
Poniewaz jednostkowy blad sredni pozostaje ten sam przy zastoso-
. waniu dowolnej metody wyréwnania, opartej na metodzie najmniejszych
kwadratéw, przeto wzor (2) jest wazny 1 dla metody wyrdéwnania, ktors
przedstawimy w § 3-cim.

Przyktad. Dla ustalenia czterech kierunkéw zmierzono na stanowisku O
szesé katow.

Poniewaz trzy katy wystarczajg do ustalenia czterech kierunkéw, przeto
tylko 8 katy sa niezaleZne.



§ 3. Wyrdwnanio spostrzeien zawar. pray pomoey metody spilezynnikdw nicozn. (korelat.) 121

Migdzy wszystkiemi 6 katami zachodza trzy zwiazki:

(D)6 —(2) —&y (&) ¢, =0
(U —(B)—¢ +(B)+e=0  (8)
(2)-+eg—(8) —ey +(6) € =0,
ktore spelniaja takze i wyréwnane wartosei katéw :
{1)"|'51"(2)_“§3 +(4)+3,=0
()42 —(8)—3, +(6)+3,=0  (4)
(2)-+ 2 —(3)—B, +(6)+8, 0.
Réwnania odchylek otrzymamy, wstawiajge do
2wiqekdw (4) niepoprawione wartosci spostraeden :
(1)—(2)+(4) =, _
(1)—(3)-+(5)= v, (5)
(2)—(8)+(6)=w;,

zad réwnania odehylek wyraZone poprawkami beda:

3 —8 . 4% . .+ =0
ai . _83 v 3;, . Aty = -0 (G}
az "'Ea v 8wy =0

(powstale przez odjecie zwiazkéw (D) od (4)).

3 Kladac 8,=wm, 8=y, 3._;-—.—~:=, (mozemy to uczynid, ze wzgledu, '{50 niema
sadnego zwiazku odnoszacego sig do wszystkich tych poprawek, czyli e s one
niezaleine, co zreszta widaé z fig. 8), otrzymamy réwnania bledéw:

Sy=rla Nt s

gz ] . +y . f:l -.':l?’ - lﬂ =0 (1) (2) (4

I3= . .'{"z . : zﬁr‘_:‘_wl:ﬁ ._1 L ) 7
8, =—a+y .+ prayczem = —y = —(1)-}-(8)—(b) (7)

by
Oy=—a .24 b= —uwy=—(2)+(3)—(6);

il

k= —ytet-ly,

88
zaé jedn. blad dredni ogélnie (dla wag réZnych) p,= U}f—]

. Dalsze szczegdly wyréwnania nie wymagaja bliZszych objasnien.

§ 3. Wyréwnanie spostrzezen zawarunkowanyeh przy pomocy metody
spolezynnikéw nieoznaczonych (korelat).

Jak juz wspomniano przy koficu § 1-go, naleZy w tym przypadku
utworzyé [p 86| min. pray réwnoczesnem wwzglednieniu » réwnarn odchylek
(rown. (b) § 1-go, str. 119.).

Opierajge sie na zasadach analizy, utworzymy dla uzyskania wzgle-
dnego min. sumy [p 6], podobnie jak to mialo miejsce w § b-tym rozdz. IV
przy tworzeniu réwnania 17-go, funkcje Q--min, na kbéra zloZy sig:
[p06), oraz wszystkie réwnania poprawek, pomnoZone przez (na razie nie-
oznaczone) spélezynniki (korelaty), przyczem dla uzyskania rownai, podo-
bnych ksztaltem do réwnan normalnych, oznaczymy owe spélezynniki:
LY S B T
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Zatem otrzymamy z uwzglednieniem zwiazkéw (b) § l-go:

Q=[p d0]—21Fk, ([ad)+w,)—2k, ([60]+ wy)— . . . —2,([r 0]+ @,)=min. (1)
Bezwzgledne min. tej funkeji wymaga spelnienia n warunkéw :

;’—f-— -:;;i:: -(?--'Q::O, czyli: (2)

2p, 0,—2(ay Iy by Iy o, By . . . 1y Ky)=0

2y 05—2 (ay oy by By -0y Foy . o . . 15 K,) =0

........................................

2}"1 (;,, —2 (a'n !51 ’f* bu kg ‘|‘cn k;{ O _!"'ru fg},):z 0.

Po uproszezeniu kazdego réwnania przez 2 i podzieleniu przez odpo-
wiednig wage p, otrzymamy n réwnan poprawek ksztaltu:

(3)

1
d, = (@, I, +by Ioy e, loy+ . ...+ )
1

il
0, = ayle, b, b, 4-c, Ieo .. 1% Ko
2 I) ( 2" Qa8 z 3 2 ) (4)

1 AganoR
0y = > (@ ley +0,Foy+-Co By« .. -2 1).

Celem wyznaczenia » spélezynnikéw nieoznaczonych ky, %, . ..k,
wyrugujemy przy pomocy réwnahn poprawek (4) wszystkie poprawki
w rownaniach (b) § 1-go, t. j. w réwnaniach odchylek, uzyskujac » réwnasi
korelat o » niewiadomych.

Pierwsze réwnanie korelat, urobione z pierwszego réwnania odchylek
ksztaltu: @, 0;+4ay 04+ . ...+, 0,40, =0, przedstawi sie nastepujaco:

]

3 2

a a b ay e ar
-‘-ffrl—l— ’-‘-kﬂ—l— / ’Ia,,—i-....~|-- ule by T
1 04 R

a,? b e :
S ) e L Icg-[-a’*- Bleiob v 4+ % g
Py 2 Py Pa
: st a,b, @, ¢ n
. Hrey L InTA p o B R jn P ey
pu pn p.-f pu

Réwnanie to, uporzadkowane wedle korelat %, przybiera postac¢ ana-
logiczng jak pierwsze réownanie normalne:

F’E] k, -1-[0’”] ey [ “'f‘f'] R }[m’] lp-+ 0, =0, o)
D P p P

(z tgy roznics, Ze wagi znajduja sie tu w mianownikach).
Analogicznie otrzymamy drugie réwnanie korelat z drugiego réwnania
odchylek : '
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2 .
CRAIE el L R L
by Dy Py Py
a, b b,? b, ¢ b, r
AR B BB L, AR
Dy k Do . Pq ; 9
" bﬂ- b\‘i 2 bll "n bﬂ ?'?l
‘*ap' o kﬂ-y-_};’_kﬁ. SR 4 ¥ RS
Jub osta.tecznié:
ab bb b “br
[ ]Ic[ ]kl—[ ]ki} "Jk,ﬁ-wu..—.o. (6)
r P P P

Postepujac w ten sposéb utworzymy, jak wspomnielismy, » réwnasi
korelat; réwnania te zestawione poniZej, posiuza nam do wyznaczenia
wszystkich » niewiadomych, ktéremi sa w tym przypadku korelaty.

[ aer | b ] [ac ] [ ar]

ke, + Ly — | kgt ...+ Nkt o, =0
| P I 2] Bt by o) g2
[ @b | b0 ] [ bel | b
I+ | — | Kot kit ko w,=0
NP7 iy LV ol 1R P | » | :
K2 [ b oo [ e’ )
e, | — | Koo I S & e, =0
'p_;l}‘pulgi_j)-];;i |‘I)‘Itlw-‘
anr | [ b | er] i
— N Byt | — N Bg+ | — | Byt .« | — | B+ ©,=0.
D | | P ] P | P ]

Réwnania (7) maja ksztalt réwnan normalnych, a réznig sie od nich
tylko tem, Ze przy tworzeniu spdlezynnikéw réwnan korelat bierzemy na

uwage zamiast wag p ich odwroinoseci o ktoremi poslugujemy sig w ten

sam sposéb, jak wagami przy réwnaniach normalnych. Majac obliczone
ol

wartodei 5 utworzymy n. p.:

be 1 1 1
=—25h 0, —bgeet+....+-—by6,.
[P] 0y hi Dy 2 D

n
Sposoby rozwigzania réwnan korelat sy oczywidcie identyczne ze
sposobami rozwigzywania réwnaf normalnych.

Z reguly poslugujemy si¢ w tym celu systemem zredulkowanych réwnai
korelat ksztaltu:



L_?th_ (AR i Wymwunulu npostmutuu m»\muukowm:yf_h
am ac [ ar ]|
i o ’. =4 B ol S .':1. - e
[]fr[ s[5 e o[ e
: 1] [-’ff’-- ]]k S e [ N
» Tl [Rnddia el KR 8)
w00 e S TR e By
| l P z] ,a:3 PR p ..4_ e (ﬂ')3-r-l) =()

| . (r—1)]k,,-[~(wf..(»r_1))__;

przyczem znaczenie uzytych tu symbn]c’)w jest mastepujace n. p.:

ool

y (g.1)=

p P an

bty ol e
.
5

0 ile wagi wszysthkich spostrzeier sa rowne jednoSei, upraszezaja sie
przytoczone tu wzory; w szezegdlnofei przybierajs réwnania poprawek
(4), réwnania korelat (7), oraz system zreduk. réwn. korelat (8) ksztalt

l‘cu}
o

(05.1)=w,— 8)=(w, +2)— *—

} Gi=a; Io, -+ b leg+-cileg 4. . . .. rile,, (4")
[aal ke, {-[ab] g4 . . .. . .. [ar] kp- @, =0
e e a
[ar] ko, +-[br] g4 . .. .. .. [rr] oo+ w, =0
[aal ke, +[ab] ko . .. .. +[ar] o+ w, =1
TR Rt
[rr. (r—1)] &+ (.. (r—1))=0.

- Po wyznaczeniu wartosei korelat z réwnan (8) wstawlamy je do
rownan poprawek (4), uzyskujac poszczegélne poprawki przy pomocy
zwigzkow ksztaltu (ogélnie)

....p (a; Fe, -1~ b; ka-{ oley il o ).
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Jedn. blgd Sredni przed wyréwnaniem wyznaczamy wedle wzoru
(2) § 2-go (str. 120), zatem:

M- .V.[p;m] (dh‘m przyp. wag p=1, ﬂ—v[(id]), : (10)

za$ blagd Sredni przed wyrdwnaniem spostrzeienia o wadze p; wedle zna-
Nnego wzoru:
2 #'2
gt 0
e, 11)
Di
Bledéw ér. okrelonych wzorem (L1) zazwycza] nie obliczamy, zado-
walajac sie wyznaczeniem jedn. bledu $r. w, jako miary dokladnodei
spostrzezen,
.Wrm:ajqc do preyktadu opisanego w § 2-gim (str. 120.—121.) przedstawimy
przebieg wyrdwnania przy zastosowaniu metody spolezynnikéw nicoznaczonych.
Napiszmy réwnania odchylek (6) § 2-go w formie schematu:

IJ | 3, ‘ T 1 | 3 ‘ |

| a .+1 =l ! L T ; l w0, | (=0)

G _-;-1 : lul .|+ j W, (=0) - (12)
| I | ol I T . : -|-1fi Wy | (=0)

[l 1 1 1 1 1 1 ‘
| p Py| Pa| P3| Po| Ps.| P ‘

ktéry mam ulatwi utworzenie spélezynnikéw réwnan kovelat (7)

[aa J 1 | B o) [ab ] 1 [ ac ] 1
i = (= - e e p— = —
P pg‘ Py Pa nLp ﬁg’ (1)
[ M)] 1 l he ] l J g 1
P m m’ p i by Ps TS

0 ile wszystkie wagi sa réwne jednodci, przyjmuja zwigzki (13) ksztalt
uproszezony :

[aa-]: 8, |ab]= by [_a(:[: —1, [_bb]:ii, [bc_l a1 [f:c]-:- B (14)

§ 4. Rownania kontrolne.
1. Kontrola spélezynnikéow réwn. korelat.

Kontrolg t¢ moiznaby przeprowadzié, urabiajac réwnania kontrolne
analogiczne do réwnan zestawionych w ust. l-szym § 3-go rozdz. IV.
(str. 80.); przypuszezajac jednak, Ze czytelnik nabral juz pewnej wprawy
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w przeprowadzaniu rachunkdéw wyréwnawezych, pominiemy spos !> , szkol-
ny“ kontroli, opisany w powyzZszym ustepie, podajgc go w formie uzy-
wanej przez biura tryangulacyjne 1 t. p. instytucje; wzory i sposoby,
ktére tu przytoczymy beds analogiczne do wymienionych w kofncowym
przyktadzie § 7-go rozdz. IV-go (str. 101.—109.).

Dla uproszezenia® wywodéw przyjmiemy, ze mamy tylko 3 réwnania
warunkowe, a wige i 3 rownania poprawek ksztaltu réwnan (B) § 1-go,
natomiast ilo§¢ spostrzezen niech wynosi n.

Przedewszystkiem utworzymy sumy spolezynnikéw réwnah poprawek,
odnoszgeych sie do poszezegolnych spostrzezen ksztaltu:

si=a;-+bi+ci,

jednak bez odchylki w;, zatem w naszym przypadku przedstawis sie tak
utworzone zwigzki (z kontrolg sumaryczna) schematycznie:

Kontrola spélezynnikéw réwn. odchylek i poprawek.

- i | i
a | b | ¢ h LR |
"F’ | ?]1
fi Boa|al g
ay i by {1 ! 3 :
' I' Dy (1)
: I
| | l
v I m“ .I bﬂ- : c\‘l ]! sﬂ, ]
| | | P
b s / ,
(@] | [6] | [e] | [s]

Nastepnie utworzymy schemat dla kontroli wspélezynnikéw rdwnan

korelat :

[aa “ab | [ ac ’l as

5_] | -_.p 1]L2. .;'j__[_g.'__
| i ten ] oo ]

| P Larti e Wl !

[ ac -  be | ree] | [es] | i
BHNENS
; [ a8 [ b5 ] [ ¢s ] j
[ LP L)) b }
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Sumy [i}s], |}f| 1 [:] wypisane we wierszach ostatniej kolumny,

tworzone hezposrednio ze wspolezynnikéw a, b, ¢ i oy muszy sie zgodzié
ze sumami odpowiedniemi ostatniego wiersza powstalemi przez sumowanie
wyrazow poszezegdlnych kolumn.

Réwnania korelat wraz z kontrolnem réwnaniem sum przedstawiajs

sie schematycznie:
"‘1 ‘ol

| |, | |
[ '“\,'lazy
ey . ey ‘\\olnc,
i
ATERR v I A i
C|eal | ab 0 | (=0)
L KR IR T B S RS
[ ab| bb] be i ' .
: w, | (=0 3)
IS o ] i l( } :
”_;a;"  Tbe e ] |
gl bt B0 Sy
i s P | |
s [ [22] 118 1 1e2] | o1 | (=0
@ [4][2] | @ |0

Ostatnie réwnanie sluzy nam dla kontroli wyrazéw réwnan korelat
raz zredukowanych, gdyZ suma wyrazéw raz redukowanych kazdej ko-
lumny réwnan (4) musi nam daé wyniki zgodne z wyrazami otrzy-
manemi z redukeji réwnania sum; przeprowadzajac zatem redukeje
wszystkich wyrazéw schematu (3-go, otrzymujemy schemat raz zreduko-
wanych réwnan korelat wraz z kontrola sum:

7ot 2 _.-..Af.,-.-.ll
| " | |
lobns o |
L Tob 1] | be ] I (g ol) L (=0)
P bR | (4)
o ]| @ =0
e e i(---m
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V. Wyrbwnania spostrzesen zawarunkowanyel,

W ten sam sposob otrzymamy schemat dwa razy zreduk. réwnania
korelat (w przypadku trzech korelat ostatniego) wraz z kontrols sum:

: Wyrazy
e, [ “?:Jlne}
| | |
| [cr,' -2'| (0.2 ! (=0) [ Wyrazy umieszezone nad sobq, I
W el ' ‘ | otrzymane niezaleznie drogg re- |
[ ras ‘ dukeji z schematu (4-go), muszq (©)
2 | [52] [w.2] ! (=0) l byc sobie rowne. I
| |

Schemat zredukowanych réwnan korelat z dodang ze schematu kon-
trolg sum przedstawia si¢ zatem:

| R 1
; ‘Wyrazyll
s sy Jey li wolne
|
aa “ab ace
[p_ P ] | P I :_ W, f(:-::t}) (6)
L b : |
g Al e 0
| [ ee | "
! 2 (wy.2) || (=0)
i i 1
as bs o8 ez i) ]
~ w (=0) {ze schematu (8)-go.}.
i[pl1 [p] ‘ lpl ‘ @] ) 4 go.}

Po wyeznaczeniu wartosci korelat z réwnan schematu (6)-go (lub
pierwgzych réwnan schematéw (B)-go, (4)-go i (8)-go) wstawiamy je do
réwnania sum schematu 6-go (lub (8)-go), otrzymujac w razie zgodnosci
dostateczng kontrole uzyskanych wynikow.

Ten sposdb prowadzenia i kontrolowania rachunku jest analogiczny
ze sposobem przeprowadzonym cyfrowo w ostatnim przykladzie § 7-go
rozdz. IV-go (str. 101. i dalsze).

Kto nie posiada dostatecznej wprawy w rachowaniu, moze obrac
droge wprawdzie dluZsza, lecz obfitujaca w liczniejsze kontrole, miano-
wicie sposéb analogiczny do podanego w ust. pierwszym § (8)-go rozdz.
IV-go (str. 80. i dalsze).
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2. Kontrola sumy [pdd].
Précz Awyklego sposobu wzyskania [p 0] z réwnan (4) § 3-go ksztaltu

ogolnego 5;=-—— p (@iley+bikg+cikey+ . ... +ri k), przez podniesienie poszcze-

golnych 6 do kwadratu pomnozZenje 'przez odpowiednie wagi i zesumo-

wanie, mamy jeszcze drugi sposob urobienia wspomnianej sumy, ktérego
uzyjemy jako kontrolnego.

MnoZge kazde réwnanie poprawek (4) § 8-go przez odpowiednie p d,
ofrzymamy po zesumowaniu wszystkich réwnan:

P10,2=0,0,k;+b, 0, kg+....+7r 6,k
Py Og2=ay Oy oy + by Og g+ . . . . +1, O &,

P duit @, éw k ']l bn dn k [‘ + LA 631 kr

[p 60]=[a 3]_I;_+[b 0yt ... .+ [rd)k,. (6)
Poniewaz wedle réwnan (b) § l—go g !
[@d]=—w,, [bd]=—wy,....[rd]=—aw,,
przeto wzor (D) przeistacza sig na:
[» 60]=—[w k] (6)
\dla przypadku wag réwnych (p==1) bedzie [dd]— —[w X]).
Zwiqzele powyzszy (6) stanowi prawie calkowity kontrole dla przebiegu
rachunkw poczgwszy od réwnan odchylek, zawiera bowiem tak poprawki
jak i korelaty w polgczeniu z odechylkami. Kontrola, dostarczona wzorem

(6), Jest zatem najwainiejszq dla calkowitego rachunku. Précz tej kontroli

uzywa sie réowniez i wzoru kontr, podanego w nastepnym paragrafie
pod 1).

§ 5. Bezposredni spos6b wyprowadzenia wzoru na jednm. blad Sredni u,.

W § 2-gim niniejszego rozdzialu wyprowadziliémy wzér na jednost-
kowy blad $redni drogg posredmiq [(2) § 2]. Mimo zupelnej Scislodei po-
wyzszego dowodu, podaje w krotkosci sposéb wyprowadzenia na jednostk.
blad &r. drogs bezposredniq.

Eliminujac w zwigzku (6) § 4-go:

[0 00)= —[w k]
poszezegolne k przy pomocy systemu zredukowa.nych rownan korelat (4)

§ 4-go, otrzymamy po odpowiedniem zgrupowamu wyrazéw zredukowa-
nych zwigzek :

-

; (pd a]#-[‘i’;] M% 11)]+(Ef2;)]+ r(“”‘ (;_13] .

Dr, K. Weigel, Rachunek wyrdwnawoezy, “ 9
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Poniewaz réwnania odchylek (b) § 1-go odnoszg sig oczywiscie takze
i do bledéw prawdziwych g przeto: '
[ ]=wy, [bs]_zwzi [ce]=wy,. ... [re]=w,, (2)
a w nastepstwie:
[be.1]=(w,.1), [ce.2]=(w;.2)....[re.(r—1)]= (. (r—1)). (2%)
W obec tego mozna przeksvtaleié zwigzek (1) w nastepujacy:
[@e]* [bs 1]* [ee. 2] [peu@=—1)]"

Rl

Przecigtna  wartosé kazdegn wyrazu prawej strony réwnania (3)
wynosi f,% o czem mozna si¢ latwo przekonaé przez odpowiednie prze-
ksztaloenie ich licznikéw. I tak n. p., biorac na uwage [ae]’, zastapimy
ten wyraz ze wzgledu na wywody, przeprowadzone przy koncu § 4-go
rozdz. IV-go (wzor (6), str. 86.), sumg

[a’&e))=[aa &], 4)
a kladge w miejsce kwadratow bledéw prawdziwych kwadraty bledow
grednich, sumag

[aa pu), (@4

3 s g
. Y SiisTy
7 uwagl na znany zwigzek ;= !;;

| aa
faa - p] ' ®)

, rOwna sie

razu po prawej stronie zwigzku (3):

[a €]’ [ th,_.”. (6)
. GRE

W analogiczny sposéh mozna dowiesé, Zze wartosci przecigtne wszyst-
kich » wyrazéw, znajdujacych sie po prawej stronie réwnania (3)1), sy

rowne u,?; zatem
al ab
Edidy
il l |
aa | e
b

[abl
[a€]? latwo dowiesé, Ze przecigtna wartosc [be]* réwna sig [bbeg),

)

; bbl, 5 : 3 o ; : 13 Ak
a ostatecznie o?; poniewaz wartosé przecigtna iloczynu [ae][be] réwna sia
P

1) I tak biorac na uwage [be. 1]’ = ([b e]— ][be]-
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[p 00)=r u,*
9 p 6o I.'l a0
5 .lp;]} e \![p___(_].

2

Preyllady wyréwnania spostrzezen zawarunkowanych podano w § 8.
nintejszego rozdzialu.

§ 6. Blad Sredni funkeji wyréwnanych spostrzezen.

Na wyznaczeniu wartosei wyréwnanych spostrzezen i jednostko-
wego bledu &v. nie korniczymy zazwyczaj rachunku wyrdéwnawczego. Z re-
guly howiem stanowia wyréwnane spostrzezenia lub ich funkeje bads to
przedmiot dalszych wyréwnan, badZz tez zalezy nam z innych wzgled6w
na wyznaczeniuw tch bledow Sredmich.

Wezmy na uwage dowolny funkeje wyréwnanych spostrzezen

F 40y, b0y o Duk00); (1
rozwijajac ja w szereg Taylora z opuszezeniem wyrazow rzedow wy#szych
niz pierwszy, otrzymamy:

¥ ’ ;
TS s L) ::Eo, fﬁi RE & --yﬁfuld,?. @)

Nazwijmy # prawdziwg wartodé funkeji F, a zatem funkeje, utwo-
rzong przy pomocy warl'.oéci prawdziwych I--¢:

----- =Rl e, L4y, oo byt E), (3)
ktora rozwinmy jak pod (2) w szereg Taylora z zachowaniem wyrazow
rzedu plerwszego:

7' i ¥
Fl==F (L, byoro. o ly) ~}—3§1 & g::az e T .g-::.s,,
Blad prawdziwy funkeji # jest rézmicy zwiazkéw (3) i (1), lub (4)

@

; LGy , i et A or :
i(2), zatem, jesli polozymy dla uproszezenia wzorow T =F,, YD) =7,
1
I A o AU R Sk i
Y = I, bedziemy mieli na & wyrazenie nastepujace :
n

ab ‘aa | i , =
l ]p.u , zad [ae]* odpowiednio po’y przeto  wartosé przecietna [be . 1]?

p
[ab]
bb
réowna sig: p,? l l =
Ul
BENE

S : be.1]? :
polozy¢ zamiast I)f ] kwadrat jedn. bl. &r. p,% W ten sam sposéb mozna
el
ik
i
pxmpiowadmo dowod dla wszystkich wyrazéw prawej strony réwnania (8), nzy-
skujac wzér (7).

o | DO
J) o l l;:. ]] , & co zatem idzie, moZemy

#*
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&=[Fe]—[Fo], lub po podniesieniu (b)
do kwadratu:
gt=[Fe]?—2 [Fe|[F o]+ [F ) (6)

Do pierwszego wyrazu prawej strony rownania (6) mozemy zasto-
sowaé prawo przenoszenia sig bledow, zastepujac je wartodcig przecigtna,
nie mozemy jednak tego sposobu post¢powania uwzglednié na razie przy
dalszych dwu wyrazach, poniewaz oba zawierajs poprawki d, uzyskane
z wyrownania, a wiec wielkodei zalezne.

Cheac wiec uzyskaé wzér na blad $redni funkeji na podstawie
réwnania (6), nalezy w niem zastapié sumy [F'9] przez odpowiednie sumy
wielkoéci niezaleznych.

Jak juz wspomnieliSmy w § b-tym, spelniaja takze i bledy praw-
dziwe réwnania poprawek, zatem, ograniczajac si¢ dla uproszczenia wzoréw
tylko do trzech warunkéw, otrzymamy :

[as}—:-——wi, [be]“:_ww [ca‘.']--:—w:” (7)
a po wstawieniu tych wartosci do réwnan korelat, zwigzki:
.‘;).“." Tey -+ --‘;b Iy -+ ;" It,—[a €] =0
[ ab] bb | [ be |
ke, + Iy -+ ke, —[be]=0 8)
Lp | 1 I:p | 2 ;p : 3 [ ] ( /
‘;" oy + I;’ Iyt ;;"’ e, — [0 6]=0.

Réwnania (8), rozwigzane metods eliminacyjng Gaussa, dostarezaja
nam korelat %, wyrazonych wielkodciami niezaleznemi:

kiz[ad_,‘ab] [be.1] H?J [abJ i ]I[ch
BlaNERHI dii]

b foedl | 3_;_1] [ee.2] ()

e e

i

Wezmy na ﬁwa-gfg rownania poprawek (4) § 8-go ksztaltu:
d|=; (a; ki +b; k:a +eiky),

pomnézmy kaZde z nich przez odpowiednie wyrazZenie F, zatem (w naszym
przypadku dla 6; przez F):

F; ti,‘—_— % (a; F k1 +b; It k?. +6; I kaj ) (10)



§ 6. Blgd éredni funkeji wyréwnanyeh spostrzelei. 133

a wstawlajgc za &k wartosci ze zwigzkéw (9) i sumujae wszystkie F4,

SN [ F][ [b-;' .1] [be.1] [__ 2][05 9]
[Fo]=1" 2 B0 C )
| Fl s ]
p P

Rugujac ze zwigzku (6) sumy [Fd] przy pomocy réwnania (11),
mozemy utworzyé wartofei przecietne prawej strony réwnania (6), zaste-
pujac réwnoczednie &* wartoScig bledu $redniego w,?

WeZmy nasamprzéd na uwage [Fe]’

Przecigtna warto§¢ [Fe]® réwna sig ze wzgledu na koficowe wywody
§ 4-go rozdz. IV-go (str. 86,) sumie:

-1_ (11)

[FF up];
1
ze jednak pl= “-“-: , prazeto
| FF pu)= [I;F] fy 2, (12)

Jest to blgd Sredni funkeji przed wyréwnaniem, to jest blad $r.
jakibysmy uzyskali, wstawiajge do funkeji niewyréwnane wartosei Z.

PrzejdZzmy nast¢pnie do wyznaczenia przecigtnej wartoSei drugiego
wyrazu wzorn (6).

Wedle zwigzku (11) jest
—2 [F ][ Fd)=

a bF oF ]
_zl[p][z«‘s] [@e] [ 1][14'5][:;6.1]4-[3"2][1?5][09.2]] (18)

l [ ] [ E;’ .I,J [?‘2] l

Przecigtne wartosei iloczynéw sum, zawierajacych bledy prawdziwe &,

i (Fe) ad=oolar =] % | w0}
ab bl [ aF
[Fe][be.1]=[Fs][be]— [Fe][ ][M lplyo [“ “ ]

L £
~[ )

[Fe][c£.2]={F£][[ce]—[ ;c] l————]-gf R =-.\1

| ':)“__ [bb 1] |
o)

P 'c;:ﬂ Ibb 1] I

L (14)

2
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Po wstawieniu tych wartogei do réwnania (13) otrzymamy wartosé

przecietng wyrazenia —2[Fe| [F0]:

a2 R S N

~2i e 1+ ’:ﬁ I;U : (16)
ST

Pozostaje jeszcze wyznaczenie przecigtnej wartosei trzeciego wyrazu
wzoru (6), t. j. [#d]%

Podnoszac zwiazek (11) do potegi drugiej, otrzymamy précz 3 wy-
razéw w potedze drugiej, jeszcze i 3 podwdjne iloczyny (w przypadku
tylko 3 warunkdow).

Przecietna warto§é kazdego podwdjnego iloczynu bedzie jednalk,
— przy rosngcej liczbie spostrzezen m — dazyla do granicznej wartosei
zera (poniewaz ¢ (€)= (—&)), przeto pozostaja do omdwienia tylko wyrazy
w potedze drugiej.

Przecietne wartofei wyrazow:

[@e]? I o | e
| [be.1]? | sa: —';’._1_ I 1y (16)
[ce.2]? I ";".2‘%2,
zatem wartodé przecietna [#d]* jest z uwzglednieniem wzoru (11):
lluﬁ] |!JP ] a 2I"‘l
-+ - ot (17)

[ENERER]

Wstawiajac do wzoru (6) w ten sposob uzyskane wartosci prze-
cietne (12), (16) i (17) i réwnoczesnie zastepujac &* przez kwadrat
bledu &, wy, otrzyman'ly ostatecznie :

alf‘ b. F cl’
[ e l | ol [ l i
e (15)
Vol g )]
S

Wyrazenie zawarte w klamrzu [...} jest réwnoczesnie odwrotnoscig
: o ; il
wagt funlkeji I (t. T _P)
I

Wzér (18) bywa uzywany takze i w innej formie, a to dla zazna-
czenia, Ze wyraz, ujety w klamre, sklada sie z dwu czedei, z kbtorych
pierwsza, pomnoZona przez p,* daje w? kwadrat bledu ér. funkeji #
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przed wyréwnaniem, za$ druga, pomnozona réwniez przez u,* wykazuje
wplyw wyrownania na w?; aby to uwydatnié we wzorze pisza czgsto:

_ la,Fl"a [!JF 1]“ IcF : I2
yqolP) LD P iy (19)

, 288 (m] +-I .b“'"._il f |_""_"'_2I
P ] »

W przypadkn wyznaczania bledu $redniego wyrownanego spostrze-
senia 1, nalezy polosyé Fi=1, zad resst¢ F'=0, a mnastepnie obliczyé w,*
wedle wzorw (18).

O ile spostrzeZenia [ byly dokonane z ty sama dokladnodcia, otrzy-
mamy w miejsce wzoru (18) wzor nieco uproszezony z powodu, ze
wyzystkie wagi bedy réwne jednodei: a zatem w tym przypadku bedzie:

70 G 18 o S
laa] [0b.1] [ce.2]

Zazwyczaj zaleZy mam mna warto$el nie kilku réznych, lecz tylko
jednej funkeji ¥ spostrzezen I, oraz wyznaczeniu jej bledu sredniego.
Wyrazenie, ujete we wzorze (18) w kiamre, jest przy » warunkach

S

b

5 [ VI
przyczem l—|=:
P

pt=1? jl [EE] —

ninj . g
r-tq redulejq swumy .| otoz redukceje te prze-

FI] it
ol zatem ogdlnie

prowadzamy automat., redukujac wyrazy réwnan korelat,
Kladac dia weyskania kontroli (przy 3 warunkach):
8 =a;-+b;+ e+ V=8, I}, (21)
mozemy przedstawié rownania korelat wraz z wyrazami, odnoszacemi sig
do bledu éredniego funkeji, nastepujacym schematem :

| Wyrazy i | |
| key | ky t ey wolne I . ki
[ aa ‘| [ abh i “ac] | al' |
; | Aodibiid ! .| @, .
palslb s e P
| [az] | [0 o]l b
f ) ‘ ) ! A
7 2 P ! R 99
ac | be ce | || 5 cl'] |
i p P | ‘ at e Il
- | 1 1
aF] | [6F] | [eF] | [ 7 :
ol L 8 A Ell » |
(as’] | | bs’ e8! | ] N [#s'] |
<k 152 N 6. | i _
(<E W e 58 P ‘ | RS

Ostatnie rownanie jest réwnaniem kounfrolnem dla korvelat k.
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Wyréwnana warto§é funkeji F jest wedle wz. (2):
H(a Lol L)+ [F# 4], przyczem kontrolg (21)

stanowi réwnanie: [#d]= aF] ke, ~i—] l—}lf] ley + [Mf J ky, (22)
P P b

uzyskane na podstawie réwnania (4) § 3-go.

Wreszcie wspomnieé naleZy, %e précz réwnan kontrolnych :
[p0d]—=—[wk], oraz [ad)+ w,=0, [bd]+w,=0, [¢d]+w,=0 itd.,
mamy jeszcze ogdlnie r kontrol w poczgtkowych réwnaniach worunkowych
ksztattu: £;(l +dy, &40y vn.. l,+4-0,)==0, ktore dajg nam moZnosé¢ spraw-

dzenia, cey opuszezenie wyrazow rzeddw wyiszych, niZz pierwszy w réwna-

nin (3%) § 1-go bylo wzasadnione.

§ 7. Zwiazek miedzy spostrzezeniami posSredniemi a zawarunkowanemi.
Wybor metody wyréwnania.

Pod koniec § 1-go zaznaczyliSmy, Ze wyréwnanie spostrzezen zawa-
runkowanych moZna sprowadzi¢ do wyréwnania spostrzezen poérednich.
Sprawe te omdéwiliémy dokladnie w § 2-gim, podajac réwnoczeénie odpo-
wiedni przyklad.

Uzupelniajac wywody § 2-go, nalezy stwierdzié, %e i odwrotnie
kazde wyréwnanie spostrzeZen pofrednich mozna sprowadzié do wyréw-
nania spostrzezen zawarunkowanych metods spélezynnikéw nieoznaczo-
nych ezyli korelat.

WeZmy na uwage n réwnan bledéw o & niewiadomych. Ot6% ilosé &
jest réwnoczednie ilofcia spostrzezen ,konieczmych®, t. j. iloScia spostrze-
zen, ktére koniecznie (niezbednie) nalezy wykonad, aby wyznaczydé war-
todel niewiadomych bez rachunku wyréwnawczego; reszta spostrzezen
w liczbie (n—k) sa to spostrzesenia ,nadliczbowe*, t. j, przekraczajace
ilo#¢ niezbednych spostrzezen, a przez to wladnie powodujqee wyréwnanie.

Rugujac % niewiadomych z reszty (m—=%) rownan bledéw, przy po-
mocy k& réwnan bledéw, otrzymamy n—rk=» zwigzkéw miedzy n popraw-
kami 0, poczem zastosujemy przy wyréwnaniu metode spdlezynnilcw
nieoznaczonych. '

Zazwyczaj nie potrzeba przechodzié z jednej metody wyréwuania
na druga dopiero po ustawieniu réwnan bledéw, wzglednie réwnan od-
chylek, lecz moZna od poczatku zastosowadé jedna z podanych metod
wyréwnania,

Oczywiscie obieramy zawsze t¢ metode, ktéra nastrecza mniej pracy
rachunkowej. Dla wyboru metody latwiejszej mamy tedy nastepujgee
ogoblne wskazdwki.

Zazwyczaj zabiera przy wyréwnaniu najwiecej czasu rozwiazanie
réwnan normalnych, wzglednie korelat. Biorac ten moment gléwnie na
uwage, obierzemy w przypadkach:
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k> r metode spostrzeZzen zawarunkowanych (korelat) l
posrednich lub zawarunk. (1)
posrednich. ‘

k=r
k<r

n n
n n

Wiestawiajac za % ilosé (n—), otrzymamy regule (1)-sza we formie:
jezeli n—»r>», lub n>>27, nalezy obra¢ metode sp. zawarunkowanych l

n—r=r, , n=29, moina ., 5 » posredn. lub zawar. | (2)

n—r<r, , n<2r, nalezy , 1 » posrednich. I

Sa to oczywideie tylko ogdlne wskazdwki, gdyz précz reguly (2)-giej
wzglednie (1)-szej mnalezy jeszeze wzigé na uwage prace rachunkows
przy tworzenin wag, jakoteZ i okoliczno§é, przy ktérej metodzie otrzy-
mamy wigeej spélezynnikéw réwnan normalnych, wzglednie réwn. korelat
réwnych zeru.

Sprawe obioru metody przy wyréwnaniu sieci tryangulacyjnych,
omdéwimy w rozdzialach traktujacych o sieciach tryangulacyjnych.

§ 8. Przyklady wyréwnania spostrzezen zawarunkowanych.
Przyktad pierwszy. Wezmy jako przyklad pierwszy wyrdéwnanie spostrzegen
podanych jako wyréwnanie do stalej sumy w § 4-tym rozdz. Ill-go (przyklad
pierwszy, str. 70.—71.).
Wyniki pomiaréw katéw tréjkata plaskiego wynosily tam przy wagach p=1:
a= 44°15' 30"/
f= 70038/ 16"/
y= 65005’ 30"’
T=179°59/ 86"/,
Réwnanie warunkowe — w tym przypadku jedno — [por. réwnanie (3)
§ 1-go) opiewa:

% +4-8g+B-3g -1+ 3, —180°=0,
zad réwnanie odchylki [por. réwn, (2) § 1-go]:
o P y—1800=w=—2b6'/;
zatem réwnanie odchylki wyrazonej poprawkami & [por. réwnanie (b) § 1-go]:
ut8p -8, — 2067/ =0,
(przyczem a,==ay==a,==1),
Jednemu warunkowi odpowiada jedno rdwnanie korelat [(7) § 3-go]:

[a-a] k- w=0, zatem w naszym przypadku, gdy wszystkie a i p s réwne 1
r

\ ‘-)Jﬁ”
8 k— 28/ =0, =" —8//'83.
Réwnania poprawek sg w obec tego [por. réwnanie (4) § 8-go]:
B lo==8//33
By —=k—8//'33
3, =k=8/"88.
Dodajac poprawki do spostrzezen, otrzymujemy ich wartosei wyréwnane,
ktére tu (jak i poprzednio) odpowiednio zaokraglamy :
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(x)= 44°157388//:3
()= 70038723//4
(ﬂ“ 6HO06! b8/ /-3
— 180° 007 007",
Blayd gr. @ otrzymamy — ze wzgledu na wagi ‘u——-l—- wspolny dla wszyst-
kich 3 spostrzezen wedlé wzorn (10) § 8-go, lub (7) § b-go:

H.—.\[ d =V[33]=V20817= - 14//:4,

Kontrola [88]= —w k=20 X 8:33==20825 (réZnica 0-08 w tym przypadku
dopuszezalna ; rachujac przy pomocy k=8:883, otrzymalibysmy wyniki 208:317
i 208'82b, zatem z r6zn, 0:008),

Blad ér. wyréwnanych spostrzezen, wspélny w tym przypadku dla wszyst-
kich 3 katow, obliczymy z wzorn (20) § 6-go:

y F?
% i b 2= 2 { [FR _..[f_._-_ _}
Pla)* = thip) = = {[ ] [aa]
Wesmy na uwage funkejg I, przedstawiajaca wyrdwnany kat («):
(2)=1800—(f)— (7)== 1.

e, P e 0 F
Poniewaz : e =0, T = Fy=—1, > = Fy =1,
%88 @y = fy=—=a, =1, przeto
[aa]=38, [aF]=0 —1—1===-—2, o [FF)=0-+1-1=+2

wstawiajac te wauior«u do wzoru na p(g?, otrzymamy :
Pat=p2 {2 —4)=p28, & pe=pVi=r-14/"4x0:818=4-11'"8.
Analogicznie postepujac, otrzymamy te same wartosei dla pg i ppy).

Przyktad drugi. W sieci niwelacyjnej, ktora wykreslono schematycznie na
fig. 9-tej, przedstawiajac ciagi niwelacyjne migdzy poszezegdélnemi punktami
linjami prostemi, pomierzono nastepujace wzniesienia:

AL )= "J.:" 2y 4 n Jy = »
(I—H])c--"—hg—-zﬁ'l’iﬁg iy s La—-—u e
[]:I.---—]ijz-:h,‘——--6'585 T -5 L sl
(III—1V)= M =214 4 |y 8 L,, =80

Przyjmujace, #e wysokosé p, I-go jest
znana, nalezy dla wyznaczenia wysokosei po-
zostalych trzech punktéw sieci pomierzyc co
najmniej trey niezaledne wzniesienia, n. p. hy, hy
i hy, lub hy, hy ik, i t. p. Tlodé wzniesien k
koniecznych (do wyznaczenia wys. punkt.) jest
w tym przypadkn 3; poniewaZ pomierzono
-n=D0 wuniesien, przeto ilogé warunkéw » otrzy-
mujemy ze zwigzku:

1%

rep—k=2.

(Wyréwnujae metods spostrz, posredun.,
otrzymalibyémy 8 réwnania normalue).
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Doktadne zdanie sobie sprawy =z ilofei warunkdw jak i ich ksztaltu jest reecaq
pierwszorzednej wagi.

Niewwzglgdnienie pewnego warunku przy wyréwnaniu powoduje wniespelnienie
go przez spostrzezenin wyrdwnane. Dodanie warunku nadliczbowego, a wige iden-
tyeznego z jednym lub z kilku juz zastosowanemi, powinno nam dostarczy¢ kore-

; ; . 0
latg (wspoélez, nieozn.) dla tego warunku jako wyraz nicoznaczouy 0 ; w praktyce

wypadnie jednak owa korelata z powodu zaokraglen rachunkowych zamiast

He p. g-%gg-%::} i w rezultacie skazi wyniki wyrdwnania (w fym prz}.qmdlm

nawet znacznie),

0

W obu przypadkach tak nieuwzglednienia, jak i dodania nadliczbowego
warunku, beda przeto rezultaty wyréwnania bledne.

Aby tego uniknaé, mamy odpowiedne wzory okreslajace mam pray po-
szozegOlnyeh zagadnieniach wyréwnania ilosé i rodzaj warunkow. Wzory te
poznamy pézniej w czesei drugiej niniejszej ksiazki, przy omawianin wyréwnania
sieci niwelacyjnych i tryangulacyjnych.

W kazdym razie nulezy zwricié baczna uwage na to, aby znajac juz
liczbg warunkéw », nie uzyé przy wyréwnanin warunkéw od siebie zaleZnych
(identycznych),

W omawianym przykladzie mozna uzyé przy wyréwnanin trzech par nie-
zaleznych warunkow, odnoszacych siq do wzniesien wyréwnanych, a mianowicie:

Iy 8y A hy =8y —hy —38, &0 } y
+ hy -3, —hy—3, + by + 35 =0 )
hl+31 —hy—8y iy +3¢+}:I’—35=[) 3
hl -1-81 -} Jig ~|—-32—ﬁ.3 -—-33 =) --').
hy 8, —hy—8y hy 8y — iy — 8, =0 8
+hy 3y Ty —3, g 3, =0 ).

Oczywiseie, ze mogna jeszeze ulozyé zestawienia nowe, zmieniajae wszyst-
kie znaki w poszezegdlnyeh warunkach, co jednak pomijamy jako rzecz bez
znaczenia.

Z zestawionych trzech par wgrunkéw wybierzemy taka, ktora przysporzy
nam jak najmniej pracy rachunkowej przy wyréwnaniu, t. j. zawierajacg naj-
muiejsza ilodé spélezynnikéw réwnan odehylek, a przez to ulatwiajaca ustawienie
réwnaf kovelat; w naszym przypadku zatem pierwsza.

Réwnania odchylek przedstawia sig zatem 2z uwzglednieniem wartofei
poszezegdlnych wzniesien :

hyA-hg—  hy=w; = +8 mim
hy  —hy+ly=wy==—9 m|m,

za$ vrownania odchylek wyrazone przez poprawki 8:

i R +80=0
3, B 43 —9:0=:0.
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Przyjmujac przy wyréwnaniu wzniesien (wzgl. spadow) — jak dotychezas —

< 11 ; : . St
wagi Pe——-ﬁl (aby jedn. blad $redni wypadl na 1 km dlugodei ciagdw), otrzy-

mujemy ich odwrotnosei réwne poszezegdélnym L, zatem
1
= L;,
: Pi
rozumiejac w tym zwigzku pod I; ilodé Jm.
Wyréwnanie przeprowadzimy jak zwykle przy pomocy schematdw.
Nasamprzéd zestawimy spélezynniki réwnan odchylek wraz z wyrazami s
i odwrotnosciami wag °, tworzac dla kontroli wyrazéw s takZe i réwnanie sum;
)

na podstawie tego schematu uloZymy drugi dla kontroli spélezynnikéw réwnan
korelat,

e —= . = ——
1- \ |
a | b | s a | ¥ | &
. |
T 41( . |41} 82 Jic |
i B ik [ +7-4‘+1.5 +89|
£ ¥ |
2 41| 4-1( 4215 ‘--—-—--—---- _
B NI e g | : +15|+ 75| 4-9:0|
Gl M 2 P g b B | i
. A A [ [ | | i
6 + |41 +1| 86
el - (Kontrola polega na zgodnodei wyrazéw
2l 4+1] 41) 42 [_a_q] i [bf , utworzonych w ostatniej kolumnie
P P

bezpogrednio z poprzedniego schematu z temi samemi wyrazami, otrzymanemi
przez sumowanie kolumn; n. p.

Bl =1x 18241 XX 1B 4-(—1) X (—1) X 2782 - 8:04-2:7=8:9,

ktora to liczbg otrzymujemy réwnieZ, sumujac liczby kolumny pierwszej:
74416=89 i t. d.).

Nastgpnie przechodzimy do ustawienia schematéw réwnan korelat :

I| ————— e - \V lluz o e W‘.!;a‘z Y - ] .:I"_':'.:'._-'.' = e e !. - w\' !. ‘l_; ok

k1 fey w%]nay key wolne fey key ! vi;olney {
4744 16| 4 80 -+ 7196 | —10:622 +-74| 41600 | -- 8000

+ rul +0:2027 | 4 1-0811 + ‘10| — 14704 4+ 10| + 02027 | 4+  1:0811

| — ¢ ARV R ey SR RIS ISR ) P IS N L R
+1b6|+ TbH] — 90 4 i | 47196 | — 10622
+os)+ oo 4 tom| F) ARSI SI0KBR) ) )3 T R e

2 |489(4 90| — 10 3(489)(+9:0) |[(— 1:0) |
+ B9 |4 1804| o4 0022 \ |
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Pierwszy z trzech ostatnich schematéw przedstawin réwnanie korelat bes
redukeji, drugi — raz zredukowane, trzeci — system zredukowanyeh réwnaxn
korelat., Rozwiazanie przeprowadzono jak w trzecim przykladzie wyr. spostrz.
posr. w § 7-mym rozdz. IV-go. ILiczby pierwszego wiersza schematu réwn.

korelat dzielimy przez +7'4=:[aa], uzyskujac 10, --0:2027 i —}—1'0811;
kv 2

F
liczby te mnozymy przez -}-1'5= il , dla otrzymania wyrazen redukeyjnych

P
wiersza drugiego: (1:5), --0:804 i --1:622, analogicznie postepujemy z wier-
szem trzecim, mnozac te same liczby przez - 89= = Odejmujac wyrazenia

redukeyjne od spélezyn. réwn. korelat, otrzymujemy raz zreduk. réwn. korelat,

zatem -7:5—0'804=--7196, —9'0—1'622=-—10'622; ze wzgledu, Ze mamy

tu tylko jeden wiersz do sumowania, musi nam dac¢ te same wyniki zredukowane

réwnanie sum, zatem -90—1:804=7'196, —1'0—9'622=-—10622. W sche-
‘ bl

macie drugim dzielimy wyraz wolny —10:622=(w?,1) przez —f—?-lUGm[ - .1]

e

dla uzyskania ostatniej korelaty.
Z ostatniego schematu otrzymujemy k, i k,, (zmieniajac odpowiednio znaki):
ky=14761,
by =-—1'0811-—02027 fpy=—1'0811—02992=—1-8808.
Dolagzona do ostatniego schematu réwnanie snm wykazuje po wstawienin
wartodei na kb, i kg dostateczng zgodnodd:
89k 490 ky—1:0=—12:2847 4 18:2849—1-0= --0:0002.
Sume [p o8] wyznaczymy dla kontroli podwéinic [p 8= — tu k]—ll ‘0424

+18:2849==24-8278 i z wzoru redukeyjnego [p 8%]= (wg

ET

wyrazy dla rachunku zpajdujemy w ostatniej kolumnie ostatniego schematu

Fien: g PR %J),[ 33]==8:0% 1'0811+10-622 X 14761 =
aa
1
[P] lp ]

e s U B
poz\/[}f;?]zwhwusb =(\==8'Dmm (blad ér. niwel. na 1km dlug. ciagu).

odp(m iednie

mianowicie w,,

=24-3279.

Z schematu dla véwnan poprawek obliczymy nastepnie:

A 3

TR BAR ‘l ——4 42 m/m Wartosei poszezeg. 8, wstawione do rdwnan
o : odchylek, powinny je sprawdezi¢ do zera:

2| 18| 1b|=t012 , B W R A

|27 . [=+872 , | —44240'14—8"724-8'00=000 (mim)

o ST Py R LR T )

4l . |24 =—8B4 || 0.]448'544-581—900=—0:01 (m]m).

6 86 =581 , |
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Wreszcie 0t1zy1namy wzniesienia wyrownane ze schematn:

| S R R R TR e
i Wizniesienia “ : Lkl . o |
i 2:616 3862 6369 6:H8H 2904 |
spostrzegane .
e gl
Poprawki 8 | —4,4 40,1 -+ 8,7 —8,b ‘ 45,3
Weneslenia | dounn 88825, [ 68721 | BBBL LRI

wyroéwnane

| |
Wyrdwnane wzniesienia’ spelniaja warunki (do zera wzgl. do 01 mfm):

A+~ Ry 438, =+2:510,; m (hy +-8y)==--8:862,, m
iR ST g e e BB
— (hy +83)=—6372,, , aoie e U‘_‘r}_’{' 3r;)_’ ; '|'2'7_]9: 3
LA 0000, , m —-0:000,, m.

Przyktad trzeci. Przeprowadzajac we wrzesnin r. 1918-go pomiary stereo-
fotogrammetryczne nad Morskiem Okiem w Tatrach, zaloZyl antor nastepujaca
sied tryangulacyjna o znaczenin lokalnem.

h=92:06 m

a = 49915/02'/:5 1)
ay= T8 68 45 -0
a = 48 81 02 b
i 39 57 09 b
. 12 88 07, b
%:111 52 22 ‘b
o= 158718 0
4= 81517 b

Poniewaz dla  wyznaczenia ksztaltu
wieloboku o p punktach wierzcholkowych
wystarezy 2 p—38 niezaleZmych elementiow
konstrukeyjnyeh, przeto ilosé spostrzezen
koniecznych % jest b; iloé¢ warunkow »
otrzymamy zatem ze zwigzku:

n—l=n—2p-48=9—8|8-=4.

Trzy warunki otrzymujemy z dowol-

TFig. 10. nych ftrzech tréjkatow czworobokn, lktérych

2 suma katéw daje nam 180% Uwszgledniajac
tylko te trzy wavnnki, t. aw. trdjkqtowe wynikajace n. p. z tréjkatéw VII—
—VIIT—XI, VIII—IX—XT i VII--IX—XI nie otrzymalibyémy zamknigtego
czworoboku, tworzac go pray pomocy katéw wyréwnanych, gdyz kierunek
IX—VIII nie przechodzilby przez punkt VIIT-my, choé bylby réwnolegly do
kierunku VIIT—IX. Aby te dwa przeciwne sobie kiernuki zeszly sig na jednej
prostej, nalezy uwzglednié jeszeze warunck bokdw, ezyli yboceny® lub ,sinusowy".
Walunak ten otrzymamy, obierajac dowolny wicrzcholek czwo:olmku lub punkt

1) Wynm nanie przeprowadzono tak, jak gdyby spostrzeZeniami hbyly katy:
w rmczywwthcl dokonano spostrzezen metods kierunkown, a wladeiwe wyrdéwnanie
tej sieci podano w § 6-tym rozdz. XI-go.
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przecigcia sig przekatni jako punkt | $rodkowy” (,centralny“) i tworzac dla sto-
sunku bokéw schodzacyeh sig w tym punkeie stosunek iloczynéw sinuséw odpo-
wiednich katéw réowny jednosei, n, p.:
Al 1) gin (o, -}-8,) si --3,) 8in (o, --9.) sin (o, ~-
R o S D (7 B Iy 950 Bt B i (a8 T o
#%. L0 Sk o 8in (ag +-64) sin (o, --8,) sin (x, +-8,) sin (% -{—a‘ﬁ)
dla punktu centr. VIII-go: i o
(m+4-0) b ¢ sin (o, -8, -y +-8,) 8in (& +3;) sin (a; 4-8;) . A
; e B Yasis it it p.
b ¢ (m-o0)" . sin(ag--8) sin(xy--6,) sin (o -85 45 +-3;) I
Warunki boezne sprowadzamy ze wzgledu na ich ksztalt do ksataltu
linjowego przy pomocy logarytmowania, uwzgledniajac; %e
log sin (a;+-8;)=log sin a;+-df3,’,
przyczem df oznacza poprawke logarytmiczng na 17,

Teoretycznie jest obojetnem, ktéry punkt obierzemy za centralny; nato-
miast dla dokladnogei rachunkowej jest najkorzystniejszy warunek, odpowiadajacy
punktowi skrzyZowania sig przekatni jako punktowi centralnemu, Po nim jest
najkorzystniejszym warunek utworzony ze wzgledu na punkt centralny, leZacy
poza polem najwickszego tréjkata czworobokn, a wige utworzony ze wzglgdu
na punkt VIIT-my. Poniewas warunek boczny pierwszy zawiera 8 poprawek
katéw, zag drugi tylko 6, obierzemy warunek drugi, t. j. ufworzony dla punkiu

: centralnego VIII, nastreczajacy mniej pracy przy ukladanin spélezynnikéw
réwnan korvelat, jako czwarty warunek siecit).

Zestawiajac wszystkie eztery réwnania warunkowe, otrzymamy :

1. oy 43 oty 8y 4y -8, - -3, —180°=0

2. a3, - ag 48y + %y 48y 40y 43, —180°=0

8. ay+8, +a; 48+, 43 +ag 8 —180°=0

4 8in (o -3y oy - 84) 8in (&, -8, ) sin (a; 4-9;) 10

" sin (o --3,y) sin (a8 +-ag +;) sin (g +8g) g

Warnnek czwarty sprowadzamy do ksztaltu linjowego przy pomocy loga-
rytmowania, zmieniajac go na:

4*%) log sin (a, - 2e) - dfy, 2 (3, -I-8y) - log sin ay -~ df §r= log sin oy 4-df;8; -+

—log §in oy, —dfy8,—log sin (e, - og)—dfs, o (ol +dg)—log sin wg—dfgd,=0.

Katy spostreépane nie spelniaja tych warunkéw do zera, dostarczajac
nam odchylek w:

1, oy ogtay. - ; v g —1800=w,
2. .. egta ey e, L —1809=u,
Bl T . A-og Aoy Aoy —180%=w,
4. log.sin (#, 4 ay)+log sin ay, +log sin a; —log sin ay—log sin (s +og)—
, —log sin oy =w,.
a ‘ R A S TARS ) LAY %y 399 b7/ 094th oy 499 1b¢ 02145
1) % l 78 B8 456 0 9) % 1200885107 b 8) % 3 B R 1R
el W - - L 0 L) & (1T bRt 220 h R T S
2 BRt B 7 613 &, | B BT LB 0 Jaln ¢ U8 SR

(=

B77B 2| 180° 00’ Q0
Wy =} 1405, wy ==—2"B, wy == - 07b.

21118084007 076

') Dokladne omowienie sieci tryangulacyjnej znajdzie. czytelnik w rozdziale
poswigeonym sieciom tryangulacyjnym Xl-lym A (§ 2).



14:4 v. Wyruwnnnto upaatrxuen an:uunkow:my:.ln

Zie wzgledu, Ze bok najdluzszy sieci wynosi zaledwie okole ]300 m, NLy-
_]emy przy logarytmowaniu warunku uwmlcgo logarytmow 6G-ciocyfrowych, zesta-
wiajac réwnoczednie odpowmdn}e df, t. J. poprawki logarytmiczne na 17/,
sig do kqtdw miedzy 90° a 180° maja oczywiscie

(Poprawli, odnoszace
znaki wjemne).

log sin “5 == log sin

' log sin a? = log sin

]ng L (lieznika)

log sin o, = log sin

’ ln,(: gin (a5+au)_— log sin

log sin aﬁ = log sin

1 log M (mi'anowni](a)

180

150

789

38/ 0776

37 18

bR’ 45

]og sin (e, +as) = ]og sin 19280 18/ 4775

.H'.O

II.U

1249 25/ 80/:0

30

164117

28662490 —

”'5

9-89516bH

| 9837114

9:430211

28:662490

9916384

8:-754177

28:662477

w, = 130 w jednostkach 6-go miejsea log.

9991916

— 1

popr. na 1/
—}- 04
b

- 87-

| popr. na 170 |

|
]
]
]
|

0

|

28662477 = - 0:000013 ;

Réwnanie odchylki, wyrazone przez poprawki &, otrzymamy dla warunke
ezwartego (wedle 4%) w jednostkach 6-go miejsea log.:

— 17 (3 +8,) + 9:4 3, 76 3, — 04 3, +- 1B (3, +3;)— B87°0 3, --18:0=0,

zas po uporzadkowaniu wedle poszezegdlnych &

‘178, — 213, +10°93, 163, - 7:6 3, —87:0 3 -+ 18:0=0;
dodajac do niego 8 pierwsze, bedziemy mieli réwnania odchylek w nast¢puja-
cem zestawieniu schematycznem:

i , : -

8, J| 3 3 3, 8 3 3 B w |
a| +10[ +1:0| 410 F 10|+ 75
b 10|+ 10| 410 +1:0 =22
¢ | 410 +1:0| +1:0 |-+ 10+ 05
dif=17 | =2al ;. +10:9| +16| +7:6 |-—870|-—180

(=0)
(=0)
(=0)
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Poniewas rdwnania warunkowe, a tem samem i réownania odehylek, mozemy
W przeciwienstwie do réwnan bleddw (przy wyrbwn. spostrz. posr)) pomnodyd lub
podzieli¢ przez dowolng liczbe, pomnoZymy 3 pierwsze réwnania przez 10, aby
uzyska¢ we wszystkich rownaniach spélezynniki niewiele rdéZnince sie; rdwnania
odchylek przybiora tedy ostatecznie ksztalt nastepujacy:

; % | Sy 8, ‘ 8, Sy | g % gy o’

1 | | | |

| a | +10:0] 4100 —}-l{J-Ul : I Sl . j +].(J'U‘-|—7F>-U
b : | ) e +10-0‘ +4-10:0[ 4100, 4100/ —95-0
¢ | +100 . bk B . +10-0‘ +10°0] +10:04 50
d|— 19 — 21 . | . |+109|-+ 1'5) + 76| —87:0/+180|

Cheae  uzyska¢ przy wyrdwnanin réwnoczesnie 1 blgd Sredni  boku
(VII - XTI)=B, wyrazimy B przez podstawg b i katy spostrzegane (najprosciej
w tym przypadku):

B (sin @, 8in 48° 81/ 02//:b
s Sl ki e
singg sin 3% 16/ 17776
log B=3'084467, B=1,21469m, a nastepnie obliczymy
ezastkowe pochodne tej funkeji podlug a,// i g/, zatem:

92:06 m,

0B b cogiey i B m
T e —t == e ghor i, = -} 0'0062
] Uo‘:l” P“.Sin g P” CLg &y + 006 (1 )
i & b sina, cosag B i L m
7 i, i e

Schemat kontrolny spoélezynnikéw rownan odehylek wraz z pochodnemi I
przedstawia sig nastgpujaco:

a)
. ‘ LS e e e g
| a b ( | o I ‘ 8!
T o e R 188
z| Sermnlic R ; + 79
8| 4100 | | +0:0052 | +10:0062
4 100 A +100
b | | =100 A 4-10:9 ) | 4209
6 | | 4100 | 4100 - 15 . +21'5
7 fize ) 4+10:0 | 100 | - 76 : +27:6
8| +100 | +100 | 870 —6:1086 | —17:1086
3 +40-0[ +40:0 | 4400 | —20:8 | —0:0984 || +99:1016
(@] +76:0| —26:0 | + 50| +180)| g
i | | |

Dr, K, Weigel. Rachunek wyrdwnnwesy, 10
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Y. Wyrdwnanio spostrzeien sawarunkowanych).

Na podstawie schematu @) ulozymy schemat b), ktéry nam dostarczy spol-
czynnikéw réwnan korelat (z kontrola).

)

) | a] b] ¢) g ) e e ;

e || -+4000000 .| 2000000 | — 4080000 | —098400 5-|- 19101600

{[b":i IR | 14000000 +2000000 | | - 2000000 i i "T_..S_WO‘

(e | --2000000 | +-2000000 | +400:0000 | — 2961 0000 —1:08600 | - 5021 96400|

i —408:0000 42000000 | —296:0000 | 15561200 | 868320 || 1054 95500

1.15 = 0%40 } — 10360 _4-_"75_8&—0 -0 01076 .: 25 “__1“:;2 596
3| 1910160 | +800:0000 | 5029640 | 10549552 \ 182896 |

Dalszy przebieg rachunlku

jest analogiczny do przeprowadzonego w pray-
kladzie poprzednim z ta tylko réZnica, %e wagi p mamy w obecnym przykladzie
réwne jednosei. Tworzymy zatem jak poprzednio schemat réwnan korelat, dodajac
jednak i wyrazy odnoszace sig do funkeji (pod kolumna /):

D,

s =l e
keq k, | I, ke, wolne | k;
4000000 ' +200-0000 | — 4080000 750000 | —0:98400
+ 1 + 0 5000 | — 1:0200 + 01875 -— 000240
+4000000 | +2000000 | 20010000 —Eﬁ 0000
42000000 | +4-200:0000 +400-0000 296:0000, 4 50000 |  — 108600

4= 200°0000 | - <+ 100:0000 fie= 204-0000 -+ 875000 — 040200 |-
4080000 | 2000000 | —296:0000 | - 15651200 -18:0000 | -+8:83820
— 4080000 . — 2040000 | 4 416 16!1'0 Th+5H000 4 100308 |
— 09840 | 4 10860 |+ 888820 : 4001076
— Ua810 |- ll -HUU i -|— l(JUdle — (1845 + 000242
3| 41910160 +800 0000 | 15029640 | — 106495520 680000 | 162696
4+ 161:0160 | 4 95:50B0 | — 104 83032] 4 85:815b — 040000
o*)
. R o e SRS RIS T VR
: Wymzy 2REET
: | ke ey , ky wolne Je ! i E-—"jrg'ﬁ
- - | o Pikiay
| $400:0000 | 4-2000000 | 4 200:0000] — 25:0000 8 Fag's
I 10 | 4 05000 | + 050000 — 00025 : < 8 E": A
- i i | e bt IOV B G T =]
-2000000 o 8000000 | — 9200000 —B26000 | —0b4d00 | E g 23 4
4 200 0000 <4 10000000 | 4 100:0000 - 12:500 3 E. o "E!) g ﬂ
{ L ¥ ‘ 2 o b A Ll L T AR T
| 42000000 | — 92:0000 |+ 11889600 + ‘895000 | 282062 | 8% 2WE 7
4 20000000 | 4 100:0000 | 4 100:0000 12:500 ] ‘a;g 8B B
B e B e RS R
— 05440 |+ . 282062 T 01845 | 000834 R
: .______'_..l : Eed8H
3| 48000000 | --407-4560 +1z«1& 78952  +52:184 ' 42:29886 | §'&.5.8 8
4 BO0-0D00 | A 400:0000 4000000,  —  50-0000 } &' E-g_"
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t}* # )
_._:. s ;’ 3 -W-}ul.-z:;:__::__—
y ky wolne ke
| +200'0000 [ 192:0000 | — 200000 || — 064400
L 00000 | — 01000 || — 000272
—].]"0000 +1038 ‘){){}0 -1-1'0‘.."0000 -l— 282‘}52
—192:0000 | + 1643200 10:2000 || 4 0-b2224
—  0b440 -J,- 282052 -+ 0184b —I— 0008.34
— 05440 05224 | 4 0054 || 4 000148
> | - 74560 -}-8‘19‘78‘.}52 -+ 82:184b || - 2:29386
4= 74500 | — 676 | 4 07480 [ —  0:02028
ottt cs«w* )
i=ien ! _I__T\Vyru}j Wyum,' - =
ey | wolne ki wolne key
- 854:6400 | - 82:8000 || - 2:80728 — 00984 | - 000068
& 10 | 4 0000888 | < 0:0026097 1 it
-- 280728 | 4 01801 000686 N = 00k i '
-l- 290798 | 4 0-2285 i_ 000828 2 00885/ + 0:00084
3| +866:04728 | -+ 82:0801 | -+ 281414 |
4 85004728 | 4-.  B30286 || 4+ 281850
Zredukowane réwnania korelat ukladamy w schemat
@)

k, I, Je, ke, 2ol Iy
44000000 | --2000000 | —408:0000 | -+ 75:0000 || — 098400
4+ 1:0000 o 05000 | —  1:0200 | 4 0876 || — 000240

40010000 | 420000000 | --200:0000 | — 26:0000
= 000 F | s L_szs-uom 4 05000 | — 040825
--200:0000 | —192:0000 | — 200000 [ — 0.54400
| 4 10000 | — 09600 — 07000 || ~  0-00272
: -854:6400 | -~ 82:8000 | - 2:80728
—0°187600 1 1:0000 + 0090883 1 00026097
—0098821 | 0062500 SRR e
—0003496 | 0048442  -0:100000 — 00934 || 4 0:00068
— (008496 = —0093008
I — 02689817 | 0107446 | -|-0°006992 — 0096853
i =}£1 =k—z | =k3 :fﬁi

S

Przy pomocy podpisan}'ch spélezynnikéw
czawszy od k.

redukeyjnych obliczamy wszystkie &, po-

Wartosei korelat wstawione do réwnan korelat sprawdzaja je w przybli-

Zenin do zer:

1) —115:9268-1:8984--39:5288 - 75'0=—00001
2) 42-9784—1-3984—19:8766—2b6°0=--0:0002

8) —b7'9634 214892 --2:7968 4-286774+-5:0=0-0000

4) 4-118:2458 214892 —2:0696—1506647 - 13:0== +-00002,
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Wartosci poprawek obliczone wedle schematu a) sa:

I ‘ 9 ‘ 8 4 ‘ 5 o 8
|
3 |—26686 - 277 6947| 26982\ -1 0745 070185/ 10”9991 +0~-4081‘+0~-7564
At ] S | ey e
na2m. (~266 |—269 |—2190 | 1707 4002 41100 |HOAL | 4076
az.

Suma [48] uzyskana w sposéb bezpodredni wynosi 25:645, zad kontrolnym
wzorem redukeyjnym 25647 (jako suma iloczynéw b-tej kolumny schemaiu
d:76:0x 01876 ,, ..., -+ 82:8 % 0:096883).

Jednostkowy blad gredni p= / =4 2//58.

Poprawki 8, zaokraglone na 2 miejsca dziesigtne, spelniaja poczatkowe
réwnanie odchylek w przybliZzenin do zer:

1) —2/766—2//69—2/90+0//767//60=--07:01,

2) 17707407024 1//:004- 0741 4-2/*:50=0//-00,

3) —2/66-1/-004-0/741+4-0/""76--0//:60= --0//:01,

4) 462466564022+ 1-50--8:12—2812-4180=—0-11.

(warunek boezny bez réznicy na 6-tem miejscu log.),

WEItDHGl ]nytt’)w wylﬁwmtnych a) Imda'ic naal‘epujqce zestawienie

1) 49014759784 | 3) 48°30/59//:60 D) 12088/07//:52 '7) 169377187741

e ey | & = T Lo

2) 789687427731 | 4) 89°67/10//-67 | 6) 111°52/28//:60 | 8) B°16/187/:26

Jak widzimy spelniaja katy (z) warunki sieci 07701 (z powodu zaokraglen):

() || 49014769784  (a,) | B89%7107 BT  (a) | 4991469784
(@) | 785842 81 (&) | 128807 52 (ay) || 111 52 28 50

(a5) | 488059 60  («) | 1115228 60 (a,) || 1687 18 -41
() | 81628 26  (x,) | 168718 41  (a) | 81518 26
3 | 180000700701 s | 1800000700 3 | 180%00/0077:00

log sin {(a )+ (2,)} 9:8056174 || log sin (a,) 9-991916

log sin (z,) 9:887114 | log sin {(a;) + (a,)} 9:916582
log sin ( a.?) 9430214 || log sin (z4) 8 754205
(log (L) llcml 28 b{)2502 (log (M) mian, ) 2.8 ()b2502

log (L) — log (M)=

0-000000,

Dlugosé boku sieci B przed wyréwnaniem wynosi:

zas po wyrbdwn, (B) (t. j. obliczona przy pomocy katéow wyr.):

B=1,214:69 m,
(B)=1,21460 m.

Blad dredni tej dlugofei przed wyr. py=pVI=2:58Y0-01076 ==t 0-26, m,

za§ po wyrdéwnaniu

przyczem I=[FF'],

py=pVI—I1=
(patrz schemat b), I—I1=[FF.4]
kontrolg otrzymamy, tworzac II jako sumg iloczynéw wyrazéw ostatniej kolumny
schem, d: 0:984 x 000246+, .., .. ... -+ 230778 % 000026997 =0:01013,

I—1I=0:01076—0'01013=000063.

2:68Y0-00068 =t 0:06, m;

(patrz schemat d);

zatem :



ROZDZIAY, SZOSTY.

A) Wyréwnanie spostrzezeri posrednich
z warunkami.
B) Wyrdwnanie spostrzezen zawarunkowanych
o niewiadomych.
A) |
§ 1. Sprowadzenie zagadnienia 4) do wyréwnania spostrzezen posrednich.

Jak wiadomo z ustepu 4-go § 2-go rozdz. II-go, ma wyréwnanie 4)
bardzo wagne znaczenie przy wyréwnaniu wiekszych systeméw sieei
tryangulacyjnych. Katy wzglednie kierunki nalezy w tym przypadku
wyréwnadé nietylko na poszezegdélnych stacjach (stanowiskach), ale takze
1 z uwzglednieniem geometrycznych warunkéw sieci.

Niewiadome (t. j. katy wzglednie kierunki) uczestniczg tu zatem
tak w réwnaniach bledéw, jak i w réwnaniach warunkowych.,

Dla ilo$ei niewiadomych %, spostrzezen n i warunkéw z, przyczem
n>k—r, zas k>r przedstawia sig zagadnienio 4) w formie nastepujacej:

Oy=a,x+b y+eet..... 41,
( rown. bl. 0y =a,2+byy+o2+..... +1, (1)
c T L e i e
On=0u 24 b y+Cn24..... + 1,
(ilo§¢ niewiadomych k)
( warunki | Ao+4, 2+ d,y+4d32-+..... =0 ®
wilodoi » ) | BotBio+Byy+Byet..... =0

(ilos¢ niewiadomych %)

(warunek wyréwn.) [p 06]=min., weglednie [dd]=min. (3)



160 VI A) Wyr6wnanie spostrzeien posrednich z warunkami.

Wyrazajac przy pomocy » zwigzkdéw (2) pozostaly reszte niewiado-
mych, t. j. (k—»), rugujemy w réwnaniach bledéw (1) » niewiadomyech,
otrzymujac w ten sposéb z réwnan bledéw o (k—r) niewiadomych.

N. p., jeéli ilo§¢ warunkéw =2, przedstawiajgy sie rownania, slu-
zgce do rugowania dwu niewiadomych, nastepujaco:

ilodd | g=A Ayl b e (2#)
(W&runlt. ?':2) | Yy=Bz+Byt+.......
(ilo&¢ niewiadomych &—2).

Po wstawieniu zwiazkow (2%) do réwnan bledéw otrzymamy zatem:

0y=0,'24d t+...... -+,

( ilogé réwn. ) dy=cy'2+dy/'t+...... +1y’ (1%
b]qdéw e A T GO 1 K Ao R T
(}u'_"cnfz'i‘ d”'t‘!‘ ----- "l lu

(ilo§¢ niewiadomych k—2).

W ten sposéb zredukowalismy powyisze zagadnienie do wyréwnania
spostrzezeii poSrednich.

Aby wyréwnanie moglo mieé miejsce musi byé — jak wspomnie-

lismy k>r, oraz n>(k—7).
Blad éredni jest — ze wzgledu na (k—r) niewiadomych — okreslony
wzorem :

[ 66] [ 60] -_. l
g e (S wzglednie a)
I'n [g;:] r) n [:';]l 7 1 ()
{ o
’“’“’Vn- (—r) VYn—rk+r' i

przyczem zauwazy¢ nalezy, ze w praktyce zachodzi z reguly przypadek
wyréwnania spostrzezen o wagach p==1, w obec czego ma zastosowanie
wzor (4)b.

Weor (4) jest oczywiscie wazny dla kazdej formy wyréwnania spo-
strzezen po$rednich z warunkami.

Metoda opisana w § l-szym nadaje sie do zastosowania gdy warun-
kow r jest miewiele,; zazwycza) jest ich ilo§é w wigkszych sieciach tryan-
gulacyjnych do&¢ znaczna i1 wtedy poslugujemy sie inng metods bezpo-
$rednia, ktéra moze byé¢ przeprowadzong w réznych formach.

§ 2. Rozwiazanie bezposrednie.

Biorae na uwage systemy rownan (1) i (2) § 1-go i zakladajac dla

ogolnofei, Ze spostrzeZeniom odpowiadaja rdéZne wagi p, wyznaczymy .

niewiadome z warunku: [pdd]-— min. z uwzglednieniem rachunkéw (2)
§ 1-go.




§ 2. Rozwinzanie bezpodrednie. § . Motoda pierwsza (Hansens i Helmerta). 151

Mnozge poszezegdlne warunki przez spolezynniki nieoznaczone
ksztaltu 2% i dodajac je do sumy [pdd], utworzymy funkeje:
Q=[pdd)-+2k, (Ady+ A, 2+A,y+.,.)+ 2k (By+ By 2+ By y+ i) +0y (1)
ktorej pochodne czgstkowe podlug z, %, 2... zréwnamy z zerem.
W ten sposéb otrzymamy % réwnan ksztaltu:
08 .
Egzlp“ 6]—1—111 Fc] "1‘BJ. k::"' 01 ka +...=0
02 .
= + Ay o+ By log+ Cylog .o o=
O [pb ol Ay + Byl Gkt =0 o
0R
[3’0 ‘5]+A:t ""'1 ‘}‘Ba k‘.s Ap C:I k:t‘l voe=0

oz

losd
rown. I

Po wyrugowaniu w rownaniach (2) wszystkich 6 przy pomocy n
rownan bledéw {réwn. (1) § 1-go} i dodaniu do nich » réwnan warunko- .
wych uzyskamy razem (k--7) rowna :

[paa)z+[pably+[paclz+....+ A, b+ B, Iyt C kg + ... +[ pal]=0 |
[pab)z-+-[ pbbly +-[ pbelz-r ...+ Ay ke, + By Iey -+ Cy Iy o+ [P0 =0
!E #) [ pac) -+ pbe)y +[pec) e+ ..+ Ay oy -+ By Ioy -+ Oyle y oo+ [pel] =0
j IRl B e e o SR N e TS +dg=0(.(8)
é‘l @) T T ¢ s S A i e e + B,=0
O et Oy ot= Ok B foR s bt S et I e Satal s b Cy=0
...................................................... ;

z ktérych obliczymy wartodei tak niewiadomych jak i korelat.

Réwnania te rozwigzujemy metody eliminacyjng Gaussa. Jednost-
. kowy blad $redni, utworzony w tym przypadku dla % niewiadomych
rownan bledéw i » warunkow, bedzie zgodnie z wzorem (4) § 1-go:

[pdd]

n—k+r

Metoda wyréwnania przedstawiona w niniejszym paragrafie jest
w praktycznem zastosowaniu weiqiliwg, a przytem malo przejrzystq; z tego
powodu poslugujemy sie nia w formach odmiennych, jednej podanej
w § 8-cim, drugiej w 4-tym. W obu przypadkach sklada sie wyrdéwnanie
z dwu oddeielnych czesce.

0=

§ 3. Metoda pierwsza (Hansena i Helmerta) z zastosowaniem
rownowaznych systemdéw bledow.
1. Czedd pierwsaza.

Pod zaloZeniem, Ze réwnania bledéw wystarczaja do wyznaczenia nie-
wiadomych, wyréwnujemy je oddzielnie od polaczonych z niemi warunkow,
oznaczajac w ten sposdb uzyskane wartodci niewiadomych przez @y, ¥, 2
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Zredukowane réwnania normalne, wynikajace z tego wyrdwnania,
Lsrtaltu (2) § 8-go rozdz. IV-go (dla k=3):

(pab) ~ [pac] .
Zy+ [paa] "%"[paa]z —xi o wadze [paal |
[be.1]
l)—{ “)i 1] S=Aatn n [pbb]'] (l}

Zo=Xs n n |pccg]
[ pal) _ [pbl.1] [pcl.2])

(plzyczem K= " [paa)’ 4= ~ [pbb. 1] %3 T [pee.?)
sy wedle § 8-go rozdz. IV-go systemem zupelnie réwnowainym z pier-
wotnym systemem bleddw 4.

Wartosel z,, ¥,, 2, 84 uzyskane bez wwzglednienia warunkéw ksztaltu
(2) § 1-go, musimy je przeto poprawié o pewne wielkosei & u i §, aby
mogly czynié¢ zados§é tym warunkom.

Przyjmujac, Ze mamy przy spostrzezeniach posrednich dwa warunki,
ktére majg spelnié niewiadome, otrzymamy do uwzglednienia w drugiej
czedei wyréwnania warunki ksztaltu (przyjmujac r—2):

Aot Ay (@8 Ay (Yo+)+ 4y (2p-5)=0
Bn "|"Bl (mn =t «f) St B»_: (Yot 7}) e B:I (zn o g) =0.

2, Czghd druga. »

Chege uzyskadé wartosci poprawionych niewiadomych réwnania (2),
nalezaloby uwzglednié¢ réwnocze$nie réwnania bledéw czedei pierwszej ;
aby tego uniknaé, wyrazimy poprawione niewiadome przez niczaleine spo-
strzeenia pozorne Yy, X, 1 %y réwn. (1), poprawione o 4,, 4, i 4, ze wzgledu
na dodane do niewiadomych poprawki & 5 i §; zwigzki wzoru (1) przejda
zatem na nastepujace :

[pab] =~ [pac] B sy
(zﬁ-&)-l—[-bda— Ho+n)+ foae] (20+8) =2, 44, 0 wadze [paa)
[ o
v Yo -+n)+ |[pr 1%(%'{"‘;} =%+4; » » [pbb.1] ©

@ +E)=x3+43 » » [pee.2].
Odejmujac zwigzki wzoru (1) od zwigzkéw wzorn (3), otrzymamy :

£+ Epaaj 7+ [g::}i. =4, o wadze [paa)
[pbc 1] .

.: A‘ n n I.pcc 2 2] )
lub w formie uproszczonej :
E4+a,'n+a," =4, o wadze [paa)
N+0; =4, 4 w [pbb.1] (4%)
t=4; , " [pee.2].
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Po wyznaczeniu 4,, 4, i 4,, otrzymamy niewiadome § % i § ze
zwigzkow (4) wzglednie (4%), wyrazone przez A w sposéb nastepujgecy.
Dla wyznaczenia poprawki & pomnoZzymy zwigzki wzoru (4) ko-

- [pad] 0 Toadl el onslle s
s ST o R e e

= —a,', otraymujac po ich zesumowaniu:

I 2 _{[mc}_ﬁ[}ﬂl (P_fi‘f’_-_ll}d A a AR TR
5=~ paa] " \[paa] [paal. [pep1) 1T AT AT A O
Aby otrzymadé poprawke 7, pomnoZymy zwigzki wzorn (4) kolejno
przez O, 1 i —Eﬁi’zﬂ_ —8,'’, a po ich dodaniu wypadnie nam :
[pbe. 1 '
']_A‘"[pab_l]] 4, T"Az_ﬁ::” 4;, (6%)
zad mnozac zwiazki (4) kolejno przez O, 0i 1, otrzymamy ostatnig po-
prawke E=Ay. (b**)
Przy wiekszej ilosci niewiadomych muszg byé obliczone dla uzycia
wzoréw (b) odpowiedne wyrazy a'’, a,/"', e/ ... B By
¥s//""....it. d. Poniewa# wyrazy te sg potrzebne zreszty tylko dla obli-

czenia wag niewiadomych, przeto w przypadku, gdy nam nie zaleZzy na
wagach niewiadomych, nie obliczamy &, % i { przy pomocy zwigzkéw (B);
natomiast uzyjemy ich do wyprowadzenia dalszych wzordw.
Niepoprawione wartosci niewiadomych &, ¥, i 2,, wstawione do rownan
warunkowych (2), nie spetniajq ich do zera, wywolujac odchylki :
Ayt Ay g+ Ay yy+ Ay 2,0 (6)
By + By %+ By Yy + By 2y = ;.

% poréwnania zwigzkéw (6) i (2) wynika dalej:
A E+ A, 944, b+ 0 =0 @
B\ 5‘1‘ Bz 7 B'.l g“‘“’z =0,
Rugujac w réwnaniach wzoru (7) niewiadome przy pomocy zwigzkow
(b), otrzymamy :
A4 (4, '““z'fdz —ay/'4;)+ Ay (A,—By''4;)4- 4, 4; + 0 =0
]31 (AI _az"iz— a:l”d‘t)"}' Bu ("-"2“'6::”43)'4" By Aa‘Jf“wz =0,
a ostatecznie po uporzgdkowaniu wyrazéw podlug A réwnania odchylek:
A A (4y—ay' 4y) 4 -[-(443_—*“;1”41“”[33”149) 4; 4@, =0 (8)
By A+ (By—ay'By) 4 +(By—ay"' B,— '’ By) 4; + w0, =0.
Po zastgpieniu wyrazéw e i § odpowiedniemi wyrazami redukeyj-
nemi wedle zwigzkéw (4) i (b) przemieniy sie wyrazy, zawarte w klamrach,
w spos6b nastepujgey :
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Aeryigie g SLREE G

[paa]
Bg-—aB’Bizl?g—{ggg% =(B,.1)
‘ ©)
Ayt dy— = d— B, 000 ) 4 AP )4, )

[ paa) l_h;bb 1]
Bﬂ_aﬂ’fﬂlﬁﬁﬂ"rBE:BﬂwEg:;?l Bl Egg; ?1]‘] {B:! [ga‘i)} } (B 2)
Po wstawieniu tych wartosei do réwnan (8), otrzymamy réwnania
odchylek we formie:
A, A+ (45.1) 4+ (4,.2) A+ 0,=0
B, A +(By.1) 4, +(B,.2) A, + w,=0, do ktérych (10)
dolaczymy wagi: [paal, [pbb.1), [pec.?2].

Z réwnan odchylek (10) Lwor?ymy nastepnie w znany sposob rowna-
nia korelat:
(4y.1)*

{[paa] [wbb. 1]

(4,. 2)}IE{A By (4,.1)(B,.1)

[pee.2) [paa) [pbb.1]
L (4,.2)(B,.2)
[pee 2] }k L ol

{ (dy.1) (By.1) (4,.2)(B;. 2)}];; '}_{ B &}_(321)2
{pm] [pbb.1] [pee. 2] ' [paal " (pbbd.1]
(By.2) fig
[pr:c.2]}k2+w“—0’
ktére zazwyczaj piszemy w formie uproszezonej :

{AA} k4 {AB) Iy -+ 0, =0

{ABY 1o, +{ BB Iy + 0,=0.

Po wyznaczeniu wartodei korelat z réwnan (12) obliczamy poszeze-

goélne poprawki 4 z réwnan poprawek

T (-‘41 kl ot BL kﬂ)

(11)
+

_.}-

(12)

' [paa)
1 :
b=y (s DBy D) (18)

1 ¢ ‘
A.‘l TS [pcc . 2] ((AH : ‘a)kl 'IH(B.'] L 2) fcﬂ):

za$ wartosei §, o i § ze zwiazkéw (4) wzglednie (b).

Zazwyczaj wyznaczamy niewiadome o, y, i 2, w pierwszej czedci
wyréwnania na podstawie réwnan normalnych (1), tak Ze po obliczeniu
poprawek &, 2 i [ beds wartodci niewiadomych o= (2,-+£), y=(¥,+7)
i 2=(2y-+0); mozna jednak obliczenie nicwiadomych @,y 1 z zupelnie pomi-
ngé, a odchylki @ wyznaczyé na podstawie réwnafi odchylek ksztaltu:
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Ao+ Ay gy +(dg 1) 24 (4y . 2) gy=0,

By+B, 1, +(By.1) 23+ (By . 2) xy = wy,
urobionych w analogiczny sposéb z réwnan (6), jak urobiliémy réwnania
(10) z réwnan (7).

Po obliczeniu odchylek w wyznaczamy k, i k, z réwnan (12), po-
prawki 4,, 4, i A, z réwnan (18) a wreszeie (w,+§), (Yo+%) 1 (2+0)
z rownan (3).

Blgd $redni jednosthkowy p, mozemy utworzyé wedle trzech formul:

(6%)

o
Po= v [pir gr -
n— iloSci spostrzezez,
V[pé d’] ( k= , mniewiadomych, ) (16)
n—rk - r= , warunkéw
AA
Ho= v{ ” }; : (9

wzér (14) odnosi sie do calkowitego wyréwnania, wzoér (16) do pierwszej,
wzér (16) do drugiej cze$ei wyréwnania, zatem
Oi=a; (T + &)+ b (Yo -+m) ¢ (20 + L)+ 00 T l;
8/ =mz,  +by,  +ez  +e...+h
zad A sy okreslone wzorami (4) wzglednie (13).
' Préez boezpodrednich sposob6w tworzenia sum [p dd], [pd/d’] i {44} =

=[paa) A *+[pbb.1]4,*+-[pee. 214,74 .. .. .. (przyczem 4 sy popmwkaml
pozornych spostrzezen ¥y, Xu, Xa---.), urabiamy je dla kontroli w sposéb
nastepujacy :

[;u 6'0'|=[pll. %] (dla iloSci niewiadomych =Fk)
o, w1} {o,.2}2 (llobé wyrazow odpo [
i Lo {44} " {BB.1} "|cC.2} " "'\ wiada ilodci war. l(ﬂ)
[p 00]=[p d70"]-|44). |
Biorae rzecz teoretycznie, powinni$my otrzymaé tesame wyniki na
o pray. uZyciu wszystkich trzech wzoréw (14), (16) i (16); w rzeczywi-
stodei beds “wartodci otrzymane z tych wzoréw z reguly nieco rézne.

Bilgd Sredni u; funkeji niewiadomych F(x, y, 8...... )y Wyznaczy-
my latwo, poslugujac sig pozornemi spostrzezeniami (y,-+4,), (2,+4y),
(=AYl ; spos6b ten dozwala nam uwzglednié tylko drugg czgsé
wyréwnania. -

Oznaczajae pochodne czgstkowe funkeji podlug niewiadomych przez
F,, F,, F,,..., za§ pochodne podlug pozornych spostrzezen xy, Zs Xa:--
przez fy, fy fy,..., przyczem wedle wzoru (13) § 8-go rozdz. IV. jest
fi=Fy, f=(Fy.1), fy=(F,.2),... (18)
otrzymamy wedle wzoru (18) § 6-go rozdz. V-go mstosowujqc go zamiast
do spostrzezen (I-+6) do pozornych spostrzezen (x-+4):
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(A2 Bl 07 8 } (19)

“"’2‘”“2{“"}“ {44) " |BB.1] {CO.3}

(iloé¢ wyrazéw réwna ilodei war. #)

lub w formie uproszczone;:
b=y (I—1II); (19%)

przyczem {ff}=I, za§ —II jest suma wszystkich wyrazéw ujemnych
wzorn (19).

Wedle zwigzkéw wzoru (18) z uwzglednieniem wag poszezegdlnych
% jest:
(F,.1)*  (F,.2)
Il =
1) [paa] [pbb.1] " [pee.2]

(ilo§¢ wyrazow réwna iloSei niew.)

+ s ; (20)

inne wyrazy zawarte w klamrach {....} naleZy urabiaé przez redukcje
wyrazow pierwotnych :
A Fy | (4y.1) (F (45.2) (F,.2)

4 "fpaa) B pen
(Ag1)3 (4,.2)*
{AA’__ paa] " [pbb . 1] ""m-*— """"
BII (B, .1)(F (B . 2) (1 2)
Pl et _..1_ : ARESUL :
B0 = (paa) ™ [p00.1] T [pee.2] 7
(Bpy~ Bty Bl (B2t il
[paa] ~ [pbb.1] [poo) e v he <
_GF  (G.1)(F,.1) (G.2) (F.2)
Al e o B 7 | R e EA
Lo aty (C.2)?
R PR T R rrn R
i“nz___ 1 % ¢
Waga funucji ;- o5 el e (22)

Wazoréw (19) i (22) mozna uzyé do wyznaczenia bledéw $rednich
i wag niewiadomych, kladac, gdy chodzi o Ut Fy=1, Fy=F,=0, gdy
o u: F=0, F,=—1, F,=01i t. d. \

Metode powyZszg stosujemy takze, gdy réwnania bledow zawieraja
niewiadome brakujgce w réwnaniach warunkowych; w tym przypadku
bowiem mozemy przyjaé, Ze réwnania warunkowe zawieraja wszysbkie
niewiadome, lecz ze spélezynniki nmwmdmnych niewystepujacych w réwna-
niach warunkowych, sg zerami.

Wowezas naleZy jednak niewiadome brakujgce w réwnaniach warun-
kowych umiedcié w réwnaniach bledéw jako niewiadome poczqtlowe, aby
wypadly z wyrownania przy redukejach poczgtkowych. Dalszy przebieg
wyréwnania przeprowadzamy tak, jakby tych niewiadomych nie bylo.
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Oczywiscie, Ze przy obliczaniu jedn. bledu $redniego w, nalezy
w iloSci & uwzglednié wszysthie niewiadome, a zatem takze i te ktére
wypadly przy poczatkowych redukcjach.
Caly rachunek daje sie przeprowadzié wygodnie schematami.

§ 4. Metoda druga (Bessela).

Dopiero od czasu wprowadzenia przez Helmerta do rachunku wy-
rownawczego pojecia réwnowaznych systeméw rownan bledéw zyskala
metoda opisana w § 3-cim ogdlne uznanie, podezas gdy dawniej poslu-
giwano sig w praktyce przewaznie metody Bessela, zastosowana przez
niego przy pomiarze stopni w Prusiech Wschodnich w latach 1832 —183b.

Poniewaz naklad pracy jest przy metodzie Bessela wigkszy, niZ
przy metodzie opisanej poprzednio, nalezy przeprowadzaé wyrdwnania
nowych sieci tryang. wedle § 3-go. Natomiast nie mozna pomingé metody
Bessela ze wzgledu na to, Ze wielky ilo§¢ wyréwnan dotychezasowych
sieci przeprowadzono wlagnie ta metods; Ze zatem przy studjum tryan-
gulacji, ktéra nie da sie pomyéle¢ bez wyréwnania, napotka czytelnik
na przyklady wyréwnania tryangulacji obliczonej metods Bessela 1),

Dla uproszezenia zestawimy wzory dla k=3 i r=2.

W czefei pierwsze] rozwigzujemy roéwnania normalne, wynikajace
z réwnan bleddéw, bez spéludzialu réwnan warunkowych

[ paa]z, [ pab]y, -+ pac) 2,+[ pal]=0
[ pab] ,--[pbb] yo -+ [ PbC] 20+ pbI] =0 1)
[pac]z,+[pbelyo+[pee] 20+ pel]=0
uzyskujac wartosei niewiadomomych, odpowiadajgce czeSei pierwsze]
Loy Yoo Ro-

Poniewa# mozemy znaki spolezynnikdw nieoznaczonych przyjmowad
jako dodatnie lub ujemne, przyjal Bessel spélezynniki nieoznaczone o zna-
kach ujemnych, zatem: —2%k, —2%k,...., przez co warunek (1) §-go
zmienia sig¢ (przy k=3, a r=2) na:

Q=[pdd]—2Fk, (Ady+ A2+ A4, y+A,2)—2k, (By+ B, 2+ Byy -+ Byz)=min, (2)

W konsekwencji otrzymamy réwnania (2) i (3) § 2-go w ksztalcie
nastgpujacym :

(padl—4, k,—B, k,=0
[pb 0)—A, ke, — B, le,=0

I

SER)
[pe 0]—4, &y — By by =0 I
[paa) 2+ pably [ pac) e+ pall=A, b+ B, ky=[1] ]
[pab) s+ pbd]y +[pbe] 2+ pbl]=Ay by + By ky=[2] 1 (4)
[pac) o+ pbely +[pee] z-+[poll— A, b+ By k(3] |

) Die k. Preufiische Landestriangulation, Hauptdreiecke. 1 Teil, Berlin 1870,



158 \I A) Wyrdwnanie spostrzezen posrednich =z \\nrurlkrnni

Azt+dyy+ 4,24 4,=0 } A
B, 5+ By y+ B, 2+ By=0 : (4%)
Ostatnie rownania przechodzs po uwzglednieniu réwnan (1) na:
[paa) &+ pab) n+[ paclE=A, k, -+ B, Iy =[1] l
[ pab] £+ pbb] y+[pbe] E= Ay by = By ky=[2] (5)
[pac) §-+[pbe] y+[pee] E= A, by + By loy (8] ’

4,544,014, g'i‘wlzo
) B, §+ B, 4+ B, [+ 0, =0, } (6%)
przyczem w, i w, okresla wzér (6) § 3-go.

Oznaczajac bledy pozorne pierwszej czeSei wyréwnania przez o/,
drugiej przez d¢’/, mamy ksztalt réwnan bledéw odnoszgcych sie do czedei
pierwszej wyréwnania :

01 =a; @y +biyo +¢i 2y + U (6)
natomiast ksztalt réwnan bledéw odnoszgcych sie do calkowitego réwna-
nia jest:

b=, x4 biy+e;z+1. =d' 4 0. )

Réwnania bledéw pierwszej czefci wyrdéwnania w odniesieniu do
niewiadomych z, y i 2z sy zatem (wedle (7)):

&' =a;z4b;y-ciz--(4—08'"). (8)

Po przeprowadzonej pierwszej czefci wyrownania moZemy wyrazié
niewiadome @,, ¥,, % ze wzgledu na zwiazki (27) § b-go rozdz. IV-go
(zastepujac we wzorach tam uzytych § przez Ty 1 PrEez Yo, { przez z,):

—&y=[pal] Qi1 +[pdl] Q12+ [pel] Qus
—Yo=[pal] Qo+ pbl] Qo[ pel] Qus (9)
— 2y =| pal] Qi3 pbl) Qus+[pel] Qus,
za$ niewiadome z, ¥ i z (w obec ksztaltu réwnan (7)):
—a=[pa(l—0'")] Qra+[pb(—0"")] Qua+[pe(l—0"")] Q15
Y —y=[pa(l—0"")] Qua-+[pb(l—0")) Quot-[pe(l—0"")] Qs (10)
—2=[ pa(l—0"")] Qua-+[pb(l—0"")] Qea+[pe(l—0d"")] @sa,
(przyczem warto§ci poszezegdlnych @ sa nam znane z pierwszej czedci
wyréwnania).
Z poréwnania zwigzkow (9) i (10) wynikajg dalej léwna.ma

E=[pad’) Qi1+ [pbd"'] Qro-t[ped’’] Qis

N=[pad’’] Qe+ pbd""]| Qrot[ped’] Qus (11)
C=[pad'’] Qa+[pb o] Qus+-[pecd"] Qus.
Poniewaz [pad'']=|pad]—|pad’

[pb0']=[pb d]—[pb d'] (12)
[pe 0'']=|pe 6]— [ ped’],
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za§ z powodu dokonania pierwsze] czeseli wyrownania

(pad]=[pbd']=[ped]=0,
' przeto uwzgledniajge réownania (3) i (4) otrzymamy :

[pad’’)=A, k,+B, ky=[1]
[pbd'')=4, k,+ B, ky=[2] (18)
[ped )= A ky+ By ley=([3],
a ostatecznie :
E=Qua[1]+ Qi.2[2]4 Qu.5[8]= Q1.1 (4, ko, + B, key) + Q1.2 (Ay Ioy + By Iog) +
+ Qi.a(d, le,+ By key)
7= Qia[1]+ Qu2[2]+ Q. 3[3]——Q1.4(A key + By Iey) + Qoo (A ey + By Foy) + 14
‘ + Qus(dy b+ By ky) (14)
C=Qu3[1]+ Q25(2]+ Qs.3[8]= Q1.5 (4, &, + B, ley)+ Qu.a (A Io, + By leg) -+
'{" Q.’! 3 (4‘13 kl '1' B_‘\, k;g)'
Wartosei te, wstawione do réwnan (b*), przeistoczg je na:
Ay (Quall]4 Q12 [2]+ Qus[B)) 44y (Qu2 [X]+ Q-.:.z [2]+ Q2.5(8])+
A, (Q15[1]4 Qus[2]4 Qa.s[3]+ @, = 15)
B, (Qua[1]+ Q12 [2]+ Qus[3) + B, (Qu2 [1]+ Q”[2]+ Qua B+ b)
+ By (Q1a[1]+ Qus[2]+ Q'! 3[8]+ @y =0.
Whprowadzajge do rachunku t. zw. spolezynnilki przenoszqee:
QI]."‘"""Al Q4 —l'A:: QI.:!"i"An (1.3
Us=A, Quo+4y Quat4; Qus
913 =A, QuatA, Qua+ 4, Qus,

(16)
. B,=DB, Q.1+DB, Qo+ By Qs
%2 "-=1))1 Q1.0 -1--83 Q‘.!.‘.!‘i‘B:l Quy
}BS — B] Q,.-J -+ _82 Q‘.’.n o] B;: Q:L:i:
otrzymamy réwnania (1b)-te we formie nastepujacej:
91 [1]+ U, [2]+ U, [B] 4+ @, =0 17

1!.1] & B, (2] 4B, [3]+ @y =03
za$ po wstawieniu wartoSei za [1], [2] i [3] z réwnan (4) wzglednie (b)
(wyrazajac je przez k, 1 [y):

[ A) ke, + (A B) Je, + o~ -0

[4B) &, +[B Bl ky+ w,=0,

z ktérych znajdziemy wartosei obu korvelat fr:, 1 k.

(18)

Analogicznie otrzymamy, wstawiajac z rownan (16) wartosei na A
i ¥ do réwnan (14):
E=U, ko, +B, &,
n=Uy ko, + B, k, (19
=W, ke, 4B, &, )
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i rugujac przy ich pomocy &, % i { w réwnaniach (b*):

A, (U, To, +B, key)+ Ay (g By -+ By k) + By (U, Fey By Jop)+ 0, =0 } (20)
By (Uy ey +B, ley)+ By (U Iey B, Iog)+ By (U, Jey +By ley) -+ 0, =0, :

a po uporzgdkowaniu podlug /:

[ A) e, -+ [4 B) leg -+ w, =0 } )
[ B) I, +[B B) Iy + wy=O0. el

7 poréwnania rownan (18) i (18¥%) wynika, Ze
[U B]=[4 8], czyli (20)

U B, +Uy B, + Uy B, = 4,8, +4,8,+ 4, B,,

ktory to zwigzek stuzy nam za kontrole.
W obec réwnania (20) mozna réwnania (18) napisa¢ w dwu postaciach:

[AUA) e, +[AB]loy+ w, =0 (18%%)
(A B] ey + [BB) Iy + w, =0, :
Iub:

(A N) ke, +[AB) ley + @, =0

(48] key +[4B] Iy +, 0.

Po wyznaczeniu wartosci korelat otrzymamy z rownan (19) wartosei
& n i L, ktore, dodane do poprzednio uzyskanych wartofci z), y, i z,
dostarczg nam wartosel 2, ¢ 1 z, odnoszgeych sie do calkowitego wyrdwnia.
Obliczenie bledéw Srednich przeprowadzamy wedle wzoréw podanych
przy metodzie poprzedniej; zatem na jednostkowy blad $redni mamy trzy

formuly :
P
;“-r}z\/ [fkj?,

(18%#H)

n= ilodci spostrzezen
[26 (fi] k= , niewiadomych ) (21)
~ r= . warnnkow
#uzvﬁ—( -],
L 7 -
przyczem réwnania kontrolne na sumy, zawarte w licznikach, sa:
[p0'd"]=[pll. k] (k-—-—u- ilosci niewiadomych)
[p0'0")=—[wk]= +(“’“ el
[élA] BB.1) B2 (99)

ilodé wyrazow =»r
[0 dd)=(p 0"d"]=[p 0"0""].

1 W wyrazie [pll.k] oznacza k ilosé redukeyj, odpowiadajacq ilofei niewiado-
myech, zas w wyrazie — [wk] oznaczajg b wartosei korelat, zatem [wk]=uw, k~t-w, k-4
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Blad $redni g, funkeji niewiadomych #(z, y, 2,...) obliczamy wedle
formuly (19) § 3-go, przyczem znaczenia poszczegdlnych wyrazéw podaja
wzory (18), (20) i1 (21) § 3-go. Wzory te nadaja sie réwniez do obliczenia
bledéw drednich samych niewiadomych.

Zauwazy¢ nalezy, ze uzyte w tych wzorach wyraZzenia |44}, {BB),
{0C} sy nam znane, gdyz

{44)=[% 4], [BB\=[BB], {CO}\=[CC).... (28)
. i ot 1
Waga funkeji P, 1“12= T (24)

- przyczem L—II oznacza wyraZenie we wzorze (19) § 3-go,.ujete w klamre

nawiasows | .
§ H. Speejalne przypadki wyréwnania spostrzezen posrednich
z warnnkami.

Przy wyréwnywaniu powyzej okreslonych spostrzezen moga zajéé
trzy szczegolne przypadki, ktore choé w krotkosei oméwié nalezy.

a) Roéwnania warunkowe nie zawierajq nieklorych niewiadomych
rownan bledow.

b) Réwnania warunkowe wykazuja wiecej niewiadomych niz réwnania
bledaow,

¢) Spostrzezenia posrednie nte wystarczajg bez uwzglednienia wa-
runkéw do wyznaczenia niewiadomych.

@) Sposéb postepowania, jaki w tym przypadku nalezy zastosowad,
omowilidmy juz przy koncu § 8-go. Przypadek ten zachodzi bardzo czesto
przy wyrdéwnaniach sieci tryangulacyjnych.

b) Jezeli warunki wykazuja wiecej niewiadomych niz réwnania ble-
dow, wowczas nalezy przy rozwigzaniu bezposredniem wedle § 2-go ze-
stawid niewiadome w takim porzgdku, aby niewiadome brakujgee w réwna-
niach bledéw znalazly si¢ przy rozwigzywaniu réwnan normalnych na
samym koneu, a wiec po korelatach.

Przy podziale wyréwnania na czedci, otrzymujemy po wstawieniu
do warunkéw spostrzezen réwnowaznych yx, uzyskanych z wyréwnania
pierwszego, spostrzezenia zawarunkowane z niewiadomemi, ktore omowi-
my w § 6-tym.

¢) W przypadku, gdy spostrzeZenia pofrednie mnie wystarczajg do
wyznaczenia ich niewiadomych, nalezy przy rozwigzaniu bezposredniem
wedle § 2-go przestawi¢ porzgdek niewiadomych, tak aby niewiadome,
ktérych nie mozna wyznaczyé przy pomocy réwnan bledéw, staly sie
niewiadomemi koricowemd.

Przy podziale wyréwnania na dwie czedci przechodzimy réwniez na
wyréwnanie spostrzezer zawarunkowanych z niewiadomemi.

.
Dr. K. Woigel. Rachunek wyrowuawezy. 11
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B)
§ 6. Wyréwnanie spostrzezen zawarnnkowanyeh z niewiadomemi.

Choé spostrzezenia tego rodzaju spotykamy w praktyce dodé¢ rzadko,
mimoto nalezy je oméwié, choé w krétkodei, o to tak, ze wzgledu na
mozliwosé natrafienia w praktyce na tego rodzaju zagadnienia, jak i ze
wzgledu na to, ze wyréwnanie fych spostrzeZen stanowi najogdlnicjszq
forme wyréwnania, z ktorej wszystkie dotychczas omawiane dadzy sig
wy prowadzic.

Liniowe réwnania warunkowe maja w tym przypadku ksztalt na-
stepujacy:

Ao+4, (4 + 51)'4"‘13(32 +0g) 4. o A (lt-0n)+ ey 2+ b Y+ . =0 l
\ By+B, (4, +0,) 4By (l,+05) -+ . . . Bu(bu+-0,)+y o+ by y+. . . =0 § (1)

........... v e S e T e

ilos¢ wa-
runkow »

ilo§¢ spostrzezen n ilo§¢ miewiad. %
przyczem n >r—1rk, k<r.
Oznaczajac w kazdem réwnaniu odpowiednio

A+ A A s oAy =) l
Byt By hnt-Blih s kv B, l,=w, | 2)
................. LI T T B R B ‘ 3y

otrzymamy réwnania (1) we formie nastepujacej:
A0, 440,40 Ay Optag 240, 4. 00 4@, =0
B d,+B,0,+......B.ota,e+byyt..... + w, =0 (3)
fiouii o R AR S Ll 5 e o

0 ile wprowadzimy do rachunku wartosci przybliZzone niewiadomych
Zyy Yo - -y bedy poszezegilne o zawieraly oczywidcie wyrazy azy, by,,. . -,
a w miejsce niewiadomych z, ¥,... naleZy umieseci¢ ich poprawki &, #,...

Wyrownanie spostrzezen zawarunkowanych z niewiadomemi mozna
przeprowadzié lrzema sposobami: '

a) sprowadzajac je do wyréwnania spostrzezen zawarunkowanych
bez niewiadomych,

b) przechodzac na wyrdéwnanie spostrzeien posrednich i

¢) metoda bezpodrednia.

a) Przejécie do wyroOwnania sposirzezen zawarunkowanych bez niewia-
domych osiagamy latwo, rugujge niewiadome ze zwiagzkow (1) lub (3) pray
pomocy odpowiednio z nich wybranych % zwiagzkéw; pozostale zwinzki
w liczbie (r—Fk) nie zawieraja wéwezas niewiadomych. Dalszy ciag wy-
rownania nastgpuje wedle § 3-go rozdz. V-go, przyczem ilosé réwnan
korelat bedzie (r—£k), a wiec jedn. bl. ér.:

L\/lpda],
" Y-k

(4)
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b) Przy sprowadzaniu zagadnienia do wyrdwnania spostrzeern po-
§redmich nalezy wuzigé na uwage, e r warunkéw uzaleZnia tylko » spo-
strzezen, zatem pozostala reszta, t. j. (n—r) spostrzeZen niezaleznych
w polaczenin z k& danemi niewiadomemi, a wige razem (n-/k—7) niewia-
domych bedzie do uwzglednienia przy wyréwnaniu spostrzezen posrednich.

-Dalsze przeprowadzenie wyréwnania nastepuje wedle § 1-go i § 2-go

rozdz. IV-go.
Jednostkowy blad éredni jest okreslony wzorem:
\/ [pod] —_y/[pdd]
|, B, = o "1:*
H9 v n—(n+k—r) r—k G
¢) Metoda bezposredmia polega na wyznaczeniu zwiazkow, wynika-
jacych z [p d6)=min. przy uwzglednieniu rownan (8). Tworzymy zatem
funkeje @, na ktéra skladaja sie [p dd] i réwnanie (3), pommnozone przez
spblezynniki nieoznaczone i wyznaczymy jej wzgledne minimum.

Q=[pdd]—2k, (0, +[4 0]+ ay 2+b y+ ...)—2k (e [B ]+ ®)
; d@@+byy+ .. )+ .. . =min. \
Warunek (b) powoduje (n-+-/&) rownan ksztaltu:
3 6'?::‘:()::-2‘101 0,—24,%,—2B ky—2C,Ioy.....
YA 3t 5 :
55 =0=2p, 0,2 A, b, ~2B, by —2Cy g . ..
Q g
‘3 5, =0=2P10,—2 A, —2 Bl —2 Culy. .. )
08 ; ;
()-x:()::: —2a ke —2ay eg—2a3ky. i
'j)f Ot il Jor e VB RS0 B B i
ktére mozemy napisa¢ takze we formie nastepujacej:
00, =4,k +B, ky+C log+ . ...
Py Og=A, ley+ By Ity + Cylog =+ . .
DPu d’ﬂ =A11 ki 4' B‘.rxkg + C'ﬂ k:{ 'i' eyt : (G*)
O=a, Iy +a, oy +-ay g+ . . . .
Ouby Joy by oy +by Ry + .« o

Réwnania te w polgezeniu z réwnaniami (3) (celem wyrugowania
poszezegdlnych d) dostarczaja nam — dla wyznaczenia 7 korelat i % nie-
wiadomych — (r4-%) réwnan ksztaltu:
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[ AA] AB] [AC
% ki-k[--- Toy + -p—-1k3+...+a,x+bly+...+w,=0
[ AB BRB] [ BC
I kl-}~[---p k oy + p Byt ...+@z+byy+ ... +wy,=0
[AC | BC| [ CC']
ks kﬂ-[p _k2+ _?-‘kﬁ—k...+a3x+bay-|-...+w3=0 @
(e A ol B N e e e e B D s RO e =)
B N e P S I SO Y =0

Rozwigzanie tych réwnan przeprowadza sig sposobem, podanym przy
rozwigzywaniu réwnan normalnych wzglednie korelat.
Jednostkowy blyd $redni okreéla nam poprzednio podany wzor (4).

Wzory kontrolne na [pdd] sg:
[pdd]=—wk, - : (8)

i 05 el ] @

przyczem wyrazy ujemne pochodzg ze zredukowanych réwnan (7) po
wyeliminowaniu wszystkich korelat; réwnania te majs nastepujacy ksztalt
ogolny :

—{aa}z—{ab}y—..... +{aw}=0

—{ab} s—{bb} y—. . ... +{bw}=0 @)
(wyrazy ujete w klamry nawiasowe majg znaczenie symboliczne).

Wzér na blad éredni funkeji niewiadomych z, y,... i wyréwnanych

spostrzezen I, +d,, l,+0d,..., zatem dla: ' '

AR TR RO B b

podaje"my dla r=38, k=2, odsylajgc czytelnika dla poznania szczegdléw
i wyprowadzenia go do dziela Helmerta!):

A7 [ Bres o, S
Mo [ff] {AA]J }BB jl {w J] (I{'ui}) (lib ‘;)} }" i
ik oF "o 0F

or
przyczem fi=- GRS 0 amo

() 3,-
1 F. R. Helmert. Die Ausgleichungsrechnung n. d. M. d. kl. Qu. Lipsk i Berlin
1907. wyd. 2-gie, str, 288—290,
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i

Wyrazenie zawarte w klamrze nawiasowe] we wzorze (10) jest oczy-
Ay : ; bl
wifcie odwrotnoseis wagi funkeji P
b

Jak juz wspomniano na wstepie, jest zastosowanie wyrownania po-
wyzej opisanych spostrzeZzen w praktyce mierniczej doéé¢ ograniczone;
spotykamy sig¢ z niem przy wyréwnywaniu sieci trojkatow o katach, mie-
rzonych metodq repetyeyjng, (o ile nie mierzono ich uzupelnien do kgtéw
pelnych), przy weinaniu wstecz z wyréwnaniem, o ile uZyjemy przy wy-
roéwnaniu réwnan warunkowych, ktorve zawierajs w sobie niewiadome t. zw.
orjentacyjng i w przypadkach, omawianych w § b-tym pod b) i ¢).



ROZDZIAY, SIODMY.

Uzupetnienia i wskazowki dotyczace rachunku
wyrownawczego.

§ 1. Mozliwosé zastosowania metody najmn. kwadratow. Warunek Gaussa
dla bleddw spostrzezen.

Wszystkie dotychczas wyprowadzone wzory i metody wyréwnaweze,

oparte na zasadzie teorji najmniejszych kwadratéw, sa wazne, o ile bledy
wyréwnywanych spostrzezen sg przypadkowe, t. j., gdy ich plawdopodo-
bienstwo jest okreslone funkcjq parzystq:

P(+e)=gp(—e). (1)

‘Warunek (1) ma miejsce, gdy bledy spostrzezen zalezg od sklada-
jacych sie na nie praypadkowych bledéw elementarnych w sposob liniowy ;
natoiast przy nieliniowej zaleznofci od bledéw elementarnych nie museq
mieé bledy spostrzezeni charakteru czysto przypadkowego, ktéry moze byé
zaklécony przez jednostronmie dzialajace przyczyny bledow.

Poniewaz musimy sie liczyé z tym przypadkiem w praktyce, nasuwa
sig pytanie, czy i wowezas moZna stosowaé przy wyréwnaniu metode
najmu. kwadratéw, osiggajgc przezto wartodei zbliZajace sig bardziej do
prawdziwych, niz uzyskane innemi sposobami.

Na pytanie to odpowiemy ogélnikowo, Ze im silniejszy wplyw majg
przy powstawaniu bledéw spostrzezen przyczyny dzialajace jednostronnie,
tem bardziej oddala si¢ ksztalt funkeji prawdopodobienstwa tych bledéw
od ksztaltw (1) (t. j. tem mniej mamy prawo uwazaé¢ ja w praktyce jako
parzysta), a zarazem fem bardziej odbiegaja wyniki, uzyskane metods
najmn. kwadratéw, od wynikéw najbardziej prawdopodobnych.
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Wyjatek stanowia przypadki, w ktérych mozna z bledéw & wydzieli¢
ich czesé stalq x, odpowiadajaca jednostronnie dzialajacym przyezynom,
tak : aby : ' Ui, :

;:z\ ep(e)de. (2)

Oznaczajac pozostala po wydzieleniu x czes¢ bledoéw przez &, t. j.

e—n=—¢', otrzymamy ze wzgledu na znany warunek

v
S @ (e)de=1, (8)
wstawiajac do rownania (2) warto$é e=e/--ux:
Vo
5 e (e +x)de’ =0, lub (4)
\.me" Qe +x)de’ = g_ws’ pe'+x)d e, (4%)
0 )

Roéwnania (4) okrejlaja nam t. zw. warunek Gaussa, ktory spelniajg
pozostale po wydzieleniu stalej czesei x bledy .

@ (' 4x)==' (¢') nie jest wprawdzie funkcja parzysts ani e ani ¢,
ma jednak te wlasnogé, Ze momenty statyczne powierzehni, zawartych
miedzy krzywa y’'= g’ (¢') o osig & po obu stronach osi y’, sg sobie rowne,
lub co na jedno wychodzi, Zze §rodek cigzkodei calkowitej w ten sposdb
powstalej powierzchni leZzy mna osi y’, oraz Ze preeci¢gina wartoSé sumy
tloczynow (e &'] — dla ilofct spostrzezen rosnqeej do w — dqdy do zera.

Ta ostatnia wladciwos¢ jest bardzo wazna, uprawnia nas bowiem
do tworzenia z bledéw & wartodei $rednich, jak i do stosowania przy
wyréwnaniu metody najmn. kwadratéw, tak jak gdybyémy mieli do czy-
nienia z bledami czysto przypadkowemi.

Wydzielenie czgdci stalej bleddéw x uskuteczniamy albo przy pomocy
przeciginej wartoSei bardzo wielu (teoretycznie oo wielu) bledow & albo
(najezedciej w praktyce) przez wprowadzenie do wyrdownania nowej nie-
wiadomej. W tym drugim przypadku musza byé oczywicie warunki
pomiardéw i z niemi zwigzany ksztalt réwnan bledéw tak dobrane, aby
wyznaczenie owej niewiadomej bylo mozliwe.

§ 2. Wylaczanie spostrzezen. Blad maksymalny.

Obie w nagléwku wymienione kwestje, stojace ze soba w Scislym
zwigzkn, naleza do najdrazliwszych w teorji bleddw. Zajmowalo sie niemi
mndstwo autoréw miedzy innymi Peirce, Gould, Airy, Winlock, Chau-
venet, Stone, Jordan, Helmert, Newcomb, Lehmann-Filh¢s, Bertrand, Czu-
ber i.Wellisch. Aby otrzymaé pewne kryterjum w tej sprawie, budowano
mniej lub bardziej zawile teorje, oparte na zasadach rachunku prawdo-
podobienstwa.
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Ze wzgledu na nikle znaczenie obu kwestyj dla rachunku wyréwnaw-
czego moznaby caly sprawe pomingé milezeniem, gdyby nie niektére
teorje wyglaszane na ten temat, moggce wprowadzié studjujacego na
zupelnie falszywe tory.

PoniewaZ prawo Gaussa dopuszcza istnienie bledéw w granicach od
—w» do 4 w, née mozemy, opierajac si¢ na niem, wyprowadzié wzoru na
blad malksymalny o wielkoSci skoriczonej.

Aby jednak uzyskaé pewna orjentacje ma powyzej poruszone kwe-
stje, moZemy zgodnie z prawem Gaussa obra¢ droge nastepujacs ).

Prawdopodobienstwo, Ze pewien blad & jest zawarty w granicach
migdzy —m, a -+m jest okreslone wzorem (o ile ma zastosowanie prawo
taussa):

P2

Vo
ktory zmieni sig dla wartosci & 1 m wzigtych absolutnie (t. j. bez wzgledu
na znak) na nastepujacy :

v m L
5 e e, 1)

P(;“‘-:2_k_' gm e__,‘ga'l de. (2J
\n
o0
- 1 i di . i Gl :
Kladace he=t, wieo SHmi ds:-};’— i uwzgledniajge zmieniong goérna
granice calki, otrzymamy
i il 1""";2
e A @)
Vo) o

Natomiast prawdopodobienistwo, Ze blad & wziety absolutnie, jest
wiekszy od m, przedstawia sie wzorem:

b/l
i Voo g V2
o o Po=1—P" 2_5 o~ dfml— 2 [ etat @)
¢ \':rc m Vn W0 .
V2
m
9 AP ;
Wartos§é wyrazenia i S mozna znale§é w tablicach, obliczonych
T Jo

dla réznych stosunkdow T: -4, t. j. w tablicach, podajacych prawdopodo-

1) Poréwn. F. R. Helmert, Ucber d. Maximalfehler einer Beobachtung. Zeitschr.
{. Vermessungsw. {niem.) tom VI, 1877, str. 181 i d., oraz tego# autora: Die Ausgl.
n. d. M, d. k. Qu., Lipsk, Berlin 1907 wyd. 2-gie, str. 864—8066. '
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biefistwo pojawienia sig bledu & w granicach miedzy O a ¢u; odejmujac
od jednosci wartosci P", wyszukane w tablicy dla rdéznych ¢, otrzymu-

jemy dla réznych ¢ wartosei P,
Kladuzc P,,, = i‘, mozemy ze zwigzku
i 1 v b
2o ®)

m

ni=

obliczyé n, t. j. te ilo§é spostrzeZen (obarczonych bledami prawdziwemi),
przy ktorej nalezaloby spodziewad sig bledu wigkszego od m=—iu.
Dla wartoéei ¢ od 1'6 do b otrzymujemy mnastepujace zestawienie:
m=1H60 u, P=01336, n (w zaokragl.)= 8

= 1:76 u, *y =0:0801, % =18

5 =200 u, ., =004565, b ' =22

=295, - =00244, =41

» =200 p, -, =00124, o =81 (6)
S RITB s wa0ID0B0N —167

- amBU00 i, 5 e OIADRT S 5 4 ~370

=Ai00 " - ==0000063; —15.800

=500, ,=000000067 —1,740-400

Ostatnie dwie wartoSei na P sa wyznaczone przy pomocy wzoru
Schlomileha na P :

Zestawienie powyzsze, ktére ma wartosé orjentacyjng i to tylko dla
mekezej liczby n (poczawszy od kilkunastu spostrz.), poucza nas, Ze przy
22 spostrzezeniach mozna oczekiwaé jednego bledu e wigkszego 111:3' 2u;
pojawienie sie dww (lub ewent. wigcej) bledoéw wiekszych niZz 2 u moze
zatem webudzic podejrzenie, czy przy wykonywaniu tych spostrzeZen nie
zaszly takie okolicznodei, ktére uprawnialyby nas do wykluczenia owych
spostrzezen. Dopiero, gdyby odpowiednio przeprowadzona rewizja oko-
licznosei, towarzyszacych pewnemu spostrzezeniu (o ile to jest mozliwem
do wykonania po skoficzonym pomiarze), dowiodla prawdziwosci naszych
podejrzen, malezy owe spostrzezenie wykluczyé. Oczywiscie najpewniej
mozna wylqezyé pewne spostzzezenie jus podezas pomiaru, a nie dopiero
na podstawie teoretycznych rozumowan.

Jak tedy widzimy, maja wzor (b) wzglednie zestawienie (6) znaczenie
tylko orjentacyjne i to wladciwie dla bledéw prawdziwych & mogs nam
jednak byé wskazéwke i w przypadku bledéw pozornych, o ile n nie jest
zbyt matem.

Tak zw. blad ,dozwolony“, nie majacy nic wspdlnego z blgdem ma-
ksymalnym, ma wane znaczenie przy ukladaniu énstrukcyj pomz‘arounjch
Przy okre$laniu wartosei tego rodzaju bledéw mie nalezy braé¢ na uwage
bledéw maksymalnych, lecz jedynie minimalng dokladnosé, jakiej do-

_starczyé nam powinne przeprowadzane pomiary.
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§ 3. Wyznaczenie niewiadomych przy pomoey redukowania réwnax
blieddow.

Zmany geodeta niemiecki jeneral Schreiber wprowadzil do rachunku
wyrownawczego zredukowane rownania bledéw z wagami wjemnemd. )
Sposéb ten bywa uzywany z korzydcia przy wyrdéwnaniach doty-
czacych tryangulacji (przy wyrdwnaniu spolrzednych punktéow, weigtych
wstecz 1 t. p. zagadnieniach).
Postepowanie przy sposobie Schreibera jest nastepujace.
Majac danych n réwnan bledéw (dla uproszezenia wzordw o 3 nie-
wiadomych) ksztaltu:
0,=a,o+b, y+c, 241, Z waga p,
Oy ==y &by y-+Cy 2+ 1, o e 0y

P R Boesls n el s eas “euin 8 awe . (])
On= &+ by -+, 241, P Dy
ktérym odpowiada pierwsze réwnanie normalne
| paa)e-+[pably -+ pac)z+[pal]=0, (2)
tworzymy (n--1) réownanie bledow
A =[pably +[pacls+[pal] 2 wagar o, @)

paal
a dolgezajqe je do rownasi (1), w ktérych opuszezono wyrazy zawierajgce
pierwsza niewiadoma, otrzymujemy (n--1) réwnan bleddw, zawierajqeych
o jedna niewiadoma mnief, niz system (1):

0= by+ e z+l % waga P,

Oy’ == by y+ ¢, 21, n n P

rj Ir-u s bn Yy _]; Cy e z'n ” n Pn (4)
—1

A/ =[pab) y+[pac] 2+ pal) n e [poa)’

System bledow (4) jest rdwnowainy = systemem (1) ze wzgledu na
niewiadome » i z; a mozna sie o tem latwo przekonad, tworzae réwnania
normalne dla systemu (4), ktére beda identyczne z raz zredukowanemi
réwnaniami normalnemi systemu (1).

Ze wzgledu, ze oba te systemy dostarczajs tychsamych niewiado-
mych % i 2, wynika z ich poréwnania z uwzglednieniem réwn. (2):

0/=0d—a:x 4
4,/'=—[paalz, a dalej 9)
[p60")=[p 60]—2|pa d]z+[p aa)e? ; (6)
Sl _ o ) 4,2
poniewaz [pad]=0, zaf [paasz:::—dl 'x:'[plaa]’ przeto
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- Al!
[pa
[p d0]=[pd0]

[p6'6")=[p 0]+

al

171

ocy redukownnia rownan bledow,

, & ostatecznie

dlfdlJf

[paa]’ @)

System (4) daje nam zatem niezmieniong sumg kwadratow bledow

pozornych przy uwszglednieniu odpowie

dnich wag.

Zamiast systemu (4) mozna, postepujac analogicznie jak przy sy-

stemie (1), ubworzyé nowy system (n-4-2)
bledéw o niewiadome] z:

5= o2+l
52”: 025+Z:E
6:1”"7' 0, %+ zn

4,""= [pac)z+(pal]

A, = |be.1]z-+[bl.1]

podwdjnie zredukowanych réwnan

Z Waga Py

) ) by

noem Du (8)
vt S

n n [pﬂﬂ}]
—1

s [6b. 1)’

ktéry jest réwnowazmy z systemem (1) ze wzgledu ma niewiadomy z,
przyczem podobnie jak poprzednio mozna udowodnidé Ze:

[ 06]=[p 6"/8""]—

[4,” 4,1 [4;' 4]
[paa]

[pbb.1] )

System réwnan bledéw (8) dostarcza nam oczywicie ostatniego

réwnania normalnego ksztaltu

[pee.2])z—[pel.2]=0.

(10)

Przeprowadzajac jeszeze jedng redukeje réwnan bledéw, otrzymu-

jemy (n+-8) réwnan bledow ksztaltu:

01”’“;"!1

0,/ =1, vh
;37:,;,: J“ ...... ; 2
A" =[pal] n
A =(pbl 1]

4,1 [ pel .2]

n

Z waga Py

P

...........

(11)
[paal
)
[p0b.1]
]
[pee.2] *

n

Suma kwadratéw bled6éw, muozonych przez odpowiednie wagi, do-

starcza nam jak przy sposobie Gaussa:

, [ pall®
(W= Traa] ~ Tpob. 1]

[pbl.1)*  [pel.2]*
[pee.2]

—[!’)”:-3] =[p (jd]- (12)



ROZDZIAY, OSMY.

Zastosowanie rachunku wyrownawczego do
pomiarOw wysokosci.

§ 1. Rodzaje zagadnien.

Przy wyréwnywaniu pomiaréw wysokoéei, a wiec wzniesien lub
spadéw, napotykamy w praktyce na cztery rodaaje zagadnier rachunku
wyréwnawezego, ktére nalezy blizej omdwié.

a) Najprostszy prz:ypadek zachodzi, gdy cigg niwelacyjny, zaloZony
wzdluz drogi, rzeki i t. p. jest tylko w jednym swym koncu nawigzany
do pewnego punktu stalego (reperu) o wysokosei znanej z innych pomiardw,
lub gdy w braku punktu stalego, przyjeto wysoko§é jednego z punktéw
ciggu.

Jak wiadomo sklada sig ciag niwelacyjny z szeregu wzniesien wzgled-
nie spadow migdzy poszezegdlnemi punktami, ktére po wyréwnanin pomia-
réw sluzg jako punkty stale dla dalszych celéw. Poniewas niwelujemy
migdzy poszczegélnemi punktami ciggu conajmniej dwa razy, ju choéby
zo wzgledu na bledy grube, przedstawia sig oméwione tu zagadnienie
rachunkd wyréwn. jako wyréwnanie par spostrzezes.

b) Réwniez czgsto zdarza siq w praktyce zagadnienie wyréwnania,
spowodowane przez zaloZenie ciagu zamknigtego, t. j. powracajgcego po
przejsciu przez szereg punktéw do punktu poezqtkowego (statego). W tym
przypadku wyréwnujemy wzniesienia wzglednie spady, uwzgledniajac
warunek [k]=0, wzglednie [s]=0. Zastosujemy tedy metode wyréwnania
do stalej sumy, lub spostrzezeri zawarunkowanych.

Oba wspomniane sposoby wyréwnania stosujemy takZze wj przy-
padku, gdy ciag niwelacyjny jest nawigzany obu koricami do punktéw
stalych.

¢) O ile mamy do dyspozycji kilka punktéw stalych odpowiednio
rozmieszczonych, staramy sie zlgczyé ciggi, nawigzane do nich, w jednym
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wspolnym punkeie, zwanym ,wezlowym*. Wyréwnanie redukuje sie w tym
przypadku do utworzenia sredniej arytmetycznej ogdlnej i kilku wyrdéwnan
do stale] sumy, (choé mo#Zna w tym przypadku i podobnych zastosowaé -
wyréwnanie spostrzezen zawarunkowanych).

d) Najbardziej zawily problem wyrdéwnania przedstawiaje sieci niwe-
lacyjne, powstajace przez zespolenie kilku ciagéw. Sieci niwelacyjne wy-
réwnujemy metods spostrzezen zawarunkowanych lub posrednich, zaleznie
od tego, ktora metoda mnastrgeza mmniej pracy rachunkowej. O ile sieé¢ ma
tylko jeden lub bardzo malo punktéw stalych, okazuje sie z reguly wy-
rownanie metods spostrzezen zawarunkowanych jako korzystniejsze, przy
wigkszej ilosci punktéw stalych jest zazwyczaj wskazana metoda wy-
rownania spostrzezen posrednich. W poszezegdlnych przypadkach nalesy
zawsze zbadac sprawe¢ obioru metody przed wyrownaniem, jak to zrobiono
ponizej przy dokladnem omawianin wyréwnania sieci niwelacyjnych.

Omoéwione tu rodzaje wyréwnania mogy byé zastosowane takze i przy
trygonometrycznych pomiarach wysokosei, ktore rowniez krétko omowimy.

§ 2. Ciag niwelacyjny, wyréwnany metoda par spostrzezen.

Poniewaz ten przypadek wyréwnania oméwiliémy do§é wyezerpujgco
w ust. 2. § 3-go rozdz. IIl-go (str. 64), podajac ponadto takze i przyklad
liczbowy, przeto pozostaje juz miewiele szezegdléw do omdwienia.

Dla przypomnienia zestawiono raz jeszcze wzory dotyczace tego
sposobu wyrdwnania.

Pary spostrzezen, otrzymane przy pomiarze, niech beds:

R S A by, h.'; (wzniesienia), lub
(BRI Rt KU RO 8, 8/, (spady).
dla kazdej pary spostrzezen tworzymy
b kb i+8
z;= {—tg—?-—-, ewent. :c,--——-s —;8-, oraz

roznice di=h;/—h;, ewent. d;=8/—g.

Nastepnie urabiamy wagi p dla wyznaczenia bledéw $rednich. Aby
te ostatnie ofrzymad na 1 km dlugosei, nalezy przyjac¢ wagi

p:‘i‘:
przyczem L oznacza ilo§é kilometrdw dlugodei, wzdluz ktérej niwelowano
miedzy poszezegdélnemi punktami. L najlatwiej obliczyé, przyjmujac przy
niwelacji staly odstep o laty od przyrzadu (w m) i mnoZac go przez
podwéjng ilodé przestawien przyrzadu 27; wéwezas ilo§é L przydatna do
dalszych wzoréw przedstawi sig: ;
L=0002 70 (o ile o prazyjeto w m).
(Zazwycza] przyjmujemy o==050m wowezas L=01.7).
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Dalsze wzory sa d,= \:. :‘ldfl,

bl ér. wy ==& 2 VZr[ ;J przed wyrdéwn.

bl. ér. ,u%:-.r—_— 2 =- 2V [LJ po wyrown.

O ile chodzi o pomiary bardzo dokladne, nalezy jeszcze przy wyni-
kach 2z uwzglednié odpowiednie poprawki ortometryczne (patrz § 8-my
niniejszego rozdzialu).

§ 3. @) Wyrownanie ciagu niwelacyjnego zamkni¢tego. &) Wyréwnanie
ciagu niw., nawiazanego na poezatku i koneu do pnnktéw stalych.

a) Wyréwnanie ciggu niwelacyjnego zamlnigtego przeprowadzamy,
postugujac sie¢ wzorami § 4-go rozdz. Ill-go.
Ze wzgledu, Ze warunek ma tu ksztalt sumy
3 (h+0)=0, wzglednie X (s+4-d)=0,
maja zastosowanie wzory (11%) i (12%) § 4-go tego rozdz. (str. 70).
Po wyznaczeniu odchylki
w=2h, ewent, w=2s,
ustawiamy réwnanie odchylki
Gy 0gF. i b+ w=0;
wzory (11%) i (12%) § 4-go wspomn. rozdz. przybierajs ze wzgledu na
p==i (jak poprzednio) ksztalty nastepujace: '
i

L wzglednie #—=8—o (Z)’

[£]
® g T ik
M"”:i’.[L]? (blad $r. jedn. na 1 km dlugosei),

Ti=h—0

= m\f [?] blad ér. wzniesienia k; (wzgl. spadu s;) przed wyréwnaniem, zas,

tai =\[L]—L;. VL; blad $r. wezniesienia k; (wzgl. spadu &) po wyréwnaniu.

Oczywidcie, Ze i w tym przypadku nalezy uwzglednié przy wznie-
sieniach wzglednie spadach 1}013M'Wki ortometryczne, o ile mamy do ezy-
nienia z pierwszorzednym ciagiem nlwel'my_]uym, zaloZzonym dla celow
rozmierzania kraju.

b) Sposéb wyréwnania nie ulega zmianie, gdy cigg niwelacyjny jest
nawigzany na poczgthw © kovicw do dwu punktoéw stalych.

Zamiast poprzednio podanego rachunku mamy w tym przypadku
do uwzglednienia :

(h-6]—A H=0, ewent. [s-0]—A4 spx=0,
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przyczem AH—=Hyg—IHp (b j. réZznicy wysokosei stalego punktu koico-
wego mniej wysoko$é punktu stalego poczatkowego), zad As,, oznacza
spad z punktu P na K.
Odchylke o otrzymujemy z réwnan:
[2]—A4 H=w, ewent. [s]—Asy=uw.
Szezegélowy przyklad wyrdwnania tego przypadku podalismy
w § 4-tym rozdz. III (przyklad drugi str. 71).

§ 4. Wyréwnanie punktn wezlowego.

I ten przypadek wyréwnania jest nam znany; omoéwiliSmy go
w § 2-gim rozdz. IIl-go, podajac jako przyklad wyréwnanie punktu we-
zlowego D-ciu ciagdw niwelacyjnych (przyklad drugi str. 60).

Mimoto, ze wspomniany przyklad odnosi si¢ do niwelacji zwyczajnej
(1o, blad $r. na 1 km wynosi tam okolo =25 m/m), uZywa sie tego sposobu
w praktyce bardzo czesto i przy wyréwnywaniu drugorzednych sieci niwe-
lacyjnych krajowych, a to ze wzgledu na wielkie uproszezenie pracy
rachunkowej, jakie pociaga za soba uZycie te] metody.

Aby wykazad, jak znaczne uproszezenie nakladu pracy rachunkowej
nastepuje przy zastosowaniu metody wyrdéwnania przy pomocy punktu
wezlowego, oméwimy nastepujacy przylklad.

7 szescin punktow I, I,
IIL, IV, V i VI niwelacyjne]
sieci I-rzednaj (nwaZzanych w tym
przypadku jako stale) poprowa-
dzono ciagi niwelacyjne do wspol-
nego punktu wezlowego W, wy-
znaczajac wysokodei punktow sie-

Usyeie przy wyrdwnanin
powy#szej sieci ll-rzednej me-
tody spostrzezen zawarnnkowa-
nych wymaga, wedle wskazdwek
udziclonyeh w paragrafie na- :
stegpnym, uwzglednienia b-cin Fig. 11.
warunkdow n, p.

[ho4-3]." - [+-3), — (M, — H}) =0, (30 [ - 3]} —(H, = H )=0,
n

(A-+3] 111

[ 3 — (= H, ) =0, (343 + (3]}, —(H — H,)=0,

(48] + [t 8], —(H, —H ) =0,

_a w nastepstwie obliczenia b-ciu spdélez. nieoznacz. ke (korelat).

Natomiast przedstawia sig wyréwnanie tej sieci przy zastosowaniu wy-

réwnania wysokoscei punktu wezlowego bardzo prosto.
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Oznaczajac dlugosei poszezegolnych ciagdw :

IW=L,, UW=Ly, INIW=L;, IVW=L;,, VW=L; i VIW=L,,
otrzymamy wysoko§é wyréwnana punktu W z wzoru:
'1_h‘ | i H, ]___H 0 H“
Ty Ty T o IR T
1 1 1 1 1 i1

-}- = =L -|_ =

G A e
przyczem 1, = Hj + [h];r? _,-','S:ZHH-H,-';]'I'I' 106, d,

Hy=

Jedn. blad éredni na 1 kmp, bedzie (przy uwzglednieniu poszezegblnych
L jako liczb, odpowiadajacych dlugodciom poszezegdlnych ciagéw w km):

przyczem przez A; oznaczono rézmice Hyp—IH;.
Ziag blad dredni wysokoei wyréwnaw(-vej Hy przedstawia sig:

1%]
\ el

Po wyrdwnaniu wysolodei punktu wezdowego Hy wyrdwnujemy weniesienia
(wzgl. spady) miedzy punktami I— W, 11— W, ... IV—W, jako spostrzeZenia
dajace stala sumg, lub jako zawarunkowane (o jednym warunku), uzyskujac
wysokosei poszezegdlnych punktow posrednich.

Sposobu tego mozna uzyé¢ takze i przy sieciach niwel. bardziej za-
wilych, o wigkszej iloSci punktéw wezlowych; w tym przypadku nalezy
podzieli¢ punkta wezlowe na I-rzedne, Il-rzedne i t. d. i przeprowadzié
kolejno wyréwnanie ich wysokoSei. Mimoto, Ze sposéb ten daje nam wtedy
wyniki tylko przyblizone (tem bardziej odchylajace sie od Scislych, im wiece]
uzyto punktéw wezlowych), stosuje sie go z reguly przy wyréwnywaniu
sieci niwelacyjnych rzedéw wyzszych niz Il-gi, a nawet przy sieciach
Il-rzednych, gléwnie ze wzgledu na bardzo znaczne uproszczenie pracy
rachunkowej. Sposob Seislejszy wyréwnania przy wiekszej ilosei punktéw
wezlowych przedstawiono w § 7-mym (str. 182.).

§ 5. Sieci niwelacyjne. Wybor metody wyréwnania,

Jak juz wspomnieliSmy w ustepie d § 1-go, wyréwnujemy sieci
niwelacyjne metods spostrzezen zawarunkowanych lub posrednich, Ponie-
waz wybdr metody wyrdéwnania jest przy sieciach niwelacyjnych oko-
licznodcig bardzo wazng, mogaca spowodowad znaczne uproszczenie pracy
rachunkowej, omdéwimy te sprawe nieco szerzej.
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§ b. Bieei niwelseyjne. Wybir metody wyrdwnanis. 177
Aby w sieci niwelacyjnej skladajacej si¢ z p punktédw, z ktérych
Jeden jest staly (lub ktérego wysokodé przyjeto), wyznaczyé jednoznacenie
wysokosei (p—1) pozostalych punktéw sieci, nalezy pomierzyé (p—1)
odpowiednich niezaleénych wzniesieni (spadow).

JeSli wige w sieci niwelacyjnej, skladajacej sig z p punktow, z kté-
rych jeden jest staly (lub jako taki przyjety), pomierzono 2 weniesiesn
(spaddw), otrzymamy w razie zastosowania metody spostrzezen zawarun-

kowanych n—(p—1) nadliczbowych pomiardw, a zatem ilo§é warunkéw »
bedzie okredlona zwiazkiem :

r=n—(@P-—1)=n—p+1; (1)
stosujac za§ w tym samym przypadku metode spostrzezen posrednich,
otrzymamy #n réwnan bledéw o

k=p—1 (2)
(niezaleZznych) niewiadomych.

Dociekania te dajg si¢ latwo uogélnié dla sieci niwelacyjnych o p’
osci punktéw stalych.

Przyjmujge, Ze sie¢ niwel., skladajaca sie z p punktéw, posiada p’
punktéw stalych, nalezy dla wyznaczenia jednoznacznego wysokosci reszty
(p—p’) punktéw pomierzyé tylko (p—p’) odpowiednich niezaleZnych
wzniesien (spadéw).

O ile zatem pomierzymy n wzniesien (spadéw), bedzie ilo$é warun-
kéw (przy zastosowaniu met. spostrz. zawar.).

r=n—(p—p')=n—p-+p’', (1%)
za§ (przy zastosowaniu met. spostrz. podredn.) ilo§é réwnan bledéw n o
k=p—p’ (2%)

niewiadomych.

Poniewaz najwigcej czasu zabiera przy wyréwnaniu zazwyczaj roz-
Wwigzywanie rownan korelat wzglednie réwnan normalnych, wybieramy te
metode wyrdwnania, dla ktérej wypadnie mniejsza ilo$¢ wspomnianych
réwnan; zatem _
metody spostrzezen zawarunkowanych, gdy

n—(p—p')<p—p' lub n<A(p—p’) I
metode spostrzeZen posrednich, gdy
n—(p—p')>p—p' lub n>2(p—p’).

Gdy n=2(p—p’), nalezy obra¢ te metode, dla ktérej w danym przy-
padku wypadng spélezynniki réwnan korelat wzgl. normalnych bardzie)
Wwygodne dla rachunku; zazwyczaj obieramy wowcezas jednak metode
Spostrz, posrednich, a to ze wzgledu na latwiejszy sposéb wyznaczenia
bledéw $rednich wyréwnanych wysokodei punktéw.

@)

Dr. K. Weigel. Rachunek wyr0wnawouy, 12
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§ 6. Wyréwnanie sieei niwelacyjnej metods spostrzezen zawarunkowanych.

Wyznaczywszy ilo§é warunkow sieci ze zwigzku

‘ r=n—p-p’,

nalezy zwrécié baczng uwage, aby wszystkie, uzyte przy wyréwnaniu
warunki, byly niezalezne, t: j. aby zaden warunek nie mdgl by¢ wypro-
wadzonym z pozostalych, (co mozna latwo stwierdzic¢). Majac do wyboru
kilka systemdéw warunkdw, wybieramy oczywiscie ten, ktory nastrecza
najmniej pracy rachunkowej, a wige warunki o jaknajmniejszej ilosci
spolezynnikow, wzglednie takie, dla ktorych wypadnie najwicksza ilo§é spil-
czynnikow rownan korelat réwna zerw.

Dla zrozumienia powyzZszych wskazéwek objasnimy te sprawe na
przykladach, przedstawionych na fig. 12. (Ii IT oznaczajg tu punkta stale).

Fig. 12.

Przyktady.
Przyklad a) dostarcza nam  warunkéw re=p—p4p'=10—94-2-=8 (ilosd¢
véwnah normalnych k bylaby réwna p—p/=17); jako warunki obierzemy :
hy =8y ATy -3y ATy -8y =g -8y 4 Iy 8y — (T — Hy) =0
hg 48y —hg —85 —hy — by Dy -9, =0
Dy - 8g =Ny -8y A= hg =8 —lg —8; —li s =34, == (),
Przyklad b) Tlos¢ warunkéw re=n—p--p’=11-—9+4-2=4:
By 8y —hy—3, by -85 —hy —8, ~+ hy - 35 — (Hyp— Hy)=0

— iy =8y hg 48— Ny —8y 4= hyo+3;, :—:Q
hy -3, “""m—‘sm_""‘n“‘au =0
iy =& g B —Tg —8; Dy 8y =]
Przyklad ¢) Tlogé warunkow r=n—p-p/=11—90./.2=4:
f‘i1+31 g —3 '—h —ar]

" 0
hy 8 --h., 3.- +h0-|-3 —hyo—810—hyy;—814 =0
—hy --3 iy =8 - iy A= B — g —, -I-;":1u~+-3m+;'au~{ 8, =0
ha-l 3 |- ;’r7+3 -+ hg + 5 H[II“--.UI) e (),
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Jako wighszy przyklad liczbowy podajemy wyréwnanie sieci niwelacyjnej,
zalozonej na obszavze delty Wisty i Nogalu, opierajac sig na publikacji Biura

dla przepr. gléwnej niwelacji ') i dziele A. Abendrotha (patrz fig. 18).
693
6870 ——
2
3 7
6 32 (]
b e AT T 3 kil
1"
12 A0
= 9
700 12 130
Fig. 18.

Punkty 670, 8, 1, 70 i 180, pochodzace z poprzednio wyréwnanych ciagéw
wzgl. sieci, prayjeto jako stale. Strzalki oznaczaja wzniesienia.
Poniewaz n=16, p=14, p'=5b, przeto ilo§d warunkéw

r=n—p-+p'=16—14--5="1.

(Metoda spostrz. poérednich wymagalaby k=p—p/=14—b=9 réwnah
normalnych),
Przy wyréwnanin uwzgledniono nastgpujacych 7 warunkéw niezaleznych.

— Ny =8y —hg =3y b, =8y - hy -3, —(Hgqo—Hy) =
—hy—35 —hg — 85 +hy 43, - hy -3, =0
—hyg—3 35—y, —3, b 85 Ry 3, — (Hy — 1) =0

—hyo—3y0—hg —8y —hg—8 +hy -8+ hyy 3y, =l
—hyg—31g=hyy =0y +Nyo+B04 Ny 89— (H, —H, o) =0
g8yl 345 g +8g Dy, +3y oS
—hyg—3y 5+ hyg 484y — (Hy—Hy ) =0.
Schematyczne zestawienie wzniesienn wedle warunkéw dostarcza nam 7 od-
chylek w: /

T 1
h w m p .[ h w m _P_
+h |+84276] 830 | oy |+1-4526 | 481
+hy 407569 | 5:80 —n |—1:6212| 278
—hy |—14526| 481 | —hg |—0:0289 | 084
—hy  |—0:6900| 1:07 +h; (400917 176
o, —-.H) 1——92:1820 ¥ e e ey
e 0 50 wy | —0:0058 | 10-18
wy |--0:0089 | 19-48

1) Hiohen tber N. N. von Festpunkten und Pegeln an Wasserstrassen. Zeszyt XVII,
Berlin 1918, i 4. Abendroth, Die Ausgleichungspraxis in der Landesvermessung, Berlin
1916, (str, 280 i dalsze).,

'
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1 il
h wm "5 _ hwm ;
+ by -+ 06900 1:07 +hy +4-0:0289 0:84
+hg |+ 1°5212| 278 —hg | —0'9271 | 7:64
—hy, |— 8:7487| 965 —hy | —2:1462 | 2-16
—k —18:6062 3:69 —Mhy —07010 7256
—(H, —H) +165:1420 | . by | 87457 | 955
| w, | 400023 | 17:04 w0, | 400008 | 27-44
: 1 1
hw m P - h w m P
+hyy |+ 07010 7:25 +hy | 4 201462 | 2:16
+hg, |-+185052| 869 +hy, |+ 07941 666
—hy; |— 8:6918| 648 —hyy | —14+6606 | 8:09
—hy, | — 07941 666 +hyg | +117186 | 210
—(Hy—Hy,) | — 97260| . —————
B, e w, | — 0'001(1' 18 JI
w, | — 0:0052 | 2898
i
h w m p.
+hyy |+ 8:6918| 648
—hyg | —11:7186| 2-10
—(Hyy—Hyyo) | + 8:0280
w, | 4+ 0:0007| 858

Poniewaz kazde wzniesienie niwelowano tam i z powrotem i to nie zawsze
przy uzyciu zupelnie tej samej drogi, wypisane powyZej spady sa Sredniemi
arytmetycznemi ogdélnemi wzniesien, mierzonych tam A’ i z powrotem A//:

l' h _l_p!! hh"
e '+p" )
. L (@ logba k a
przyczem p’= 72 LA = (L' liczba km przy pomiarze w jednym kierunku,

za§ L'' liezba km przy pomiarze w kierunku powrotnym).
Dla utworzenia odwrotnodei wagi kazdego wzniesienin nalezy przeto waiad
na uwage blad gredni wzniesienia A (jako éredmiej arytm. ogélnej):

2
ORTATY
u;;’=§r_|'_;:7=
1 1 1 444 5L 1 L
t D At iy ) A ol I T g e ;
zatem R TR i L L7 a w razie L/'=1L L, Ph

L +J'.H'

1
‘W ten sposéb utworzono odwrotnosei wag — dla wszystkich wzniesien ;

h | T ; :
poniewaz, jak latwo wykazad, [EEJE[F] jest suma odwrotnodei wag wznie-
p
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sien zawartych w pierwszym warunku, [ ] [ ] jest sumg odwrotnodei wag

wzniesien zawartych w drugim warunku i t. d., zestawiono zarazem sumy od-
wrotnosei wag dla kaZdego warunku.

Schema’ryczne zestawienie réwnan odchylek p1zedsta.w1a 8ig:

81 Bﬁ 33 Bﬁ 86 al} 37 88 39 61 0 al.l al&! 51 3 51 4 al b a1 0
m/m

) 1 2 S (G +8:9](19:48
11 Sl S T | ~58(1018
I'IlI -1 -1 —1i-1 +-2:8 | 17-04
1v 1| . [=1|—1|—=1]+1]| ! 108/ 2744
v |41 i.|-1 o ey — 52| 2598
Vi +1 | et +1|—1|+41|—16| 1891
o | R 0 S N N . o .

:J 8:80 (580 |4-81 (1-07 278 (084 |175 [7-64 [2:16 17'25 0.55 369 [6:48 666 13-09 2:10

Jezeli przy ukladaniu warunkéw pamigtano o tem, #eby wzniesienia wspdlne
dwom warunkom wystapily w nich ze znakami przeciwnemi, moZna i spélezyn-
niki | wiekwadratowe* réwnan korelat utworzyé mechanicznie, mianowicie bedzie:

[ﬁ‘_‘_’]:_ L o [b"]_—»-—-_u_Q 98 hod!

Schemat réwnan lcmelat hqdme zatem :

b 1
[" == —48l,

r Pa

’ k, ke i k, k, k(, kg | k, ﬁ’;ﬁ?
I I|4+1948|— 481|— 107 489
| |- es1|+1018|— 278 — 084| i
1| — 107|— 278 +1"7_o4_ T AR 428
| 17 | — 084|— 955 +27 44| — 795|— 216 | o8
Ty  369|— 7-25|+-28:08| — 666|— 6:48| —59
vi| AR TB ETR et Fa c
S o EeE T R
:_-E-i;_:r—_is-so + 176| 000+ 764|— 090|+ 809| 000 —od
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Réwnania powyzsze spelniaja nastepujace wartosei korelat :

oy = — 03834,
e, — + 04690,
Joy == 01897,
ke, = -0-2057,
e, = - 0-4860,
g = 08209,
k, — 08618,

; 1
ktore wstawione do réwnan poprawek ksztaltn 8= — (a;l,-Fbilg+...) (pray-
/¥ 5

czem a, b, ¢ i t. d. sa tu -1 wzgl. —1) dostarczaja poprawek :

¢, =—2'8 m/m, 8, =—09 m/m, 8y == -0'2 m[m, 3y, =—08 m[m,
o‘!:—l 7 m|m, 3y=—02m/m, 3= +2:0 m[m, 8, =—1'1 mm,
=30 m/m, 8, == 08 m|m, B” - -0:6 m/[m, 8,5 == —2'6 m[m,
5&——~-{-05mfm, ey =—1'0 m[m, o= +18 m[m, 8 =—0'1 m[m.
5, 2 | ‘3
Sumg [p88]= —[w .?rj“---t £} —]—-(EI’}——-)-- e otrzymujemy (z dostateczng
3 aa hb .
i
S

zgodnoseig kontroli) 8:08, zatem

8:08

jedn. blad $redni pojedynczego pomiaru na 1 km all fpgl= \/ o =107 m[m,

zad jedn. bl, ér. podwdjnego pomiarn na 1 km dl. py'/= [v“ = 4-076 m/m
2
W obu bledach srednich p, jest zawarly preymus nawigeania t. zn., Zze na:
ich wielko§é wplywaja takze bledy punktéw stalych.

§ 7. Wyréwnanie sieci niwelacyjnej metods spostrzezen posSrednich.

W sieciach o wielliej ilofei punktéw stalych moze byé czesto
n>2(p—p');

w takich przypadkach nalezy je wy-

réwnaé wedle (8) § H-go metods spo-

strzezen posrednich.

Jako niewiadome réwnan ble-
dow wystepuja tu:

a) poprawki (p—p’) niezaleinyeh
weniesien (spadéw), lub lepiej

b) poprawki wysokosei (p—p') pun-
ktow sieci.

Sposdb ustawienia n réwnan ble-
déw objagni najlepiej nastepujacy
przyklad (patrz fig. 14.).

Punkty 4, B, Ci D zwigzano siccia niwelacyjng z punktami stalemi
(O R 1 ;

I

Pig. 14,
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n=10, p=7, p’=38; w obec czego:
n>2(p—p’)
10>2(7—38). 8
Hlosé warunkéw (dla spostrz. zawar,) bylaby r=n—p-+p’=10—-7--8=06,
za§ ilosé niewiadomych k=p-—p’=7—8=4, Obieramy zatem metode wyr.
spostrz. posrednich.

a) Poprawki (p—p’) wzniesien (spaddéw) jako niewiadome.

Dla G-ciu niezaleznych warunkéw ustawiamy 6 rdéwnan odchylek
wyrazonych poprawkami, a wybierajac z nich 4 niezalesne jako niewiadome,
ustawiamy 10 réwnan bleddéw. (Por. § 2 rozdz. V-go, str. 119.).

1) - (5['-|" (59 -—(j:; —ljfl ; L . - o . Fw,=0
2) Sk gresl g SR . 4604w, =0
SSRGS o —0; —0; +0, . : -, =0
i I £ y 1 A - : i [sﬂ i 6“ i dlll + ==
5) —6! \ ' i \ oy [j“ S W, - =)
6) i s : +d, -+, -+ @, =0

P YLy, MLy, MLy, YLy, MLy, YLgy YLy, Y Lgy YLy, YDy
(przyczem ,=—h—hy—(Hi—Hy) oz=h",+b,—(Hy—H).

DIla ustawienia réownan bledéw jest korzystmem, przyjecie takich
poprawek jako niewiadome, ktdre, nalezac do wzniesien (spadéow) nieza-
lezmych, znajduja sie w najwigkszej iloSei réwnaii odehylel; w naszym
przypadku przyjmiemy zatem

0,=a, 0, =y, Oy==t i ¢, =1

Podstawiajac te wartosci w rownaniach poprawek, otrzymujemy :

0, =24y —2+w, 0,=—;—0,==—8—Y+2—0;—©;
8y = =0, by + Oy =y — k-t 0, 0+ 0y, Gg= +y—2+ -0,
0y = —a-+wy, Oy=—0y-+0, —w,=+2-+y—24t—w, —wy; lub po upo-
- rzgdkowaniu : TRy
Girmechd v e T z wags Ly
'52 o e . n n . II"Lz
6.1 s TN AR ’ n "o j/L.’l
0, =-+aty—2 .o, o P T
0y =—t—y+2z .—(0;-+w,) i, A
0y =+a+y—=z Fit(0 0y +0) o, n i;‘[LG
2 R i - n n Iy
0y = 4oy -|—t—(w3+w5>}\L""’ weon L
du =3ty R SRS Y Wy n y
do= . +y—2t+i—w, noon e

Po znalezieniu wartogei niewiadomych z 4 réwnan normalnych otrzy-
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mujemy wyrownane wartosci wzniesien: A @, hy+y, hy4-21 h, + 1, & za-
razem wyroéwnane wysokosci punktéw 4, B, C i D.

Jedn. blad éredni na 1 km bedzie (o ile L przyjeto jako liczby,
odpowiadajgce odpowiednim dlugos$ciom ciggéw w km):

i\

Roéwniez Yatwo moZna wyznaczyé bledy érednie wzniesieri wyréwna-
nych wzgl. wysoko$ei wyréwnanych (H,, Hy, Hy i Hp).
(Szezegolowe oméwienie wyrdwnania spostrzezen posrednich nastgpilo

w rozdz. IV-tym).

b) Poprawki (p—p’) wysokoéci jako niewiadome.

Sposéb ten jest bardzo przejrzysty i dozwala szybeiej ustawié réwna-
nia blgdow wprost z figury.

Wezmy na uwage przyklad omawiany poprzednio. Z wzniesien
spotrzeganych obliczamy nasamprzéd przybliZone wartosei wysokosei
punktéw 4, B, Ci D n. p.:

Hy'=H+h, Hy =Hy+hy, Hy'=Huy—hy, Hp'=Hi+h,+h,.

Oznaczajac poprawki wysokosei punktow A, B, Ci D przez v=AH,,
y=A4Hy z—=AH; i t—=A4H), otrzymujemy réwnania bledow ze zwigzkéw
migdzy wyréwnanemi wzniesieniami i wysoko$ciami :

hy +0 y=H, +a—Hatem: 6, = +2

k.’& +§2=IIB —{'t-— A—-ﬂ'}, 6: =—F . -{-lf

ST IR - P - LB J o gt (FTe Bl hetahemifis 30 B

k,‘ -0 = Ho' 4 z—Hj, JQ ﬂ i .—I—(ffnl—fﬁ—fbﬁ—hﬂ

hy +0 ;= Hyy —Hy —2 0= . .—2 .

by +0 g=Hy'+y—Hm, 6= .+y . .+(Ho—Hu—h+h)

hy 0 .= Hy +y—Hy'—2, 6, = .+y—z . +(Hu—Hu+hs—b,+hy)

hy +-0 g=H,'+y— Hy, 0 = .4y ;

kg a5 d g—qu —II "'—:C, 69 =—T ., ' .-E-(Ifu—If;——hl'*‘kn) ’

hyo+0yo=Hp' +y—Hi' —a, 0y=—2z+Yy . .-l—(Hu—HI—kI+kﬁ-—k;").
Wagi tych réwnan sa jak poprzednio pl—f" Py= ;, < Pro== Ll

10

przyczem L odpowiada iloSci km drogi, odbytej przy niwelowaniu miedzy
poszezegolnemi punktami.

VL
Jedn. blad édredni py= | =& , gdyz n—k=10—4=6.

Wyznaczajace przy rozwigzywaniu réwnoczesnie 1 wartodei spolozyn-
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nikéow Qu1, Qe Qi3 @14y Qe i t. d. aZ do Q4 obliczamy latwo i bledy
frednie wysokosci punktow :

pa=tt=t V@1, o=\ Qs

pon= = ity \ Qa2 ﬂ-n*—'ﬂsm#u\f@t-t-

Szezegdlowe omdwienie wyréwnania spostrzezen posrednich znajdzie
czytelnik w ustepach rozdzialu IV-go.

Metoda spostrzezen posrednich bywa czesto uzywang w przypadkach,
gdy sieci niwelacyjne majg wprawdzie do§é duzo punktow, ktérych wy-
sokosei nalezy wyznaczyd, lecz stosunkowo niezbyt wiele punkiow wezlo-
wych. Dzielimy wowczas wyréwnanie na dwie czedei. Nasamprzod wy-
znaczamy tylko punkty wezlowe metods sposérzeier posrednich; nastepnie
wyréwnujemy poszczegélne ciggi miedzy punktami wezlowemi, wzglednie
miedzy punktami stalemi i wezlowemi jako spostreezenia, ktorych suma
jest stalqg.

§ 8. Uwzglednienie przy niwelacji wplywu zmiany przyspieszenia
ciezkodel.

Warunki wystepujace przy wyréwnaniu sieci, wzglednie ciagéw niwela-
cyjnych ulkladaliémy w poprzednich ustgpach pod zaloZeniem, Ze poziomy geo-
dezyjne sa powierzchniami rdwnoleglemi.

Zalozenie to, wystarczajace przy niwelacji dla celéw technicznych, nie
moze mied miejsca przy niwelacji sieei lub ciagéw I-rzednych, ktére maja slukyd
takZze 1 celom naukowym.

Jak bowiem wiadomo, poziomy geodezyjne nie s¢ w rzeczywistosei powierzch-
niami rdwnoleglemi z powodu zmiany przyspieszenia sily cigzkosci wraz z szero-
kodcig geograficzng; nie jest wige rzecza obojetna, w ktérem miejscu weZmiemy
na uwage odstep dwu pozioméw geodezyjnych,

Dokladne oméwienie tej sprawy nalezy do geodezji wy#szej i mozZnaby ja
tu zupelnie pominad, gdyby nie koniecznosé zastosowania przy warunkach sieci
i ciggéw niwelacyjnych I-rzgdnych pewnych poprawek, bez ktérych uwzglednienia,
wyniki wyléwnuma bylyby bledne. W geodezji wy#szej 10/1‘0énmmy wzniesienia
dynamiczne i orfometrycane, jakotez dwie odpowiadajace tym wzniesieniom poprawki,
t. j. dynamiczng i ortometryceng, przy pomocy ktérych zmieniamy wzniesienia
uzyskane z niwelacji Scislej, uwazane za bezbledne, na odpowiednie wzniesienia
dynamiczne wzglednie ortometryczne.

Poniewaz poprawki dynamiczne wymagaja wykonania szeregu pomiaréw
grawimetrycznych w punktach rozmieszczonych wzdluz ciaggu niwelacyjnego,
poprzestajemy zazwyczaj pray przeprowadzaniu niwelacji T-rzednej na wwzglednienin
poprawek ortometrycznych, tembardziej, #e po dokonaniu potrzebnych pomiaréw
‘grawimetrycznych mozemy zawsze latwo przejsé ze wzniesien ortometrycznych
na dynamiczne,

Poniewas poprawki ortometryczne musza byé uwzglednione w warunkach
wyréwnania, przeto podajemy dwa wzory (przybliZzone), z ktérych pierwszy
zawiera poprawke ortometryczng wzniesienia miedzy dwoma punktami A i B,
drugi poprawke, jaka trzeba uwzglednié przy obliczaniu wysokosci ortome-

trycznej (ponad poz. morza) punktu B z danej wysokosci ortom. punktu A.
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Oznaczajac wzniesienia migdzy poszezegolnemi punktami ciagu A B otrzy-
mane z niwelacji Scislej przez 34/, szerokos¢ graficzng punktu B przez g, $rednia
arytmetyczna szerokosei geograficznej ]mnkiuw A 1 B preez g, oraz szerokogci
geograliczne punltdw posmdmch tego ciagu przez ¢ (zmienne), ofrzymujemy

. ' I QI . y
nastepujacy wzor na h, weniesienie ortometryczne puwktu B nad A :

=3 @h)+psin (g, +95) S (o—en) 3N,
przyczem spolezynnik f=oc0:00568

Drugi wyraz strony prawej tego wzorn jest poprawlq ortometryezng wznic-
sienia. punktu B nad punktem 4.

Przy niwelacji z pélnocy w kierunku poludnia odpowiada znak poprawki
znakowi wzniesienia, t. j. gdy punt B leZy wyzej niz A, nalezy jao dodad, gdy
zas leZy mniZej niz A, odjad; przeciwnie ma sig rzecz przy niwelacji z poludnia
na polnoc znak poprawki jest zawsze przeciwny znakowi wezniesienia.

Drugi wzér, ktory tu podajemy odnosi sie do wysokosei ortom. (ponad
poziom morza) H, i Hy punktow 4 i B.

Z pojecia wysokodei ortometryeznej wynika, ze dla uzyskania I, nie wy-
stareza dodaé do H, wzniesienia ortom. )’e” lecz trzeba wwzglednid jeszeze nie-
rawnoleglodd poziomu geodezyjnego A z poziomem morza (geoida zerowa), co uzy-

i HI\I'I jemy przy pomocy w pr u.ktyc e uzywanego wzoru (przyblizonego):

Hy=H, +k £ sin (g4 9p) 8in (p4—@y) H .

§ 9. Wyréwnanie trygonometrycznych pomiaréw wysokodei.

Aby przy trygonometrycznym pomiarze wysokosei zmmniejszyd nieko-
rzysiny wplyw spolezynnika refrakeji k, staramy sie wykonadé pomiar wznie-
sienia punktu B nad punktem A ze stanowiska, znajdujacego sie mniej
wiece] na osi symetrji obu tych punktow.

Wyznaczajac z jednego stanowiska wzniesienia miedzy kilku punk-
tami, nie jestesmy w stanie uczynié zadoéé temu warunkowi, co ma ten
skutek, Ze poszezegdélnym wzniesieniom odpowiadajg rézne wagi.

Wazor przyblizony na i{rygonometrycznie wyznaczone weniesienie h
punktu 4 nad punktem obserwacyjnym I (wysokodcia przyrzadu na sta-
nowisku &) przedstawia sie:

l=d Jfga4+l2ﬂkd,12, (1)
przyczem d, oznacza odleglo$é pozioms punktéw 71 A4, e, kat wysokosei
kierunku 74, za§ R éredni promien ziemski dla odpowiedniej szerokodei
geograficznej.

Analogicznie jest hy=d,tg ey

Rdoznica kﬂ—k,lziaj daje nam wzniesienie punktu B nad 4.

Przy pomiarze staramy sig tak obieraé stanowiska, aby mozna bylo
wyznaczyé jak najwiekszg ilo§é wzniesien, kiure dean w tym pray-
padku nazywa ,preekqiniami* wysolkosei.
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W ten sposéb wyznaczone wzniesienia (przekatnie) tworza zazwy-
czaj sieci, ktore mozemy nazwaé ,sieciami wysokosci“.

Wyréwnanie sieci wysokosei przeprowadzamy w sposéb analogiczny
jak wyréwnanie sieci niwelacyjnych; wszystkie wskazowki, jakie poda-
liSmy poprzednio przy niwelacji, maja wiec i tu pelne zastosowanie.
Natomiast musimy omowié dokladniej sprawe przyjmowania wag dla
poszezegdlnych wzniesien. -

Jezeli pominiemy stosunkowo nieznaczny wplyw bledéw odleglosei
I4 i IB, a przyjmujac bledy s$rednie katéw @, i @, réwne, oznaczymy
je przez u,, za$ blad Sredni spélezynnika & przez u,, otrzymamy na w,,
blgd Sredni weniesienia z A na B .

2 2 34
Wy =hp—hi=dptg ar—ditg @i+ 4o Q_Rd"l u-(.d” 5 Rdﬂ )k (2)
wzlir nastepujacy :

dy * d., al,ﬂz d,re —d4?
8 | 2
i __{(cos""a,.,-) +(cos"'a ) 5 !_( 2R ) oman ®)

Poniewaz katy @, i @p sy zazwyczaj stosunkowo male tak, 2Ze
o8 @ =008 ay=ovl, mozemy dla wyznaczenia wag uzyé wzoru jeszcze
bardziej uproszczonego, mianowicie

3
= (d -y’ )"‘“‘. = (@-2- If" ),u,“. (4)

Biorge R dla ¢=50" (co 111111@3\\?1@{:9‘]' odpowiada i naszym warun-
kom), oraz prnrjmuch =D za§ w,—00320, ulozyl Jordan nastgpu-
jacy wzor na w* ktérego odwrotnoscl mozemy uzyé jako wagi po wsta-
wieniu odpowiednich d, i dy w km:

w2 =0"0005876 (d..*+ d»?) 1—0‘00000114?55 (Ar?—a.?)% (b)

Wzér (b) dostarcza nam =g, W m.
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Tryangulacja (Cze$¢ pierwsza). Wyrdwnania
stacyjne.

§ 1. Pomiar katéow a kierunkéw.

W ustepie b-tym § 8-go rozdz Il-go (str. 44.) zastanawialiémy sie
nad dokladnodcia kata, wyznaczonego metods katows i metods kierun-
kowg. Z uwag tam przytoczonych wynika, Ze z wyjatkiem pomiaréw
bardzo dokladnych, jak to ma miejsce przy tryangulacji I-rzednej, naleZy
poslugiwadé sie w praktyce raczej metods kierunkowaq, jak katows,.

Mimoto uzywamy w pewnych przypadkach takZe i przy pomiarach
mniej dokladnych metody katowej, n. p. gdy mamy powody przypuszczad,
%o stanowisko przyrzadu jest niedostatecznie stale, katy male i t. p.
Z tego powodu nalezy dorzucié pare uwag o obu metodach.

Jesli na pewnem stanowisku (pewnej stacji) sy do pomiaru tylko
dwa kierunki, pomiar ich jest (pomijajac zastosowanie metody repety-
cyjnej) identyczny z pomiarem kata, zawartego miedzy obu temi kierun-
kami. Natomiast wystepuje réZnica obu metod pomiaréw juz przy trzech
kierunkachg w tym przypadku, jakotez ogélnie, gdy K, kierunkéw zbiega
sie na stacji, nalezy zdecydowaé sie na jedns z obu metod.

Podezas gdy przy pomiarach katowych mierzymy kaidy z poszcze-
golnych kqtow osobno, polega metoda kierunkowa na uzyskaniu odezytow,
odpowiadajgcych poszcezegdlnym kierunkom. Odezyty odnoszace sig do KX,
kierunkéw, zbiegajgcych sie na stacji, nazywamy serjg (pocziem)') kie-
runkéw. Takich seryj dokonujemy zazwyczaj kilka lub kilkanadcie zaleznie
od dokladnosei, jaka zamierzamy osiggnac.

Przy wyréwnywaniu spostrzezen, dokonanych obu omawianemi me-
todami, nalezy uwzglednié nastepujace uwagi.

1) Nazwa uzywana w ,Przepisach obow. pray pomiarach metodg tryg. i polig..."
M. R. P. Warszawa 1920,
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O ile przy pomiarach zastosowano melode kqtowq, wyréwnanie moze
si¢ odnosié tak do kagtow jak ¢ do Iierunkéw, gdyz kazdy kat moZemy
rozlozyé na dwa odpowiednie kierunki. Uwazajac katy jako wielkodei
spostrzegane, przeprowadzamy wyroéwnanie katéw; réwnie dobrze mozemy
jednak, zastepujac katy réznicami kierunkéw (ké=kr,—kr), uwazaé kie-
runki jako wielko$ei spostrzegane i w konsekwencji przeprowadzié wy-
réwnanie kierunkdw.

Wynik wyréwnania bedzie w obu przypadkach jednakowy, tylko
w przypadku pierwszym otrzymamy jednostkowy blad $redni u,, odnoszacy
sie do kata, za§ w drugim do kierunlu.

Oznaczajge jedn. blad éredni katowy przez (sg)i, zas jedn. blad ér.
kierunkowy przez (uo), otrzymamy zwigzek:

(M‘u)hz(ﬂ(l)krvgp . {1)
odpowiadajgcy wzorowi (20) w ust. b-tym § 8-go rozdz. Il-go (str. 44.),
z ktérego réwnoczeénie wynika, se pomiar kierunku ma wage dwa razy
wiekszq nid pomiar kata.

Ze stanowiska teoretycznego jest zatem zupelnie obojetnem, czy przy
pomiarach, wykonanych metods katows, wyréwnamy katy, czy tez kie-
runki; natomiast biorac rzecz ze strony praktycznej, nalezy obraé w tym
przypadku sposéb nastreczajgcy mniej pracy rachunkowej.

Przejdzmy nastepnie do wyrdwnania spostrzezen dokonanych metodq
leierunkowaq.

0 ile na stacji zbiega sie wiecej kierunkow niz dwa, co ma zreszty
miejsce z reguly w sieciach tryangulacyjnych, musimy ze wzgledu na
metode spostrzegania pr?epmwadzid wyrdwnanie kierunkéw, a nie katow.

Po tych uwagach o katach i kierunkach mozemy p17y1é6 do wy-
réwnan stacyjnych.

§ 2. Wyréwnanie stacyjne w przypadku, gdy suma katéw powinna by¢
réwna katowi pelnemu. (Warunek kolowy).

Dokladniejsze pomiary katowe przeprowadzano dawniej bardzo czgsto
metods, repetyeyjng (z powtarzaniem).

Dla uzyskania kontroli mierzono tg metodg préez (K,—1) katow,
utworzonych przez bezpofrednio po sobie nastepujace kierunki, takze
i kat miedey kierunkami: ostatnim i pierwszym.

Kontrola wynikajaca z tego sposobu pomiaru miala na celu nietylko
wyréwnanie bledéw przypadkowych pomiaru, lecz takze i wyrugowanie
bledu, powstajacego przy pomiarach repetycyjnych wskutek bardzo nie-
zmacznego preesuwania st¢ limbusw pod wplywem ruchéw alhidady.

Ze wzgledu na to, Ze i dzi§ jeszeze musimy sie czasem poslugiwadé
repetycyjnemi pomiarami katéw (przy sieciach tryangulacyjnych o zna-
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czeniu lokalnem jest uzycie tej metody przy braku precyzyjniejszych
teodolitéw nawet i dzi§ wskazane), omdéwimy krétko ten przypadek wy-
réwnania. :
bk Jezeli ilodé repetycey) poszeze-
Srs golnych katow nie byla jednakowa,
nalezy wprowadzi¢ do rachunku
wagl, ktdre przyjmujemy prazy nie-
wielkiej liczbie powtarzan, t. j. 2
lub 3, réwne »* zas przy wiegkszej
liczbie powtarzan, rowne wprost r.
Ziadne z tych przyjeé nie jest

$eisle, dlatego podajemy takze
i wlasciwy wzdér, aby cazytelnik
mogl sie zorjentowad, ktdre z nich

Tig. 16. jestodpowiedniejsze w pewnym kon-
kretnym przypadku, mianowicie:
2 3 P 2
Pr= Hy ik H‘uz_l" H"J ot Hu.z_i" Hy ( l)
7 ﬂ-,-z 1 i

(Hu,mfffﬁ) P oo’
P 7

przyczem g, oznacza blad dr. pojedynczego pomiaru kata, (uwazany
tu jako jedmostk. bl &r.), s blad Sredni » razy repetowanego kata, u,
blad $redni nastawienia na cel, w, blad $redni odezytu, przy pomiarze
kiernnku. '

Po obiorze odpowiednich wag prazystepujemy do wyrdwnania katow
na podstawie warunku:

(@+ o)+ (B dp) + (v +0,) —860°=0. (2)

Zmalazlszy nastepnie wartosé odchylki w ze zwigzku
a-+f+y—3600=qw, (3)
ukladamy réwnanie odchylki wyraZonej. przez poprawki d: (4)

Out0p+0y+ =0,
poczem wyréwnanie nastepuje wedle zasad wyluszezonych w § 4-tym
rozdzialu IIl-go (jako spostrzezen majacych dostarczyd stals sume), lub
wedle metody opisanej w § 3-cim rozdz. V-go (jako spostrzezen zawa-
runkowanych).

‘W analogiczny sposéb postepujemy przy wyrownaniu katéw, ktorych
suma jest nam z gory dang. Przypadek ten ma miejsce, gdy katy mie-
rzone na pewn.éj stacji sy zawarte miedzy dwoma kieruukami ,stalemi,
t. j. ustalonemi na podstawie poprzednio przeprowadzonego wyréwnania.

Oznaczajac kat zawarty miedzy kierunkami stalemi przez ¢, otrzy-
mujemy jako warunek wyréwnania:

(@t 00) - (- 8)+ (p+0,) — p=0; (el
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nastepnie wyznaczywszy odchylke o ze zwigzku:

a—l—ﬂ—|—y—q3=m, A (3*}
ulozymy, jak poprzednio, réwnanie odchylki wyrazonej przez poprawki o:
O+ g+ 0, 0=0. (4%)

Choé obie metody wyréwnania byly omdéwione wyczerpujaco w po-
przednio zacytowanych rozdzialach z podaniem przykladéw (dla spostrz.
zawarunkowanych w § 8 rozdz. V-go str. 137.), podajemy w krétkosel
przebieg wyréwnania oraz odnosne wzory.

Poprawki poszczegélnych katéw obliczamy przy uzyein metody
pierwszej wyréwnania z wzoru

1

B

przy uzycin metody drugiej z réwnan poprawek, ktére w tym przypadku
przybieraja ksztalt:

(D)

Oi= L It; (6)
DPi
poniewaz jednak z jedynego réwnania korelat
it .
— | k4 w=0 (M)
B
nmozna wyznaczyd
w
foE= —l. 1 I y 8)
p

jest ostatecznie poprawka 6;, obliczona przy uzyciu metody spostrzeZen
zawarunkowanych, takZze réwna
1

| s _?l)r'_ y (5%)
5
7 powyzszego wynika, Ze odchylke o rozdzielamy na poszezegdlne
katy odwrotnie proporcjonalnie do ich wag, a wiec przy wagach jedna- )
kowych réwno na poszezegdlne katy.
Jednostkowy blgd sredni w, obliczamy wedle znanej formuly:

P
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Bledy $rednie katow sa:

Di

el
przed wyrdéwnaniem p;— u, \/1 =w \/[}i 5 (10)
=

po wyréwnaniu Ju,,leuuv [[ JJ Pi/ :[al)l\/;‘(lftl;]m;i) (11)
b

Stosunek bledu dredniego po wyréwn. do bledu gredn. przed wy-

réwnaniem wynosi
B
Ha;
-V
Jezeli wagi przyjeto przed wyréwnaniem jednakowe, przechodzg
powyZsze wzory na nastepujace, o ile ilo§¢ katéw mierzonych wynosi n:

o fl o o 2 10*
""Vn il
S N
M= ﬂll\/“"’ﬁ“'" i Vn—1 ) (11%)
za$ stosunek bledéw grednich po i przed wyréwnaniem jest:
M n—1
B Y A o
i (12

Przy znaceniejszej liczbie n jest zatem zysk dokladnoSci niezbyt wielle:

§ 3. Wyréwnanie katéw mierzonyeh w réznych kombinacjach.

Kontyole katéw mierzonych na stacji mozemy uzyskaé nietylko przez
pomiar kata dopelmiajacego do 360°, ale takZe mierzac sumy pewnych
katéw, czyli wykonujac pomiar katow w rdinyeh kombinacjach.

Sposéb ten pomiaru okazal siq w praktyce niekorzystnym, (z wy-
jatkiem pomiaru katow we wszystkich kombinacjach, czyli t. zw. metody
Schreibera, ktérej wyrdéwnanie oméwimy obszernie w nastepnym para-
grafie), z tego wzgledu, Ze komplikuje w znacznym stopniu péiniejsze
~ wyréwnanie sieci, obejmujgcej te stacje.

Choé w obec tego staramy sig nie wykonywaé pomiaréw katow
w réznych kombinacjach, moze zajsé¢ ten przypadek w praktyce (n. p. pray
uzupelnianiu dawniejszych spostrzeZenn nowemi, o ile nie mozZna z po-
wodu zniszezenia niektérych punktéw tryang. pomierzyé wszystkich po-
przednio obserwowanych kierunkéw 1 t. p.).
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§ 8. Wyrownanie ketow micrzonyeh w roinyeh kombinacjach, IJ&

Wyréwnanie mozemy przeprowadzié metods spostrzezen posrednich
lub zawarunkowanych, o ile jednak ma nastapié pédzniej wyréwnanie sieci
tryangulacyjnej obejmujacej te stacje, wyréwnujemy spostrzeZenia sta-
cyjne wylacznie metoda sposirzezen posrednich.

Ustalenie iloci niewiadomych (spostrzezen niezaleznych) wzglednie
warunkéw wynika z nastepujgcego rozumowania.

Josli na stacji zbiega si¢ K, kierunkéw, wystarcza do jednorazowego
ich ustalenia (K,—1) niezaleznych katéw, ilo§é niewiadomych jest zatem
wtedy :

b=K,—1; (1)
zas 1lodé niezaleznych warunkow:
r=n—K,—1)=n—K,+1, (2)

przyczem n oznacza liczbe katéw spostrzeganych.

Biorge na uwage takze i ten przypadek, Ze na ogdlng liczbe K,

- kierunkow jest X,/ kierunkéw stalych, otrzymamy ilo$é niewiadomych

k=K,— K/, (1*)
za$ ilos¢ warunkow
r=n—(K,— K )=n—K,+ K, (8%

Ho§é warunkéw # podajemy, aby w przypadkach, w ktérych ogra-
niczamy sig wylacznie do wyréwnania stacyjnego, moZna bylo wybraé
metode wygodniejszg, t. j. nastreezajaca mniej pracy rachunkowej.

Réwnania bledéw ukladamy na podstawie spostrzezen katéw, zesta-
wionych w raptularzu polowym, poslugujac sie z reguly dla uniknigeia
pomylek odpowiednim szkicem polowym Mozna je takze uloZyé, poslu-
gujac si¢ warunkami, jakie katy majs spelniaé na odnognej stacji; sposéb
ten jako dluzszy bywa jednak uZywany bardzo rzadko.

Najczegfciej obieramy jako niewiadome 2, y, z,... katy (wyréwnane),
ktore poszezegdélne kierunki zawierajg z jednym przez nas (jako poczat-
kowym) obranym kierunkiem, a wyrazajac wszystkie pomierzone katy
przez niewiadome, uzyskujemy w latwy sposéb n réwnan bledéw, odpo-
wiadajacych n spostrzezeniom.

Tak tez postgpiliémy w 3-cim przykladzie § 7-go Ioz;dzmlu 1V-go
(str. 10L.), na ktéry powolujemy sig w tem miejscu.

W wspomnianym przykladzie przyjeto ze wzgledu na niejednakows
ilodé repetycyj poszezegélnych katéw wagi spostrzesen réime: zazwyczaj
mierzymy kazdy kat jednakows ilo§é razy i przyjmujemy w takim razie
wagi spostrzezen jednakowe.

O ile ma nastapié pézniej wyréwnanie sieci tryangulacyjnej, ktérej
Jeden z punktéw stanowi powyisza stacja, wyrdwnanie stacyjne stanowd
Dbierwszq cz¢§é wyrdwnania sieci przy pomocy spostrzeZen posrednich z wa-
runkami. Po wyréwnaniu stacyjnem nastepuje dalsze wyréwnanie sieci

Dr. K. Weigel. Rachunek wyréwnawezy. 18
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metods, Hansena-Helmerta, opisang w § 8-cim rozdz. VI-go (str. 151.), lub
— jak to zazwyczaj dawniej mialo miejsce — metoda Bessela, wyszezegol-
niong, w § 4-tym (str. 167.) wspomnianego rozdzialu.

O ile mialaby by¢ przy wyréwnaniu sieci uzyta metoda druga (Bes-
sela), muszg byu obliczone takze i wartodei spolezynnikéw nieoznaczonych
rownan wag, t.j. poszcm{,élne Q1.1, Qoo 1 t. d., co tez uczyniono w przy-
kladzie, na ktéry sie powolujemy.

W rzadkich przypadkach, gdy celem naszym jest przeprowadzenie
tylko wyréwnania stacyjnego, poslugujemy sig metods spostrzezen zawa-
runkowanych jezeli

r<k, (3)
t. j. gdy : n—(K,—K, )< K,— K, (4)
lub n<? (K,—K,'). (@)

Gdy miema na pewnej stacji kierunkow stalych nalezy polozyé¢ K,'=1.

Bior g¢ na uwage przyktad 3-ci § 7-go rozdz. 7-go rozdz. IV-go (str. 101.,
wyréwnanie stacyjne dla punktu D sieci prof. Schwerda), otrzymujemy w obec
8-min pomierzonych katéw przy K,=b-ciu kierunkach (w obec braku kierunkéw
stalyeh) iloéé warunkéw » ze zwiazku (2):

== I, 1=8—5-1=4,
t. j. r=k, gdyz wedle zwiazku (4): :
n=2(K,—1) t. j. 8=2(b—1).

O ile nie mialoby nastapi¢ pézniej wyréwnanie calkowitej sieci tryangu-
lacyjnej, moznaby w tym przypadku przeprowadzié wyréwnanie réwnie dobrze
metody spostrzezen zawarunkowanych.

4, w gre tu wehodzace, warunki ulozylibySmy réwniez na podstawie szkicu
kierunkéw (patrz fig. 6-ta str. 72), otrzymujac:

11 oy -8y —ay —8; — oy —8, =0
1L oty -8y — oty —8, — o, —8; =0
ITI. a5+35——:z.,—3 —og—38;=0
IV, —ay—0, +ay-t8)—ay—8=0.
Nastepnie po wyznaczeniu odchylek w z analogicznych zwiazkéow :

oy — g — oty = ~-077-26 Ot — Oty — g == —07*51
Oy — Oty — & = — 07779 — oy -ty — oy = — —0/714
wyp&dlhy gchemat réwnan odthyJeL ne mtgpunm
R s g e o e e &
g, dq 04 3, li 3 8 8, % 05|
a +1 g ! 3 ‘ —1 —1 : 026 |
BT +1 : —1 | -1 : : . |—0179 |
o e : i +1 —1]| —1|—051|
|
dll —1] 41| —1 b ; |—0-14 |
o | "0 | '[50 "f70 "/20 | "0 | /ao g0 a0
« ||0:01 11‘ 0:0126| 0:0173| 0 OoUO 0:0600, 0:0250| 0:0167 0:0500




§ 4. Wyrdwnanie kgtdbw mierzonyeh we wazystkich kombinacjach (metody Schreibera). 195

Zas rownania korelat przybralyby ksztalt:

0:0628% .  +0:0167k,—0:0111%, +0:26=0
01125 ey — 0:0500 &y +0-0125 &, —0-79 =0
0:0167k,—0:0500k,+01167%, .  —0-651=0

—0:0111 %, 4-0:012b &, ; ‘—I-U-0379k,‘—-0'14=0

Ostatecznie otrzymaliby$my wartosei poprawek po wyznaczeniu z réwnan
kovelat wartodei &y, ky, &y 1 &, ze zwiazkow ksztaltu

1
8;: P (a.- kl -1- b,‘ ks -~ Ci kli -]- d; kﬁ ),

oraz jednostkowy blad dredni (kata raz mierzonego):

- :
uo-:\/-[-P L.i""]’ (gdy% r=4).

Aby natomiast wyznaczyé bledy sredn. katéw wyréwnanych, naleZaloby
uzy¢ wzoru (18) § G-go rozdz. V-go, kladac przy wyznaczaniu bledu dredniego
kata a,, (oraz jego wagi) Iy=1 za$ resztg F==0; analogicznie nalezy postapid
przy wyznaczaniu bledéw drednich innych katéw wyrdwnanych.

§ 4. Wyréwnanie katow mierzonyeh we wszystkich kombinaejach
(metoda Schreibera).

Metoda ta polega na pomiarze katow, powstalych ze wszystkich kom-
binacyj kierunkéw zbiegajgcych sie na stacji, jak to przedstawiono na
figurze 16-tej.

Przy K, kierunkach nalezy zatem pomierzyé it (15—’_—_—1) katow.

Na zalaczonej] figurze przyjeto
K. (K.—1) 4.8

SRS RT
tow, a mianowicie (1,2), (1,3), (1,4),
28), @) i (34).

Oznaczajac wartosei wyréwnane
trzech pierwszych katow z, y i 2
otrzymamy wedle wywodow § 2-go
rozdz. V-go sze$¢ réwnan bleddw :

dio= 2 . .—(12)

61,3": IR SR "“{1:3)
04 = § f z-{l,’l) (])
Ogp=—2+y .—(2,3)
Su=—2 .+2—(24) ' - Fig. 16,

Oga= .—Y-+2—(84)
Oczywiscie, ze réwnania (1) mozemy urobi¢ odrazu z figury zala-
czonej, biorac na uwage katy wyréwnane, n. p.: (1,2)46j.=2, zatem

. Oye=2—(1,2); (2,3)+0sy=y—2, zatem dyy=—v+y—(2,8) 1 t. d.

K,=4, przeto -6 ka-
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Réwnania normalne, wraz z dodanem do nich réwnaniem sum, przed-
stawiaja sig nastepujaco:

8a— y— 2—(1,2)+(2,3)+(2,4)=0

— z+43y— 2—(1,3)—(2,3)+(3,4)=0

st sl e e Gl e U)ol

o+ y+ z2—(1,2)—(1,3)—(1,4)=0.

(2)

Zamiast rozwigzywadé réwnania normalne algorytmem Gaussa, t. j.
sposobem podanym w § 2-gim rozdz. IV-go, otrzymujemy wartosci nie-
wiadomych, dodajac do kazdego réwnania normalnego podpisane réwnanie
sum. Zatem bedzie: ]

42—, (1,2)—(L3)+ @) —(L4H)+ (24 =0
Ay—2.(1,3)—(1,2)—(2,3)— (1,4 +(3,4)=0 3
42—2.(1,4)—(1,2)—(2,4)—(1,3)—(3,4)=0
lub ostatecznie :
o2 D+ — G+ {1, — @)

4
: u AN s Nk
o 2D BB (1)~ (B} 7
pe 2 ) L)+ (24)] +{(1,3) -+ B} |
4:

Wartosé wyrownana kqla, mierzonego metodq Schreibera, rowna si¢
Sredmiej arytmetyczﬁej ogdlnej, wtworzonej z wartosei otrzymanej przy bez-
podrednim jego pomiarze z wagq 2 i z wartosci legoz kqta, otrzymanych
drogq poSredniq przy pomocy reszly kqtéw, obranych za niewiadome, z wa-
gami réwnemi jednosci. ;

(Dla ulatwienia w rachowaniu mozna przyja¢ na z, y i z wartosei
przybli.'bovne Toy Yo 1 2y 1 wyznaczyé ich poprawki & # i 0).

Przy K, kierunkach stacyjnych bedziemy mieli w mianowniku kaz-
dego réwnania (4) liczbe réwng iloSer kierunkow zatem K,, za$ licznik
bedzie sig skladal z podwdjnej wartosei kqta mierzonego i (K,—2) wartosee
tegoz kata, otrzymanych z pomiarow posrednich jak wyzej.

Blad éredni pomiaru kata przed wyréwnaniem otrzymamy ze zna-
nego wzoru
_\/Lrdd],

0 n—k‘

zatem w omawianym przypadku ze wzgledu na wagi réwne, n=6, k=3:

o\ "

- LI SN
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W przypadku KX, kierunkéw stacyjnych jest ﬂ_K (R y k=K,—1;

zatem ze wzgledu na wagi réwne :
2 V(K i[)d(tfl]r 2)° (&
poniewaz n-—k= U_(; ------ —(K,—1)= Ml l)(K el
Natomiast jest blad §redni kierunku (przed wywwn&mem) w
“ [90]
R == i

¢ * 4 Przechodzgc do réwnan wag, otrzymamy ze wzgledu na przy-
jecie wag réwnych przy pomiarze poszezegélnych katéw
(wige Qui=[aa], Qie=[af], Qis=[ay],...Que=[88], Qus=[y]...Qs3=[ry]--.),
biorac na uwage K, kierunkéw stacyjnych:

(K, —1)[ea]— [aB)— [ey). ...=
K1 —[aa]+ (K, —1) [ef]— [ay]e s on==
it —foa}—  [0f+E—Dlap]....=0  (6)
< S SR R B ot S S
Réwn. sum: | [aa]+ [ef]-+ [ay]+..=1.
Po dodamniu réwnania sum do poszezegélnych rownan wyniknie :
P 1 1
[aa]z‘((,l! laﬁ]z}‘("i [ay]:I(,’ LR (7)

Analogicznie otrzymamy z réwnan wag o niewiadomych [ef], [48],
[By] it d.:

1 2 1
[wfl=g BB=g: Brl=g o (™)
z réwnan wag o niewiadomych [a;v L [8y] [yl
il 2 i ;
(oy]=4, [8v)= K’" =g -1 b d. (7*%)
Bledy $rednie kgtéw wyréwnanych (po wyrdéwnaniu) sg zatem
— e\ 2 =B s mirl=n| . it ®)
te=p\laa]=n\ 3 w=pY88l=rY 7 t=plyyl=p )y 180,
Zas wagl kqtow wyréwnanych s :
i B i S L )

o ile przyjeto wage kqta p=1.
Analogicznie otrzymamy bledy $rednie kierunkow wyrdwnanyck

.1“-1"=y3!=ﬂ:;!=#-i’= v o= /_j{ #\ K, 2 (8*)
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zatem wagl kierunkow wyrdwnanych :
P=Py=P=P=..... =K., (9%)
o ile, jak wyZej wspomnieliémy, waga kqfa raz mierzonego p=1.

Przyjmujac wage kierunku raz mierzonego p’=1, otrzymamy bledy
Srednie kqtow wyréwnanych, wstawiajac do wzoréw (8 u=pu'\2:

Pa=ty=th= . . . =p'\Q \/ Ii. -———w'\/ ;{LP, (8**)

zad bledy Sredwie kierunkow wyrdwnanych:

U T J ’ T 2 1alk ot
My =g =0y =y = K, (Jak wyzej);

w obec tego, o ile przyjeto wage kierunkw raz mierzonego p’=1, beda wagi
katow wyrownanych :

I

P/ =P/=P/=.,.. = 4', (9%%)
zad§ kierunkéw wyrdéwnanych:
P’z_--P',"—-I"’=P’....--fg"—'. Ehbba

‘W przyktadzie, omawmnym powyzej, beda zatem wa{_n kqi()w i kierunkdw
wyréwnanych dla przyjecia p=1 (poniewaz K,—4):
Po=DP,=PF,=2,
PP Pl =]
natomiast dla prazyjecia p/=
1) n‘_l) [l 1) Fiaes 1
f” Pt_uP f__fj)! =0

Zamiast wyréwnania katéw moZemy przeprowadzié wyréwnanie
kierunkow. Oznaczajac kierunki wyrdéwnane przez 1/, 2/, 3/, 4/, otrzy-
mamy biorac na uwage przyklad tu omawiany (dla K,=4), z réwnan (4),
napisanych w ksztalcie:

2,1)+(2,8)+(2,4)  (1,2)+(1,3)4-(1,4)

$=___.__.___.__4_. F bt o T 1R e (_._ e Yl 1)
yoODFODHOD ADOD LA gy g
_GDE A (DHAYEAY ,, |,
4 4.
e 02+ABHAY o BDHIBA+EL l
- ADLADIAD 5 GO
o _BDTEHLGH Gl (42 (45) l S
4. LA

4
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Wzdr (10) bedzie opiewal przy K, kierunkach stacyjnych:
_L2)+1,8)+ (4 +(1,5)+. ..
3

i Vg

9. (R +(2,3)+(244) +(2,6) +- . . .
Fie ’

g BB+ BE)+ ... %
I, ey

b A+ (42) - (43) +(4B) +- . . . |
K,

Biorac na uwage wzory (9%) i (9%#*) widzimy, Ze pomiary katow
we wszystkich kombinacjach, dokonane w awu polozeniach lunety, sy

: 25 ; & G o X X X
rownowaine z - -krotnym pomiarem serji, obejmujace] wszystkie K. lkie-

=l

runki, czyli t. zw. petnej serji kierunkdw; albowiem w obu przypadkach
: : i o MG o
przyslugujg wyrownanym kierunkom wagi g1 © ile wage pojedynczego

kierunku, obserwowanego w dwu poloZzeniach lunety, przyjeto rdwng
jednosei.

Przyjmujac za Schreiberem wage kierunkw, mievzonego tylko w jednem
poloieniu lunety, réwng jednodei, otrzymamy przy » pomiarach katow
w jednem i » pomiarach katéw w drugiem poloZeniu lunety, (a wige
przy 2» pomiarach w jednem poloZeniu lunety)

wage wyrdwnanego kqta Py ;;(", (11)
za§ wage wyrdwnanego kierunkuw P's,—v I.. (1%

PoniewaZ na stacjach, nalezacych do jednej sieci tryangulacyjnej,
ilos¢ kierunkéw mie bedzie w ogélnodei jednakowa, a zatem i wagl kie-
runkdéw wyréwnanych na kazdej stacji moglyby wypasé rézne, o ileby
kazdy kat na kazdej stacji pomierzono tg¢ samg ilosé razy, (co skompli-
kowaloby znacznie wyréwnanie sieci), obmy$lil Schreiber sposéb pomiaru,
dostarczajacy nam prawie zupelnie réwnych wag kierunkéw wyréwnanych
na kazdej stacji.

 Przyjmujge, Ze przy tryangulacji I-rzednej, (przy ktorej uzywamy
dzi$ prawie wylacznie tej metody) wagea kierunkw wyrownanego ma wy-
nosié okolo 24, oraz ze katy maja byé obserwowane tam i z powrotem
te samy ilo§é razy w pierwszem, jak i w drugiem poloZeniu lunety, ulozyl
Schreiber dla spostrzezen katéw tabele nastepujaca.
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! A S 30 (A S — s -
- Ky—1 Waga kierunku Py y,u.. | Pi waga |
Yoo 10T 7 L R AR e 2 waga katow| kierunkéw
kierun- |ilosc ka-| pomierzo- | wyréwna- liczba wyréwna- | wyréwna- |
kéw | tow nego | mego powtarzan nych | nych
stac L i | L L L} o e et el |
R (z jednego pomiaru w jednem (ppRsiattyy z 2v pomiaréw (po v |
f poloZeniu lunety) ) w obu poloZ, lunety) |
!r | | i | |
e [Pav 1 10 | 24 | 120 24
{ | .
20w 1 ) {15 16 i 12:0 | 24
4. 1506 1 20 12 | 120 . | - 24
b 10 1 Y NG TR 25
T N O | Bi0k S I8 o e 240 24
R SR TR ) - rael L | 98
8 | 28 1 -2 RO [ e B L 94
I |

Ze wzgledu na to, ze kazdy kat ma byé obserwowany w obu polo-
zeniach lunety (IiII)te samg ilo§é razy, przyjal Schreiber w powy#szej
tabeli ilo§é powtarzan 2v zawsze réwng liczbie parzystej, przez co wypa-
dly wagi przy b-ciu i 7-miu kierunkach 2b, wzglednie 28.

Aby jednak dokonaé ‘pomiaru kazdego kata w jednym i drugim
kierunku (tam i z powrotem) w obu poloZeniach lunety, nalezaloby przyjaé
v jako liczbe parzysta.

W powyZszej tabeli Schreibera ma to miejsce z wyjatkiem pomiaréw
przy b-ciu i 8-miu kierunkach stacyjnych. W tych przypadkach nalezy

przeprowadzi¢ v;l pomiaréw tam i z powrotem (t. j. »—1 pojedynczych)

2
oraz jedem pomiar (pojedynczy) w jednym kierunku w pierwszem, zaé
drugi pomiar (pojedynczy) w kierunku powrotnym w drugiem poloZeniu
lunety.

Dla wyeliminowania systematycznych, a zmniejszenia wplywu przy-
padkowych bledéw podzialu mierzymy kazdy kat fam ¢ 2 powrotem (t. j.
podwdjnie) na tem samem miejscu limbusu?), przesuwajac po kazdem

W pilerwszem, takichsamych pomiaréw w drugiem poloZeniu lunety,

1) Sposdb wykonania pomiaru podaliémy tu wiernie wedle Schreibera, ZAZNACZY ¢
jednak nalezy, Ze sposéhb tu podany mozZna zastapié lepszym, rugujacym préez innych
blgdow talkze i systematyczny blad, powstajacy wskutek posuwania sip limbusu pod
wplywem ruchu alhidady: w tym celu nalezy, zamiast mierzyé kazdy kat w kierunku
odwrotnym (z powrotem), pomierzyé (w tem samem poloZeniu) kgt weupelniajacy go do
lata pelnego.
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(]
powtarzaniu (podwdjnem) limbus o 1‘.9;?_:(30’ a procz tego baczymy, aby

zadnego kierunku nie obserwowadé 2 razy w tem samem poloZeniu
limbusu. Aby uczynié zadodé temu ostatniemw #adaniu, nalezy zmienié
dla poszezegélnych katéw poczatkowe poloZenia limbusu przy parzystej
S, a’ 1800 : : d® 180°
ilodei K, o dn:iﬂ:i_:w K1y przy nieparzystej o ¢%= e
Dla lepszego zrozumienia powyZszych uwag podajemy plany obserwacyj dla
K,=2, 8, 4 i b, (prayczem, jak wspomnielismy, przy b-ciu kier. stac. podobnie

jak przy 8-min nie wypadaja wszystkie pomiary tam i z powrotem w tem samem
polozeniu lunety).

! o [ B ‘ 1800
K.=2, K, "2——:=1, 2yv=24, v=12, d'= o b
Kat !11.2 Tio | Lig| Lio | Tie | Ly ‘Hm Iy o7 ITy o | 1Ly 9 | 1Ly o | ITye

1,2 [ oo | 160] 800| 450 60°| 750| 9001050 [120° 1850|150 165

!:Pomia:r podwdjny w jednym i drugim kierunku

P 1800 1800
X8 I{,.h".) B0 18N B9 I e B O g = 22B0, =" =750

Kat Ly I Lo Iy Iio 11y ‘ IItlg—‘ IIi.‘.! ! 1]:!'2

1,2 00 | 2260 | 46 | 6760 | 900 |112:50] 1850 | 16760
1,8 76 '| 30 526 | 76 976 | 120 | 1426|166
|

2,8 L3 sty LSt o) ‘82'5 106 |1§37'5 160 .179"5

Pomiar ‘ podwdjny j. w.
) . K—1 4 1800 1800
K,=4, K, 5 =8, 2v=12, v=6, v(}(,‘—l):.;IB, d%— | =800, 3= ..1..8_:100_
th ].13 11,2 ‘ 11 2 ‘ 1 I‘l.‘Z II ]-.11'2 111.9
1,2 00 300 | 600 ‘ 900 1209 160° I
1,8 100 400 700 100° | 180° | 1600 |
1,4 200 b0o 800 110° 1400 1709
2,8 200 b0o 800 1100 140° 1700
2,4 100 400 700 100Y 1300 160°
3y HlEea? 300 600 900 1200 1600
] =1
Pomiar podwdjny j. w. |
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Rrert 1800 Ol
K,=b, K~ =10, 2v=10, =5, vK,=25, == 86", a°=128;l=7-20
th 11.2 ,I.jl-_J_ ‘ I| :| I]g r II1_2 .lI]_g E?,.é rg g
| | SEREd O )
1,2 || o0 | see 790 790 108° | 1440 | ~ BE o
o B
1,8 |* 72 | 489 792 | 792 | 1162 | 1512 | § 5 i)
i | =] '?
1,4 °| 144 | 504 86:4 | 864 | 1224 | 1584 Eﬁ,é g &8
_ ' EE & E
1,6 || 216 | 576 98:6 | 986 | 12906 | 1666| o S 8.E
I RS e
23 | 144 | 504 864 | 864 | 1224 | 15684 PEREE
. g < 8
24 | 216 | B76 | 986 | 936 | 1296 | 1666 | o " En &
O g 2
2,5 288 | 648 | 1008 | 1008 | 1868 | 1728 | §4 ;h B
(=]
84 | 288 | 64'8 | 1008 | 1008 | 186:8 | 1728 | §-~ 8 & &
8,5 0 286/7 {l. w79 72 108 | 144 %:;3 it
| 5= Jir
4.5 7:2 4392 i 79:2 792 | 1162 | 1612 | 8 .- »
il s i | : e g_g E__g
Pomiar | podw. podw.. i pojed. (11121:1) podw. | podw. B Fen

Jedn. blad Sredni kqta mierzonego w obu polozemiach lumety, lub co
na jedno wychodzi, jedn. blad éredni kierwunkw, obserwowanego w jednem
pot. lunety, znajdujemy z wzoru

i 2v[d00]
=V ko G

zas§ blad ér. éredniej wartosci katow z wzoru
2[0d :
(e Ry

Jesli pomiedzy K, kierunkami stacyjnemi znajduja sie 2 kierunki
stale, pochodzace z tryangulacji dawniejszej, do ktérej nawigzujemy nasze
pomiary, nalezy uwaza¢ oba kierunki stale jako jeden Ikierunek i w obec
tego pomierzy¢ kazdy kat, wynikajacy z kombinacji kierunkdéw niestalych
w ilodei 2 razy tak wielkiej, jak katy wynikajace z kombinacji kierunkdw
stalych 1 niestalych, zad pomiaru kata stalego nie wlgezaé do wyréwnania.
(Kat staly mierzymy tylko dla upewnienia sie, czy z czasem nie zmie-
nilo sig polozenie odno$nych punktéw tryangulacyjnych).

Aby mieé¢ mozno$é zastosowania w tym przypadku wzoréw (4) (t. j.
§redni arytmetycznej ogoélnej), nalezy wszystkie katy, powstale z kombi-
nacji z drugim kierunkiem stalym, odja¢ od kata stalego, otrzymujac
w ten sposéb katy, z ktérych jeden kierunek jest pierwszym kierunkiem
stalym. Jedli zatem kierunki pierwszy i piaty sa stalemi, za$ drugi,
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trzeci i czwarty niestalemi, nalezy ze wzgledu na (5)—(1)=¢, utworzyé
rozmice:
p—(2,6)=(1,2), p—(3,5)=(1,3), g—(4,p)=(1,4).
Po tej przemianie bedzie kazdy kat spostrzegany te samg ilosé razy
i wyréwnanie nastepuje jak przy cazterech kierunkach, z ktérych jeden
tylko jest staly, a zatem w my$l uwag podanych na poczatku paragrafu
niniejszego.

Plan 0bse1w1{'y] deZlG w tym puylmdku nu.bt(zpu.].mcy

i L e _i_“.. || s i
Jug. 11_! g L | I i I, | 11, ‘ 1L,
1,2 l oo ; GOY i 60" ; 5 I 1200 .
2,6 | . 300 s : 900 HIV . 1600
1,8 | 10 : 70 0/ 4L : 180 e
3,6 : | 40 B & | 100 100 . | 160
14 20 { 80 80 ; . 140 ‘ -
4,5 ; b0 : ; 110 110 | 2 | 17Q
< |l podwojny tam iz po- P"'j("d' w|’°j"‘3'm w l"'j"l‘ll:m w'f"’-i‘“l' [ podwojny tam iz po-
Eomir giem 1‘2[&?\11::{:? k{g:::‘flitu | kijcl:l:lnllm !rh:lrl;:ll:{::l | wEaiaG |

L e S 12 T ! R .
]\llzf Jl.n_! | 11'3 I| Il.g I].;I-_g 3 11],‘.! ]| 111_3
2,8 1 200 i bOv 800 | 110 1400 170"
2,4 Ji0 SN S () 70 ' 100 130 160
3,4 0 30 60 'i 90 120 | 150

Pomiar podwéjny tam i z powrotem

To samo postgpowanie mozna zastosowaé przy wiekszej ilosei kie-
runkow stalych.

Przy tryangulacji Il-rzednej przyjmujemy ilo§¢ powtarzan 2n=12
(zamiast 24), przez co waga kierunku wyréwnanego spada do 12 (przy
zaloZeniu, ze waga raz obserwowanego kata réwna sie jednosci). Plan
obserwacyj ukladamy na tych samych zasadach jak przy tryangulacji
I-rzednej. , ™ ,

Zalety pomiaréw katéw we wszystkich kombinacjach wyszczegdlnid
Schreiber w kilku publikacjach?); najwagmiejsze z nich sy nastepujace:

1. Wseystkim kierunkom sieci odpowiadajq po wyrdwnaniach stacyj-
nych w preyblizeniv jednakowe wagi.

) ,,Dm Kgl. Preup. Landestriangulation®, Hauptdreiecke, 11 czgéé, 2 rozdz. Berlin
1874. Schreiber, ,Usher die Anordnung von Horizontalwinkelbeobachtungen auf d.
Station“ Zeitschrift f. Vermessungswesen (niem.) 1878 i Schreiber ,Richtungsbeobach-
tungen u, Winkelbeobachtungen, Zeitsehr, f. Vermessungswesen, 1870,
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2. Wplyw bledow podziatu limbusu jest zmniejszony do nieszkodliwego
minimum.

3. Wyrdwnanie daje si¢ przeprowadzié w sposéb nadzwyczaj prosty
1 latwy.

4. Mozliwosé wylkonywania obserwacyj na stanowiskach mniej pewnych
(n. p. na wysokich wieach obserwacyjnych) ze wzgledu na kréthotrwaly
pomiar kasdego kata z osobna.

b. Osiggnigcie znacenej dokladnoSei, przy wyzyskaniu odpowiedniem
czasu poswiecconego obserwacjom,

§ 5. Pomiary kierunkowe. Wyréwnanie pelnyeh seryj kierunkéw.

- Wyréwnanie pelnych seryj kierunkdw przedstawia sie bardzo prosto.

Jak wiadomo obserwujemy przy zastosowaniu metody kierunkowej

po koleji wszystkie kierunki nasamprzéd w jednem poloZeniu lunety,

a nastepnie po jej przerzuceniu powtarzamy te samsa czynno$é w porzadku

odwrotnym. Dla kontroli, czy poloZenie przyrzadu nie uleglo zmianie

podezas pomiaréw, rozpoczynamy i koficzymy kazdy pomiar kierunkédw
w jednem poloZeniu lunety, celujqe do tego samego sygnatu.

Tworzge z odezytéw obu mikroskopéw (nonjuszdw) érednie, otrzymu-
jemy z pelnej serji po dwa spostrzezenia dla kazdego kierunku z wyjatkiem
dla kierunku pierwszego, ktéremu odpowiadajy cztery spostrzezenia.

Spostrzezen kontrolnych nie usywa sig z reguly do dalszych rachun-
kéw, natomiast, gdyby okazala si¢ miedzy niemi a odpowiedniemi spo-
strzezeniami poczatkowemi réznica wigksza, nizby spodziewaé sig nalezalo
po przypuszczalnych bledach odezytu i nastawienia, powtarza sig pomiar
na nowo. Przy pomiarach, dokonywanych teodolitami o przypuszczalnie
minimalnych bledach nastawienia i odezytu mozna wspomniang réznice,
o ile jest niewielka, przypisaé nieznacznemu . przesunigeiu sie limbusu pod
wplywem ruchu alhidady i rozdzieli¢ js na poszezegodlne kierunki, usu-
wajge w ten sposéb ze spostrzezen wspomniany blad systematyczny.

Przypudémy, ze wykonaliSmy na pewnej stacji s seryj pomiaréw
kierunkowych pelnych (t. j. nie opudciliémy przy pomiarach Zadnego
kierunku), przesuwajac po ukoniczeniu kazdej serji limbus o 1%00 dla wy-
eliminowania systematycznych bledéw podzialu,

Jezeli ilo§¢é kierunkdéw stacyjnych bedzie K., otrzymamy dla kazdej
serji K, spostrzezen jako $rednie obserwacyj, dokonanych w obu poloze-
niach lunety z uwzglednieniem wartodci odezytanych na obu (ewentualnie
wigcej) mikroskopach (noniuszach).

Wiszystkie tak otrzymane serje kierunkéw redukujemy do jednego
kierunkuw (teorctycznie dowolnego), przyjmujgc go réwnym 0°0/07/, Jub
rownym azymutowi (ewent. pozornemu) tegoz kierunku.
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Po redukeji bedg zatem wszystkie spostrzezenia, odnoszgce sig do
obranego przez nas kierunku, jednakowe.

Redukujac kierunki poszczegélnych seryj do kierunku pierwszego
otrzymamy

@ 'd D (9

21, z\] r 31 s
zgf Zﬂ” lg.ff.f
lan‘ l:l” 33!“ :
tloBd § 60 ol LT - 1)
) ek i ¢ .
ilogé s,
i S Dery (4]
przyczem, jak wspomnieliSmy, I/=0"'=1'"=..... o (2)

Oznaczmy kgty, zawarte miedzy kierunkami wyréwnanemi 2-gim
a l-wszym przez z, 8-cim a l-wszym y, 4-tym a l-wszym z i t. d., czyli

32 +6 f_l .e_d‘ e 3 u_l 6 H_E u___d ”—32"”—]-(5 tre 31”'—61”"= -_=$1

33 -+ d.’—ll ____d "—33”-}-6 u_z u__é g lJu.r_{_d.fu_glrn_(jr;u: (3)
Jﬁ"“d:"—l]"“ 1’=£Q”'l‘(s;.”_z;”—dl”—l‘z.g’”+6¢”"'—31”’—61’”‘_ =z
i utwérzmy K,..s réwnan bledéw o (s K.—1) niewiadomych
(A AT Byo O Rt w5 se , ksztaltu:
8 K—1
) amn
dir:dlf? d u__d .nr
:-‘d,"-{-x*}'zif—lg'} a [ i 5 ”—l—f'“l"l n__g H
. 3’=61’+y‘f‘31'—53", 6.”*-6 u_{__y I glu_l u
6‘12{51!_{_2 _I"gj!—'“lrl{: dduzdin_‘_z_i_zju__znff‘
s P e e T e e e
e T1T) (8) (4)
=T N G TEAS W s S T i
AT SR R R R R S A A P
(j i ff it (j .f.r.r__] J+£ltu_£ ."H’ ______________
d { o= ’”—l—z—]-n!,”’—.’, .".H ................
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Réwnania normalne, odpowiadajace réwnaniom bledéw (4), przed-
stawiajg sie w schematycznem zestawienin nastepujaco (przy przyjeciu
wagt lierunkw, mierzonego w jednej serji, réwnej jednosci):

g, |6y 51"”...._! @ Y | 0 Wyrazy
|

] wolne
g Bt e e o RS S S R sy 1
& O iy T
5 Kol o oeee] 1101 L) K= )
Fognlt e sl 1 i e K,‘lj”"—[l”’}l
1 1 s [2,]—[Z]
== |
RS R S e R N e N %)
Tk TS s e s )

Po odjgeiu drugiej czedei (%) od pierwszej czesei (b) réwnan nor-
malnych otrzymamy :

‘51"i‘61”“}"51"“+ LD -—-'[51]—[3]+[3s]+[53]+[3s.]+ AR :01 (6)

w obec czego dostarczg mam réwnania (b*) wartofei niewiadomych z, y,
2, ...y b j. wartodei kgtéw wyréwnanych :
' [Z]1—=[2 Li=[¢
wmlBltE] (610

- ™)

Dla wyznaczenia jednostk. bledu éredn. postgpimy w sposéio na-
stepujacy.

Po znalezieniu wartosci niewiadomych , y, 2,... wyznaczymy z s
poczgtkowych réwnan normalnych po koleji niewiadome d,/, d,/¢, d,""/, . ..
(awrgledninjac, o — fiii’.’i}éﬂ.‘ ;'..'_-__[%]_IE .«;’)'

R i e ot L B S U T R L [
i AL iR | S N ey R
o P E‘-[*?,(-I—z_—i-_ﬂf_{f”] R R [Ji_l._ [FJ ,{_.[J”].. — Tl
: K, 10 5 R T R L (8)
dl"r”r: e x_‘l_y"l"z"F— ult ._.__[g!‘.rlr],_ [J_l_] [8] [.{Nf] g i

AC TRAERA A
R Y

¥e K, PR D ARy

[L1-]

==

....................................................

Z uwagi na réwnanie (2) przedstawia sie réwnania (8) we formie
uproszezonej nastepujaco:

[b’] [f,] [}:H] [!] [Jru] [Z]
f oy AR B st 'S MOUTN . 17
L8y o I i o g ) E kK. ©
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Aby otrzymaé poszczegdélne d, potrzebne dla obliczenia jednostkowego
bledu éredniego, nalesy kazdg serje skrecié o odpowiednig wartosé —d,.
Pierwsza serja skrecona o —d,’ dostarczy nam z uwagi na réwn. (3)
4L'—0,/=l'—0d,’
Uy'—0, ="+ 2—0,’
lar__dlt=zlf_+_y_6nf
4/'—0,/=l"+2—0,’

serja druga: 9)
31 u___,dlu,____l’u__dlu
Jg”"*d)_”:zl”'l' "B_d‘.’a”
3.-;”-—51”=31”'f'?f—f5;g”
3.3”"*51”’:51”'{‘2‘—'5.3”

analogicznie wszystkie pozostale.
Odejmujac kierunki skrecone od odpowiadajacych im kierunkéw
wyréwnanych (wedle réwnania (7)), t. j. od

=L, -l mthl g lhliea,  am

otrzymamy (ze wzgledu na réwnanie (2) i (7)) dla serji I-wszej
%__tif_%él{:(sl:

[l;] le,_~$+6!r::[i?] _3114_&1]_“2]262.*

8

8
[za]_zl,+[2]_@=du, (10)

[31] i b 1=
_.‘_g_ el e dii i

Ay ! (L] (L] _ g,
Ul _g s g gyt g BT

analogicznie wyznaczymy poszezegdlne 0 reszty seryj.
Wzér ogblny na jednostkowy blad $redni

|15(5]

s (1)

przedstawimy we formie nastepujacej :

\/ [66] } #
=Yoo=y S

a to ze wzgledu, Ze n=K,.s, za$§ k=s-+K,—1, przeto n—k=K,.s—
—(8+K,—1)=8 (K,—1)—(K,—1)=(s—1) (K,—1).
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« ©x Wagl katéw wyréwnanych z, y, 5 i t. d. otrzymamy z réwnan
wag, ktére mozemy ustawié w liczbie k?=(s-K,—1)%

Aby wyznaczyé wage kata 2, weZmiemy na uwage system réwnan
wag, pozostajacy w zwiqzku z niewiadoms 2, zatem :

oo e [ en] Tal®] | wyms |
(@p] | [arf] | [arB) |.... (86)[(By]-...| Wolme
K, : : i e e il =)
. : K, i LSRG o a0 (12)
J e e I | Ll =0)
TR el
K—1 1 1 Ll S e et () (12%)

Mnozac pierwsze réwnanie drugiej czedci (t. j. réwnan (12%)) przez 2,
a nastepnie tworzgc sume drugiej czedei réwnan, otrzymamy

K[! B+ K, [a” B+ K, [0/ ]+ . . .. +23[88]+8[Bp]+ . ... =2 (18)
Odejmujac od powyZszego zwiazku sume réwnan czgéei pierwszej, t. j.
K [a' fl+ K [a B]+ K, [a’"" §] t oo +a(Bf] (Bl 00 =0, (14)
dochodzimy do zwigzku
S[ﬁﬁ]=
Wel=5 g P (16)

Dla wyznaczenia [gy] pomnoéymy drugie réwnanie czeéei drugiej

przez 2 i postgpimy jak poprzednio. W tym przypadku zmieni sie zwigzek
(18) na v

K. (o f]+ K. [a" B+ K[ B)+ . . .. +s[BA)+28[By]+. ... =1, (18%)
a po odjeciu od niego zwigzku (14), wypadnie
[ﬁ?]-ﬂl
A
i . 16
W analogiczny sposéb moéamy wyznaczy¢ wszystkie spélezynniki
rownaf wag, odnoszace sig do dalszych katéw y, ..., otrzymujac:
2 8
[B6]=[yy]=".... =— B=P=P=..... -~ 17)
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przechodzac wreszcie z wag katow P, na wagi kievunkéw Py, dochodzimy
P;,-,._ X &
5 =3
do wzoru na wage kierunku (wyréwnanego na stacji)

P;_-,-T *8e M & (18)

Pomiary kierunkowe, dokonane w s pelnych serjach, dostarczajq nam,
przy preyjeciu wagi kierunku obserwowanego w dww polozeniach lunety
rownej jednosci, kierunkow o jednakowych wagach rownych iloSci seryj s.

Wyréwnanie stacyjne przedstawia sig zatem, jak juz wspomnieliémy,
bardzo prosto.

Po przeprowadzeniu redukeji wszystkich seryj do jednego wspdlnego
kierunku, tworzymy sumy (1], [L], [£], [4] i t. d., a dzielge je przez ilosé
seryj, otrzymujemy kierunki wyréwnane [1], [2], [3], [4] (wedle wzoru (7)).
(Dla uproszezenia rachunku bierzemy na uwage tylko sekundy wzglednie
dziesigtne minut i t. p.).

Kierunki, w ten sposéb wyréwnane, moga by¢ uzyte jako niezaleine
spostrzezenia ¢ odpowiedniemi wagami =g pwy dalszem wyrdwnaniu sieci
tryangu]a.cy]ne}

Cheae wyznaczy¢ jednostkowy blad dredni kierunku (na stacji), nalezy
obliczy¢ wedle wzoru (8%) skrety dla poszezegdlnych seryj; odejmujac
je od poszezegdlnych spostrzezen, otrzymamy po koleji wszystkie d, przy
pomocy ktorych urobimy nastepnie u wedle wzoru (11%).

Postepowanie to, przeprowadzone mna przykladzie zaczerpnietym
z tryangulacji (IV-rzednej), wykonanej przez autora w roku 1920 w Za-
kopanem, uwidocznia nam schemat podany ponizej.

ze wzgledu na znany zwiazek Py~

Stanowisko (stacja) 7, celowe do p.: ¢ (koseciola parafialnego), S (willi
Sanato, wiezyczki péin.), VIII i VI; seryj dokonano 8, zatem s=3, K,=4;
spolrzedne dwu pierwszych punktow byly znane z poprzednio przeprowadzonej
tryangulacji I'V-rzednej :

Dty
Jelowe | | B o0 8 s Jeas | : 3 : 5
do p.: D B R (4] 4] s
1|&Kp | 8590697160 60/ 607/ 180 60
2|8 | 14 8461 b1 BT v aliTss b3
3| VIII | 43 44 |21 18 18 [EoRE T a8
4| VI 78 8269 69 i T | 195 | 6b
| :
S=|l 201=[1"] | 198=[1*] | 192=[1"**]| 591=[i] | 1971
F 8
: ! Lo |
; ] 7] 2] (7] []
3 K,—|60:25= I - 48:0="- 14776 =""4925 =
S K, dov=1 K, | B R
197 [7)
= 4925 =
4 S

Dr. K. Weigel, Rachunek wyréwnawezy, : 14
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i1 P .__] S | T |

GRS B A e =3

ARl 8 R g by s
3,/ =—1:00|—8 ’"=—0:25|—3,"*’=--1:26| -

R 59:00 5976 6125 18000
Tty |5 B0X00 5075 58-25 159:00

l,—3, | 6800 6876 5826 | 195:00

S | 19700 | 19700 | 19700 | 691-00:8=197,
S S A 197+ 4= 49:25

B 4925 4995 4925

—1:25 )
T B TR RS T
D0 s 1o R 025 40

2
3
: 4 P e e T P

0-00 | 0-00 0-00

52

O'UG 1‘56 8—1:3—1:2
9-00 508 9756 g o LM
X 1:00 . 156

0108 il (a1 (K1) B 6
4 9:00 1406 4556

—
=t
o
S -

3 2000 2074 7474 —115648, p—

1154
(=% v }(’ _8 — - 4./7:89,

Kierunki wyréwnane: [1]= 0° 0/ 0’ o wagach P, =3.
(i pierwszy zredukowany do [2]=14°384 b3/
0007 07) [8]=48°44 197"
: [4]=78088" 5",

Powy#ej opisanej metody obserwacyjnej uZywa si¢ przewaznie przy
tryangulacjach II-go-, IIl-cio- i IV-to-rz¢dmych. Ze wzgledu na to, Ze
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¥ 18 a4

wszystkie kierunki musza byé po koleji:spostrzegane, co nie jest zawsze
mozliwem, szczegélnie gdy poslugujemy sie heliotropami, nie stosujemy
jej z reguly przy tryangulacjach I-rzednych.

Opuszezenie pewnego kierunku w serji czyni ja czesciows lub nie-
pelng, powodujac w nastepstwie skomplikowane wyréwnanie tak stacyjne,
jak i sieci tryangulacyjnej.

Ze wzgledu na ewentualny nieznaczny ruch teodolitu podezas po-
miaru nie naledy tworzyé seryj o wielu kierunkach (nie ponad 6—8); z tego
samego powodu powinni§my sie stara¢ wykonaé kazdy pomiar, obejmu-
jacy wszystkie kierunki, w jaknajkrotseym czasie, co oczywiScie wymaga
do&é znacznej wprawy.

§ 6. Pomiary kierunkowe. (Ciag dalszy). Wyréwnanie czesciowyeh
(niepelnych) seryj kierunkow. ]

a) Metoda przyblizona. (Yollanda i Clarka).

Jak wspomnielidmy, nastrecza spostrzeganie wszystkich kierunkdéw
po koleji do§é znaczne trudnosel, szezegdlnie przy dlugich celowyeh, tak
%6 czasem musimy przy pomiarach kierunkowych zrezygnowad z obserwacji
wszystkich kierunkoéw, w nastepstwie czego powstaja serje czefciowe.

Scisle wyréwnanie stacyjne czesciowych seryj kierunkéw jest dogé
uecigzliwe i powoduje ponadto bardzo zawile wyrdwnanie sieci fryangu-
lacyjnej '), gdyz wyniki wyréwnania stacyjnego moga byé uZyte przy
wyrdéwnaniu sieci tylko w polgezeniu z odpowiednim systemem réwnan
wag, za pomocg t. zw. spolezynnikéw przenoszacych (str. 159).

Wprawdzie Helmert podal dwa sposoby, upraszezajgce wyrdwnanie
sieci tryangulacyjnych (jeden dla wyréwnania katdw sieci, uwidoezniony na
str. 161. i d., drugi dla wyréwnania kierunkéw, opracowany na str. 223. i d.,
mimoto stosujemy przy wyréwnywaniu sieci 1V-to, I1l-cio a nawet bardzo
czesto 1 Il-rzednych, zamiast metody Scislej przybliZone metody wy-
réwnania, a najezesciej metode Yollanda i Clarka, ogloszong w , Ordnance
trigonometrical survey of Great Britain and Ireland“?).

Dla lepszego zrozumienia tej metody powrdémy na chwile jeszeze
raz do ostatnio omawianego przykladu.

' Ui s .
Po wyznaczeniu wartosei -[—], mozna dla uzyskania poszezegélnych skretéw
5
3/, 8!, 8,/ postapi¢ takZe i w sposdéb nastepujacy.

A, Wb : : ki 5
Nasamprzéd odejmuje sig kierunki wyréwnane “** od kierunkéw spostrze-
8

) Patrz rozdz. VI. § 4. (str. 167 i d.) Metodn Bessela.
% London 1858 str. 62—66,
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ganych I/ /' i t. d., uzyskujac w powyzZszym przykladzie nastepujace ze-
stawienie: :

1. 0700 000  0'+00
9. —2:00 —2:00 4400
ST O L R )
4. +400 4400 —800
S: 4400 +1:00 —B500.

Zesumowane kolumny dostarczaja nam wyrazen
l l
[l.r] [] [ar !1 _[ ']".l [zu;]___ [8]

a dzielac je przez ilosé ]ﬂemnkuw K,, otrzymujemy :

SR RN U [ LA R - 3 8 Bego:
% Es KRS E RS t. j. wedle (8%) § b-go:

ai’ 31.*! ; 31”".
Zatem w przypadku omawianym jest:
400 1-00 500
1= =+100, ¥//m=t—rm= 4035, ¥ e —= = —125;

odejmujac kmde 8, od spostrzeZen odpowiednich seryj, otrzymujemy serje skre-
cone, jak to mialo miejsce poprzednio, a wige

59:00, 59-75, 6125,
50:00, 50'75, b8:26,
1tenan
a ostatecznie przez odjecie wartodei lnerunkéw slnqconych od wyréwnanych
bledy pozorne:
+1:00, +0-26, —1-25,
+800, 4225, —b2b,
it d.

Na tem postepowaniu opiera sig metoda preyblitona Clarka, ktéra podajemy
dla lepszego zrozumienia w odpowiednio opracowanej formie.

Przypudémy, %e obserwowalismy w poprzednim przykladzie (§ b-ty str. 209.)
podane kierunki w 6-cin iserjach, z ktérych dwie pierwsze byly pelne, za$ cztery
dalsze czgdeiowe. Dla latwiejszego rachunku laczymy serje o jednakowych kie-
runkach w serje wypadkowe o wagach réwnych ilodei seryj skladajacych sig
na nie, na podstawie zasady, omdéwionej w poprzednim paragrafie. "'Wyniki w ten
sposéb urobionych spostrzezen niech beda nastepujace:

Sr. 7 I-sz6j i II-giej serji Sr. z I1I-ej, IV-tej i V-tej serji Serja VI-ta
1 00 o/ 0 0o 0o 0’ dhn,
2 14 34 b1 14 34 51 QUESSRNERO0
3 43 44 21 43 44 18 20 09 21
4 78 88 9 e BSNEEBRIER D)
waga = 2, waga = 8, waga = 1.

Serjg VI-ta, w ktérej brakuje kiernnku pierwszego, nalezy zorjentowac
do dowolnego kierunku, zawartego w poprzednich serjach, (przyjmujac 6w kie- .
runek w odpowiedniem zaokraglenin)., W naszym przypadku obierzemny w tym
celu kierunek 38-ci, zaokraglajac go do 48944/ 207/,
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Dalszy rachunek prowadzimy tylko w {#rzech serjach z uwzglednieniem
odpowiednich wag poszezegdlnych seryj.

La)
S e e S AR
R L B
1| 859059’ || 60’ ‘ 6077 : 800 | 5 | 60:00

2| 14 84 b1 1 51 59 |814 | 6 Y b52:83 i
3| 48°44 21 ‘ 18 | 20 116 | 6 | 19:88 “
4| 73 82 69 ; 59 [197 | 8 | 6667 ..
| | { |
201 =[] ‘ 129:[&*]" 188=[1/"] 197~33=[[[£*"]Jh

i | p

Katy @, y i # przedstawiaja sie w pierwszem przybliZzeniu :
a/=14984/52//:88, y'=48244/19//'88, 2'="73°33/6'/:617.

[pt]

2

mujemy — jak przy serjach pelnych (sposobem drugim) — nastepujace zestawienie.

Odejmujac od spostrzezen, zawartyeh w odpowiednich wierszach, otrzy-

1Lb)
e — 1'__._ e "."__E.zl ——— :-'_'1" —_— 3?;_:
1 077:00 0’700 :
2 —1+38 —1:88 | 46767
3 +1:67 —1-38 4067
4 -+ 3:38 : —0°67
= || 481167 | —2/166 | 40767
Gy 14 : 3 o
b}
](Bl)r-:-f--(:-a +0:92 | —089 | 407722
(K, oznacza tu ilosé kierunkéw kazdej serji, wige K./=4, K,//=3, K/''=3).
!
Skrecajac spostrzeZenia zestawione w tabeli Ia o uzyskane wiellkosei —%
poddﬁjemy je dalszemu wyréwnaniu dla uzyskania dokladnigjszych wynikdw.,
IT a)
= I e —— . - I =
| ear=sfe sl (i | )
s L

186999 | 69708 | 607789 | . 800'88| b 60-17
19| 1484 | B008| 51:89 | 58//78 | 814:61| 6 [52:44a’’=14084/521:27
8| 4344 | 20:08| 1889 | 19-78 ||116:61| G [19:44y/'==48 44 19 -27
4| 7382 | 6808 _ 5878 |194:94| 3 [64:98( 2//="78 83 4 81
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IX, Tryangulacja (Czosc pierwsza). Wyréwnanin stacyjne.

‘Wyniki wyréwnania drugiego, odjete od spostrzezen pierwotnych, dostar-
czaja nam nowych réznic, z ktérych obliczamy — jak poprzednio — ponowne
skrety, uwidocznione w tabeli IT0.

115)
s I TR B
1 —0/717 | —07717 )

9 —1+44 —1:44 | 46756
3 +1-66 —1:44 +066
4 +4+02 ; — 598
D= | +8/197| —80105| 4-1/14

(K= 14 :B 36
(al)u-ﬁ || 4-077:99 r' 1102 | 40788

Postepowanie to powtarzamy tak dlugo, az wyniki, osiagniete z dwu ostat-
nich wyréwnan, beda sig réznily migdzy soba o wielkosei zaniedbywalne,

Il a)
1. p'=2 | 2. p”"=38 |8. p/"'=1| [pk] | [p] L
| [30"]
|
18699697 59701 | 61/702 ; 301:08 | b 60:22
2| 14 34 50:01 52:02 | 58762 || 81470 | 6 || 5245
8| 48 44 2001 1902 1962 | 11670 | 6 | 1945
4] 78 82| 6801 | 58:62 | 194:64 | 8 | 6488
111 )
1, 2. 8.
1 —07:92 | —0//-22 :
9 — 145 —145 | 46/76b
8 165 —1+4b +0:55
4 4412 —5'88
S 4100 | —B81012 | 417429
Wl 9 i)
i , .
@)=rgr=+1100 | —17004 | 40741
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g 0. Pominry kierunkowe. (Uing dalszy). Wyrownanie caeSciowyeh (niepelnyeh) seryj kierunkiw. 9216

IV a)

e e aEa e P e T

1. pf=22. p/t=818, p”"—--ll [ pti] [p] [pl]

[p]

I

1|8b9%9/| 59//-00 | 61//:04 3 (80112 b [60-22
9| 14 84 | 50:00 b2:04 | B8//:H9Y || 814:71| G }52‘45 alV==14084/52//-28
3| 438 44 20:00 19:04 19:69 ||116:71| 6 |[19:4b yV==4844/19//:28
41 98 82 68-00 e 5869 |[194:59| 8 (M'Bﬁlzwl 780387047764

Ze wzgledu na minimalne réznice wyrdéwnanych kiernnkéw w obu ostatnich
tabelach, nwazamy wyrdwnanie za skonezone.

Dla uzyskania poszczegélnych & nalezaloby wlagciwie jeszeze raz obliczyd
skrety poszczegdlnych seryj i otrzymane w ten sposéb wyniki odjaé od kierunkéw
wy:éwnmlych, ze wzgledu jednak na minimalny efekt tej czynmosei, obliczamy
Jje, odejmujac ‘!pDHh?eiPllm zestawione w tabeli IV a) od wymkuw koneowyeh,

wskutek czego otrzymujemy nastepujace zestawienie.

‘ B } A P.r 32! puazn Ept."faﬂu-’l ] !I
|

1 +1” 22 --0”'82|

: [ ,

' 88
2:9768 20172 . T [»22]
: | \ n—1lk
4245 | 041 5-—6”‘14,. 12:0060| 0:5048| 87-6996| 2= 10 (1. ilodci spo-

' I ' strzeZzen wyréwnyw.)

.3‘ —0:56| 40411 —0-14| 0:6050 0:5043| 0-0196
| K .’ R <
4| w14 | 4627)19792 L | 898128 Ha—1=0
o ' | j 1/115-3639
'3 —002] 000 —001|356:3060] 8-0258| 77-0821 ”:"\/”12}%(‘ = |
| —0
p 2 81 Al [p@8)-—=115-3689 =587, |

Tdentyczne wyniki (z pominigeiem drobnych réznie, powstajacych wskutek
zaokraglania obliczen) otrzymujemy, stosujac wzory, podane w dziele p. t. , Pree-
pisy obowiqzujqce przy pomiarach metodq trygon. i poligon. i (. d., cz¢sé 1l-ga*,
wydanem przez Ministerstwo Robot Publicznych w Warszawie 1920).

Rozpoczynamy wyréwnanie od zestawienia I a, ktére nzupelniamy sumami

Sige 1
odpowiednich kolumn [1/]==201, [I//]=120, [I/*]=138 i [[lp .”:-.-.-19'?'33.
I ] y
0 ile serja jest pelna, nalezy obliczyé skret dla niej wedle odpowiednio
przeksztaleonego wzorn (8%) § b-go:
Lot}

ity lp] ’_[.‘fll’J]; .

: : b AN
przy serji czeSciowe] naleZy od sumy [ ]l odjad te sumy ([P_]) , ktore od -

(2]



216 IX. Tryangulacja (Czesc plerwaza), Wyrbwnuania stacyjne.

powiadaja brakujacym kierunkom serji, za$ od ilodci wszystkich kierunkéw K,
kierunki brakujace (K,)°.

W tym przypadku bedzie opiewal wzér na skret serji:

RS

LA LLEIGL -\

K.—(K,)°

Wracajac "do poprzednio omawianego przykladu, otrzymamy skrety dla
poszezegolnych sery;.

19788 | 19788 | 19783 |
—0:00 | —66'67 | —60-00 |
—20100 | —129:00 | —188:00

' — 867 +-2:66 —0:67 |
: | K—(K,)= 4 8 Bt

' |

! —@)=| —092| 4089 | . —022 ,'

Dalszy rachunek polega ma obliczanin poprawel dla wartodei, nzyskanych
w pierwszem wyréwnaniu i poprawelk dla skretéw poszczegdlnych seryj.

Poprawki wynikéw pierwszego wyréwnania (zest. I @) uzyskujemy dla
kazdego kierunku, tworzac drednie arytmetyczne ogélne ze skretéw z uwzgled-
nieniem wag seryj. ;

: 0-88 '
1. —2x0:92-8x89 L =088 =017, | B
=
0-61 g
2. —2X0024+8X0:89—1x092=+061; -+ =010, |
3
’ , 0-61 i
B, —2X0:9248x089—1x022=+061; + ¢ =+0"10, | &
@
. 06 &,
4 —24092° . = —1%022=—306; _-2-??.:—0”—69. &

W pbdobny sposob otrzymujemy poprawki skretéw z poprawek kierunkéw.
401717, 407717,

1. :
2. 4010, 4010, 4010
B 40010, 010, 40O

4. —069, : — 069
S= —0782, 0787, —0/"49
. 4 . 3 . 3

—0/08, +-0/12, —016 (poprawki skretdw).
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§ 6. Pomiary kiorunkowe, (Cing dalazy). Wyriwnanie czefciowych (niepeluyeh) seryj kierunkiow.

7 uzyskanych poprawek skretéw obliczamy — jak poprzednio ze skretéw
sery] — dalsze poprawki kierunkéw :

40120 : 5= 40704, 0'704: 6=07:01, 0’704 : 6==0//-01, —0//82 : 8= —07"11,

a z nich dalsze poprawki skretow:
—0’7:06, 4-0/7:06, —0*/+09
14 ) ]
—0/7:0%, 4-07:02, —0’:08,

Przeprowadzajac raz jeszeze to samo postgpowanie, ofrzymujemy dalej
popr. kier.: --0704:56=+4-07/01, +0/:01:6=0/00, --0/01:6=0'00,
—077:0b : B=—0//02, ktére mozemy uwazac za ostateczne. '

Dodajac do kazdego kierunku, uzyskanego z wyréwnania pierwszego, sumg
odpowiadajgeych mu poprawek kierunkowyeh, oraz do skretéw, obliczonych na
poezatku, sumeg poprawek skretow dla kazdej serji osobno, otrzymujemy kierunli
wyrdwnane i serje definitywnie ustalone,

Kierunki wyrdwnane:
1. 0% 0/ 000+-07:17--0//:04-4-0"01= 00 0’ 0’/:22,
2. 14 84 B2 +88--0 :104-0 0140 +00==14°34'H2/:44,
3. 48 44 19 ‘8840 ‘1040 ‘0140 ‘00=48°44'19//-44,
4. 78 88 b 67—0 :69—0 11—0 -02=73°33" 4/"85.

Sumaryezne skrety poszezegdlnych seryj wynosza:

z! l!! L!f!
—0/792 | 40789 | —0//:22
—0:08 +4-0:12 —0-16
—0:01 +4-0-02 -—008
| Z—1/:01 | +1/708 | —0/7:41
Ustalone kierunki spostrzegane sa zatem (po odjgciu skrgtéw od spostrzeZen
pierwotnych):
l! Zn‘." l."-’i’
| i
1| 8690597 687/:99 6177:03 :
2| 14 84 4999 52:03 |  58//:59
3| 438 44 19:99 19:03 19569
4| 18 82 67-99 6869 |
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I1X. l‘rynngulnun (f '.-m'n pmmazm W}mwuuum stacyjne.

Odejmujac je od kierunkéw wyréwnanych otrzymujemy bledy pozorne 8.

’ | B b gl I p.«afz _11-*”3”2 !prua.ruﬂ
lid | . : ' [p23]
|1 +1/28|—0/81 | 80208 19683 . | \/ -
i n—r
5 !
[2| +245| +041|—6/15] 12:0050| 0°5048 | 378225 | n=10, k=84 4 —
| | ' =g
|3 | —05b| +041] —015| 06050 06043 00225 |
il - : ; 115.5645
14‘ —8'14 +6:26| 197192 89:1876 | b= e
Feeh : _ =687 |
EI —0:01| 4001 —004 85:3550 2:9769 | 770826 | .
ple Biydiae [p83]=115:3645 | i
Metoda przyblizona Yollanda i Clarka nmie podaje doktadnodei wynikow,
t. J. bledéw srednich wzglednie wag wielkogei wyréwnanych,

nikéw uzyskanych powyf',{-_-/.i. me‘roda, tal

Przy dalszem wyréwnaniu sieci tryangulacyjnej uZywamy z.a.lwycmj wy-

jakby pochodzily ze seryj pelnych,

Wagi kierunkdw mozna takze prayjad réwne ilogciom spostrzezen poszezegdlnych
kierunkéw, co jest jednak tylko do$é grubem przybliZeniem, (Poréwn. zestawienie
wag w ustepie ¢) we wzorach (39) i (41).

b) Metoda S$cista.

- GIéwnym  tworcy metody Scislej jest znany geodeta mniemiecki

F. W. Bessel, ktory zastosowal ja przy tryangulacji, przeprowadzonej

0

Fig. 17.

w latach 1832—18356 w Prusiech
Wschodnich dla pomiaréw stopni 1),
Calosé wyrdwnania, obejmu-
jaca w czedcl pierwszej wyrdéwna-
nie stacyjne, za$ w czedei drugiej
wyréwnanie sieci tryang., przed-
stawiliémy w ogolnych zarysach
w § 4-tym rozdzialu VI-go.
Réwnania  bledéw ustawial
Bessel w sposob nastepujacy. Jako
niewiadome wprowadzil kqt, za-
warty miedzy kierunkiem 0° lim-
busu a kierunkiem do pierwszego
celu, oraz kqly, zawarte miedzy
kierunliem pierwszym ¢ resztq lie-
runkdw. ;

Y Gradmessung in Ostpreussen., Berlin 1888,
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W ten sposéb uzyskiwal dla poszezegdlnych seryj nastepujace réwna-
nia bleddow.

Serja I.  Serja II. [\, “Serja HI..4 t. d.
Ji _x’—li p .r 6 [ et xu___z u plu | (ji”"r—-z”"-‘—-l.]”’, pluf .
52 =g ty—IU,’, Pz Id)‘u_:___. @' 41 J-"zg”;pg” 63;;::___55“;_?}_52”:? Py (1)

] ' i ’ i T, ]
O/ =a'+2—U’, py' |0y = 42 —U'", py'" | 0y =2 —2 —1y'"!y Py’

..........................................................

lp:‘l [pu] [prn]

Niewiadome t. zw. orjentacyjne &/, &'/, «’’’, .. sg rdsne dla kazdej
serji, natomiast pozostajy katy y, 2,... niezmienione. Wprowadzenie wag
jest tylko potrzebne dla urobienia ogdlnych wzordw, przyczem kierunki
niespostrzegane otrzymujs wagi —0; zreszty s wszystkie wagi p=1.
Zatem [p')+[p"]+[p"" ]+ . . . =[Dy]-+ (Do) +[25]+ . . . =[p], & [p] rOwna sig
ilodci obserwacyj kierunkéw.

Réwnania normalne bedg mialy ksztalt ogdlny:

2] . Vs kDY Rpyle R = [pf U] =0
{pu]xu L A ‘[‘pg”?f '1‘}33”3 =i —[jﬂ” !u] =)
L 3 [pru]‘,ﬂ;u._'._‘_psuly_i_p“nfz_i__'_._[p.:uzu.*]T__:O

S SR AR S IRl TR e hGIS @)
Dy py +ipdy o o bc—Ipeh] =0
Dy w' Apy o Hpslet o —[pyy] =0

7 pierwszej czeSci réwnan normalnych (2) wyznaczymy z latwoémq

g DY tR e —[pY]
[»] :
i 11, _+_ i 2_1_ — [t 1
RS Wl T U i U @)
RV (S o W i i |
[p.'u] ']

Wartodei te, wstawione do reszty réwnan normalnych (2), dostarczg
nam réwnan ksztaltu:

(D) y+(be) 2+ . . . .(b1)—0

Be)y+(ee) z+. ... (el)=0 L COTR
....................... 4
przyczem (b)=[p,]— [}; ]I’z' {;;"J Pyt
(be)— _P«_...p Vil Pyl — (b)

[0 Gl

1 P_" p:a”
(ﬂﬂ) '[pll] ['P ]'pa [ nlpl



92920 IX, Tryangulagin (Credd plerwsza). Wyrdiwnanin stacyjne.

bl)= — l _4?3.’ 10 pﬂ” 1 At

LB .._p-"l! - ..p.ﬂ_f.’ [ 1) -
(el)= —[p, 4]+ (] [pV] '_UU”] [ 3]+ ...

Rozwigzujae réwnania (4), otrzymujemy wartodei katéw wyrdéwna-
nych y=[1, 2], z=[1, 8] i t. d.

Przy tworzeniu spélezynnikéw réwnan (4) mozZna dgezyé ze sobg serje
Jednakowo spostrzegane. Natomiast przy wyznaczaniu [dd] nalezy braé
na uwage kazdq serje osobno.

Blad $redni kierunkowy (odpowiadajacy obserwacji kierunku w jednej
serji) urabiamy wedle wzoru: '

L [00) = b s

“Vol——&-)’

[#] odpowiada ilogci spostrzezen kierunkéw, s ilodci wszystkich seryj, za$
K. ilodci kierunkéw stacyjnych.

Dla uzytku pézniejszego wyrdwnania sieci fryangulacyjnej, obej-
mujgcej omawiang stacje, nalezy utworzyé réwnania wag, poslugujac sie
spolezynnikami réwnan (4).

Jako niewiadome wystapig w nich

(6)

(0b) Qoo+ (bﬂ) Qost .ot =
(bD) Qo (be) Qug-. . . .. =0 )
* (be) Qast(co) Qs+ ... =1
(W § 4-tym rozdzialu VI-go oznaczono niewiadome ogoélnie przez
&, Y, #...., przeto i niewiadome rownan wag byly tam
) Qi1 Quoy Quaye - CQooy, Qog.vv. 1t d)
Zamiast ustawiaé réwnania bledéw w sposob podany powyzej, mo-
zemy ulozyé je na wzoér zwiazkéw (3) i (4) § b-go (str. 20b.), otrzymujac
dla poszezegélnych seryj nastepujgce réwnania bleddw.

Serja I. , Serja II.
611:(51; (jin__::alu
53!=dl;_f_x+glr_£zt 62“20;”25'{“31”'—%” (8)
53.*:51;__1__?;_[_;1:_33; 63”‘"‘361”“!‘?‘/"“21”_33” 1 i d.,

.......................................

przyczem mozna dla uproszezenia rachunku zlaczyé spostrzezenia seryj
o wszystkich tych samych kierunkach, poddajgc ich érednie wyniki wy-
rownaniu z wagami, odpowiadajacemi ilosci seryj zlaczonych.
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Dalsze postonwame 11w1doczmono na naatqpumcym przykladzie.

(‘elo\w e B 11 S, III.

do p wl==8 | ipii=2 lj:”"——-l
|
1 0220 0770 (2640 ; | W serji I. zlaczono 3 (9)
9 41 12 955 955 99.5 | serje, w serji 11. 2 serje.
3 104 28 390 406 400
| 4 158 41 A 49'b 44+b

Dla ulatwienia rachunkowego przyjmiemy jako przyblizone wartosei katow :
(1,2)==41°12/26"/, (1,8)=104"28/86’/ i (1,4)=158%41/40""; (10)
przyblizone wartosei kierunkéw odpowiednich przedstawiaja te same wartosei,
jezeli kierunek (1) obierzemy 0°0/07/. Oznaczajac dalej poprawki katéw pray-
blizonyceh, uzyskane wyréwnaniem, przez @, y i 2, otrzymamy na podstawie
zestawienia (11):

Y R
pl=8.| p/'=2 | p/"'=1
.]J'f l(i’ ._.“;}:f_ff
1 0“‘-0 0»‘!-0 : | (11)
2 0-b 0b 4115
8 4-0 b'b 50
g3 9'b 45 |
nastepujace réwnania blqdow ;
D T R R 1 T R P T
PJ:;} }Ju=g pr!le
} air,,___al! 3111:31” ¢ (12)

| az.r:alr_l_x___o.ﬁ _51”=31”+x——0'5 52:¢1z31:u+w_4.5
| 3,7 =8,/+y—40 | B/ =31/ fy—BB | 8,/1 =3,/ 4 y—50
34”=31_”'|'-‘5—9'5 aﬁ”"=31'”-|-z—4‘5

Réwnania normalne # nwzglednieniem wag poszezegdlnych seryj przed-
stawia nastqpumcc zestawienie - schemaiyczne

wel o [ ]« [ome]

8.8| . el BN e
asile e [ et el gy (18)

S s 1 U R l i _14-0|'

i A e T IR Bl

LT 6| . | —280

9 1 ‘ 0 3 | —285 |
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IX. Tryangulacjn (Czgdé piorwsza). Wyriwnania stacyjne.

Z trzech pierwszych réwnal wyznaczymy :

—3x—3 413D —22—2y—22--31'0

s S afj”:_: 3

2 9
3B — mTi"'_'—z—i"].dU
1 3 1
a po wstawienin tych zwiazkéw do trzech ostatnich, otrzymamy réwnania nor-
malne o niewiadomych @, y i 2.
4:1667 x— 18333 y+- 08383 2 9:9167=0
—1:8883 x--4+1667 y—0-8388 2—11:0883=0
— 08333 2—083383 y--2'1667 2—11:0833 =0,
Réwnania te dostarczajas mnam wartosSei niewiadomych :
y=4'6136, #="'"3181, zatem i kqtdw wyrdwnanych:
[1,2]=41°12/26+//114, [1,3]—104°23/39//-614, [1,4]=158°41'47'/*318. (16)
Dla wyznaczenia ]mszc?egulnych ¢ nale /uloby wlageiwie obliczyé wartodci
8/, 8,/ i 8,/ i nzydé rownan bledéw (12); moZna je jednak wyznaczyd spo-
sobem plostwym
Odejmujge od  kierunkdw uzyskanych wyrdwnaniem
0007-00"") Kierunki prayblizone, otrzymamy :
077:000, 17114, 4/7:614, 7//:818;
poszczegélne 1) (patrz zestawienie (11)), odjete od tych wartodei, dostarczaja
nam nastepujacych wynikéw w zestawieniu achcmaty{:znem:

(14)

(16)

@ = 11186,

(przyjmujac  pierwszy

e Serja I | bm]u T . hetl]a. II]

1 0:000 0:000 ;
2 | 40614 | 40614 | —8886
8 | 40614 | —0886 | —0-386
4 : 9182 | ++2:818 (17)
S= | 41228 | —2-454 ‘ —0:954

sl ] 14 ; 13

w | |

}‘:z | 40409 | —0614 | —0-318

" P |

Odejmujqe

mu;emy paszczcgdm{ 8.

PH ey
% od wartodei, zestawionych w kolumnach schematu (17), otrzy-

"' 31 _‘ au _’ gt '|HP: 32 gju”d”i ‘}F;:-an.r1| K
| ; e '\/I-P 3] \

1{—0409 |40614 | 0:6019 | 0-7540 ’ n—k (18)
2|+0:205 |41:228 (—8-068 | 011260 | 8:0160 | 9:4126 | 510, f—6
8 |4-0-206 |—0-272 |—0-068 | 0-1260 | 0:1480 | 0:0046 CREITR
4 . |—1:668 |4-8186 § 4:9172 | 9:8345 | %:v. ket IR
% |40:001 [4+0:002 | 0-000 | 07689 | 8:8362 [19-2617 | _  9/r.68p,

p'=8 | p"=2 |p'=1 [p 88)= 288408
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(1 Jjest bledem &r. kierunku serji pojedynczej, czyli blad $redni kierunku, spo-
strzeganego w obu polozeniach lunety).
Oznaczajac niewiadome réwnan wag

dla kata [1,2] preez Qso, Qoay Qoa
n " [113] " QE.S: 03.3: QS.»&
U] » [114] ” (.‘.)2.43 QS&: Qd.h

otrzymamy dla ich wyznaczenia 6 nastepujacych réwnan wag:

: 41667 Q95— 18833 Qoy— 08388 Qo y=1

4:1667 Quy—1-8333 @y3—0'8333 QH:U
—1'8338 Qug-+4'1667 (53—0'8333 @y4—1 (19)

41667 () 4— 1:8338 Qy4— 08888 Qu.4=0
— 18888 Qo4+ 41667 Q3.4—0.8388 Q4.4=0
—0'8888 Qg.4—0'8888 Q44441667 Qua==1.

Réwnaniom tym odpowiadaja nastgpujace wartoei poszezegdlnyeh @:
Q200°8788,
Q-_]‘;;HU‘EI:Z], f‘?3‘:;=0‘3788, (‘.3(:‘)
(J)4=0'qn7"; ();4..—:0'227’5, ()*4:0'6364.
Bledy érednie i wagi katéw \\yréwufmnyuh sa, wedle § b-go rozdz. IV-go
(str. 92.):

o= o} Q2.0 =2//"685 03788 = 4-1//:661, P,= o =264,
w28
1
by =0 Qn.5 = 277686 J0-3788 = :::1”051 .p,,—..-_-@ =264, (21)
4.8
FFMIQH:zrf—ssrﬂ"o-'{;‘m:z.—ian-mé, P,= “1 =1'67.
. v 4

Wartodei poszezegdlnych @ sy potrzebme dla wyznaczenia spdlezyn-
nikéw przenoszqeyeh, o ile ma pdzniej nastapié wyréwnanie sieci tryan-
gulacyjnej, obejmujacej katy [1,2], [1,3] 1 [1,4] metody Bessela. (Poréwnaj
rétvn. (16) § 4-go rozdz. Vl-go, (str. 169). Natomiast przy zastosowaniu
metody Helmerta (§ 3-¢i rozdz. VI-go) nie potrzeba przeprowadzadé wy-
réwnania stacyjnego w calodei, popmesmmc na utworzeniu systemu réwno-
wasnego z odpowiedniemi wagami.

¢) Przemiana wynikéw wyrdwnania stacyjnego w serje
pelng (wedle Helmerta)?).

Jak juz wspomnieliémy poprzednio, powoduje wyréwnanie stacyjne,
przeprowadzone metods Bessela, komplikacje w péimiejszem wyréwnaniu
sieci tryangulacyjneJ

S Dm europiiische Lingengradmessung in 620 Breite von Greenwich bis War-
schan. I. Heft, Hauptdreiecke und Grundlinienanschliisse von England bis Polen. Berlin
1898, str. 87—42; oraz Helmert, Astronom, Nachr. tom 154, w 1893, str. 281—206 ,, Uber
eine Vereinfachung bei der Kinfithrung vosf Stationsergebnissen in der Ausgleichung eines
Dretecksnetzes.



92924 IX. Tryangulacjn (Czofé pierwsza). Wyrbwnania stacyjne.

To bylo powodem, dla ktérego Helmert przy zestawieniu tryangu-
lacyj dla pomiaru stopni réwnoleznika (62°) w Europie, majac do dyspo-
zycji wiele wyréwnan stacyjnych, przeprowadzonych metods Bessela,
zastosowal przy wyrdéwnaniach sieci tryang. mowq metode, zmniejszajaca
znacznie naklad pracy rachunkowej.

Metoda ta dozwala nam przemienié wyniki wyréwnania stacyjnego
w pelng serje¢ kierunkdéw o odpowiednich wagach, przyczem kazdy kierunek
w polgczeniu z przyslugujacs mu wags wstawiamy do pdzniejszego
wyréwnania sieci jako spostrzeZenie niezalezne (a zatem bez spéludzialu
spolezynnikéw przenoszacych i t. d.).

Przypusémy, Ze wyréwnanie stacyjne (przy K kierunkach) dostar-
czylo nam katéow [1,2], [1,3], [1,4],....[1, K], oraz z niemi zwiagzanych
spolezynnikéw réwnan wag:

@22y @y Qobgs oo oKy

By Wadye s s Qs.1c,
Q‘l.‘i-)- CRLRCRCR Q‘[._J\‘, (22)

Qrne

Przy pomocy wzoru (25) § 8-go rozdz. 1V-go (st. 114.) mozna wy-
znaczyé odwrotnoéei wag ¢ wszystkich katow, zawartych miedzy powy-
zej danemi kierunkami; np. gy y=F,2 Quo-+2 F, Fy Quy+ Fy* Qug, 8 poniewas

F=[1;8]—(1,2]=y—w, F,~= !;J)-: =—1, Fy= ?},;-‘-‘-' +1, przeto gaa= Quo—2 Qos+
+ Qu.s.
Postepujac analogicznie z innemi katami, ubrzyrhamy

dla kata [1,2]) odwrotnodé wagi ¢ro=— Qo
n »  [1,3] ” n Qus= Qs
n n [1!'11 " no Q14=Gay
» om [2:3] ” iz 37 Qoo—2 Qo Qys (23)
Vo n  [24] 7 ” f!a.a= Q20— 2 Qo Q4 4
n n (8% " p @347 Qua—2 Quat Qg
g, (ol

Chege zastapié wyniki rownania serjy kierunkéw niezalezmych o wa-
gach réznych, nalezaloby, oznaczajac odwrotnosci wag kierunkéw przez
@1y Qg+ - iy polozyé wedle prawa przenoszenia sie bleddw :

912—91 T 18=Q - Tayesotevions 1.k qy -+ qx,
JJ"“qg"I Gageveenon e o Q’;_+QA,

...............................

(24)

Yv—1).8=qx-14qk.



§ 6. ]'Omhl'j’ klatunkuwu LCing dalszy). Wyrdwnanie czqéuiuwych (nlopuln_\ruh) Bl!l'}j klurllnkow 2956

Dla X,>3 mogs byé¢ réwnania, oqute wzorem (24), spelnione tylko
w przyblizeniu, natomiast dla K,—3 otrzymujemy zwigzki Scisle:

Q2= qy+qyy Q1r8=q+qy
qes=qa+q,

Ztad wynika wazne twierdzenie, odnowqce sie do wyrdéwnania sta-
cyjnego o frzech kierunkach:

Wynili wyrdwnania stacyjnego przy lrzech kierunkach moina zawsze .
zastqpic $ciSle jedna serjq kierunkdéw o odpowiednich wagach, wyznaczonych
wzorem (25).

Aby otrzymaé jednoznaczne wartoscei poszezegélnych ¢ dla K>3,
postapil Helmert w sposob nastepujacy.

Kladac

(K,=38). (26)

8i=23qi ‘ (26)
dla stalego wskaznika ¢, a & zmieniajacego sie od 1 do K z wylaczeniem
i, oblicza si¢ na podstawie zwigzkdéw, zestawionych we wzorze (23), bez-
posrednio:

8i=2 Qi+ (K —2) Qui—2 3 Qin, (27)
kontrolujac obliczone s; przy pomocy wzoru:
S=38,=2(K,—1)F Q;i—8 JQ;». (28)
Poniewaz wskazniki poszezegdlnych @ rorpoczynajq siq od 2, przeto
w obu ostatnich wzorach nalezy polozyé Qi1=0, Qia=0; poszczegilne

Qi» wstawiamy do powy#szych wzoréw bez powtarzama

Jak juz wspomnieliSmy, nie moga nam dostarczy¢ zwigzki wzoru
(24) dla K,>38 wartodei §cislych; najodpowiedniejsze wartosei poszczegol-
nych ¢; uzyskujemy sposobem Helmerta, zastosowujac do powyZszych
zwigzkéw metode najmniejszych kwadratéw, t. j. wyznaczajge poszeze-
gblne g; z warunku, Ze suma kwadratéw réZmic lewych i prawych stron
zwigzkéw (24) ma byé najmniejsza (minimum).

Wynikaja ztad réwnania normalne, ktérym poszezegblne ¢, muszg
ezynié zado$§d, mianowicie:

(K,—1) g, + 0+ A TR +ax=8
¢, +(K—1) g+ Dt oo s s gitine o +gr=8,
Q.+ Qo+ —L)gg+ oo, +qr=8y (29)
g+ g9+ [/ 7% R + (K, —1) gr==8x.

Roéwnan tych nie ma potrzeby ustawiad i rozwigzywad w konkret-
nych przypadkach, gdyZ ogdlny wzér na g¢; dla znanych wartosci poszeze-
gdlnych s; oraz ich sumy S opiewa:

R RN ST GRS
O K—2 2(K,—1)(K,—2)

Dr. K. Weigel, Rachunek wyrdwnawesy. 16

(80)
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Dla kontroli poslugujemy si¢ wzorem:
sf
S’q.—---_ BRI
=
tR(K—1)

Po obliczeniu odwrotnosci wag dla poszezegélnych kierunkéw sta-
cyjnych wedle wzoru (30), a nastepnie i wag kierunkéw, wstawiamy
uzyskane wyréwnaniem stacyjnem kierunki w polaczeniu z obliczonemi
wagami jako niezaleine spostrzezenia do warunkéw sieci tryangulacyjnej,
uzyskujac znaczne uproszezenie rachunkowe.

Przy trzech kierunkach stacyjnych otrzymujemy z réwnan, zestawio-
nych we wzorze (25), $cisle:

(81)

0= gi2+ (]é.:t"-q-z.:i':_: Qis;
25— _Ql.s~‘?é.:; el Qi Oy (32)
%= —g12 “[‘2QL:I +9a8 D=0y,

W tym przypadku obliczamy odwrotno$ci wag kierunkéw wprost
z wartosci spolezynnikéw réwnan wag Q. -

Stosujac powyZej opisang metodg do wynikéw liczbowyeh przykladu, poda-
nego w ustepie o) (poprzednim), otrzymamy ze wzgledu na wartodei poszeze-
goélnych @), zestawione na str. 228, opierajac sig na zwiazkach (28):

Q1.2== Q2,0=03788,
q1.8= Qyu=0'3788,

1= Q4= 06364, 33
g2.3== Q2.0—2 Qo+ Qs 5==0'3788—0'4242 - 0-3788=03884,  (39)
20= Q29— 2 Qo.g A Q4.4 =0-8788— 04546 - 0-6864 = 06606,
g5.4= Q5.5—2 Qs.4-+ Qs.4=0+8788— 04546 - 0-6364—0-5606.

Uwzgledniajac, Ze .= ., zestawimy nastepnie wartosci poszezegdlnych s
wedle wzorn (26): '

: 8y =q1o+qra+q.4= 13940,

8 =921+ q2.3+ qo.4==1-2728, 34
8y =qa1 g2t qas= 12728,

8 = qa1+quotquy==1-7676,

lub lepiej wedle wzoru (27) wprost z poszezegélnych @ (bez obliczania g¢;,3):

8, =1'39404-004-0:0 = 13940,
8,=1'8940--2 X 0'8788—2 % 0:4394—1:2728,
§3==1:39404-2 X 0:3788—2 x 0:4894—1:2728, (36)

§,=1'89404-2 % 0:68364 —2 % 0:4546=1-7576,
S=2 g;=06'6972.
Kontrola sumy § wedle wzorn (28) daje wynik identycany :

S=2x%8x1:8940—4 X 0:6667=5+6972. (86)
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Nastepnie obliczymy ostateczne wartosei poszezegdlnych ¢ wedle wzoru (30):

1'394U
Ql — e 5
1-2728
o B
1:2728
= 9 ’
17676
2= 5]

]

= ;;72 02992,
5 .‘;;’;.;“.2 — 01616,

anc;: ,=01616, S
3 25;’ ; ;‘:‘30 — 04040,

2qi= -0-9494.
Kontrola X g¢; wedle wzorn (31) wykazuje zgodno$é dostateczna:

! b6972
L= 3% 8 =0-0495. (38)
Wyréwnanie sieci mozemy przeto przeprowadzié kierunkami, uzyskanemi
z wyréwnania stacyjnego, nadajac im wagi:

1
kierunkowi [1],  p,= =450,
j 71
: 1 .
" i2]' Py = q =619, :
1"' (39)
5 [8), pg= fl—b 19,
3

n (4], », + — =248,
'

Stopien przybliZzenia powyzej podanej metody mozemy skontrolowad, two-
rzac z powrotem z ¢; odwrotnosei wag katéw i poréwnujac je z wartoSciami,
uzyskanemi wyrdéwnaniem gcislem,

“;ii'ltl::q;v}&g\; n Wedle sposobu Helmerta: 132 i;;;(,:a
q1.2==0"3788 Qre=qy +q,=03878 0-H63
q1.3==0-3788 q1.8=q, ¢, =0:3878 063 (40)
q1.4=0"6364 ra=qy +q,=0:6262 160
¢2.a=03384 Go.87—=qy +qy =08232 3:06
q2.4==0-b606 qo.4==qy +q, = 06656 089
{j;]_{.=0‘5“0('; g;.;:g{-}-q‘..:()ﬁb'ﬁﬁ 0-89,

Ré7nice te sa nieznaczne i nie moga mieé wplywu praktycznego na wyniki

wyrownania,

Dawniej plzcd poznaniem metody Helmerta przyjmowano w niektérych

przypadkach wagi réwne ilosci spostrzeZei pnszczegélnych kierunkéw ; w naszym
przykladzie otrzymaliby$my wedle tego sposobu wagi nastgpujace [por b) (9)]:

(1)=5, (ps)=6, (p3)=6, (ps)=3, (41)

‘ktére spowodowalyby obniZenie dokladnosci wyréwnania sieci tryangulacyjnej.
*
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Przy poszezegdlnych wyréwnaniach stacyjnych, nalezacych do jednej
sieci tryangulacyjnej, wypadaja zazwycza] nieréwne jednostkowe bledy
§rednie p,, mimoto nie uwzgledniamy z reguly tej okolicznoesei przy wy-
rownaniu sieci. -

W niektérych — zreszty rzadkich — przypadkach moze byé to
jednak wskazanem; jak wtedy postapié, poucza Helmert w swem dziele
0 rachunku wyréwnawczym '), przyczem uwzglednia réwniez zrédla ble-
déw sieci tryangulacyjnej.

F. . Helmert, Ausgleichungsrechnung n, d. Methode der kl. Quadrate, 2-gie
w ydanie, Lipsk i Berlin, 1907, str. 553—5b85.




ROZDZIAY, DZIESIATY.

Tryangulacja (Cze$¢ druga). Wyrownanie przy
trygonometrycznem oznaczeniu punktow przez
wcinanie. (Wyrownanie spofrzednych).

§ 1. WiadomoSei wstepne. Zwigzek miedzy zmiang kierunku
i spblrzednyeh.

Trygonometryezne oznaczenie punktéw przez weinanie ma miejsce,
gdy chodzi o wyznaczenie spolrz¢dnych badzto punktéow pojedynczych,
badZto naraz calego systemu punktéw w nawigzaniu do ju# istniejgcej
sieci tryangulacyjnej.

Sieci wypelniajace I-rzedne (ewent. poszezegdlne punkty sieci I-rzed-
nej), jakotez sieci rzedow wyzszych wyréwnywamy, postugujac si¢ z reguly
ta, metoda.

Jako niewiadome wystepuja tu poprawki spélrzednych, oraz t. zw.
niewiadome orjentacyjne, znane nam z wyrdwnan stacyjnych, a wyréwna-
nie odnosi sie do spostrzezen posrednich, ktéremi sg zazwyczaj kierunki,
rzadziej katy (katy n. p. przy tryang. I-wszo- i Il-go-rzednej); oba rodzaje
spostrzezen wehodzg do réwnan bleddw ostatecznie jako azymuty kierunkdéw.

0 ile wyréwnanie dotyczy punktow I-wszo-, II-go- i IIl-ciorzednych,
nalezy je przeprowadzié na plaszezyinie przy zastosowaniu wiernokgtnego
odwzorowania, t. j. po odpowiednio przeprowadzone] redukeji lierunkéw ;
przy punktach IV-rzednych przeprowadzamy calkowity rachunek wyréw-
nawezy z reguly bez zadnych redukeyj na plaszezyZnie, stosujac plaskie
spolrzedne prostokatne.

Dodaé réwniez nalezy, Ze przy punktach rzedu I-go 1 Il-go usku-
tecznia sig nasamprzéd wyréwnanie stacyjne, ktdre, ze wzgledu na zasto-
sowanie w tych przypadkach z reguly metody pomiaru katéw we wszyst-
kich kombinacjach z uwzglednieniem kierunkéw stalych!), przedstawia
sig bardzo prosto.

1). ]?@trz koncowy ustgp § 4-go rozdzialu IX-go, str. 202. i 208.
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Omawiana tu metoda bywa jednak najczesciej uzywans w praktyce
przy tryangulacji IV- rzednej i wyznaczaniu punktéw nawigzywanych do
niej, przyczem mnajchetniej wyréwnywamy spolrzedne poszezegdlnych
punktéow dla siebie, choé¢ mnierzadko stosujemy wyréwnanie do kilku
punktéw naraz (n. p. do t. zw. par punktdw, tréjek i t. p.).

Pomijajgc sprawe przejscia z kierunkéw sferoidalnych na kierunki
na plaszezyznie '), jako nalezgca do dziedziny geodezji wyzszej, oméwimy
problem wyréwnania na plaszezyznie przy uzyciu spolrzednych prosto-

katnych.

Réwnania bledéw ukladamy, biorac na uwaﬂq azymuty pozorne (a)
(katy zawarte migdzy dodatnim kierunkiem osi 2-6w, a danym kierun-

kiem, liczone wumowmnym sensie, t. j.
w klerunku posuwania sie wskaz,owek
Zegarow).

Ya—Y
. atrz
J (p

Poniewaz tg(a) o=

Ty—
fig. 18.), przeto

Y
_xl
Zmiana spolrzednych o nieznaczne
wielko$ci d#,, 0y, day, dy,, mogace byd
uwazane w przyblizeniu jako wielkosci
nieskonczone male, wywoluje nieznacznsg
zmiane azymubu pozornego o da, przy-
czem zmiana ta, liczona w kierunku
(1.2) czyli zmiana azymutu (@)1.9, wynosi:

(@) o=arc tg

dare 1;{;-22 mf:’ darc tg Z“ _7:‘ 0 arc tg Z‘
| Tgh b il 4 1 3
9 (@)1 oz, R T 9y, + e Gl e
L 0arc tg Ya—%h
it it o 2 3 s, (2)
Poniewaz Y, .
-
J t ;
__m g —_xl o L %% Y~y _sin(ehe
0z, 14 (.-"?2?-7/_1_)2 (Tg—m,)* 8% 81,2
za @y 3)
vt 3T
Ty A S G O
Y, i (yz—?h)z (25 —y)* 8% 812
Zg—1Ty

1) Dla przemiany tej, dotyczgcej tak kierunkoéw stalyeh, jak i spostrzeganych,
nalezy nasamprzéd. obliczyé spolrzedne przyblizone punktdw wyznaczanych.




§ 2. Wyrdwnanie weinanin wprazid, 281

a analogicznie:

L Ya Tl
oarct !
’ ():f:3 PR L T
0are tg o
Zy "”?'1 _ @y—z, _cos(a)p
0Yy 8h.e 8l
przeto bedzie ostatecznie:
sin (@)).0 108 (@0 sin (@) ) &
( )12__1 ( )1 ti:Bl—L { )1... dyl'_‘ b{a 136 “I‘ CO8 (a)l-(j (U)
1.2

1.2

Zmiana azymutu Pozornego (@, & wigc liczona w kierunku prze-
ciwnym, przedstawia si¢ zatem :

§;9__(r_1_):_;;1_ 8, . 208 (I’I)? 1 35 sin (@)o Sa __cos (a)e

B1la)a e — B R 10y, (6)

82,1 2.1 821 A 82,1

przyczem, ze -wzgledu na néycie plaskich spdlrzednych prostokatnych.
(@)19=(@)s.1 1807, zad §)2-=801.

Chege mied pusaczegélne d(a) wyrazone w sekundach katowych,
nalezy réwnania (5) i (6) pomnozyé przez zamiennik o'/ =206265; zwigzki
migdzy zmiana azymutu a zmianami spélrzednych przedstawiy sig wow-
czas nastepujaco:

8 (a) g sia:;(u)l s co:(rr). G'”d%_aﬁrin(a).__g o' 60, +
1.2 1.2 1.2
+¢“£(“r)l,2 9” 6”2: (E’*)
812
8 () tam— BN o114 g, ( SOB BN 1 gy BBt g g g,
2,1 2.1 82,1
cos(a); :
s L_(E ) ok e” d ryu- (G’i)

82,1
Wzory powyZsze sa pierwszorzednej wagi dla rachunku wyréwnaw-
czego spdlrzgdnych, przeto niejednokrotnie btdnomy z nich korzystali
w niniejszym rozdziale.
W dalszych wywodach bedziemy za.]mowuh sie gléwnie pomiarami
ierunkowemi, dodajac tylko niezbedne uwagi, jak nalezy postepowac

w razie dokonania pomiaréw katowych.

§ 2. Wyréwnanie weinania wprzdd.

Weinanie wprzéd bez wyréwnania polega na rozwigzaniu trojkata
z nastepujacych wielkodei danych: podstawy i@ dwu kqtow przyleglych.

W praktyce tryangulacyjnej dostarczajg nam dlugosei podstawy
“spolrzedne dwu punktéw tryangulacyjnych (ustalone na podstawie po-
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miaréw 1 wyréwnan poprzednio przeprowadzonych), a zamiast katami
poslugujemy sig pozornemi azymutami odpowiednich kierunkéw.
Jednoznaczne wyznaczenie punktu P na miejsce, gdy przy pomocy
odpowiednich pomiaréw ustalimy poloZenie dwu kierunkéw (. j. ich azy-
muty pozorne), zdazajacych z dwu punktéw tryangulacyjnych do punktu P.
Wykonanie pomiardéw nadliczbowych (t. j. w liczbie wiekszej, jak to
jest konieczne) powoduje wyrdwnanie.
Pomiary nadliczbowe mogs tu byé rodzaju dwojakiego.

Ggh

Fig. 19.

Przedewszystkiem mozemy ustalié kierunki weinajgee punkt P, t. zn.
kierunki zewngtrzne, (bo zmierzajace don z zewnatbrz), przez nawigzanie
ich dovkilku kierunkéw stalych, t. j. kierunkéw miedzy ustalonemi punk-
tami fryangulacyjnemi. Poniewa# wystarczyloby nawigzanie kazdego
kierunku zewnetrznego (weinajgcego) tylko do jedmego kierunku stalego,
przeto (patrz fig. 19.) nawigzanie kierunkéw HP, JP, KP..., do wiecej
niz jednego kierunku stalego, powoduje na kazdej z tych stacyj H, J, K...,
wyréwnanie stacyjne. : :

Précz tego wystarczajg dla ustalenia poloZzenia punktu P tylko dwa
kierunki zewnetrzne, zatem weigeie punktu P z wigeej punktow tryan-
gulacyjnych, ktére bedziemy dla krétkosci nazywali stalemi, niz dwu,
powoduje réwniez wyréwnanie.

7 tego powodu dzielimy wyréwnanie na dwie czesci, z ktérych
pierwsza obejmuje wyréwnanie stacyjne, druga wlasciwe wyrdwnanie
spolrzgdnych szukanego punktu P,
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a) Wyré6wnanie stacyjne ze wlz_glqdu na nawiagzanie do
kierunkéw stalych.

Przypuémy, Ze pomierzyliémy na stanowisku O, z ktérego weinamy
punkt P, précz kierunku do P jeszcze m kierunkéw stalych w serjach pelnych.
Azymuty pozorne kierunkéw mierzonych mozemy wyrazié pray po-

mocy zwigzkow
(@)i=arc tang ¥i—Yo 0, (1)
i—Yo
(opuszczajac przy (@) wspolny wska&ml\ 0), przyczem (a); nalezy rozumleé
w mierze katowej.
Zwigzkoéw tych mamy tyle ile spostrzezen, zatem m+-1 (m kierun-

kéw stalych i jeden do punktu P).

(a); =arc tang "_'-j;tl (Y
(ir;;)2 =are tzmg Yo 0
Tloké i :
Lo TR R : (%)
(@), =arc tung Yar i" 0
— @
. y 1 o Y 2 -—‘?fn_
(@), =arc tang gy Q-

Oznaczajge przez K z odpowiednim wskaznikiem $redniq, utworzong
dla kazdego kierunku z s seryj (t. zw. kierunek $redni) i uzupelniajgec
ja odpowiednia poprawks (blgdem pozornym) i, nietrudno zauwazy¢, 2e
réznice odpowiednich azymutéw pozornych (@);—(a), rownajg si¢ roéznicom
odpowiednich kierunkéw wyrdéwnanych K+ &i—K,—d,.

MozZemy zatem utworzyé m réznic ksztaltu:

(@), — (@), =K, +9, —K,—9,
(@), —(a)l—If" +& —K,—d
......................... 2)
(@)n—(@); =K+ F— K, —
(@) —(@),=K) + % — K, —
W kazdem z tych réwnan mamy wyraz staly
(a')l_K]_'l‘l:":z; (3)
przyjawszy to oznaczenie do dalszych wywodéw, ustawimy m1 réwnanh
bleddw : -
W =—K, —z+(a),
Uy =—K, —z+(a),
"9'711 m =2 (a)m
Jf,-—w-ﬁ.",,——z-{—(a)},——ff,,—z—i-g arc Lang

(4)

=i
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Ze wzglqdu, %0 wszystkie (@) z wyjatkiem (@), sg beybledne, a W wy-

razeniu 7 o :" tylko @, i y, sa niewiadomemi, zawierajs powyzsze rownania
7 )
bledéw trzy niewiadome z,, , i 2 (t. zw. niewiadoma orjentacyjng).
‘Stosujae metodg réwnowaznych systeméw bleddw, wyznaczymy z po-
czgtkowych m réwnan z, przybliZzona warto$é, niewiadomej z.
Odnoéne réwnanie normalne bedzie:
me,=[(e)— K], za$
[(@)— K]} _
Rop=—"— . (5}
ne

Metoda réwnowaznych systeméw rownan bledéw dozwala nam uwazad
uzyskang warto$é z, za spostrzezenie o wadze m, (o ile wagi poszczeg.
rownan p==1), ktére moze byé uzyte do dalszego wyrdéwnania dla wy-
znaczenia poprawki dz.

Wstawiajgce
2=2,-+d2 (6)
do ostatniego réwnania bledéw we wzorze (4), otrzymamy
y= — Kp—2,— 0,0 arc iq,ng , lub
0p=y+ 0= — K, —2,- 0 arc La,ng —bo., (")
:c_.,--xu

Bledy 9, i d. s od siebie niczaleine, zatem wedle prawa przeno-
szenia sig bleddéw bedzie:

e s &)
przyczem blqdy rownania (7) zastapiliSmy odpowiedniemi bledami $red-
niemi.

Réwnanie (8) postuzy nam do wyznaczenia wagi réwnania (7), o ile
zastapimy kwadraty bledéw érednich odwrotnosciami odpowiednich wag,

AR e |
dyz: v —_— - Tal 8
gdy? . v ) (8%
Do - P
e pf}"‘l’"}): ( )

W przypadku, gdy wagi réwnat (4) sa réwne jednosci, a co za tem
idzie waga p.=m, otrzymamy wage réwnania (7)
m

q*
D= m+1’ )
Natomiast, jezeli pomiary plzepxowadzono W 8 serJach bedzie waga
\ = . Qibiey
pe=8-ry (9%%)

Jezeli serje byly niezupelne i przeprowadzono wyréwnania stacyjne
(bez uwzglednienia katéw stalych) wedle wskazdwek § 6-go ) rozdz. 1X-go
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(str. 218.1 d.), nalezy wyznaczyé wagi poszcezegolnych kierunkow metoda
Helmerta wedle § 6-go ¢) powyZszego rozdzialu (str. 223. i d.) i uwzglednié
je tak przy obliczanin §redniej wartosei z,, jak i przy tworzeniu wagi ps.
Wzér (b) otrzyma woéwezas ksztalt:
o Dl@—E]
g " ’
(71,
o=pp . [?’]}::; (9 sy
}?}"l-[f"]l
przyczem [p{(a)—K)}]} =p, {(a),—K | +p{(@)y—Ks}+ . . . . +pu {(@)n—Kn},
[p]} =p,+ps+ ... .+p., zad p, jest wags ostatniego réwnania bledow.
Wyréwnania stacyjne, przeprowadzone w sposob podobny na wszyst-
kich n stanowiskach, z ktérych weieliSmy punkt P, dostarczaja nam osta-
tecznie réwnan bledéw ksztaltu (7) w iloSei n.
Dla dalszego wyréwnania przemieniamy zazwyczaj!) kierunki ze-
wnelrzne na. wewnetrzne (b, j. na kierunki z P do punktow stalych).
Oznaczajac dla uproszezenia punkty tryangulacyjne, z ktérych weig-
liSmy punkt P przez 1, 2,....n i przyjmujac, Ze przeprowadziliSmy na
kazdym z mich pomiary kierunkowe o s, 8y,....8, serjach pelnych z na-
wigzaniem do m,, m,,....m, punktéw stalych, otrzymamy do dalszego
wyréwnania 2 rownan bledow ksztaltu: ;

(%)

zasd

18 Yi—Yr__ i 0 MG o iddo U

0, =g arc .tang e (K, +2,)4-180° 0 wadze p, =s, e

A Ya—¥r __ 41800 Pt )
o =0 arc tang gy (K5 +25)=1800 , .,  py=8 T 4 (10)

?f"{_y;a m,,
d,=p arc tang = ! (K —2,)=1800 =8, .
hE= ) 2, —3, (Kn—2,) Rl e Pne=En m,+1
W réwnaniach powyZszych przemieniono kierunki zewngtrzne na
wewnetrzne przez przestawienie w wyrazeniach arc tang porzgdku spol-
rzednych i przez dodanie do poszezegdlnych K kata =180
W szezegblnym przypadku nawigzania kierunku weinajacego tylko
do jednego kierunku stalego, otrzymamy przy pomiarach, dokonanych jedng
serja, wage kierunkn
1
P ’
zad o ile spostrzegaliSmy kierunki w s serjach
.e
p.—.: 2 .
1Y Przepisy obowigaujgce i t, d. Min. R. P. Warszawa, 1020, oraz austr. instrukcja
polig. z roku 1904-go uwzgledniaja wspomniang przemiang kierunkdw ; niewiadoma z,
" oznaczono tam literg o ($rednia orjentacja).
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b) Wyréwnanie spélrzednych,

Po ukoniczeniu pierwszej czesei wyrdéwnania, ktéra polega na wyzna-
czeniu niewiadomej z,, przedstawiajacej sie w przypadku wag réwnych
jako frednia arytmetyczna, utworzona z réinic (a)—K (por. wzoér (b)),
przystepujemy do dalszego wyréwnania, poslugujge sie réwnaniami bleddéw,
zegtawionemi we wzorze (10).

Wesmy na uwage rownanie bleddéw, odpowmdamce kierunkowi we-
wnetrznemu P—I; wedle wzoru (10) napiszemy zatem

di=g arc tang % —(K;+2,)4-180° z wagg p.. (10*)

Kladae Ki+2,=(K,), t.]. kwrunkowi zorjelitowa,nemu, zatem K2yt
—Y

¥

~4-180%=(K,-+-180°); i rozwijajac arc tang “ w szereg Taylora, z po-

minieciem wyrazéw rzedu wyZszego niz plerwszy, przeksztalcimy réwna-
nie (10*) na:

d;=p arc ta.ng w L +o0’! Bm;_?—){ dz—o'" coi(@-’"d_ﬁ—fi’oilSO‘)” (11)

S
—&p i i

przyczem ,/, y,,", sg spolrzednemi przyblizonemi punktu P, (@) oznacza
przyblizony azymut pozorny kierunku P—1, s’/ przyblizong odleglosé
miedzy punktami P i I (na plaszezyinie), za$ dz i dy ss poprawkami,
ktore, dodane do spélrzednych przyblizonych =z, i %,/,!) dostarczg nam
spolrzednych wyréwnanych punktu P: @, i y,. (d; nalezy rozumieé w sek.
kygtowych).

Zamiast rozwijania powy#sze] funkeji w szereg Taylora mozna,
korzystajac z poprzednio wyprowadzonego wzoru (b*), dojs¢ do tych
samych wynikow, kladac

_?/_ Y

0 arc tang —“‘(J arc 1,a,ng y" —| 0(a)!’ p.i (12)

(ze wzgledu na to, ze punkt I jest sbalym); nastqpnle, poniewaz (przy
stalym punkcie 1)

sli(@)fdx_@rgo:(ah 0y, lub w przybliZeniu

6 (.a)”y = I

d (a)up' = 1

1 W/ i
B et g

otrzymamy po dokonaniu podstawienia wartosei za d(a)’’,.; wzér iden-
tyczny z (11).
1) Spélrzedne przybliZone ap’ i yp' obliczamy z dwu kierunkéw wyznaczajacych

najkorzystniej punkt £, (t. J. z celowych niezbyt dlugich i mniej wigcej prostopadlych
do siebie).
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Dla uproszezenia wzoru (11), poloZymy nastepnie

sin (a)!’ $ Yi— Y, s
i 's.f' ) eplda ) *9”_‘5?"“”_ b, oraz ¢ “*1°t9'ng ,::,* =(a/,
a rownanie (11) przejdzie na:

d;=a; 02+ b; 0, (@) — (K, 4+-180°);; (11%)

kladge wreszeie (a)/—(K,==180°)={¢;, otrzymamy dla wszystkich n kie-
runkéw zewnetrznych n réwnan bledéw w postaci:

bi=a;0z+b;0y+ L z waga p;. (13)

Wartosei dz i dy, uzyskane z wyrdéwnania, ofrzymamy w tych sa-
mych dymensjach, w jakich wyraziliSmy 8/, a zatem zazwyczaj w metrach.

Poniewaz Sa i Oy quq zazwyeczaj znacznie mnigjsze od jednego metra,
plzoto, cheae je otrzymao w dm, nalezy s/ pomnozyé przez 10. Gdy ponadto
wyrazimy dlugogei nie w metrach lecz w kilometrach, kladac s (m)=S8'(km),
otrzymamy : ;

20.626b sin (a);’ . 206260 cos (a)’

e s (14)
lub oznaczajae 20,6260 sin (@)’ =1, —20:6265 cos (a)//=Y):
/ 1
A= b{x" b= — 6!,-"' (16)

Przy uzyciu tak obliczonych spélezynnikéw otrzymujemy da i 3y w decy-
metrach.

Wartosei 206265 sin (a);” i —20:62606 cos (a);/, t. zw. spbdlezynnikéw kie-
runkowych na odlegloéé jednego kilometra mozZna znales¢ w dziele Jordana
Handbueh d. Vermessungskunde w dodatkun tomu I-go (1920), na stronach
[10]-tej 1 [11]-tej.

Poniewa? Jordan podal je dla kierunkéw zewngtrenych, nalezy tam podane
znaki zmienié na przeciwne. ;

Z réwnan normalnych ksztaltu
, .

[paa)dz-+[pab) é y - pal]=0 (16)
[pab] da+[pbb) by +[pbl]=0
otrzymamy obie niewiadome dz 1 dy.
Jednostkowy blad éredni kierunku okresla wzor:
_\/lpd],

G lespat [Por. nastepny ustep o). : (17)

Dla wyznaczenia bledéw érednich niewiadomych, ukladamy réwnania
wag (w ksztalcie zredukowanym):

[paa] Qii+[pad) Qro=1
[paa) Qia+[pab) Qo2=0 (18)
[p0b.1] Qua=1,
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z ktérych wyznaczamy spélezynniki Qg 1 Qus

1 [p bb]

8 Gt w0 "
Q“_-Ipb.b..l]’ Q= (o= (19)

[p aa] [paa)(pbb.1]’
a nastepnie bledy Srednie spolrzednych.
[pbb]

15 —— N ] R / B
ﬂsf—!‘uVQﬂ.z—#n\/[pbb_1]'9 Fa-#n\Qu—ﬂa\f[?mw] Tpbod]

o

“t\ [ paa)’ b
oraz blad $redni poloZzenia punktu: ;

o=y -+ % @1)

W zacytowanych poprzednio instrukejach pomiarowych: polskiej
i austrjackiej, obowiazujacej dotychezas w Malopolsce, oznaczono
' [pbb] 2 [mab] i
¥ [pab] (paa]
przeto [pbb.1]=b,.B; wzory na bledy $rednie spolrzednych majg w obec
tego ksztalt nastepujacy :

5 B 1/,
i B

[paal=a,, [pab)= by, [pbb]=0.

Spolrzedne wyréwnane punktu P otrzymujemy, dodajac do spél-
rzednych przyblizonych 2/ i y’ poprawki dz i dy, zatem
w=g'4+dz, y=y'-+-0y. (21)
Kontrole rachunkowe, omawiane w § 8-cim rozdz) IV-go na str.
80.—83. (a przynajmniej najniezbedniejsze z nich), powinne znale8é za-
stosowanie w ciagu rachunku.
[» 0] mozemy skontrolowad albo wzorem:

[p 00)=[pit.2), Tub: [p 06]=[pll)+[pal] 6a-+[pbl)dy,  (22)
(ostatni wzor patrz (4) § 8. rozdz. 1V-go, str. 82.).

O ile wagi spostrzesen sa réwne, t. z. zastosowano przy pomiarach kie-
runkowych te samg ilosé sery] s i nawiazano sig do tej samej ilogei m punktow
stalych, moZna je przyjacé réwne jednodei bez uszezerbku rachunku; natomiast
jedn. blad dredni p, bedzie mial wéwezas znaczenie inne, jak teZ i wartosé inna,

Nie bedzie to juz blad dredni kierunku, obserwowanego w obu polozeniach
lunety (z jednej serji), lecz blad dredni kierunkdw, nZytyeh przy wyréwnywaniu
spolrzednych; a zatem blad éredni kierunku, otrzymany przy pomiarze w s
serjach przy nawiqzaniv si¢ do m punktw statych.

Wartodé tego bledu bedzie oczywidcie odpowiednio mniejsza ni% wartosd
bledu gredniego omawianego poprzednio.

Przy wyznaczanin spélrzgdnyeh mniej waZnych punktéw rzedu IV. moZna
pominad wagi kierunkow weinajgeych, o ile nawigzano je do kilku kierunkéw
stalych. N. p. przy nawiazanin kierunku weinajacego do trzech kierunkéw sta-
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Iych otrzymujemy hez uwzglednienia ilosci dokonanych seryj wage =075,
przy nawigzaniu do kierunkéw czterech {=0-80, zas do kierunkéw pigeiu §=0-83.
Wiynikajace z przyjecia wag réwnych rdéznice spolrzednych sa przy krétkich
- celowych dla punktéw podrzgdniejszych bez praktycznego znaczenia.

¢) Wzér écisly na blad §redni jednostkowy.

« © 5 Blad Sredni jednostkowy w, obliczamy w praktyce wedle wzoru
(17) ustepu b).

Aczkolwiek uzywany w praktyce, nie jest on jednak Seislym; nie
nalezy bowiem zapominad, Ze wladciwe réwnania bledéw maja ksztalt
podany wzorem (4) ust. a).

, otrzy-

Wprowadzajac do rachunku warto§é przyblizong z,= [({I);_K},

mamy powyZsze zwigzki (dotyczgce na kazdym punkeie stalym kierunkéw
zewnetrznych) w ksztalcie nastepujacym:
H =—02+(a), —K, —zy=—dz+41,’
W =—0z4(a), — K, —2y=—02+1,’
.............................. (28)
Fp=—0; - (@)=L —2p=—0 21,/
ty=+a,dz+b,0y—dz+(a),'—K,—zy=+a,0 5+ b,0y—dz+1,,
przyczem ze wzgledu na kierunki zewnetrene:

sin (a),’
e " y

’
o b S (24)

Zwigzkéw podanych wzorem (23) mamy m+1 dla kazdego punktu
stalego, z ktérego dokonalidmy weiecia p. P, przyczem m odpowiada ilosei
kierunkéw stalych, wiee dla punktu stalego I-go bedziemy mieli m,+-1,
dla II-go my+1 réwnan i t. d.

W calym tym systemie réwnan bledéw o liezbie N bedziemy mieli
[m] réwnah dla kierunkéw stalych i # réwnan dla kierunkéw do punktu
P, zatem N=|m]+n; za§ niewiadomemi beda dw@, dy punktu P, oraz tyle
roznych dz, z ilu stanowisk wcieliémy p. P, zatem n.

Stosujac do réwnan bledéw, zestawionych we wzorze (23), metode
rugowania niewiadomych wprost z réwnan bledéw przy pomocy wag
ujemnych, podang w § 8-cim rozdz. VII-go (str. 170.), otrzymamy dla
kazdego stanowiska m+2 réwnan, z ktérych bierzemy do dalszego
rachunku tylko dwa ostatnie (jako zawierajace niewiadome dz i dy):

h'=a,0x+b,0y+1, z wags 1

1
d=a, 02+ b,0y+[U')+lp , , — prarRy I (26)
przyczem [I'] oznacza sume poszezegolnych ¢’ od I,/ do I,/ wlacznie, ktora
réwna sig zeru, albowiem [l’]lz[(a.)'—ﬂ']':‘—m-[(-a'-)—lf-f-]‘ b

m
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Pary réwnan bledéw, ustawione w podobny sposéb dla wszystkich
punktéw stalych, dostarczajs nam tych samych réwnan normalnych, jak
poprzednio (por. wzér (12)), mianowicie (przy przyjeciu, %e poszczegdlnym
4 odpowiadajg wagi =1):

m l m
—_— o: +l ab]d Y-+ [ al]:i}
[m -+ 1% m-+1 (26)

_Tn 'Tﬂr m i i
[b-!-l b]é |[ bbJéy—}-lm_l_lbl] 07),

Chociaz réwnania normalne wypadly przy uZzyciu obu sposobow
jednakowe, otrzymamy jednak inne wzory na bledy srednie.

Wzér na jednostkowy blad éredni, uwzgledniajgey tak pomiary kie-
runkéw stalych jak i kierunkéw wyznaczajacych punkt P (a zatem $ci-
slejszy od wzorn (17), ma ksztalt ogélny:

B I

k'=\ F—2—n

(N = ilodci wszystkich kierunkéw, n-+2= ilosci niewiadomych).
Poniewaz N=[m]+mn, przeto N—2—n=[m]—2, a

o VI e ; 3
Sl _ @7%)

Sume [$9] moZna przeksztaleié przy pomocy wzoru (4) § 3-go
rozdz. IV-go ([pdé]=[pallz+[pblly+...+[pll]) nastepujaco (przyczem
trzeba uwzglednié w sumie [pll] tak poszczegdélne I jak i I):

[99]= [ +1azJa.H[ _{_lbljéy |—[£’£’] [ — [miil_]’ (28)

“-__.m AL e Ty BE i L
lub [JJ]_[m_{_laz]ém—f-[m_l_lbl]éy+|iﬂ l ]+[m+1u]. (28%)

Wzér (27*%) wyprowadziliémy pod zaloZeniem, Ze poszezegdlnym
9 przyslugiwaly wagi =1; o ileby dokonano pomiaru kazdego kierunku
w ¢ serjach, naleZzy sume [J}] pomnozyé przez liczbe s.

Poréwnujac wzoér (27) z wzorem (17):

dd]
Hy _V[?f) 2 H

1) O ile z pewnego punktu stalego wecigto v punktéw P, Py....P, beda
mialy spélezynniki réwnan normalnych (26) ksztalt m+_:__1aa it.d., wzgle-
m-r+v
dnie trzeba przy obliczaniu spélezynnikéw réwnan (16) uwzglednid wagi
A
s m-{-v

opisanem w § 8-mym,

(27)

. W praktyce postepujemy tak z reguly tylko przy zagadnieniu
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nalezy zauwazyc, Ze

[p 60)=[pal) 6 z-+[pbl] d y+[pll],

lub poniewaz p;= bedzie w nastepstwie:

[pdd]=[ al]dxl[ +1b£]dy|l +1u] C©@9)

Oba wzory (27%) i (17) réZnig si¢ zatem tem, Ze w pierwszym sg
uwzglednione wszystkie kierunki, tak do punktéw stalych jak i do punktu
P, w drugim zas tylko te ostatnie (odwrdcone o —-1809).

Pierwszy wzor ma, znaczenie feoretycene, jako wzér Scisly, drugi
bywa uZywany w praktyce, jako okreslajacy dokladnos$é kierunkéw, uzy-
tych bezposrednio do weigeia punktu P. , *

m
1!

#*

§ 3. Przyklad wyréwnania weinania wprzéd.

W celu wyznaczenia spélrzednych punktu § (poln, wiezyezki willi Sanato)
w Zakopanem, weigto go z czterech punktéw o znanych spélrzednych, mianowicie
pp. 8, p. tr. 22, p. tr. IX i p. tr. 7,
Spolrzedne tych punktéw sa:
wg= DB69260, wyy= 0278870, w;x= 5619170, w,= 58168:22
Yy == 29628665, y,y=29T7018'84, y;x==296798-84, y, =298125'96.
Dla uzyskania kierunkdéw weinajacych, zestawiono spostrzeZenia K oraz

wyréwnania stacyjne na kazdym z tych punktéw w nastepujacych czterech
zestawieniach. . \

Stanowisko p. p. 8.

i

K (a)—K (a) K, /14

Gwt. | | + 0°00/00/" | 28958/82//:2 | 28°58/82//:2 28“53’37”*51 —b/"8
p. tr, I1 | 196044/27// | 280568/42//+7 | 225088/09//:7 | 226°88/04//+5 " +5/8
S 248056713/ 277"48"50” !') |

[(@)— K]’ _74/"9 SRR
e .

=810, gy ’8"5’%'?7” b

Stanowisko p. tr. 22.

| ‘ K Hh i (@) K, ‘ ‘
\

| Gwt.f | 0907007/ | 17954/527| 1794/62/7| 1794/52//7| 010
|8 | 295026741 | 81802178877 |

Dr. K. Weigel. Rachunck wyréwnnwezy. : : 16
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Htanowlako p in, 1X,
K (a)—K (a) ‘ K, (4
Gub. 000070077 | 163%37/001/:2 ].53"37’00”‘2} 163987/00//1 | —0//+1
S 54037471/ | 208°14/47//1
p. tr. 2| 69927/88// 153“37"00”'0i223'04’38”'0 228004/38/7+1 | 4071
TN .__K e
(a)—K]_0"2 511, op158987/00/"-1.
m 2
~ Stanowisko p. tr. 7.
K (a) —K (a) K, A
|
K. p. & 00007007/ 270“43'43”‘4‘270“48’43”'4 270048/42//:0 | —1/4
8 | 14°34/563"/ 2851835701
p.fr. VItIl 43%44/19 270043’40” b ‘ 314"27’59” 6 .314"28’01” 0] +1” 4

[(a)—K]_84'0
2

Wizystkie tu wymienione punkty naleza précz wyznaczanego punktu S
do sieci I'V-rzednej.

Po wyznaczeniu spélrzednych przyblizonych punktu S w naszym przypadku
z obu tréjkatéw IX, S, 8 i 22, 8, IX (zazwycza] wyznaczamy je, rozwigzujac
‘tylko jeden tréjkat), a mianowicie:

2’ =b8728:64 m, y'=296028'4b m,

przystepujemy do obliczenia azymutéw przybliZonych (a)’ oraz spélezynnikéw
réwnan bledéw a, b i [, przyczem przemieniamy kierunki zewngtrzne na wewngtrzne.

Oblmrenle to (Nr 1) pu.edstawm. sig dla punktéw 818 nastnpu_]{g(o

—42/7:0, z,==270043/42/"-0.
m

P8 | ys—296286+65 T4, —b369250 | lgAy—24202869 |
5 y5==296028-4b xb—557°8 64 lg Aw==1'6679881 n
Ni'1 |, —yome Ay +268:20 o, — e inm — 86+14] 1g tg'p=n 08822678
Ax+Ay= 422706 Ax—Ay=—299-34 0=82°10"68"/8
(@) 5= 970490612
1 (@) .57 277049/06/":2 |
pp. 8| g sing—9:9959 lga—2-8860 |lg(Aa-+Ay)— 28561406
S lg cos p=9'1386 lg b==2:0287 lg(Aa—Ay)=2:4761648n
Nril compl lg s="7-6756 a= 7674 lg tg v=9879975H8
lgp=03144 b= 41056 ¢=87°10/63//8
lgs=24244 | (a znak Ay, ban, |(a)ss-+460=142049/06/"-2
przeciwny jak Awx) (kontrola).
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W analogiczny sposéb obliczamy spélezynniki ¢ 1 b, azymuty pozorne,
oraz odleglogei, odnoszace sig do resztujacych kierunkdw.
Dalszy rachunek przeprowadzimy przy pomocy schematéw, zalecanych przez
poprzednio zacytowane przepisy pomiarowe (polskie i austr.).

8y = —(a, +b, +1,)=—470395
8y=— (by + by +Iy) = —T9081.

Wprowadzajac do rachunku wielkogei:

(ot [oabl 20y By Lo [o00] [yel] b b
[pab]  [paa] b, a7 [pab] [paa] b, q
oraz ;“5—:‘-- =S, otrzymamy w dalszych schematach :
Y|

s o g
ety ¢ : e Hoflal 31 (K(,:Lfson
pp. 8. | +7674 | 1066 | 97049/06//7| 97048/50""5| + 1517/
p. tr. 22 | 41095 | 4103+4 |18302131//-8(183021/88//-7| — 1//9
p. tr. IX | 4 600 | 1117 | 289147465 28014/47/"1| — 077
p.tr. 7 | 4 91'83| 4 2600 [105°18/21//-8|106°18/85/:0| —18//:2
P paa pab pal pbb pbl
3| 892601 54026 | 8032 7434 1106 |
}| 5995 661 - — 104 5346 — 98 |
$ 2400 v 4468 — 24 8318 + 46 |
3 5567 1522 — 803 417 — 220 |
3| 406664 | 56740 7101 21515 + 882 |
=a, =b, =1, by =T,

:)
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Cheae wyznaczyd blad dredni p,’ wedle wzorn Seislego (27%), nalezy
uwzglednié¢ jeszeze [I/1], oraz zmienié mianownik na [m]—2. Obliczenie p,’
mozemy przeprowadzi¢ w sposéb dwojaki,

Poniewaz [I/1'] wynosi wedle schematéw stacyjnych:

[V]=2%x5:8742X 01242 % 1°42=60'12, przeto
[29]==( pal) & x+[pbl] 3 y+[ pl])+[1V]= 1566 4-60°12=216"72,

Drugi sposéb wyznaczenia [33] polega na wyznaczeniu wartodei poszeze-
gélnych I dla kazdej stacji.

Dodajac zwiqzki objete wzorem (238) i dzielac je przez m;--1, otrzymujemy
w obec tego, %e [I] jest dla kazdej stac_]i :6wnq reru, nlewmdome 01|entachne

. @i
dla kazdej stacji: & g; T o+t ,-{—1 ‘.{ 1

Zmnajac wartodei 8z dla kazdej stacji, obliczamy poszezegélne I wedle
wzordw: =10 —8z (dla kier. nawiazujacych), oraz 3, ,=m;3z2;; (dla kie-
runkéw weinajacych).

2 R T 808
Zatem: 3z, __—--;-—0 76, af.z——=-————3f~ =—1-89, 3z, :_[;b=-—1‘02,
1465 :
3 g, = —--_:’—’- ——4'88,

a w nastepstwie wartosei 3, zestawione stacjami sa:
—b8—0'76=—6'06 4139 —014102=+4092 —1'44-4:88=-8:48
-5:8—076=+4'b4 —1'39 H01-4102=-+4112  +1'4-4'88=--628

+-2% 076 = --1:52 ) —2x102 =—204 —2X4'88 =—976
=0, =0, =0, 0!
Sumy kwadratow bledow, zestawione dla poszezegdélnych stacyj, sa:
36:724 1:982 0846 12:110
20612 1:982 1-264 89-438
2810 4:162 05258

6*) 646 + 8864 4+ 5202 -+ 147806 = 216'68=[323]
z wystarczajaca zgodnodcia z poprzedniem obliczeniem,

(23] e 216'8_ i
=\/[m_.u AEpTTEAG 10y

[m] ilo§é kierunkéw do punktéw stalych.

§ 4. Wyrbéwnanie weinania wsteez.

Przy zagadnieniu weinania wstecz punktu P wykonujemy pomiary
kierunkowe wzglednie katowe teodolitem (ew. przyrzadem uniwersalnym),
ustawionym w punkcie P.

Ustalone temi pomiarami trzy kierunki do punktéw stalych wyzna-
czaja jednoznacznie poloZenie punktu P wzgledem trzech punktow sta-
lych, do ktérych celowano, (o ile wszystkie cztery punkty nie leza na
obwodzie tegosamego kola, t. zn, niebezpiecznego).

Ustalenie kierunkoéw w liczbie wigkszej jak trzy powoduje wyréwnanie.



246 X. Tryangulacjo (Czodé drngn) Wyriwnanie spilrzedoych.

Réwnania bledéw odnoszg si¢ do kierunkéw wewnetranych (z punktu
P do punktéw stalych), a jako niewiadome wystepujg poprawki spol-
rzednych punktu P: d#, dy oraz niewiadoma orjentacyjna dz.

Przedewszystkiem naleZy dla przybliZonego zorjentowania kierunkdw
pomierzonych wyznaczy¢ spolrzedne przyblizone a’, y' punktu P przy
pomocy trzech najkorzystniej do tego nadajgcych sie kierunkow.

Po obliczeniu spélrzednych przybliZonych punktu P, a nastepnie
i przyblizonych azymutéw kierunku z punktu P do punktéw stalych,
orjentujemy kierunki pomierzone, skrecajac je tak, aby przynajmniej jeden
z nich byl zgodny z odpowiadajqeym mu azymutem (przybliZonym).

W przypadku uzycia do tego celu kierunku, przy pomocy ktorego
wyznaczono poprzednio #/ i y’, beds oczywiscie 3 kierunki zgodne z od-
powiadajacemi im azymubami.

Skret ten odpowiada katowi

&= (a)}." —K, 1)
przy uzyciu do orjentacji kierunku (P—H); dodajac zatem z, do wszyst-
kich innych kierunkéw K, otrzymamy kierunki zorjentowane w przyblizeniu

(oY= K+ 2. | @

W ten sposéb przeprowadzona orjentacja kierunkéw jest jednak
tylko prayblizong; wlasciwg (K,); uzyskalibyémy, skrecajgc poszezegélne
kierunki o skret z, zatem

(Ko)i= K +2=K;+2,+0 2= (ky)i-+0 2. (2%)

Aby kierunki (K,);, obarczone bledami spostrzezen K;, odpowiadaly
wyréwnanym pozornym azymutom (@), naleZzy je poprawié o bledy po-
zorne d;; w obec czego rownania bleddw przybiora ksztalt nastepujacy:

0= (@)i— (K )i= (a)i— (K, )i— 0 2, 3)
iUy
,_z"

Przeksztalecajac wzor (3) analogicznie, jak to mialo miejsce przy

weinaniu wprzod, otrzymamy : :

przyczem (@)==g arc tang -

5.—=a,-dx+b.-(5’y—-dﬁ+lsg (4)
przyczem
sin(a)’ . cos (a)’
amg BN, g @y hs  ®

wagi réwnan bledéw (4) nalezy przyjaé rowne jednoses, o ile spostrzezenia
pochodzg z jednej serji. Wagi spostrzeZen, dokonanych w s serjach, sg
réwne §; ma to Jednak wplyw tylko na wielkodé bledu éledmego W, bez
zZmiany blqdéw M 14 by

W praktyce przyjmuje si¢ zazwyczaj przy pomiarach, dokonanych
w 8 serjach pelnych, réwniez wagi réwne jednosci; cheac otrzymad wla-



§ 4 W_rrdwnuniu weinania \vatecz 247

Sciwg warto$¢é jednostkowego bledu éredniego (t. zn. dla jednej serji)
nalezy ofrzymana warto$é na w, pomnozy¢ przez Vs 1).

Z réwnan bledéw, odpowiadajacych n kierunkom do punktéw stalych

b6, =a,0z+b 0y—das+ti, p=1
0y =0ay 0T+ by 0y—0dz+1l, p,-+1
.................................... (4)
(?,‘==a,,t5x+b,,6‘;—d 21, St pn=1

o sumie: [d]=[a]dz-[b]dy—ndz--[l],
rugujemy niewmdoma! d z przy pomocy réwnania sum, podzielonego przez
liczbe spostrzeﬁ:efl

Poniewaz [ad)=[bd]=[ed]=0 (jako réwnania normalne), za$ w obec
e =057 .. ..---~cﬂ~—--—1 jest [ed]=—[d]=0, przeto i

[i} [a]dxl[]dy dz}{] )

Odejmujac réwnanie (6) od poszezegdlnych rownan bledow, otrzy-
mujemy zatem réwnania bledow zredukowane:

Hil (al A {a]) dz- (b, s l:;]J oyl — [;]
A ])M + (2 [z]) by+i, =)

(7)

ktore, kladac a;—[:]ﬁ-:A;, b;—[::J =By, l;— [;]‘—"L;, mozemy napisa¢ we

formie uproszezonej:
0,=4A,0a+ B, dy-+L,
0,=4,0z+B,0y-L, l
0,=4,d2+B,0y+L,
(wagi jak poprzednio =1).

Nastepnie tworzymy réwnania normalne niewiadomych dz i dy:
[AA)dx+[AB]dy-+[4L])=0 ;
[AB]dw-[BB]0y-+[BL]—0, ®)

z ktérych wyznaczamy dz i dy.

Blad éredni jest tu $cisle

o)

160]

9)
n—3 b

=
A wzglqdu na 3 niewiadome,

1) P01 uwagi koncowe ustepu b) § 2-go.
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O ile spostrzezen dokonano w s serjach  pelnych, zmienia sig blad

él‘edni na
W —\/ .,._...__ + ____ﬂv.q- (9 )

Nastepnie wyznaczamy na podstawie réwnan wag (por. wzory' (18)
i(19) § (2)-go): ;

SVl o 27 22 o e 7 21
Qe=rpp 1 @1 [44) P [AABEL)’ (10)
S, S e L s s
= W"x -ty % (12)

Jezeli kierunkom K przyslugujs wagi rézne, natenczas nalezy .do
wyrugowania niewiadomej —dz uzy¢ zamiast réwnania (6), réwnania
nastepujacego :

(p9]_[pal 5 . (Y] (2] :
S (5.?5—"'——(5 _63_'_. =0, (1.5)
T ] e Ty T ]

Spolezynniki réwnan bledéw zredukowanych maja wtedy znaczenie:

[pa] (0] [p!]

st Ry I L T g L
- (]’ [p]’ (p]’
za$ réwnania normalne dla wyznaczenia dz i dy sa:

[pAA)bz+[p AB)dy+[pAL]—0

A\.‘= By

[p AB|dz+[p BB]6y-+[ pBL)—O. (14)
Blad éredni jednostkowy obliczymy z wzoru :
i
: wo= 2%, (15)
za§ bledy érednie spélrzednych z wzordw :
VR T ) i :
ﬂ”_ﬂ"'\/['pi?ﬂ.‘-i]’ ‘u,ﬁ—y”v[-p-‘ij], a wreszcle (16)
o=Vt (17

Przyjecie réznych wag kierunkéw jest konieczne (z wyjatkiem, gdy
chodzi o wyznaczenie podrzednych punktéw IV.rzednych), o ile pomiary
kierunkow przeprowadzono serjami czeSciowems (niezupelnemi),

Po przeprowadzeniu §cislego wyrdwnania stacyjnego wedle wska-
zéwek, podanych w § 6-tym &) rozdz. IX-go, wyznacza sie wagi kierunkow
metodg Helmerta, opisang w § 6-tym ¢) rozdz. 1X-go.

Wzér (15) pe~ [:_6;1 okredla nam wowcezas jednosthowy blgd Sredni
kierunku, mierzonego w obu poloZeniach lunety.
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Wyrugowanie niewiadomej orjentacyjnej —oJz mozna takze przepro-
wadzié metoda, podang w § 3-cim rozdz. VII-go. Do n réwnan blgdéw,
w ktorych opuszczamy niewiadoms —d2, ksztaltu:

0/ =aq;dx-+bidy-+1 z wags 1,
nalezy wtedy dolgczyé n+1 réwnanie ) 18)
A =[a]dz+[b]0y+[l] =z wagy — =
Réwnania normalne, odpowiadajace temu systemowi bledow :
: ( aa]— [‘Ez)aw (fat)— [“]--[5’3) 8 z-[al]— [‘*]..[.‘Lo
(ta1— " )oa ot (fo01— ) oy -+ 1o ]-”-]:0 o

sq identyczne z réwnaniami, zestawionemi we wzorze (8).

I tak

n

[AB]z[ab]h_[?L[] [a][2] + ][] lb] [q]nl]itd

n

[AA]=[(a“——[:])2]=[aa]—2[c;]z-{n[:']z )8 el b

O ile réwnaniom bledow odpowmdagag wagl r0ine, naleZy, zesta-
wiajac je z opuszezeniem niewiadomej —d2, dodaé do nich #+1 réwnanie

|
1
| Z wags — :
S : :

| Tak utworzony system rownan bledow bedzie zawieral n rdwnan

ksztaltu :

0/ =@ 0a+bdy+1l =z waga pi I
i m+1 réwnanie: :
! (18%)

avslpaldeci(p o) oy ol ix NORY mron:

Réwnania normalne dla tego systemu sg identyczne z zestawionemi
pod (14), gdyz w obu przypadkach otrzymujemy zgodnie:

(R T (e R R (PR e R

(pal(pt }1 oitp_, 1
[pal[p [» _[po](pl)
(pab] (7] )a —I—([pbb] ; ])6Jl([pbl] o ) 0.

§ b. Przyklad wyréownania weinania wsteez?).
Dla wyznaczenia spélrzédnych p. 53-go, spostrzeZono z tego punktu b kie-
runkéw do punktow sta.lych 2, 15, 16, 4 i 1, naleZacych do sieci tryang.
IV-rzgdnej.

1) Przyklad ten wzigto z instrukeji polig. austr. ,Instruktion z. Ausf. d. trigon.
und polygon. Vermessungen®, Wieden 1904, str. 110 i 111, wzér XTI b.
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Wiyniki grednie spostrzezen : Spolrzedne punktéw stalych:
J R = 09.00£051/ @y =—111178:68, y, — —20272:86
K .= 80°28/08" @y, =—110873:76, y,, = —18722-27
K, =120047/30"" @y = —111044-47, vy, = —18152:68
K, —146°40/667 z, =—111864'16, y ,=—17784'82
K, =245058/28// @, =—112870:96, y ,=—18765673.

Do wyznaczenia spélrzednyeh przyblizonyeh o/ i y/ punktu b8-go uZyto
kierunkéw do p. 2-go, 16-go i 1-go, uzyskujac:
@' =—111648'57, y'=—18834-72.

Dalszy rachunek przeprowadzimy we formie nieco skrdconej.

Ay yi—y ﬁ-;; Az
to LS A : 4L L . -'..-..'] - ——=1 4 :!"- 2
g (@) Az z;—ax, (a) Ssin(a)  Ccos(ay ©° ottt
—1438'14
iy 9 0 ’ " 117 QQ70RAS i
2 46489 287054/560 31794 287054/60
+ 11246 | :
15 - 80187397/ 2:8910 8018718/
’ + 76981 = 2
16 + 682:04 484271577 2:9680 4804271577
-4~ 59910
11050440 WL SR i | e
4 -+ 580741 (4985745 3:0872 74985741
+ 7899 |
173048708/ 9864 175048708/
] 130481087 8643

Dla uzyskania poszezegolnych J, skrecono caly pek promieni o -
2, =287954746"' = (a)’ .o — K, = 287°54/50/—0°00706"".
v astgpnie oblicza sig w sposob analogiczny, jak to mialo ‘miejsce prazy
Nastepnie obli ig posob logiczny, jal ial ie]

weinanin wprzéd (§ 8-ci), spoélezynniki réwnan bledéw a, b, I, ktére redukujemy
na 4, B i L.

L O e I z’.——-(a)"—ku!A-—-:a—[-‘-l-]- o L P U]

CIEOH § . | n n n !

| - 1
2 —129-8 = A 0 L1882 | 74 S 2D | e BID
16 | 4 883 —2628 | 21 — 2011 | —2174 | 160
16 | +170:7 —150-0 \ 0 +1128 | —105+1 | — 50
+1825 | — 503 kg +1241 | — b4 | — 10
+ 804 +2808 | 0 | — 280 | +8252 | — 50
X +2921 | —2248 | +26 O R T 00

i: RRAE T B P e
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Ad AR s BB BL LL
| : | :
YR NI R S A S R B % [ i T
15 | 4+ 404 | + 4870 | —822 | 4 47268 | —8478 | +256
16/ . 412611 | —11808 | —562 |+ 11046 | -+ 526 | + 25
L R pi R T A G S s A I e g R ey
1. | 4 784 | — 9106 | 140 | 4108785 | —1626' | -+ 25
S | 464916 | 17765 | -+ 78 | 164101 | —4588 | 882
Rozwiazanie réwnan normaluych :
[ A]
[4 | +64916
B | —17755 | E}"f%—o—msw 0-27849 X 00287 40:0079
pdipharad ,
| + 8| =000 — 00011
32— -+ 0-0068
B g
b : “
(B | +164101 | —48558 | 189245+2
L ‘“ 4688 | 4+ 200 |— 45680 g—f‘}.'..}%.:—o—ozsas 3 y— +0:0287
e T el | s Fh e

. | )
—181:06 ‘ 20086

[L }-f— 882 | — 0'08‘ 881-92

Spolrzedne wyréwnane punktu 53-go sa:

@yq = —111648-57 4001 = — 11164856
Ygg=— 18884724 0:08=— 18834:69.

O ile zalezy nam na wyznaczenin niewiadomej orjentacyjnej &z, wyzna-

czamy jo z réwnania normalnego (pierwszego):
az-——-[:] Bx—f-—{:%]- a;,+-£‘:], (por. zw. (6) § 4-go)
82=58'4x 00068 —44'9 x 0:0287 - 5:0=4/"11.

Sume [82] moZna wyznaczy¢ bezposrednio albo z réwnan bledéw zreduko-
wanych, lub z pierwotnych; aby w tym drugim przypadku nie obliczaé 8z,
przeprowadzamy pozorna redukcje spélezynnikéw réwnan pierwotnych. Oba te
sposoby zestawilismy na str. 2562.
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iRt : iz = ! [
2|—-198 4008 |— b/—6:20|—088|—121|  —209 —120 |— B|—6:20| 8844
16(—014 | —6:24 |+-16|-+-9-62 [+0:26 |—T:B8|  —7:27 —6:88  |--16|+-962 | 9254
16(+076 |—802 | — 5|—7:26|+1-16 |—4:81|  —815 —296 |— B|—726| 5271 |
4+084|—015 |— 1|—0:81[+1:24 |—1-44] —020 4069 |— 1/—081| 010
1|—019 |+-9:88 | — 5|+-4-14 [4+021 [4-804| 825 4914 | — Bl4+414 | 1714 |
x|=001| 000| 0001 [ e e —001 | 0/—001 (20098
8 ;
[ (")] —089  ([LL.2]=20086 kontr.)
[38] 4 /200° 93
_,_,_,_,_____ 107
VM—S I #1010y,
-1 [BB] 164101
= =0:0000068, 222101 0.0000065 =0-0000159,
Qe [BB.1] R Oi=raa) 2= Gro16

pg_p.VQ, 1=4-10'0 >< 0:0040 = 4-0-040 m, =Y Qo.0==-100 X 0:0025 =-0-025 m,
s = Vot 4—-%3-—4—0 047 m.
Przeplowadza]@c wyrdwnanw metoda podanay w § 4-tym, objasniona wzo-
rami (18), (18%), (19) i (19%), otrzymamy jako réwnania bledéw (por. zw. (18)):
8,/ =—1290'88x— 42:08y .
M= - B8 380—262:83y 21
36/'=r-170"782—16008y . i p=1

3,/ =+4182:b3x— 60:38y+4 4
3/ =+ 30482428038y
A =-202'1320—22483y--20 p=—1}.

Réwnania normalne, odpowiadajace zwiazkom objetym wzorem (19), sa:
646198 x— 177648y 72==0 X A \
— 1776452+ 164101 3 y—4588=0 (dostatecznie zgodne z poprzedniemi), zas
piewiadome nie rdéznia si¢ od poprzednio wyznaczonych:

3w= 400068, 3y=-00287.

Sume kwadratéw blegdéw utworzymy z uwzglednieniem odpowiednich wag;

a zatem

adm ‘ bdy ‘ l H (f i ‘ P ‘3}3”3” I

| —0'88 | —1-21 Of— 2:09| 1 |+ 487

4026 | —7'63 | 4-21(4-1378 | 1 [4-188:b1

+1:16 | —4:31 O|— 816 | 1 |4+ 9:92

4124 | —1'44 |+ 4|~ 380 | 1 |- 1444

4-0:21 | 4-8:04 0|+ 826 1 |4 6806

| AN!
[ +1:99 | —6:45 |—|~25 42064 |—} |— 84:38 (=— & -)
k L

142
[p 5”3;,]_: - 420092

(zgodnosé dostateczna z rachunkiem poprzednim).
Dalszy rachunek identyczny jak przy metodzie pierwszej.
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§ 6. Weinanie obustronne (skombinowane).

Jezeli dla wyznaczenia polozenia punktu P uzyto kierunkéw ze-
wnetrenych 1 wewnetrznych, a wiec obustronnych, bedziemy mieli przy
wyréwnaniu réwnania bledéw dwojakiego rodzaju: dla kierunkow ze-
wnetrznych i wewnetrznych.

a) Postegpowanie uzywane w praktyce przy wyznaczaniu
punktéw mniej waznyech.

Po wyznaczeniu spélrzednych przybliZonych 2’ i y’ punktu P, usta-

wiamy réwnania bledéw dla kierunkéw zewnegtrznych, przemienionych

przez dodanie do nich wzglednie odjecie od nich kata 180°1).
Dla w ten sposéb przemienionych kierunkéw zewnetrznych w ilosel

n, otrzymamy n. réwnan bledéw ksztaltu:

(€8]

0i'=a;02-+b;dy-+1l’ z wagy p.-=—?ff‘-i-1',

prayczem (g,-:pff-’ﬂ-“;_(ﬁ)i, b.-m—g”?-‘-’-?ﬁ‘)f s li=(@)— (K,=-180°)

a my; oznacza ilo§é kierunkéw stalych, uzytych przy nawigzaniu. (Por.
waory (9%), (10), (11), (11%) i (18) § 2-go).
: Réwnania bledéw w iloSei n, odnoszgce sig do kierunkéw wewng-

tranych (wladciwych, t. j. weigtych wstecz) maja wedle wzoru (4) § 4-go
ksztalt ;

di=a;0x-+b;0y—dz+1l; z waga =1 (2)
przyczem = (a)'—(ko)i, z88 @i i b; majy znaczenie jak wyzej.
Po wyrugowaniu z réwnan (2) niewiadomej —dz przy pomocy

réwnania

é l
LU] satllay—ser 1=, L

otrzymamy n=mn,+n, réwnan bledéw o niewiadomych dz i dy, a miano-
wicie m, rownan ksztaltu:

m;
0/ =a;00+b0y-+-L' =z wagy pi Ty !
i n, réwnan ksztaltu: (%)
0;=A;0z+Bidy+ L z wags =1,

a [b l
przyczem A;=ai—[ ]-, Bi=b—* -], Lj:Tz.'——[“]‘-'
w W w
1 Przemiann kierunkdw zewngtrznych nie jest konieczna; przeprowadza sig
ja dla ujednostajnienia znakéw spolezynnikéw ai i bi, zatem tylko dla uniknigeia
ewent, pomylek. (Por. przytoczone poprzednio przepisy pomiarowe polskie i austr.). :
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Réwnania normalne mozemy utworzyé albo dla wszystkich réwnan
(4) naraz, albo lepiej osobno dla kazdej grupy réwnan =, i n, osobno,
a wyniki razem zesumowac.
Pierwsza grupa dostarcza nam réwnan normalnych:
[paa) 6 z-+[pab] d z+[pal’]=0
[pab) dz+[pbb) o y [ pbl']=0,

{AA]&x-}-[AB’|6y+[AI]--
[AB]da--[BB)dy-+[BL)=

za§ druga:

a obie razem :
([paa]+-[44])dx-+([pabl+[AB]) oy +[ pal’]+[4L]=0 ®)
([pab]+-[AB]) 6 ([ pbb]+[BB]) 6 y-+[ pbl/]-+| BL]=0.

O ile kierunkom wewnetrznym przysluguja wagi rézne, nalezy uzyd
przy rugowaniu niewiadomej —dz réwnania (13) § 4-go, sp6lezynniki dru-
giej grupy réwnan normalnych beda wowezas zawieraly odpowiednie wagi.

Jednostkowy blad éredni nalezy obliczyé wedle wzoru:

[ 5"}’]“"[06]1
-
a to ze wzgledu na trzy niewiadome dz, dy i dz.
(Niewiadome orjentacyjne kierunkéw zewnetrznych odpadaja, gdyz
wzor (6) odnosi sig tylko do kierunkdéw, uzytych do weigeia punktu P.
Wzér deisly na p, podajemy poniZej przy omawianiu sposobu b).
Dalsze szczegdélowe omawianie toku wyréwnania jest zbyteczne.
Po wyznaczeniu spélezynnikéw Qi i (e z réwnan wag, utworzo-
rzonych na wzér réwnan normalnych (5), obliczamy

(6)

NU:F’{)VQ:EEJ I"'z:ﬂu‘l'llQi‘lr a nastQpnia i 1“'J==.W"'mz"|‘ﬂu!'
#y i p, moina wyznaczyé bez rozwiazywania réwnan wag przy
‘pomocy wzoréw, urobionych analogicznie jak (20) § 2-go i (16) § 4-go.
W praktyce przyjmujg czesto wagi kierunkéw zewnetrznych réwne }
przy nawiazaniu do kierunkéw: od 1-go do 4-rech, natomiast réwne 1,
gdy nawigzanie nastapilo do wiecej kierunkdw.

b) Wyréwnanie Scisle. Postepowanie nadajgce sig¢ pray
wyznaczaniu punktéw wazniejszych.

# ¥ 4 Przyjmijmy dla uproszczenia, Ze wagi kierunkéw zewnetrznych
jak i wewnetrznych, wynikajace z pomiaréw, sa réwne jednosci.

') Przepisy pomiarowe polskie, austr. i niemieckie podaja jako mianownik wy-
razenia pod pierwiastkiem n—2; przyjecie to nie wytrzymuje krytyki, jak to wyka-
zano w rozprawie: Dr, K. Weigel ,Zur Berechnung des mittl. Fehlers siner beobacht,
Richtung beim Rinschn, u, Binschal. von Punkten®, austr. Zeitschr. f. Vermessungs-
wesen. 1912, 'W ostatniem wydaniu Handb, d. Vermessungskunde Jordana z v. 1920
str. 413, uwzgledniono pow. uwagi,
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Wedle uwag § 2-go ¢) mozemy przedstawié wplyw kierunkéw ze-
wnetrznych (nieprzemienionych) na wyréwnanie punktu P, ustawiajac
dla kazdego stanowiska zewnetrznego dwa réwnania bledéw ksztaltu
przedstawionego wzorem (2b) § 2-go.

Oznaczajac spolezynniki tych rownan wedle stanowisk zewnegtrznych,
otrzymamy n. p. dla stanowiska 7:

O/=adx+-bidy-+1l’ z wags =1
1

m;+1’ 4

Ai":afdx-l-b;dy'l‘lf’ n n p:’f:_'

—————

jezeli z punktu I nawiazano sig¢ do do m; punktéw stalych.
Dla n, stanowisk zewngtrznych bedziemy mieli zatem 2, réwnan
bleddéw, przyczem nalezy pamietad, Ze liczba wyrugowanych —dz wynosi z..
Dla unikniecia pomylek, podajemy znaczenie spélezynnikéw réwn. (7):
e /Sl (@) o 808 (@)’
il i e T et e v
Kierunki wewnegtrzne w liczbie n,, dostarcza nam wedle wzoru (18)
§ 4-go n,+1 réwnan ksztaltu

U =(a@)i—(K,):.

T 0/ =@/ 0+ b/ 0yl z wagy =1 ]
el SRS R S e ) ®
% (4 I, 1
l A=[a) 0B N0y 5 5 == I
1 i, ' A
prayozem af'—=+¢"" o 1 — g1t OB i @) — (ko).

Roéwnania normalne, utworzone dla kazdego stanowiska zewnegtrznego
osobno i odpowiednio Zesumowane, & zatem dla wszystkich ». kierunkow
zewnetrznych sg (por. wzor 26) § 2-go):

m m m g
[E--\iaaléﬂ-lﬁ--- 1 ab]6y+[m ¢ ai’]— 0 i

[ ab]ém+[ +1bb]6y+[ i ]0

za$ dla n, kierunkéw wewnetrznych (wedle wzoru (19) § 4-go):

(la“ @)+ “”}%m ”])6:54 ({a“b”] [q%)éy-l-[a”l"]—[a”}EI—’LO l.(m)
([a,,b,,] [a’][b" ])(sz +([b_,,.b,,]_[lf_'%_[fﬂ)éy +[b”t“]—[b'2 LS

w 1] 0
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Ostateczne réwnania normalne dla wyznaczenia dz i dy otrzymu-
jemy przez zesumowanie odpowiednich spoélezynnikéw obu réwnan (9)
. i r
i(10); a zatem{[ aa]+ [@a'']— o i[a ])}(5.1: it d.

Scisly wzOr na Jadnostkowy blad $redni musi uwzgledniaé nietylko
bledy kierunkéw, uzytych dla weigeia punktu P, ale takze i bledy, popel-
nione przy spostrzeganiu kierunkéw stalych, ktorych ilo§é na poszezegol-
nych stanowiskach zewn. jest wedle poprzednio przyjetego oznaczenia:
m,, My,.... 1t d, a zatem razem [m)].

W tym celu powréémy do pierwotnyck réwnan bledéw na stano-
wiskach zewnetrznych.

Dla stanowiska I przedstawiajg sie te rownania w sposéb nastepujacy :

Py =—02+(a)i1— Ky —2/ =—0 2+l

Yo =—0d2zt(a)e—Kio—2/ =—02+l.2 l
..................................................... (11)
&= —0 2+ (@)i.n—Kin—2/ --~-—6z.ﬁl, n
Sip=—0zi+a;dz+b;dy+(a), —Ki,—2'=—0z+aidz+bdy+1/

(2 oznacza wielko§¢ przyblizonego (éredmego skretu na stanowisku I,
—d 2 niew. orjentacyjng; aby unikngé zbyt zawiklanych oznaczen, przy-
jeto iloéé kierunkéw stalych m zamiast m;).

Zmajac po rozwigzaniu réownan normalnych wartoSci na dz i dy,
moZemy wyznaczyé d2; z réwnania, utworzonego przez zesumowanie rownan
~wzoru (11) i podzielenie wyniku przez ilo§é réwnan. Zatem ze wzgledu Ze

(a)i.i"_'Kx'.i +(a)a'.‘.!_'K€.2+ "o +(a)i ML :\m

=2’ (12)
m

a w nastepstwie batbo+ ... +ln=0, (13)

otrzymamy (jako pierwsze réwnanie normalne ):

[9i1 + .0 a i
o begited tis i AL 14
et gt et T +1 Vi
a; b; 74

a ztad: o= _{_léa:-i—m‘_;—léy-i-m_}_l (16)

Wistawiajac te wartosé na dz do réwnan, zestawionych we wzorze (11),

otrzymamy : 3«.1=5¢.1—(- c_;l,-_l P t_:l_l 63’_‘_”:-1)
S ( e g 4 t-;l)
I i R bR (16)
3.,,._3,,,,-(mL_;'_1 o+ +1 Syt £i1)
3;_P=—?;I?fz—l_i(afdz+b;dq+ z,-f). '




§ 7. Prayklad obustronnego wyrdwnania,

27

Oznaczajge sume kwadratéw wszystkich &, uzyskanych w ten sposéb
dla wszystkich stanowisk zewnetrznych przez [#], otrzymamy z uwagi,
ze iloé wszystkich kierunkéw spostrzeganych N=[m]+-n.+n,, wzdér na
jednostkowy blad Sredni:

. R —
\/{39]-{*[6”(5”]—-;3—-- \/"I[ ] [(5”(5”] A
fhmes, S e et e L, I ot
#0 o N—(2'i‘1+n;) { }"'nw"_‘s
Ar‘fﬁ
Suma ([0//0'"]— s

e

a7

odpowia&& sumie [dd], zawarte] we wzorze (6).

Dalszy rachunek, jako analogiczny do przeprowadzonych poprzednio,
nie wymaga blizszych objasnien. , * ,

§ 7. Przyklad obustronnego wyréwnania.

Jako przyklad podajemy wyrdéwnanie punktu I w Zakopanem.

Punkt ten weigto wprzéd ze stanowiska p. tr. 8, nawiazujac sig do kierun-
kéw (p. tr. 8—f Gwt.) oraz (p. tr. 8—1 Gh.), i wstecz, celujac do punktéw
T Gb. oraz p. tr. 8.

Spéhzqdne wymlanmuych punktéw, nalezacych do sieci IV-rzednej, sa:

h_ % _ T Gb. (Krzyk
‘ f Gwt. (Giewont) | p. tr. 8 | o Gubaléwee)
Yy 29876974 20662918 208886°63
@ 68178:92 54288:92 51949+70
‘Wiyréwnanie stacyjne na stanowisku p. tr. 8:
i Celowe do p.: K (a)—K (a) Koy=K+z,| 1
j T Gwt. 09007007 | 89°44/44//| 3944’44/ | 59%44/417 | 438
[-Gb 80988/89//| 39°44/88//1120018717// 1299187207/ | —8
' 84401072077 28957017/
[(a)—K]...1722
12=41/" waga kierunku (p. tr. 8—1I) jest .
2,=389%441/".
Kierunki wewnetrzne, spostrzegane na stanowisku p. tr. 8, sa:
1 Gwt. 00007007/
TGy 98017/04//
p- tr. 8 | 168°06/02/7,

Dla uzyskania spélrzednych plzybhéonych punktu I-go, rozwiazano tréjkat
p. tr. 8—I—+ Gb,, otrzymugq,c
=b4590:69, o =295662:97.

Dr. K. Weigel. Rochunek wyriwnawezy. 17
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Przy pomocy spolrzednych przyblizonych obliczono nasi,(‘pme azymuty
(pozorne) przyblizonel:

(@)1, gwt=40°50705"":6, (a)'y, qy=18407/017"-7 i (a)’; s =203"6505/"1,
jak tez i spélezynniki poszezegdlnyeh réwnan bledéw, zestawione poniZej
w schemacie.

(Obliczenie spélezynnikéw przeprowadzono w sposdb identyczny jak pray
poprzednich przykladach w § 8-cim i § b-tym).

Orjentacje kierunku zewngtrznego (p. tr. 8—1I) uzyskano przy wyréwnaniu
stacyjnem na punkeie tr. 8-mym.

Kierunki wewnetrzne zorjentowano, skrecajac je o kat 208%55/05//1—
168905/02//:0= 40050’03” 1 (kierunek 3-ci).

Przy tworzeniu spélezynnikéw réwnan normalnych zmieniono kierunek
zewngtrzny o --180°

Réwnania bledow.

Kierunki zewnegtrzne (przemienione o -+ 1809)

e
Punkt | a e ; a) K,—4-180° |(a) —(Ky—t=
P (@) == 1805

p. tr. 8 | —2638 -+-b71-1| £ | 208%6/061 20866701770 -}-4’"1

Kierunki wewngtrzne
- 1=

Punkt |0 0 o D ou bt Ka)! K | ly=K+z | =@=k_
zroduk, lzroduk‘ gredulk.

+ |- . el " "
FGwt.| 285 904 | 88:0(22600| 1 | 40°0706’:6 | 0%0'00"’| 40°%0/08/"1 |--26 |4-B'b

|
e -
+Gbh. | 89:0/100:9 | 878 (164:2 | 1 | 184907/01/77.| 9B017/04//| 184%07/07'"'1 |—5'4 |—44

—_ = 4 ]
p. tr. 8 268:-8[191-4 BT1-1 |879-1 | 1 | 208567061 |163°03/02/| 208%5°05’.1 | 00 |4-10

e _|-
S [1858|—01 |b76'9 |—01| =2,=208656'06/"1—163°08/02/:0 Xl =29
(B ) =40°0/03/"*1 3
lal. | — 13 - - 55 RS
= | 619 = 1920 n

Nastepnie tworzymy spélezynniki réwnai normalnych, oznaczajac je [pAA],
[pdB] i t. d.
Spolezynniki réwnan normalnych :

pAA pAB pAL pBB | pBL | pLL

+42774 | — 96440 — 693 | 4217438 +-1661 +11-21
4+ 8172 | — 20840 -+ 816 | 4+ b0625 — 1788 -+-12:2H
410181 | — 15656569 — 444 | 4 23778 + 678 -4-19-38
- 4866384 | — 72560 — 191 | 4-148717 + 879 -4 1:00

97761 | —204899 —1012 -|-435568| +4-1880 | ---48-82

= Q0 o =

L4



§ 7. Preyklad obustronnego wyrdwnania, 269

Dla kontroli moZna bylo utworzyé wyrazy [pAS], [pBS] i t. d. i wpro-
wadzi¢ je do pésmiejszego rachunku, co jednak pominieto, aby nie powigkszad
materjalu rachunkowego.

Schemat rozwiazania réwnan normalnych: -

Al el
[p4 | + 97761 |
[ph | —204899 {;’jiﬂ 209592 2:09592 X 0-04767=0- 09991
[prdl==t {012 {ﬁjﬂ-_o-omsz’ : L 0-01085
. Sa=+40'110m
Blo| e 2 1)

|
B | 4-48b668 [—429451-9] --6106-1
P

Gl
[pL |+ 1880 |— 21211 — 2911 {”ﬁ; ]% —-004767 3y -0 048 m
' »
AR oottt ool
[pL-| + 4382 ‘ 4 8885 | — 1888 ‘ + 1947 |

=295662:97+0:06=295668:02, a,=>5459069+-0-11=054b590'80,
Obhczemé blqdéw grednich.

‘ i ‘ b3y 3(“)’““?1'_?’:”' L p=L-3)|p| p3
| sreduk.
| |
|1 [—27929|4+27324| —071 | —— | 41 48839 |¥,| 766
2 |+ 8142 |- 1678| +1:87 [ —0'75 | +86 +27 | 1.| 766
8 |4 4:800 |4+ 1802 +6:10 | 878 | —44 —062 |1| 0438
4 |—27929|427224| —071 | —8:08 | +10 —92:08 | 1] 412
% : :;I +6:96 0:00 | <01 401 1972
| : 8 . 0.
o ! : 5 0e (kontrola 19-47)
1 4356bH8
a0/ 000188 ) i L 0:600780;

6106-1 97761 x 6106°1
e =4:42Y0:00078 = -1-0'119 m, p,—4:42Y0:000163=+-0'067 m
=Vou?+p, = k0182 m
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Aby wyznaczyé wartosé bledu éredniego, obliczonego wedle wzoru Scistego
(z uwzglednieniem kierunkéw nawiazania), napiszemy wedle wzoru (156) § 6-go

str. 2066 :
- a b 4 ) 8:39
o= ————— a -] =
i m—+1 Bx+m+1 y+m—|—1 m1 oy 3
Bledy pozorne kierunkéw zewnetrznych otrzymamy zatem wedle zwigzkiw
wzoru (16) § 6-go:

— 41118,

95
9= 8—118=+4187 3:50
9, b1 1B dilp 17:06
Sg= X 8:39= 226 511

S=000 | =2567 |
Dodajac do [95]=25'67 kwadraty bledéw pozornych (zreduk.) kierunkéw
wewnetrznych :
7'66+0:88+4-4'12=12:06, otrzymamy {(17) § 6} :

26671 + 12 Ob
_V- T T =-4-4/'34,
§ 8. Wyréwnanie przy réwnoczesnem wyznaczeniu spélrzednyeh kilku
punktéow. (Wyréwnanie sieci wypelniajacych).

Pizy wyréwnaniu spélrzednych kilku punktéw postepujemy po-
podobnie, jak to mialo miejsce przy wyrdéwnaniu spélrzednych jednego
punktu.

Tlo¢ punktéw wyznaczanych P, R, S,.. niech bedzie ». Na ilo&d
wszystkich kierunkéw spostrzeganych N skladaja sie tu réwniez kierunki
stale i do wyznaceanych punlktéw na stanowiskach zewnetranych: [m)+n.,
oraz kierunki wewngirzne na v stanowiskach wewnetrznych : »,. Te ostatnie
v bworzg takze dwie grupy, z ktérych jedna obejmuje kierunki do punktdw
stalych, za$ druga do punktdw wyznaczanych.

Ksztalt rownan bledéw dla kierunkdéw stalych i zewwetrznych bedzie
zatem dla stanowiska (zawu.) I nastepujacy :

1 =—6z|+£
e
19',',,,.: '—d 2 "f' zm 1
&s‘p=—52s+ﬁs 1:dmﬂ+b‘-!'dyl’+z”"f‘ o
g iy 1(}1'.:'“‘:—(5 Zs+ai.rdzr+ bi.:-é? AT
1losé Y ﬁi'sﬂ_dz‘-—fu-a‘-b”d$,+bf‘gdy;+£’;m
............................ )

przyczem 0a,, dy, sy poprawki spélrzednych przybliZonych punktu P,
0., dy, punktu R, zas dz, dy, punktu 8. i
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Roéwnania bledéw dla kierunkéw wewnetrznyech w ilodei n,’ dla sta-
nowiska (wewn.) P wraz z dodanem do nich (n,/-1)-wszem réwnaniem

(sumy) o wadze p”':—: - przedstawiy sie:
o’ ’P-l =dy 0 SP*{- b;,d d Yp . . . . -+ Z”,,,l
é”p“j’:ap‘ﬂdzp"f" bp,ﬂaya . . . . +£”p“2
:E 6”9.1-=-a.r-.u-5$p+ bp.:-dyr"'ay.razr— b}i-rd Y- i ! +l”l’-"
1§ 0" =0y, 02,4+ b,,0y, N : — Qs O 2, — by OY 175, (2)
=AY =[a]dz,+ [b] 0y, —ap, 0 2 —by, Oy —p 62—y, 0 Yy +-[1]
ostatnie réwnanie z wagg p’/=— ot
(Przez dodanie ostatniego réwnania z wagsg p”=-~% , Wyrugowa-

lismy z powyZszych n,’ réwnan bledéw niewiadomg orjentacyjng —dz, na
stanowisku P. Znaczenie poszczegllnych spélezynnikéw @ i b objasnia
wzor (b*) § 1-go).

W podobny sposéb rugujemy z réwnan (1) niewiadoms dz;, przy-
czem m pierwszych rownasn, jako'niezawierajacych po wyrvgowaniu nie-
wiadomych, odpada.

Do dalszego rachunku pozostaja zatem na stanowisku (zewn.) I
nastepujgee rownania :

d’!'.,u:ai.iu dxgr_}"b{.ydyp . " . _F-zrt' P
6!1'.!' —_— . . +ar|'.r'd£r"|" b:’.ra? * . . +£’r‘.!‘
6,.".# i L z X . +a{."633+bf,'dy~+£!;_g

..................................................... (3)
A" =, P d Xp + b.‘_ p é ?fp'+"a£.r d E,.+ bi.?' d yr_]" Q.5 d I.r'l" bF..\l (j Y "}' [Z’]

ilosé »;

ostatnie réwnanie z wa [ et i
R0 s

(Waga p’=— pochodzi ztad, Ze ilo§¢ wszystkich kierunkdéw

m;+v;
zewnetrznych na stanowisku I wynosi m;+»,).

Wzorujge sie na réwnaniach objetych wzorem (2), ustawiamy réwna-
nia bledéw dla wszystkich stanowisk zewnetrznych; dla wszystkich »
stanowisk wewnetrznych ukladamy réwnania bledéw wedle wzoru (3).

Dla utrzymania przejrzystosci rachunku najlepiej utworzyé rownania
normalne dla kazdego stanowiska osobno, a nastepnie zlaczyé je w jeden
system réwnan normalnych przez dodanie do siebie odpowiednich wyrazéw
poszezegblnych systeméw 1),

1) Obacz przyklad, podany dla ustawiania ostatecznych réwnan bledéw pray
koneu § 9-go.
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Postepowanie to objasnimy na nastepujacym przykladzie. Przypudémy,
%e ilosé stanowisk wewnetrznych wynosi 4, t. j. I, II, III, IV, za§ ilo§é
- stanowisk wewnetrznych (punktéw wyznaczanych) 2, t: )P R
Napiszmy pierwsze réwnania normalne dla kazdego z tych 6-ciu
punktéow, w sposéb nastepujacy :

dla p. I: [4,4,]02,+([4,B,]0y,+ - . +[4,2;]=0

n o 1L: [4,4,]02,+(4,B,]0y,+[4,C,)02,+[4,D,]0y,+[4,L,]=0

n oI [4,4,]02,+[4,B,]0y,+[4,C,) 62,+[4 \‘D 19y.+-(4,Ly]=0
LTV : 14,102 +[4,D.] 004 L ]=0%( @
n on It [-“111‘4?1]‘5511 (4, B,)dy,+([4, C)) 6 z,+ [A D,) oy, (4, L,)]=0

p n Bi[d,4,)0z,+[4,B,)dy,+[4.C)6x.+[4, D)oy, +[4,L]=0,

to pierwsze réwnanie normalne dla systemu calego bedzie:

[A4])0z, [AB]dy;,-i-[Ader,%—[AD}dy,.—i-[AL]r:O, (b)

przyczem [AA] =[A, 4]+ A, 4,]+[4,4,]+ . +[4,4,)+[4,4,], zas [4B],

[A4C], [AD] i [AL] sa utworzone w aposob analogiczny.

Z réwnan normalnych, utworzonych w ten sposéb, uzyskujemy po-
prawki spolrzednych punktéw wyznaczanych P, R, S,.

Jodnostkowy blad $redni mozZemy wyznaczyé przy pomocy dwu
wzoréw, z ktérych kazdy ma inne znaczenie, a wiec takZe i inng wartosé.

Jezeli uzyjemy przy wyznaczaniu bledu éredniego tylko kierunkéw
‘weinajgeyeh, a wige kierunkdéw zewnegtrznych i wewmgt.rznych, WYZDacZa-
jacych bezposrednio poloéeme punktéw P, R, S,...., otrzymamy wzor

% \/ [p oo =[5 ] b

- n—38v

przyczem n=mn,+mn,, t. j. sumie wszystkich kierunkéw spostrzeganych
z wylgczeniem kierunkéw stalych [m], za$ poszezegdélne p; dla kazdego
kierunku zewnetrznego obliczamy wedle wzoru:
okl )
mi+v; mi+v;

Jesli zatem na stanowisku I nawigzaliSmy sig do m;=4 kierunkow
stalych, a précz tego spostrzegliémy dwa kierunki zewnetrane do punktéw
wyznaczanych, bedzie waga owych kierunkdow :

(O ile zamiast d’/ uzyjemy 6 okreéionych wzorem 4) § 6-go, odpada
Arre "
wyraz [ ] we wzorze (6)).
1) Waga p; wynika z dodania do réwnan (8) rdéwnania A'=....z wa-
1

o8 — Y przyczem v; opatrzylismy wskaZnikiem i ze wzgledu, Ze ze stanowiska
mi

i

I niezawsze mozna spostrzegac kierunki do wezystkich v punktow wyznaczanych,
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Powyzszy wzor na u bywa zazwyczaj stosowany w praktyce, choé
wzor seisly musi uwzgledniad takzZe bledy, popelnione przy spostrzeganiu
kierunkow stalych.

Jesli ilo§é wszystkich spostrzezen jest N==[m]+n=[m]+n.+n,, punk-
tow stalych czyli stanowisk zewn. S, wzdr scisty na jednostkowy blad
§redni przedstawia sie:

| I‘I T Y P s

e \/[ ]+ Teter] [m | (8)
; —3v--8

(Na ilo§é niewiadomych skladajg sie po 8 niewiadome dla p. wyzna-'

czanych, oraz S niewiadomych orj. na stanowiskach zewnetrznych).
12
Wyrazenie [pd"d’]—{—[é”d”]—[i-—], znajdujace sie we wzorze (6)
(!

mozna obliczyé takze z redukeji [LL), utworzonej dla ostatecznego
ksztaltu réwnan normalnych.

Poniewaz iloéé niewiadomych tych réwnan wynosi (po poprzednim
wyrugowaniu wszystkich niewiadomych orjentacyjnych) 2 », przeto tyle
razy nalezy przeprowadzi¢ redukeje wyrazu [LL).

Ostatecznie bedzie zatem

: Ann e
[p0/0']+[0"6"] — [-n |-trr. @ )

Sumy, potrzebne dla obliczenia bledu p/, wyznaczymy w sposéb po-
dany w § G-tym b).

Po znalezienin wartosei poszezegdlnych dz,, dy,, dz., dy,., dz,, dy.,
obliczamy niewiadome orjentacyjne kazdego stanowiska zewnetrznego.

Na stanowisku 7 otrzymamy zatem dla wyznaczenia niewiadomej
dz; rownanie nastepujace (por. réwn. (1)):

["‘}}:T’—t— ‘( :'.,il_i'&r'.:"1" ‘{}i'.H_i" R

L R DA [ R VS
M0, : e e }-m.--i-v'; W l_fm i+ OYp+
@;., a;., 05 [5 s
my--v; i fmﬁ-:}— Vi Iyt fm,+lv‘ g0 mi+v; Iyt m; —l— f RG]

Suma [I]=0 ze wyglodu na przeprowndzoney poprzednio orjentacje

przyblizona. [Por. (12) i (13) § 6 0)).

Po znalezienin wartosei mewmdomej 0z, wyznaczamy z rownan (1)
poszezegdlne o na stanowisku I.
‘W analogiczny sposéb uzyskujemy poszezegdlne & dla wszystkich
stacyj zewnetrzuych, z ktérych tworzymy sume [$9).
A2
[6770"]— n Wyznaczamy z rownan (2).

w
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Wzory wyprowadzone powyzej odnoszg sig do przypadku, gdy wagi
wszystkich kierunkéw przyjeto na wstepie réwne jednodei.

O ile spostrzegano kierunki serjami pelnemi, lub gdy zamiast kie-
runkéw wykonano pomiary katowe we wszystkich kombinacjach (wedle
metody Schreibera), przyjmujemy przy przeprowadzaniu wyréwnania wagi
rowne jednoéei, natomiast jesli jedn. blad $redni ma sie odnosié do jed-
nego pomiaru kierunku, nalezy blad w,, uzyskany rachunkiem, pomnozyé
przez pierwiastek wladciwej wagi, N. p. przy pomiarach w s serjach pel-
nych przez \s.

Jezeli z jakichkolwiek stusznych powodéw musiano przyjaé dla
poszczegblnych kierunkéw wagi »dre (n. p. z powodu spostrzegania
kierunkéw serjami czedciowemi), — nalezy wedle uwag § 3-go rozdz. VII-go
[;}”J jako wage A’/ ostatniego réwnania bledéw (2), zas —[;]
jako wage A’ ostatniego réwnania bledéw (3), o ile wagi kierunkéw
wewnetrznych byly »,”’, py’’...., zas zewngtrznych p,’, py/....

W przypadku pomiaréw kqtowych w réinych kombinacjach lepiej nie
stosowaé powyzej opisanej metody wyréwnania spolrzednych, lecz albo
postapi¢ wedle wskazéwek § 8-go rozdz. VI-go, t.j. ustawié dla kazdego
stanowiska system rownowazny spostrzezei i spostrzeZenia te, jako nieza-
lezne wprowadzié do dalszego wyrdwnania sieci tryangulacyjnej, opisanego
w rozdziale nastepnym, albo po uloZeniu warunkdéw sieci wraz z warun-
kami stacyjnemi, przejéé na wyréwnanie spostrzezeni posrednich sposobem,
opisanym w § 2-gim rozdz. V-go.

Wybér metody zalezy od tego, ktéra z nich wymaga mniej pracy
rachunkowej.

Cheac wyznaczyé bledy drednie niewiadomych, naleZzy utworzyd
(z ostatecznych réwnan normalnych) réwnania wag, ktére dostarczg nam
wartoSci spolezynnikow: Qui, Qie, Qusy.... Que, Qos.... 1 t. d.

Bledy sr. spolrzednych punktow P, R, S,... beds woéwezas okreslone
wzorami :

(Moo=t Quiy (Wy)y* =tto® Qasi (Wa)r’=tho® Quay () ' =t Quty g

(a)s®= po® Qs.5, (I"’y)32=ﬂua Qo.oye v
za$ dla obliczenia bledéw $r. wyznaczenia poszczegélnych punktéw, uzy-
jemy wzordw: \
Mp?=(ta)p? =+ ()p%) = ()2 () = (102)s2 4 (), (12)

Bledy sr. odleglosei punktow obliczamy jako bledy funkeji niewia-
domych wedle wzoréw (16) lub (26) § 8-go rozdz. IV-go.

Jako wzor preyblizony, wystarczajacy zazwyczaj dla praktyki, podaje:

przyjaé —

] 2 2 2 2 2
HP.9-2= e ;rﬂr ) ﬂ'ﬂ.aa':'!"lp";'&{', sl = e 42_#‘ ' T ey (13)
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Ze wzgledu na oszczedno$é miejsca nie podajemy przykiadu liczbo-
wego, odsylajac czytelnikow do dziel, podajacych je w formie przystepnej?)
i ustepu ostatniego § 9-go.

§ 9. Zredukowane réwnania bledow w zastosowaniu do metody
wyréwnania spolrzednyech. (Zred. réwn. Schreibera).

Metoda wyréwnania spélrzednych ma bardzo wielkie zastosowanie
przy tryangulacji panstwowej.

Jak juz wspomnieliémy poprzednio, uZywamy jej prawie wylacznie
przy wyznaczaniu punktéw rzedu III-go i IV-go, bardzo czesto przy
wyréwnywaniu spolrzednych punktéow rzedu II-go, a takze niekiedy, gdy
wyréwnanie dotyezy punktow rzedu I-go.

Aby zmniejszyé naklad pracy, spowodowanej wielks iloScig réwnan
bledéw, ustawil Schreiber 6 twierdzesi, dla ukladania zredukowanych
réwnan bledéw, ktorych tresé da sig takze ujad w 3 wzglednie 5-ciu regu-
tach, podajacych wskazdwki dla niejako mechanicznego tworzenia réwnan
bleddw.

Twierdzenie I.

Jezeli niewiadoma dz znajduje | moZna je zastapi¢ (m-+1) réwna-
sig we wszystlkich n roGwnaniach bl. niami bl., wolnemi od niewiadomej
ksztaltu: bz, ksztaltu:

0, =—0z+a,02+b 0y+.z2 wagg=1 0, =a,02+b0y+..+1 z wagg =1

(31.==—Jz+aﬂdx+bﬂ5?f‘|‘u- n ‘=1, 6“!=a’“6m+bﬂ(jy+“.+£u : e
A=[a)0z-+[b]0y+ vty 5 —--

Réwnanie normalne dla pdzZniejszego (t. j., gdy sig zna dz i dy)
wyznaczenia 0z, opiewa :
O=—ndz+[a]dz+[b]dy—+...+[!]

Twierdzenie II

Roéwnania bleddw, réZnigce sig | mozZna zastapié przez jedno o wy-
ze sobgy tylko wyrazami wolnems gladzie:
i wagami, ksztaltu: ;
0,=adz+bdy+...4l, z waga p, A-—:-ada:—i—bdy-{-...+{{3;]]zwagq=[p].

d"-"—:a(sx"i"bdy""---‘]'lu n  Dn |

1) Jordan. Handb. d. Verm. tom I 1920 a) sposéb mniej Scisly (nzywany czgsto
w praktyce) str. 482—441, b) sposéb Scisly str. 445—448; dla punktéw IV-rzgdnych:
Wellisch, Th. u. Prax. d. Ausgl. t. II 1910 str. 120—180 (wedle instr. pomiar. austr.).
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Twierdzenie III.

Réwnanie bleddéw: ‘ mozna zastapié réwnaniem :

dy=adz+bdy-+..41 zwaga=p, | A=radz4rbdy-..-+rl zwaga= i.
|
Twierdzenie IV.
sig tylko w dww réwn. ksztaltu: Jednem, uwolnieniem od niewiad, dz:

d,=—dz z wagg =1
0y=—dz+adz+boy+.+l , =1, |

O ile niewiadoma dz znajduje | mozna oba te réwnania zastapicé

A=adz+bdy-+..+l z wagy =1

Twierdzenie V.
Dwa réwnania bl, réZnigce réwnowasy réwnanie zastepeze :
sic miedzy soba tylko wyrazami
wolnems?, ksztaltu :

0,=adz+bdy—+..+1 zwagy =1 ‘ A=2ade+2b0y+. .+l +lzw.=}.
0y=adz+t+bdy+..+1, R L

Twierdzenie VI.

JeSli w szeregu réwnan ble- zastepujemy owe dwa rdéwnania
déw znajduja sie dwa, z ktérych bledow jednem :
jedno rézni sie tem od drugiego, |- A=3ad2+3bdy—+..+21 +1,
ze préez innego wyrazu wolnego | z wagy =1.
odpowiada mu waga ='ly; (przy- (Twierdzenie to wynika z twierdz.
czem reszta wag =1): . IT-go i III-go; wedle II-go: jest
=ade+boy+..+l zwagy = ; e )
§2=adx+b(§y+".—|—£.‘, y =1, A --.:adx—l-bﬁy-l—...-..._l...ﬁ..__ z wagy

=1'D, & mnozgc je przez 3, otrzy-
mamy wedle IIl-go: A=3adaz--
+8bdy-+..+2L -+, z wags
16 1
-5 =._.6).

Wszystkie tu przytoczone twierdzenia opierajg sie na rozumowaniu,
przeprowadzonem w § 3-cim rozdz, VII-go, wzglednie moZna je wypro-
wadzid, stosujac zasady réwnowazZnych systeméw réwnan bledéw.,

Aby ulatwié¢ ustawianie rownan bleddw, podal Schreiber 3, wzglednie
b regul, ktére sg wladciwie tylko Seislems, o ile na stanowiskach stalych
nawigzano sig wylacznie do jednego kierunku stalego.

Tatwo jednak mozZna wykazad, Ze reguly te sa, biorac rzecz prak-
tycznie, do uzycia i w przypadkach nawigzania sie do kilku kierunkéw
statych.
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Wzory &cisle, ktérych nalezaloby wlasciwie uzyé dla okreslenia wag
kierunkdw zewnetrznych przy nawiazaniu si¢ do m kierunkéw stalych, sq:
m 9%) : m—+v—

[3 1 f o
s { § 2-go a)} i p+ T {_\7) § 8-go}.

p:
Wzér pierwszy ma zastosowanie, gdy na stanowisku stalem zmie-
rzono précz m kierunkéw stalych tylko jeden kierunek weinajacy (t. zn.
do punktu wyznaczanego), drugi, gdy pomierzono » kierunkéw weinajq-
eych; wzlr pierwszy jest zatem zawarty w ogdlniejszym wzorze drugim,
o ile »=1.
Przyjmujge, %ze w praktyce nawigzujemy sie  przecigtnie do dwu
kierunkdéw stalych, otrzymamy nastepujace wagi dla kierunkdw zewngtrz-
nych (dla m=1, =2, i =38, oraz v=1, =8, =38):

m—1 m=—9 m=—3
* v=1, p=}=060, p=}=067, p=§=076
=2 p=4=067, p=4=076, p=F=080
)

v=8, p=}=076, p=4=080, p=§=088

Dla uproszezenia przyjmuje Schreiber, zastosowujge poprzednio
podane twierdzenia réwnan bledéw, wage kierunku zewngtrznego =4,
o ile »=1, za§ wagi kierunkéw zewnetrznych =1, o ile »>1, co odpo-
wiada w przyblizeniu powyzszemu zestawieniu.

Reguly Schreiberowskie, oparte na tem zaloZeniu, sy nastepujace:

Regula T.

Réwnania bledow d, i d,, odpowiadajace kierunkom przeciwnym,
dostarczaja "jednego réwnania bl.:

A=0,+0y z waga =L, (poréwn. twierdz. V-te)
z wyjatkiem, gdy d, lub d, odpowiadajy jedynemu kierunkowi weinajg-
cemu stanowiska stalego; jeZeli n. p. d, odpowiada jedynemu kierunkowi
weinajgcemu, zamienia sig¢ regula I na:
Regule I a).
A=20,+0, z wagy =} (poréwn. twierdz. VI-te).
Regula II.
Kazdemu kierunkowi jednostronnemu (wzdluz ktoérego celowano
tylko w jednym kier.) odpowiada, o ile »>>1, réwnanie:
0= s z waga 1 (poréwn. poprzednie uwagi).
Regula II a).

O ile natomiast »=1, t. j. klerunek 6w jest jedymym kierunkiem
weinajgeym, zmienia sie wzor poprzedni na:

O0i=..... z wagg § (poréwn. poprzednie uwagi).
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Regula III.
Précz tego mnalezy dolaczyé na kaZdej stacji o » kierunkach weina-
jaeych réwnanie (wynik. z twierdz. I-go):

1 1
A=0,+0y+0,+.... a) z wagy o b) z wags =_§;_—r_l;

waga —:7 odnosi sig do przypadku, gdy stanowisko stanowi jeden z punk-
tow wyznaczanych, zatem gdy kierunki weinajace sa wewnelrznemi; waga
-—;”%1-, gdy stanowiskiem jest punkt staly, t. j., gdy kierunkami wei-
najacemi sy kierunki zewnetrzne (w liczbie »).

Réwnanie dodatkowe (reg. III) odpada w tym drugim przypadku,
gdy v=1, gdyz jest wéwczas zawarte calkowicie w regule ITa).

Dla lepszej orjentacji podajemy nastgpujacy przyklad, odpowiadajacy przy-
kladowi liczbowemu, przytoczonemu w I-szym tomie Handb. f. Vermessungskunde
Jordana 1920, § 109 str. 435 (kier. wewngtrzne) oraz § 111 str. 445 (kier.
zewnetrzne).

Fig. 20.

Ogélna ilo§é spostrzeden wynosi 42, z tego przypada na stanowisko

SRS 6 kier. wewnetrzn,
Ro..... b ” .
| B S 1 , zewnetrzny i 8 kier. stale

L veiaion 2 , zewngtrzn, i 4 4
ABBEG Syy 1 , zewnetrzny i 8 o
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1DV SR 2 kier. zewngtrzne i O kier, stalych
Vi 1 , zewngtrzny i 8 , stale
Vb oA o 2 ., zewnegtrzne i 4 o

(Poréwnaj fig. 20; kierunki do punktéw stalych oznaczono dla przejrzy-
stodei rysunku krotkiemi strzallkami).

Ze wzgledu na opuszczenie réwnan bleddw, odnoszqeych si¢ do kierunkdw
statych, oraz wyrugowanie wszystkich niewiadomych orjentacyjnych 3z, nalezy wedle
metody dcistej, podanej w § 8-mym, ustawié pozostale réwnania bledéw, odno-
szace sie do kierunkéw weinajacych, w sposéb nastepujacy :

stanowisko P.

stanowisko R.

81 = s e s e = 1, L I D =
B e bl e AN p= 1, R e pu= - 1
3, = St AT heliatee oo p= 1 R A AT Bk
e o D DO O GO D 3 i p= 1, U i ot e e o VAT p=
R R R A e o i =l e o s G e |
B =iy ey e e p=_1, A =38 +33+B.}+am+3“, p=—1%,
'.\p= +3 +a 'l‘a +B +Bﬁv 'P—'_““ii‘!
stanowisko I. stanowisko II,
By p= 1 TR cop= 1
8y =by p=—1 B a=oennn. p= 1
(lub tylko: 3jy=..... et 1 A =38, +34 p=—%
lub {313= ....... r= %
(ty]lto: SIS e p= %)’
stanowisko III, stanowisko IV
Sig==...00 p= 1 It e R 0 p="1
Srremdp e Bp=.reininn p=i 1
(lub tylko: 3y=...., p= $), Ary=0; 448, p=—1%
Iub ST a S p= 4
(tylko: By = Al v p=" 4}),
stanowisko V, stanowisko VI
Sp=1reae p= 1 N S o p= 1
Ay =ais Pww 3 B0 = v evruins p= vl
(lub tylko: 8j5=1...., p= ), Ayr=8,0 48y, p=—1%
lub Bie =N p=}
(tylko R N 0 p= {:r)

Natomiast stosujac reguly Sehreiberowskie, nalezy ustawié¢ nastepujacych
16 réwnan bledéw (wolnych réwniez, jak i poprzednie od niewiadomyeh orjen-

| tacyjnych):
| & +3, p=1%
a) réwn, bl. kierunkéw spostrzeganych o +% p=+4
obustronnie jako: kierunki tylko we- ai,ﬂraw p=4 la I
wnetrzne, lub wewngtrzne i zewnetrzne 3 +8, p=1% (regula I) ,
lecz nie jedyne, l 3, +3, p=13%
% +30 P=1
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b) réwn., bl. kierunkéw spostrzeganych ' 28, 43, p=1% :
obustronnie jako: kier. wewn. i jedyne | 23,48, p=% (vegula la)
kierunki zewnetrzne, l 28, 485 p=1,
¢) réwn. bl. kierunkéw spostrzeganych [ & =...., p=1 £ .
jednostronnie, a8 = e (regula 1I)
d) réwnania dodatkowe dla [ 8, -8 8,48, -8+, p=—1,
kierunkéw wewngtrznych, 8y 485+ +3,5+844, p=—=, (vegula Illa)
3 3 =i
¢) réwnania dodatkowe dla kierunkéw J 3::16;: g___ ir (regula II1 3).
zewnetrznych. ' j;n+a” b
3 L]

§ 10. DokladnoS$é wyznaczenia ]illlll{t.ll. Elipsa bledu Sredniego.

Przy wszystkich wyréwnaniach, omawianych w niniejszym rozdziale,
okredla nam dokladno$é wyznaczenia punktu P wzér (21) § 2-go b):
!‘)r2=ﬂ£2+#‘y2
(przyczem u, i p, oznaczajs bledy ér. spélrzednych punktu P).
" Taksamo majg znaczenie ogdlne wzory (11) § 8-go:
.u;n?’= Ql.l ”03, .nu’yz:' Q2.2 ;u-ozn
O ile wyréwnanie dotyczy tylko jednego punktu (wyréwnywanego
pojedynczo), a réwnania normalne maja ksztalt:
[paa) 6+ pabd) 6 y+[pal]=0
[pab) d z+[ pbb) 6y +[pbl]=0,
mozna przedstawié Qi 1 Qe we formie nastepujacej (por. (20) § 2-go b)):
—_ |poo] [200]
Cua= (paa][pbb.1]" o
Quimes 220] = [P0
[paa)[pbb. 1] o
prayczem o=paal[pbb.1]=|paa)| pbb]—[pab]*. (1)
Przechodzge do bleddéw érednich spdélrzednych, otrzymamy w tym
przypadku

y , | pbb : [ naa |
”z.éx‘uué_[}la_"]’ Mﬁg‘.:ﬂu}.[pa _]’ (2)
a blgd $redni wyznaczenia punktu P bedzie okreélony wzorem :
: aa bb Y
pa el b ALVl L o

0'

Chege oméwié wyczerpujgco sprawe dokladnosei wyznaczenia punk-
tow, naleZaloby, idac za wzorem Helmertal), rozpatrywaé jg ze stano-

1) Helmert. Ausgleichungsrechn. n. d. M. d. kl. Qu. 1907 (wyd. 2-gie) str. 298—527,
§ 6. Partiell dquivalente Beobachtungsreihen. § 7. Fehlerelipsen.
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wiska znacznie ogdlniejszego, uwzgledniajac nietylko dowolna ilosé nie-
wiadomych, ale takze dowolny sposéb wyrownania (zgodny z zasadg teorji
najmniejszych kwadratéw), co jednak wymagaloby wprowadzenia nowych
pojeé pomocniczych, jak réwniez i do$é wiele miejsca, ktére ze wzgledu
' na ograniczone rozmiary calodei, musi byé zarezerwowane na inne partje,
o wigkszem znaczeniu praktycznem.

7 tych powoddéw ograniceymy dalsze wywody do przypadku wy-
rownania spolrzednych punktu pojedynczego, jednym ze sposobdéw, poda-
nych w §§: 2-gim, 4-tym lub 6-tym.

Nasamprzod zastanowmy sie nad wplywem zmiany ukladu spélrz.
na bledy u,, pu. i u,.

O ile jest zupelnie jasnem, Ze przez rdwnolegle przesuniecie osi
ukladu nie nastqpi zmiana Zadnego z bledéw m,, . i m, nalezy zbadad,
czy sprawa ma sie tak samo przy skrecemiu ukladu spoélrzednych.

Wezmy na uwage ;:._,,2=[Paa]~;-[_pb_f;] i
Licznik [paa)[pbbd] moée.my %6 wzglqdu na
8. 3;‘
2 2
przez o’ [Z’ sin (a)] [Rc_os_(m)J ..... -0 [ ]; zatem (4)
pbb]=0?| L. B
[paa)+[pbd] o =il (D)
Mianownik  o=[paa]| pbb.1]=|paa][pbb]—|pad)®== |

ﬂ(plaln-'-psa'ﬂwnl— il +p“ a’li) (p1b13+p2 b22+ i 4 +p" bﬂz)._ i (6)
""‘(Pl a'1 b1+pgag bg"‘ CRCRC 'I‘Pu Uy b‘l’l)z;

po wykonaniu zaznaczonych dzialan otrzymamy zatem :

Py alz.pl b12'l'p1 a, 23343 ng“["' ......... +p, a, A0 b,?

Dy 03 Dy b +0a 0 P b .0 i 4Py @y* pn by?

Dn Ot D3 012500 B Pebo 1 v vans +pu @2 po b
"".?710-12_3’1 b]la_ps a‘aaps b21+ -------- ”"‘Pna‘l?'pn b,? (7}
—2p; @, by Py by—2py Ay by Py ay byt

—2p, a, be1 @y by —2p, @y byp, a, b, + ..
_23)1 a’j 1804y bi """""""""

......................
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a nastepnie, Igczac ze sobg odpowiednie wyrazy:
D1 0,*py by*—2p, a, b, py a; by+py ag*p, b *=p, py (@, by—ay b,)*
P10 p, by 2__23’1 @y by Py @y by +py @y’ py b *=p, p, (@, b,—a, b,)*
p]. ajspﬂ b‘l’lz_gpl al bl pn afu bn_'_pﬂ afrzzp; b12=P1 pu (al bu—au bl) 2,
a w sposéb analogiczny): Py Ps (@ b;—ay by)?
P: P, (a3 b, —a, by)* (8)

Pu—1Pn (aﬂ—l bﬂ_ a, bn—l) :'

Biorac na uwage dowolny czlon, n. p. o wskaznikach <.k, prze-
ksztalcimy go analogicznie jak poprzednio licznik wzoru (8):

Pipi(a; by—ay, b)=p; pro* (h:%}n (@); cos (ﬂ;).k:; sin (@), cos (a_)f) 3= l
5 ‘ (©)

p,pk 55— 0%sin?{(a)y— (a):}.
Poszezegdlne czlonﬁy wzoru (8) sa zatem zalesne tylko od katdw,
zawartych miedzy poszezegolnemi kierunkami, za§ niezalesne od wielkosei
azymutéw pozornych, t. j. od skrecenia ukiladu spolrzednych.
Na blad éredni wyznaczenia punktu
aa bb
#}FMV[? ]G[zﬂ ]
nie wplywa przeto zupelnie skret ukladu spélrzednych, b, zn., Ze u,, obliczony
‘przy dowolnie przyjetym ukladzie osi spélrzednych, pozostaje bez zmiany.
Natomiast ze wzgledu na zwigzki:

B[] |
; 10
;af:yoﬂ[pqa].:ﬂnn.?j [p51n2..(“)] J (19
: S o g |

g3 2
wykazujgce zaleZnosé u, i u, od sum [ (a)] [psn: (a)J bledy spol-

rzednych p, i w, sy zaleine od przyjecia kierunkow osi spétrzednych, a tem-
samem moga byé i z reguly sy w kazdym kierunku inne, mimo Ze
suma kwadratéw bledow $r. dwu kierunkow prostopadlych jest zawsze rdwna
kwadratowi bledu Sredniego p,*.

Aby znaledé kierunki, w ktérych bledy érednie osingajg swa naj-
wielszq 1 najmniejszq wartoéé, postgpimy w sposéb nastepujacy.
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Przypusémy, ze dla uzyskania pary bledéw srednich spélrzednych,
skladajacej sie z bledéw najmniejszego 1 najwiekszego, trzeba obrad
. uklad spdlrzednych, skrecony od poprzednio obranego o kat .

Przez skrecenie ukladu spélrzednych o kgt @ zmienimy poszezegdlne
(@) na (@)+ ¢, zatem Bpélczynniki rownan bledéow przejda na:

5 sin +¢ 7 cos| a)-+
a'=—p- { 3 _} b = _l_g_.._{_;é__?,},
& W nastepstwie zmienig sie takze i1 odpowiedne spdlezynniki réwnan

normalnych

[pa’a’]=¢ (p‘ sin?{(a), +q>}+ z sin?{@)y+ol+....... )=

I

o? {[fx sin? (a)] cos? @ [32 cos“(a}] sin? g+ [% sin (@) cos (a)] sin2¢ }r =
[pa’ a’]=[paa)cos? g+ pbb]sin? p+ [ padb]sin 2 ¢ ; (11)
[pb'd']=p (p, cos“{(a)l+qv}+ ----- Lcos? {(@g+ @)+ .0iiuins )—_—

-p? {[% cos? (a)] cos? p+ [8-2 sin? (a)] sin? :pﬁli% sin (@) cos (a)] sin 2 (p}

[pb'b')=[ pbb] cos® p+[ paa] sin * p—[ pab]sin 2 ¢. {21%)
Natomiast, jak wykazano, jest o niezalezne od skrecenia ukladu.
Pochodne obu zwigzkéw (11) wzgledem ¢, przyréwnane do zera,
dostarczajg nam réwnan:

Q[%%_QL_{[pm]—[pbb]; §in 2 p+2 [ pab] cos 2 p=0 (12)
Q[g%){ﬁ] —{[paa]—[pbb]} sin 2 p—2 [pab) cos2 =0, - (12%)

z ktorych obu wynika zgodnie:
R[pad]
[paa]—[pbb]
Réwnaniu temu odpowiadajs dwie wartosei katéw, t, j. @ i @=4-90%
Oznaczajac bledy érednie spélrzednych w ukladzie, skreconym o kat
@, przez u,’ i p/, otrzymamy ze wzgledu na zwigzki (11):
'—"[& .llp c:b’l Ju’tl {[

tang 2 = (18) q

paa)sin? @[ pbb] cos? p—2[pab]sin ¢ cos ¢} I

‘) (14)
py.“::uo“['pa: ——_-‘lfg—{[paa]cos"qm-{-[pbb]sin“qo-2[pab] sincpcos(p}.l
Biorge na uwage
sin”qo=-1f-c;§-g-q—), cosp= 1+co_s 204 (16)
[y Alpab] V([m“] ~[pbb) + Afpadl®
—(1+tang?2g) "={1 A, prbliealnat].
cos 2¢p=(1+tang?2 ) o+ T pbb)2 (paal—[pbb)?

Dr. K. Weigel. Rachunek wyréwnawezy, 18
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otrzymamy po podstawieniu

V([ paa]—[pbb)/*+-4 [ pab)i=W: - (16)
s D [P_aﬁl_wipbffl, (17)
a nastepnie ze wzgledu na réwnanie (13):
- 2 [ pab]
il otert 18
sin 2¢ 7 - (18)

Wstawiajac te wartoSci do zwigzkéw (16), uzyskamy

W—[paa]+[pbb] W+[paa]—(pbb]
2w 2W :
a rugujac te wartoSei w réwn. (14), po odpowiedniem uporzgdkowaniu
wyrazow, ostatecznie:
e z[paa +[pbd]—W N o[ paal+-[pbb]+ W
i 20 L/ 20 /
przyczem oczyw1écle oo A= =2
Przyjmujac wartosé W z réwnania (16) ]ako bezwzgledng, otrzymu-
Jemy na podstawie réwnania (13) kat ¢, o ktéry nalezaloby skrecié obrang
o8 z-6w, aby po wprowadzeniu jej do poloZenia z’, uzyskaé w kierunku
tak otrzymanej osi najmmniejszy blad ér. u,. '

sin? p= , COS2p= (19)

(20)

W praktyce przyjmujemy zazwyczaj jako of z-6w kierunek, odpo-
wiadajacy najwigkszemu bledowi $redniemu. Aby znale§é kat 9= gp--900,
J&kl ten kierunek zawiera z kierunkiem, przyjetym poczatkowo jako of
z-6w, nalezy ze wzgledu, %o 2y=2 @==180° polozyé:

—2 [ pab] c
—~{[paal—[pov]}’ 2
przyczem wlasciwy kwadrat kata 2y wynika ze znakoéw licznika 1 mia-
nownika.

Po obliczeniu W z wzoru (z ewent. kontrol@)‘

tang 2=

s pa ey S 2[pab)_ —\[paa)—[pbb]}
W=+ V{{pad]~[pbbl) & pat]i= o FH LRI (o)
otrzymamy :
W an = ﬂ;‘[paa]_l-g{:bbh- 4 (w kierunku ) l
(23)
B in = g (xed) —I_‘z‘:f bb-]" W(w kierunku wp--900).

Znajac kab ¥, ftue 1 e, moZemy wyznaczyé bledy érednie w kas-
dym kierunku przy pomocy zwigzkéw :

2=, e 0082 @4 u?, 8in? @

My = s S0 @, cos?
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przyczem p, oznacza blad &r. w kierunku, zawierajacym z kierunkiem
e kot @, za§ u, ket a--90".

Na zalgczonej figurze przedstawia krzywa kreskowana, odpowiada-
jaca rown. (24) t. zw. kreywe bledow Sredmich, powstalg wskutek nanie-
sienia w kazdym kierunku odpowiedniego bledu Sredniego.

Przyjmujac poezatek ukladu spélrzednych w punkcie P, a kierunek
osi z-6w zgodny z kie-
runkiem f ., okreslimy f-xJ
elips¢ o polosiach w e
1 @i 1 Srodku spadaja-
cym z punktem P row-
naniem nastepujacem :

i
e +H»"";-.,..-nml° (25)

Elipsa ta moze nam
réwniez posluzyé do wy-
znaczenia bledu Sredniego
w dowolnym kierunku o
(liczac od 081 f ), & to
z powodu, %e styczna do
owe]j elipsy, poprowa-
dzona pod kierunkiem
90°+ @, odeina na pro-
stopadlej, przechodzgcej
przez punkt P, odecinek
réwny bledowi sredmie-
mu w kierunku e.

W mysl tego twier-
dzenia przedstawia PC
blad dredni w kierunku &%)
@, za§ PD blgd $redni
w kier. 90°4a. (Patrz
fig. 21).

Elipse te nazywamy przeto elipsq bledw Sredniego.

Przedstawienie dokladno$ci wyznaczenia punktu przy pomocy elipsy
bl. ér. ma te wy#zszodé nad réwnaniami (2b), Ze dla narysowania elipsy
potrzebna jest nam tylko znajomodé kata o, oraz obu pdtosi fyee 1 Mmin
podezas, gdy krzyws bledéw &rednich trzeba wyznaczaé na podstawie
réwnania (24) punkt za punktem.

W praktyce poprzestajemy zatem tylko na wyznaczeniu (i ewent.
narysowaniu w odpowiedniej skali) elipsy bledu sredniego.

Tig. 21.

*
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Précz wymienionej elipsy moZemy wyobrazié sobie nieskoriczons
ilo§é spétérodkowych podobnych elips (o $rodku P) t. zw. elips bledéw.

Rachunek prawdopodobiefstwa, zastosowany do elips bledéw, poucza
nas, %e kazda elipsa bledu jest miejscem geometrycznem réwnoprawdo-
podobnych poloZen wyznaczanego punktu. Powiekszajac liniowo wymiary
poprzednio wyznaczonej elipsy w stosunku 1:1'17741, otrzymamy t. zw.
elips¢ prawdopodobnego polozenia punktu P; prawdopodobienstwo, Ze wy-
znaczony punkt leZy wewngtrz pola tej elipsy jest falkiesame J&L prawdo-
podobienstwo, Ze lezy zewngirz jej pola, a oba sg réwne !/,.

Jestto t. zw. prawdobne polozenie punktu P1).

Zunstosowujae przytoezone powyze] wzory do prazyktadu, podanego w § b-tym
niniejszego rozdzialu (str. 262), obliczymy nasamprzéd

—2[pab) 36508
ti e L e R RO O
ang 2 == {[_paa] [pbb]} 99489 0+3566929
2¢=19938/84/77, §=9949/17//-4,

a nastepnie
2[pad]  [paa]— [pbb] 356608 994892

gin 20 cos2¢ O 836168 0-941806

=106629,

oraz
o=[paa][pbb.1]=[paa][pbb] — [pab]*= 64619 x 164101 — 177564~ 102888380083,

Wobec tego otrzymamy najwigkszy blad sredni w kierunku o azymucie
§=9949/17/+4 ;

e ‘\/[_paa +[pbb]+W 10'02\/6461(}4-104101-}-106{)29

2% 10288838008
W= 1002 X 0:0040 = 4-0-040 m,
[paa]+ [pbb] 64619 164101—106629
PR |Gl —10:02 g
488 P min=ho 9% 10288838008

[ nin == i10'02 X 00024 = :tO'OQ‘L m

blad najmniejszy w kierunku prostopadlym, zatem o azymucie: 99949/17//+4,
‘Wymiary elipsy prawdopodobnego poloZenia punktu P sa:

polos wielka =--0'047 m, polos mala - 4-0:028 m.

!) Literatura, traktujgcea o elipsach bleddw, jest bardzo rozlegla. Précz poprzednio
wymienionego miejsca w zacytowanem dziele Helmerta, naleiy tu wyszezegdlnid:
A. Bravais, Sur les probabilités des erreurs de situation d’un point, Mém. prés...
A I’Academie d. sc. de 1’ Inst. de France t. IX.; Andrae, Fehlerbest. b. d. Aufl. d. Po-
thenotschen Aufgabe, Astr. Nachr. tom 47, 1867, Nr. 1117; Schols, Théorie des erreurs
d. le plan et d. 'espace w rocznikach Szkoly politechn. w Delft, t. IT 1886; Helmert,
Studien ii. rat. Verm. im Gebiete d. h. Geodiisie, Zeitschr. f. \a[a,th . Physﬂr, 1868.
str. 78 i dalsze, i t. d.




ROZDZIAL JEDENASTY.

Tryangulacja (Cze$¢ trzecia). Wyrdéwnanie sieci
tryangulacyjnych.
A) O znaczeniu lokalnem, B) obejmujgcych wieksze obszary (kraje).
4)

§ 1. WiadomoSei wstepne.

Sieci tryangulacyjnych uZzywamy tak przy zagadnieniach, dotyczg-
cych dziedziny miernictwa, jak i geodezji wyzszej. :

W geodezji wy#szej poslugujemy sie niemi przy pomiarze stopni?)
(poludnikéw, wzgl. réwnoleZznikéw) i przy rozmierzaniu kraju, w mier-
nictwie przy pomiarach miast, wykonywaniu wigkszych zdjeé i t. p. Pod-
czas gdy sieci, zakladane dla celow geodezji wyZszej, obejmujay czesto
cate kraje, lub przynajmniej znacene ich polacie, mieszezy sig sieci uzy-
wane w miernictwie na nsewdellich obszarach, tak, ze moga byé trakto-
wane w praktyce jako utwory plaskie.

Mimoto, %e zasady ogdélne wyréwnywania sieci tryang. sg w jednym
i drugim przypadku tesame, wystepujg przeciez w ciggu wyréwnywania
obu typéw sieci réznice, spowodowane wielkoscig obszaru, ksztaltem sieci,
ewent. uwzglednieniem zakrzywienia ziemi, oraz dokladnoscig pomiaréw
i rachunku.

7 powodu tych réznic, okazalo si¢ wskazanem, omoéwié oba rodzaje
sieci oddzielnie, rozpoczynajac od sieci latwiejszych do opanowania, t. j.
tych, ktére nazwali$my sieciami o znaczeniu lokalnem, lub krétko ,lokal-
nemi, w przeciwienistwie do sieci, obejmujgcych wielkie obszary, ktore,
jako zakladane dla celéw pafstwowych, mozemy nazwaé krétko ,pasi-
stwowemi“.

Dokladnoé¢é wynikéw, osiagnietych w sieciach panstwowych jest
z reguly o wiele wiekszg od dokladnosei wynikéw, otrzymanych przy
pomocy sieci lokalnych. W wyjatkowych przypadkach moze by¢ jednak
odwrotnie; trafia sie to w bardzo wielkich miastach o gruntach bardzo

1) Wyréwnanie tych sieci, jako zbyt specjalnych, pomijamy.
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drogich, jakotez przy wytyczaniu osi dlugich tuneléw, gdzie pomiary,
oparte na sieci tryang. panstwowej, okazujs sig czesto za malo dokladne ;
natomiast moga w tych przypadkach sieci lokalne, jako obejmujgce sto-
sunkowo niewielki obszar, dostarczy¢ wynikéw zadowalajacych przy
zastosowaniu odpowiednich metod pomiarowych.

Pomiary przeprowadzane w sieciach lokalnych sg dwq akiego rodzaju :
dlugoseiowe 1 kqtowe ewent. kierunkowe.

Uniknaé mozna pomiaréw dlugofciowych przez nawigzanie sie do
- dwu punktéw sieci panstwowej (lub wlgczenie ich wprost do sieci), przez
co uzyskuje sie zarazem i orjentacje calej sieci (na podstawie azymutu
kierunku, lgczacego dwa punkty).

Jezeli Igcznodé sieci lokalnej z siecig panstwows nie ogranicza sie
do owych dwu punktéw podstawowych, lecz précz tego nawiazano sie do
innych kierunkéw stalych, nalezy przeprowadzié wyrdéwnanie sieci wedle
§ 8B-go rozdz. X-go (str. 260).

Sied tak zaloZona jest wladciwie siecia wypelniajgeq. Najczestszym
powodem zaloZenia sieci lokalnej jest brak odpowiedniej iloSci punktdw
tryangulacyjnych (ewent. brak wszelkiej tryangulacp), lub niewystarcza-
Jjaca ich dokladnosé.

W obu tych przypadkach nalezy przeprowadzié pomiar przynajmnie]
jednej dlugosci, t. z. podstawy (bazy) i to oc?yWJécxe z dokladnoéeig
odpowiednia dla celu.

(Przy pomiarach dokladnych nalezy dlugo§é podstawy zredukowad
do poziomu morza, lub innego przyjetego w panstwie poziomu odniesienia).

Orjentacja sieci nastepuje przy pomocy wyznaczenia azymutu jednego
bokw sieci jedny z metod, uZywanych w geodezji wy#szej (najczedcie]
z korespondujacych wysokodei slonica)?).

Bardzo czesto nie jest mozliwy pomiar Zadnego z bokdéw sieci;
wowezas nalezy obraé podstawe poza wladciwg siecia i przejéé z niej
pomiarami katowemi na jeden z bokéw sieci.

Sie¢, laczacy podstawe z bokiem wladciwej sieci, nazywamy siecig
podstawowgq, lub takZe rozwinigeiem podstawy.

Odkladajac dokladne oméwienie sieci podstawowych do drugiej czesci
B niniejszego rozdzialu, zauwazymy tylko, Zze najkorzystniejszy ksztalt
sieci postawowych jest rombowy, wzglednie podwdjnie rombowy.

Przy racjonalnem rozwinieciu naleZy mierzyé poszezegoilne katy
odpowiedniq ilo§¢ razy, ktéry moina wyznaczy¢ rachunkowo, co Jednak
1) Prry pomiarach o dokladnosci odpowiadajacej sieciom IV-rzgdnym, mozna
u%yé sposobu podanego w dziele F. G. Gauss, Die trigon. u. polygon. Rechnungen in
d. Feldmesskunst 1898, rozdz, IX-ty, str. 618, lub w ,Prezepisach obowiqz. przy pomia-
rach met, tryg. i poligon....“ M. R. P. Warszawa 1920, cz. I str. 85—87 i cz. II str, 160—162.
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czynimy tylko przy rozwinigeiach podstawy dla sieci panstwowych lub
sieci 0 bardzo waznem znaczeniu. (Poréwnaj cze§é B § 9-ty).

Przy spostrzeganiu katéw sieci lokalnej uzywamy zazwyczaj metody
kierunkowej; z powodu stosunkowo krétkich celowych nie zachodzi obawa,
aby przy pomiarze serji kierunkéw niektére z nich nie mogly byé obser-
wowane, (jak to ma miejsce przy dlugich celowych); serje beds tu zatem
z reguly pelne.

W przypadkach wyjatkowych (stanowisko chwiejne) stosujemy me-
tode pomiardw katowych, ktéra zajmuje jednak nieco wiecej czasu.

Aby unikngé zawilych wyrdéwnan stacyjnych, spostrzegamy kierunki
w serjach pelnyeh, lub katy niezaleine (ewent. wyjatkowo we wszystkich
kombinacjach).

Seryj czesciowych lub pomiaréw kgtéow w réZnych kombinacjach
nalezy, o ile moznoéci, unikad.

(Sprawe te omdwiono krétko w czgsei B niniejsz. rozdz.). Jako metode
wyréwnawezg bedziemy stosowali metode spostrzezen zawarunkowanych.

§ 2. Warunki sieei tryangulacyjnej.

‘Warunki, ktére musimy wzigé na uwage przy wyréwnywaniu sieci
sg pochodzenia dwojakiego.

Jedne z nich maja swe #érédlo w pomiarvach stacyjnych (na stano-
wiskach), drugie wynikaja z geomelrycznego kselatiu sieci.

Od warunkéw rodzaju pierwszego wwalniamy sie, wykonujac na sta-
nowiskach pomiary wielkosci niezaleZnych, wiec albo kqldw niezaleinych
lub kierunkdéw w serjach pelnych.

Jezeli jednak, jak to ma czesto miejsce przy pomiarach kgtowych,
pomierzymy na stanowiskach wewngtrznych sieci wszystkie kqty dookola,
powstaje t. zw. warunek kolowy (zamknigcie horyzontu).

Jak uwzglednié warunki stacyjne, wynikajace z pomiaréw katow
w réznych kombinacjach i seryj czedciowych, podajemy w czesei B niniej-
szego rozdzialu,

Taksamo powstnl]lg warunki stacyjne na stanowiskach o kierunkach
stalych'), o ile je wciggnieto do pomiardw.

Bez wzgledu na to, jakiemi pomiarami postugiwalidmy sie, czy jak
to z reguly ma miejsce, kierunkowemi, czy tez w wyjatkowym przypadku
katowemi, nalezy przy wywodach, odnoszgcych sig do warunkéw, wzigé
na uwage kqty, jako elementy konstrukeyjne danej sieci.

Niech bedzie ilo§¢ punktow sieci p, to ilodé niezaleznych elementdw,
koniecznie potrzebnych do utworzenia p-boku wynosi, jak wiadomo:

k=2p—38; (1)

1 W takich prszudk:wh nalezy sprawdzié, czy nie byloby ekonomiczniej, prze-
prowadzié wyrdwnanie spolrzednych metods, podang w § 8-mym, rozdz, X.go (str. 260).
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oznaczajgc ilosé elementéw danych przez d (znanych z pomiaréw' poprzed-
nich i obecnie spostrzeganych), otrzymamy na ilo§é warunkéw sieci (w) wzér:
(w)=d—k=d—2p-3. (2)

Na ilo$¢ d skladajg sie znane lub pomierzone podstawy (bazy) b

i katy (K)), (réwniez znane lub pomierzone) zatem:
(w)=b+(K\)—2p-+3. (3)

Wzér ten nie moze byé zastosowany w powyzszej formie przy sie-
ciach, wiaZacych soby sieci tryangulacyjne juz wyréwnane, t. j. przy
t. zw. sieciach lgcznych.

Bardzo czesto oddzielamy dla przejrzystogei nietylko warunki, wy-
nikajace z przymusu nawiazania, ale takze powstale z pomiaru wiecej
Jak jednej postawy, t. zw. warunki podstawowe, poslugujac sie wzorem,
ktéry jest wainy dla jednopodstawowych sieci, wolnych od warunkéw
nawiqzania :

w=1+4+K,—2p+3=K,—2p-+4, 4)
przyczem K, odnosi sie tylko do katéw mierzonych; kaida dodatkowo
dana (pomierzona) podstawa, jakotez kqt staly powoduja tyles nowych
warunkow, ktére trzeba dodaé do ogdlnej liczby warunkdw, okreélonej
wzorem (4).

: *Przy sieciach zawilych nadaje si¢ ten sposéb wyznaczania ilodei
warunkow lepiej, niz wzor (3).

Na ilo§¢ ogélng warunkéw sieci skladajg sie nastepujace warunki:

a) trdjkgtowe, czyli poligonowe w,,

b) stacyjne, wy,

¢) boczne, wy,

d) podstawowe, w,, a proez tego, o ile zachowano laczno$é z po-

v miarami dawniejszemi:

e) war., wynikajqce z nawigzania w,, (spowodowane przymusem na-

wigzania).

Przy omawianiu spostrzezen zawmunkowanych zw1éclhamy uwage,
ze przeprowadzenie wyréwnania sieci z niewwzglednieniem pewnych wa-
runkéw, lub wprowadzenie do wyréwnania warunkéw identycznych (zawar-
tych w juz uwzglednionych) powoduje falszywy wynik calkowitego rachunku.

Dlatego niedoé jest wyznaczyé ilodé ogding warunkéw wzorem (3)
lub (4), lecz trzeba wiedzieé¢ dokladnie ilosci warunkéw kaidego rodzaju,
przyczem musi byé:

(W)= Wi+ Wy 1w+ Wy + W, (6)
Jezeli do okredlenia iloSci warunkéw uzyto wzoru (4), bedzie:
W=Wy - Ws- Wy (6)

a ponadto trzeba bedzie do w doda¢ warunki, wymkal]ii,ce Z nawigzania
w, t warunki podstmwowe w,.
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§ 3. Wyprowadzenie wzoréw na iloS¢ warunkow sieei tryang.

Przy dalszych wywodach bedziemy poslugiwali sie nastepujgcemi
pkreéleniami. Niech oznaczaja

I linie sieci, wzdluz ktérych celowano,

Ay » obserwowane tylko w jednym kierunku,

Lt o o obustronnie, zatem (=1, L,,
(linie, obserwowane jednostronnie na punktach stalych uelem nawigzania
sieci, nie wchodza tu w rachubeg).

p ilosé wszysthkich punktéw sieci,

P, punktéw sieci, bedacych zarazem stanowiskamd,

D w oy weietych tylko wprzdd (z zewnatrz), zatem p=p;-+p.,

K. , lqtéw, pomierzonych w sieci,

K, , kierunkow, spostrzeganych w sieci,
zatem K,=K,—pi, K,=25+, K=24+1 —p..

Wzér (4) § 2-go, okredlajacy ogdlng sume warunkow bez wwzglednie-
nia warunkéw podstawowych ¢ nawiqzania, mozemy napisa¢ przy pomiarach
w—K,—2p+44=21,-+1—2p—p;+4, lub |

Iierunlkowych : w=21+ 4 —8p+Du-+4 ] (1)

a) Warunki tréojkatowe czyli poligonowe.

Jezeli w wieloboku o p; wierzcholkach pomierzymy p; katéow, t. zn.
wykonamy pomiary, celujac obustronnie wzdluz p; linij, bedziemy mieli
do uwzglednienia jeden warunek, odnoszacy sig do katow wewnetrznych
lub zewnetrznych p= boku, a to ze wzgledu na to, %e jeden (obustronny)
kierunek jest tu nudllczbowy

Celujac obustronnie nie wzdluz p, lecz \vzdhu ly kierunkéw, mamy
tyle kierunkéw nadliczbowych, a wige i warunkow, _116 wynosi roznica

l,—(pi—1), zatem .
wy,=l,—p:+1. 2)
(Punkta, weiete w liczbie p,, nie wchodzg tu w rachube).
Ksztalt tych warunkow jest liniowy. (Obacz § 4-ty).

b) Warunki stacyjne.

Jak juz wspomnieli§my, redukujy sie warunki stacyjne w,, przy spo-
strzezeniach katowych do warunkéw kolowych; iloSei warunkéw stacyj-
nych, wynikajacych z istnienia stalych katéw, wzglednie kierunkdéw na
stacjach, najlepiej nie uwzgledniaé przy obliczaniu ogélnej liczby warun-
kéw, lecz po ustaleniu liczby warunkéw bez przymusu nawigzania, dodad
do niej warunki w,, wynikajgce z nawigzania.

Przy pomiarach katowych wyréwnywanych jako katowe, bedzie zatem
liczba warunkow stacyjnych w, réwng ilosei warunkoéw kolowych, zad
przy wyréwnaniach kierunkowych, odpada ten rodzaj warunkéw zupelnie.
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¢) Warunki boczne (sinusowe).

Szereg trojkatow, z ktérych leZgce obok siebie majg tylko jeden bok
wspdlny, a tréjkaty poczatkowy i koncowy nie przylegaja do siebie Zzadnym
bokiem, tworzy t. zw. lasicuch tréjkqtow.

fancuch trojkatow, skladaga,cy sie z p punktéw, wymaga (pmcz pod-
stawy) 2p—38 linij, ktére nie muszg byé celowemi obustronnemi.

Obliczenie w lancuchu tréjkatéw dlugosei dowolnego boku z danej
podstawy przy zastosowaniu twierdzenia sinusowego, mozna przeprowadzié
tylko przy pomocy zwigzku jednych i tych samych kqtéow, czyli, jak to
nazywamy, jedng drogg.

Natomiast powoduje pomiar {(2p—38)+1} linij w lancuchu tryang.
o p punktach mozliwodé obliczenia pewnego boku sieci dwoma drogami,
t. j. z zastosowaniem ¢nnych kqiéw w twierdzeniach sinusowych.

Poniewaz stosunek owego boku sieci do jej podstawy moZna wyrazié
dwoma stosunkami iloczynéw sinuséw pewnych katéw, otrzymujemy,
poréwnujac oba te stosunki ze soba, t. zw. warunek boczny lub sinusowy
o ksztalcie nieliniowym. (Obacz § 4-ty).

Iloéé warunkéw bocznych sieci otrzymul]emy z roznicy miedzy iloScig
wszystkich linij sieci, a (2p—3):

wy=1—23p-3. (3)
d) Warunki podstawowe.

Pomiar wzglednie istnienie drugiej podstawy w sieci powoduje réw-
niez mozliwodé obliczania pewnego hoku dwoma drogami, zatem warunek
ksztaltu analogicznego jak warunek ¢).

Ilo§¢ warunkéw podstawowych réwna sie zatem ilodei podstaw sieci,
zmniejszonej o jednosé:

. w,=b—1. (4)

¢) Warunki wynikajace z nawigzania.

Kazdy kgt przejety do sieci z dawniejszych wyréwnan jako staly,
a taksamo nawigzanie sieci do wiecej, niz jednego kierunku stalego, po-
woduje po jednym warunku nawigzania.

Przy wielkich systemach, Iyczacych dwie juz poprzednio wyréwnane
_ sieci, powstaja warunki. ,zamkni¢eia poligonu“, o ktérych bedzie mowa
w ozeSei B niniejszego rozdzialu.

Kontroli, czy-ustalona ilo§¢ warunkéw kazdego rodzaju jest wla-

§ciwg, dostarcza nam do pewnego stopnia zwigzek
(w)=w,~+w,+w,+w,+w,, (6)

'l

lub z wylgezeniem warunkéw podstawowych i nawigzania:

W= Wy W, -+, . (6)
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§ 4. Ksztalt warunkéw sieci.

a) Warunki trdjkqtowe czyli poligonowe dostarczaja réwnan odchylek
o ksztaleie liniowym. -
I tak bedzie przy wyréwnaniu
a) kgtowem (wedle fig. 22—gleJ, przyjmujac
ze tréjkaty sa plaskie): :
@y + 0, + @y -+ 0y -+ @, -0, — 180°=0 T
@, + 0, 4 @ + 6, + &g + 0 —1800=0 } (warunki) o

8,408, . . +w=0 } (réwn.,
Bl eniie a8y =0 odchylek),
przyczem ,= o, a;+a,—180 Fig. 2.

wy=a, + & -+, —180,
Zamiast réwnan (1) mozemy uzyé takze nastepujacych dwu réwnan:
0,40y 404 +0, + 0, + 0y + @, =0
6, v+ v+ Oyt wy =0
Réwnania (1) sg jednak korzystniejsze dla rachunku niz réwn. (1%).
g) Przy wyréwnaniu kierunkowem beds sig¢ odnosily poszczegolne
6 do kierunkdw, zatem bedzie wedle fig, 28-ciej :
o =040 —0,+0—0;+d, . . . +w,=0 rown.
Bt A ol s ab oo Al s N L) D), } odehytek 3
prayezem: o= {(8)—(2)}+{(5) — @)} +{(7)—(6))
wy={(2)— (D)} +{B)—()} +{(10)— (9},
lub @, =ag 3+ ass+asq ')
Wy = 019+ Q.8+ Ap.10- o

(1*)

: /fa”l

2

b) Warunki stacyjne kolowe majg rowniez ksztalt \
lintowy, a ¥éwn. odchylek nie réznig sie od réwn. (1);
prazy  wyrdwnaniach kierunkéw odpada ten rodzaj 4L 79
warunkow. 5 PN
¢) Warunki bocene. . Fig. 23.
@) Wyréwnanie kqtowe.

Punkty sieci, dookola ktorych gru]JuJ g sie tréjkaty, nazywamy punk-
tami §rodkowemi (centralnemi).

Tworzge stosunek bokéw sieci, schodzaeych sie w punkeie srodko-
kowym E (na fig. 24.), otrzymujemy warunek boczny
a.b.c.d sin (@, + 0,) sin (@, 4-d, ) sin (@, 4-0,) sin (@, --d,)

b.c.d.a gaia Sin (@, +0,) Sin (@, 40, ) sin (e, +0p) sin (@ +0;)"

%)

1) Pisowni tej jako prostszej bedziemy uzywali nadal.
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(Stosunek iloczynu katéw po jednej stronie promieni, wychodzacych
z punktu $rodkowego, do iloczynu katéw, znajdujacych sie po drugiej
stronie promieni).

Sprowadzenie tego warunku do ksztaltu liniowego przeprowadzamy
z reguly, nadajac mu forme logarytmiczng;
otrzymamy zatem ze wzgledu, %e

log sin (a;+d)=log sin ¢;+ad f:d;,, (b)

przyczem df oznacza poprawke logarytmiczng
dla 1/ na T7-em, wzglednie przy sieciach
0 znaczeniu podrzedniejszem na 6-em miejseu:

log sin @, +log sin e, +log sin @, + log sin @, —
. —log sin @, —log sin ¢, —log sin a;—log sin ag -
e 50 - f, 6, —@f, 0, +df, 0, —af, 8, +df, 6, —df, b, +
: +df, 6, — dfy 0y =0. (6)
Oznaczajac sume logarytméw o, otrzymamy ostatecznie :
af,.6,—dfy, .oy af, .o, df, .0, +af; .o, —af, .0, +af;. 6, —dfy . 6y +w=0. (7)

W braku rzeczywistego punktu Srodko-
wego, mozna przyjac¢ za punkt $rodkowy do-
wolny punkt danej figury, o ile stosunek
zbiegajacych sie¢ w nim bokéw mozemy wy-
razi¢ stosunkiem sinuséw odpowiednich kg-
tow; w czworoboku moze byé nim takze
i praecigeie si¢ obu przekgini, a zatem punkt
pozorny.

W czworoboku obierajac () jako punkt
grodkowy (patrz fig. 2b), bedziemy mieli wedle
réwnania (7):
df, 0, — df, 0, +df, 6,—df, 6, +df, 6, — df, J, +

“+df, d,—adfy g+ w=0; (7%)
natomiast obierajac jako érodkowy punkt 4,
Tig. 26. otrzymamy, biorgc na uwage stosunek bokdw,
przecinajacych sie w tym punkcie:

@.b.c_ sin (@;+d;) sin (@ +0;+ @, +0,) sin (g +dy) S17 )
b.c.a sin (a,+ 0, +ag +dy) sin (@, +6;) sin (@, +0,) '’

w obec czego réwnanie poprawek bedzie:
dfy 0 +af3.4 (0, +0,)+dfy 6y —afy s (0, +dg) — dfy 6, —df, 03 +w=0, (9)

1) Przy wartodciach katéw migdzy 90% a 180° zmieniajg poprawki logarytmiczne
anaki na przecuione.
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lub po uporzadkowaniu:
(dfa_;—dfa) 63 +-dfs4 dﬁ —d& ‘56 |- dfe du‘—'dfi_s 67 +(dfs —df::_s} 68 +w=0. (lO)

Poprawki log. dfi4 i df;s odnoszg sie do katow (ay+e,) 1 (@ +ay).

Réwnanie poprawek, utworzone w czworoboku dla punktéw zewnetrz-
nych, uwazanych za $rodkowe, wykazujs précz wyrazu wolnego tylko
6 czlonéw, podezas gdy réwn. popr., odniesione do punktu srodkowego
pozornego, 8 czlonéw. Ostatnie jest zatem mniej korzystne, o ile chodzi
o naklad pracy rachunkowej, gdyZ im mniej wyrazéw zawierajs réwnania
odchylek, tem prostszy ksztalt przybierajs zazwyczaj réwnania korelat.

Natomiast, o ile chodzi o dokladno$é rachunkows, jest réwnanie od-
chylek, ustawione ze wzgledu na punkt F, najkorzysiniejsze.

Z innych punktéw, t. j. wlasciwych czworoboku, dostarcza nam ten
rachunkowo najdokladniejszego réwnania odchylek, ktory lezy poza polem
najwigkszego trojkqtia (utworzonego z trzech pozostalych punktéw).

O ile zatem mie checemy mieé réwnania odchylek o 8-miu czlonach,
nalezy obrad zamiast punktu (¥) punkt 4 dla sieci, zaznaczonej na fig. 2b-tej.

Jordan wykazal, Ze stosunek dokladnodei rachunkowej réwnan od-
chylek, ustawianych ze wzgledu na punkty E, 4, B, C, D, obierane jako
grodkowe, réwna sie stosunkowi powierzchni

(J(ABCD): A(BCD):/A(ACD): A(ABD) : A(ABC).")
Najdokladniejsze (pod wzgledem rachunkowym) réwnanie poprawek

otrzymamy ze wzgledu na punkt érodkowy FE, a przy 6-ciu czlonach ze
wzgledu na punkt 4; coraz mniej do-

klddne wynikng kolejno dla punktéw z
f/rﬂ

o

B, D i C (jak to wida¢ na fig. 2b-tej). 4 1 1
$) W podobny sposéb otrzymamy S.? /

warunki boczne przy wyréwnaniu kie- 3 \ 3

runkowem, zastepujac katy rdznicami %

odpowiednich kierunkéw. f?& _
Biorac na uwage ten sam ksztalt

sieci jak poprzednio, otrzymamy zamiast \

9
8!.
7 C

4
12 katéw 16 kierunkow (fig. 26-ta). \i &
Otrzymamy zatem ze wzgledu na 2

; . Fig. 26.
punkt wewnetrzny jako Srodkowy : 18,

4 sin (31_2—614—{52) sin (34_5—-(54-{—65) sin (afg*—"df-}' 53) sin (aw_u--dw+ 651) (11)
sin (@g,3—0dg-+dg) Sin (@s,0— 05+ dg) 8In (@s.9—ds+0g) SIn (@y1,12—0114012)’

1) Pierwszym, ktéry podal teorje, dotyczaca te] kwestji, w nieco odmiennej
formie jak Jordan, byl jeneral duwiski Zachariae (Den danske Gradmaaling tom II-gi
str. 488—487).
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zas§ w ksztalcie liniowym:
O=df\ 2 02—df 2 0, +dfi 5 O5—dfy5 04+ dfr g Os—dfa g 61+ dfion Ou—
—dfi.a1 01+ dfag 03+ dfss 63—dfss do+dfs 65— dfy.g dg + dfsg 09—
—afi112 Oi2+dfge O+, (12)
przyczem w=log sin & -+log sin @45+ .....—log sin ay 3—log sin s g..... (13)
Roéwnanie odchylek uporzqdkowane bedzie zatem:
—dfi2 01+ (df12+dfs3) Oo—dfa g 03— dfy5 04+ (afus + dfsg) 05— dfse Os—
—dfy5 07 + (Af1s + dfig) 0y — dfyy 09— dfro.1 610 + (@fio.1+@f1112) O —
—dfi1.12 012+ 0=0. (14)
W analogiczny sposéb ustawiamy réwnania odchylek w przypadku,
gdy nie ma wlaseiwego punktw Srodkowego; w czworoboku otrzymamy
na tej samej zasadzie jak zwiazek, (8) réwnanie warunkowe wzglednie
odchylki w ksztalcie nastepujacym (patrz fig. 27-ma), obierajac jako srod-
kowy punkt A4:
U

P iz\
5f \ \
vl

v Fig. 21.
a.b.c_ Nt Sin (ag.p— 0g-- dg) sin (@y.4— 0 -+ dg) sxn(a|”2-—(511+du} 1)
b.c.a sin (10,12 — 010+ 0y9) Sin (@7,5— 7+ J) Sin (45— - 04+ 05 ) (
(afy5—Afy) 04— @Al 505+ Afy g Oy -+ dfy g 07— (AF; g+ dfs ) O+ dFis g 6 -+
Af10.12 O10— Af11.12 611—(dFo.19—df 1y 19) 013+ 0 =0. (16)

Przy wyréwnaniu kierunkowem dostarcza nam punkt rodkowy (I)
rownanie odchylki o 12 czlonach, zad inne punkty tylko o 9 czlonach.

d) Warunki podstawowe tworzymy analogicznie jak warunki boczne
z ta rozmicy, Ze stosunek iloczynéw sinuséw odpowiednich katéw réwna
sig tu nie jednodci, lecz stosunkowi podstaw.

Poniewaz podstawy uwazamy za bezbledne, przeto ksztalt réwnan
odchylek bedazie takisam, jak przy warunkach bocznych, z tg tylko zmiang,
ze wyraz wolny réwna sie tu:

w=[log sin a]—(log b, —log b,),
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przyczem [log sina] oznacza sume logafytméw sinuséw odpowiednich
katéw z uwzglednieniem znakéw jak poprzednio, zas$ (logb,—log b,) od-

: ; b
powiada logarytmowi stosunkun podstaw -61-

2

’“‘*-——~—za

5-—-—-—-—'5

Fig. 28. - © T ig. 29.

Dla sytuacji, przedstawionej na fig. 28-mej, otrzymamy ze w:ﬁglqdu na:
be_ b, sin (@, +dg) sin (@, +d,) a7
¢b, b, sin (“: +4-4,) sin (@, +9,)

—df, 6,—dfy 6,-+df, 6, +df, 0,+w=0, (18)
przyczem :

w=—log sin @,—log sin @, +-log sin e, +-log sin ¢;—log b, +log b,. (19)

Przy wyréwnaniu kierunkowem bedzie analogicznie (patrz fig. 29-’0&):

b; Slll__(“sl 10—504-51_@1)_5'_1_11 (aa?“—du—l-d ) (20)
bz-_ sin (@y.0— 01+ 02) Sin (@g5— 04+ 05)

a ostatecznie:

dafy00,—dfy 209+ df-&.sét—dﬂ.sds"—dfs.?da+dfmfs?—dfe‘wéﬂ+dfn.105m+ w=0, (21)
przyczem

w=—log sin a;s—log sin @y 5--log sin g ;-+log sin ay, m--logb +log by, (22)

e) Warunki, spowodowane nawiazaniem, sa, o ile nawigzanie dotyczy
katéw lub kierunkéw stalych, ksztaltu liniowego.

0 warunkach zamkni¢eia poligonu, wystepujgcych przy sieciach na-
wigzanych do sieci, ustalonych na podstawie wezesniejszych pomiaréw
i wyréwnan, lub przy sieciach ,wieficowych¥ bedzie mowa w czesei B
niniejszego rozdzialu.

Liczbowy przyklad wyréwnania sieci o znaczeniu lokalnem podano
w § 6-ym na str. 293). '

§ 5. Wskazéwki praktyezne, odnoszace si¢ do sieci fryangulacyjnyech.

a) Podzial systemu wigkszego na sieci rdénych rzedéw. b) Preyklady usta-
wiania réwnan warunkowych sieci. ¢) Wybor najlhorzysiniejszych warunkow
w steciach promienistych © w czworobolku,

a) W niektorych przypadkach moze sig zdarzyé, Ze sie¢ tryangula-
cyjna (n. p. miejska) zawiera dosé znaceng liczbe punktéw
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stwowej).

v g

W takich razach przeprowadzenie wyréwnania w calej sieci odrazu
byloby bardzo niepraktyczne, a to tak ze wzgledu na wielko$é pracy,
jak i latwo$é wkradniecia sie chodéby pozornie malego bledu do rachun-
kéw, odpowiadajacych calemu systemowi.

Dlatego dzielimy sieci tego rodzaju na rzedy (podobnie jak sieci
panstwowe), przyczem bezwarunkowo muszg bydé sieci rzeddw wyZszych
zawarte w sieciach rzedéw nizszych.

Wyréwnanie przeprowadzamy stopniowo, zaczynajac od sieci rzedu
I-go, (ktére moze mimoto odpowiadaé dokladnodcig IV-rzednej sieci pan-

Wyréwnane punkty sieci rzedu niZszego uwazamy przy wyréwny-
waniu sieci rzedéw wyzszych za bezbledne.

Jezeli jaka$§ wieksza sieé o znaczeniu lokalnem sklada sie z sieci
rzedu I-go, Il-go, I1I-go i IV-go (co tylko jest mozZliwem przy sieciach
tryangulacyjnych wielkomiejskich, wodwezas sg punkty I- i Il-rzedne
stanowiskamsi, punkty Ill-rzedne punktami z reguly weigtymi tylko wprzid,
zad punkty 1V-rzedne znéw stanowiskami, wyznaczonemi przy pomocy
weigeia wsteez.

Sie¢ IL-rzedng wyréwnywamy w nawigzaniu do ustalonych punktéw
sieci I-rzednej metods, podang w poprzednim rozdziale. (Poréwnaj § 8-my

[

g ;\
=~

ar

7

z

78
Fid

8 o

C
Tig. 80.

o
e /2
T~ \ 2

3 E
7% 73

v

70

rozdz. X-go). Wyréwnanie to prze-
prowadzamy cze$ciami, w obrebie po-
szczegolnych partyj sieci pierwszo-
rzednej (nie calej sieci Il-rzednej
naraz).

W ten sposéb uzyskuje sie nawet
w bardzo trudnych przypadkach sto-
sunkowo niewiellie systemy i tak sieci
I-rzedne miasta Berlina i Lipska obej-
mowaly wszystkiego po 8 punktdw.

Podzial na sieci réznych kate-
goryj nalezy przeprowadzié przed roz-
poczgeiem pomiardw na podstawie
rekonesansu i na kazdem stanowisku
wykonaé oddzielnie pomiary, odno-

szace sig do sieci réznych rzedéw. (Im wyZszego rzedu sieé tem mniejsza
ilo§é seryj kierunkéw)

b) Figura 80-ta przedstawia nam sie¢ ,promienisiq“, czesto uzywang,
Jako sie¢ o znaczeniu lokalnem.

Przypuszezajac, Ze wykonalismy pomiary kierunkowe (serjami pelnemi),
otrzymamy ilo§é warunkéw wedle réwnania (6) § 8-go, ze wzgledu Ze
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ly=1=10,
l,=0,

p =pi=6,

PIJ.-—'_'—U,
b=1,

poniewa# 1w,=w,=0, przeto ilosé¢ wszystkich warunkéw wynosi 6.

Kontrola przy pomoecy wzoru (6) § 8-go dostarcza nam, ze wzgledu Ze
(K;)=14 (na stanowiskach zewn. po 2 katy, zadé na stanowisku F 4 katy nie-
zalezne, razem 14), oraz ze wzgledu, Ze b=1:

(0)=1-+4+14—123=6.

Na ogdlng ilodé warunkéw sklada sig:

wy=ly—p;+1=10-— 6-41=5 warunkéow
w0,=1—2p+8=10—124-8=1 "

razem 6 warunkdw,

Réwnania odehylek, odpowiadajace tej sieci, sa:

E 8 |3, 53‘3,‘ }65 ‘33 8 | % (Ba S50 811|819/31a (314 (315 Byg 347 15 [310[350 | @
o E B0 | PO [ R R [ PO P [N 5, | S 5 S R PO S5 P 0
ID| o [=Lf4-2|=21] o | o [« | o | s | oo b =1L wy [=0
TILL o oo o] o ===l e Bt e oo o] n ] s ==1{==1] . llwy =0
a0 S R0 R N 8 Ll e 5 B LS, MR R SR R G M P O (Gl 4
a1 e R S O S K W ) o BV, B8 vt B 0
VLA S | fs (S| fo | So | | Js | So [fro|fas |Fa | Faa [Fa [ fas | o | o | |+ |+ |we|=0
przyczem '

fi=—df1s, fz=df1;2+f3.f2-3r Ja=—dfos, fi==—dfus, fy=dfis+dfse, fo=—df50,
fo=—df18, Sfi=dfis+dfse, fo=—dfsg, Sfio=—df01, Su=dfion+dfus,
fi\:_dfﬁ.izv Sia=—df 1544, fru==df.u+df 1415, Fr5=—df14.15.

Figura 3l-a przedstawia nam sieé, nawigzang do dwu punkiéw
statych (n. p. tryangulacji panstwowej); précz tego zorjemtowano sied
dodatkowo do dwu kierunkéw stalych, co spowodowalo dwa warunki
nawigzania.

Tloéé wszystkich kierunkéw pomierzonych (K,)== 22, ilodé kierunkéw pomie-
rzonych w samej sieci K== 20.
Tlogé linij bez uwszglednienia linij nawigzania
l=l,=10, },=0;
a dalej p=p;=06, p,=0, b=1, w obec tego:
w=21,—3p+4=20—18-44=6;
poniewa# w,=b—1==0, w,=2, gdyZ kierunki (1) i (), jak tez (6) i (9) maja
spelniaé¢ stale katy, przeto ogélna ilo§é warunkéw jest 8.
Roéwnanie kontrolne : :
(1)=b+ (K)—2 p+3,
a poniewas (K,)=(K,)—pi=22—6=186, przeto
(0)=1416—124-8=8,

Dr. K. Weigel, Rachunek wyrdwnawory. 19
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Przechodzac do poszezegblnych kategory] warunkéw, ofrzymamy :

W=l —pi+1=10—6+4-1=5 warunkéw
wy=l—2p+8=10—12+4-3=1 warunek
=92 warunki

- Wy

razem

v/

Tig. 81.

8 warnnkow.

Warunek boezny wynika ze stosunku bokéw, zbiegajacych sig w punkeie M:

1

m.n.0.b
n.o.b.m

v __8in (ags.19—B1s+34g) sin (11,10 —B1s -+ B3) 8in (g s — By Bs) min (sgs 00 —3a1-+Bas
8in (299,02 —8ap ) Sin (k47,18 — 171 81s) Sin. (&10,11— 810+ 314) Sin (26.7—3¢ -+ &7)’
o,5— 8148 —~<FLMN=0

za§ warunki nawiazania sa:

gtawia sig :

ag,0— 0~ 8p—=<TMNO=0.

/

Schem atyczne zestawienie réwnan odchylek, wyrazonych poprawkami, przed-

. . ' - . .
% |8y | 3y l 3, |8, (3G 3; 8 |8 |3y 0y,[3y, 513‘31.-. 315}81'5:61?‘318 319!320: 2 ass!“’ :
1 —1!+1! ol l | O el S ' L e +1|—1| . |[41]w, |=0|
11 s e S v =1 LERENR i B . |wy|=0
111 L LR TR e Rl s A U . g mui
v v A W a0 b T i _1+1—1+1—1+1‘. 00 (0 R
A o VR R R S | e R it B ] S e =1l =0
VI|—-1 ‘-{-1‘ st e | . |wg|=0
Vil b S Ll el Gy Lol R ‘ . |w| =0
VIl L ho | B | kg | o |Bgq gy s o Lo By | Bya | By [ no | Py | By g =0)




§ B, Wekazdwki praktyozne odnoszges sie do sieel tryangulaeyjnyeh. 291

przyczem :

he=dfga—dfr8, hi=—dfs1, hs=dfss, ho=dfron, h=—dfion1—df1112, he=

=dfi1az, hr=df17.18, Ms=—df17.18—df18.10, Me=df18.19, h20=df20.22) ha1=—df21.92,
hoy= —@f20.922+21.2. ;

¢) O ile ze stanowiska teorji jest zupelnie obojetne, ktére warunki
uwzglednimy przy wyréwnaniu, byleby tylko wszystkie byly niezaleZne
(i co z tego wynika, byla zachowana odpowiednia ilosé kazdej kategorji),
nie tak sie przedstawia rzecz w praktyce.

Tak ze wzgledu na naklad pracy przy obliczeniach, jak i na do-
kladnosé, staramy si¢ dobra¢ takie warunki, dla ktérych uloZzone réwnania
korelat wykazywalyby jak najwickszq ilo$é spolezynnikow réwnych zerw.

O ile w sieci nie zachodzgy warunki boezne, da sig to przeprowadzié
bez trudnosci; natomiast istnienie tych ostatnich komplikuje wyréwnanie,
nadajac spélezynnikom ksztalt mniej wygodny do liczenia.

Z tych powodéw umieszezamy warunki boczne (i w ogéle sinusowe)
z reguly jako ostainie, a resth wa,runkéw tak dobieramy, aby o ile
moznos$ci spolezynniki [ad), [ac].... [be] i t. d. byly zerami.

Da sig to uskutecznié¢ w sieciach promienistych; n. p. sieci pierwsze]
ustepu ) fig. 80-ta) odpowiadaja ze wzgledu na:
[aa]==[bb]==[cc]=[dd]=[ce]=6,
[ab]= [ac-] [ad]=[ae]=[be]=[bd]= [be]=[ed]=[ce]=[de] =0,

nastepujace réwnanin korelat:

6 &, 2 . - . laf) kg +wy =0

; 6 I, : : ; +[bj]k ;=0
6, 3 o F[ef] kgt w0y =0

A +[d Jku"i‘“’a‘—o

! i [,k +lef]k +mb=0
(a7 ) e (67 Ve [ Vg - [af ) oy (e oy -+ 0]y 0y =0

Pigé pierwszych réwnan dostarcza nam zwigzkéw :
¢ el
1 G 1
k B LA L)
2 6 1

o
[df | kg + o,
by=— g
PR L o
b 6

‘wartodci te, wstawione do ostatniego Iéwnanm, dostarcza nam jednego réwnamnia
o niewiadomej k;:

{071 — 4 ([af P+ [0/ +er 1+ [df )+ [ef 1)} Ko+ 0 — § ([af] 0y +[87] 09 +[ef] 03 +
+[df] vy +[ef] 05)=0.

»
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Po wyznaczeniu warto$ci na Ik, obliczamy z poprzednich pigeiu réwnai
wezystkie pozostale korelaty.
Postgpowanie to mozna zastosowad takse i w sieci o ks.atalcle czworobocznym.
Przyjmujac, %e spostrzegahsmy (jak zazwyczaj) kierunkil), otrzymamy ze
wzgledu na
I{r':lz! P=P5=4! pwmor
ly=1=6, 1,=0, b==1,
w=233+.¥1—3p+pw+4=12+0—12+4=4 warunki.
wy=lg—pi+1=6—4-+41=38 warunki,
wy=1—2p+4B8=6—8+38=1 warunek
razem 4 warunki.
Kontrola: (w)==b-+(K)—2p+38=b+(K,)—pi—2p+8=1+412—4—848= =4,

=
>

Fig. 82.

Aby. [ab]=[ac]=[be]==0, nalezy obra¢ mnastepujace warunki tréjkatowe
(poligonowe) :
"'(1)'—31+(2)+Bs“(11)_311+((]£)'!‘33}s"{_(5)_35 +(6)+Ba"(7)"'a?+
B )

—(2)—3,+(8)+8 —(4)—3, () +3; — { —(8)—3; +(9) +3 — (10) =30+
+(11) 433, } =0,
—(1)—3,+(8)+3—(4)—3, +(6)+-8— (1) —8& +(8) + 3 —(10)—3;o+
warunek boezny moZna utworzyd, albo ze wzgledu na pozorny punkt drodkowy
(E), lub o 6-ciu czlonach, uwzgledniajac uwagi (dotyczace dokladnodei) § 4-go ¢).

3 3, [ B | 8 | % | ¥ | ¥ N 8, | &, | 3, iam W

I|—1|41| . e | 1| —=1] 41| =1] . |- ]-I- tosl=10)
o ) e U i T SRR e e, S, [ oty o RS B 2 )
1 ) (= [ ST PO 1 5 R (RN 5, ) R RSP 5 SR SRR ™% B B 97

IV | dy | dy | dy | dy | dg | dg | dy | dg | dy | dyg | dyy | dyy | 0, [=0

1) O ile spostrzegano katy, nie zmienia to weale zasad opisanego tu postgpowania,
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Spélezynniki ostatniego réwnania odchylek sa wypisane w réwnaniu (14)
§ 4-go o), &)
Réwnania korelat sa w tym przypadku:
81, : . +[ad)k 40, =0
8k, . A [bd)ky +wy=0
8k, +[cd]k,+wy=0
[ad]k +[bd]k,+lcd] ky +|dd] o, + wy =0.
Postgpujac analogicznie jak poprzednio przy wyrdwnaniu sieci promienistej,
otrzymamy dla wyznaczenia ostatniej korelaty k, :

{[dd)—3 (aal*+ ]+ [d])} e, +0y— & ([ad] o5 +[bd) 0, +[ed) 03)=0,
a nastgpnie, znajac warto$é na k, :
ky=— § ([ad] by +0y), ky=— F((ba]k,+0,), ky=—7% ([cd] ey +wg).

§ 6. Przyklad wyréwnania sieci t.l'y:mgu]acyjnej 0 znaczeniu lokalnem.

W § 8-ym rozdz, V-go podaliémy na str. 142. jako trzeci przyklad wy-
réwnania spostrzeZen zawarunkowanych wyréwnanie sieci, zaloZonej przez autora
we wrzesniu 1918. r. nad Morskiem Okiem w Tatrach dla zdjed stereofoto-
grammetrycznych.

Wyréwnanie to, majace znaczenie przykladu ,szkolnego®, jest tak prze-
prowadzone, jakby naleZalo postepowad, gdyby spostrzezeniami byly katy (nie-
zaleZne na kazdem stanowisku).

Poniewaz w rzeczywistosei przeprowadzono pomiary metods kierunkowq,
przete obecnie podajemy twiadciwe wyréwanie sieci, zastosowujac réwnoczeénie
uwagi, podane w § bH-ym.

Précz podstawy b=92:06m z blegdem $rednim =409 em (z ofmiu pomiaréw
latami), pomierzono 12 kierunkéw na czterech stanowiskach sieci: VII, VIII,
IX i XI; wyniki tych pomiaréw podajemy poniZej.

Stan. VII, Stan, VIII,
| | g | Kierunki | " T T | Kieronki
Cel spostrze- | Katy . | Cel | spostrze- Katy
do gane | l do ‘ gane
|
L NZTHas R0 0 | 4| v o o ik
e B | 490167024775 | &g o || —{ 48931702//5 | ayp |
2| IX| 49156 2b|- - | 5 X1‘| 4881 25 i A
g . 78 58 450 |ayy | (TR BT 08B
8 [VIIL|128 18 47-5| P18 6] 1x| 88 28 180 2% 8T 0901 s
Stan, IX. Stan, XI.
1 b lumunh | Kierunki
(l‘i“l spostrze- ‘ Katy Cel spostrze- Katy
0 gano ] do | gane
|
7 VIII 2000 U'” ﬁ 10| IX 0“ 0" Cl”
s ———| 12988/07+//5 | ayf| —|— | 16987718770 | agp 1
8 VII 12 33 7 b - | 11 VIII 15 37 180}0——— e
o 11162 226 |aso|[™ s, 17:
9| x1/124 25 80:0 %] 12| vir| 180 62865 10 170|oun
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PoniewaZ mamy tu tylko jedna podstawe, a sieci nie nawiazywano do
tryangulacji panstwowej (w obec czego miema warunkéw nawiqzania), wWyzna-
czymy ilog¢ warunkéw z réwnania

w=21 41, —8 p+p,+4.
ly=1=6, l,=0, p=p;=4, p,=0, zatem
w=12—12--4=4,

Xl

%
-3

Fig. 88.

Z tego bedzie 1wy,=ly—pi+1=6—4-1=38 [warunki tréjk. (polig.)]
iwy=1—2p+8=6-—84-8=1 (warunek boczny),

Warunki tréjkatowe obierzemy deidle wedle sposobu, podanego w § b-ym,
a warunek boezny ten sam, jak w trzecim przykladzie § 8-go rozdz, V-go str. 1438).

W obec czego beds poszczegélne odehylki w:

=04 9~} dqq 19—l 4— 07 8= 52°80720/7:0 — 652930717//:0 = - 3”'0,

o= ttg g o4 5—&g,9— 40,41= 12792974775 — 12702940/ b= - 7//:0,

Wy =y, g6+ 7.0+ %1042 — 8600 = 860°00/05//:0—860° = 4 570,

(z § 8-go rozdzialu V-go).....w,=-13/"0.

Spoélezynniki (i w,) warunku czwartego otrzymamy najwygodniej na pod-

stawie nastepujacego rachunku schematyeznego.

(Punkt érodkowy: VILI).

.| Poprawka

| log na 17
log sinayy =logsin128918/47/"6 | 9895165 | —17
log sinagg =logsin 12 83 75 9:837114 4-9+4
log sin ay041==1og sin 15 37 18:0 9-430211 + 76

| 28:662490
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§ 6. Przyklad wyrdwnania sieci trysngulacyjnej o snaczenin lokaluom,

Poprawka
! log na 17
log sinagy =logsin 7805874570 9991916 | + 04
log sinagg =logsin 124 256 300 9916884 | — 16
log sin ayy1p=log sin 8 16 17'b 8 754177 4370
28-662477

28:662490 —28:662477= ~-0:000013 ;
zatem (w jednostkach 6-go miejsca log.) w,==-}-18°0.

Laczac ze soba spélezynniki pray tychsamych poprawkach, otrzymamy

czwarte rownanie odchylek w jednostkach 6-go miejsca log :
+178,+048—213,—1093, +-94 34153, —763,44463,, —87-03 -+
-+18:0=0.

Dodajac do niego 3 pierwsze, urobione wedle wskazéwek § b-go, otrzy-

mamy 3 rdwnania odehylek w zestawieniu schematycznem :

il s -. | il Sl :
& |8 | 3 | 3 | & ‘ 3 ‘ 8, ‘ 8 | ¥ |8y | By | &, ©

P B ¥ BTSSR AR O T N ) P R BN )

RO R A T B, L O S T e S s, o S [ )

N A R RO R 5 B g e i e Ll 8 41| 450

d |17 404 |—21 . |~109| 04 |16 |~ 76 |+-44'6 |—870 [+-180

Préez wyrdéwnania powyZszej sieci wyznaczymy takze i blad éredni (po
wyréown.) boku B (patrz fig. 88); poniewaz
sin ayp

—— -, przeto: :
sin ®*11,12 VR 1

: B
F=—-"" ctg ag5=—00052,

i i
P

B=b—
B
Fh:;’_’ ctg oy 5= +0'0052,

gl : B
}fnm—?ctg o11,19= +0'10|’36, Fw=? ctga11.|g=-——0'1036.
(Poréwn. odnosne pozycje w przykladzie 8-cim § 8-go rozdz. V-go, str, 145.).

Réwnania korelat przedstawiaja sie w zestawienin schematyeznem :
)8 819 iy

| Wyrazy |
Jey ky , ky wolne

| e
' 8:0 ; —108'2 +8:0 | (=0)
3 8:0 : — 468 +7:0 | (=0)
! q 8:0 — 208 +5:0 | (=0)
—103:2 —46'8 —20'8 --8652-8 +180 | (=0)

|
ot — 952 —38:8 — 128 -+ 8462:0 4280 | (=0)

Powolujac sig na wzory § b-go, wyznaczymy k, z réwnania :
{[dd)—3 ([ad]? +[bd)*+[ed] )} by + 0, — ([ad] v, +

a mianowicie:

[bd] wg 4 [ed] ) =0,
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_Ef?_lff)f_‘_‘???'?‘_’
[dd]*: 8=183128
[bd]?:8= 27378

[ad] 0, = —B809-60
[bd] 0, = — 82760
[ed] wy= —104-00

[ed?: 8= _b4:08

1659-14
3682:80—1659-14=1973+66
Jo, = — 005353,

nastepnie obliczymy k,, &y i ky:

—1741:20: 8= —92'Gb

1978:66 &, 4+ 138:04-92:66=0,

To, = A +[;d]kﬁ= — 106554,
oy =22tk 16815,
. i m,“?n_fl_‘_[g.‘_’.’tlf"fz.z — 076418,

Sprawdzajac » powyZszemi wartosciami na k réwnanie sum, otrzymamy:

—952 ky —388 )k, —12:8), }3462:0 k, +28:0=
101:48944-46:10024-97815— 1853209 +-28:0= +-0:0002.

Poprawki &, obliczone na podstawie réwnan
Si=a; ke, +bileg+ciley +-di ey, sa:

3 =1//789, ¥ =+41/9562, 3,=-+40//281, B35,=—0"017
3,=+0'101, 3 ——2'064, 3=—0'625, 3, —=—0'184
3=—1-840, ¥ =-+0'802, . B3,=-0'344, 3 ,=-0-161.

Poprawki te spelniaja wszystkie 4 warunki w przyblizeniu do zera, powo-
dujac odehylki zaledwie na 8-ciem migjscu :

[@®]+4 0y =—0008, [b8]4+w,=+0001, [¢3]+w;= 40002, [d3]+w,=+0007,
Bezposrednie obliczenie [88] z bledéw powyZej wymienionych dostarcza nam:

" [38]= 16038,

kontrolny wzér: [83]=—wk=16081 (zgodnoéo dostateczna); w obec czego otrzy-
mamy blad gredni jednego kierunku:

16 0328
= T

Zestawienie kierunlkdw i kqtdw wyrdwnanych.

+2/7:02.

Stan, VII.

|
Kierunki {

Katy

0“ 007 017774 |
49015/ 00’86

78 b8 4306

i
UL R D R x1.2
[543 \ IX

3 \’1]]

2.8

128 13 45'66

49 16 02 60 ‘




§ 6. Przyklad wyrownania sioci tryangulacyjnej o znaczenin lokalnem,

Stan. VIII.
Kierunki Katy
|
4 | VIL| 0° 00 01/95 |
st | gl { 4893075880 | «
5| XI| 48 51 0025
i i ;
A R T T T e e b
Stan, IX,
Kie:un]\i Katy I
7 \111‘ 0° 00" 00/"-28 ‘ E
S | 1208870669 | agg
8 \*II‘ 1283 06:87 | 8
— 9" 9847
9 L AALE" Boipa |- Lk HaRAT g
Stan., XI.
Kierunki - Katy
10 | IX | 8569059/ 59“ 98
asiE) s e S 16987/ 17789 ] 040,11
11 | VIII| 16 87 1% 87 it
18, V| 18 sg - apan |2 LR IR e

Dtugosé bokw VII—XI, obliczona przy pomocy katéw wyrdwnanych, wynosi

sin 48930/68/7:30

= 92-06 iz o G CANEET S
(B) sin 89157174478 m=1214:64 m

Blqd $redni (po wyréwnaniu) dingosei (B) obliczymy na podstawie wzoru:
[oF)? [bF,1]} [eF.2] [dF.a]ﬂ} : \
- P | i e
(FHEE {[”] (aa) ~ [bb.1] ~ [cc.2] ~ [dd.8] ,
przyczem [aa]==[bb.1]=[cc.2]=8, [bF.1]=[bF], [¢F.2]=[cF],
[aF]=+0:0052—0:1036—0:1086  =—0:2020,
[bF)= +0:0052+0:0052—0-1086  ==—0:0932,
[cF]= 4-00052—0:1086 = —00984,
[F)= + 446 X 01086 870 x 0:1086 = -+ 84587,
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[dF) = +8-45376

_ [ad] {“F ] 260580

_ [bd] W' ] — 054522
8

(2 _[E“H__["_F]__= — 025584
8

 [dF .8]= +5+04690,

dd,3]=1978:66 (spblezynnik przy %k, po wyeliminowanin k, k,, k)
Y przy n, p y 1) fogy g
[dF .8)*:[dd.8]=2547120: 1973'66=001291,

[FF]= 0:02152

i
[“g‘ ) 000510
: 2
e [b‘g—]—=—0-00109 e _
i iy =Y 0:00121 = 4-0-0708 m
_ el _.]__=__0-00121 p n===70, em.
Eg 33} —0:01291

[FF.4]= 4000121,

Blad pp jest to blad dredni (B), pochodzacy z tryangulaci; cheac wy-
znaczyé catkowity blad dredni tego boku, wynikajacy tak z tryangulacji jak
i z pomiardw diugodei b, nalezy uwzglednié jeszeze wplyw bledu podstawy b na
bok (B).

Poniewas (B):b==1214:64:92:06==18'194, a p,=--0'9 em, przeto:

P ===18194 % 09 em=--11'83 em.

Catlowity blqd dredni diugodei (B) jest zatem:

p.m)-='v'7"_03"-{-11'83écm=+13'7 em.

Jak tedy w1d21my, przeprowadzono pomiary tryangulacyjne znacznie do-
ladniej, ni% pomaary dtugodciowe, co tlumaczy sie uzyciem zwyczajnych lat mier-
niczych do pomiaru podstawy.

B)
& 7. Nieco o rozmierzaniu kraju. Powierzehnia odniesienia.
Rodzaje sieci I-rzednyech.

Rozmierzanie kraju polega na wyznaczeniu sytuacji punktow, ozna-
czonych na terenie w sposéb trwaly, na podstawie pomiaréw, dokonanych
< w sieci je lgczace].

W tym celu obieramy pewng powmrzchmcg (dajaca sie matematyczme
okreslié) jako podlozZe i odrzutowujemy na nig wszystkie punkty, zazna-
czone przez nas na terenie. '

Powierzchnie te nazywamy powierzchniq odniesienia.
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Wielkodei, ktére nam oznaczaja poloZenie rzutéw owych punktow
na przyjetej przez nas powierzchni odniesienia sa dlugosei i katy, mia-
nowicie odleglodei rzutéw poszezegdlnych punktéw i katy miedzy niemi
zawarte.

Przy rozmierzaniu kraju obieramy jako powierzchnie odniesienia
elipsoide obrotowq splaszczonq o wymiarach, wyznaczonych z dotycheza-
sowych pomiaréw stopni poludnikdw.

Elipsoid takich mamy kilka !). W Buropie zastosowujemy zazwyczaj
elipsoide Bessela, utworzong na podstawie pomiaréw 10 poludnikéw, a to
glownie dlatego, Ze mamy dla niej obliczong najwiekszg ilo§é tablie
pomocniczych.

Po wyborze elipsoidy odniesienia musimy ja jeszeze ulozy¢ w pewien scisle
okreslony sposéb wzgledem punktéw, zaznaczonych na obszarze zdjgcia.

Przypusémy, ze preystosewanie elipsoidy odniesienia do obszarn zdjecia ma
nastapi¢ w punkecie P.

O ile punkt ten leZzy na geoidzie zerowej (w poziomie morza), wowezas
przykladamy do niego tak elipsoide, aby kierunek normalnej do elipsoidy zlewat
sig & pionem pnnktu P, a of biegunowa elipsoidy zachowala polodenie rdwnolegle
do kierunku osi obrotu ziemi; w tym przypadku bedzie astronomiczna szerokosd
geograficzna (otrzymana z obserw. astron.) punktu P identyczng z szerokodcig
geograficzng tego punktu na elipsoidzie odniesienia.

Gdy punkt P nie znajduje siq na geoidzie zerowej, praykladamy elipsoidg
do punltu Py, wnajdujacego siq na geoidzic w pionie punkiu P, prayczem normalna
do elipsoidy w punkcie P, musi sig zgadzaé z kierunkiem pionu punktu P.

Z przytoczonych tu uwag wynika, ze w panstwie, w ktérem zamie-
rzamy przeprowadzié tryangulacje, obejmujgcg caly jego obszar, obieramy
jeden punkt P, jako punkt wyjscia i dostosowujemy w nim przyjets
przez nas elipsoide odniesienia; w tym celu musiiny przeprowadzié na
tym punkecie pomiary: szerokosei geograficznej (astron.), azymutu dowol-
nego kierunkw, wychodzgcego z owego punktu, bedgcego zarazem kie-
runkiem bokw sieci tryangulacyjnej (I-rzednej), oraz dlugosei geografieznej
(astronom.)

Aby rozmierzanie kraju przeprowadzi¢ w sposéb — o ile moznosei —
Jjednolity, a zarazem nie obliczaé¢ i nie wyréwnywaé zbyt wielkich i zawi-
tych sieci tryangulacyjnych, nalezy nadaé najgléwniejszej sieci taki
ksztalt, by obejmowala jaknajwicksze obszary, nie skladajac sig ze sto-
sunkowo znacznej liczby punktéw. Sieci tej nadajemy przeto ogdlny
ksztalt wienca, opasujgcego znaczny obszar kraju i stad jej nazwa sied
ywiencowa®.

1) Précz wspomnianej elipsoidy Bessela (1841) uzywano takZe elipsoide Clarkes
(1880); w nowszych czasach podali Helmert (1907) i Hayford (1909) wymiary elipsoid
na podstawie dalszych pomiardéw; ktéra z elipsoid obierzemy przy rozmierzaniu
pewnego kraju, jest dosé obojetne.
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Sied¢ wienicowa musi zawiera¢ w sobie punkt P o znanych spolrzed-
nych geograficznych i bok o wyznaczonym azymucie.

Dla wyznaczenia dlugoéci poszezegdélnych bokéw nie mierzymy pra-
wie nigdy jednego z nich w calosci, lecz zakladamy osobng podstawe
(baze), ktérej dlugodé mierzymy bardzo starannie przyrzadami precyzyjnemi.

Z podstawy przechodzimy szeregiem tréjkatéw do jednego boku
sieci wiencowej, podobnie jak to mialo miejsce przy sieciach o znaczeniu
lokalnem ; sieci, sluZace temu celowi, nazywamy, jak wiadomo, sieémi
podstawowems.

Poniewaz sieé¢ wiencowa pozostawia wewnatrz wielkie obszary, nie
objete pomiarami, przecinamy je sieémi ,lqcznemi‘.

Sieci te, nawigzane obu swemi koncami do bokéw sieci wiencewej,
zachowuja zazwyczaj w calej swej rozcigglodci mniej wiecej jeden kie-
runek i zmiejszajs znacznie obszary, nie objete tryangulacjs.

Mimoto pozostaja jeszcze nieuwzglednione do$é znaczne obszary,
na ktérych zakladamy sieci wypelniajqce, ktére w pewnych przypadkach
mogg redukowad sig tylko do poszezegélnych punktow.

Sieci I-rzedne mogg byé zatem sieémi :

a) wiericowems,

b) lgeznemd,

¢) wypelniajgcems.

Pierwsze dwie grupy sieci wyréwnujemy kazdg z osobna zazwyczaj
jako spostrzeZenia zawarunkowane; natomiast w wyjatkowych przypad-
kach, w ktérych przeprowadzamy wyréwnanie obu sieci @) i ) réwno-
czednie, mozZe sig okazaé wskazane zastosowanie metody spostrzeZen
posrednich. :
¢ Sieci, nalezace do grupy e¢) wyréwnujemy, albo w sposéb, podany
w rozdziale X-ym, albo metods spostrzezen zawarunkowanych; zazwyczaj
wypadnie tu korzystniejsza metoda wyréwnania spélrzednych (wedle
§ 8-go rozdz. X-go str. 260.), a tylko wyjatkowo metoda spostrzezen
zawarunkowanych (ze wzgledu na liczne warunki nawigzania).

Dodaé jednak nalezy, #e rdwnoczesne wyrdwnywanie systemu, zlozo-
nego z sieci @) i b), jako zbyt wielkiego, nie jest wskazanem, a to ze
wzgledu na to, Ze maly blad, ktéry mimo wszelkich rachunkéw kontrol-
nych moze pojawi¢ sie czasami w obliczeniach, obraca wtedy w niwec
prace kilkunastu lat, gdyz powoduje falszywe wymiki w calej sieci, zlo-
Zonej z systemoéw a) i’ b).

Sieci rzedow wysszych, jako sieci wypelniajqce, nalezy wyréwnywad
wedle sposobu, podanego w § 8-mym rozdz. X-go; wyjqtkowo tylko mogg
zaj§¢ przypadki, w ktérych okazaloby sie korzystniejszem przeprowadze-
nie wyréwnania sieci Il-rzednej metods spostrzezen zawarunkowanych.
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§ 8. Wplyw metody spostrzegania na postepowanie przy wyréwnania
sieci tryangulacyjnej.

Przy tryangulacji pierwszorzednej uZzywamy dzi§ prawie wylacznie
metody pomiarow katow we wszystkich kombinacjach (patrz § 4-ty rozdz.
IX-go str. 196.), a to gléwnie dlatego, Ze metoda ta dostarcza nam
katow wzglednie kierunkéw, ktore wolne prawie zupelnie od bledéw
systematycznych, mogg byé uzyte jako mniezaleZne spostrzezenia do wy-
réwnania sieci tryangulacyjnej.

Dawniej poslugiwano sig przewasmie metodq kierunkowq (Bessel),
choé nie brak i w nowszych czasach tryangulacyj, dokonanych tg metods.

Metoda ta, nie rugujaca bledéw systematycznych w tym stopniu
jak poprzednia, dostarcza nam takze na kazdej stacji kierunkéw nieza-
leznych o wagach réwnych, o ile spostrzezen dokonano serjami pelnemd.

Zazwyczaj jest to prawie nie do osm,gn:qc:a przy tryangulacji plelw-
szorzednej, tak Ze serje zamieniajg sie na czedciowe, co powoduje znaczng
komplikacje w wyréwnaniu stacyjnem i sieci.

Trzeci przypadek, dostarczajgcy nam z wyrdwnania stacyjnego kie-
runkéw niezaleznych o wagach réznych ma miejsce wtedy, gdy ilo$é
kierunkéw stacyjnych wymosi 3. [Por. rozdz. IX-ty § 6¢) (26)].

Przypadek ten niema jednak znaczenia w sieciach I-rzednych, w kto-
rych zazwyczaj schodzg sie na stacjach conajmniej 4 kierunki.

Z tych to powodéw odgrywa metoda Schretbera (spostrz. katéw we
wszystkich kombinacjach) tak wasng rolg przy tryangulacji I-rzednej.

Mimoto nalezy oméwié i te przypadki, w ktérych spostrzezen doko-
naliémy innemi metodami, nie dostarczajacemi nam na kazdej stacji nie-
zaleznych wielkosei.

Ma to miejsce przy spostrzeganiu kierunkéw w serjach ezefciowyck,
lub katéw w rdéznych, dowolnych kombinacjach.

0O ile spostrzegano kierunki w serjach czgiciowych, nalezy przepro-
wadzié wyréwnania stacyjne wedle § 65) rozdz. IX-go, najlepiej sposobem
podanym tam na przykladzie, (Str. 221. i dalsze).

Po przeprowadzeniu wyrédwnan stacyjnych moZna przy dalszem
wyrownaniu obraé trzy sposoby postepowania.

Pierwszy sposéb najdawniejszy, uZzywany przez Bessela, wymaga
dla przeprowadzenia dalszego wyrdwnania utworzenia t. zw. spélezynnikéw
przenoszqeych, [patrz (16) zwigzek § 4-go rozdz, VI-go 4)], ktdre sa zalezne
od spolezynnikéw réwnan wag @i, Que, i t. d, znanych nam z wy-
réwnan stacyjnych. :

Katy, uzyskane wyréwnaniami stacyjnemi, nie spelniag warunkéw
sieci, wywolujac w poszezegdlnych réwnaniach warunkowych (liniowych)
odchylki @ [patrz réwn. (6) § 8-go rozdz. VI-go 4) str. 163).

Ostateczne réwnania korelat tworzymy przy pomocy tak spdlezyn-
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nikéw przenoszqeych, jak i spolezynnilkow rownarn warunkowych [patrz réwn.
(18) § 4-go rozdz. VI-go 4) str. 169].

Po wyznaczeniu korelat otrzymujemy poprawki katéw stacyjnych
ze zwiazkow, zestawionych we wzorze (19) § 4-go zacytowanego ustepu.

Przeprowadzenie calkowitego wyréwnania tag metods jest jednak
bardzo weigzliwe.

O wiele bardziej preejrzystego, s zarazem predzej do celu wiodacego
sposobu dostarczyl nam w nowszych czasach Helmert; sposéb ten polega
na zastosowaniu réwnowasznych systemow rownan bledow.

Wyréwnanie stacyjne nie musi byé przeprowadzone w calej pelni;
wystarczy tylko urobié na kaidej stacji pozorne spostrzeienia y,, Xy, xq,
z odpowiedniemi wagami.

Zamiast wyznaczaé poszczegdlne odchylki w, odnoszgce sie¢ do wa-
runkéw (liniowych) sieci z réwnan (6) § 8-go rozdz. VI 4), Wyznaczanmy
je najszybeciej z réwnan (6%) § 8-go (str. 16b.) tego rozdzialuy, t. j. ze zre-
dukowanych réwnan odchylek, w ktérych miejsce wyznaczanych katow
zajmujg réwnowazne spostrzezenia x,, ¥y, % i t. d.

Znajac wartofel poszezegélnych odchylek o, tworzymy réwnania
korelat, ktérych spélezynniki urabiamy przez odpowiedniy reduleje spol-
czynnikéw réwnan warunkowych sieci. (Patrz zw. (11)1i (12) § 3-go rozdz.
VI-go 4) str. 164.).

Po znalezieniu wartosci korelat wyznaczamy przy pomocy zwigzkow
(18) i (3) wartodei wyréwnanych katéw sieci.

Natomiast, o ile przeprowadzono wyréwnania stacyjne z wyznacze-
niem wartosci preyblizonych katéw, wyznaczamy poszczegélne o z réwnas (6)
a dalsze wyrdwnanie sieci przeprowadzamy przy pomocy réwnan (10) 1 (11).

Treecia metoda (réwniez Helmerta) polega na zamianie wynikow
wyr. stac. na pelng serje kierunkow. .

Metoda ta wymaga wprawdzie przeprowadzenia calkowitych wy-
réwnafi stacyjnych wraz ze spélezynnikami réwnan wag Qag, Quait.d,
zamienia jednak wyniki wyrdéwnania stacyjnego w serje pelne kierunkow
(o wagach réznych), a temsamem ulatwia w wysokim stopniu przepro-
wadzenie wyréwnania samej sieci.

Sposéb ten podalismy dokladnie wraz z odpowiednim przykladem
w § 6¢) rozdz. [X-go, str. 223,

Wprawdzie wagi kierunkéw, dostarczone tg metods nie sa zupelnie
§ciste, o ile iloé kierunkéw stacyjnych jest wieksza niz 3, mimoto sy
wyniki, otrzymane ta metods, zupelnie zadowalajgce w poréwnaniu z wy-
nikami dostarczonemi metodami poprzedniemi.

Szczegolnie dobre wyniki otrzymujemy, o ile ilo§é kierunkéw sta-
cyjuych jest niewiele wiekszg niz 8, a wiec n. p. 4 lub b. Jest to dosé
szezeSliwa okolicznodd, gdyZ sieci wienicowe i laczne majs przewaZnie
stacje o 4 kierunkach.
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Podobnie ma si¢ sprawa, gdy na stacjach spostrzegano katy w résnych
kombinacjach. Nasamprzéd przeprowadzamy wyréwnanie. stacyjne (jako
wyréwn. spostrzeZen poérednich) i to albo kompletne wraz z wyznacze-
niem spélezynnikéw rownan wag, jezeli dalsze wyréwnanie mialoby byé
przeprowadzone przy pomocy spolezynnikéw przenoszgcych, lub polegajace
tylko na wyznaczeniu réwnowaznych spostrzezen y,, %y, Xy, 1 ich wag,
o ile zastosowalibyémy przy dalszym rachunku sposéb Helmerta, podany
w § 3-cim rozdz. VI 4). .

Préez obu tu wymienionych qposobéw mozna takze przemienié wyniki
wyrdwnania stacyjnego w pelng sa]Jc; kierunkéw sposobem, opisanym
w § 6 ¢) rozdz. IX-go.

W praktyce naleZaloby uzyé sposobu drugiego (xéwn. syst. réwn.
bledéw), o ile zalezaloby nam na osiggnieciu mozliwie najwiekszej do-
kladnosei (n. p. przy sieciach wiencowych), za§ sposobu trzeciego przy
wyréwnaniu sieci I-rzednych o znaceeniu mniejszem (n. p. krétkich sieci
tgeznych i t. p.).

Sposobu, podanego jako pierwszy, nie uzywamy dzi§ ze wzgledu
na wymagany przezen wielki naklad pracy rachunkowej.

Obecnie poslugujemy sie w praktyce najchetniej sposobem drugim.

§ 9. Sieei podstawowe. Wyznaczenic odpowiedniej iloScei spostrzezen
katow w sieci o danym ksztaleie.

Jak wiadomo z poprzednich uwag nazywamy sieciq podstawowq sieé
tréjlqtow, tgezqeq pomwrzonq podstawe b, z bokiem wlasciwej sieci lryangu-
lacyjnej B.

Poniewas dlugodé boku B wyznaczamy z dlugoéei b za pofrednic-
twem trojkatéw sieci podstawowej, przeto na dokladno$é wyznaczenia
dlugosei B maja wplyw: ksztalt trojkqiow sieci podstawowej, dokladnosé
pomiardw kaqtowych, a takze i ilo§é pomiaréw kqiéw sieci.

Ksztalt sieci podstawowej zalezy przedewszystkiem od ‘warunkéw
terenowych. Nie jest rzeczsy latws znale§¢ prostq b—10 km dlugs w po-
ziomie lub spadku nieprzekraczajacym 89, ktéry nalezy przyjaé jako
mozliwie najwiekszy przy pomiarze latami sztywnemi.

Nie badajac blizej wplywu ksztaltu sieci na dokladno§é przenie-
sienia, nalezy zaznaczyé, %e najkorzystniejsze przenoszenie sig bledow
wykazujg sieci t. zw. rombowe, t. j. o ksztalcie pojedynczego lub podwdj-
nego romba. (Patrz fig. 34-ta a) 1 b)).

Miedzy sieémi rombowemi sg najkorzystniejsze sieci: pojedyncze,
skladajace sie z dwu przystajacych réwnoramiennych tréjkatow, zbudo-
wanych po obu stronach podstawy b, wzglednie sieci podwdjne, sklada-
jace sig z dwu sieci pojedynczych, zbudowanych symetrycznie jak wyZej.



304_- XI. Tryangulacia (Czeéc trzecin). Wyrdwnanie sieci tryangulacyjnej.

Helmert dowiédl?), Ze najkorzystniejsze warunki przeniesienia sg
w sieci rombowej, gdy kaqty ¢, leéqee naprzeciw podstawy, wynoszs 33°32/,

Uwagi tu przytoczone mogs byé jednak uwazane tylko jako ogélne
dyrektywy przy zaklalaniu sieci, gdyZ ksztalt ich zalezy, — jak wspo-
mnialem, — gléwnie od terenu,

Natomiast jest zawsze w naszej

Y M 6 mocy zwigkszenie dokladnodci prze-
/ niesienia przez zastosowanie odpo-
/ | wiedniej dokladnodci przy spostrze-

8

ganiu katdw, jak teZ przez dokonanie

g spostrzezen poszczegélnych katow
//‘\\\ i w odpowiedniej ilosei.

&5 A v Chege zatem uzyskac¢ najlepsze

\ warunki przeniesienia dla pewnej

sieci, nalezy wprzéd zbadad, ktore

katy sieci maja wiekszy, a ktore

mniejszy wplyw przy przenoszeniu

sig bledu podstawy & na blgd boku

B i stosownie do tego kazdy kat

sieci pomierzy¢ odpowiednig ilo§é razy.

Przeznaczajac na pomiary katowe

sieci pewng ilosé spostrzezen, wyzy-

Tig. 84. skamy je tylko woéwezas w sposob

odpowiedni, jesli w danym przypadku

potrafimy oznaczyé takie ilodei pomiaréw poszezegélnych katéw sieci,

ktére spowodujg przy zastosowaniu pewnej dokladnosci stosunkowo

nagmniejszy blad boku B.

Stosunek 'E da sig, podobnie jak warunek boczny w sieci, wyrazié

stosunkiem iloczynéw sinuséw odpowiednich katéw; jezeli zatem
B __!_Eiin_(a,-{—ff;) sin (a_;—{- 5;) aiaia (1)
b sin(a,-+0y)8in (@ +05) 00

to postepujac analogicznie, jak przy warunkach podstawowych, otrzymamy :

log %—=log sin ;-+log sin a;+ . . . . —log sin e;—log sin @,,. . .. .
AR A ar g, v ks o A o, sl X

przyczem df s poprawki logarytmiczne dla 17/, ktére w bym przypadku,
jak w ogdle przy wyréwnaniach sieci, dokladniejszych niz rzedu IV-go,
nalezy wzigé na 7-em miejscu log.

(2)

‘)Fr_ ‘R. Helmert, ,Studien tiber rationelle Vermessungen... I1I str. 45. Zeitschr,
f. Math, u. Physik 1868.
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Wzér na blad éredni funkeji katéw (kierunkéw) wyréwnanych (por.
wzor (18) § 6-go rozdz. V.go) opiewa:

o E T )
e ol L e

Wzér ten moZemy zastosowaé takze i dla wyznaczenia bledu funkeji
logg, nadajgc poszezegélnym df; znaczenie F;.

Zastepujae zatem w dalszych wywodach df; przez F;, oraz kladac
dla uproszczenia

4,=log 13—— (log sin @;-log sin &;+-. . ..—logsin @,— log sin @,,— . ..), (4)

czyli Ap=[drd)=[F 4], (6)
bedziemy sie starali znales¢ dla poszezegdélnych katéw (kierunkdw) takie

wagi p, aby odwrotno§é wagi funkeji log B,

1__ [FF] [aF] [ ]2 [ ] ©)

HEEE
byla minimum.

Wyznaczenie poszezegolnych p, spelniajacych powyzszy warunek,
przeprowadzamy w nastepujacy sposéb posredni.

Wzor (6) mozemy przy r warunkach wyréwnania okreslié takze przy
pomocy symbolu:

(6%)

Lo [
=57

Jeéli jednak we wzorze (6%) polozymy p":;.*‘ a Fi=1;, przejdziemy
na wzor, kontrolujgey przy wyréwnaniu spostrzezen posrednich sume

[p"d0)=[p"U.7], ()

o ile liczba niewiadomych wymnosi .
Korzystajae z analogicznego wygladu zwiazkéw (6%) i (7), mozemy

polozywszy p"zg.r’ utworzyé pozorne réwnania bledéw :

6i=a; 1+, I +e I+, ... +F;, o wagach p.-'=;_, (8)

a nastepnie przez rozwigzanie odpowiadajacych im réwnan normalnych
ksztattu:

Dr, K. Weigel, Rachunek wyrownawoay, 20
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[2] x4 [ ‘| +[2]mre .. +[2F]-o

[a_b] T [bbl o [bc]III i _}_[b_]_l_ (9)
LN I P 1 .

aczy¢ [p’dd]=|-~ _[ .fr]:- = MAN. 10
wymaczyé [p'80] _,p] = 5 (10)

Dla lepszego zrozumienia wytlumaczymy sprawe przy pomocy na-
stepujacego przykladu.

Przypusémy, Ze réwnania odchylek sieci podstawowej, sprowadzone
do ksztaltu liniowego, sg nastepujace :

a1 ‘(}1 -I- .a2 -,()‘2 -i— aa '3‘3 --I—v ,,,,, -‘— I&}, :.:0
by T By S By Pt o ), ) iy
6 Htey et Ht.... . +w,=0
di 31 '|" d2 f}2+d3 I‘}q—i- ..... “l—wﬁ TO;

: ; B s ]
za$ rownanie, powstale ze stosunku . (w ksztalcie liniowym), opiewa :
: )

FohAFo Qg+ Fydy+. .0 = A (12)

Ze spolezynnikéw réwnan (11)1 (12) tworzymy nastepujace pozorne
réwnania bledow: °

@, I+b, T1+4¢, TIT+d, IV -+ F, =4, ;:pg,
1

i 1
0y L4-0, I14-¢, LTI - @y IV A4 Fy =0y, —=p,'
V) 2 2 2 2 2 Pe Py (13)
ay L+b, 11 +¢, 111+ d, IV - Fy =0y, ; =,
3

......................................

Naqtqpnie na podstawie puwy%szy(,h rownan bledéw ukladamy
rownania normalne {o ksztalcie réwn. (9)} o czterech niewiadomych I,

1L R R A
Rozwigranie powy#szych réwnan normalnych dostarczyloby nam:

[(jﬁjzmin., jednak dla z gory obranych wag p.

- Poniewaz mamy wladnie za zadanie wyznaczyé owe wagi, trzeba
przeto zastosowad jeszcze nastepujace rozumowanie, aby dojéé do Zada-
nego celu.

Wagi katéw przyjmiemy réowne ilodci spostrzezeinl, a przeznaczajac
na caly sie¢ pewns ilo§é spostrzezeén W, otrzymamy warunek :

[pl= W (iloSci stalej). (14)
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Réwnania normalne (9) spelniaja przy pewnych przyjetych wagach

i} ; I SN I

» warunek i e min.; przy zmianie poszcezegdlnych wag, zmienig sig
N . [aa] |ab]'. , - o

spélezynniki réwnan (9), t. j. = 0 it d., a w konsekwencji dal-

szej niewiadome I, II ..., poprawki d, a wreszcie i suma [—d;]

Zmiana poszczegélnych p jest jednak ograniczona warunkiem [p]= W,
oraz tem, Ze wagi p moga byé tylko liczbami dodatniems.

Przypudémy, ze zestawiliSmy wszelkie mozliwe kombinacje wag p,
ktérych [p]=W i — zastosowujac je do réwnan mnormalnych (9), utwo-
rzonych z pozornych réwnan (13) — znaleZliSmy, %e ze wszystkich sum

00 s TG : :
% pewna z nich jest najmniejszq, czyli, Ze obrawszy pewne wagi p,

znalezli$my takie d, ktére, spelniajac [{;d-]mmin., dostarczaje nam—},—:min.

Starajmy sie nastepnie zbadac, w jakim stosunku pozostaja ze sobg
odpowiadajgce sobie p; i d:
W tym celu polézmy pi—=wi* (na znak, ze wagi sa liczbami dodat-

niemi) i szukajmy lié-]r-==1nin. z uwzglednieniem warunku [p]=[w?]=W,

uwazajae znalezione d za wielkosci stale.
‘Wedle zasad analizy naleZy wyznaczy¢ warunki, wynikajgce z na-
stepujacego zwigzku: ‘

0= g |+t ) =min, S

dla zmieniajacych sig wartosei w.
Otrzymamy zatem 7 zwigzkéw, odpowiadajacych n réwnaniom ble-
déw, ksztaltu:

0P 0 .o
P g il I,
0 %=l w;h. ; (16%)

Oznaczajac przez |d;| warto$é absolutng bledu d¢;, napiszemy dalej
na podstawie réwnania ostatniego :

_ | ;] §
|d¢|=---!aw,-3,.w.-“--—-| k|5 (11.)
poniewaz jednak [w;*]=W, przeto
Wm[]t;jc—l], k=[|fv|], oraz (18)
iy AL 0] g 1 [|d|] (19)
i T R e
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(el

Tworzac z poszwego]nych —|(5,| W

sumsg, [———-] otrzymamy osta-

S do [|_61_1_ :
tecznie: [p] S = p— un (20)

Ksztalt zwigzku (20) wskazuje, Ze warunek ;}: min. bedzie spel-

niony, gdy [|d[]*= min., wzglednie gdy
[|6|]=min. (21)

Ze zwigekow (19) i (21) wynika, ze wagi katow, przyjete przy two-
rzeniu rownan normalnych, muszq byé proporcjonalne do bezwzglednych
wartosei bledow |d|, obliczonych na podstaww niewiadomych, wzyskanych
z tychse réwnasi normalnych.

PoniewaZ analiza nie podaje nam sposobéw dla utworzenia [|d|]==min.,
poslugujemy sie w praktyce sposobem, zdaZajacym do tego przez stop-
niowe przybliZanie sie.

Jak to wykazal Helmert, muszy wypasé wagi niektorych kqtow sieci,
(a conajmniej waga jednego kata) »dwne zeru, przeto nalezy po ustawieniu
rownan bledéw zastanowié sig, ktére z wag przyjmiemy réwne zeru.

Dla sieci rombowych daje nam w tym kierunku dyrektywy Helmert,
wykazujac, Ze katy po obu stronach przekatni rombéw nie maja byé
weale mierzone.

Przy innych ksztaltach sieci moZemy réwniez zazwyczaj korzystad,
z do$wiadezen, zrobionych w podobnych warunkach.

W przypadkach, w ktérych nie mozemy z gory okreélié, ktérych
katow nie naleZzy obserwowac, przyjmujemy wagi wszystkich katow (kie-
runkéw) réwne jednoSei, a po rozwigzaniu réwnan normalnych, obliczamy
poszezegolne 4. Wagi katow (kierunkow), dla ktérych wypadly 6 bardzo
male w stosunku do innych, przyjmujemy réwne O, za§ wagi innych katow
(kierunkéw) réwne absolutnym wartodciom otrzymanych d; zatem p—|d|.
Postgpowanie to powtarzamy tak dlugo, a% |d|, obliczone z ostatnich
rownan normalnych, beds w przybliZeniu réwne ostatnio przyjetym wagom.

Wiadciwe wagi wzglednie iloSei pomiaréw obliczamy nastepnie na
194 ¢
1ol Ww. (22)

Przyjecie wag katow (kierunkéw), odpowiadajacych bardzo malym |d
jako réwnych zeru, powoduje ulatwienie rozwigzania réwnaf normalnych,
gdyZ sg to katy (kierunki) o bardzo malym wplywie na dokladnodé diu-
gosci boku B, co sig objawia w rachunku przez to, Ze przewazna iloé
spolezynnikéw réwnania bledéw, odpowiadajacego temu katowi (kierun-
kowi) jest réwna zeru. Z réwnan bledéw, ktérych & przyjelismy réwne
zeru, wyznaczamy zatem latwo tylez niewiadomych, przez co pozostala

podstawie zwigzku pi=
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ilo§¢ niewiadomych zmniejsza sie¢ z wielks korzyscig dla przeprowadzenia
rachunku.

Jezeli sieé ma ksztalt rombowy, ulatwiajg nam zadanie w wysokim
stopniu wskazéwki Helmerta.

‘W sieciach tych nalezy wedle nich:

a) nie mierzy¢ weale kaqtéw po obu stronach diuzszych przekaqini obu

romboéw, Sty

b) katy, lesgce napreeciw dluZszej przekatni rombu malego, pomie-
rzy¢ tem wigkszq ilo§é razy, im bardziej sq rozwarte,

¢) katy po obu stronach podstawy mierzonej obserwowad stosunkowo
malq ilos¢ razy,

d) katy w obu rombach naprzeciw podstawy, a szezegdlnie kgty te
rombu drugiego, pomierzy¢ najwigkszq ilo§é razy i to w tem
wieksze] iloscl, ém bardziej sq ostre.

Pozostale 4 katy, wigZzace romb maly z duzym w obu wierzcholkach
mniejsze] przekatni duzego rombu, nalezy wreszeie pomierzy¢ tem wigkszq
ilod¢ razy, im sy bardziej ostre.

Inne metody wyznaczania wag kqiéw w sieciach podstawowych po-
daje prof. L. Kriiger w publ. pruskiego Instytutu geod.?).

§ 10. Przyklad wyznaezenia iloSei spostrzezen katow w sieci podstawowej.

Jako przyktad podajemy projekt sieci podstawowej wraz z obliczeniem
ilosei spostrzezen katow, odpowiadajacej najkorzyst-
niejszemu rozwinigeiu podstawy, opracowany przez
grupe studentéw III-go roku oddzialu mierniczego
Politechniki Lwowskiej.

Na podstawie prowizorycznych wynikéw spo-
strzeZzen, dokonanyech =z dokladnoseiy 107/—2077
a mianowiecie: -

Ifl) 00 0f 0 (4)= 0° 0’0
4 g St I(9)= 74020/50" St 11! (5)= 780160
| (8)— 149019/ 507" (6)= 146955707

St. IIT) (8)=16982/10/ St.IV ! (11)=15°22/10"/
(9)==81%607107/ (12)==81°66" 0/

obliczono katy :

a,0==T4929/60"/, oagg==T4°50707", a4;="T8°16'0"",

ay0="78940/0"", agg=16°82/107/, uge=15180"",
Gm_j1=15“22'10”, ®41,40== 6032"50”;

podstawa b=8560-102m.

(7)== 500001 {(10)::- 0 .07 07

Fig. 85.

Y L. Kriiger. Ueber d. Bestimmung der Winkelgewichte in Basisnetzen. Berlin
1920, (Versf. d. preuss. geod. Institutes).
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Sie¢ podstawowa wymagalaby przy wyréwnanin uwzglednienia czterech
warunkéw, trzech tréjkatowych, n. p. z tréjkatow (I, II, III), (I, II, IV)
i (IT, III, IV) i jednego bocznego, ustawionego n. p. ze wzgledu na punkt II
Jako centralny,

Roéwnania warunkowe we formie linjowe] sa zatem :

1. l'llg—'—ﬂt a-l- 9—1—32—3,+56—35+Bﬁ——67—180“ =0,

2. oo 3~} G4.5 =f= '1111.12_‘_53'_"39"}'35 _“Bf; +312‘—310—.1800"¢'0,

3. @y argton 103 —3, 48 — & +8;4—78;, —180°=0,

4. log sin oy 5-log sin eyp 13+ log sin a; g—log sin a7 p—log sin wy y—log sinjy gp
+dfia J2 — dfig J14dfr0a2 T12 — dfr0az 210 + dfig Is — dfig I — dfreJp
+df193r—dfe.3 35+ dfo.s F2—dfnae T+ df 1 I =0,

(przyczem, jak wiadomo df oznacza poprawke log na 7-em miejsen log sin e, dla 1/7).

Ostatni warunek da sig przedstawicé kréce;:
4. 0s—df19 31+ (dfos—dfip) Jo—dfais Is—(dfis —dfrg) Ti+dfrs Is+
—dfi9 F9—df10.12 T10+df 1112 T —(df11.02 — df10.12) F12=0.
Po wstawieniu wartosei liczebnyeh poszezegdlnych df, otrzymamy ze
wzgledu, Ze
df12==5'8, dfa3=07, df15=="T0"9, dfy =839, dfig10==38'8, df11124709:
‘4, 683, +11'63,—b'73,—87:03 7+7U'9.&ﬂ—33'9 Jg—88'8 3,,4-70'9 3, +
'—37 1 .5‘”—]—0)4—-0
: B IlI) sm a1 ;sm (o
Funkeja: log ~ =log S o g~
unkcja ; log = (] IlI) 3 g e gl e +dfisT3—df13 31+ df 5690+
~—dfs.0 F5—df 10,11 F11 -+ dfro.n F10—dfr.0 So-tdf 19 31;

. zatem réwnanie dodatkowe bedzie we formie skréconej, po vwzglednienin wartodei
liczebnych poszezegélnych df, poniewaz dfyg= —386'5, dfys=6'1, dfipn1=T76'6:
b, A=B86'b 31—35-5 3,—6'13,46'13,48893,—88'93, 4766 3;,+

—176:6 3,
Przy pomocy spélozynmkéw owych pigeiu rownan tworzymy pozorne réwna-
nia bledéw, p:wy.]mu.]'yc wagi kierunkéw w mysl uwag Helmerta:

Ll 1_|_._I_I III 'IV _; | - -
@ @@ @ | @ |

8 =||—1] . e | — 58| 48566 | b

8, =|+1|—1| . | +116 : 1

3 el o | LB 855 1 4

Ef‘ 3 " —1 "‘"] 1 . ! 5 ] .

B =|—1]+1].. — 81 "1 | «(Suma S}?-élc?‘ynnikc'{w na ]fg?’,d@}

3y =| +1 | + 611 4 stacji réwna sie zern).

8, =| —1 —1| —870 | 4+339| 8

B =i +1| <4709 0

3, =|[ +1 : —~3c} 9 —33 9 8

I Z1| .| =888 | +766 | 8

SiyF —1] 709 | —76:6 | O

8= s e I e ; | 8
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Wagi kierunkéw wynikaja z iloSci spostrzezen katow, ktére prayjeto:
0, in.12=8,

Py =rt1a-+1i3=Db,

Py =112

ik

Po=ity=14,

fe=1, ipg=4, iy5=1, ine=4%, i15=0, i19=8, i1

Py =115+ 1is0=5,

w obec czego wagi kierunkéw, odpowiadajace ilosci spostrzezen, sa:

Pl’n__f“ r_]

Pe=iso=4, p;=1i1a+ir9=8, 133—1?8-—0, pg-—-nn——'& P;u-~!1011+11u1z-—3
Pry=10=0, piy=ini2=

7 powodu przyjecia pg=p,,=0, sa wedle uwag, przytoczonych w § 9-tym,

takze 1:

’ w obec czego

93-———311——-0.
Okolicznosé ta daje nam mozno$é wyznaczenia obu ostatnich niewiadomych
IV i IIT z odpowiednich réwnan bledéw, a mianowicie:

III470+9 IV=0
—III470:9 TV.—76:6=0,

IV=76'6:141'8=0:6402,
II1=—70'9 X 0:6402 = —388-300.

‘Wartosei te, wstawione do poprzednio ustawionych réwnan bledéw, prze-

ksztaleaja je na réwnania o dwu niewiadomych.

PoniZej zestawiono w ten spostb zredukowane réwnania bledéw, dodajac

w zestawieniu schematycznem wagi pyi ich odwrotnosei, przyjete do wyréwnania

Réwnania normalne pierwszego wyréwnania sg:
2700 I—2:000 I1—15'265=0

—2:000 T4-2

700 11— 44207 =0,

I-go, 81, wynikajace z pierwszego wyréwnania, oraz ; 1 9y, odpowiadajace
1l
wyréwnaniu powtérnemu.
g T ok J%l d >o-|' Wagi -___Bl_p-d o-|
: o o um?u};\l |Le wyz, : Zor ne{\'pﬁ
a) | (b F') I-go RV T e e :
( ( ) ( | P1 P | I- -g0 EI P il Pu I 1I~g0 311
o= f—1| ., |4-82:867| b ! 0:200| — 708§ 70 | 0148 — 712
8= | +1|—1|4 6:212 1 ] 1000 4+ 006} 01 {10000 + 006 |
8g=|| . |-1|—88b79] 4 0:260 | -+ 6:98( 69 U 146 + 706 |
=1 . |—1 +58 800 b \ 0:200| — 726| 738 0187| — 784
= | —1|+1|— 6100} 1 1:000 | + 0:06| 0-1 {10:000( -+ 0056
B=|+1| . |—82:200 4 ' 0:250| 4 720 72| 0185| 4 729
= . SRR | . REL2 s - i o _.._.|
8= (| —1 +oz "13 8 | 0 126 | -+12:81{ 180 0 077 +12:72
3 |+1] . [—62218) 8 | 0126 —12:81) 18:0 | 0077} —12-72
— _ ——— —a — A A A . — — —
340 ‘-‘*1 -+ 68341 8 | 0126 4-12:78| 18.0 | 0:077 | -+12:70 |
S . | +1|—5b8341 8 | 0126 —12: ¢8 18:0 | 0:077| —12:70
| | i (30 =796 (13 ]u| =796
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zad wartosel niewiadomych :
I=289:401, 1T=45'5659.

Po wstawieniu tych wartofci do réwnan bledéw otrzymamy powyzej wy-
szczegblnione 3y (t. j. z pimwszago wyréwnania), ktérych wartodci bezwzgledne,
odpowiednio zaoklgglone, przyjmujemy jako wagi dla wyréwnama drugiego (pr).

Ze wzglqdu na zmienione w ten sposéb wagi zmienis sig réwnania nor-
malne Il-go wyréwnania na nastepujace:

20°432 T—20:000 IT-+1056992=0
—20°000 1420486 11—142:984=0,

Réwnania te dostarczaja nam nastepujacych wartodei niewiadomych :
[=389-489, II=45-642,

przy pomocy kiérych obliczamy 3y (bledy pozorne wyréwm.niu, drugiego).

Suma [|8]] jest w obu przypadkach jednakows i wynosi 79:76; okolicznosé
ta (jakoteZ minimalne rézZnice nm;dzy przyjetemi wagami py, a bezwrglqdneml
wartociami |3y|) jest dowodem, Ze osiagnelidmy [|8|]=min.

Aby wyznaczyé iloSci spostrzeZen katéw sieci podstawowej, nalezy przyjac
pewng stala ilo§é spostrzezen (nastawien na cel) W.

Cheac te ilos¢ przyjaé odpowiednio, nalezy ja tak dobraé, aby blad boku
B przy przyjeciu pewnego blqdu katowego ., nie przekraczal pewnej przez nas
ustalonej maksymalnej granicy.

Dlugoéé B, obliczona przy pomocy prowizorycznie pomierzonych katéw
i podstawy b, wynosi:

Beep SR018 BN ESS o00m0.904 m,
sin Gq.9 BIN &yp,11

Nie cheac, aby blad boku - B, pochodzacy z tryangulacji, przenosil n. p.

B: 750000, przyjmiemy '
pop====004 m.

Zmianie dlugosci B o 004 m, odpowiada zmiana log (lB
m

) — 44767001

¢ b'8 jednostek na 7-em miejscu log.
Jezeli blad log (1), ktéry oznaczmy przez p;, wynosi —4-5'8, a éredni
m

blad jednostkowy katowy pg==-A=17"-b (przyjecie dos¢ niekorzystne), otrzymamy
ze wzgledu na zwiazek
T L
P-m—-l-ﬂn\ P E*ovur

o 15 i - ey
W= ——79:76) —=425'5 1),
(Hmu ) (8 ) 56 1)

Wobeg tegn przeznaczamy 440 spostrzezen, t. j. nastawiefi na cel, dla
powyzej oméwionej sieci. (Gtdybysmy mieli podstawe praypuszezad, Ze p, qune
wigkszy, lub cheieli uzyska¢ dokladno$é wigksza, niz B: 7‘30000 nalezaloby
zwigkszy¢ odpowiednio liczbe spostrzezen).

’} Liezba ta ma byé ze wzgledu, 7e na jedna serje praypada 4 nastawienia,
a ilo8¢ seryj musi byé parzysta, podzielna przez 8.
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Tlogé spostrzezen I poszezegblnych kierunkéw otrzymamy zatem :
W
dla kierunku i — I;=|g| [ 8']'
b1 n k |al| |ar]
n 1 l— I 3; | [l—a—i], AR
Poniewa# chcemy wykona¢ pomiary katowe, a nie kierunkowe, nalezy

przejsd na kazdem stanowisku z kiernnkéw na katy.

Uskuteczniamy to, biorac na uwage na kazdem stanowisku 8 o znakach
dodatnich i ujemnych i przeznaczajac dla kazdego kata taka sama ilogé dodatnich
jak i ujemnych 8, zamienionych oczywiscie réwniez na dodatnie. 1 tak biorac
na uwage stanowisko I, otrzymamy, ze wzgledu, Ze

3 =—"1.12, 3= 4006, 3,=+T706,
ilog¢ nastawien przeznaczonych

W 2 W
dla kgtta, %19 - }1 g== 2| 31 i [ ~ ] = 006 '[; 3 |]'
|
. n-l Hr
zas dla kata a1y h=2|%| = 706

[|5|] (121

Postepujac w ten sposéb na wszystkich czterech stanowiskach, wyzna-

2 W 880 Sl

[[8]) 7l e &
11_2=0'66, 11_3:7‘7'87, I4,:i=0'¥-}5, 14528041, 17.92140‘30, I10_13=140'US,

przyczem jako kontrole mamy zwiazek X I— W=440.

Z ilofci nastawien obliczymy nastepnie ilosé sery). dla kazdego kata,
uwzgledniajac, Ze obserwowanie kata w jednej serji wymaga czterech nastawien
[dwu w jednem, dwu w drugiem poloZeniu lunety (w kierunku odwrotllym)]

Dzielae uzyskane poprzednio liczby przez 4, otrzymamy ilos¢ seryj. Aby
jednak ilogci seryj byly liezbami parzystemi, .a najmniejsza ilo§é seryj byla
rowna 4, zaokraglamy odpowiednio §cisle wyniki obliczen, jak to uwidoczniono
w mwtqpu]sgwm zestawieniu,

czymy poszezegélne I, ze wzgledu na

_‘ _] s _ _"__—IT(;; : ol i
| Kat 2 | nastawien | seryj bery] usta- |
teoretyczna. teoretyc rml,| lona ostat,
|
(1.2) 066 017 | A
(1.8) 7787 19447 | 18
(4.5) 065 014 4
(4.6) |  80-41 2010 20
| (7.9) | 140-80 8508 | 82
| (10.12)| 14008 8BbE I reaiiiy
| . 3| 48987 | 10998 | 110%) |

1) Nie cheac obniZa¢ ilosci seryj katow ey

przyjac je: 20,

20, 36 1 86 przy ogélnej sumie

) %6, %79 1 a2, nalezaloby

120 seryj.
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O ile moznaby przypuszezaé, Ze z powodu nie dosc lieznej ilosci spostrzezen
v, przekroczy wartosé 1//+b, nalezaloby ilo$é nastawien, a tém samem i sery)

odpowiednio zwigkszyé, gdyz blad dlugodei B bylby woéwezas wiekszy od
B : 760000,

Poniewaz préez bledéw tu omawianyeh wplywa na dokladnosdé wyznaczenia
diugosei B takze i blad pomiaru podstawy b, przeto jest wskazanem, przyjmowac

dla rombéw pojedynczych ilo§¢ W conajmniej réwna 400, zas dla rombéw
podwdéjnyeh conajmniej réwna 1000,

Przypuszezalny blad éredni wyrazZenia log J;f, a zarazem i Jog B (ze wzgledu

na przyjecie postawy b jako bezblednej) bedzie w jednostkach 7-go miejsca lbg:
SRR N (LI )

"\' P g0

o ile zatem pg==1//5, wynosi pp==--5'708 (na 7-em miejscu log,).

po==k3'8024 py ;

Dlugoé¢ B, obliczona =z katéw obserwowanych prowizorycznie, wynosi
29970-924 m, log (]B )r---4'4767001.
| m

Jedli zatem wyznaczylismy poprzednio W==440 dla p,=1/""b i p,:B=
1: 760000, powinnidmy otrzymac¢ obecnie B z ta wlagnie dokladnodeia.
Zmianie dlugosei B o 1 m odpowiada zmiana logarytmu o 145 jednostel

: A B ; e
7-go miejsca, zatem zmianie logarytmu TP o 65708 jednostek 7-go miejsca od-

1
powiada zmiana B o T46 X 5708 m = 000898 m, t. j. pp: B=1:760000, a za-

: 45
tem << 1:760000.
Rachunek ostatnio przeprowadzony jest tylko kontrolg rachunkowa, czy
przyjecie W=440 bylo odpowiednie dla dokladnodei B.

Blgd $redni w, nie jest jednak callbowitym bledem dlugosei B; dla
btrzymania calkowitego bledu &redniego nalezy uwzglednié obok bledu
tu obliczonego, pochodzacego z tryangulacji, jeszcze blad, powstaly wsku-
tek bezposredniego pomiaru podstawy, pomnozZony przez stosunek po-

B
=

Oznaczajac blad dlugoéci B, powstaly z tryangulacji, przez u,, za$
blad podstawy (z pomiaru bezposredniego) przez u,, otrzymamy calkowity

blad $redni wedle wzoru
: i e
(pn)= v.‘fwz i (b H-p) .

wiekszenia

Po wyznaczeniu ilosci seryj dla kazdego kata nalezy sporzadzié

plan preeprowadzenia spostrzezen (obserwacyjny) kazdego kata.

Dla wyrugowania bledéw systematycznych i przypadkowych podzialu
limbusu postapimy tu analogicznie, jak przy spostrzeganiu metods
Schreibera.
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Jezeli ilo$é seryj pewnego kgta wymosi s, to ilo§é pomiaréw tegoz
kata (obserwacyj lewego i prawego ramienia) jest 28, co odpowiada przy
metodzié Schreibera ilodciom » i 2.

Kladac s=w», mozemy zastosowaé plany spostrzezen, przedstawione
w § 4-ym rozdz. IX-go (str. 201 i d.), oraz wszelkie wzory tam wypro-
wadzone,

Zamiast spostrzegad kat w kazdej serji w obu poloZeniach lunety,
obserwujemy go 2 razy, zmieniajge jednak kierunek pomiaru (tam iz po-
wrotem), przez s/, seryj w jednem, a przez dalszych s/, seryj w drugiem
polozeniu lunety. Jestto sposéb uZywany przez Schreibera.

Zdaniem autora jest lepiej spostrzegac pewien kat e raz'bezposrednio,
a drugi raz w tem samem poloZeniu lunety posrednio przez obserwacje
kgta (860—a), gdyz w ten sposéb ruguje sig blad systematyczny, powsta-
jacy przez przesuniecie si¢ limbusu pod wplywem ruchu alhidady.

Précz tego przy pomiarze wiecej katéw na pewnem stanowisku, nie
nalezy spostrzega¢ wigeej ni2 raz pewnego kierunku na temsamem miejscu
limbusu.

‘W myél tych uwag bedzie plan obserwacyjny katéw dla poprzednio oma-
wianego przykladu nastepujacy :

1lodd A0 Podwdine pomiary w poloZeniu
Stano- | Kat | = 1800 go lunety
wisko| g B O e e 9
sory | Pow s BT R RS A St NS SR
N B ‘ I-em | Il-em
1 |ag | & | 8 |46 00 450 | 900 1850
a (1.8) (18 | 86 |[10° | 2-b° [ 2:60, 12-6°, 22:6°, 82:6°, | 9269, 102:69, 1126,
- 42:6° i t. d. 122:6, 1826 i t. d.
MBI g | e Al AT ST T B 2 I e 2
II | (4.6) | 4 8 | 460 00 450 900 185
- (4.6) | 20 |40 90 | 4+B° || 4:59, 18'BY, 22-6°, 81'H° | 94:69, 108-69, 112'6°,
| 405" ¢. d. - 121-8¢, 1808 i t. d.
IIT | (7.4) | 82 (54 15“")"“’ — 5‘3?’ 11004’ I('°42* 96877, 101%047, 106042/,
3"“19 i L d. 1120194 i ¢, 4.
IV [(10.12)| 82 | 64 [6%87-12| — 5 4

§ 11. Sieei wiencowe.

Jak juz wspomnielidmy w § 7-ym, opierajq si¢ wszelkie inne sieci,
zalozone celem rozmierzania kraju, zazwyczaj ne steci wiericowej. (fig. 36).

Z tego powodu, jak tez i ze wzgledu na znaczng jej dlugosé, musi
byé sieé wiencowa szczegdilnie dokladnie pomierzona i obliczona.

Pomiary przeprowadzamy dzi§ prawie wylacznie metody Schreibera,
mierzae katy we wszystkich kombinacjach (str. 195, i d.) i przemieniamy
je nastepnie na kazdem stanowisku na kierunkiniezalezne o wadze okolo 24.
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9!

Wyréwnanie sieci wiencowych mozna przeprowadzi¢ dwoma meto-
dami: jako wyréwnanie spostrzezen podrednich, lub (z reguly) zawarun-
kowanych.

Przy zastosowaniu metody pierwszej wystepujs jako niewiadome
w tlosei 2 (p—2) spolrzedne geograficane poszezegdlnych punktéw sieci z wy-
Jjatkiem dwu poczatkowych punktéw wyjscia, gdyZ azymuty geograficzne

w,

L1 X’—V/

Fig. 86.

poszezegblnych kierunkéw, uzyskane ze spostrzeganych katéw, sa funk-
cjami szerokodci i dlugosei geogr. odpowiednich punktéw. Tym sposobem
nalezy poslugiwaé sie w przypadkach, gdy rdénice diugosei geograficanych
migdzy skrajnemi punktami zachodniemi wzglednie wschodniemi a punktem
poczatkowym preekraczajq 8°. O ile réinice te sy mniejsze, okazuje sie
z reguly korzysiniejszq metoda druga, przy ktérej przeprowadzamy wy-
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réwnanie najodpowiedniej na plaszczyznie; wzory Kriigera!) ktéremi sie
wtedy poslugujemy, wystarczaja jednak tylko, o ile wyZej wymienione
réznice dlugodci geogr. nie przekraczajg -89

W przypadku, przedstawionym na fig, 86, wymaga uZycie metody
spostrzeZen posérednich rozwigzania 2(26—2)=46 réwnan normalnych.

Przy zastosowaniu drugiej metody wyréwnawezej, t. j. sposirzezen
zawarunkowanych wystepuja w sieciach wiefcowych précz znanych nam
warunkéw sieci jeszeze warunki zamknigeia- poligonw i one to wlagnie
powodujg, Ze wyréwnanie przeprowadzamy najkorzystniej po uskutecznio-
nej redukeji kierunkéw na plaszozyznie. Iloé warunkdéw sieci otrzymu-
jemy wedle wzoru (3) § 2-go, lub (1) § 3-go.

W sieci, przedstawionej na fig. 86-tej, mamy kierunkéw pomierzo-
nych 102, punktéw (stanowisk) p;=26, przeto katéw pomierzonych
(K)==102—26--77, Poniewaz p,=0, przeto p=p;.

Wobec tego, #e préu katéw pomierzono jeszcze i jedng podstawe b
(wzglednie otrzymano jej dlugodé z rozwiniecia sieci podstawowej), Jeqt
ilo§¢ warunkéw sieci (wedle wzoru (8) § 2-go):

(0)=1+77—50+3=3L. @

PoniewaZ nie mamy tu warunkéw nawiazania, otrzymujemy te samg
ilo$¢ warunkéw takze przy pomocy wzoru (1) § 3-go (ze wzgledu ze
le=l, =bl, I, =0, p,=0):

w=102—764=51. (1*)

Warunkéw $Scisle irdjkqtowych mamy tyle, ile trojkatéow, t. j. 26,
natomiast poligonowych: ly—p;+41=5b1—2b-41=27, i
~ RoézZnica ta powstaje stad, Ze jeden warunek poligonowy nalezy do
warunkow zamknigeia poligonu, jaki tworzy sie¢ wiencowa.

Poniewaz staramy sig, aby warunki zawieraly, jaknajmniejszg ilo§é
spolezynnikow, przeto bedzie korzystniej dla rachunku, jesli uwzglednimy
przy wyrdéwnaniu warunek, zawierajacy katy poligonu wewnetrznego.
Otrzymamy zatem, wychodzac z (pozornego) azymutu podstawy, po prze-
prowadzeniu redukcji kierunkéw na plaszezyzne:

@s.4+ 04— O+ @118+ 13— 1o+ . .+ . + s g5+ dos—0dgs— (9—2) 180%=0). (3)

Tlo§¢ warunkdéw boeznyeh okre§la nam wzor:

Wy=1—2p 4 8=b1—B0-4 =4, 4)

Dwa z nich wynikajg z dloczynu stosunkéw bokéw:

1-11  II-III XXIV—-XXV XXV—II_l
I-IO° IO—IV'" "' XXy-IoO  ° 1-I0 5
VI-X VII-X X-X XI-X xn-x_. [ ©
VIHT=X " IX—X] " XT—X  XIT— X VIX ! l

za$ dwa dalsze nalezy do warunkéw zamkniecia poligonu.

') Dr. L. Kriger. Konforme Abbildung d. Erdellipsoids in d. Ebene, Potsdam 1912.



318 ; X1, Trysngolacja (Ceghé trzecia), Wyriwnanie sieci trysngulacyjnej.

O ile przeprowadzono redukecje kierunkéw na plaszezyzne, daja sie
i dwa ostatnie warunki przedstawic¢c we formie bardzo prostej, jako rzufy
bokéw wewnetrznego (lub zewnetrznego) poligonu na przyjete osie whiladu ;
zatem, oznaczajac boki poligonu wewnetrznego przez s z odpowiedniemi
wskaznikami, zad przez (@) pozorne azymuty kierunkéw, otrzymamy :

{811y +Auay sin {(@) iy + Oy 4+ {sivovi+ Ay sin {(@)y.vi+ 51\: Vi)t ee
A8 xxivan +Axxaya | sin {(@)xxrvan 4+ sy f =0,
1811y ~‘r-A‘-'in.w } cos {(@)iw1y + Oy |+ {81v.yi+ Aiv.yi) cos {(a)tv.\'H- Orv.vif =+ (6)
wve =+ {8xxrvar + Axxiv.a | €08 {(@)xxavar + Oxxiva =0, [
przyczem A oznaczajs poprawki bokéw, a J poprawki azymutéw.
Tak poprawki bokdéw, jak i poprawki azymutéw nalezy Z&Bt«ﬂ‘plc
poprawkami odpowiednich kierunkéw.

I tak biorgc na uwage pierwszy wyraz przedostatniego warunku

{81ty +Aiay | sin {(@way + Oy } =y — i, (7)

zastapimy Aygy, oraz dygy przez poprawki odpowiednich kierunkdéw.

Poniewaz
Sy _ Sy S sin @011 Sill_@: (8)
b  sum b sinepesingg’ 'I

za$ (@)iiy = (@)1 +agq (przyczem (a)nr jest azymutem pozornym, ofrzy-

manym z redukeji azymutu astronom.), przeto

2 Sin @y 8in @gy
log {si.1v + 4y | =log b+-log ST ek + dfo.11 011+ l i
—dfi0.11 010+ @fs3 0y—dfs 3 0a—df15.16 010+ Afis.16 015—AF5.10 010+ I ©
“+dfy.1000;

tak samo jest
log sin {(@)iw1y + 01y | =log sin (@)u1y +d iy 6,—d iy dg. V). (10)

Z réwnan (7), (9) i (10) otrzymujemy /
log (yiv—yu)=1og Si.ty —afp.3 dg-+ a3 da+ 0/ 1.1y 04— 0 11,1y g+ |

+dfy10 B9—(df5,10+ Af10.11) Bro+Afio,11 011+ dfis16 015 —afis.a0 Oyg, |
przyczem

(11)

SIN @914 SIN o3

g Anym gt tlog Sin @y5,16 810 @19

-+log sin (@)i.1y. (12)
Oznaczajge zmiane log' Siy, odpowiadajacy zmianie diugoser Sy
o 1m przez ASyy, otrzymamy, delogarytmujge réwnanie (11):

) Znalki dff;, i @f’’, zalesy od tego, w ktdrej déwiartee znajduje sig azymut
aip W pierwsze] jest dff=--, df''=—, w drugiej df'=—, dff'=+-, w trzecie] df'=--
df!'=-, w czwarte] df'=—, df'' =+,
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dfys dfas df' v af'iay df'oqo
g Gy o dfes .. Ay 5
Yy —Yn= Sy = AStry i A Sy 0 ASiy s A8y O +ASu| ot I

13)
 dfyaot+dhon P +dfmn o _ty]r..u-.é _ dfisae I (15)
A Sy 1A 8y ASuiy '* ASuw M
Analogicznie postapimy z wyrazeniem
{811y + Ay § cos {(@)ay + Onay | =21y — 2.« (14)

Poniewaz
log cos {(@hLiy + dity | =log cos (a)n v df”u w0, —dl"yy 0y, Y)  (16)
otrzymamy, lxladﬂzb

sin Gtm 11 sma -5
Slﬂﬂ.h,](, SlIl a'u 10

log (, , =log b+log “+-log cos (@) 1y: (16)

log (@1y—2u)=log C ¥ —dfyy st dfs.a 05+ Af 11y S4—af iz o+
-l-' df“.lﬂ 6" _(df“.l{]-{-dfiu.ll) dll_l"l" df"].ll 611 +df15.li5dlb_dfl:r‘lﬁ 613 .

(17)

\K’pl'owadz&iqc do rachunku A1y, zmiane log CW, odpowiadajaca

zmianie dlugosci (- o 1m, przemienimy zwigzek (16) przez delogarytmo-
wanie na nastqpu.]@cy

iy s dry ar’ny ar'’ .y dly o
PITRRR | CRBEC L R e 24 7 e e
By T O‘ AChy * ACuyy 0 +Acun Y ACuw % +401 LIV ot
df o df dfysae dfys. 18
010 I—dfmn B 1011 15.1 B 1516 s (18)

A0 ACuy " ACnv ACnw

W podebny sposéb utworzymy réznice spélrzednych innych, bezpo-
drednio po sobie nastepujacych, punktéw poligonu wewnegtrznego; sumujac
Je, otrzymamy :

,n 1 S 1y 1
A e o C ~ AIC'u‘defé Yiv—yn=29, + Asli-l-\;é’d!"d
o dNe 1
’E\]——Qa]\rv—-(. I‘,—f‘“ﬂ-b-[v;‘.l-.rdf(j J“—J“ —-Sn AS\ o Edfd
................ g it RS SR T o (L
i ST & S e
T —&xxiv= Lyyy A Oxxrva Yu—Yxx1v=Ryxy +A S\\n ”
. = .df L Sk 1NV A kD AL
O=w¢ +HAC ) 0—w‘+2436

W ten sposéb bedg mialy warunki zamknigeia poligonu réwnies
ksztalt liniowy.

Y Patrz uwaga na str. 818,


d/A.ro

320 XI. Tryangulacja (Czgé¢ trzocia), Wyrdwnanie sieci trysngulacyjnej.

Zaznaczy¢é wypada, Ze tak warunki boczne (b) jak i trdjkatowe musza,
zawieraé kqly, wzglednie kierunki zredukowamne na plaszczyzne, tak e cale
wyréwnanie przeprowadzamy na plaszezyznie.

Przeprowadzenie tej redukcji nie nalezy wprawdzie do rachunku
wyréwnawczego, mimoto podajemy ogélne zasady, dotyczace tej kwestji,
a to ze wzgledu na trudnosci, ktére moga tu sie wylonié.

Najkorzystniej postapimy, zastosowujac Gaussowskie odwzorowanie
wiernokagine (hanowerskie) na plaszczyzne?).

W tym celu przeprowadzamy redukej¢ wszystkich kierunkéw spo-
strzeganych do kierunkéw lindj prostych, laczacych punkty w plaszezyinie
odwzorowania. :

Poniewaz wzory redukeyjne kierunkéw zawierajs spolrzedne plaskie
odno$nych punktéw, musimy mieé do dyspozycji dostatecznie przyblizone
spolrzedne plaskie poszcezegdlnych punktéw sieci.

Postepowanie bedzie zatem nastepujace.

Przypudémy, Ze wyznaczyliSmy w punkcie Il-gim (patrz fig. 36-ta),
przyjetym jako poczatek ukladu spélrzedne geograficznego oraz ay,, azy-
-mut kierunku ILI. Znajac z rozwinigeia sieci podstawowej dlugoéé IT—I
rowng b (zredukowang na poziom morza), obliczamy spélrzedne geogra-
ficzne, oraz spolrzedne plaskie punktu I-go.

Po wyznaczeniu przepelnien sferycznych w poszezegélnych tréjka-
tach, jest wskazane przeprowadzié prowizoryczne wyréwnanie katow
w trojkatach, aby przy ich pomocy obliczyé¢ z dostatecznem przybliZzeniem
tak spolrzedne geograficzne ?), jak i plaskie wszystkich punktéw sieci.

Po uskutecznieniu wyZej wspomnianej redukeji wszystkich kierunkéw
spostrzeganych, przeprowadzamy wyrdéwnanie sieci na plaszezyZnie, naj-
lepiej sposobem, podanym przez Kriigera®). Jestto t. zw. wyréwnanie
grupams. f

Sposéb ten przedstawia sig w ogdlnych zarysach nastepujaco.

) Patrz: Dr. L. Kriger. ,Konforme Abbildung d. Erdellipsoids in d. Ibene*,
Potsdam 1912, lub Kriger, ,Formeln z. konformen Abbildung d. Erdellipsoids in. d.
Thene¥, Berlin 1919, Zamiast powyzszego odwzorowania, moZna zastosowad takie
podwdjne odwzorowanie wiernokgine na plaszezyzng; mnie) wygodnem dla rachunku jest
uzycie spdlrzgdnych nieplaskich, a wige geograficenyeh lub Soldnerowskich. Natomiast
nalezy dodad, Ze przy bardzo rozleglych sieciach jest wskazane zastosowanie spélrzod-
nych, geograficznych.

% O ile rozporzadzamy kartami, z ktérych mozna odezytad spélrzedne geogra-
ficzne poszezegdlnych punktéw z dokladnogeia 17/, mozna przy zastosowaniu wzordw,
podanych w zacytowane] poprawie Kriigera, wyznaczyé z nich wprost praybliZzone
spolrzedne plaskie.

%) Ueber d. Ausgleichung v. bedingten Beobacht. in 2 Gruppen, 1905. Publikacja
Inst. Geod, w Potzdamie.
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Réwnania poprawek, pochodzace z zamknied tréjkatowych, niech beda:

@ 0408+ 0y oo +a,=0
R R e CE R +8,=0
¢, 0,16, 0,¢, d.; .......... +ey =0 (20)

................................

za$ réwnania odchylek powstale z reszty warunkéw:
al (51-1—02-(52-}"&3 63 ---------- :a‘):o -
B 61 +6, Og+P3 05 v onvnin. == ,=0. (?0 )
Roéwnania odchylek zamknied trojkatowych sa wzgledem siebie t. zw.
funkejami wolnemit), t. j.

[r;!]=[flt x _,4%’]: e

O ile wszystkie réwnania bylyby funkcjami wolnemi, rozwiazanie
réwnan korelat byloby nadzwyczaj latwe; kazda korelate wyznaczyli-
bysmy niezaleznie od innych przy pomocy zwigzkow

b, Co

B A

Aby i réwnania (20%) przemienié ma funkecje wolne, pommoZymy
réwnania (20) przez spblezynniki nieoznaczone @1, €12, @i3... 1 dodamy
do pierwszego réwnania (20%), nastepnie przez @ai1, @22, @2s. . - 1 dodamy do
drugiego rdéwnania (20%) i t. d.

W rezultacie otrzymamy zamiast réwnan (20%) réwnania:

A, 0+ Ay A0+ .o v i +4,=0
B,6,+By 0,4+ B0, +....... + B,=0,

ke

(22)
przyczem
di=a;ra+biore+Ci01at. ...+
Bi=a; 02140 022-+¢Ci Qa8+ - . .« + i )
Aby tak réwnania (20), jak i przeksztalcone zwigzki (22) byly funk-
cjami wolnemi, musza byé spelnione warunki:

FEEFEE » B o

p p P

ktére z powodu w tym przypadku wag réwnych przechodzg na
[ad]=[b4]=[cd]=...=0, [aB]=bB]=[e¢B]=...=0. (26)

Rownania (24) dostarczaja nam jednak dla zwiazkéw (20) réwnan
korelat o ksztalcie réwnan (21).

(23)

1) Nazwe t¢ wprowadzil duiski uczony T. N. Thiele.
%) p;p hie jest tu ogdlnie réwne p, ;.

Dr. K. Weigel. Hachunek wyrdwnawczy. 21
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Kladac zatem w powyzszych réwnaniach zamiast a,, b,, ¢jye......
sumy [aa], [ba], [ca],.... & zamiast k&, k,, ky,..... 01 D10y H0ug s matats ;
a nastepnie zamiast a,, b, ¢y,..... sumy [af], [66], [eB],..... , & zamiast
I S 021, 022 02.3.. ... , otrzymamy wartosei wszystkich spél-
czynnikéw ¢; a mianowicie wobec wag réwnych:

91.1=—[[iz%, Q1.2= _[b:%’ 019= [E::]] o I
(26)
(@f] __ [b6] __[eB] :
02.1='—[-aa], Qo= o= [bb]’ Qo= — [cc]"'“ ]

Zwigzki te majs w rzeczywistodci ksztalt jeszcze prostszy ze wzgledu
‘na to, ze sumy [aa], [bb], [cc] sy utworzone ze spélezynnikéw réwnan
odchylek, powstalych z zamknie¢ tréjkatowych; sumy te wynoszg zatem
przy wyréownaniu katéw 8, za§ przy wyréwnaniu kierunkéw 6.

Po wyznaczeniu poszezegdlnych ¢ wstawiamy ich wartodei do zwigz-
kéw (23), a po obliczeniu warto$ci 4 i B, ustawiamy réwnania korelat,
odpowiadajace réwnaniom odchylek (22). '

Tlosé réwnan korelat, ktére musza byé rozwiazane réwnoczefnie,
wynosi zatem tylko tyle, ile mamy warunkéw oprécz warunkéw, odpowia-
dajacych zamknieciom #rdjkagtowym.

Dla lepszego  zrozumienia tego sposobu podajemy nastgpujacy przyklad.

Niech beda réwnania odchylek, odnoszace sig do katéw pigcioboku, przed-
ﬂtawmnego na fig. 37-0_1, ua,stqpu.]agce

e S N L s
i 8 51 318 | % | % 37 8 | 8 | 259 | %4 | %42 | o
| |
(@) I| 1 1 s B . % B e it T } et gt 1D W =0
b | N PR el e R (BT 0 N R S T B : { wy | =0
il syl e N S RO ISR I | \ N0 o ¢ : wy [ =0
o]l e BT R R R vl ) e | o | =0
R R e Y e R
@\vil as |—anl . {an |=drl . |an|=anl . |dfol—dnsl « | w [ =0 |

Cztery réwnania poczatkowe odpowiadaja warunkom,
wynikajacym z zamknigé tréjkatowyeh, piate warunkowi
kolowemn, za$ ostatnie warunkowi bocznemu.

Przyjmujac wagi spostrzezen réwne, otrzymamy
cztery pierwsze korelaty: {

®
= = =0, k=,
co odpowiada rozdzieleniu odchylek w poszezegélnych
Tig. 87. trojkatach na réwne czedei, t. j. przeprowadzenin wy-

réwnania pierwszej grupy.

Dla przeksztalcenia obu ostatnich réwnan odchylek i wyznaczenia %, i k;
obliczymy nasamprzéd :
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[aa]=1, [ba]=1, [ca]=1, [da]=1,
[a pl=dfy—dfy, [bB]=df,—dfy, [cBl=df,—dfs, [dB)=df1o—dfyy

a nastepnie:

pLa=—14, pre=—% pra=—1, pra=—%,
df,—df. dfy—a dfy—d. dfy,—d
p2.1= 2 3——'1'1 Pz.eﬁ-'j“'g—fir P2.3=—s—§ f?I 4= f" AR fm
Spélezynniki obu ostatnich réwnan zmienia sig zatem na:
Ay=—%, Ay=—%) A;=4, 4 Nomie ) dy=—4, Ay=4, Ay=—%, Ay=—1}
Ag='§': 10'“"'_%! 11='_‘§'r A;s=‘§‘|
dfy—d dfy—df, dfy—d " dfy—d
:df.i,l_%_{l‘ By= _d:fz_|__?_§ L B:—I:""{!_S_fl'l B‘=df‘+ﬂ5—3-fi,
i dfy—d dfy—d YA dfy—df. dfy—d
By =—df, + _fﬁ 3_-.7?, By= 63ﬁ, B, =df; + 33 i) y By=— dfs+_-{?3__-.f7.1
d d d d d dfy, —d
2L st dfy o el el fn.—} fm‘ B i s fuf_‘ fm1 el dfyy — P ~df10

(w; 1 w; pozostajy bez zmiany). :
Korelaty &, i k; obliczymy zatem z dwu réwnan:
[AA) Ty +-[AB) ey +wy =0
[AB[ &y +[ BBk + w;=0.
Ogdélne réwnanie poprawek przedstawia sie wobec przeksztaleenia obu
ostatnich réwnan poprawek :
8i=a; Iy +b; by +-c; oy +d; ko, 4 A by +Bi Koy 5

a poniewaz przez rozdzial odchylek w poszezegélnych tréjkatach uwzgledniliSmy
juz pierwsze cztery czlony w zwiazku na 8, przeto katy, uzyskane z wyréwnania
pierwsze] grupy, nalezy jeszcze tylko poprawid o: ]

A ky+ B; ke,
aby otrzymad ich ostateczne wartosci.
Przez uwzglednienie tych poprawek nie zmienia sig sumy katéw w po-
szezegblnych tréjkatach, gdyz jak latwo zauwazyd jest:

Ay Ay A;=0, A+ Ay+Ag=0, A+ Ag+Ay=0, Ayo+ Ay, -+ 4,3=0,
B, +B,+By=0, By-+By+B;=0, B, By-+By=0, By,+By,+Byy=0.

Gdy sig zwazy, %e w sieciach tryangulacyjnych, a szczegdlnie we
wiencowych, wigkszq tlo§é warunkéw stanowiy wlasnie warunki, wynika-
jace z zamhkni¢é rdjkqiéw, musi sig przyznad, Ze sposéb ten zmniejsza
znacznie naklad pracy rachunkowej bez uszcezerbku jego dokladnodei?).

1) Inny sposdh, upraszezajgey w réwnej mierze wyrdwnanie sieci tryangulacyjnych
przez zastosowanie warunkéw kierunkowych, podaje S. Wellisch w swej ksigZce:
wTheorie u. Praxis d. Ausgleichungsrechn. Wieden, Lipsk 1910, str. 148, oraz w roz-
prawach: ,Netzorientierung durch Binfiihrung v. Richtungsbedingungsgl.” austr.
Zeitschr, f. Vermessungswesen, 1918, str. 178 1 ,Neue Methode d. sphiirischen Netz-
ausgleichung... 1916, Rozpr. Akademji Umiejgtnodei we Wiedniu, t. 92.

*



324 XI. Tryangulacja (Czoid trzecin), Wyriwnanie sieci tryangulacyjnej.

W przypadku wag réznych przechodzg réwnania (26) na:

[a{_a’ K a] [ca
p | P \
9|.1=—'—'d'&'3 R S 1 gt —ad],-ol.:s=—*'|?':;1 proe e
I8 | P Yo
(@ f] g ﬁ] cf] (26%)
SR o R ] < e ol B
021= —qa- y D22 b -|, Q23= HEAL
| » | D | » |

§ 12. Sieci laczne i wypelniajace.

W sieciach Igcznych wystepuja précz innych warunkéw, takze i wa-
runki zamhknigeia poligonu, a to z tego powodu, Ze mamy tu z géry dane
7 spolrzedne conajmniej dwu punktdw
; po obu koncach sieci (patrz fig. 38).
Tlo&é warunkéw otrzymamy naj-
pewniej wedle wzoru (1) § 3-go,
. uwzgledniajge ponadto warunki ka-
towe, nawigzania i warunki zamknie-
cia polig.

‘W sieci, przedstawionej na fig. 38.,
jest ilogé linij (bez kierunkéw nawig-
zujgeych) 1=1,=13, 1,=0, a dalej
p=p;=8, p,=0, zatem:
w=26—2444=6, (jest to zarazem

i wy, gdyz w,=18—8+1=6).

Précz tego mnalezy uwzglednié
(wobec tego, %e ilo§¢é warunkow boez-
nych w,=18—16+3=0, w,=b—1=1),

jeszeze jeden warunek podstawowy,

‘cztery warunki z powodu obserwacji

4 katéw stalych sieci wienicowej i trzy

warunki zamkniecia polig., zatem ra-

s --.._.~ Ze wzgledu na warunki za-
'L

zem 6-1-44--38=14.

28 mkniecia poligonowego nalezy wy-
rownanie sieci Iacznych przeprowa-
dzi¢ réwniez na plaszezysinie.

Opréecz 6-ciu warunkéw, wyni-
kajacych z zamknieé tréjkatéw, bedziemy mieli zatem jeszcze:

Tig. 88, w



§ 12, Sioc'\ ch:ne i wypelniajgoe, 326

'sin (@g,g—0s =+ 0y) Sin (@14.15— 014+ 05) sin (au 17— 010+ 017) Sin (@o2.25— oo+ dag)
Sin (&5.5— O3+ Op) SIN (@s,5— 02+ 03) SIN (@10,11— O10-+ O11) SIN (@12,15— 12+ 13
Sll’l (0g5.20—9 (5_2¢+ 0g¢) 3111 (@28,90— d95 -+ 029) BA_
sin (es.10— 018+ 0ro) SIn (@e0.21— 020+ 6n) CD’
051_.1—-(11)—-61’-]*64-— y a‘ﬁ,:““(B)“éﬁ‘]“dT—O 334_21—(0)—6244~6ﬁ?=0,
@t9g.29— (D) — O+ g =0,

(@) st + 5.6 — 05+ O -+ @g,11— Og + 011+ @1.10— G160+ G104 op.00— 025+ For +
. =+ 2% 180%—(@)¢.p=0,
{8 p.1+Ap.1} sin {(@)p.s4 Opa} -+ {81+ Arn) sin {(@)rnm+ Ora}+
ot {&m.c Bl 4;;1.0} sin {(ﬂ)m.c =l 5::;.0}'—(?/0**?/;;):0,
{8014 4p.1) cos {(@)pa+ O} {8010+ Aran} €08 { (@)1 Orm}+
+{sureo +4m.o= Cos {(G)m.o'+ 5,;11.0}—(55'0—:3”):0-

Po sprowadzeniu warunkéw do ksztaltu liniowego przeprowadzamy
wyréwnanie w sposéb podany w § 1l-ym.

Krotkie sieci laczne moga byé wyréwnane korzystniej metodq spo-
strzezen posrednich.

Précz sieci tqeznych, zaloZonych miedzy dwoma bokami Jedne_] i tej
samej sieci wieticowej, zakladamy je w pewnych przypadkach takze
miedzy sieémi, ktérych orjentacje astronomiczng przeprowadzono oddzielnie.
Przypadek ten moze zaj§é przy rozmierzaniu bardzo obszernych krajow,
ktérych nie mosna objaé jedng siecig wiencows.

X

Dla polgczenia obu istniejgeych sieci w jedng calo§é naleZy zatrzymad
spolrzedne sieci wagniejszej (wigkszej) jako wielkodei stale i dolaczyd
przy pomocy sieci lgcznej drugs, istniejgcs (mniejszg) sie¢ z zachowaniem
jej ksztaltu, ustalonego poprzedniem wyrdéwnaniem, (pomijajac natomiast
jej orjentacje astronomiczng).

Wobec tego, ze uwazamy spdlrzedne jednej tylko sieci za stale,
odpadajq lu warunki zamkni¢cia poligonowego i nie ma potrzeby prze-
prowadzaé wyréwnania na plaszezyZnie, lecz na przyjetej elipsoidzie
odniesienia.

Ze wzgledu na bardzo malg ekscentrycznosé elipsoidy odniesienia,
ulatwiamy sobie rozwigzanie poszezegélnych tréjkatéw elipsoidalnych 4,
B, C, o krzywiznach w odno$nych punktach: k4, ks i k¢, obierajgc dla
kagt-Ey+ko . . Vi

YRR odtwarzajac na niej
tréjkaty (4/B’C’') o bokach réwnych odpowiednim bokom trojkatéw
elipsoidalnych (4BC).

Oczywiscie, Ze suma katéw w poszozegélnych tréjkatach wynosi tu
180'+-¢, przyczem & oznacza przepelnienie (eksces) sferyczne.

‘W warunkach podstawowych i (bocznych) zastepujg dlugosei bokow
sinusy, odpowiadajgcych im katéw $rodkowych.

kazdego trdjkata kulg o krzywiinie k=



326 XI. Tryangulacja (Czeéé trzecia), Wyriwnoanie sieci tryangulacyjnej.

Sieci wypelniajqce wyréwnywamy zazwyczaj metoda, podang do-
kladnie w § 8-mym rozdzialu X-go (str. 260), lub przechodzge ze spo-
strzezen zawarunkowanych na posrednie. '

W pewnych przypadkach moZe sig jednak okazaé korzystniejszg
metoda spostrzeZen zawarunkowanych.

Sposéb przeprowadzenia wyréwnania jest wowczas analogiczny, jak
przy sieciach lgcznych. :

0 ile sieci wypelniajace I-rzedne, a takZe czasami i sieci Il-rzedne
wyréwnywamy w niektérych przypadkach metods spostrzeZen zawarun-
kowanych, nalezy przeprowadzaé wyréwnanie sieci ITI- i IV-rzednych
bezwarunkowo jako wyrdwnanie spolrzednych.



ROZDZIAT. DWUNASTY.

‘Nieco o formufach interpolacyjnych, urobionych
na podstawie doswiadczen.

§ 1. Uwagli wstepne.

Zagadnienia, zwigzane ze zjawiskami przyrody lub naukami tech-
nicznemi, wymagaja od nas czesto ustalenia przyblizonego ksztaltu funkey)y
o jednej lub wigkszej iloSei zmiennych.

O ile znalibyémy prawdziwy ksztalt funkeji, powodowaloby zasto-
sowanie ksztaltu przyblizonego (bez ogladania sie na spostrzeZenia) tylko
bledy teorji; natomiast w przypadkach ustalania ksztaltu funkeji na pod-
stawie dodwiadczen, wystepuja procz bledow teorji takze i bledy spostrzezer.

Tak w jednym jak i drugim przypadku moZemy zastosowaé metode
najmniejszych kwadratéw, (wychodzac z zaloZenia, Ze swma kwadratéw
réznic miedzy warloSciami danemi, a obliczonemi formulq przybliéong, ma
byé minimum,

Pomijajac przypadki, gdzie chodzi tylko o bledy teorji, zajmiemy
sie w tym ustepie sposobami urabiania formul przybliZonych na podstawie
dodwiadczen jako spraws, majaca w praktyce bardzo waZne znaczenie.

W tym ostatnim przypadku postepujemy w sposéh nastepujacy.

Po zorjentowaniu sig co do ilodei zmiennych niezaleZznych funkeji,
przedstawiamy ja, zaleZnie od jej charakteru, jako szereg wedle rosngeych
poteg zmiennych niezaleinych, a zatem jako szereg potegowy, lub (o ile
funkcja ma charakter okresowy) jako szereg #rygonometrycany Fouriera.

Ze wzgledu na to, Ze omawiana tu sprawa nie wchodzi Scisle w za-~
kres niniejszej ksigzki, a czytelnik znajdzie ja przedstawionsg wyczerpu-
jaco w dzielach i rozprawach specjalnych?), poprzestaniemy tylko na
krétkim opisie obu tu zacytowanych sposobdw.

1) Heolmert, Ausgleichungsrechnung n. d. M. d. kL. Qu,, Lipsk i Berlin 1907
gtr. 876—484; I. P. Gram, Ueber d. Entwickelung reeller Funkt. in Reihen mittels
d. M. d. kl. Qu., Journal f. d. reine u. angew. Mathem. tom 94, 1888; C. Runge, Ueber
die Vergleichung empir. Formeln, Zeistchr, f. Math, und Physik, tom 45, 1900. i. i.
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§ 2. Zastosowanie szeregu potegowego jako formuly interpolaeyjnej.

O ile spostrzegana przez nas wielkos¢ 7(p,q) nie posiada cech funkeji

okresowej, rozwijamy ja w szereg polegowy, otrzymujac: )
f(2@)=e+e,P+0, 9+ p*+0 ¢’ +epa+. .. (1)
przyczem poszezegolne ¢ sg wielkosciami statemi.

PoniewaZ szereg, przedstawiony wzorem (1), odpowiada szeregowi
Taylora, przeto przedstawienie powyzsze funkeji £(p, g) jest tylko wowezas
usprawiedliwione, gdy funkeja f(p,q) i joj w gre wchodzace pochodne sg
w interwale, odpowiadajacym naszym spostrzezeniom, ciqgle ¢ skoriczone.

Pomimo, %e stwierdzenie tego @ priori jest dla nas zazwyczaj nie-
mozliwe 1 ezgsto tylko funkeja sama jest w obrebie maszych spostrzezen
ciggla, a o jej pochodnych nie mozemy stwierdzié niczego pewnego, uzy-
wamy sposobu  niniejszego (ewentualnie z pewnemi modyfikacjami) tak,
jakby wszystkie poprzednio okreslone warunki byly $cisle wypelnione.

Jest to mozliwem z tego powodu, Ze spostrzegane wartogei funkeji
f(p,q) nie sg bezbledne i Ze wobec tego formula na funkeje bedzie wyzna-
czona w granicach bledéw spostrzezen.

Oczywidcie, Ze w tych przypadkach ma formula, w ten sposob
uzyskana, charakter czysto inferpolacyjny i nie mozna jej uZywadé do
wyznaczania wartodei pochodnych.

W praktyce postepujemy w sposéb nastepujacy.

Bez pomocy zasady najmniejszych kwadratéw obliczyliby$my przy
n spostrzezeniach tylez stalych ¢. Z drugiej strony chcemy mieé formule

wprawdzie odpowiednio dostosowana do spostrzezen, ale takze i — o ile
moznosei — jak najbardziej prosiq.
‘ Na podstawie prowizorycznych obliczen wzglednie wykazéw mozZzemy

sie zawsze zorjentowad, ktore stale maja dla formuly znaczenie naj-
wieksze ; te tez ilo§¢ stalych uwzgledniamy w pierwszym naszym rachunku
gléwnym.

Rownania bledéw, odpowiadajace temu rachunkowi, o ile przyjmiemy
na razie tylko 3 stale i oznaczymy ¢,=2, 0,=¥, 0;=2 pi=bi, q=c,
f(piqi)=—1I;, niech beds:

oi=z+biy+teztl. (2)

Po wyznaczeniu niewiadomych #, y i z obliczamy blad $redni g,
ktory jest tu Sredniem odchyleniem funlkeji od wartoSci spostrzeganych,
przy pomocy wzoru:

1/ [66] /L. k)
“Yn—Fk Yn-k&’

t. j. przy trzech niewiadomych ,u=v[”§]

(3)

n-—=d



& 8. Formuly interpolacyjne w przypadku zjnWiak okresowych. 329

O ile blad u wypada wigkszy, niz przypuszezalny blad $redni spo-
strzezett, nalezy ponawiaé rachunek z uwzglednieniem dalszej wzglednie
dalszych stalych (jako niewiadomych), tak dlugo aZ u stanie sig mniejseym
od przypuszezalnego bledu Sredniego spostrzezen.

Przeprowadzajgc wyznaczenie niewiadomych wedle schematow, zasto-
sowanych w trzecim przykladzie § 7-go rozdz. IV-go, mamy te korzys¢,
ze rachunki, uzyte przy obliczeniu pierwszem, mogg byé w caloSci uzyte
przy obliczeniu drugiem i t. d., przez co Zadne obliczenie nie jest zmar-
nowanem, (chociaz wartodei stalych, wyznaczonych poprzednio, zmieniajg
sie)., Taksamo 1 obliczenie kazdorazowej sumy [4d] z wzoru [l.k] wymaga
tylko za kazdem dorzuceniem nowej niewiadomej uwzglednienia dalszego
wyrazu redukeyjnego.

Aby sie zorjentowad, ktore stale majy wigksezy wplyw na formule,
ulatwiamy sobie przy wigkszej iloSci zmiennych p, g, 7,. .., spostrzegajgc
funkeje 7 (p, q, r....) w warunkach, dla ktérych nasamprzéd wszystkie
zmienne procz p sy zerami, nastepnie wszystkie zmienne procz ¢ sy zerami
i t. d.,, uzyskujac w ten sposéb przybliZzone wartosei stalych. Ostateczne
wartodci stalych wyznaczamy nastepnie, biorac na uwage wszystkie spo-
strzezenia ).

Wreszcie zaznaczyé nalezy, ze formuly tak uzyskane maja waznosé
tylko w obrebie wykonanych doswiadezeri i uzycie ich ekstrapolacyjne moze
doprowadzié do wynikoéw bezuzytecznych.

§ 3. Formuly interpolacyjne w przypadku zjawisk okresowych.

W tym przypadku przyjmiemy jako ogélny ksztalt funkeji okresowej
nastepujacy :

F ()= 0o+ 0, 8In (@ +§) + 0, 5in (@, +2 )+, 8in (@3 +3 @) +. ..., (1)
przyczem ¢ jest zmienny niezaleZng, a poszczegdlne ¢ i @ wielkoSciami
stalemi.

Zwigzek (1) przybiera ksztalt liniowy, przydatny do rachunku przy
uzyciu metody najmniejszych kwadratéw, po rozwiniecin poszezegdlnych.
wyrazow : J

sin (@ + @) =sin e, cos @ p+-cos e, sin ¢ |
sin (ag +2 @) =sin @, cos2¢+-cos a, sin 2 ¢ { (8)

) W niektéryeh przypadkach jest raczej wskazanem nie wyznaczaé stalych
przy pomocy wszystkich spostrzezen; n. p. przy wyznaczanin stalych aneroidu wy-
znaczamy pray stale] temperaturze staly nastawienin wskazéwki i stala posuwania
sig wskazowki, a nastgpnie przy stalem ciénieniu jeszeze raz staly nastawienia wska-
zowki i stalg temperatury. Powodem tego jest mozliwodé zmiany stalej nastawienia
wskazéwki przy wysokich cignieniach.
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Kladac: 0, 8in @, =1y, @, COS @, =g, I
0, SIN @y =Y, Q3 COS =1y I (3)

otrzymamy z uwagi, Ze F(p), wielko$¢ spostrzegana, jest obarczona
pewnym bledem d:
F(tp)+6 Qo +Y; CO8 P+, 0082 -4 Y 083 p+. } )
+2, 8in p+2, sin 2 -2z, sin 3 @ .

Rachunek przedstawia sie bardzo prosbo, jesli amplitudq ¢ bedziemy
zmieniali o jednakowy interwal, wyczerpujac w ten sposob spotrzezeniami
calkowity okres.

Zmieniajac ¢, otrzymujemy odpowiednie F; zatem

amplitudzie @=0 niech odpowiada spostrzezenie ¥
n {}J=’!: n n n Fl ‘
n 'P=2a n » n F‘z (6)
n P= [n 1) v n n Fn—lr [

przyczem ni=_2m, (ewentualnie ni=360°).
Roéwnania bledéw, przedstawione ogdlnie réwnaniom (4) przedstawug
sie po oznaczeniu dla uproszczenia :

a=1, b=cos @, c=sin@p, d=cos2 @, e=sin2¢,.... d=—F, (6)
w zestawieniu schematycznem :

l o s e d Lt MRStk !
|
d,=| 1 | cosO |sin0 | cosO | sin0 ot —F,
4 dy=|-1 | cost |siné | cos2i |sin2d |...... —F, (7)
d;=| 1 | cos2¢ | sin2¢ | cos4d | sindé |...... —F,
“3&"‘ 1 |cosBé | sinBé¢ | cosb¢ | sin6e | ...... —F,
................... e T i

Roéwnania normalne, utworzone na podstawie powyZszych réwnan
bledéw, maja ze wzgledu, Ze:

[aa)=n, [ bl=[ac]=[ad]=[a¢e]=. . ..=0,
[bb]= 2 , [be)=[bd]=[be]=....=0,
[ec] = L y [od]=[ce]=....=0, :
2 A

(a1 o)
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postaé nastepujacs :

ne, - . ; . . — [F] =0
| -’%yl i AR A e
‘;z, R S st . 0

" ©)
o ¥ — [dF]=0
;zz — [eF]=0

Wartodei poszezegélnych niewiadomych liczymy zazwyczaj, poniewaz

bl
Qo= [E] s (10)

t. j. redniej arytmetycenej wszystkich sposirzesenn F, od tejze wartoSei,
zatem :

Foy=@ot+Toy Fy=0y+1y, Fy=@+y...., ' (11)
przyczem ze wzgledu na réwnania (10) i (11) jest
[£1=0.

Podstawiajge w rownaniach (9) wartosei na F, okreslone wzorem (11),
otrzymujemy :

Y= : (fo+1,cosi+tfyco82d4...)+4 i— 0o (1+4-cosi4cos 2¢+...), (13)

" a ostatecznie ze wzgledu Ze (l+-cosi+cos2¢4...)=[ab]=0:

2]

Y, :%(f,-kfl €08 E+1, €082+ ....),

a analogicznie (14)
2

@y = (Fotfy sind+f, sin 2+ ....).

Podobnych wzoréw uzyjemy do wyznaczenia dalszych stalych wige n. p.

2
Vi= o (fo+7£, cos2i4-7, cosdi+....),

9 (16)
Tym=— (fo+1f, sin 227, sin4i4-....),
Blad éredni g okre§la nam wzér:
T
a1 (16)

prazyczem Ik oznacza ilosé niewiadomych.
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Sume [dd] mozna tu réwniez otrzymacé w sposéb bardzo prosty, wy-
chodzgc z wzoru [dd]=[ll.%]; po wprowadzeniu wartodci $redniej ¢, 1 prze-
prowadzeniu nieznacznej transformacji, otrzymamy ostatecznie

[001=1771—" [eel, (17)

przyczem g@;*=z;*+-y*

Poniewaz kaZdg niewiadoms mozemy wyznaczyé oddzielnie, przeto
i tu bedziemy postepowali jak w § 2-im, wyznaczajsc nasamprzéd n. p.
3 niewiadome i tworzac blad sredni w.

O ile blad ten wypadnie wigkszy, niZz przypuszezalny blad Sredni
spostrzezen, wyznaczymy dwie nastepne niewiadome. Postepowanie to
powtarzamy tak dlugo, az wreszcie sprowadzimy wartosé bledu p ponizej
przypuszcezalnego bledu $redniego samych spostrzeZen, co bedzie dla nas
rekojmig, Zze bledy teorji sa w tym przypadku zaniedbywalne, a ksztalt
funkeji jest dostatecznie dostosowany do dokonanych spostrzezen.

Tak uzyskana formula ma jednak tylko charakter interpolacyjny.

Lwéw, 21/IV 1922.
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Tablice kwadratow i pierwiastkow

od =0 do n==_8.

n 5 n. n \n | » n? Yo | .| #2 \n
| ! |
001 | 0:0001 ! 0:1000 | 051 | 0-2601 | O'7141 | 1:01 | 1-0201 | 1:0050 | 1-b1 | 2:2801 | 1-2288
002 0:0004 | 01414 | 0:62 | 0:2704 | 0:7211 | 102 | 1:0404 | 1:0100 | 152 | 2:8104 | 1:2829
0:08| 00009 | 0:1782 [ 068 | 0-2809 | 0:7280 [ 1:08 | 1:0609 | 10149 | 1'58 | 28400 | 1-236Y
004.| 00016 | 02000 Ob4 | 02016 | 07548 | 104 | 1-0816 | 1-0198 ] 1-b4 | 2:8716 | 1-2410
006 | 0-0025 | 02286 | 0:66| 0:8026 | 07416 105 | 1:1025 | 1:0247 | 1'656 | 2:4026 | 1-2450
006 | 00086 | 02449 | 0:H6 | 08186 | 07488 | 1°06 | 1:1286 | 1:0206 | 1-B6 | 2:48586 | 1-2400
007 | 0:0049 | 0-2646 | 0:657 | 0:8249 | 0.7660 | 107 | 11449 | 1:0844 | 1:57 | 2:4649 | 1-2680
008 | 0:0064 | 0-2828 | 0:68 | 08864 | 07616 [ 1-08| 11664 | 1:0892 | 1-68 | 2:4964 | 1-2670
009 | 0:0081 | 0-8000| 069 | 0-B481 | 07681 | 1:09 | 1°1881 | 1:0440 | 1'59 | 2:6281 | 12610
010 | 00100 | 0+8162 | 06O | 08600 | 07746 | 1:10 | 1-2100 | 10488 | 1+60 | 2:6600 | 1-2649
011 | 000121 | 08817 | 0:61 | 05721 | 0-7810| 1:11 | 1-2821 | 1-0686 | 1:61 | 2:6921 | 1-2689
012 000144 | 08464 | 062 | 03844 | 07874 | 1-12 | 1:2644 | 1-0688 | 1-62 | 2:6244 | 1-2728
0:18.| 0:0169 | 0-8606 | 068 | 08969 | O-7H3T | 1:18 | 1-2769 | 1°0630 | 1:68 | 2:6669 | 1'2767
014 00196 | 0-8742 | 0:G4 | 0-4096 | ©-8000 | 1-14 | 12996 | 1-0677| 164 | 2:6806 | 1-2806
015 | 0:0225 | 08878 | 06D | 0-4226 | 08062 | 1+156 | 1-8226 | 1:0724 | 1:6b | 2-7226 | 12846
0:16| 002566 | 044000 | 066 | 04366 | 08124 [ 1-16 | 18456 | 1-0770 | 1-66 |-2-THbG | 1'2884
017 | 0:0289 | 04128 | 0:67 | 04489 | 08186 | 1-17| 1-8689 | 10817 | 1-67 | 2:7889 | 1-2925
018 | 00824 | 04248 | 068 | 04624 | 08246 | 1:18 | 1-3924 | 1:0868 | 1'66 | 2:8224 | 1-2061
019 | 0:0861 | 04859 | 069 | 04761 | 08807 | 1-19 | 1-4161 | 1:0909 | 1-69 | 2:8561 | 1-8000
0:20 | 0:0400 | 04472 | 070 | 04900 | 0-8367 | 120 | 1-4400 | 1:09564 | 1-70| 2:8900 | 1:8038
021 | 0-0441 | 04683 | 0-T1 | 06041 | 0:8426 | 121 | 1-4641 | 11000 | 1-71 | 2:0241 | 1-3077
022 | 0:0484 | 0-4690 | 072 | 05184 | 08485 1-22 | 144884 | 1-1045 | 172 | 2:9684 | 1'811H6
0-28 | 0:0b29 | 0-4796 | 0-78 | 0:6829 | 0'8b44. [ 1'28 | 1-5129 | 1-1091 | 1-78 | 2:9929 | 1-8168
024 | 0-0BTG | 04899 | 074 | 0'BATG | 08602 | 1:24 | 1-6876 | 1:1186| 1:74 | 8:0276 | 1:5191
025 | 00626 | 0-6000 | 0.76| 0'6626 | 08660 | 1:25 | 1-6626 | 1:1180| 1:76 | 8:06256 | 1-3220
026 | 0-0676 | 0:60O9Y | 0:76 | 0BTT6 | 0-8TI8 | 1-26 | 1-6876 | 1:1225| 1-76 | 8:0076 | 13260
027 | 000729 | 05196 | 077 | 0:6929 | O:8T7H | 1-27 | 1:6129 | 1-1269 | 177 | 8:1829 | 1-3304
028 | 00784 | 06292 | 078 | 0'6084 | 0-8882 | 1:28 | 1-6884 | 11814 | 1:78 | 8:1684 | 1-3342
029 | 0-0841 | 06386 | 079 | 0'6241 | 08888 | 1-20 | 16641 | 11868 | 179 | 8:2041 | 1-3379
0:80 | 0:0900 | 0-6477 | 0:80 [ 0-6400 | 0:8944 | 1-80| 1:6900 | 1:1402| 1:80 | 8:2400 | 1-3416
081 | 0:0961 | 06668 | 0-81 | 0:6BG1 | 0-0000 | 181 | 1:7161 | 11446 1-81 | 3:2761 | 1:34564
082 | 0:1024 | 0b6HT | 0-82 | 0:6724 | 0-0056 | 1:82 | 1-7424 | 1:1489 | 1-82 | 8:8124 | 18401
088 | 0-1089 | 06745 [ 0:83 | 0:6589 | 0-9110| 1:88 | 1-7689 | 11588 | 183 | 3:3180 | 1-3628
0:84 | 001156 | 0'6881 | 0:84 | 0-7066 | 09165 | 1-84 | 1:7966 | 1°1676 | 1:84 | 8:3866 | 1-36565
0865 | 0:1225 | 006916 | 085 [ 0-7225 | 09220 | 1:85 | 18226 | 1'1619 | 1:86 | 8:4225 | 1-3601
086 | 011296 | 0-6000 | 0'86 | O"7896 | 0:9274 | 1-86 | 1'8496 | 11662 | 1-86 | 84596 | 1-3688
0'87 | 0:1869 | 0:6083 | 0:87 | O"TB69 | 0.9827 | 187 | 1:8760 | 11706 | 1-87 | 8:4969 | 1-3670
088 | 0:1444 | 06164 [ 0-88 | 007744 | 009881 | 1-88 | 19044 | 1-1747 | 1-88 | 8-6844 | 1-8711
039 | 0:15621 | 062456 [ 0-89 | 07921 | 0:9484'] 189 | 19821 | 1-1790| 1-89.| 8-5721 | 1-3748
0:40 | 0:1600 | 0:6325 | 090 | 0'8100 | 09487 | 1:40| 1-B600 | 1-1882| 1-00 | 8:6100 l 1-8764
041 | 011681 | 0-6403 [ 0:91 | 08281 | 09589 | 1°41 | 1°9881 [ 1:1874 [ 101 | 8:6481 | 1-3820
0:42 | 0°1764 | 0'6481 [ 0-92 | 0-8464 | 09592 | 142 | 2:0164 | 11916 [ 1-92 | B-6864 | 1°3856
048 | 01849 | 0:6557 1 0:98 | 0:8649 | 0-9644 | 148 | 2:0449 | 1-1958 | 1-98 | 8:7249 ' 18892
044 | 0-1986 | 06683 | 0:94 | 0:8886 | 096956 | 1:44 | 2:0786 [ 1-2000| 194 | 8-T686 | 1-3928
045 | 0-2026 | 06708 [ 0-95 | 09026 | 09747 | 1:45 | 2:1025 [ 1-2042 [ 1-95 | 8:8020 | 1:8964
046 | 002116 | 0°6782 [ 0D6 | 009216 | 09798 | 1'46 | 21816 | 1-2088 [ 1-96 | 8:8416 | 1:4000
Y047 | 02209 | 0-GBBE [ 0-OT [ 09409 | 0:9849 | 1°47 | 21609 | 1-2124 [ 1-97 [ 8-8800 | 1'4086
0-48 | 02804 | 0-6928 | 098 | 09604 | 09899 | 1'48| 21904 | 1-2166 [ 1-98 [ 8:9204 | 1+4071
0-49 | 0:2401 | 07000 [ 0:99 [ 09801 | 0:H9B0 | 1°49 | 2:2201 | 1-2207  1-99 [ 8:9601 | 14107
050 | 0:26001 070711 1:00 1 1:0000 | 1:00001 1-60 | 2:2600 | 1:2247 1 2:00 | 4-0000 | 1-4142




Tablice.

Vn

n?

Vn

"

\

n

2:01
2:02
2:03
2:04
2:0b

206
207
208
2:09
210

9211
2:12
2:18
2:14
216

216
217
218
219
220

221
222
228
224
226

226
227
2:28
2:29
2:80

2:81
2:82
2:88
2:34
2:86

2:86
2:87
288
2:89
2:40

241
2042
2448
2-44
2:4b

2:46
2:47
248
249
250

40401
40804
4-1209
4:1616
4-2026

4-2456
4-2849
4:3264
4:8681
44100

4-4h21
4-4944
4-H369
4°B796
46226

4-66b6
47089
47524
47961
4:8400

4-8841
49284
4-9729
60176
50625

51076
515629
51984
52441
528900

53861
58524
54289
54756
5'622b

56696
56169
b 6644
b'7121
B 7600

58061
58b64
59049
5-9bBG
6-002b

60516
6:1009
6-1504
6:2001
62600

1-4177
1-4213
1-4248
14288
1-4818

1-4368
1-4887
1-4422
144567
1-4491

1-4626
1-466G0
1-4695
1-4629
1-4663

1-4697
14781
1-4766
1-4799
1:4852

1:4866
1:4900
1-4988
1-4967
1-6000

1-6088
1-b0O6T
1:6100
1:5188
1-6166

1-6199

.1'6282

1-6264
1-6207
1-6350

1:6862
1:6896
1:6427
1-6460
1:5492

1-6b24
1-66b6
1-5588
1-5620
1-6652

16684
16716
1°h748
1-6780
1-BE11

291
292
2:98
2:04
2:06

2:96
2:97
208
290
8300

6-3001
6-8504
6-4009
6-4b616
6:5026

6:bbB6
6:6049
665664
6:7081
G-7600

6-8121
68644
6:9169
6:9696
70226

70760
71289
71824
72861
72900

75441
78984
74629
7"B076

76625 |

76176

76729 |

77284
77841
78400

8961
7-9524
80089
80666
8:122b

81796
82869
82044
8:8621

8:4100 |
|
84681 |

86264
856849
86486
87026

87616
§:8200
58804
8:9401
9-0000

|

1-68438
1-b87H
1-6906
1-5987
1-6969

1-:6000
1-6081
16062
1-6098
161256

1:616H
1:6186
1:6217
1:6248
1:6279

1-6810
1:6840
1:6871
1:6401
1:6432

1-6462
1:6492
1-6623
1-6668
1-6683

1-6618
1-6643
1-6678
1:6703
1-6758

1-6768
1:6795
1-6828
1:6862
1-6882

16912
1-6941
1-6971
17000
17029

1-7069
1-7088
1-7117
17146
17176

1-7206
1+7284
1-7268
1-7202
1-7821

801
802
508
8:04
306

8:06
807
8508
509
810

8:11
812
818

814

8.16

816
817
318
819
820

821
822
828
824
826

826
327
8:28
820
880

8:31
882
883
854
886

886
887
388
889
540

841

842
848
844
846

846
547
548
849
860

90601
9:1204
9:1809
92416
9-8026

9-8636
9-4249
94864
9-b481
96100

96721
97844
9-7969
9-8696
9-9226

9:08566
10:0489
10-1124
1011761
102400

10-8041
10-8684
10-4829
104976
106626

10:6276
10-6929
10-7684
108241
10:8900

10-9661
11-0224
11-0889
11-1666
112226

11-2896
11-8669
11-4244
11-4921
11-6600

11-6281
11-6964
11-7649
11-8586
1190256

11-9716
12:0408
12-1104
12:1801
12-2600

1-7849
1-7878
1-7407
1:7486
1-7464

1-7498
1-7621
1-7650
1-7678
1:7607

1-7686
17664
1-7692
1-7%20
1-7748

1-7776
1-7804
1-7683
1-7861
1-7869

1-7916
1-7944
1-7972
1-8000
1-8028

18055
1-8088
18111
1-8188
1-8166

18198
1-8221
1:8248
1-8276
1-8308

1-8880
1:8858
1-8386
18412
1:8439

1-8466
1:8493
1-8520
18547
1-8674

1-8601
1-8628
1-866H
- 1:8682

1-8708

366
367
568
869
870

371
872
878
874
876

876
871
878
879
880

881
8:82
8:88
884

3-8b.

886
387
388
3-89
8:00

8391
8:92
8:98
894
8:96

3:96
897
3-08
899
4:00

12:3201
12:3904
12:4609
12:6816
12:602b

12:6786
12-7449
12-8164
12:8881
12-9600

|| 18:0821

18:1044
18:1769

| 18-2496

18-8226

18-8966
18:4689
18-5424
186161
18-6900

187641
18:8384
189129
18-9876
14-0626

14:1876
14-2129
14-2884
14-8641
14-4400

14:6161
14-6924
14-6689
14-7466
14-8226

14-8996
149769
160644
16°1821
156:2100

1562881
16-8664
154449
166286
156026

156816
156-7609
158404
15:9201
16:0000

1-8756
1-8762
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