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Uwagi ogolne.

Matematyka jako nauka, ktéra rozumuje S$ci$le i wnioski
wynikajgce z rozumowania jasno wyraZa, uiywa za podstawe
rozumowania liczb dajgcych si¢ jasno okreéli¢ i uwaza za uiyte-
czne tylko takie wnioski, ktore mozna wyrazié wliczbach dajgcych
si¢ réwniez jasno okre$li¢. Aby liczba data si¢ jasno okre$lié,
musi by¢ skoniczona t. j. musi mie¢ warto§¢é skoriczong. Liczba
skoficzona moze byé doktadna lub przyblizona. N. p. liczby:
0,1, —2,5 —307; 3 — & 08 — 546 s3 dokladne,
liczby :

0. 37 = 0373737..., 2 = 141421356..,
sg przyblizone.

Z liczb przyblizonych tylko takie mogg by¢ jasno okreélone
i tylko takie majg zastosowanie w matematyce, ktére dadza sie
wyrazi¢ zapomocg liczb doktadnych z tak matym biedem, jak
si¢ nam podoba—innymi stowy — z doktadno$cig zaleZzng od nas.

N. p. piszac 0'37 = 03737, J2 = 14142, popetnia-
my biagd mniejszy niz 00001, piszac 037 = 0373737,
l/2 == 1'414214 popelniamy btad mniejszy, niz 0°000001 i t. d.;
liczby 037, I/2 mozemy wyrazi¢ tak doktadnie, jak sig¢ nam
podoba.

Przy niektérych liczbach przyblizonych mozemy podaé
catkiem doktadnie granicg, do ktérej si¢ zblizamy, jezeli je
coraz dokfadniej wyrazamy; przy innych mozemy poda¢ granicg
tylko w sposéb przyblizony. N. p. piszagc 037 = 03737,
0:37 = 0373737 it. d. zblizamy sig coraz bardziej do liczby-or;

gdy wyrazamy l'/ 2 coraz doktadniej, zblizamy sig do granicy,
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ktérej nie mozemy catkiem dokiadnie podaé, ale o ktérej wiemy,
ze sig znajduje
miedzy 14142 a 1'4143,
miedzy 1°'414213 a 1'414214 i t. d.
Liczby moga by¢ szczegélne lub ogélne.

Liczby szczegllne wyrazamy zapomocg cyfr n. p. 5, — 7,

—§~- - 2 064 ; liczby ogdllne zapomocg gtosek n. p. a, b, ¢,

x! y’ “l IHI ELE

Wyrazajac liczbg zapomoca glosek, przyjmujemy, Ze ma ona
pewng szczegOlng warto§é n. p. e = 271828, n = 3'141589,,
lub tez, Zze moze przybiera¢ rozne wartoSci, czyli Ze sig moze
zmieniaé. Pierwsze liczby nazywamy stafemi, drugie zmiennemi.

W oglle gloska moze wyrazaé wielkoscé czyli ilo$¢ wszel-
kiego rodzaju n. p. liczbg, dtugosé, czas, site i t. p; jakoz
w tem znaczeniu bedziemy w przyszto$ci uzywaé glosek.

11,
Pojecie funkeyi.

Wyrazenie, w kidrem si¢ znajduje jaka$ ilod¢, nazywa sig
iei funkcyq. N. p. wyrazenie 3 x* — 8 x + § jest funkcyg iloSci x,
wyrazenie 3.4* — 8.4 4 5 takg samg funkcyg liczby 4. Pisze
sie to w ten sposéb :
3x2 — 8x 4+ 5 = f(x),
3.4® — 84 + 5 = f(4),

J(x) = 3x* — 8x + 5,
f(4) = 342 — 84 - 5.

Czyta sig za$: f(x) jest funkcyg ilosci x, f(4) jest funkcya
liczby 4. Oczywista, Ze funkcya f(x) zaleZy od ilosci x, funkcya
f(4) od liczby 4.

W ogdle, gdy ilo§¢ sig zmienia, to jej funkcya f(x) przybiera
rézne wartoci a zatem zmienia si¢ rOwniez. N. p. funkcya
fix) = 3x* —8x +b5dax=01228 —1 —2—3
przybiera wartosci f(0) = 5, f(1) =0, f(2) = 1, f8) = §,
f(—1) =16, f(—2) = 33, f(-3) = 56.

Jak na powyzszym przykladzie widzimy, iloSci x i f(x)
zmieniajg sig, czyli sg ilo§ciami zmiennemi z t réznicg, Ze ilodci x

lub
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nadajemy dowolne wartoéci a na f(x) wypadajg wartosci pewne.
Z tego powodu ilo§¢ x nazywa si¢ zmiennq niezaleing a f(x)
zmiennq zaleznq.

Na wyrazenie funkcyi uzywamy gtosek: f, F, ¢, v i t. p.
N.p. f(x) = x%, F(r) = 31%, ¢(x) = a*, yp(x) = sinx,
A) =TT py) = gt

Na blizsza uwagg zastuguje przypadek, kiedy funkcya F(x)
nie zmienia swej wartoSci C, jakkolwiek x si¢ zmienia, czyli
kiedy funkcya F(x) jest od x niezaleina.

Wtenczas funkcya F(x) jest ilosciq stalq (ze wzgledu na x)
i pisze sig:

F(x) = C. S g
N. P- F(X)= J—cr_f—:—m - 5,
S 2
?(x) ch1 (chbx{i 2 ST
1 2a 1 b ab
o S g o ey s e B e

11,
Funkcye elementarne.

Najprostszemi funkcyami sg: funkcya od x niezaleina a,
funkcya polggowa x™, wyktadnicza a* , logarytmiczna /g; x, funkcye
goniometryczne cosx, sinx, tgx, clgx, i nadto tak zwane
funkcye cyklometryczne, kt6re nizej poznamy. Sg to funkcye
elementarne. '

W funkcyach goniometrycznych bedziemy wyrazaé zmienng
X nie zapomocg kata, lecz zapomocg tuku kota o promieniu 1,
odpowiadajgcego katowi stésownie do proporcyi.

. X:2n = a®:360° (fig. 1), skad wypada
_ 2na'  ma
360 ~ 180
Wedtug tego mozna n. p. napisaé :

0s60° = cos. - = cos(1'0472),
sin 300 = sin-y- = sin (0°5236),
tgd45° = tg7 = 1g(0'7854),

ctg 90° = ctg.7. = ctg (1'5708),




Jezeli x jest dostawq (cosinus) tuku
AC (fig. 2.) kota o promieniu 1, naten-

czas naodwrot fuk AC jest tukiem, kt6-
0 rego dostawa (cos) jest réwna x. Pisze
B

0

Funk
funkcyami

sigto krétko: AC = arccosx, (czyta
sie arcus cosinus x). Arc jest poczgtkiem
stowa taciniskiego arcus, co znaczy {uk.
Podobniez are sin x oznacza tuk (kota
D A o promieniu 1), ktérego wstawa (sinus)

jest réwna x, arclg x oznacza luk,
ktorego styczna (tangens) jest row-

Fig. P

na x, arc ctg x tuk, ktérego dofyczna (cotangens) jest réwna x.

cye arccosx, arcsinx, arctg x, arc ctg x nazywajg sig
cyk!omeirycznemt

Jezeli x = cos AC, to takie x = cos (AC +-2nn), gdzie

1 oznacza

jakakolwiek ltczbq catkowita dodatnig Iub ujemng.

Jest przeto ogélnie

AC —I— 2nt = arc cos X,

z czego poznajemy, Ze takich tukéw, ktérych dostawa (cos)
jest rowna x, jest nieskoriczenie wiele. Celem ustrzeZenia sig
wieloznaczno$ci przyjmuje si¢ najmniejszy fuk w obszarze od 0
do 2x, ktéry speinia warunek AC = arc cos x.

N. p.

2m: 1y Fisinbubly
coS- = €08 1200 = 3
4z § 90id qh
C0S—3- = C0S 240° = 5
Banan A AL W
C0S3~ = (08 480" = 2 14 d.
t. j. dla dostawy — _;" wypadaig lum 3 4; %n it d
Bierzemy najmniejszy tuk i piszemy
__2=m
arc cos (—-2— iy

Podobniez arc cos (%) . 335—,

arc

1 _1- = ﬂ'." 'n ._L ?_E,
Sn(z) - arc st ( 2) = 6

arctg (1) =



37,
4

arc ctg (1) = %r arcctg(-1) =
Na fig. 2. widzimy, ze

x = cos AC = sin B?,
skad wypada

Apg = arccosx, BC = arcsin x.
AC + BC = arccos x + arcsin x.
Lecz A?‘ -+ B’(‘f’ = %' zatem

¥ T
arccosx + arcsin x = ok

To samo otrzymamy z réwnan
x = cos AC = sin (:21“ 171_5' ),
albowiem z nich wypada, ze

—

by 4 §
AC = arccoszx, S AC = arcsin x.

B Z fig. 3. poznajemy, Ze

%5 ng’(-’f' = r:ng'E‘,
F F\ D

AC = arc lgx, BC = arc clg x,

AC + BC = _‘;__—_ arctg x - are ctg x.

4 To samo otrzymuje si¢ z réwnan
0 A x= tgAC = clg "~—§-C'),
Fig. 3.

bo z nich wyplywa AC = arc tg x, —;— —

0 Wezmy tuki AC, AE réwne co do bez-
wzglednej wartos$ci (fig. 4) w kole o pro-
mieniu 1. Przy ich mierzeniu kierujemy sig
ta samg zasadg, co przy mierzeniu katow

A t. i przyimujemy, ze katom dodatnim
odpowiadajg tuki dodatnie, katom ujemnym
ujemne. Wedlug tego tuk AC uwata sig za
dodatni, tuk AE za ujemny. Jest wigc

Fia Y. E A‘E = — A‘TE'

2
AC = arc ctg x.



Jezeli DC = x, to DE = - yx, zatem
EE‘_' = arcsinx, AE = arcsin (—x).
Podstawiwszy to w rGwnanie AE = — A’E‘, otrzymamy
arc sin (— x) = — arc sin x.
Podobnie rzecz si¢ ma z arctgx (fig. 5.) Jest bowiem
C D - AE = — AC.
/ Jezeli AD = x, to AF = — x,
AC = arctgx, AE = arc t‘g(—- x)
apo podstawieniu w rownanie AE P T
O —-—4——~A wypada
arctg (—x) = — arclgx.
Tig.5. 'ET‘

Obraz funkcyi.

Uwazajmy iloSci x, f(x) jako wspétrzedne punktu na plasz-
czyznie w ukfadzie prostokatnym. KreSlgc punkta odpowiadajgce
kazdej parze ilo§ci w miarg jak sig x zmienia, otrzymamy szereg

punktéw tworzacych
pewng linig, ktdéra jest
obrazem geometrycz-
nym fun?cyr‘ il x)}Np.gdy*_
fi)=§5* — fx+ §;
wspétrzedne punktow
sq 0, 7(0)], [1, £(1)]
[—1, f(-1] i t. d.
Poniewaz f(0) = 2,
fD=0,f(13) =—7
fud) =—3
f(2) = 0 F@) =2,
f(@)=6, f(—1)=16
i t. d., przeto wspOt-

Fig.().

% rzedne punktéw s3
[0,2],(1,0], [1 3 —5 ]

[1;‘ Tit 3] [2:0}:
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(3, 2], [4, 6], [—1, 6] it. d. Kredlgc te punkta, otrzymamy linig

przedstawiong na fig. 6.

[

Fig_’:(‘.

i
Fig. 8. jest obrazem funkcyi

Flx) = ﬁ

Wsp6trzedne punktéw sa: [0, G
[t39), [239), [234), (3 1), [3
[ -1, )it d

%‘ ';]r [4

Obrazem funkeyi
moze by¢ linia ciggla,
przerywana, skladaja-
ca sig z osobnych
punktéw, kawatkdw
i t. p. odpowiednio
do ksztattu funkcyi, jak
to mozna widzie¢ na
dalszych figurach.

Fig.7.jest obrazem

funkeyi f(x) = 51

—X

Wspbirzedne punktow sg:
1
[0,] [;., g] [3 ¥

[+ 4]’ [0, 1), [ 15 2],
[13 3], [15 5]
14 10], [245 —10]

25 —5], 23 —4)]
(23 —3], [22° —2],

B, — 1, [4,—3]
[6,—3]" [6, — ¥l
[l [ (s

24 [—3+3]

t. d.

4 L]

(1,13, [13 4],

1]' [5’7}]'

s

[>

9
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Fig. 9. jest obra-
zem funkeyi

fog =521
Wsp6btrzedne punktéw
sg : [0, 0:2], [0°3, 03],
(05, 0'4], (09, 0'8],
[1,1],(1°1,1°2], [1°2,1'6],
(1-3, 1'8], [1'5, 2'6],
[1°8, 4'4], [2, 6°2],
[—0°1,02],[—0°2,0°2],
[—06, 0°1][—1, 0°2],

0

Figd.

B =15, 070 [—2,2'2];
[—25, 56] 1t d.

Ze [1, 1] sa wspbtrzednemi punktu, okazemy pozniej

(V. 5).

4]

Fig. 10. jest obrazem
funkeyi
1) = (x— 1)) x—2
Wspétrzedne punktéw sg :
(1, 0], [2, 0], [23,+07],
[2°5,+1°1], [2'7,%1°4], [3,+2],
[4,+42], [5,+69], [6,+10]
i t. d. Punkt [1, O] jest
odosobniony.

Fig. 11. jest obrazem
funkeyi

[ =(x—)(x~2))x—3.
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Wspoétrzedne punktéw sa:

(1, 0], [2,
[36, +2'7],

0], [3, 0], 33, + 1],
[4,+6] i t d.

Punkta [1 0], [2, 0] sg odo-

sobnione.

F g.‘i@.

Fig 11
1

Fig. 12. jest obrazem funkeyi: f(x)=e® — %

¢

Fig 1%

Wsp6birzedne punktow
sg: [0, 0'6,], [1, 04],
[1:5,01], [2, 0], [2,c2],
[2°5, 7°4], [3, 2°7],
|4, 1°7], [5, 1"4],[6, 1"3],
0 +152) 105111
[—1,07], [—25,0'8],
[—5, 09 i t. d. Ze
[2, 0], [2, o] sq wspOl-
rzegdnemi, okazemy
. pOzniej (V, 1.)
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\K a0 ) Ve
": .;E-;:'-'-Tu'-_’:. S ke '"'

Fig42.

Fig. 13. jest obrazem funkcyi:
f(x). = sinx.

Wsp6trzedne punktéw sg: [0'1, 0°1], [02, 02], [0'3, 03],
BTy . v P T A b |
[05=205], [07, 06], [08=207], [09, 08],

. . [ et 1 . . .
[10=Z,09], [t2 09], [r6=F, 1], [2 09] [2:2, 08],
[24=2707,] [26=27 0], [2'8, 03], [2°9, 0°2], [3:0,0'1],
[3'1 = =, 0], nadto te same wspOtrzgdne ze znakiem — it.d.
Funkcye sin x mozna takze wykresli¢ w ten spos6b: w poczatku
wspbtrzednych zakreéla sig kolo 0 promlemu 15 dzleh si¢ je na
n. p. 16 réwnych czeéci AB — BC= CDO=DE=....,
wtenczas BF = sin 7 CD"= sin 2% DQ = sin D OE=sm4TfT....

Odcinajac na osi odcigtych w odlegtodci ." 2::1;! 4_3“"

powyisze rzedne, bedziemy;mie¢Tobraz tunkcyi.

3 PR
o reetdanl
R i
Fig44.

Fig. 14 jest obrazem funkcyi
s 2 ) 7O
fx) = 24 ~arelg —=
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Wspbtrzedne punktébw sg [0, 1°5], [0'5, 1:3], [0'7, 1:2],
(09, 1°1], [1°1, 2°9], [1'6, 27], [2, 2'5], [3, 2:3], [5, 2:2], [--1, 1'7],
[—3, 18] i t. d. Pozniej okazemy, ze [1, 1], [1, 3] sa takze
wspbtrzednemi, (VI, 6).

Y

Granica funkcyi.

Jezeli wartod¢ funkeyi f(x) w miarg gdy zmiennej nadajemy
wartoSci od @ do b zbliza sie coraz bardziej do pewnej iloéci c,
natenczas mowimy, Ze funkcya w obszarze od a do b dq2y do
granicy c¢. Pisze sig to symbolicznie : c':'ng fity) = ¢ Lim

b —

jest poczatkiem stowa tacinskiego limes, co znaczy granica.
Czyta sig za$: funkcya f(x) dazy do granicy ¢, gdy « zbliza
sig do b. Czy x zbliza sig do b od warto§ci mniejszych od b,
czy wigkszych od b wynika w poszczegGlnych przypadkach od
rodzaju zagadnienia i uwazamy to jako znane, chociaz tego nie

piszemy w znakowaniu symbolicznem,
1

N. p. 1) Funkeya flx)=¢" ~ 2(str. 9) dla warto$ci & od

0 do 2 przybiera wartoSci f(0)=06, f(1)=04, f(1'5)==01,

Sf(1:8) =001, wartoSci coraz blizsze 0, zatem dazy do 0, co si¢ pisze
1

o Xy
lim e = 0,
x=2
Lecz ta sama funkcya dla warto$ci a0 od 4 do 2 przybiera
wartoSci f(4)=1'7, A3)—=2'7, (2'5)=T"4, f(2'3)—28'0. f(2'2)=148"4,
A(2'1)=2202'6, warto$ci rosnace bez kofica, co sig pisze
1

e I
lim e = oo,
Xe==2
Jak si¢ szuka granicy funkcyi, zobaczymy ponizej. Poniewaz
najlatwiej znalezé warto§¢ funkcyi, jezeli zmienna niezalezna
maleje do 0 lub ro$nie do co, przeto do tego przypadku spro-

wadzamy 1kazd:.,r inny. N. p. Chcac znalezé warto§¢ funkcyi
x — 2

Nx)=e dla x = 2 w przypadku, gdy x zbliza sie do 2 od
wartoSci mniejszej, podstawiamy x = 2 — 6, gdzie & oznacza



liczbg dodatnig. Otrzymamy f(x)=f(2—4) = 9= ~11—
¥l
e
Poniewaz 4 zbliza si¢ do zera, gdy «x zbliza sie do 2, przeto
1 1 1 1
lim f(x)= lim f(2-908)=lim T ="T = o5 = og=0
Lo 8=0 3=0, .7, & RS =

Chcac znalezé warto§é tejze funkeyi dla x==2 w przypadku,
gdy warto§¢ x zbliza sie do 2 od wartoSci wigkszej, podstawiamy
x = 2 - 4, gdzie 0 oznacza liczbg dodatnig.

Otrzymamy f(x) = f(2 4+ 6) = e 0.
Poniewaz ¢ zbliza sig¢ do 0, gd;; x zbliza sig do 2, przeto
1

lim f(x) = lim f(246) = lim e3 =0 =T =00

zgodnie z poprzedzajacem. 1
Widzimy z tego, ze funkcya e — 2

ma dwie warto§ci 0 i oo dla x=2. {

2) Do jakiej granicy daizy funkcya f(x) = R 2, jezeli

x ro$nie bez konca ?

1 il
T co 0
lim f(x)=lim F" 2= =¢ =1
X==' X= o

zgodnie z tem, co$émy podali na str. 9, gdzie widzimy, Ze f(2'5)=T"4,
f3)=21, f(A)=11, f(5)=14, f(6)=13, AT)=172, f10)=1"l.
3) Do jakiej granicy dazy funkcya

i 1 1 1285 1
F)=14 5 + 4.+ + o5 2 (1—57)
jezeli & jest liczbg catkowity dodatnig, rosngcg bez konca ?

i Fi = tim (20 — )] =2 (1—5%5) =2(1 ~ )
=2 (1—0) =2,

co tez mozna poznaé z przebiegu warto$ci funkeyi F(k), n. p.

Fao=2(1 _2,—Lf,) ) F@0)=2 (1 —

i) F(100)=2 (1 — i) -
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4) Do jakiej granicy dgzy funkcya

k
v (k)= k—+l
jezeli k jest liczbg catkowita dodatnig, rosngcg bez kornca ?
m
+—1
: k
Poniewaz I:_l_lx 1+1" X, przeto
m ."H'
v st e SR 1]
- k ©
limy (k)= lim —x—— TX= = — X.
k= k=owlty A4y 10
5) Do jakiej granicy dazy funkcya
1 ad—-1
Fl) =58
dlaix =17

Podstawiajgc x =1 — 4, otrzymamy

!fmf(a)—hmf(l—rij—hm [l (I_) _l]
b | =0 o

Tt

Podstawiajgc za§ x = 1 - 4, otrzymamy

lim f(x) = hm f(l +d=lim 1, (14-6)*—1
x=1 0=0 [ NIT 8 l

[1+2a+202 409 +g] p

Zatem f(1)=1.
Do tego samego wyniku dochodzimy, pamigtajgc, ze
1 x“

R 5(x4+x3+x3+x+1)

Vi

Ciaglos¢ funkcyi.

O cigglodei mozna méwié tylko przy takich funkcyach,
w ktérych zmienna niezalezna moze mieé wszelkie mozliwe
warto$ci. Sg bowiem funkcye, w ktérych zmienna niezalezna
podlega pewnemu ograniczeniu n. p. moze by¢ tylko liczbg

Pol. Wroct.
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catkowitg dodatnig, jak to ma miejsce przy wzorze binomialnym
0" =1+ (x + (@) ot (O 2T+
gdzie wspotczynnik wyrazu kgo jest funkcya liczby catkowitej &
: n--1)...(n—k--2
vi= Ly =l

Jezeli zmienna niezalezna jest poddana pewnemu ogra-
niczeniu, jest to zawsze wyraznie zaznaczone, jezeli nie ma
7zadnego zastrzezenia, natenczas przyjmuje sig, Ze zmienna nie-
zalezna moze przyjmowaé wszelkie mozliwe warto$ci.

W dalszym ciggu ograniczymy si¢ na rozwazaniu ilosci
rzeczywistych i skonczonych, zatem we funkcyi bgdziemy zmien-
nej niezaleznej przypisywa¢ warto$ci rzeczywiste i skonczone
i takie warto$ci funkcyi bgdziemy uwazaé za uzyteczne, ktére
bedg iloSciami rzeczywistemi i skonczonemi ; jednem stowem
bedziemy rozwaza¢ funkcye w obszarach, w ktérych majg
warto$ci rzeczywiste i skonczone.

Funkcya f(x) jest ciqgla dla pewnej wartosci zmiennej
niezaleznej a, jezeli wartoSci, jakie przybierze funkcya dla war-
tosci zmiennej niezaleznej bardzo malo réznigcych sig od a,
mianowicie dla a—0 i a4, gdzie 6 wyraza bardzo malg ilos¢,
bardzo mato si¢ réznig od f(a) i to tem mniej, im & jest
mniejsze, czyli jezeli éfmj{’)(a—é)=£t'm f(a+d)=f (a).

— =0

Co do ilosci a, f(a), f(a—9d), f(a-+9d) przyimujemy, Ze s3
rzeczywiste i skornczone.

Geometrycznie znaczy to : jezeli funkcya f(x) jest ciggta dla
x==a, to w jej obrazie punkta

la—9, f(a—9)), la, f(a)], [a+9, f(a+d)]
83 rzeczywiste bardzo blizko siebie poloZone i to tem blizej,
im o jest mniejsze (fig 15).

Jezeli funkcya f(x) jest ciggly dla wszystkich warto$ci
zmiennej niezaleznej od x=a do x =10, natenczas jest ciggly
w obszarze od f(a) do f(b).

Geometrycznie znaczy to: jezeli funkcya f(x) jest ciagly
w obszarze od f(a) do f(b), natenczas w jej obrazie wszystkie
punkta od [a, f(a)] do b, f(b)] tworzg linig nieprzerwang (fig. 15).
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Jezeli nie wszystkie warto§ci funkeyi fla), f(a—3¢), fla+9),
sg skonczone, rzeczywiste i bardzo mato réznigce sig od siebie
i to tem mniej, im o jest mniejsze, wtenczas funkcya dla x =a
nie jest ciagly, lecz doznaje przerwy.

Geomelrycznie znaczy to, Ze w obrazie funkcyi linia w punkcie
la, f(a)) jest przerwana, czyli robi skok (fig. 16).

OZAG dveid

Objasnienie geometryczne.

Jezeli (fig.15.) BD'A’C'E’ jest obrazem funkcyi f{x), OA=a,
DA=AC==), natenczas A A'=f(a), D D'=f(a—d), C C'=f(a+}J).
Gdy 0 maleje, punkta C’i D’ zblizaja sig ustawicznie do punktu A’,
az w konicu dla 0=0 nan padng. W punkcie [a, f(a)] linia jest
ciggta; réwniez w punktach az do [OE=b, EE'=f(b)].
Widzimy, ze linia jest cigglta od punktu A’ do E'.

Jezeli (fig. 16), BD'A’A”C" jest obrazem funkeyi f{(x),
OA=q, D A=AC=90, DD'=f(a—5), CC'=f(a+9), fla) ma
dwie warto§ci AA’ i AA” réine od siebie. Gdy 0 maleje, punkt
D’ zbliza sig do punktu A’, punkt C’ do punktu A”. Dla 6=0
punkt D' padnie na punkt A', punkt C' na punkt A”. Linia
w punkcie |a, f(a)] jest przerwana i czyni skok.

Przyktady.

1) Funkeya f(x)=3x*—8x - 5 (fig-6.) jest ciggly dla wszyst-
kich wartoéci skoficzonych zmiennej niezaleznej.

Dowdd. Poniewaz f(x+0)=—3(x+6)?—8(x+9)+5

=3 —8x 45+ (6x—8)d 430,
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przeto lim f (x-+43)=lim [3x*—
d=0 0=0
podobniez lim f(x—9) :aﬁm [3x2—8x +5—(6x—8)8 +3 d¥]=F (x)

8x+5-4(6x—8)d438% =7 (x),

2) Funkcya Jf(x)= 35— (fig. 7.) dla x =2 doznaje przerwy,

bo f(2) = F: oo
Z tego samego powodu funkcya ﬁ (fig. 8) dla
x =2 doznaje przerwy

3) Funkcye ? e
dla wszelkich skoficzonych warto$ci x.

4) Funkcya f(x)=—(x—1) ]fx—2 (fig. 10) dla a=1,ix—=2
doznaje przerwy, bo tak f(1-8)=—0 |/—8—2, f(1-48)=3 ]/a —3

urojone.

| (fig. 9) i sinx (fig. 13) sa ciggle

jak f(2 — 8) = (1 — &) |/ — & majg wartoSci
Z tego samego powodu funkeya (x—1) (x—2) |/x—3 (fig. 11)

doznaje przerwy dla x=1, x=2 i x=3
1

5) Funkcya f(x)=e e doznaje przerwy dla x=2, bo
lim f(2 — 8) =0, :;fm f2 + 8) = oo (fig. 12) (V, 1).
=0

6) Funkeya f(x)=2+ arctg y(fig.14) dlax=1 doznaje

przerwy, bo
lim f (1—6)—11::1 [2+£ arctg (
=
=2— ; arc tg —-—2 = arc fgoo=2—
78 lim f (14 O)=lim [2+;; are tg |
=0 =0

Na przedstawionych obrazach wymienionych funkeyi wi-
doczna jest rzecza, jak linia robi skok w punktach odpowiada-

dajgcych przerwom funkcyi.
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Funkcya uwiklana.
Wyrazenie, w ktégem si¢ znajdujg dwie ilodci x, y, jest ich

funkeya. N. p. 7y°42 Vx—l jest funkcyg iloci x, y. Pisze sig to:

3
7542 ]I/xale(x,y).
Jak widzimy, funkcya F(x,y) zalezy od ilodci x i y.
Podobniez F (3, 4)= 7 4542 ] I8 jest funkcyg liczb 3, 4 ;

F(a,b)=17.6°42 ],/a — 1 jest funkcya iloSci a, b.

Biorge pod uwage réwnanie F(x,y) =0 widzimy, ze tak
ilo§¢ x zalezy od ilodci y, jak y od x, czyli Ze x jest funkcya
iloSci y i naodwr6t y jest funkeys ilosci x.

Funkcya, jakg jest jedna ilo§é wzgledem drugiej w réwnaniu
F(x,y)==0 nazywa si¢ funkcya uwikianq. Gdyby$my to réwnanie
rozwigzali ze wzglgdu na jedng ilo§¢, otrzymaliby$my funkcye
wyraznq drugiej iloci. N. p. w réwnaniu

3
7y54-2 'l/x.—-1=:0
Y jest funkcya uwiklang iloSci x, a x jest funkcya uwiktang
iloci y. Rozwmzawszy to réwname otrzymamy

e | 2Yhf.._f(x)
t. j. » jako funkcye wyrazng f(x) iloSci x i
1—Tyb \8
x=(2) ' =»0)
t. i. x jako funkcye wyrazng iloSci y.

Jezeli iloSci x, y sa zmienne, to jezeli jedna z nich przyj-
miemy jako zmienna niezalezng, druga jest zmienng zalezng.
N. p. w rOwnaniu y = f(x) ilo§é x jest zmienna niezalezng, za$

W réwnaniu x = ¢ () ilo§¢ y jest zmienng niezalezng.
2



Bardzo czesto funkcya uwiklana jest tego rodzaju, Ze sig

zadna zmienna nie da przedstawi¢ jako funkcya wyrazna drugiej. N. p.
5
Aalx=Dt3y

3(x—1)—4y-+5.e 0.

VIIL

Obraz funkcyi uwiklanej.

Uwazajgc ilo§¢ x jako zmienng niezaleing, otrzymamy y
jako jej funkcye. :

Kreélac linig wyrazong przez réwnanie F(x,y,=0, otrzy-
mamy geometryczuy obraz ilo§ci y uwazanej jako funkcyg
zmiennej niezaleznej x. Fig. 17. przedstawia nam linig

5
4(x—1)+3
3 (—1) iyl 5.04(x Wt i 0.
i
o P4, T -
g 4.

Wsp6trzedne punktéw linii sg: [0,—03], [04,—02],
(0'8,—0°1], [1,0] [—05,—0'5], [—1,—0'7}, [—2,—-13], [—3,—2],
[—4,—2°7], [—4,74], [—3,6'2], [—2,5], —1,3'8, [—05,3:3], [0,29],
(04, 2:6], [0'8,2'5], [1,2'46], [1'5,26], [2,2'7], [2'5,29], (3,3 2],
(4,3'8], [5,4'5], [6,5°2], [7,5°9] i t. d.
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IX.

Ciaglos¢ funkeyi uwiklanej.

To coSmy mowili o cigglto$ci funkeyi wyrainej, odnosi
si¢ takze do funkcyi uwiktanej. Chcgc zbadaé, czy w réwnaniu
F(x,y) =0 ilo§¢ y uwazana jako funkcya zmiennej niezaleinej
x jest ciggly dla x==a, postgpujemy w nastgpujgcy sposéb :
Szukamy ilo§ci y = b takiej, aby bylo spetnione rdéwnanie
F(a, b)=0. Wtenczas wiemy, ze dla warto$ci x = a, warto$é
funkeyi jest y = b.

Szukamy nastgpnie warto$ci funkcyi dla x—a—d i x—=a-4,
gdzie d oznacza ilo$¢ dodatnig. Niech niemi beda y =06 — ¢
i y=0b-¢, to znaczy, niech b — ¢ i b + ¢ spelniajg réwnania

F(@a—d b—e=0 i F(a+9 b+¢)=0.
Jezeli dla é malejacego do 0 takie & i ¢ malejg do 0,
t. j. jezeli jest spetniony warunek
gim F(a—9, b—¢&) =F(a,b)=0,
=10
g'm F(a+9, b4 &)=F(a, b)=0,
—: )

natenczas funkcya y jest ciqglq dla x = a. Geometrycznie znaczy
to, ze okoto punktu (@,b) znajdujg si¢ punkta bardzo blizko
potoZzone [a@—d,b—¢] i [a+9d,b+4¢'] ito tem blizej, im o
jest mniejsze. Jezeli powyZszy warunek nie jest spetriony, funkcya
doznaje przerwy, co geometrycznie znaczy, Ze linia w punkcie
la, b] jest przerwana. Se et

Przykiad. F(xy)=3(x—1)—4y+5.¢' ®V 3% 7pa4a¢,
czy gdy F (x,y) =0, funkcya y jest ciggta dla x = 1.

Szukamy warto$ci funkeyi y dla ® = 1, to znaczy szukamy
wartoSci y spetniajgcej réwnanie F (1,y) = 0. Podstawiajac

x=1 -- 4, otrzymamy 5

—40 1

YT TR R R R S LT T T s
Ll S T
& +48—3y
Widzimy tu, ze dla d =0, y = 0 réwnanie to jest spetnione, bo
04+ 2 =3 =5 =
'g' 1] w Y

e €



Mamy zatem F (1,0) =0, czyli wiemy, ze dla x =1
funkcya ma warto$¢ y = 0,

Wezmy teraz pod uwage iloci 1-—9, 0—= spelniajace rGwnanie

5
F(1—9, 0 bse)e=cs08d-danpi8iei 4 {ltiuy
lulbeoue 3iiptedibesh vt s
84(5—1—3.9

Gdy o6 maleje do O, to ¢ rOwniez maleje do 0, jezeli
powyzsze réwnanie ma byé spelnione; zatem iloSci 1 —9d, 0—e
zblizajg sig¢ do liczb 1,0,i mamy

lim F(1—96, 0—¢)=F(1,0) = 0.
=0

Wezmy nastgpnie pod uwagg iloSci 1 -9, 0« spetniajace
réwnanie Bage
F (14-0,043) 3 88 a8, £OTEE

Jezeli 8 maleje do 0, to & nie moze malec¢ do 0, boby byto

¥ 5
_ B.e" = 5.5 s=00=0,
co jest sprzecznem. W tym przypadku ¢ zbliza si¢ do takiej
ilosci, ktéra spelnia réwnanie 5

3¢
Ei(l} 0+ ¢)smr— A" o Biieron= Q.
Rachunkiem znajduje sig, ze &' — 2'46.
Widzimy zatem, ze
:’;‘m F(1+46, 04¢)==F(1,2"46) =0, z czego wynika, Ze
=ik

¥

funkcya y dla x = | doznaje przerwy.

Na fig. 17. widzimy, Ze linia w punkcie [1, 0] jest przerwana.

Z ksztattu linii na fig. 17. tatwo poznaé, Ze jestto ta sama
linia, co na fig. 12, tylko odniesiona do innego uktadu wspot-
rzednych, '

Twierdzenia, jakie ponizej wyprowadzimy . dla funkeyi,
bgdg sig odnosi¢ do takich obszar6w, w Kktorych rozwazane
funkcye sg ciggle,
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X.

Szereg nieskonczony.

Szereg, ktérego liczba wyrazOw nie jest ograniczona,
lecz roénie bez koinca, nazywa si¢ nieskoriczonym.

Nops U 2 oSS
Wyrazy szeregu nieskonczonego bedziemy oznaczaé gtoskami
Ay Gy, gy oo @y Qg
gdzie k oznacza liczbg catkowila dodatnig.
Oznaczywszy
S=a+aq+...+aq +a..,+...
Sk = al"]‘“a"‘--'f‘ﬂk )
Ry = pyyt apppt..

mamy
§=8,+R,.
S nazywa sig¢ sumq szeregu nieskoriczonego, S, sumqk pierwszych
wyrazow, R, resztq czyli uzupeinieniem szeregu po wyrazie ktym .
Jezeli k roénie bez kofica, to S, dazy do S a R, maleje
do 0. Mozna przeto napisaé
lim §, = §, lim R, = 0.
k= k=
W dalszym ciggu bedziemy moéwié o szeregach, ktérych
wyrazy @, @y, ay... sg iloSciami dodatniemi i skonczonemi.
Szeregu nieskoficzonego nie mozemy wyrazi¢ inaczej,
tylko w sposéb przyblizony. Jezeli jednak taki szereg ma mieé
zastosowanie w matematyce, jako jasno okreslony, musi sig daé
suma jego wyrazi¢ zapomocy ilo$ci skoficzonej z takg dokta-
dnoScig, jak sig nam podoba.
To moze by¢ spetnione w dwojaki spusob ; albo suma S,
tem bardziej zbliza sig do pewnej iloSci skoficzonej, im k jest
liczbg wigkszg, albo tez szereg jest tego rodzaju, ze od pewnego
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k poczawszy reszta R, moze sig¢ sta¢ mniejszg od dowolnie
matej ilo$ci ¢, podczas gdy S,{f ma warto§¢ skonczong. N. p.
1) Szereg nieskonczony
Lt gtgtgt.=2,
albowiem suma pierwszych k wyrazOw dgzy do granicy 2,
gdy k ro$nie bez korca (V, 3)

Ogodlnie: postgp geometryczny nieskoficzony
S=a+ ag+ag®*+...= T_ET;'

jezeli 0 << ¢ << 1. Albowiem
k k kts
S — q__."_l_ a ﬂ! S a a__ ’

il PLERL q
k= Lo i % Tow) Y del T ISh 1R
gdzie s jest liczbg catkowita, dodatnig.
Poniewaz ¢ << 1, przeto
kts k k+s k

L Gyt 2 BT
1—-gq 1-q

to znaczy: bioragc sume ks pierwszych wyrazéw, popetniamy
blagd mniejszy, niz biorgc sumeg k pierwszych wyrazéw postgpu.
Gdy k roénie bez Kkofica, qk maleje do 0 a S, dazy do granicy

a
S-—mj'

2) W szeregu nieskoriczonym

1 1 1 1
S=1-4t 4 g+ a7+ 774 oo

Sy = 2'7182788, R, << 00000031,

S0 = 2'71828153, R, << 0°00000031,

S, = 271828180, Ry, << 0000000003
it.d. Rk moze si¢ sta¢ mniejsze od dowolnie matej liczby.
Er=12 31 = 123, ... nl'=123 .. (n—1n5)

W obu przypadkach mozemy szereg wyrazi¢ z dowolng
doktadno$cig; albowiem w pierwszym przypadku znamy granice,
do ktérej S, dazy, gdy k ro$nie bez konca, w drugim mozemy
k tak dobra¢, ze gdy weZmiemy S, zamiast S, popetnimy
btgd tak maty, jak sig nam podoba, n. p. w ostatnim przykfadzie
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biorac S, zamiast S popetnimy biad mniejszy, niz 010000031,
biorge S;, popetnimy btad mniejszy, niz 0100000031 i t. d.

Szereg nieskoriczony, ktéry si¢ da wyrazié zapomocy iloSci
skoficzonych z dowolng  doktadno$cig, nazywa sig zbieiny.

XI.

Dwa znamiona zbieznoSci szeregu.

W szeregu zbieznym musza wyrazy od pewnego miejsca
poczawszy male¢. Gdyby bowiem nie malaly, nie mogtaby suma
nieskoficzenie wielu takich wyrazéw staé si¢ mniejszag od do-
wolnie matej iloSci.

Ten warunek jest konieczny, ale nie wystarczajgcy.
N. p. szereg 1 —i—% T 7} -+ %—I— . . . nie jest zbiezny,
chociaz jest malejacy.

Pierwsze znamig¢ zbieZnoSci szeregu.

Gdy w szeregu nieskoriczonym
a+at+a+ ...+ a4+ Dby 4= . R
ki1
a
korica, to szereg jest zbiezny.
Albowiem z nieréwno$ci

a a
kt1 __rk_+___2_
A et1

wynikaja nastepujace

Gyy << 0@, Gy < DGy,

iloraz < b, gdzie 0 << b << 1, jakkolwiek k rosnie bez

Q43

< 9,

—

-
L= 3/ R
g2

Ay g = b'“ﬁz! iliale

Z tych za$§ przez mnozenie otrzymamy
Ypr < b G Gyp < OLay  Gyy < O gy, ...

Dodawszy te nieréwnoéci, mamy

Rk = Gpuq - A yo Feee << a, b+ 6% A 8 +...)
czyli, poniewaz 0 <~ b < 1
b
Rk {ﬁ‘,‘g =0 (X, 1).
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Poniewaz szereg jest malejacy, mozna k tak dobraé, iz
ak.l—EE a zatem R, stanie sig mniejsze od dowolnie mate]
iloSci ¢ a poniewaz suma pierwszych k wyrazéw szeregu jest
iloécig skonczong, gdyz mamy do czynienia z szeregiem, ktérego
wyrazy sg iloSciami skoficzonemi, przeto szereg jest zbiezny.

Drugie znamig zbieznos$ci szeregu.

Dotychczas mowiliSmy o szeregach, ktérych wyrazy sg
dodatnie, teraz weZmiemy pod uwage szereg nieskoriczony malejacy,
ktérego wyrazy od pewnego miejsca poczqwszy zmieniajq kolejno
znaki. Taki szereg jest zbieiny.

Aby to udowodnié, weZzmy pod uwagg szereg nieskoficzony,
w ktérym reszta

R, = g1 — Atz + Qg3 — o
i A1 > pv2 = Atz > -
Reszte¢ R, moZemy napisaé
Ry = (st — %42)+ (%48 — Ya)+o.
lub Ry = @y [(@ 10— i3) 4 (Fppsq ™ Fpys) T
Poniewaz dwumiany w nawiasach bgdace sg dodatnie,
‘przeto
Gi1 = Ry = Oy — Gype
Lecz wyrazjr malejg bez kofica, zatem mozna k tak dobraé, ze
A,y @ wigc i R, stang sic mniejsze od dowolnie matej
ilosci &,

Jezeli szereg majgcy wyrazy dodatnie jest zbiezny, to
rowniez szereg rOznigcy sie¢ od poprzedzajgcego tylko tem,
ze niektére wyrazy majg znaki ujemne, jest zbiezny. Tem
bardziej bowiem jest wtenczas spelniony warunek zbieznoSci.

Gdyby wszystkie wyrazy miaty zmienione znaki, toby caty
drugi szereg rOznit sig tylko znakiem od pierwszego.
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Zastosowanie znamion zbiezno$ci szeregu.
k

1) Szereg 1 + T + 37 + 37 et Gy Ao
jest zbiezny dla wszelkich warto§ci skoficzonych x tak dodatnich
jak ujemnych.

Dowdd. Gdy x jest dodatnie, natenczas poniewaz

i VU, -

a RS e

a k
Bppps s

dla k¥ > x bedzie

<_ 1, jakkolwiek k& roénie bez
k

konca, gdyz lim —;v == 0. Szereg jest zbiezny na mocy pierwszego
znamienia. =
Gdy x jest ujemne, szereg
k Kk

T ;i'j+..+(—1).7]_+...

poczawszy od k > x jest malejgcy, a zatem jest zbiezny na
mocy drugiego znamienia.

Dla x = 1 szereg pierwszy przechodzi na
1 1 1 1
I+ 1+ + g+ +ate--
Warto$¢ tego szeregu jest 2:'718281828459..., oznacza sig

gloska e i jest zasadg logarytméw naturalnych.
1 x® 1.8 xo L& 8 xt
2) Szereg «x —i—?-%— -+ 2_—4-% + m*%——l—
2k+1
1.3...2k—3) Rk —1) X
ey .. Rk=2)2k 2kt1 w

jest zbiezny dla — 1 <Z x << 1 na zasadzie pierwszego znamienia,

"o

a
albowiem ;:l = z(i’;z,_k?:)x? jest mniejsze od 1, mimo ze
k roénie bez korca, gdyz S

: a 22— 2
lim —* — im ———"),— ¥ o= —g—?—é-xﬁ = a2,
k= % k= 2. (2+%) -
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" x2 x4
3)Szereg1:1~§—! s i + +_((‘T’k)"l_+...,
Ll i s (o) R
1 31.-1-5, + +W et iy
dla - ‘wszelkich skor'lczonych warto$ci x;
szeregi: 1 — s+ x—xb 4+ 28 — . .. ;
2k+1

x—5+F-F+. +(—)J~r s iy
oL F Bl et il 3

szeregi: 1 — x + x2 — &8 4 ¥t — ...,
x2 8 x4 xh X6
 Eian i i et s iy e
a0 <nt<< 1
jakotez szeregi:l-—-;— |- -:-} - -‘11- -+ -é—-— % §
1 1 1

byt ¥ = 7+ 705 4

sg zbiezne na mocy drugiego znamienia zbieZznoSci.

4) Jezeli m jest liczbg ujemng lub utamkowa, to rozwinigcie
potegi
A+0" =14+ D+ (Det+. + @) +..
jest szeregiem nieskoficzonym. Szereg ten jest zbiezny, gdy
— 1 = <",

Aby to okaza¢, weZmy najpierw pod uwage przypadek,
kiedy 0 << x < 1, a m jest liczbg dodatnig. Jest wtenczas

Q#.+l __ m—ktl £l ) k—m—1 S (1...””1
a TG k & 7 k = k )x
k.
m¥1 m+1

Gdy k > m + 1, natenczas 1 > —p— 1 — —— >0,

zatem i (1 — "%) x > 0. Poniewaz za (1 — ") < 1,

zatem i (1 - ’w) 2> 1; to znaczy, ze od wyrazu ay,

gdy k > m - 1, rozpoczyna szereg maleé,

Gdy 0 << x << 1 a m jest ujemne, t. j: gdy m = — m’,
gdzie m' jest liczbg dodatnig, rozrdimamy dwa przypadkl
m < 1 i b=l
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W przypadku, gdy m' << 1, jest

k'f'n;:——lz { _l_m'__k—_{ r’s (1*1—’{::1') Bl

k+m

X < 1; to znaczy, Ze szereg jest malejgcy

zatem
od poczatku

Gdy m' > 1, moZna znalezé k tak wielkie, iz bedzie
spetniony warunek

Sy T ktm=1, (l+ ) il

a k
k
Jezeli bowiem wezmiemy pod uwage liczbg k&, spetniajgcg rOwnanie
(l -+ T—,:—l) X =", ajest'nig &y = (—1_::)_x’ natenczas dla

kazdej liczby k — k, jest spetniona nierdwno$¢ (1 + - i ) X<l
i to tem bardziej, im k jest wigksze.
Widzimy zatem, ze w kazdym przypadku, gdy 0 <Z x < I,
szereg
A+a" =1+ (Pe+ (3) 2 +(3)2 +
od pewnego miejsca jest malejagcy, a wyrazy zmieniaja kolejno
znaki; jest zatem zbiezny wedlug drugiego znamienia zbiezno$ci.
Gdy x jest ujemne, mniejsze od 1, natenczas szereg po-
wyzszy przechodzi na

[1_x]m Sardirid (.frl:) x+(!121) +(-—I) (m) k 0o ~
gdzie i:;_:“j . e m—;‘;'l'l; ( A m;{l—l)x’

ktéry tem sie r6zni od poprzedniego, Ze od pewnego miejsca
poczawszy wyrazy jego maleja, zachowujgc jednakowe znaki.

Ay

——Eﬁ <1, mimo to, ze k ro$nie bez konca, gdyz
3

Poniewaz jednak

k!:{nmigfl -::k!m:o (1 o r{r_;rf'_l_ ) = (1 {5 ﬁ!_'.l'_l_) x

= (1&=0)xie= N
przeto szereg jest zbiezny na mocy pierwszego znamienia zbiezno$ci,
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Udowodniliémy wigc, Ze rozwiniecie potegi (1 + x)"
Jest szeregiem zbieznym, gdy — 1 << x << 1.

Przyktady.
1
@ (142 =1 — 0333 x 4 0222 x? — 0173 »*
+ 0144 x* — 0125 x* + ...,

wyrazy malejg od poczatku, znaki kolejno sig¢ zmieniaja.
1

Al —x) ¥ =1 4 0333 x + 0222 x* 4 0173 4
+ 0144 x* + 0125 x° + . ,

PN +a) " =1—5x-+ 15x2 —35x° + 70 x — 126 x°
+ 210x5-330 x7 + 495 x5—T154% + . .

Gdy x = 0'99, wyrazy zaczynajg male¢ od wyrazu 397,

a

albowiem m' = 5, k = 396, — = (1 4 3]+ 099 = 1,
396

308 4 : A

- (14 57): 099 < 1ita

) (1 — ) °=1+ 5x + 1542 -+ 35x% + 70 x* + 126 &°
+ 210x8 + 330x7 + 495x° + 7150 + . ..
2

& (14+x%=1 4+ 00667x — 01111 x> + 00494 x8
,— 00288 x* 4~ 00192 x> — 00139 x® 4 . . .,
wyrazy zaczynajg zmieniaé znak, gdy k : -+ 11, ]. poczawszy
od drugiego wyrazu.

-
&) (1 —x) 3==1 — 00667 x — 0’1111 x* — 00494 X
— 00284 x* — 00192x° — 00139 &% — ...,

wyrazy od drugiego poczawszy majg jednakowe znraki.
16

7) (1 4+x)3 =1+ 53333 x 4 115556 x% -} 128395 &
~+ 7°4897 x* 4 19973 x® + 0°1110 x® — 00106 x7 4 00022 x®
— 00006 x* 4 000021 — .,
wyrazy zaczynaja zmienia¢ znak, gdy k “~— + 1t j. od sidd-
mego wyrazu,
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16
9) (1 —x) =1 — 53333 & 4 115556 «°> — 12'8395 x*®
-+ 74897 x* — 1°9973 &% +- 0°1110 x°® - 00106 x" - 0°0022 x8
+ 00006 x° 4 00002 x© + ...,
wyrazy od siédmego poczawszy majg znaki jednakowe.

1) Slzereg
£ (- (1-x) (1-2
(1 i) ol oot i MM e ks ot 1 i
L (1=x) ... (1-(k-1
oo T o
jest zbiezny dla — 1 tx :Kl Gdy x maleje do 0, szereg dgzy do
e

) R 8 S I 1l P SR

co jest réwne 2718281828459 . . . = e (XII 2.
N.p. (1 + 01) "= 2 + 045 + 012 + 0021 + 000252
+ 0000210 + 0000012 — 2:503742,

-+ 0008250 - 0001368 - 00000194 - 0000024 -+ 0°000003
= 2'716923,

(1 4 0000001) = 2 + 05 4+ 0166666 + 0041666
+ 0008333 - 0001389 -+ 0000198 + 0000025 -+ 0'000003
— 2718280
(1 — 01) =2 + 055 + 022 + 00715 4+ 002002
+ 0005005 + 0001144 + 0000243 + 0°000049 ~+ 0°000009
+ 0:000002 = 2:867972,

(1—0001) ™= 2 + 05005 -+ 0167167 - 0041917
+ 008417 - 0001410 -+ 0000203 -+ 0:000026 -+ 0°000003
— 2719643,
— 1000000
(1 — 0°000001) — 2 -+ 0500000 + 0166667
+ 0041667 -- 0:008333 - 0:001389 + 0:000198 -+ 0:000025
+ 0'000003 = 2718283,
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Ogdlnie: Poniewaz
@+ 9" =[e0 +13]" =" (1+ )"

przeto szereg

(@ + x)"=d"+ (’f) an_lx-l— (g) an-2x2+ ('3') a + .
jest zbiezny, gdy — a << x << a.

XIllL.
Pojecie funkcyi pochodne;.

Funkcya f(x) ma pewng warto$é. Jezeli x wzroénie o 6,
czyli jezeli bedzie mieé warto$§¢ x -+ d, funkcya bedzie mieé
warto$¢ f(x -+ 68) a jej przyrost bedzie f(x + ) — f(x). Gdy
d maleje do zera, stosunek

[+ ) — f(x)
)

dazy do pewnej granicy, ktéra si¢ nazywa funkcyq pochodnq
lub krétko pochodnq funkcyi f(x). Funkeya za$ f(x) jest pierwotnq
wzgledem swojej pochodnej. Znakiem pochodnej jest /’(x) lub
AL f(x). Pisze sig

F = £ 7 = Jim F(x + 9~/ ()
=0
a czyta sig: f(x) — Tfi f(x) jest pochodng funkcyi f(x) co do
zmiennej x.

Symbol % oznacza dziatanie dokladnie okre§lone; co nas
naprowadzito do uzywania tego symbolu, zobaczymy p6zniej (XVIII).

XIV.

Pochodne niektorych funkcyi elementarnych.

1) Pochodna ilosci stalej.

Jezeli f(x) = a, gdzie a jest iloScia od x niezaleing,
natenczas f(x+ d) = a, f(x+ 08) — f(®¥) = a — a =0,
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a zatem , jakkolwiek & maleje.

fet -1 _
3 S
Jest przeto _{;?"E [a] = O.

t. j. pochodna ilosci stalej jest rowna zeru.

2) Pochodna potegi £,
. . n n

L N lim (x +_(?____._x_.

0=0

Poniewaz o maleje do zera, wige jest mniejsze od x, szereg
(c+ 0" ="+ (})2""8 + (2) "2 4+ ... jest
zbiezny (XII, 4).

Mozna napisaé (x + 8)" =x" + higaly + M 62,
To uwzglgdniwszy otrzymamy

n n-1 3 n
_;_xxn]:ﬁmx 4+ nx a&-{-M&—x
d=0
= lim [n s + Md] =n&"!,
0=0 d
Mamy zatem wzor: ﬁ[x"] =n 7L,
3) Pochodna funkcyi wykladniczej a* .
x4 x
d F % a ___a 8 xad_l
% @ | =1lm — = lim a, %
4=0 9 8=0

é
Ktadgca—1 = u i baczac, Ze gdy 6 = 0, to takze u==0,
otrzymamy
. [ax} = lim @ . #

dx c=0 rl

Z réwnania qd s gt # wynika aa =1 +p,
d fgba = fgb(l + ),

lg, (1 + n) b
6!ga=b—-—— =g ]f'l-{-ﬁh
E b u b

A Igba

0o o I

g, J1+n
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Lecz wedtug XII, 4, o)

p L
lim |/1 +pu = lim (1 + p) B — ¢ =271828...

p=0 H=0
zatem
d X { X igba X lg{)a
_a_’}lal :hmaif—:a.‘, .
"gb]/l-i_lu'
Gdy b = e, wtenczas
LR -
e L lg a.

e
lg,a jest logarytmem naturalnym liczby a. Na przyszto$é logarytm

naturalny bedziemy krétko oznaczaé przez In.
Mamy wige wzory :

EdE {axJ —a". In a, dd;: [ex] g, (gdyz In e = 1).
4) Pochodna funkcyi logarytmicznej lgy x.

Sles| b3
|

x 10 S
— i {gb S X gl fgb [l+;
i e ey lim ey P -
0=0 g=10 S
X

X.

Ktadac —22 w i baczac, ze gdy 6 = 0, to takie u =0,
a uwzgledniwszy przytem XlI, 4, ¢), otrzymamy

"
d lg(1 + ) e, 1/1 lg.e
d_x‘[’gb"] = lim = — — 'mg"] Y .

= i
#:O X "=

=0 X X
Gdy b = e, wypada

L] =+
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5) Pochodna funkcyi sin x.

Eq_ l T } — fim ST (x+d_—smx-
X 350 d
Stosujgc wzoér

sin ¢ — sin y = 2 cos ‘f’_“i“_’f sin ﬁ“—;-i’,
otrzymamy
/ 2 cos (x +§) sin—g
o tef = lim o .
e [sm x] i 3

Ktadac —gza i baczgc, ze gdy 6==0, to takie ¢==0, mamy

d in e
sin & | = lim cos (x+ s)s‘
dx[ ] 3 a0

Chcge wyznaczyé granicg, do kidrej

dazy lloraz———, gdy ¢ maleje do 0,
wezmy pod uwage fig. 18., na ktdrej
0 A= 1, AB—¢, OC—cos¢, BC—sins,
AD = {ge. Widzimy, Ze

4 —~
BC < AB<< AD
g C A s
Fig18 czyli sine < & <tg£
1§10,
Z tego wypada m> > clge,
sin &

a po pomnozeniu przez sine, 1> = (oS¢,

Jezeli tuk ¢ maleje, natenczas punkt C zbliza si¢ do punktu
A, to znaczy cose dazy do 1. Mamy zatem

lim 25 = 1,
e=0 ¢
Poniewaz lim cos (x + ¢) = cos x, przeto wypada

e=0

— | sin x| = cos X.
a‘x[ ]

6) Pochodna funkcyi tg x.

& [,gx]_;,m tg(x+3) —tgx,
5 3
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tow o Sin e 8) i 8ings
Lecz tg(x + 8) — lgx = cos(x+38)  cosx

sin (x -+ 9) cos x—cos (x+9) sin x i | sin o ;
cos (x + 9) cos x cos (x - d) cos x

i t IHH ____._1_._ _SI.!I_.‘S_-
przeto dx[ & x] =0 ¢€0S(x+0)cosx d
Uwzgledniwszy to, coSmy w poprzednim ustgpie moéwili,

otrzymamy
d
dx l X ] cos*’-x

7) Pochodna funkcyi arc sin x.

Lk Larc i x] — im aresin (x+ 8) —arcsinx.
dx d=0 é
% Lecz wedtug fig. 19., na ktérej OA=1,
s — —_—
FS { BC=1x, AC=y, EF =4, CE =3,
2 y jest' arcsinx = y,i -} x ='€iny,

* arc sin (x+90) =y--¢, x-+o=sin(y-+¢),
b D B are sin (x —|— d) — arc sir.z X = &,
Fig 19, d=sin (y +¢) — sin y.

Z ostatnich ré6wnan wypada zarazem, Ze jezeli 4 = 0, na-
tenczas & = 0. Uwzgledniwszy warto§ci na ¢ i d, otrzymamy
d £ ) 1
dx [arc i x] 8{_0 sin (y + &) —siny s_lom sin (y + €) —siny

€

cos y ]/l ~ sty | 1 —xt

Mamy zatem wz6r:
1

d 4 e L
‘&—'x [arc Sin x] = lsT:‘?
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8) Podhodna funkcyi arc tg x.

arc tg (x -+ 8) — arc tg x
6 -
0

dd [arc fgx]*—(;’mz

A D Lecz wedtuﬁ fig. 20., na ktdrej A_?:I,
AB=x, AC=y, BD =0, CE=¢,
g jest _arcig xe—.9, x == gy,
B arctg(xtd)=yp+e, x+o=tg(y+s),
O\l arc tg (x +90) — arctgx = ¢,

¥ 0= 1g (y+e) — gy
1 Z ostatnich rOéwnan wynika, ze
0 A gdy 6=0, natenczas ¢é=0. Uwzgle-
Figd0. = dniwszy wartos$ci na ¢ i 4, otrzymamy

d 1

o [arc fgx] hm TR )__ 7y {Ifr_no BT =&y

€
1 1

A T = s )

Mamy zatem wz6r:
d 1
q% [arc fgx] == r—}—_x*'

XV.
Pochodne funkeyt ztozonych.

1) Jezeli funkcye fix) pomnozymy przez stalq (czyli nieza-
leznq od x) “ilos¢ a, to jej pochodna zostaje pomnoZona przez t¢
ilosé. Albowiem

(_gc_ [af(x)] = {'i" afix+ 6) af(x) é;oa_,f;(xﬂ?s:&x_):; af ().

Mamy zatem wzér'

o] = a gt
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N. p. d—i[ax”] =4 d% [x"] =ans""!,
di.’vc [f::] n:-I. dx[ nﬂ] 5

2) Pochodna sumy funkcyi rowna sie sumie pochodnych tychze

Sfunkeyi. Albowiem
Lo+ o] = tm LEE D+ 96 0 S A o+ 00)]
X

it hm [f(x +0) — f(x) oL o (x4 ‘” ?”(x)] — (%) + ¢'(%).
Mamy zatem wzér:
L) + 9] = - 70 + .

N. p.
B 0%[3—{—2x—x”] [3 +dx[2 ]+mc [—¢]=2—2a.

p) Poniewaz arc cos x = ? — arc sin x  (IlI), przeto

d_d.é [arc cos x] = — ad— [arc sin x] -**l—/l l_xs.

y) Poniewaz arc clg x = —g'— — arc tg x, (III), przeto

dix [arc ctgx] = — f%: [arc fgx} = — m—,;—

3) Pochodna iloczynu dwéch funkeyi.
di; [f(x) P (x)] :;i—?o flx+9). p(x —I—ad) — f(x). o(x)

S (xA4-8). ¢ (x+8) — f(x). ¢ (oe+0)+/ (x)  (x+-8) — Ax). 9(x)
8

== lim
6=0

= [+ 8) — f(x) 2lut ) o ()
- é’('iqo [{p (x + 9). s +:7x): é 2 ]

= g(x). /(%) + f(x). ¢'(x).
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a7

Mamy wiec wzor:
2 [0, g0 = 2. L7 + 700, L ¢ (0.

0 G A n d
N. p. s [x". sin x] = sin x. o (%] 4+ e [sin x)

n-1

=nx""". sinx + x" cos x.
4) Pochodna ilorazu dwich funkeyi.
[f (x) ] {oe - 6)‘ |\ gl
dxlg(x) g(x+ ) g(x)
M + D 20) — 76 26+
8=0 d. g(x + 9). g(x)
m J@9e () —/(x)g(x) —f(x) g(x + ) + f&) g(x)
i 0 &(x+ 9) g(x)
f(g+5) Saf (@)
=i | g e @

+ 0) — ) . oy . g
£, & )a g(x }=g(x) f'(xl)g (x)]fz(x) ')
Mamy wige wzor:

f(x) 1 . d d
dx Lg(x)] o [g (x) af(x) L) o g(x)]-
N. p. -t:%'c 3::; x:’" {xm _| sin x]— smx&%& [xm]l

1

i3l BT v Ll

b e cosx m sin x
= e (x”" cosx — mx"~1 sin x) T
X

XVL

Pochodna funkeyi funkcyi.
—fl,tp(x)]— hm flox + ‘S)I — fle()]
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Podstawiwszy ¢ (x) = u, otrzymamy ¢ (x -+ ) = u + .
Z tego réwnania wynika, Ze gdy 4 = 0, to takze &= 0. Uwzgle-
dniwszy, ze @(x + 8) — @(x) = & mozna napisaé

f[qo(x)]—--lim S+ &) —f(u) =iim flute) —f), 5

d=0, e=0 4 0=0,e=0 e
— fim M@t —f(u) ¢x+0)—9 ()
0=0, =0 7 é

=L 1. Lo =r. o).

Mamy wiec wz6r:

d d ’
dx 'O = gromsr fle (] . 9'@)

d : d
== Wf [o(x)]. 75 @ (x).
N. p.
d s Il d d 4
) 7z [@+0a9] =gt [@+os]. o +oam
=3 @+ bx2)22bx=6bx(a+bx?
Lub tez podstamwszy a+bx2=u,

o om) = &10]. o 0s] <320
zﬁbuﬂxzﬁbx(a-l-bx”)e.

iy O PR d ; WU .

2) a |_Slﬂ (a wo— bx)] = Im—] [_Sl’ﬂ (a— bX)J . ﬁ [_ﬂ' — b .‘Cl

= cos(@a—bx). (—b) = — bcos(a — bx).
Lub tez podstawiwszy a — bx =u

W BIL e s -
a[sm (a-—bx)l-—Eh [sin u]. ] (@a—bx)=cosu. (—b)

= - bcosu = — b, cos(a-—bx)

) B )

= (oS ( ) (— 1) = — cos (~2-— ) = — s§in ».
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ol

L

) ()
5)£[|/1_——xz]=d_i[(1__x2)--] P x2][(l x)] —dj—cl_l—x”'l

= % (1—x®)— _; (—2x)=—ux. (1—x®)" 2

_—

XVII.
Pojecie rozniczki.

Dla warto$ci zmiennej niezaleznej x funkcya ma warto$é
S(x), dla warto$ci x + 6 funkcya ma warto§é f(x -+ d), to zna-
czy: jezeli zmienna niezalezna powigkszy sig o 4, funkcya po-
wigkszy sig¢ 0 f(x -+ 8) — f(x), czyli jezeli o jest przyrostem
zmiennej niezaleznej, to f(x + ) — f(x) jest przyrostem funkcyi.
Na przyszto$¢ jako znak przyrostu bgdziemy uwazaé symbol 4,
wige ] x bedzie oznaczaé przyrost zmiennej x, oznaczony po-
przednio przez 0 a | f(x) bedzie oznaczaé przyrost funkcyi
J(x), oznaczony poprzednio przez f(x -+ ) — f(x); innymi stowy
Zx bedzie oznaczaé rdinic¢ zmiennej niezalenej x a . f(x)
odpowiedng rdznice funkcyi f(x). Jest tedy

S+ Ax) — f(x) = Af(),
P i BB 4D =)y A
Ax=0 L% /_’}x ik QWF:
t. j. pochadna jestto granica, do ktdrej dq2y stosunek roznicy
c2yli przyrostu funkcyi do réznicy czyli przyrostu zmiennej nieza-
leznej, gdy roznica czyli przyrost zmiennej niezaleznej maleje do 0,
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Na wyrazenie, Ze przyrost czyli réinica /x maleje do 0,
jakkolwiek jest ilo$cig rézng od 0, uzywamy symbolu dx, po-
dobnie na wyrazenie granicy, do ktérej dazy 1 f(x), gdy Ax
maleje do 0, uzywamy symbolu df (x).

Wedtug tego mozna napisac

P)=tlim LI (),

Ax=0 X dx
lloSci dx, df(x) sa nieskoriczenie malejqce i nazywaja sig
rogniczkami, dx jest rdzniczkq zmiennej niezaleznej, df(x) ro-
Zniczkq funkeyi f(x). MOwi sig takze, ze roOzniczki sg ilo§ciami
nieskoriczenie malemi, jakkolwiek pod t3 nazwg rozumie sig
iloSci nieskonczenie malejace,

XVIIL
Zwigzek miedzy rdzniczka funkcyi a pochodna.

Dotychczas rézniczki dx, df(x) nie wystgpowaly samodziel-
nie, lecz tylko w granicy stosunku —‘—/“-Zf-}(f—)-dla /] x malejgcego
do 0. Aby poznaé zwigzek migdzy rdzniczkami uwazanemi sa-

modzielnie, weZmy pod uwageg rOwnanie f'(x) = lim —‘QM:
: Ax=0 4x

z ktérego wynika Af(x)

gdzie ¢ jest iloScig dazacqg do 0, gdy x maleje do O.

Z tego rOwnania wypada nastepujgce :

Afx)=f(x). Ax + e Ax.

Piszagc /] f(x) = f'(x). 4/ x popetniamy biad & Ax, kt6ry
mozemy zrobi¢ tak maly, jak sig nam podoba, gdy ~Jx we-
Zmiemy odpowiednio male.

N. p. Gdy f(x) = 3 x*— 5x 1, wienczas f'(x) = 6 x —5,

Af@x) = (6x—5). 4x+¢& Ax
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Dla x = 2, x = 0k qjest
f2) =3, f(21) =373, f(@) =1,

Af@2) = 7(2'1) — f(2) = 073 = 7.0'1 + & 01,
skad wynika g = 073.

Gdy /x = 001, jest f(2:01) = 30703,

Af(2) = f(201) — f(2) = 00703 = 7.001 + & 0.01,

skad wypada ¢ = 003.

Gdy /] x = 0001, jest £(2:001) = 3007003,
Af(2) = f£(2:001) — f(2) = 0007003 = 7.0°001 - &,. 0001,
skad wynika & = 0003 i t. d.

Gdy Ix maleje do 0, t. j. gdy ~Jx zamienia si¢ na roé-
iniczke dx, blad réwniez maleje do 0 i mozemy napisac:
df() = f'(¥) da.
to znaczy: rdzniczka funkcyi rowna si¢ iloczynowi pochodnej przez

rozniczke zmiennej niezaleznej.

Pamietajac, Ze dx jest iloScig nieskonczenie malejgcyg je-
dnak r6zng od 0, mozemy podzieli¢é obie strony ostatniego
réwnania przez dx i otrzymamy

Z czego poznajemy, 2e pochodna jest stosunkiem rozniczki funk-
cyi do rozniczki zmiennej niezaleinej, czyli jest stosunkiem roz-
niczkowym. Zarazem mamy tu wyttémaczenie, dlaczego dla wy-
razenia dziatania stuzgcego do wyznaczenia pochodnej uzywamy

symbolu —= (XIII).

Réwnanie df(x) = f'(x) dx okazuje, Ze znajgc pochodng,
znamy rézniczke funkcyi i naodwrdt; z tego powodu wyznacza-
nie pochodnych wchodzi w zakres radiunku rézniczkowego a sym-
bole d, ;g:— wyrazajg dzialanie zwane rdzniczkowaniem.
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XIX.

Wzory wyrazajace rdzniczki funkcyi.

Uwzgledniwszy wzory wyrazajgce pochodne, wyprowadzone
w XIV, XV i XVI ofrzymamy nastgpujgce wzory wyrazajgce
rOzniczki funkeyi:

1) da = 0, gdzie a jest ilodcig statg (od x niezalezng),

2) dx" = nx" " dx,

3) da" = a". Inadx,

4) de* = 2", dx,

d
5) dinx = <%,
6) dsinx = cos x dx,
7) dcosx = ~— sinxdx,
dx
8) digx = i)
dx
9) detg x = — =5,
d
10) d arc sin x = L
l/ 1-x2
dx
11) darccos x = — 7=
l.- 1—x2
12) darc tg x = 2%
) darc g x = 15
13) darcclg x = — l—ﬂ??

14) d[af(x)] = adf(x) = af(x) dx, gdzie a jest ilocig stala,
15) d[f(x) + g(¥)] = dfix) 4 d g(x) = f'(x)dx + &' (x)dx,
16) d[f(x). £(¥)] = g(x)df(x) + f(x)dg(x)

= g () dx + fx)g'(x) dx,

X e(x)dfx) — f(x)dg(x

i RN 1) A

— &) () dx — [(x) g'(x) dx

[g(x))?
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18) d7 iy () = s AW () =F (Wi (), gdzie = o),
b (0] = oy fle(9). 7 p(1)dx
d?J( )f [o(x)). ¢'(x) dx,

XX.
Ro6zniczka funkcyi dwu zmiennych.

Jezeli F(x, y) jest funkcyg zmiennych x,y, natenczas gdy
te zmienne wzrosng o Jx, ]y, przyrost funkcyi bedzie
AF @, y) = Fle+ A%, y+ Ay) — F(x, y). N. p. jezeli
F(x,y) = 3x2 4+ 2xy + y? x =2,y = 3, natenczas

F,3 =23.22+4+2 2.3+ 3 =12+ 12 4+ 9 = 33.

Gdy Ax = 001, Ay = 002, tedy

F (201, 302) = 3.2°012 4 2.2'01. 302 - 3'022 = 333811,
AF(2, 3) = F(2:01, 302) — F(2, 3) = 33:3811 — 33 = 0'3811,

Réwnanie wyrazajgce przyrost funkcyi mozna przerobié
w sposOb nastepujacy :

A F(x,y)=F (x4 x, y+Ay) —- F (e, y+Ay) + F (%, y+ Ay)
hing 4" F(x+ 4%, y+.jya)c_—---F(x, e AT
4 Flo y+ )—Fxy), )
Ay ¥

Gdy Jx i .y nieskoficzenie malejg, rdéznica |F (x, y)

przechodzi na rézniczke

dF
AR ) dF(x, Wiy 4 53; YLy,
dFS}Z) " dF(—%;—'y--)- nazywajg sig¢ pochodnemi czqstkowemi

co do zmiennych x wzglednie y i oznaczaja sig symbolami
F DE. . OF
F(%.y), 6D iy wrmko 2

PR d) OX  JY
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Mamy wigc wzor

dF(x, ) DF(X, }’) dx =t DF(xI y)

Eax+ —F dy.
Dx
To twlerdzeme mozZna rozszerzyé na funkcyg o wquszej

ilo§ci zmiennych n. p. na F(x, y, 2..). Wtenczas
dF(x,y, z.)= L +Edy + oL + ...
QX n) 22

Poniewaz wedtug XVIII
Flx+ 4%+ ﬁy) F(x,y + 4y) = AF (% y + )

z-—x- A& A x,

Fix, y+ AY) — F(x, 3) = A F(x, y) = g Ay + & Ay,

gdzie ¢, & sa ilo§ciami dgzacemi do 0, gdy 1x, .y nieskof-
czenie malejg, przeto moina napisaé
AF(x, y) = « Ax ‘l‘— Ay+& Ax+¢& Ay.
W ostatnim przykladme mamy

QF RV

S = Sxta=pmn = 2r b2y = v ),
F(201, 302) —F(2,302) = /] F(2 302) =¢(2,3). 0001 +¢. 001,
F(2,302) — F(2,3) = AF(2,3) = v (2 3).002 + & 002,
" Lecz AF(2, 302) = 01807, /| F (2, 3) = 0'2004,
@ (2, 3) =18, v (2, 3) = 10, zatem 01807 = 018 + ¢,. 0°01,
02004 = 02 + ¢, 002, skad wypada & = 007, & = 002.
AF(@2, 8) = ¢ (2,3). 001 -+ (2, 3). 002 + &,. 001 + &, 002
= 0’18 -} 020 4 00007 4 00004 = 03811 zgodnie z po-
przedniem.

XX

Rozniczka funkcyi uwiklanej.

Jezeli zmienne x, y sg w takiej od siebie zalezno$ci, Ze
F(x. y) = 0, t. j., ze funkcya F(x, y) jest ilo§cig stala, naten-
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czas rézniczka funkeyi d F(x,p) = 0iwedtug XX wypada réwnanie

OF OF
0 = — dx — dy,
dx +:)y ’

Z.'tego rOwnania mozna obliczy¢é rézniczkg funkcyi uwi-
ktanej i stosunek rézniczkowy

OF OF
dx dy Ax
d = — -d, - = — —
: oF O OF
oy oy
N. p. Flx,y) = ax® 4+ 2bxy + cy? = 0.
' 2an 426y 2 Lobx 4+ 20y,
dx Ay
4y = 2bwu A Bryipesishridireylonsd ob hskaphe)

dx.

dx  _2ax =+ 2by . ax +.0by R e by

XXII.
Znaczenie réznicy funkcyi.

Funkcye f(x), F(x,y) majag pewne warto$ci. Gdy iloSci x,
y weZmiemy z btedami Jx, 1y, natenczas warto$ci funkeyi
stang sie f(x + Ax), F(x + Ax, y + Ay) a btedy funkeyi
bedy f(x + Ax) — flx) = Af(x), Flx + Ax, y + Ay)
— F(x,)) = AF(xy). Letz Af(x) = f'(x) Ax + ¢ Ax,

J
AF(x:y) S gdx"— gf A4y - & .i]x+£g.:jy, zatem ro-

wnan 4 Ax)=f"(x) Axi AF(x,y)= 3{; Ax + STF /1y, mozna uzy¢

do obliczenia bledu funkcyi. Wyrazy opuszczone & x, & /]
&. 7]y nie majg znaczenia, bo si¢ przyczyniaja do biedu na
dalszych miejscach dziesigtnych, na czem nam nie zalezy, skoro
wiemy, ze popetniamy btad na blizszem miejscu dziesigtnem,'
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Przyktady: 1) Bok szeécianu zmierzono na 5 m; jaki jest
btad przy obliczeniu objetosci tego szeScianu, jezeli pomiar dtu-
goéci boku jest doktadny a) do 001 m, ) do 00001 m ?

Objeto$é szedcianu = x® = f{x), f'((x) = 3 &%
A = 3x2, ) x.

Btad wynosi a) A A5) = f'(5). 0001 = 75.001 = 0'75 m®.
B) Af(B) = f'(5). 00001 = 0075 m?®.

Biad w zwykly sposGb obliczony jest

a) £(501) — f(6) = 125756 — 125 = 0'75 m?,
f(6 — 001) — f(6) = (126 — 0'75) — 125 = — 075 m®
z doktadno$cig do dwdch miejsc dziesigtnych,

B) f(6001) — f(5) = 125075 — 125 = 0°075 m®
(5 — 0001) — £(5) = (125 — 0'075) — 125 = — 0075 m®
z doktadno$cig do trzech miejsc dziesigtnych.

Widzimy tu zgodno§¢ z poprzedniem obliczeniem.

2) Jaki jest biad przy obliczeniu cosx, sinx, dla katow

30° i 60° jezeli pomiar kata jest dokladny do 0'5° ?

Poniewaz ik [cosx|=—sinx 2 [sin x] = cosx, mamy
dx " dx ’
wzory do obliczenia bledéw
v
Acosx = — sing. Ax, Asinx = cosx. Zx.

Podstawiajgc wartodci za x, ~Jx i baczge, Ze katowi 0°5°
odpowiada w kole o promieniu 1 tuk 000873, mamy

A cos 30° = — sin 30% 05" = — 05.0°00873 = — 00044,
/] cos 60° = — sin 60°% 05 — — 0'866.0'00873 =— — 0'0076,
A sin 30° = cos 30° 0'5° =  0'866.000873 = 00076,
Z sin 60° = cos 60° 05 —  05.000873 =  00044.

3) Obliczy¢ btgd kwadratu liczby 5'948...

Kwadrat liczby = x2 = f(x), /'(x) = 2 x, Af(x) = 2 x. Ax.

W naszym przypadku x = 5948, /|x = 0001, zatem bilad
A7(5948) = 11°896.0°001 = 0012,
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Podobnie si¢ oblicza btad szeécianu tej samej liczby.
f(x) = x2 fix) = 3%, Af(x) = 3x8 A,
A7(5°948) = 3.6% 0001 == 0°11.
4) Obliczy¢ biad pierwiastka kwadratowego liczby 4'756...

Pierwiastek liczby = l""rx = f(x), S'(x) = +,
2) x
Af(x) — —'L._]?x_ 3
2) x
ALATRE) e Mg RO Ao 0P00IWINOSE by

2. ) 4756 2.2

Podobnie sig oblicza biad pierwiastka szeSciennego tej sa-
mej liczby.

3
1 o 1 A;
79 =Vx £ = ——1 256 =2
_ ' 3) a2 3 I-’fr x2
AF@T6) = ———. 0001=300 = TDHU — 00001
' 31/ 47567
5) Obliczyé biad iloczynu liczb 6'345.., 1328..
Stosujemy wzbr: AF(x,y) = i Adx + L A9,
: dx dy
Mamy F(x,y) =xy, 52 = »
dx Jy

AFExy) =y dx + x4y.
Lecz x = 6'345, y = 1328, AJx = 0001, Ay = 0°01,
zatem ] F(6'345, 13'28) = 13'28.00001 - 6'345.0'01
== 0013 + 0063 = 0°076.
Podobnie sig oblicza bigd ilorazu liczb 6'345,.. 13:28..,
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' x JF { ud? x
Fix, ) == — = =y — = — —
s ) y' y W 7
Ax xAYy
F s = —— .
4 (x y) y y2

Biorac pod uwage przypadek najniekorzystniejszy, kiedy
si¢ btedy dodajag, otrzymamy

= 4x x4y __ yAx+ xJy __ 0076
‘dF(x) y) - y + yz et y2 — ...__132
0°076 )
it 7 Sk 000045,

6) Przeciwprostokatnia tréjkata prostokatnego wynosi
320'14 m, jeden kat 30°, z jakim bledem obliczymy przyprosto-
katnie przeciwlegly katowi, jezeli diugo$¢ zmierzono z dokta-
dnoscig 001 m a kat z dokladnosécig 0'5°7?

Diugo$é szukanej przyprostokatni jest x sin a, zatem

TaAaR) o DR
F (x,a) = «x sin a, v T elna g NG

AF(x,a) = sina. 4x -+ xcosa. [ a.

Podstawiwszy & =320"14m, a = 30°, Jx = 001 m,
/u = 0'56° = 000873, otrzymamy
Z F (320°14, 30) = 0'5. 001 - 320°14. 0'866. 000873 = 24 m.
’ 7) Bok rombu wynosi 50 m, kat 60° z jakim blgdem obli-
czymy powierzchnig rombu, jezeli jest taka sama dokiadno$é
pomiaru, jak w poprzedzajagcym przyktadzie ?

Powierzchnia rombu jest x% sin a, zatem

) By O,
F(x, a) = x%sin a, he 2 x sina, — = x? cos a,
oK da

AF(x,a) =2xsina Ax+x*cosa Aa.
/1 F (50, 60) = 2.50. 0.866. 001 + 50% 0'5. 0:00873 = 11'8 m? .
8) Boki réwnolegte trapezu sg 120 m, 80 m, bok nieréwno-
legty 100 m, jeden kat 60° z jakim bigdem obliczymy powierz-
chnig, jezeli jest taka doktadno§¢ pomiaru, jak w poprzedzajg-
cym przykltadzie ?



Powierzchnia trapezu jest % (x+y) z sin a, zatem

OF = DE
F v Vs &y = [ l_=_:_" [
(x, ¥, 2, ¢) =5 (x+)y)zsina T an i z sin a,
OF
Ay 2(.vc—|~y)sfnu: 3F 2(x-l—y)zcosa: Ax=/y=2=0'01,

Aa =05 = 0'00873, AF(x, ¥, 2, @) = 5 zsina (Ax + Ay)
—{-;(x—|— y) sin a Az+3(x+y)zcasaga,
Z1F (120, 80, 100, 60°) = % .100.0'866 . 2. 001

+ 5 - 200. 0866 . 001 + 5 . 200 . 100 . 0°'5 . 0°00873 = 454 m?.

XXIIL
Znaczenie pochodnej.

Znaczenie pochodnej poznamy w nastgpujgcych zagadnie-
niach:

1) Funkcya f(x) wyraza rz¢dng y punktu odpowiadajgcego
odcigtej x w ukladzie prostokgtnym, czyli y = f(x) jest réwna-
niem linii; co wyraza pochodna f'(x)?

Aby na to pytanie odpowiedzie¢, weZzmy pod uwage obraz
funkcyi BCE na fig. 21. Mamy tu OA = &, AC = y = f(x),

AD=/x, EF=Ay,
s  DE=y+ Ay=f(x+ 4x).
Widzimy dalej na figurze, iZe
L~ Af(x)=f(x+A%)—f(x)=A).
]l"'.‘f Oznaczywszy kat, jaki tworzy
~{[' sieczna CE z osig odcigtych
i : przez o, mamy
I i X
0 A ] ég‘c")‘—,;]x—:"g"'
Fig ?l Gdy /lx maleje, punkt E zbliZza
sig¢ do punktu C a sieczna zbliza
sig coraz bardziej do stycznej w punkcie C poprowadzonej.
Oznaczywszy przez v kat, jaki tworzy styczna w punkcie C po-
6

S R
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prowadzona z osig odcigtych, mamy w granicy dla /|x nieskon-
czenie matego

df(x)

= fi(x) = L) SRR g

Tgr nazywa sxe stalq k:erunkowq stycznej. Zatem, Jezeli flx)
wyraza rzednq w pewnym punkcie linii, natenczas pochodna f'(x)
wyraza stalq kierunkowq stycznej w tymze punkcie do linii po-
prowadzonej.

Gdy funkcya jest uwikiana, wtenczas na zasadzie réwnania

dy
dx ™

stosunek rézniczkowy wyznacza stalg kierunkowa w danym punk-
cie linii i utatwia wyprowadzenie rOwnania tejze slycznej. Wyja-
§niajag nam fo blizej nastgpujgce przykiady :
a) Wyprowadzi¢ réwnanie stycznej w punkcie [x;, y,] linii
a x*+ fy*=1 poprowadzonej.
Poniewaz punkt [x,y;] znajduje si¢ na linii, wiec jego
wspolrzgdne spelniajg rOwnanie
axt+ pyt=
Roézniczkujgc réwnanie a x* - fiy?= 1 mamy
2axdx-+2pydy=0,
- P - Semed,
0 dx By
Stata kierunkowa stycznej w punkcie [x;, y,] poprowadzonej
jest zatem

A ds
ﬁ}'l
a szukane réwnanie stycznej bedzie!
NN
P15 n (x—x),

ktére po przeksztalceniu przyjmuje ksztatt
ax; x4y, y=1 (dla elipsy lub hiperboli).
Jezeli rOwnanie linii jest y®= 2 px, natenczas

2ydy = 2pdx,
s il

ax y
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a réwnanie stycznej y-~y1=%(x—x1) w punkcie [x,, ] po
przeksztatceniu i uwzglednieniu, Ze y,% =2px,, przyimuje ksztatt
y=p(x + x) (dla paraboli).

f) Wyznaczyé kat, jaki tworzg linie y=fx) i y=gx)
w punkcie przecigcia sie (x;, yi).

Kat, jaki tworza dwie linie przecinajgce sig, wyraza sig
zapomocg kata 4, jaki tworzg styczne do obu linii w punkcie ich
przeciecia sie (x, y,) poprowadzone. Poniewaz state kierunkowe
tychze stycznych sa /’(x,), 2'(x,), przeto

&'(x) — f(x)
= PG et)

Jezeli réwnania lin(ifi sa: F(x,y)=0, G(x,y)=0 i jezeli
9y
dx
o (%, y), z drugiego v (x, y), natenczas stale kierunkowe stycz-
nych w punkcie (x; 1) sa ¢ (xi, 1), v (xi, }1), za$
tg ) = Y, ) —ean) .
1+ (v, i) v (o, Y1)
Np. Linie, ktérych réwnania sg x2+p?=13, y?= —:— X,

ezyli” y= ]/TS - X=flx), y= V‘}V X ==g(x), przecinajg sig

X

stosunek roézniczkowy z pierwszego rOwnania wypada

w punkcie (2, 3). Poniewai J(x)= — i’
') = Q‘VE v ['(2) = — —;“;— ) g’(2)=%, przeto
3 2
T =% 17
a7, dir o YA
g4 = T ai ' % g
Piszac réwnania powyzszych linii w ksztalcie
x2 492 —13=0, yﬁ—-g—x——**()
i rézniczkujgc, otrzymujemy z pierwszego
e Gle. . Koo
2xdr+2ydy=0, 4=—-=0 )

z drugiego: 2ydy = —g-— dx, o I ...9“ =y (x, y); skad

dx
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wypada: ¢ (2, 3) = — —§~. y(2, 3)= —} zgodnie z po-
przedzajgcem.

2) Funkcya f(x) wyraza powierzchnig F zawartg w pierw-
szej Ewiartce migdzy osiami wspétrzednych, rzedng odpowiadajg-
cg odcigtej x i linig. Co wyraza pochodna f'(x)?

WezZmy pod uwage fig. 22, na ktérej

OA = x, powierzchnia BOACB =
F( F=f(x), AD=/x, pow. ADECA=

AF, pow. BODEB = F + AF =
f(ix+ Ax). Mamy zatem

os

!
B a9 =fe+ 29 — s =
e I % Lecz A F= /x. GH, gdzie
0 AG D AC< GH<DE, co uwzglgdniwszy
5 A _ AF
ofrzymamy FaTin o GH.

Jezeli /Jx maleje, punkt E a zatem i punkt H zbliza si¢ do

pynktu C. W granicy dla /x nieskoficzenie malego

L) —fw= L = ac.

to znaczy: pochodna f'(x) wyraza rzedngq, odpowiadajqcq odcietef
x, zamykajqcq powierzchnie.

3) Funkcya f(x) wyraza objeto§é /'bryly zawartej migdzy
ptaszczyzng YOZ, powierzchnig bryly i ptaszczyzng ABC bedgcg
w odlegloéci x od plaszczyzny YOZ (fig. 23). Co wyraza po-
chodna f(x)?
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Jezeli OA = x, ob-
-t B' jetosé bryty ABCODE
= 7= f(x), natenczas
gdy x wzronie o
AA' = Ax, objetosé
bryty powigkszy sig¢ o
ABCAIRLY = 47"
= Bedzie zatem
B A% AP f (04 2%),
Afx) =[f(x+ 4%) — f(x)
=AY
Fig.zﬁ C' Lecz objetodé A7
ofrzymamy, ninozgc

Z1x przez przekroj
FGH wigkszy od ABC a mniejszy od A’B'C’, czyli

AY= Ax . FGH,
To uwzglgdniwszy, bedziemy mieé

Al i
e = FGH.

Gdy /x maleje, przekr6] A'B'C’ a zatem i przekrd] FGH
zbliza sig¢ do przekroju ABC. W granicy dla /x nieskoriczenie
matego wypada

96 _ =22 — asc,

to znaczy: pochodna f'(x) wyraza przekroj bryly rownolegly do
ptaszezyzny YOZ bedqcey od niej w odleglosci X,

4) Funkcya f(f) wyraza droge s, jakg punkt poruszajgcy

sig odbyt w czasie {. Co wyraza pochodna f'(1)?
G Jezeli (fig. 24.) AB=s=f(1)
—’f‘x/g/p// oznacza droge, jaka punkt odbyt
w czasie f, BC= /s droge odbytg

w czasie |{, natenczas

Fip 24 ¢ s+ As=f(t+ 4,
Af) = ft+ 49 — f(t) = 4s.
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Punkt porusza si¢ wogdle ruchem zmiennym, to znaczy, Ze
jezeli ma w punkcie B pewng predko$é v, to w punkcie C ma
inng, wiekszg lub mniejsza. Droge 1s mozemy jednak wyrazié,
uwazajgc ruch na drodze BC jako jednostajny, zapomocg iloczy-
nu czasu /It przez jaka$ predko$§é posrednig vy, taka n. p. jaka
jest w punkcie D. Bedzie wiec /s = At. v,

W= 28 L\
At At g

Gdy At maleje, punkt C a zatem i punkt D zbliza si¢ do
punktu B a warto$é predkosci », zbliza si¢ do wartosci v, jaka
jest w punkcie B. W granicy dla ¢ nieskornczenie matego wy-
pada

PO = ry =G =w

to znaczy: jezeli f(t) wyraza droge przebytq w czasie t, naten-
czas pochodna f'(t) wyraza predkos¢ koricowq po czasie 1.
Gdy ruch jest jednostajny t. j, gdy s = ¢f, predko$é jest

FANT ds
ilocig statg, bo =

2
gdy s = ¢t 4 Zét-, wtenczas il

dt

5) Funkcya f(t) wyraza predko§é koncowsg v punktu po
czasie f; co wyraza pochodna f'(1)?

Jezeli po czasie f punkt znajduje si¢ w punkcie B (fig. 24)
i ma predko$é¢ koricowa v = f(t), natenczas po czasie { - /¢
bedzie sie znajdowat w punkcie C i bedzie mie¢ predkosé kori-
cowg wieksza o v. Mamy wige: v + Av = f(t + A,

Af@) = f(t + 4) — f() = Ao

Gdyby ruch byt jednostajnie zmienny, bytoby v propor-
cyonalne do przyspieszenia y, jakie jest w punkcie B. Lecz ruch
jest wogdble niejednostajnie zmienny, to znaczy, Ze inne jest
przy$pieszenie w punkcie B a inne w punkcie C. UwaZajgc je-
dnak ruch w czasie /Jf jako jednostajnie zmienny, moina Jv
wyrazié jako iloczyn czasu Jt przez przy$pieszenie poSrednie
7, takie n. p. jakie jest w punkcie D. Jest zatem Jv = At .y,

=1 = .0l YL
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A1) Av Loy
_‘Z‘]t_ ] ___/_I} = Y.

Gdy At maleje, punkt C a zatem i punkt D zbliza si¢ do
punktu B a warlo$¢ przy$pieszenia y, zbliza sie do wartoSci
7, Jjaka jest w punkcie B. W granicy dla Jx nieskoficzenie
matego wypada

GH) <. yopyo nsduis L
-—F—f(f) | e

0 znaczy : gdy f(t) wyraza predkosé koricowq po czasie t, po-
chodna J°(t) wyraza przyspieszenie po tymze czasie.

Gdy ruch jest jednostajnie zmienny, przy$pieszenie jest ilo-
dv
77 B

C 6) Funkcya f(r) wyraza prace
Do L, jaka wykonuje sita skierowana do

B punkiu A (fig. 25), przy przesunigciu

A punktu materyalnego B do odlegto-
_ §ci » od punktu A. Co wyraza po-
F:g%S’ chodna f'(r). ?

Jezeli AB = r, BC = _/Jr, natenczas praca wykonana
przy przeprowadzeniu punktu maleryalnego do punktu B jest
L = f(r), za§ przy przeprowadzeniu do punktu C jest L+ /L
= f(r 4+ Ar), skad wypada

Af(r) = f(r + 4r) — f(r) = AL.

Gdyby sita na catej drodze Jr byla taka sama P, jak
w punkcie B, natenczas praca /|L databy sig wyrazié¢ jako ilo-
czyn sily P przez drogg r. Lecz wogdle sita sig zmienia, in-
‘na jest w punkcie B a inna w punkcie C. Uwazajac jednak, Ze
sita na drodze /r si¢ nie zmienia, mozemy pracg L wyrazi¢
jako iloczyn drogi .Jr przez jaka$ posrednig sil¢ P, takg n. p.
jaka dziata w punkcie D. Begdzie wige AL = Ar . P,

.20, % s,
Ar &nvansd!

§cig statg. N p. gdy v = -} yt, wtenczas
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Gdy Ar maleje, punkt C a zatem i punkt D zbliza si¢ do
punktu B a warto§¢ sity P, zbliza si¢ do wartoSci sity P ' dzia-
tajgcej w punkcie B. W granicy dla /|r nieskonczenie malego
wypada

D — =9 — p,

to znaczy: jezeli f (r) wyraéa prace w od!eg(oﬁci r, natenczas po-
chodna f’(r) wyraza sile dzialajqcq w tejze odlegtosci.

Jezeli L = E, natenczas P = L e SR,

r dr rk

7) Funkcya f(1) wyraza ilo§é ciepta Q, jakg posiada ciato
0 cigzarze 1 przy temperaturze f; co wyraza pochodna f'(1)?

Aby temperature ciala podnie§¢é o |t stopni, trzeba do-
daé Q kaloryi ciepla. Bedzie zatem

Q + 4Q = f(t + A,
Af0) = ft + 49 — f() = 4Q.

Gdyby ciepto wtasciwe byto takie samo c¢ przy temperatu-
rze t jak i przy temperaturze ¢ + A, natenczas Q byloby
rowne iloczynowi It stopni przez ciepto wiasciwe. Lecz wogo-
le ciepto wiladciwe sig zmienia razem ztemperatura. Przyjmujac,
ze przy podwyzszeniu temperatury o |t stopni ciepto wiasciwe
si¢ nie zmienito, mozemy AQ wyrazi¢ jako iloczyn |t przez
ciepto wlaéciwe ¢, poSrednie migdzy cieptem wlasciwem przy
temperaturze { a temperaturze ¢t + £t Mamy wigc

A4Q = At . g,
Af0) _ 4Q _
At At s

Gdy |t maleje, cieplo wlaSciwe ¢, zbliza sig do ciepta
wlasciwego ¢, jakie jest przy temperaturze f. W granicy dla
Zt nieskonczenie matego wypada

YO —rw ===

to znaczy: podzodna f (1) wyraza w tym przypadku cieplo wia-
$ciwe ciala przy temperaturze 1°
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XXIV.
Znaczenie rozniczki funkcyi.

Rézniczka funkcyi wyraza nieskoriczenie maly przyrost tef
ilosci, co funkeya; n. p. jezeli funkcya wyraza powierzchnig, to
jei rézniczka wyraza nieskonczenie matg czg¢8¢ powierzchni, je-
zeli funkcya wyraza prace, to jej rézniczka wyraia nieskoricze-
nie matg pracg i t. p. RéZniczke czgsto nazywa sig elementem ;
moéwi sig: element powierzchni, element drogi i t. p.

XXV.

Maximum Iub minimum funkeyi.

Jezeli linia BDEC przedstawia
obraz funkcyi f{(x), lub réwna-
nia F(x, y)=0, natenczas tak
pochodna f'(x) jak stosunek

! d rozniczkowy % wyraza stalg

| —=—F" kierunkowg slycznej popro-

0 ]'). = wa-dzonei w Punk?ie odpowi.a-
Fig hb. dajgcym zmiennej x. Na fig.

26. widzimy, Ze linia sie wznosi

od B do D, potem zniza si¢ od D do E, wznosi sig od E do C.

Punkta D, E sa punktami zwrotu, w punkcie D jest maximum,

w punkcie E minimum funkcyi. Styczne w punktach zwrotu D

i E poprowadzone sg réownolegte do osi odcigtych, a wigc ich
state kierunkowe sg réwne zeru.

Z tego powodu, jezeli oznaczymy OD'=x,, OE'=x,, muszj

by¢ spetnione réwnania: f'(x;)=01 f'(xy) = 0. Jezeli funkcya jest

uwiklana, natenczas —gi’- jest wogole funkcyg zmiennych x iy,

to znaczy: %“xi = ¢ (x, ), a gdy punkt [x;, ;] jest punktem
zwrotu, musi byé spetnione réwnanie: ¢ (%, y,)=0.
7
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Ogélnie: funkcya osiega maximum lub minimum dla takich

wartosci zmiennej x, dla ktdrych jest
F()=0, b 2 —o,
' Przyktady.

1) Funkcya 3x2—3x+‘§ osigga max1mum lub minimum dla
X= 1—- bo dla tej wartosci pochodna [3x"'—8x+&] 2(8#—-'4)
jest réwna 0. Na obrazie funkcyi (f:g. 6) widzimy, Ze jest mini-
mum. Wspoétrzedne punktu zwrotu sa “‘L’ - c;l].

2) Funkcya sinx osigga maximum lub minimum dla

=1 f;, i %‘3, g 5_“ i t. d., bo dla tych wartoéci pochodna

%@5 = cos x jest réwng 0. Wspéirzgdne punkiéw zwrotu sg

[‘r ’;,11], [i %.il],..it. d. (fig. 13).

3) Funkcya %% osigga maximum lub minimum dla
x = — 06058, bo dla tej warto$ci pochodna
|5 =t @ +8ar+2x 4 1)
jest réwng 0. Na obrazie funkeyi (fig. 9) widzimy, Ze jest minis

mum. Wspotrz¢dne punktu zwrotu sg [— 06058, 0°1347).
4) Funkcya uwiktana y w rOwnaniu

5
83 (x—1)—4y+465 Ax-Dt3y—p

osigga maximum Ilub minimum dla x = 1'138, bo dla tej war-
A L]

3 [4 (x=1) + 3 y2—100. ¢* K=1)+3y

toéci stosunek rézniczkowy —g’—: ;
4[4 (x=1)+ 3yt 75 & G-DT3y
jest réwny zeru. Na figurze 17. widzimy, Ze jest minimum,
Wspoétrzgdne punktu zwrotu sg [1°138, 2.455).
5) Wezmy pod uwagg rOwnania elipsy, hiperboli i paraboli;
Mamy dla elipsy

ok il S U0 T (S LU B ok AT
+m=1 " i B T

X -
—_—— "}
- Yea=m'

e



dla hiperboli

Mo Bt W B gt by ol &
a BT ITNEET LT AR Ug) PV eae
dla paraboli
dy p o
2= —__ T = g
) LG ey ViTE:

Widzimy z tego,.ze tylko w elipsie jest maximum lub
minimumito dla x = 0. Wspéirzedne punktéw zwrotu sa [0, 0],
[0, — b].

Ani hiperbola, ani parabola nie posiadajg punktu rzeczy-
wistego, w ktérymby byto maximum Iub minimum.

(Punkt rzeczywisty jest wtenczas, jezeli jego wspodirzedne
sg rzeczywiste i skorficzone).

Wiedzac, kiedy funkcya osigga maximum lub minimum,
mozemy poznaé obszary, w ktérych roénie lub maleje.

Wogdle twierdzenia odnoszace sig do funkcyi wyprowadza-
my dla tych ‘obszaréw, w ktérych funkcye rosng lub maleja.
Gdyby zachodzita potrzeba, musiatoby si¢ szczegdétowo rozwa-
zaé, jak si¢ funkcye zachowuja wtenczas, gdy osiggaja maxi-
mum [ub minimum,

XXVI,
Pochodne i rézniczki wyzszych rzedow.

Z funkeyi pierwotnej f(x) otrzymamy pochodng f'(x) za-
pomocy dziatania

Podobnie postgpujac otrzymamy

%fn)jﬁgf“+fﬁ“ﬂ”==fvx

L Py =7 it d
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Pochodne f/”(x), f'"(x)... sa pochodnemi 2%, 3%, rzedu,
Oznacza sie to takze tak:

4 dflx) __ &)

SN L IR
miey — 4 Eflx) _ Bfl) .
Ao b i e TR L
moéwi sig¢ za§: f'(x) jest drugg pochodng funkeyi flx),
i ) Rl (v 1 17 5 o it d
Analogicznie: pochodng f’(x) nazywa sig¢ pierwsza pochodng

funkeyi f(e).

Roézniczki d f(x), d®fix), d®f(x).. nazywaja si¢ ré6zniczkami
pierwszego, drugiego, trzecieg0... rzgdu.

Z rOwnan poprzednich ‘wynikajg nastgpujgce :

df(x) = f(x) dx, df(x) = (%) dx2, df(x) = (%) dxb,... i t. d.

Przyktady :
1) Jezeli f(x) = x natenczas
axt ey geX20es R i 2
dx = 9x% W-—*Zﬂx, dx8 —60x,...

dx® = Bxtdx, dix®P = 20x%dx®, dBx® = 60 x®dx5, ...

2) Jezeli f(x) = cosx, natenczas

i s — sinx e L 1S cos x i R sin x
dx ! dx? 2 dx® hisee
dcosx = — sinxdx, d®cosx = — cosxdx?, d®cosx = sinxdx®,..

3) Jezeli s = f(t), to znaczy, jezeli droga jest funkcyg
czasu (XXIII, 4), wtedy

%i_ = f'(t) = v jest predkoscig koficows, a

s

o ) = %;_' = y jest przy$pieszeniem (XXIII, 5).
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XXVIL
Przejécie od funkcyi pochodnej do pierwotnej.

Z przykladéw w XXIIL przytoczonych dowiadujemy sig, ja-'
kie zadania mozemy rozwigzaé, umiejgc wyznaczy¢ pochodng,
jak rowniez jakiebySmy potrafili rozwigzaé, gdybySmy mogli
wyznaczy¢ funkcye pierwotng, znajgc jej pochodng. To tez umie-
jetno$¢ wyznaczania funkcyi pierwotnej, czyli przejScie od fun-
keyi pochodnej do pierwotnej jest fzecza, wielkiej doniostoéci
i tem sig obecnie zajmiemy.

Ze f(x) jest funkcyg pierwotng pochodnej f’(x) napiszmy
na razie symbolicznie

Sf(x) = pierw f(x).

Poniewaz jednak tak funkcya f(x), ]ak [f(x) + C], gdme
C jest iloécig staty (ze wzgledu na &) ma te samg pochodng
f'(x), przeto najogdlniejszym ksztaltem funkcyi pierwotnej jest:
f(x) + C, co sig pisze 3

f(x) + C = pierw f'(x).

Z tego poznajemy, ze takich funkcyi, ktére maja te samg
pochodng, jest nieskonczenie wiele, wszystkie jednak réznig sig
migdzy sobg tylko iloScig stala. Jaka jest ilo§¢ stata, zalezy od
rodzaju zagadnienia. Rzecz sig¢ ma podobnie, jak przy rozwia-
zaniu réwnania x* — 4 = 0, gdzie tak - 2, jak — 2 jest
pierwiastkiem réwnania; ktéry za§ nalezy wzigé, zalezy od ro-
dzaju zadania,

XXVIIL
Znaczenie ilosci statej C.

Znaczenie iloSci statej C pojmiemy najlepiej, gdy ja na
paru przyktadach wyznaczymy.

1) Przez punkt [x; y,] przechodzi linia majgca t¢ wlasno$é,
ze stala kierunkowa stycznej w punkcie [x; y;] do linii popro-
wadzonej jest funkeyg f'(x). Jakie jest rOwnanie linii?
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Wedtug (XXIII, 1) szukane réwnanie jest
y = pierw f'(x) = f(x) + C.
llod¢ stala znajdziemy z warunkuy, ze linia ma przechodzlé
przez. punkt [x,, y,]. Bedzie wigc
n = flg) +.C
skad wypada C = y; — f(x,); zatem
y =S + »n — flx)

jest szukanem rOwnaniem.

Jak z tego widzimy, takich linn. w kiérych styczne pOpro-
wadzone w punktach odpowiadajgcych fej samej odcigtej x two-
1z z osig odcigtych réwne katy, jest nieskoriczenie wiele, Ilodé
stata C indywidualizuje jedne z tych linii. :

2) Dane jest réwnanie linii; y = f'(x), jaka jest powierz-
chnia F zamknigta migdzy osig odcigtych, rzednemi odpowiadajg-
cemi odcigtym @ i x w pierwszej éwiartce i dang linig, jezeli
wiemy, e dla x = a, powierzchnia ma warto$é F?

Niech (fig. 27) BLC przedstawia linig¢ y = f’(x), niech bg-
dzie OK = a, OA = x, AC = y, natenczas wedtug XXIII,
y ¢ 2) powierzchnia BOACB = F da sig

wyrazi¢ zapomocg rOwnania

b ik F=piera /'(x) = fix) + C.
Poniewaz dla x = a, F = Fy, przeto

B F, = fla) + C, skad wypada
C=F, — fla), a szukana powierzchnia

o T A jest: F=f%) + F, — fla).
Fio Rt Najczeéciej odcietg a tak sie do-
biera, aby byto F; = o, wtenczas jest C = — f(a), F = f{x) — fla).
llo§¢ stata zalezy tu od tego, od jakiej odciglej a zaczy-

namy liczy¢ powierzchnig.

Gdyby$my nie wiedzieli, jakg warto§¢ ma powierzchnia dla
pewnej odcigtej, nie mogliémy iloéci stalej C wyznaczy¢ i zada-
nie nie byloby rozwigzane.

Podobnie si¢ wyznacza ilo§¢ stalg C w innych zagadnie-
niach a wyznaczajgc jg, poznaje si¢ jej znaczenie, -




XXIX.
Pojecie calki.

Inne przej$cie od funkcyi pochodnej do funkeyi pierwo-
tnej zrozumiemy na nastgpujacym przyktadzie.
g ¢ Funkcya f(x) = F wy-
raza powierzchnig OACSB,
gdzie. AC = y = f(x)
(XXII, 2). Rozchodzi sig
nam o Obliczenie powierz-

: wh (e chni Fy = KMNL.
0 KDE ¢ MA:; Oznaczywszy OK = a,
Fig 28, ‘OM = b, mamy
KMNL = OMNB — OKLB.
Lecz OMNB = f(b), OKLB = f(a), zatem wypada
Fy = f(b) — Aa).
Te¢ powierzchnig mozemy takie w inny spos6b wyrazié,
Aby to uskuteczni¢, podzielmy jg na wazkie paski
KDD'L, DEE'D',... GMNG’ o podstawie Ax.

Oznaczywszy OD = x,, OFE = x,,... OG = x, i baczac
na to, ze KL = f(a), DD’ = f'(x,) ... GG’ = f'(x,), ofrzymamy
powierzchni¢ KMNL jako granicg, do ktérej sig zbliza suma
paskéw X=Xp
P@dx + fe)dx+ f)dx + =+ () dx= Zf(x) %
dla /¢ nieskonczenie malejgcego. 7T

Poniewaz x, zbliza sig¢ do b, gdy /x maleje do 0, wypada
3 =l x=b
Fo= lim Zf(x)dx= 2 f(x)dx.
Zx =0Xx=a Xx=a

Uzywajg¢ ha wyrazenie sumy symbolu [ zamiast &, mo.

Zemy napisaé:
- i Xl b

Fy= [ 1/ di, b krétko £, = [ £s) d.

A=a a
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Widzimy z tego, Ze powierzchnia od x = a do x = b r6-
wna sig sumie rdzniczek powierzchni od ¥ = a do x = b, co
uogoblniajac pojmujemy, iz funkcya pierwotna w obszarze od
x¥=a do & = b réwna si¢ sumie jej rézniczek w tymze sa-
mym obszarze.

: b
‘WyraZenie ff'(x) dx nazywa sig catkq okreslonq funkeyi f'(x)
a

w granicach od x = a do x = b.
Poniewaz F, mozna wyrazié ;v dwojaki sposob :

F, = f(b) — fla),i F, =ff‘(x) dx, przelo jest:
a

b -
[76) ds = 10) — fa).
a

b
Jest takze przyjete znakowanie: f(b) — f(a) = /ﬂx). Wobec
a

4 b
tego mozna napisaé jf’-(x) dx = | f(x).
a

a
To réwnanie podaje- nam zwigzek zachodzacy migdzy catkg

okre$long a funkcyg pierwolng, czyli uczy nas, w jaki spos6b
catkg okre§long mozna wyrazi¢ zapomoca funkcyi pierwotnej.
X

Jezeli 6 = x, natenczas j S(x) dx==f(x)— f(a); gdzie f(a)

a
jest iloScig stalg i zalezy od tego, od ktérej wartoéci x zaczy-
namy dodawaé rézniczki.
Oznaczywszy f(a) = — C, moZemy napisaé:
X

-

[76) dx = 1)) + C.

a
Poznaliémy na przyktadach, ze jezeli /’(x) = y jest réwna-
niem linii, natenczas na wyrazenie powierzchni mamy dwa wzory:

X
pierw f'(x) w obszarze od x == a do x, i [/'(x)dx,

a
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co uogolniajac poznajemy, ze dla pochodnej f'(x) wypada funkcya
pierwotna, ktéra si¢ da napisac :
pierw f(x) w obszarze od x=ado x,

lub f £(x) d.

Z tego powodu dla ]eduohtoécn znakowania pisze sie:

. pierw f(x) ff (x) dx = flx)+ C;
czyta si¢ za$: funkcyq pzerwotnq pochodnej f'(x) jest catka :

j £(x) dx.

Symbol f oznaczajacy sumeg nazywa si¢ catkq, a wzor

[7@ de= s+ C

wyraza, 2e funkcya pierwotna jest sumg roOzniczek funkeyi,

Symbol j tem si¢ rozni od symbolu pierw, Ze gdy ten
ostatni nic nie okresla, tylko wypowiada, iz trzeba znaleZ¢ funkcyeg
pierwotng pochodnej /'(x), symbol f wyraza, w jaki spos6b funk-
cyi pierwotnej nalezy szuka¢; mianowicie okresla, ze trzeba
znalez¢é sumg rézniczek. Z tego powodu symbol / wyraza dzia-
fanie, ktore si¢ nazywa catkowaniem, a rachu.nek, zapomocg
ktérego w&znacza sig funkcye pierwotne czyli catki funkcyi uwa-
zanych za pochodne, nazywa si¢ rachunkiem catkowym.

Funkcyg pierwotng czyli calkg wystarczy wyznaczyé bez
wzgledu na ilo§¢ stalyg C, albowiem t¢ ostatnia odpowiednio
do rodzaju zagadnienia trzeba osobno wyznaczyé.

Przy catkach okreS§lonych obojgtng jest rzecza, czy wpro-
wadzimy ilo§¢ stalg, czy nie, jak to poznamy w dalszym ciggu.

Jezeli f(x)= jf'(x) ds,
hatenczas bedziemy oznaczac

fla) = j £'(%) dx, lub krétko f(a) = j fi(x) dx,

A=a
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podobniez ‘
1) = | £x) dx.
0]

Mozemy tedy napisac:
b

[ ax=10) — fi@ = [ ds— 7o) dx.
b a

a

Gdybyémy zamiast r6wnania f(x) = ff‘(x) dx uzyli ré-
wnania f{x) = f f'(x) dx + C, otrzymaliby§my :
@) =7t dx + €, 10) = [1() ds + €,
a b

b ’ I’y
[r@dx=o)—fa) = £ dx — [ 1) dx,
a

o a
t. j. to samo, co przedtem. Mozna to takZze w ten sposéb wyrazi¢:
b b
[ 70 = [ [/0) + C] (str. 64).
a a

XXX.

« Wplyw dziatafi d i f !
Chcgc okaza¢ wplyw, jaki wywierajg dziatania d i f
po sobie wykonane, weZzmy pod uwage réwnania :
df(x) = f(x)dx (XVIII),
fx) = f P(x)dx (XXIX).
Jezeli obie strony pierwszego réwnania zcalkujemy, otrzy-
mamy, nie uwzgledniajac ilodci statej catkowania, réwnanie :

[ar) = 7 ds = 1),
czyli: far ) = f(0).

Jezeli obie strony drugiego réwnania zréZniczkujemy, beg-
dziemy mieé rOwnanie : :
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af9) = d (769 de = 1) a,
czyli: dff(x) dx = f(x) dx.

Widzimy z tego, Ze dziatania d i [ kolejno po sobie wyko-
nane znoszg sig, bez wzgledu na porzgdek, w jakim nastepuja
po sobie,

XXXI.
Calki niektérych funkeyi.

Uwzgledniwszy wzory wymienione w XIX, otrzymamy na-
stgpujgce catki, z tg uwaga, Zze do kazdej z nich nalezy pewna

_ilo§¢ stata C, ktérej me piszemy.
xn+l

n
1) “Ta"dx = EIZVEXV, 1),
lg,e *
X o b X . a
2)"|Wde = lgya’ Ina’
de 8%
Y JF = = o
4) fcosxdx = sin x,
5) [s:’n X dx = — (0S X,
dux
6) ot = g x,
dx
) : m = Ctgx.
dx ;
8) [ VT =t — are sinx = — arc cos ¥,
dx Y
9) [W =4arc (g o == arc ctg x.

We wzorach powyzszych brakuje jeszcze catek niektdérych
funkcyi elementarnych. Chege je otrzymaé musimy poznaé nie-
ktére ogélniejsze zasady catkowania, polegajgce przewaznie na
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zastosowaniu réwnan 14) — 18) w XIX. przytoczonych. Catkujgc
bowiem obie strony tychze rOwnaf, otrzymamy:
10) Jezeli a jest ilo§cig stata, natenczas

[af()de = a[f(x) dx,
albowiem [af'(x) dx = af(x) = a[/f(x) dx.
N. p.fﬁxsdx=.5fx3dx=-i-x4. ;
) () dx+ 0@ dx= [£() dx+ [96) dx

albowiem lewa strona réwnania réwna sig f(x) + ¢ (x).
N.p. [(ax®dx sis bcos x dx) = a fxﬂdx-l—bfcosx dx

= 3 —}—bsinx
12) f(x). @ ()= [0 () () dx + [fx) ¢'(x) dx.
N.p.a)xlnx—f!nxdx—l—fxd[?nx] f!nxdx+fdx=
[Inx dx+-x, skad wypada: [Inx dx=x Inx—x =2 (Inx— 1).
B) x arc sinx = [arc sinx dx + | x d [arc sin x|
= [ arc sin % dx +—f xdx

y) xarctgx = [arctgxdx + [xd[arc tgx]

xdx

= [arctgx dx +[1—|—x"-

W) e\ T—p= [VT=ada+ [xd[VI — &7

= Vitdx— [ = [Vi=x dx— [
x"dx —x?) dx

d
+[ \./1i \/1 f\/l—xﬂ w—arcsmx_|_ [—\/—l__.
=2 [ VT —x dx — arc sin x, skad wypada: -

fvi“x“dx——x\/lwxﬂ-{-—arcsmx
gy L&) _ [f@d _ [fRoEd

o(x) ~J o). ,) [e@)

X X n X x n-=1
&inln dlndle:] eyl enandipa Y Cliks X
N-P-—n—f‘n——j—zﬁ—“ e A N T
X X X i X
X
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skad wypada wzo6r redukeyjny -

-‘[e"‘dx e 4 /exdx I
xn-!-l n L n &

14) £l () = [ L YW ) dx, gdzie u = g(x), lub

Fo ) = [505 Sak 99 dx
N. p. VI = xﬁ; (1 _xﬂ)% =fdi[u‘;‘]- Edz [1—x?] dx

1
=f%-u_?(_—2x)dx f xdxg,gdmeu—l_x“
lub tez . ’ gy
—_— | —— —he i e (A
VT=3 = [ [t — i = G

=f% (1 — «?) ik (—2x) dx = _fvx%.
16) Czasem przy wyznaczaniu catki f F(x) dx korzystnie
jest uzy¢ podstawienia: x = v (y). Wienczas dx =1vy'(y) dy, a
[F®) dx= [F [y ()] v'() dy.

Przyktady. @) Chcac wyznaczyé catke f —\7'1—0'%,

wiamy: x = sin y. Wskutek tego wypada: dx = cos y dy,

podsta-

Vicx = Vl-—siney == oSy, i ofrzymamy

X dx
Vﬁ‘-—? = f—"_Slnyczsz dy fsmy dy = — cosy
== Vi—m.

) Uzywszy tego samego podstawienia, co w poprzedzaja-
cym przyktadzie, otrzymamy

f\/i_:x_ﬂ_ dx = f{_-os?-y dy zjwdyz_% Idy

sin 2y

ft:‘::s.'zya’zy—i’qL —
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Lecz y = arc sin x, sin 2y =2 siny cos y = 2x \/1 + 2, zatem
f\/ 1 —x2dy = é arc sin x -+ %x Y, ¥ g

zgodnie z wzorem w przykladzie 12) otrzymanym.

Jhr /,/1__

-E = y, bedziemy mieé

Podstawiajagc & = ay,

LM R ks in =
\/(-12m = Vr—;_y? = qarc sin y = arc sin a

16) Czasem przy wyznaczaniu catki f F(x) dx korzystnie

jest podstawié: ¢ (x) = y. Wtenczas x = vy (), dx = y'(y) dy, a
[F (%) de = [ Flv 3)] ' ()'dy.

N. p. @) Cheac wyznaczyé calke f Ii—f% , podstawiamy:

1 + x2=y. Wienczas wxdx = - dy, a

&% el g fa'y = {ny —In 1+ x%).
W tym przypadku postepuje sig prosciej w ten sposéb:
p(x) =y, ¢K)dc=dy, dx = 1;?'(};_) )
[F(x) dx = f F((?) dy = [fy) dy, gdzie f(y) = qf((’;))
B [texdx = %ﬁ%’i
Podstawiwszy cosx = y, wypada: — sinx dx = dy,
Jlex dx = _dey = —iny = — In cos x.

cos x dx
7) fcfg x dx _"'f sin x

Podstawiwszy sin & = y, wypada: cos x dx = dy,

fcfgx dx =f—‘;%y— = Iny = Insin x.



17) Wyznaczenie catek funkcyi cyklometrycznych
a) Wedtug przykt. 12), p)
X dx
[arc sin x dx = x arc sin x *—fm.
Lecz wediug przykt. 15), a)

d
V"T_x—_u = — \/T==, zatem

[are sin x dx = x arc sin x + \/ T=2.

F) Poniewaz arc cos x = - — arc sin x (lll), przeto
T

farc cos x dx =f(2- — arc sin x)a'x

g fn ;!ac -—farc sin dx = .'"L;i —yare sinx — \/T=x2

=x(% — arcsinx) — V1= = wxarccosx — \/T-x.

7) Wedlug przykl. 12), »)

et il XX
[ arc tg x dx = x arc tg x fl_?xi'

Lecz wedtug przykt. 16), «)
jf"% = %In (1 -+ x?), zatem
[arctg xdy = xarctgx — Jin (1 + ).

d) Poniewaz arcclgx = i; — arc 1g x (IlI), przeto
farc clg x =f(; — arc ig x) dx=f-;dx—farctgxdx
= _;_xarctgx-l— T (14 x2)
= x —;— — arc tg x) + l In (1 + &)

arc ctg x + Lin (1 + »2).

71
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XXXILI

Znaczenie calki.

Z przyktadéw w XXIII przytoczonych mozna poznat, jakie
jest znaczenie catki i jakie mozna rozwigzywa¢ zagadnienia, gdy
siec umie zcatkowa¢ dang funkcye. Blizej to zrozumiemy prze-
chodzgc poszczegllne przyktady.

1) Zadanie ogdlne jest wyrazone i rozwiazané w XXVIII, 1).
Dla objaénienia dodamy kilka szczegGtowych przyktadow :

a) Jakie jest rOwnanie linii przechodzacej przez punkt

(l) 5), jeieli tg‘t =g—i = _E:?
\/x, ;
2dx 3
JC

Lecz 5= 8 -+ C, stad: C = 2, zatem szukane réwnanie

3
jest: y =38 Vu? 4 2.
f) Jakie jest rOwnanie linii przechodzacej przez punkt
{1, 3), jeteli tgv = % - ’—g}"—‘?
2y dy = 16 x*dx,
[2y dy = [15«* dx,
y2- =584 .C.
Lecz 9 = 5 + C, stad: C = 4, zatem szukane réwnanie
jest: y2 = 5x% 4 4.
y) Jakie jest rOwnanie linii przechodzacej przez punkt

(x1, 11), jezeli tgr = gﬁ = a (ilos¢ stata)?

dy = adx,
j y = a [dx,
y =ax + C,

Lecz y;, = ax, + C, zatem
y —y, = a(x — x,) (linia prosta).



73

0) Jakie jest réwnanie linii przechodzacej przez punkt

©, ), jezeli tgr = % =0 fﬁ; ?
aty dy = —- b% dx,
a* jy dy = — b® fx dx,
azyé = — b2x% + C
Lecz a® b = C, zatem szukane réwnanie jest
a?y? = — b%°x* 4 a*b® (elipsa).
¢) Jakie jest réwnanie linii przechodzacej przez punkt
(a, 0), jeseli tgr = 2 = gziy‘?
a¥ydy = b*xdx, a‘-’_[j; dy = bﬂfx dx,
ay? = b 4 C, 0 = a®*b* + C, C = — a*b’.

Zatem b°x* — a*y* = @' b* jest szukanem rOwnaniem (hiperbola).
£) Jakie jest rownanie linii przechodzgcej przez punkt (0, 0),

i S )
jezeli igr = e ?
ydy = pdx,
Jydy = p [dx,
* = 2px + C.

Lecz C = 0, zatem szukane rOwnanie jest
y* = 2 px (parabola).
2) Zadanie ogllne jest wyrazone i rozwigzane w XXVIII;
dodajemy Kkilka szczegbtowych przykladow.

: O. a)y = 2 x. Fig. 29.0A =x, AC=y=2x.
:: F= [2xdx + C =« + C.
}R.« Dla x = 0, jest F = 0, zatem C = 0.

| F=x.

H

i p) y= 2x + 1. Fig. 30. 04 = x,
LT R VR Ac=j:=2x+1.
F=[@x+1)de+C=a+x+C.
Dla x =0, jest F= 0, zatem C = 0.

F=x*4x

Fig.R9.
9



74

7) y = 2x — 3, Fig. 31. OA =y,
OD = 1'5, DA = x — 1'5,
AC=1y=2x —3.
F=[(2x—3)dx+ C=x*-3x 4 C
Dla. =16, jest F =0,

0 =225 — 4'6 + C, siad C = 2'25.
F = &® — 3x + 2'25,

d) y?=2px. Fig. 32. OA = ¥,
AC =y = \/2px.
F=[ydx + C= [V2px.dx + C

3

1

: = 9,2
= Vz_ﬂfxzdx 4 Cz_\_/_igﬁ_g.f_ L C
= 5x\Vzx + C.
Dla & = 0, jest F = 0, zatem C = 0.

To réwnanie wyraza kwadraturg
paraboli.
¢) Obliczy¢ powierzchnig elipsy,

ktérej réwnanie jest z—: -+ %:— = 1,
Fesyde + C.

Poniewaz y = b’l,fxl et z—: + C, przeto
P ﬁlh — X+ C

~w [ji= B c

= ab [’;'/ 1 — %j— + 7 are si:zzJ + C,
(XXXI, 15, p).
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Lecz dla & = 0 jest F=0wC= 0 zatem

= ab l = 5 are sm-

Gdy x = q, wypada na czwartq czg§8¢ powierzchni elipsy
wyrazenie :

s : { & abn
ab. 5 .arcsinl =ab. .5 = —

a stad na powierzchnig calej elipsy f wzor:
F = qbn,
|-

3) Funkcya f{x) wyraza powierzchnig przekroju bryly pro-
stopadtego do osi odcigtych, w odlegtodci x od poczatku wspoi-
rzednych. Obliczy¢é objetos§é bryly,

Wedtug XXIII, 3)

7= [f(x) dx + C

Chcace obliczyé ilo§é statg C, musimy znaé objgto§¢ bryly
dla pewnej odcietej. Zwykle bierze si¢ takg odcigta x = a, dla
ktérej objgtosé /= O. Mamy wtenczas

0= [flx)dx + C, C = — [f(x)dx,
a a

wskutek czego wypada

7= [ftx) dx — [x) dx.
a

W ksztalcie catki okre§lonej rownanie

= [f(x) dx

przedstawia to samo, co poprzedni wzoér.

Przyktady : @) Obliczy¢é objgtodé ostrostupa @) catego 7,
b) Scigtego o

Niech podstawa F ostrostupa spoczywa na plaszczyZnie
YOZ, 0§ odcigtych niech przechodzi przez wierzchotek ostro-
stupa a wigc wzdluz jego wysokoSci. Podzieliwszy ostrostup
ptaszezyznami réwnoleglemi do podstawy na warstwy o grubo-
§ci dx, otrzymamy
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H 3 h
V= [ty A = [badx,
0 0

gdzie b oznacza powierzchnig przekroju w odlegto$ci x od pod-
stawy, H wysoko§é catego, a i1 wysoko$¢ $cigtego ostrostupa.
Lecz b: F = (H — x)?: H? skad wypada

b = —;; (H — x)°, zatem
fbdx=%f(ﬁ — x)? dx =-§;f(ﬁ2 — 2Hx + x) dx
= Jo (Hx — Ha? +5):

Uwzgledniwszy to, ofrzymamy

Yt (b0 — 0 4+ ) = =5

B NP
‘it ’ I ' h he
K= 45 (W0 — HE* + ) = Fr(1 — 7 + o7’
Gdy f oznacza podstawg mniejsza ostrostupa $cigtego,

mamy
fiF=(H — h)i:H,
Y P SRt ot
VF:YF=(H—h:H=1—"p
. L 7
-}_:f = 1 -—]}; —{;!
co uwzgledniwszy, otrzymamy

t=nlVF + Hi- 7]
—n[VB+ 5 — 2%+ §)]
—n[/FF+ 5 — 2yFr + 4]
=4 (F + VF -+ f).

Podobnie mozna postapié przy obliczeniu objgtoéci stozka

prostego.
f) Linia y = F(x) obraca si¢ okolo osi odcigtych. Zna-

lez¢ objetosé 7/’p0wstalej bryty obrotowej od ¥ = a do «x,
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Fig 24.
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Powierzchnia prze-
kroju w odleglosci x
od poczatku wspbt-
rzednych jest
yia = [F(x))%n, zatem

7= a [[Fx)]*dx.

a
Przyktady szczegd-
towe.
a) Obliczyé objg-
to$¢ stozka o brotowe-
go, jezeli y = ax, OA =x,
AC = y = ax (fig. 33).

X X
fﬂ Jc-—ff::2  x2dy

L a?:rzx“ i SR g

3 3
p) Obliczyé objetosé stoz-

" ka obrotowego §cigtego,

jezeli y=ax + b, OA=z,
OC=b, AB=y=qax—+ b
(fig. 34).

X X
V= afyvdy = nf(a2x2+2abx+b2)dx
0

= ﬂ(g%x_ﬂ -+ abx* + bﬂx)

= "X(a*x + Babx + 30Y)

—~—I(ax+b) + (ax + b)b + b2].
y) Koto, ktérego réwnanie wierzchotkowe jest
y¥ = 2rx — «* obraca sig okoto osi odcigtych.
Obliczy¢é objetoé¢ kloca sferycznego », odcinka kuli v, .

objgtosé kuli ~~
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Jezeli OA=a, OB=0,

! OC = r (fig. 35), naten-
czas
/”‘“ b
E v=mn|y*dx
/1 ]
Dl 0 : b
A g =an[(2rx — x¥)dx
A B &f
b
A = ;r[/(fx? =1 %E)
e /
Fig 35, =n(b2r—§__a2r+%!—‘)

=a[r(b®* — a)f)— 3 (6* — )]

= (b — a)a [(a + b)r — +(a® + ab + b?)].
Gdy a = 0, mamy
vy = bn(br — %E) = bin(r — -g—),
gdy a = 0, b = 2r, wypada

7 2 r 4
- 2 — || 2 _=._3
= 4r’x=(r g) = 4r=% . 3 3! .

¢« 0) Elipsa, ktérej réwnanie jest: ;L: + Jbi; = 1, obraca sig

okoto osi odcietych ; obliczy¢ objgtosé powstatej bryty (elipso-

idu obrotowego).
a

a a

ety AL L £ Pl

5= nfyﬂdx = bﬂnf(l B)dac b“:r/(x :W)
0 0 0

= ba(a — 95) = zaggﬁ; zatem

R dab*n
PR

4) Funkeya f(t) wyraza predko$¢ koncowg punkiu po cza-
. sie t; jaka jest droga s przebyta w czasie f7?
Wedtug XXIII, 4)
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v = = f(t), stad

s = [f)dt + C.
Poniewaz dla t = 0, jest s = 0, zatem:C = — [f(t)dt, a
0

s = [f)dt — [f()dt.
0

Przyktady : @) Przy ruchu jednostajnym
f(t) = ¢ (jest iloScig stalg).
s=f[cdt + C=ct + C
Leczdla t=0, jest s=0, C = 0, zatem
s = ch,
£) Przy ruchu jednostajnie zmiennym
f(t) = ¢ + yt, gdzie y oznacza przy$pieszenie.

S =f(c + 8 dt + C = ct -+ yg——i—C.
Leczdla t=0, jest s=0, C =0, zatem
s=ct+ % y 2
Gdy ¢=0, wypada: s = %ya‘*.
5) Funkcya f(t) wyraza przy$pieszenie ruchu po czasie f,

jaka jest predko§é koncowa v po tymze czasie ?
Wedtug XXIII, 5)

dv
i s = f(t), zatem o

v = [f()dt + C.

Jezeli dla t = #, jest v = v, natenczas
C = v, — [f(t)at.
fo

N. p. przy ruchu jednostajnie przy$pieszonym y jest ilo-
§cig stala. Mamy wtenczas

v=[ydt + C =yt + C.
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dezelividiasit =200 yastsvi ==ue M haterlezas: € = g
v = ¢ -+ yi;

gdy ¢ = 0, wypada: v = pf.

6) Na punkt materyalny B bedagcy w odlegitoéci AB = r
(fig. 25) od punktu A dziata sita f(r) skierowana do punktu A.
Jaka prace wykona ta sita, jezeli przesunie punkt materyalny B
z odlegtosci ry do r, i jezeli g > r ?

Wedtug XXIII, 6)

dL
? = f(r), zatem

L = [f(r)dr.

Jezeli w punkcie A znajduje si¢ masa m, w punkcie B

masa /m,, natenczas te punkta przyciagaja si¢ wedlug prawa
mmy

Newtona z sitg: f(r) = — —;—- Wowczas
.F' T T
b3 LN s af o /1
L--j =0 = mml./r,—mml!.r
T'o To To
m m m m
= B _ B — (V- V),

gd"zie oznaczyliSmy: V = Ly Vo = AL Gdy ry = oo, wy-
' To

pada: L = m V.

Wyrazenie: V = f—f nazywa sig potencyatem i wyraZa pra-
ce, jaka wykonuje masa m, gdy jednostk¢ masy z odlegtodci
nieskoficzenie wielkiej przeniesie do odlegtosci r. ROwnanie
L = m (V — V,) wyraza, Zze praca w tym przypadku jest pro-
porcyonalna do réznicy potencyatéw; gdy m; = 1, praca ro-
wna sig réznicy potencyalow.

7) Funkcya f(1) wyraza ciepto wiasciwe ciata ; jakiej po-
trzeba ilodci ciepta Q, aby jednostk¢ masy tego ciata ogrzaé
od temperatury £ do £, jezeli ¢ = £ ?
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Wedtug XXIII, 7)
aQ

¢ = 5 = f(t), zatem

t
Qe ,’f(“ dt.
0
N. p. Jezeli ¢ = ¢, + at -+ bf*, natenczas
t

t
'Q :":r{)(co + at + bt?) dt = | [cut—[— ar 4 _’%ff]

lo
=t —t) + 3(* — &) + 5 — &)

= (t—t)leo+ 3 + f) + 5(& + tt + 1)

XXXIIL.

Zastosowanie rachunku calkowego.
Inne zastosowanie rachunku catkowego poznamy przy roz-
wigzywaniu nastgpujgcych zagadnien :
1) Dane jest réwnanie linii: y = f(x), obliczy¢ ditugosé
tuku od ® = a do x = b.

y E / Wedtug fig. 36.
a T CE* = fa* + Ay*
| | A 4y?
2z I . “"‘Jx[l-lh(.é]x) ]'
A D z G5 Ax]:’! o (_|x) 4
Fig. 36. Gdy ~x maleje, punkt E

zbliza sie do punktu C, a cieciwa CE coraz bardziej zbliza sie
do tuku CE. Dla x nieskoficzenie matego CE przechodzi
w nieskonczenie maty element tuku ds, a Jy w dy, Mamy wiec

ds = dx ],.fl -+ (%)2.

Poniewaz szukany tuk s jest sumg elementéw tuku, przeto
10



82

b

o= [T

a
Przyktad : Obliczy¢ éwieré obwodu kota wyrazonego ré-
wnaniem: x* 4+ y* = r%
Po zrézniczkowaniu ostatniego réwnania otrzymamy
Vs A s
2xdx + 2ydy = 0; il 5

el qe o xR '
i (__) =1+ 5 =5 = 5=p, zatem

y
2 = r
rdx d g Wi it
e —..—' = rf“ are sin-2ii= —%i
JVr= = l} | e
L

Caly obwdd kota lesl 4si =.2r'n.
2) Linia y = f(x) obraca sig okoto osi odcigtych; obliczy¢

powstata powierzchnig obrotowg P od x = a do x = 0.
Element tuku wskutek obrotu opisze pasek ksztattu obrgczy
o dtugosci 2yn a o szerokoéci ds. Powierzchnia takiego paska

jest 2y mds = 2z f(x) |/ 1 —{— ? dx. Poniewaz zgdana powierz-
Y

chma obrotowa P jest suma taklch paskéw, przeto
_2:rfyds 2*zjf(x) |/1 (gi) . dx,

Przyklady : ) Obhczyé powierzchnig boczng stozka
obrotowego od x = 0 do x, jezeli rOwnanie tworzacej jest
y = ax (fig. 33).

Rozwigzanie: dy = adx, gr‘;« =a 1+ (i;*;l)z =1+ a

X
P = 2afax \/T¥av. dx = anx*\/T¥@.
0

f) Obliczyé powierzchnig boczng stozka obrotowego
écigtego od x = 0 do x, jezeli rOwnanie tworzgcej jest
y=ax +- b (fig 34).
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Ay ral dy\2 _
Rozw: - == q, 1"’(?1.?) = 1 + af,

& g
P=2xn[(ax + b) \/i¥@. dr = nx(ax + 2b) \/i¥a,
0

7) Obliczyé powierzchnig pasa sferycznego p, czaszy sfe-

rycznej p, i powierzchnie kuli P powstatej przez obr6t kota
y* = 2rx — x® okolo osi odcietych (fig. 35).

Rozw: 2ydy = 2rdx — 2xdx, g; TN Rl

y
Y\ E(R S N B EA LSrdxS 43
4 () = 2200 = B s =12, yds = ra,
b b b
p = 2a[yds = 2ar[de = 2xr[x = 2ar (b — a).
a a a
Gdy a = 0, mamy powierzchnig czaszy
Py = 2nbr,
gdy a =0, b= 2r, mamy powierzchni¢ kuli
P = 4= 2

3) Wyprowadzié zwigzek zachodzacy miedzy pracq a ener-
gia kinetyczna.

Jezeli punkt materyalny o masie m zrobit drogg s — s,
natenczas sita nafi dzialajgca wykonata prace

e fm; s = fm LA f B ds, (XXVI, 9).

So

d2s d
Lecz d( ) =2 d—; -di dt = d:e S ds, zatem

dis , 1 ,(ds\2
amds=1d(g)"

s $ B
dis . [m ,(ds\2 _ m [{ds\2,
Jn s = [5a (@ =7/&)
So So So

Poniewaz f;f. wyraza predko§é v, przeto jezeli v, wyraza
predko§é nabyty po przebyciu drogi s, a v predko$é po prze-
byciu drogi s, mozna napisa¢
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s
m f_di)z W /n2 __ mv? mfr,F.
2 [\df) T =h
So Vo
Mamy przeto

mv? ¥ PSR A
nazywa sig energig kinetyczng masy m. Ostatnie ro-

wnanie wyraza, ze zmiana energii kinetycznej masy m na drodze
s — s, rbwna si¢ pracy wykonanej na tejze drodze.

4) Wyprowadzi¢ prawo ruchu punktu materyalnego, wy-
chylonego z pierwotnego potoZenia, jezeli sita usitujagca go do-
prowadzi¢ do pierwotnego potozenia jest proporcyonalna do
wychylenia, i

Jezeli OA = a (fig. 37) ozna-

A cza najwicksze wychylenie (amplitu-

/o de), OM = x wydhylenie liczone od

g/ﬁ punktu O do M, natenczas sita p skie-

rowana o1 punktu M do O usitujaca

Figt. punkt materyalny sprowadzi¢ do pun-

ktu O da sig wyrazi¢ zapomocg ro-

wnania: p = — kx, gdzie k jest liczbg statg. Znak — wyraza, Ze

sita dziala w przeciwnym kierunku a nie w tym, w ktérym liczy-

my x. Jezeli m oznacza masg punktu materyalnego, natenczas
mozna napisaé

p-—:myzm‘f;g:—kx.
Z tego réwnania wynika nastepujgce
m ‘:;: dx = — kxdx.
W poprzedzajgcym przykltadzie okazaliémy, ze
d2x A dx\2
ar * =3 dw?ﬂ') ]’
co wstawiwszy do przedostatniego réwnania otrzymamy

J;I' d (f;:)z] = — kxdx.
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Po wykonaniu catkowania na obu stromach rdéwnania
wypada

m(%':)z = — kx*+ C.
Zwazywszy, ie %f = izedla x = a, jest predkosé
koficowa v = 0, otrzymamy: C = ka*

=

.'ll / T .
o= ket = 2 Y, o

dx SR e
ol A et

Z tego réwnania wypada
X

_,'.".’f.x___ > d-E_ L ]!fk

N/ T e T T
l/l WS
a po zcalkowaniu obu stron wyniknie
arc sin % = t|f:’:l + C.
Lecz dla t = 0, jest x =0, zatemi C = 0.
Mamy wigc
Sl 1k
are. sin = =t} w

% = sin [t ]/% -+ 2n=],

X = a sin |-%(f T 2nn|}-",§),

gdzie n wyraza liczbe calkowita dodatnia.

Ostatnie rownanie okazuje. Ze ruch jest okresowy, gdyz
w czasach f, t 4 2=x ]-"’f’,;, t + 4n ]’f% .. stan ruchu uwazane-
go punktu jest jednakowy.

Taki ruch nazywa si¢ drgajqcy prosty czyli harmoniczny.
Czas 2n |’::5 = T nazywa si¢ okresem lub czasem drgania.

Ten rodzaj ruchu wystépuje takze przy wahadle matema-
tycznem wychylonem o maty kat (mniejszy od 2°). Albowiem
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jezeli / oznacza dtugoé¢ wahadta, g przy$pieszenie sity ciezkodci,
natenczas sita usitujaca sprowadzié wahadto do pierwotnego

potozenia jest: — ?—‘3{- W tym przypadku sita jest proporcyo-

nalna do wychylenia x, a k = ’3’?‘(‘-'-

Z ostatniego réwnania wynika: 1 = L, co podstawiwsz

do réwnania T = 22 ]-"!%, otrzymamy na czas pelnego wahnie-

nia wyrazenie: 7 = 2n]f%, a na czas wahnienia wz6r
t= g3 =a)+.
Objasnienie.

Jezeli fig. 38. przedstawia
wahadto matematyczne o diugo-
§ci OC = CM = I, wychylone
0 97 a. natenczas widzimy na
figurze, 2ze sktadowa KM cigia-
ru wahadta usituje sprowadzié
punkt M do O.

Lecz KM : PM = ML : CM, czyli
KM : PM = mg : I, skad wypada

KM — fi’:f_.j,’l’&.

Gdy 9~ a << 2° mozna przyjaé z popetnieniem matego

bigdu, ze PM = OM = x, wskutek czego staje si¢ KM = "5*

co do bezwzglednej wartodci. Uwzgledniajgc kierunek dziatania

tej sity do kierunku liczenia wychylenia x, otrzymamy — E‘EE

na wyrazenie sity usitujacej doprowadzi¢ wahadlo do pierwo-
tnego potozenia,

5) Wyznaczenie polozenia érodka cigzko$ci ciata.

Jezeli p;, ps, ps . . . Oznaczaja ciezary punktéw materyalnych
uktadu statego, ay, ay, ay . . . ich odlegtodci od pewnej plaszczyzny,
P=p, + p, + pg + ... ciezar catego uktadu, a odlegto§¢ jego
Srodka ciezkosci od tejze plaszczyzny, natenczas jest réwnanie
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aP = ap, + aypy + aypy + .. = Xap.
Zapomoca tego réwnania mozna wyznaczy¢é poloZenie
$rodka ciezkoSci ciata, bo

gt ap +oapy + .. Xap,
P _ P
A Objasnienie.
(' Jezeli w punktach A, B

, (fig. 39) dzialaja sity réwno-
B legte ¢, ¢s, natenczas mozna
D / je zastgpi¢ wypadkowa (¢,+¢s)
A it /B przytozong w punkcie C, by-
leby byt spetniony warunek
Fig.39. AC..q = BC . g,
Punkta A, B,.C nalezg do uktadu statego i lezg na linii
prostej. Punkt C nazywa sig¢ $rodkiem sit rownolegtych ¢, ¢..
Niech d, = AA’, d, = BB, b = CC' oznaczajg odle-
gtodci punktéow A, B, C od plaszczyzny, ktérej rzutem jest A'B',
Mozna okazaé, ze
d ¢y + dygy = b(gy + o)
Albowiem jest
dg + dyg, = AA’ . g + BB . ¢,
= (A'D + AD)q¢q, + (BE — BE)qg,
= (b + AD)gy + (b — BE)g,
= b(q + ¢) + AD . ¢ — BE . g,
Le0z A 5 BB EAAC 3B CAD jes A B2

BC
AC . . BE BC . q: . BE
AD , g = =2 = SRS . BE L g,

AD . g — BE. g, = 0, zatem
dq -+ dygqe = b(g1 + @)
Gdy przyjmiemy sitg trzecia gy, réwnolegla do poprzednich,
przylozong w odlegtodci dy od plaszczyzny, natenczas wedlug
poprzedniego
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b(gy + ¢2) + dygs = b (¢ + g2 + @),
gdzie b, oznacza odleglo§é §rodka sit réwnoleglych (¢, + @)
i g od ptaszczyzny.
Wstawiwszy do ostatniego réwnania warto$é na b (¢, - ¢,),
ofrzymamy
d g + doqy + dy9y = b (¢ + 9 + ).
W ten sposéb to twierdzenie mozna rozszerzy¢ na dowol-
na liczbe sit rownolegtych dziatajgcych na uktad staty punktéw.
Przyktady. @) Obliczy¢ odlegtos¢ Srodka cigzkosci powierz-
chni f figury plaskiej, jednorodnej od pewnej plaszczyzny.
Jezeli u wyraza cigzar jednostki powierzchni, d/f element
powierzchni, x jego odlegto$é od plaszczyzny, a odlegto§é S$ro-
dka cigzko$ci od tejze plaszczyzny, natenczas

a'= J xﬁdf . j xdf, -
gdzie catkowanie odnosi sig do wszystkich elementéw figury.
£) Obliczyé odlegto§é §rodka cigzkoéci ostrostupa jedno-
rodnego od podstawy.
Niech H oznacza 'wysoko$¢, F powierzchni¢ podstawy,

A ; nFH %y ;
w ciezar whasciwy ostrostupa, natenczas —3— Wyraza jego cig-

zar, Podzielimy go na warstwy réwnolegle do podstawy o gru-
boéci dx. Natenczas cigZzar warstwy w odlegtoéci x od podstawy
i o przekroju f jest wfdx.

U e SR g _ FH-=-x2 _ x\2
Lecz f: F = (H — x)*: H?, sfad f = ——— = F(l - H)'
ufdx = p F(l —1)2 dx, zatem odlegto$¢ érodka cigzkoSci wynosi
H
it ;JF(L— H) Xdx rn 5
ot FHu e (1t B
0 0
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6) Obliczenie momentu bezwtadno$ci.

Jezeli m oznacza mase punktu materyalnego, r jego odle-
glo§¢ od osi obrotu, natenczas mr® nazywa sie momentem bez-
wladnosci tegoz punktu wzglgdem osi obrotu.

Suma momentéw bezwladnodci poszczegdlnych punktéw
materyalnych ukfadu statego nazywa si¢ momentem bezwia-
dnoéci uktadu wzgledem osi obrotu i oznacza sie gloska 7.

Jest wige: T = X'mr?,

Przyktady. «) Obliczyé T odcinka materyalnego (preta)
jednorodnego o diugodci /, jezeli 0§ obrotu znajduje sig w je-
dnym z jego punktéw koncowych i jest don prostopadta.

Jezeli 1 oznacza mase jednostki dtugo$ci preta, natenczas
wdx jest masg elementu dx bgdgcego w odleglo$ci & od osi

obrotu, a x®udx jego momentem bezwladnos$ci. Wtedy

: wid

T'=[pnaddn = s
0
Oznaczywszy masg preta przez M, mamy: M = ul, a
r=%.n

Gdy o§ obrotu jest w $rodku preta, natenczas
1

7 2uB M i T
R e Sl
0 .

f) Obliczyé T linii kotowe] materyalnej (piercienia) je-
dnorodnej, jezeli o§ obrotu jest prostopadta do plaszczyzny
kota i jezeli przechodzi przez jego $rodek. --

B Jezeli (fig. 40) o oznacza promien ko-
fa, natenczas luk kota odpowiadajgcego
S"h{ rozniczce kata dp jest pdp (stosownie
do proporeyi: AB : dp = ¢ : 1),
element masy jest wodp, a
11
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2n 2I.‘-"£
y b =f£’2 . pedy = ne®[dp = 270’ = M¢?
0 0
gdzie M = 2npop oznacza masg pier§cienia (u ma takie samo

znaczenie, jak w poprzednim przyktadzie).

A. Gdy osig obrotu jest $rednica
AB (fig. 41.) i gdy ¢ oznacza Kkat,
D A G‘
jaki tworzy promien kota poprowa-

[Py dzony do uwazanego elementu C
masy podp z 0sig obrotu, natenczas

odlegtoé¢ tegoz elementu masy od

osi obrotu jest osing, a

B n
Fig. 41. To = 2 [o¥sin®p podyp
0
A nl — €082
= Zaw“fsin2 pdy = 2n0® """'"2"“““1 dyp
0 0
u 7T 7T
il Maf(dq,__egw) e / " _s_uzéz_qe) e
0 0
M s

7) Obliczy¢ T kota materyalnego (krazka) jednorodnego,
| jezeli 0§ obrotu znajduje si¢ w érodku kota i jest prostopadta do
jego plaszczyzny.

Niech # oznacza mase jednostki powierzchni, Podzieliwszy
krazek na pier§cienie 0 szeroko$ci do, mozemy wyrazi¢ mase
pier§cienia o promieniu ¢ przez 2z podop, a jeg0o moment bez-
wiadnoSci wedtug poprzedzajacego przyktadu bgdzie

2ngdouo® zas
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0
T=[2ngdoue? = 2auf¢
0 0
gdzie M oznacza mase kraizka.
Jezeli osia obrotu jest §rednica, natenczas

Ty = -

d) Obliczy¢ T dla powtoki (skorupy) kulistej jednorodnej,
nieskoficzenie cienkiej, obracajacej sig okoto Srednicy.

Powltoke kulista mozna podzieli¢ na pierScienie kotowe
ptaszczyznami prostopadtemi do $rednicy. Jezeli » ma takie
znaczenie, jak w poprzedzajacym przykltadzie, natenczas dtugosé
pier§cienia o promieniu psin¢ (fig. 41) jest 2z osing, jego ma-
sa 2nosingpodon, a wedtug przykl. ) jego moment bezwta-
dnosSci jest: 2asing o'dy ne®sin®p = 2nuotsin®p dp; zatem

7
=12 L @"fsfh‘“(p de.
0

Lecz sin 3gp == sin g cos2¢p -} cos @ sin 2¢
= sing (1 — 2sin* @) - 2cos ¢ sin ¢ cos ¢
= §ing — 2sinq -+ 2sing (1 — sin*@) = 3singp — 4sin’ ¢,
skgd wypada: 4sin®@ = 3sin ¢ — sin 3¢, przeto
Jt
T = 27 p gt —l— (sin ¢ — sin 3¢) dy
0

7
‘ [
= ﬁ’%if (3sin ¢ dp — 5 sin 3p dBot)
3

cos 3 umot 16

.=—'2—‘——/(—3coscp -+ 399)=T.—3—

gdzie M = 4o*au oznacza mase powloki,
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¢) Obliczyé T kuli jednorodnej, jezeli 0§ obrotu przechodzi
przez §rodek Kuli.

Niech u oznacza mase jednostki objetosci (gestosc).

Podzieliwszy kulg na powloki (skorupy) wspétérodkowe o
grubosci do, mamy na masg¢ powloki o promieniu ¢ wyrazenie
4 0% don, a jej moment bezwladno$ci wedlug pnprze'dzaj;;cego
przyktadu wynosi

%- 4o°ndon . 0% zatem
0 0
7= f% Adplndou , gf = -ﬁ—n,u /Lﬂdg: ~Eaped= ;— Mo?,

0 0
gdzie M.—_—;—gsny.

T mozna obliczy¢é na drugi sposob podzieliwszy kulg
plaszczyznami réwnolegtemi do osi obrotu na krgzki o grubos$ci
dx. Krazek, ktory jest w odlegtosci & od $rodka kuli, ma promien

Vor—a» (jezeli na fig. 41. OD=x, to DC= Vg* —x?),
masg (¢®>—«?zdxp, a jego moment bezwladno$ci wedtug
przykl. ) wynosi:

-il,- (P —a&Y)adap (2—22), = -“T;'-‘ (02 — x*)%dx; zatem
0 0
¢ T= 2/ "-;I (0*—x2)2dx=pn / (0% — x?)? dx
0 0
4 4 SRR
— iy / (0'--20°x2+ xY)dx=pun f," (Q*X — gaai-|—xT)
0 0

:yﬂg“(l——%-{—%):%;mg"’
zgodnie z poprzedzajgcem.
7) Obliczenie potencyalu.
Jezeli my, my, my,.. oznaczajg masy punktow materyalnych
ukladu statego, ry ry, ry,... ich odlegtosci od pewnego punktu,
w ktérym jest jednostka masy, natenczas suma

mn 1y iy L m x
B PTG s 2T (XXNIL 6)

I Is
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wyraza potencyal uktadu wzgledem owego punktu i oznacza sig
gloskg V.

Przyktady. a) Obliczyé potencyat powloki (skorupy) kulistej
jednorodnej, nieskoriczenie cienkiej wzglgdem punktu zewngtrz
kuli potoZonego.

Fig. 42, przed-
stawia przekrdj
kuli 0 promieniu
0, ktorej $rodek
A znajduje  sig
w punkcie C. Kta-

dge AC =,
AB, = u,
Fig. Y. K ACB = g,

oznaczmy masg
jednostki powierzchni powloki przez u i podzielmy powloke
na pier§cienie nieskoficzenie cienkie ptaszczyznami prostopadtemi
do AC. Jezeli ds wyraza element tuku (dtugo$ci) pierdcienia, to
poniewaz szeroko$§¢ pier§cienia jest ¢i¢ (fig. 40), element po-
wierzchni czastki pierScienia jest ¢7¢fs, masa czgstki podpds,
a jej potencyatl wzgledem punktu A wynosi f_?-_L‘PE ; zatem po-
tencyal calego pierScienia po uwzglgdnieniu, Ze piercien ma
obwdd 2. BDa = 2¢sing=, jest

2.8D.n 20s8ingn . 27gsing

[;agdqus _ Meody [ds A L 4
. u L e R
0 0

= 819 2gsing = 2mpign. _syfgﬂ ;

Lecz z tréjkata ABC wynika: u* = ¢* + r® — 2rocosg,
skad po zréiniczkowaniu otrzymujemy: 2udu = 2rosing dy,

0 s:_ng_a_dz = gril’ co uwzglgdniwszy, otrzymamy na potencyat
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27 podu
r

pier§cienia wyrazenie: . Dodajac potencyaly poszczegdl-

nych piercieni poczawszy od najblizszego, ktéry jest w punkcie
E w odlegtoéci r — o od punktu A, az do najdalszego, ktéry
jest w punkcie F w odlegtoéci r 4+ ¢ od punktu A, otrzymamy
na potencyat V powloki kulistej wyrazenie

Vi r+e
s s'r,ug[d ik Jrug/ 41;:9 M

r L]

fii=g s/
gdzie M = 4x u® wyraza mase powloki kulistej.

Widzimy z tego, Zze potencyat powtoki kulistej wzgledem
punktu zewnatrz polozonego jest taki, jak gdyby cata jej masa
byta skupiona w $rodku Kkuli.

f) Obliczy¢ potencyat kuli jednorodnej wzgledem punktu
zewnatrz niej polozonego.

Niech u oznacza mase jednostki objetosci (gestosé). Po-
dzielmy kule na powtoki nieskoficzenie cienkie wspotérodkowe
o grubo$ci do. Masa powtoki o promieniu ¢ wynosi 4¢:zude,
a wedlug poprzedzajgcego przyktadu jej potencyat wzgledem
punktu bedagcego w odleglodci r od §rodka kuli i zewnatrz Kuli

polﬁionego quzie‘—'—@-—;:_ﬂq - Dodawszy potencyaty poszczeg6l-

nych powlok, otrzymamy na potencyat kuli o promieniu R wyra-
zenie

4nuf oo — 4:?;,.';, / ¢’

4:mR3 M

3r g
gdzie M = g aR*u wyraza mase kuli.
Tu réwniez widzimy, Ze potencyat kuli wzglgdem punktu

zewnaltrz niej potozonego jest taki, jak gdyby cata masa Kkuli
byta skupiona w jej $rodku,
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8) Obliczenie przyciggania.

Punkt materyalny o masie m przyciaga drugi o masie I,
bedgcy odefi w odlegtosci r, wedlug prawa Newtona silg
— %{. gdzie znak —wyraZa, iz przycigganie odbywa si¢ w prze-
ciwnym Kkierunku od tego, w ktérym r liczymy. Przycigganie
uktadu statego wywarte na punkt o masie / wyraza sig zapomo-

cg sumy
ny L ] T « m

[ —y

RSN S TR~ SN~ TR ol
w ktérej zachodzace ilosci majg takie znaczenie, jak na poczg-
tku ustepu 7).

Przyktady. @) Obliczy¢ przycigganie powloki (skorupy)
kulistej jednorodnej, nieskoficzenie cienkiej, wywarte na punki
zewnatrz kuli polozony.

Postepujac tak, jek w przyktadzie «) ustgpu 7) i majac

: gch:ds jako wyrazenie na

przycigganie elementu czgstki pier§cienia w punkcie B na punkt

A. Przycigganie to mozna roztozy¢ na dwa sktadowe: jedno
dziatajgce w kierunku AC, drugie prostopadie do tegoz kierun-

ku. Przyciggania sktadowe czastek pier§cienia prostopadte do
AC znosza si¢ nawzajem, gdyz dla kazdeg0 punktu pier§cienia
znajdzie si¢ drugi w tej samej odleglto$ci, lecz w kierunku
wprost przeciwnym od prostej AC potozony. Te zatem sktado-
we przyciggania nie wchodzg w rachubg, rozchodzi sie tylko
0 sktadowe przyciagania dziatajagce w kierunku AC.

Sktadowe przycigganie czastki B w kierunku AC jest

na uwadze fig. 42. otrzymamy —

_ FeI9ds . pAD — _ 10CPds AD
u* R ool
o dp ds 1o dop ds
= — MOE (AC — CD) = — LPUE (g 005 ),
zatem przycigganie calego pier§cienia wynosi
27 sin ¢

__ kedy (r—qcosrp)f sk 27 1@* (r— g cos @) sin @ g
U S 7 2
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Lecz z réwnania: u* = r* + @' —— 2r¢ Cos¢ wypada
QCOS? e o 9;{:_ Y 9Cos@.'-= il giii’f y

esingdy _ du
A G
co uwzgledniwszy otrzymamy na przycigganie catego pierécienia
wyrazenie
o (r*— u?) du 7y " du
e .‘9( !49'1— ) uz=—j,::0 [(F‘—) -1-d]
Dodajgc przyciagania wszystkich pierécieni, otrzymamy na
przycigganie F catej powloki Kkulistej wyrazenie

rjdg r+e
= — T (p__ {98k
P el —e) [ % + [ au]
r—e r—¢
TRE 4 M
_ig_‘-_’_[(,-u_e")/’_, -+ 4] = __ﬂ,"a;‘];:_"rz'
r—o r— '

Widzimy z tego, Ze przyciaganie, jakie wywiera powtoka
kulista na punkt zewnatrz kuli potoiony jest takie, jak gdyby
cafa jej masa byla skupiona w $§rodku kuli,

o R e ) TR M
. Poniewaz S Mo e By, ol przeto
1
dr PI

f) Obliczyé przycigganie kuli jednorodnej wywarte na punkt
zewngtrz niej potozony.

Postepuijge tak jak w przykl p) ust. 7), otrzymamy
47t o®
_ dangcp

czenie cienkiej, kiérej czastki znajduja si¢ w odlegtoSci ¢ od
$rodka Kkuli. Dodajac przyciggania poszczegélnych powlok,
otrzymujemy na przycigganie £ calej kuli wyraZenie

jako wyrazenie na przycigganie powloki nieskori-

e ra —y

R
by [ o 4 nu R M
e
0
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Widoczna, Ze o przyciaganiu catej kuli moZzemy to samo
powiedzieé, coémy udowodnili o przycigganiu powloki w poprze-
dzajagcym przyktadzie.

9) Obliczyé ciénienienie "hydrostatyczne wywarte na po-
wierzchnig figury plaskiej zanurzonej w cieczy.

Jezeli powierzchnia danej figury jest f, cigzar wladciwy
cieczy s, natenczas ciénienie cieczy wywarte na element figury
df begdaey w odlegto$ei x od powierzchni wolnej jest sxdf
a ci$nienie wywarte na powierzchnig catej figury jest

P = [sxdf = s[xdf,
gdzie catkowanie trzeba wykona¢ na elementa powierzchni ca-
tej figury. Lecz wedtug przykt 5) a)

[xdf =a.f,
gdzie a oznacza odlegto$¢ §rodka cigzkoSci danej figury od po-
wierzchni wolnej. Mamy zatem
Pi==s afs,
to znaczy: Ciénienie cieczy wywarle na powierzchnig figury
ptaskiej zanurzonej w cieczy réwna sig¢ cigZarowi stupa cieczy,
ktérego podstawg jest powierzchnia figury a wysoko$cig odle-
glos¢ §rodka cigzkosci cieczy od powierzchni wolnej.
10) Wyprowadzié prawo zmiany ci$nienia atmosferycznego
w miarg wznoszenia si¢ nad poziom morza.
Jezeli w naczyniu ciecz wznosi sig nad dnem do wysoko$ci
h, natenczas ciSnienie wywarte na jednostkg powierzchni bgdgcej
w odlegto$ci & od dna wynosi

p=s(h — x)
gdzie s oznazza cigzar wladciwy cieczy. RéZniczkujac ostatnie
rOwnanie otrzymamy na zwmiang ci$nienia przy zmianie odle-
glodci wyrazenie
dp = — sdux.
Podobnie rzecz sig¢ ma z ci§nieniem atmosferycznem z tg
roznicg, Ze s sig zmienia, gdyZz powietrze jest gazem,
12
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Wediug prawa Mariotta s = k p, gdzie k jest iloScig staly,
co wstawiwszy w poprzednie rOwnanie otrzymamy
dp = — kpdx,
AP kdx,
a po zcatkowaniu ostatniego réwnania wypada
Inp = — kx + C.
Jezeli dla x = x, jest p = p,, natenczas
C = lnpy, + kx,
Inp = —kx + Inp, + kx,,
k(x — xo) = Inpy — Inp,
k(x — xy) = Inp, — Inp; zatem
X — Xy = % (Inpy, — Inp).
Poniewaz x,, & oznaczaja wysokodci liczone od poziomu
morza, p,, p odpowiedne ci§nienia powietrza, przeto wedlug tego
wzoru mozna obliczyé wysoko§é gory, jezeli sig zna ilosé stalg

il ciénienie barometryczne u podndza i na wierzchotku gory.

Poniewaz Inp — Inp, == In (1}0) = k (xo—x,), przeto

j ! ek(xn-x) iy ekxu-(i)x' L kxu.( l)x
o ok a p Poe ok
lloci  py, e, k, X, s3 dodatnie, e = 2718 .., > 1, zatem

k 1
e > 1, o sl
e

A’Xr. 1
Oznaczywszy: poe = a, —f = @, otrzymamy
£

X
p=a.q.
Dla:® =0, 12,8, .., + wypada
p = a, aq, a’, ag’,. ..
Postep geometryczny: a, aq, a¢®, . . . jest malejgcy, bo ¢ <Z 1.
Widzimy zatem, Ze ci$nienie powielrza maleje wedlug po-
stepu geometrycznego, gdy wysoko$¢ nad poziomem morza
wzrasta wediug postgpu arytmetrycznego.
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XXXIV.

Zastosowanie rachunku r6zniczkowego
do rozwijania funkcyi na szeregi.

Zapomocg réZniczkowania mozna zamieni¢ funkcye na
szereg nieskonczony ksztattu

G T X + Gx* 4+ gt 4 ..,
jak to poznamy na nastepnych przykiadach.

X
1) Funkecyg e rozwingé na szereg.

X k
Niech bedzie e = a, + ;% + a,x® 4 ...+ a x <+ e}
rozchodzi si¢ 0 obliczenie wspétczynnikéw a,, a,, au,
Gdy x = 0, wypada: ¢* = 1

ay. Chege wyznaczy¢ inne
wspOtezynniki, rézniczkujemy réwnanie

X
e = ay, + ax + agx* 4 .. .; otrzymamy

k-1
e = —|—2a._,x+3a3x‘-’+...+kakx + ..

Z poréwnania wspétezynnikéw obu réwnaf wypada

203 = ﬂl,
30‘;; = dy,
kak = ak__l.
Mnozac obie strony réwnaf otrzymamy
a . 1.2.83.... k=1, skad wypada
1 =L
e e el )

Zatem szukany szereg jest

X (2 (8 4
Ot Rk ol e
Wedtug XII, 1) szereg ten jest zbiezny.
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2) Rozwingé na szereg cos i sin x.
Niech bedzie

13
cosx = a, + ayx + a,x® + azx® 4 a, % +...-+-akx e s

k
sinx = by 4+ byx + byx® + byx® + byxt 4+ ...+ bkx 4.
Dla x = 0 wypada: cos 0 = 1 = a;, sin 0 = 0 = b,.
RézZniczkujgc powyZsze rdwnania, otrzymamy
k=1

sinx = —— @, — 20, x — 303 %% — 4a,x* — ... — kakx — ey

k-1
cosx = by + 2byx + 3byx® - 4byx® - .. . -} kbkx 4
Z porbéwnania wspoétczynnikdw wynika

a1=_bu=0. bl=au‘~_—-l,
a
k-1
PR AR P i )
@
(k -|~ I)bk‘f‘l — ﬂk, bk'f‘l == L
bk—l
e T
k
v bk
(i, Vi ™= 250 Py St
Py e T
o kGFD Tk k(1)
Z tych wzoréw wypada, Ze: @y =y, =@y = ., , = AN 0,
i réwniez b = b, = by = . . . = 4’)2’r == 0, (poniewaz

by = a, = 0); to znaczy, Ze w rozwinigciu cosx znajdujg sig
tylko polegi parzyste a w rozwinigeiu sinx fylko potegi nie-
parzyste.

Podstawiajac za k liczby: 1, 3, 5, ... (2k — 1), otrzy-
mamy
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T TR e, O
o I e Ty 1 e s e
ao
o g N
-+ 2 -2
2 (k=1)2k’
z czego wynika
k
B 1 S e Y
i " T.2.8.. @k-12k T T (2%)1

Podobniez podstawiajgc za k liczby: 2, 4, 6.. .. 2k, otrzy-
mamy

b 1
o M i st Fk
= by
bﬁ S — z":_‘gi
b g1 7 bz&-x
2kt1 2k (&%¥D)’
z czego wypada
k
= (@kF1) +1)°
Uwzgledniwszy otrzymane warto§ci wsp6tezynnikow, mamy
k 2k
2 x4 0 = 1) %
cospe =1 — 5 + 3 — 5 —|—...+(—(2—2(T!—-~ + s
( 1)!( 2kt1
s X ] = x
simy=3 —H4+E-%4 .+ @ + DT T

Wedtug XII, 3) oba szereg1 sq zblezue,

s & R Qs
Podstawiajgc  we. NAPOX

“Ea’iniast X raz ix

drugi raz — ix, gdzie # = — 1, otrzymamy
ix ix x ixs ixb
e Myl e Lt B
e Ix X2 ixb x4 ixb .
A ' PR P T b om0



102

Z tych réwnan tatwo wyprowadzié nastepujace

iy ¢ —ix
e ] xi X6
T R R o7 s ey L 0T T
ix —ix
e —e L :‘x ix8 xs STy
2 — -_— 3! “1‘ 5! l.'_lenx’
a’x e
e = cosx - isinx,
—ix e
e = CO0SX — LSinX.

XXXV.

Zastosowanie rachunku catkowego do rozwijania
funkcyi na szeregi.

Rozwijajagc potegi dwumianu wedtug wzoru binomialnego
i catkujac ofrzymane réwnania, mozemy niektére funkcye roz-
wingé na szeregi, jak to poznamy na kilku przykfadach.
Wezmy pod uwage nastepujgce szeregi powstale z rozwi-
nigcia zapomoca wzoru binomialnegO'
5

) \/-IT-H—I-l- +2 4x ~I—2 T e
s s o o) g
2) 1—_}{—52——41——x~+x‘—x“+x5—...+(*1)kx2k+---s
3)]_;_x=l—x+x2—x“+x‘w.---i-(—l)kxk+---.

zbiezne dla — 1 < x < 1,

Catkujac réwnanie 1), otrzymamy
d 1 x’ Ny
[_L=x+2 T Lk T T 7 1% A ET
: 2kt1
3 (2;; — Iy ;
+ 24 .2k '”'2k+l+"“

Wed%ug XII, 2) ten szereg jest zbiezny dla —1 < x < 1.



103

dx 3
Lecz (* T — arc sin x, zalem

Viv

5 R R e 1,8.5
acshx=x+z.gtyi- T Tas"
llo§¢ stata catkowania odpada, bo dla. x = 0 jest

~| &
2

arc sinx = 0.
Calkujgc réwnanie 2) otrzymamy

2k +1
dx xb &0 o kx
TAGMET BT o e S e e
wedtug XII, 3) ten szereg jest zbiezny dla ,— 1 << x < 1,
!
Lecz «1—_-]_% = arc g x, przeto

x4 x° x'i'
QICAE X 5 s Fe o, T e G i

llo§¢ stala catkowania odpada, bo dla x = 0 jest

are o=
Catkujge rOwnanie 3) otrzymamy
k-1 k
(e x3 x4 . A 1) (=1) « ;
(o e s s e D e 1 ey ek LT

wedlug XII, 3) ten szereg jest zbieiny dla 0 << & << 1.

Lecz j i%\:ié = “/g--(l-l-—j—_x-’}‘—) = In(l + x), zatem

s 0 — B R
llo§¢ stata catkowania odpada, bo dla & = 0 jest
In(1 4 x) = 0.
Ostatniego wzoru moznaby uzyé do obliczenia logaryiméw
naturalnych liczb, lecz w stosownem przeksztatceniu n. p.

2 = In(1'5 4 05) = n15(1+ )
= In15 + in(1 + 3)»
i3 =@+ 1) = m2(1 + })
=m2+n(l+3) itp
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XXXVI.

Obliczenie liczby .

Wzordw :
1) arctg o = x — x3 %{—%-{-
5 7
2)arcsinx=x+\%. +24x-|-é_gmg i;_+

mozna uzy¢ do obliczenia liczby #, albowiem dla x = 1
n 1 1 1 1 1
arca‘gl=-4—=l——?+-5-—--7--1»_6..__ﬁ+,_.

jest szeregiem zbieznym wediug XII, 3), rowniez dla x = +

ol 3

|
arc sin e

jest szeregiem zbieznym wedtug XII, 2).

T 1 1 1
WZéI’:T=1—-§+?—*7'+...

nie jest jednak dogodny do obliczenia, bo szereg w nim jest

bardzo powoli zbiezny, wzor

b 4

1 1 |
F=rtriamtei nE Tt o
jest dogodniejszy. Wykonawszy rachunek do dziewigciu miejsc

dziesigtnych olrzymamy
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T — 0500 000 000
20 833 333

2 343 750
348 771

59 339

10 922

2 117

425

88

19

4

{

0523 598 769,

skad wypada: » = 3141 592 614 z dokladno$ciag do siedmiu
miejsc dziesigtnych.

(=)}

13



Aliabetyczny rejestr rzeczy.

Liczba oznacza stronicg. Skrocenia: ,,p. = patrz, fin. = funk-
cya, cal. = catka, poch. = pochodna, réz. = rézniczka“.
Amplituda 84.
arc cosx 4, 5, 67, poch. 36, roz. 42, cal. 71.
arc ctgx 4, 5, 67, poch. 36, réz. 42, cal. 71.
arc sinx 4—6, 67, poch. 34, roz. 42, cal. 71, jako szereg 103.
arc tg x 4-6, 67, poch. 35, roz. 42, cal. 71, jako szereg 103.
Atmosferyczne ciénienie p. ciénienie atmosferyczne.

Bezwitadno$ci moment p. moment bezwladnoSci.

Binomialny wz6r p. wzo6r binomialny.

Biad 1, 22, 23, 40, 41, 80, funkcyi 45 — 49.

Bryta 52, 75, obrotowa 76, 78, jej objgto$¢, powierzchnia p.
objeto$¢, powierzchnia.

Catka 63 — 65, 72, okreSlona 64, 65, 75, cal. funkeyi 67 11,
jej znaczenie p. znaczenie calki.

Catkowanie 65, 68 — 71, 85, 88, 98, 102, 103.

Ciagtoé¢é funkeyi 13 — 16, uwiktanej 19, 20.

Ciepto wiasciwe 56, 80.

Cigzar 86, 88, 97.

Ciénienie atmosferyczne 97, 98, hydrostatyczne 97.

cosx 3, poch. 38, réz. 42, cal. 67, jako szereg 100, 101.

ctgx 3, poch. 39, rdéz. 42, cat. 70.

Cyklometryczna funkcya p. fn. cyklometryczna,

Czas drgania 85.

Czas wahnienia 86.

Czasza sferyczna == czasza kulista 83,
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Drgajacy ruch p. ruch drgajacy.
Drgania okres p. okres drgania.

Droga 53, 54, 78.

Dwumianu potega p. potega dwumianu,

Element 57, 81, 82, 88 — 90, 93, 95, 97.

Elementarna funkcya p. fn. elementarna.

Elipsa 50, 58, 59, jej powierzchnia 74, 75, do niej styczna p.
styczna do elipsy.

Elipsoid obrotowy 78.

Energia kinetyczna 83, 84.

e* jako szereg 99.

e p. zasada logarytméw naturalnych.

Funkcya 2 — 4, 6 — 20, 39 — 45, 49, 50, 52 — 61, 63 — 65,
67, 71, 72, 75, 78 — 80, 99, 102; cyklometryczna 4 — 6,
poch. 34 — 36, roz. 42, cal. 68, 71 ; elementarna 4 — 6, poch.
30 — 36, 38, 39, rdz. 42, cal. 67, 68, 70, 71 ; goniometrycz-
na 3, poch. 33, 34, 38, 39, rdz. 42, cal. 67, 70 ; logarytmicz-
na 3, poch. 32, roz. 42, cal. 68 ; pierwotna 30, 61, 63— 65;
pochodna p. pochodna; potegowa 3, poch. 31, roz 42,
cat. 67; uwiktana 17 — 20, 44, 45, 58; wyktadnicza 3,
poch. 31, roz, 42, cal. 67; wyrazna 17 — 19,

Funkeyi ciggto§é p. ciggtosé funkcyi.

Funkeyi granica p. granica funkcyi.

Funkeyi maximum, minimum p. maximum, minimum funkeyi,

Funkeyi obraz p. obraz funkcyi.

Funkcyi pochodnej znaczenie p. znaczenie pochodnej.

Funkeyi réznica p. réznica funkeyi.

- Funkeyi rézniczka p. rézniczka funkeyi.

Granica 30, 63, 64, funkcyi 11 — 13.

Harmoniczny ruch p. ruch harmoniczny.
Hiperbola 50, 58, 59, 73, do niej styczna p. styczna do hiperboli.
Hydrostatyczne ciénienie p. ciénienie hydrostatyczne.

llo§¢ 2, 6, 11, 14, 17 — 24, 40, 80, nieskoficzenie malejgca, 40,
41, nieskoficzenie mata 40, stata 2, 3, 30, 31, 35, 42, 44,
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54, 55, 68, 72, 98, stata calkowania 61, 62, 64 — 67, 75,
103, zmienna 2, 3, 17, 18, zmienna zalezna 3 (nadto p.
funkcya), zmienna niezalezna p. zmienna.

[loéci statej pochodna p. pochodna iloci statej.

Kinetyczna energia p. energia kinetyczna.
Kloc sferyczny = warstwa kuli 77 (objgtosc).
Koto 77, jego obwdéd 82.

Kula, jej objeto§é 77, 78, powierzchnia 83.
Kwadratura paraboli 74.

Liczba 1, 2, 12, 13, 17, 20 — 23, 26, 27, 46, 47, 84, 103,

Liczba e 2, jako szereg 25, 29.

Liczba n 2, jako szereg 104, jej obliczenie 105.

lim = limes = granica 11 — 14, 16, 19 — 21, 25, 27, 29 — 40,
59, 63.

Linia 7, 15, 18, 20, 49 — 52, 57, 61, 62, 72, 73, 81, 82, ciagla
7, prosta 72, przerwana 15, przerywana 7, jej rOwnanie
p. réwnanie linii.

In = logarytm naturalny 32.

In (1 + «x) 103 (jako szereg).

logarytmiczna funkcya p. fn. logarytmiczna.

Luk 3 — 5, jego diugo$¢ 81, 82,

Masa 80, 83, 84, 89 — 96,

Materyalny punkt p. punkt materyalny.

Maximum funkecyi 57 — 59.

Minimum funkeyi 57 — 59.

Moment bezwladnodci 89 — 92, krazka 90, 91, kuli 92, pier-
$cienia 89, powtoki kulistej 91, preta 89.

Newtona prawo p. prawo Newtona.

Nieskoriczenie malejgca, mata ilo§é p. ilo§¢ nieskoniczenie ma-
lejaca, mata.

Niezalezna zmienna p. zmienna niezalezna.

Objetos¢ 52, 53, 75, bryly obrotowej 76, 77, elipsoidu obroto-
wego 78, kuli, kloca sferycznego, odcinka kuli 77, 78,
ostrostupa 75, 76.




Obraz funkcyi 6 — 10, uwiktanej 18.

Obrotowa bryta p. bryta obrotowa.

Obrotowa powierzchnia p. powierzchnia obrotowa.

Obrotowy elipsoid p. elipsoid obrotowy.

Obrotowy stozek, jego objeto§¢ 76, 77, jego powierzchnia
boczna 82, 83.

Odosobniony punkt p. punkt odosobniony.

Okres drgania 85,

0§ odcigtych 10, 49, 57, 62, 75 — 78, 82, 83, obrotu 89 — 92,
wspoOtrzednych 52,

Parabola 51, 58, 59, 73, 74, jej kwadratura p. kwadratura para-
boli, do niej styczna p. styczna do paraboli.

Pas sferyczny 83.

Pierwotna funkcya p. funkcya pierwotna. .

Pochodna 49, 50, 52 — 56, 58, 61, 63, 65; czastkowa 43;
funkeyi: cyklometrycznej 34 — 36, goniometrycznej 33,
34, 38, 39; logarytmicznej 32, potegowej 31, wykladnicze]
31; funkcyi funkeyi 37, 38; iloczynu funkcyi 36, 37; ilorazu
funkcyi 37; iloSci statej 30, 31; sumy funkcyi 36; jej zna-
czenie p. znaczenie pochodnej.

Postgp arytmetyczny 98, geometryczny 22, 98,

Potencyat 80, kuli 94, powtoki kulistej 93, 94,

Potega dwumianu 26 — 30, 102.

Powierzchnia 52, 62 — 64, czaszy sferycznej, pasa sferycznego,
kuli 83, elipsy 74, 75, obrotowa 82, paraboli p. kwadra-
tura paraboli, stozka 82, 83.

Praca 55, 56, 80, 83.

Prawo (przyciggania) Newtona 80, 95.

Predko$¢ 54, 55, 60, 78, 79, 85,

Przekréj 53, 756 -- 77.

Przerwa funkcyi 15, 16, 20.

Przycigganie 95, kuli 96, powloki kulistej 95, 96.

Przy§pieszenie 54, 55, 60, 79,

Punkt 6, 7— 11, 14— 16, 18-—20, 33, 49—59, 61, 62, 84— 89,
materyalny 55, 80, 89, odosobniony 8, 9, zwrotu*) 57 — 59.

*) Ten termin przy nauce szkolnej jest niezbgdny. Ocenienie bowiem,
czy punkt jest najwyzszy czy najnizszy, pociggngloby za sobg wprowadzenie
znaczenia drugiej pochodnej, a to znéw powigkszyloby znacznie materyat
nauki, Nazwa  punkt zwrotu* wydata mi sig najodpowiedniejszq. Punkt
podwojny o tej nazwie moze mieé termin: ,punki podwijny zwrotu®, Prayp. aut,
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Rachunek catkowy p. catkowanie, jego zastosowanie 72 — 98,

102 — 105.
Rachunek rézniczkowy p. rézniczkowanie, jego zastosowanie
45 — 59.

Reszta szeregu 21.

Rozwijanie funkcyi na szereg 99 — 103,

Réwnanie linii 18, 72, 73, jego wyprowadzenie 72, 73.

Réznica zmiennej niezaleznej 39; funkcyi 39, 45, jej znaczenie
p. znaczenie réznicy funkcyi.

Rézniczka 40 — 45, 57, 59, 60, 64, 65, 89, funkcyi 40 — 42, 57,
funkcyi dwu lub kilku zmiennych 43, 44, funkcyi uwikta-
nej 44, 45, wyiszego rzedu 59, 60, zmiennej niezaleZnej
40, 41, jej znaczenie p. znaczenie rézniczki funkcyi.

Rézniczkowanie 41, 82, 93, 99, 100, nadto p. pochodna.

Ruch 54, 55, 79, drgajacy 85, harmoniczny 85, okresowy 85.

Sita 55, 56, 80, 84, 86 — 88, §rodek sit 87.

sin x 3, obraz 10, poch. 33, roz. 42, cal. 67, szereg 100, 101.

Srodek cigzkosci ostrostupa 88, powierzchni figury plaskiej 88.

Srodek sit réwnolegtych 87.

Stata ilo&é p. ilo§¢ stata.

Stata kierunkowa 50.

Stosunek rézniczkowy 41, 45, 50, 51, 57, 58, funkcyi uwiki. 45.

Styczna 49, do elipsy, hiperboli 50, do paraboli 51.

‘Szereg nieskoniczony 21, 22, punktéw 6, zbiezny 23 — 30,
102 — 104, jego suma 21, 22, jego suma k pierwszych
wyrazOw 21.

Temperatura 56, 80.
tgx 3, poch. 33, 34, roz. 42, cal. 70.

Uwiktana funkcya p. fn. uwikliana.
Uzupetnienie szeregu 21.

Warstwa 75, 88, kuli = kloc sferyczny 77.

Warto$é funkeyi 2, 3, 11, 12, 14, 15, 19, 20, 39, 45,
Wielkoéé 2.

Wychylenie 84.

Wyraz szeregu 21.

Wyrazna funkeya p. funkcya wyraZzna.

Wz6r binomialny 14, 102, nadto p. potgga dwumianuy,
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Zalezna ilo§¢ p. ilo§¢ zmienna zalezna, jakotez p. funkcya.

Zasada logarytméw naturalnych 25, 29.

Zmienna 2, 3, 43, 44, niezalezna (ilo$¢) 3, 13 — 15, 17 — 19,
39 — 41, zalezna p. zalezna ilo$¢; nadto p. ilo§¢ zmienna.

Znaczenie, catki 72— 81, iloSci statej catkowania 61, 62, pochod-
nej 49 —59, réznicy funkcyi 45— 49, rézniczki funkcyi 57.

Znamig zbiezno$ci szeregu 23, 24,

Zwrotu punkt p. punkt zwrotu.



Wskazowki przy nauce:

a) w gimnazyach :

Przerobi¢: rozdziat I, I, niektére przyktady z roz. IV,
rozdziaty V— VII, X —XIIl, z roz. XIV przyklady 1) 2), z roz.
XV przyktad 1) i cze§¢ a) z przykl 2), rozdziaty XVII, XVIII,
z rozdz. XIX przyktady 1), 2), 14), 15), rozdziaty XXIII i XXIV,
zrozdz. XXV przyktady 1) i 5); rozdziaty XXVI— XXX, z rozdz.
XXXI przyktady 1), 10), 11), z rozdz. XXXII przyktady 1), 2)
z opuszczeniem usigpu &), 3) — 7), z rozdz. XXXIII z przyktadu
1) rzecz ogdlng, przyktad 2).

Wymieniony materyat naukowy jest zawarty na 55 stronicach
rozprawy, lecz czas potrzebny do jego przerobienia wynosi
zaledwie pigta cze$¢ czasu potrzebnego do przerobienia catej
rozprawy. :

W miare czasu moznaby przerobié¢: rozdzialy XX, XXI,
'z rozdz. XXII przyktady 1), 3) — 5), z rozdz. XXXIII przyktady
3), 5), 6 a f), 9), co jest zawarte na 9 stronicach.

b) w szkotach realnych:

Przerabia¢ po porzadku materyal catej rozprawy. W braku
czasu mozna opu$cié¢ : niektére przyklady z rozdziatu 1V, roz-
dziaty VIII, IX, niektére przykiady z rozdziatbw XIV — XVI,
XIX, XXII, XXV, XXXI -- XXXIII, rozdziaty XXXIV — XXXVI;
a mimo to cze$¢ przerobiona stanowié bedzie organiczng cato§¢.
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Str. 39. wiersz 8.
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5
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3 ]/ x2
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