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Prezentacje

Anamorficzne przeksztalcenie sferyczne jako szczegolny przypadek
rzutu srodkowo-refleksyjnego wzgledem sfery*

Artykut przedstawia wyniki badan autora w dziedzinie
odbi¢ sferycznych, ktére okreslono jako rzut srodkowo-
-refleksyjny wzgledem sfery. Zostaly w nim zwlaszcza
zaprezentowane wyniki eksperymentow dotyczace jednej
zklas tego rzutu, zwanej anamorficznym przeksztatceniem
sferycznym!. Wynikiem tego przeksztalcenia jest anamor-
foza? sferyczna. Wspomniane przeksztalcenie nie zostato
dotychczas opisane w literaturze przedmiotu.

Geometrycznie anamorfoza sferyczna jest obrazem punktu
(lub dowolnego zbioru punktéw), przyjetego w przestrzeni
wewnatrzsferycznej lub nazewnatrzsferycznej, powstajacym
w rzucie Srodkowo-refleksyjnym wzglgdem sfery. Fizycznie
za$ jest przeciwobrazem obrazu pozornego, powstajacego
poprzez odbicie anamorfozy wzglgdem sfery refleksyjne;.
W wyniku takiego odbicia obraz pozomy tworzy iluzje zato-
zonego obiektu przestrzennego.

Na uwagg zashuguje tez wspomniany ogoélny problem
odbi¢ sferycznych. Zagadnienie to jest jednym z klasycz-
nych problemdéw geometrii oraz optyki i nazywa sie pro-
blemem Alhazena’, ktory podal pierwsze jego rozwiaza-
nie. Christiaan Huygens* uogélnit rozwigzanie Alhazena
uzupetniajac je o pewne warianty. Od tego czasu w litera-

* Artykul zostat przedstawiony na konferencji Les Journessees de
I’ Action Culturelle OEUVRE ULTIME na Uniwersytecie Marca Blocha
w Strasburgu 28. 04. 2005 .

! Przeksztalceniem anamorficznym nazwiemy proces tworzenia
anamorfozy, natomiast anamorfoza skutek tego przeksztalcenia, czyli
uzyskany obraz.

2 Anamorfoza (gr. anamorphosis — odksztalcenie) — obraz, ktérego
proporcje wypaczono wg okreslonych zasad tak, ze tylko ogladany
w pewnych warunkach zyskuje wyglad czytelny.

3 Ibn al-Hajsam, Alhazen (965-1038) — najwybitniejszy fizyk islamu.
Zajmowat sig teorig $wiatla, zalamywaniem i rozszczepianiem si¢ pro-
mieni stonecznych.

4 Christiaan Huygens (1629-1695) — holenderski fizyk, astronom
i matematyk. W dziedzinie matematyki zajmowat sig badaniem krzywych.

turze przedmiotu spotyka sig rozne okreslenia tego zagad-
nienia. Najbardziej znane to: Alhazen's Optical Problem
i Billiard Problem; wciaz znajduja one nowe interpretacje
i metody rozwigzan.

W pracy Odwzorowanie punktow przestrzeni w rzucie
Srodkowo-refleksyjnym na sfere autor niniejszego opracowa-
nia zdefiniowat i podat oryginalne rozwigzanie problemu
odbi¢ sferycznych. Wykorzystat w nim odkryta przez siebie
na gruncie geometrii wykreslnej pewna krzywa trzeciego
stopnia, ktora jednocze$nie spetnia dwa postulaty Jacoba
Steinera, ustalone przez niego dla pewnej rodziny krzywych:
isoptic® (dwa dowolne odcinki plaszczyzny, sg ,,widoczne”
pod jednakowymi katami z punktéw tych krzywych) oraz
supplementary® (katy tworzone przez punkty tych krzywych
i konice wspomnianych odcinkéw dopetniaja si¢ do 180°).

Rodzina krzywych Steinera, znana pod nazwa Apollo-
nian isoptic cubics curves, zostata zbadana takze przez
Van Reesa i wspolczesnie przez Gomesa Teixeirg. Nie byly
one jednak dotychczas zastosowane w zakresie: Alhazen's
optical problem oraz Billiard problem.

W nastgpnej swojej pracy, Anamorfoza sferyczna jako
szczegolny przypadek rzutu srodkowo-refleksyjnego na
sfere autor zdefiniowal przeksztalcenie anamorficzne
i zastosowal je do tworzenia anamorfoz sferycznych do-
wolnych zbioréw punktéw przestrzeni.

Niniejsza praca natomiast w syntetycznym ujgciu
przedstawia problem anamorfoz sferycznych nieznanych
i nieopisanych dotychczas, mimo dtugiej i bogatej trady-
cji tego szczeg6lnego odwzorowania perspektywicznego,
jakie stanowi przeksztalcenie anamorficzne.

Bogaty material ilustracyjny dobrze okre$la charakter
odbi¢ sferycznych, a na tym tle zwlaszcza odwzorowan

S iso- (gr. isos «rowny»), optic (gr. optikds «wzrokowyn»).
6 Supplementary (ang. uzupelniajacy).
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Ryciny: 1. Projekt uktadu przestrzennego w perspektywie na tto pochyte, 2. Projekt ukfadu przestrzennego w perspektywie na tlo pionowe,

3. Anamorfoza sferyczna na plaszczyznie: a) dwunastoscianu foremnego, b) dwudziestoscianu foremnego, 4. Anamorfoza na powierzchni walcowej

dwunasto$cianu foremnego w rozwinigciu na plaszczyznie, 5. Anamorfoza na powierzchni walcowej dwunastoscianu foremnego odbita wzgledem
zwierciadta sferycznego. 6. Anamorfoza na powierzchni walcowej dwunastoscianu foremnego odbita wzgledem zwierciadia sferycznego
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Ryciny: 7. Odbicie anamorfozy ptaskiej wzgl¢dem zwierciadta sferycznego, 8. Anamorfoza na powierzchni stozkowej koputy Fullera
(bedacej przeksztalceniem dwunasto$cianu foremnego): a) w rozwinigciu na plaszczyznie, b) odbita wzgledem zwierciadta sferycznego.
9, 10. Odbicie obiektow przestrzennych wzgledem zwierciadta sferycznego
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Ryc. 11. Przyklad isoptic cubic curve

anamorficznych. Podano przyklady anamorfoz wieloscia-
now foremnych i pétforemnych zrealizowane na ptaszczyz-
nie, powierzchni walcowej i stozkowej oraz obrazy odbié
niektorych sposrdd nich, co w petni uwidocznia charakter
tego odwzorowania.

Perspektywa malarska, nazwijmy ja klasyczna, to po-
toczna nazwa przeksztalcenia perspektywicznego. Dzieli
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si¢ ono na wiele klas i typow. Przeksztatcenie anamorficz-
ne jest jedna z klas tego przeksztalcenia.

Przeksztalcenie perspektywiczne jest rzutem $rodko-
wym. W rzucie tym jest realizowana pewna zalezno$¢
miedzy $rodkiem rzutu (w projekeji fizycznej jest nim oko),
obiektem a jego obrazem. Owa zaleznos$¢ decyduje o kla-
sie tego przeksztalcenia.

W perspektywie klasycznej obiektem jest forma prze-
strzenna o wymiarze 3, ktora jest rzutowana zwykle
na plaszczyzng, co w wyniku daje obraz o wymiarze 2,
np. rysunek, fotografig, (ryc. 1, 2).

W przeksztatceniu anamorficznym obicktem jest —
umieszczona na plaszczyznie lub innej powierzchni — for-
ma (rysunek) zwana anamorfozga, ma ona wymiar 2 (ryc.
3-5). W wyniku jej perspektywicznego przeksztatcenia po-
wstaje przestrzenny obraz o wymiarze 3 (ryc. 6-8).

Poniewaz celem przeksztalcenia perspektywicznego
jest obraz, wige zyjac w trojwymiarowym $wiecie nasze
zainteresowanie w naturalny sposob skierujemy w strong
anamorfozy i jej trojwymiarowej wizualizacji. Jak dokonuje
si¢ odwzorowanie, w ktorym obrazem przestrzeni dwuwy-
miarowe;j jest przestrzen trojwymiarowa? Czy to jest mozli-
we, czy aby nie s to ,,czary z hiszpanskiego zamku”7?

Przyjrzyjmy si¢ dokladniej aparatowi przeksztatcenia
anamorficznego. Tym, co rozni rzut w perspektywie kla-
sycznej od rzutu anamorficznego jest lustro. Alicja prze-
szta na drugg strong lustra do Krainy Czaréw, my wlasnie
tam zajrzymy; tam powstaje przestrzenny obraz plaskiej
anamorfozy.

Czym wigc sa odbicia zwierciadlane? Geometrycznie
nazwiemy je rzutem perspektywiczno-refleksyjnym. Sta-

7Jimi Hendrix, Spanish castle magic, The Jimi Hendrix experience,
Axis: Bold as Love, MCD 11601, MCA, (USA), 1997.
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Ryc. 12. Anamorfoza sferyczna na plaszczyznie a) czworoscianu foremnego, b) szescianu foremnego, c) osmioscianu foremnego
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Ryc. 13. Anamorfoza sferyczna na plaszczyznie: a) dwudziestoscianu $cigtego (trzydziestodwuscianu potforemnego),
b) trzydziestoscianu rombowego, ¢) dwunastoscianu Scigtego (trzydziestodwuscianu potforemnego)

nowi on jeden z typow rzutu perspektywicznego. Nie wni-
kajac zbytnio w naturg odbi¢ stwierdzimy, ze tylko odbi-
cia wzgledem plaskich luster o zerowej krzywiznie zacho-
wuja ksztalt, a wigc forme obiektu odbijanego, np. obra-
zem linii prostej jest prosta (przeksztalcenie ma charakter
liniowy). Gdy jednak zakrzywiamy powierzchnig lustra,
wowczas spowoduje to deformacj¢ obrazu, np. obrazem
prostej jest krzywa (przeksztalcenie ma charakter nieli-
niowy), (ryc. 10, 14). Wraz ze zwigkszeniem krzywizny
lustra zwigksza si¢ tez deformacja obrazu.

Obiekty, ktorych obrazy tworzymy w wyniku odbié,
moga istnie¢ na plaszczyznie, dowolnych powierzchniach
lub w przestrzeni. Co do luster natomiast, to poza ptaski-
mi, do najprostszych zakrzywionych zaliczymy lustra stoz-
kowe, walcowe i sferyczne.

Powr6¢my teraz do przeksztatcenia anamorficznego;
odpowiedzmy na pytanie, czemu one stuza, jakie cele re-
alizujemy poprzez anamorfozy, na czym polega magia tego
tajemniczego rzutu, ktory nieco w ukryciu towarzyszy juz
od 500 lat rozwojowi klasycznej perspektywy?

Anamorfozy oczywiscie tez ewoluuja w czasie. Do-
tychczas stuza one do swoistej gry z widzem, jak sig to
dzieje na obszarze sztuki i architektury, ale stosowane byty
takze do celow szyfrowania informacji (kodowanie tek-
stow 1 rysunkow za pomoca uktadow luster, jak u Leonar-
da da Vinci, czy tez na potrzeby wojska).

Ta gra z widzem to iluzyjna gra forma przestrzenna,
ale tez (co jest moze i wazniejsze) tworzeniem obrazu
znieksztalconej, nierozpoznawalnej w swym ksztalcie ana-
morfozy, ktora dopiero w wyniku odbicia wzglgdem przy-
jetego lustra dla stalego punktu obserwacji przeksztalca
si¢ w formy znane i niezdeformowane (ryc. 4, 14).

Przeciwnie jest w odniesieniu do odbi¢ obiektow,
ktére anamorfozami nie sa, deformacji bowiem ulega ich
obraz (ryc. 9, 10).

Interesujaca jest wigc odpowiedz na kolejne pytanie:
jak przebiegata ewolucja rzutu anamorficznego? W wy-
niku bardzo prostej analizy uzyskamy w konkluzji zaska-
kujaca odpowiedz na to pytanie.

Ustalmy dwie zmienne, warunkujace obraz anamor-
ficzny. Pierwsza z nich sa wlasnosci obiektu, a wigc ana-
morfozy, druga — rodzaj uzytego lustra.

Znane anamorfozy sa formami geometrycznymi, zbio-
rami punktow i linii na plaszczyznie. Ale t¢ dwuwymiaro-
wa plaszczyzng mozna przeciez dowolnie zakrzywic czy
przeksztalci¢. Zdziwienie budzi fakt, ze zaden z tworcow
anamorfoz dotychczas tego ani nie zbadal, ani nie opisal.
A przeciez najprostszymi zakrzywionymi dwuwymiarowy-
mi powierzchniami sq rozwijalne powierzchnie walca
i stozka, nie wspominajac juz o sferze, badz dowolnie
zakrzywionych powierzchniach wypuktych.

Druga zmienng stanowi lustro. Oprocz ptlaskich, ist-
niejg lustra walcowe stozkowe, sferyczne, i inne, o zmien-
nej krzywiznie, chocby takie, jakie spotykamy w gabine-
cie luster czy wspolczesnej architekturze (ryc. 15).

W wyniku tego przegladu przyktadow uzyskamy dzie-
wig¢ par anamorfoza — lustro: anamorfoza ptaska — lustra:
stozkowe, walcowe i sferyczne, anamorfoza na powierzch-
ni stozkowej — lustra jak poprzednio, anamorfoza na po-
wierzchni walcowej — lustra jak poprzednio.

Historia anamorfoz zna zaledwie dwie sposrdd tych
dziewigciu: anamorfozg ptaska odbijang wzglgdem lustra
stozkowego i walcowego. Odpowiedz na pytanie, dlacze-
go rozwdj przeksztalcenia anamorficznego przebiegat wia-
$nie tak, wymaga oddzielnego omowienia.

Chcac choéby w czgsci wypehic siedem pustych miejsc
zbadano i skonstruowano m.in. prezentowane tu: anamor-
foz¢ na powierzchni stozkowej odbitg wzgledem lustra
sferycznego oraz anamorfozg na powierzchni walcowej
odbita wzgledem tegoz lustra. Pierwsza z nich przedsta-



150 Witold Szymanski

15

16¢

Ryciny: 14. Odbicie anamorfozy wzgledem powierzchni refleksyjnej, 15. Przyklady najpopularniejszych form zwierciadet, 16. Anamorfoza
sferyczna na powierzchni walcowej: a) sze$cianu foremnego w rozwinigciu na ptaszczyznie, b) oSmioscianu foremnego w rozwinigciu na plaszczyznie,
¢) dwudziestoscianu foremnego w rozwinigciu na plaszczyznie

wia kopulg Fullera, druga za§ dwunastoscian platonski,
(ryc. 4-6, 8a, b).

Przytoczone rozwiazania anamorfoz sferycznych zo-
staty poprzedzone rozwigzaniem przez autora na gruncie
geometrii wykre$lnej problemu odbi¢ sferycznych, zarow-
no dla zwierciadet wypuktych, jak i wklgstych.

Rozwigzanie tego problemu stalo si¢ mozliwe po stwo-
rzeniu i zbadaniu pewnej krzywej trzeciego stopnia, spetnia-
jacej warunki isoptic oraz supplementary (ryc. 11). Interesu-
jace, ze podobna krzywa postuzyli sig starozytni Grecy do
innych jednak celow. Tworca geometrii rzutowej Jakob Stei-
ner zdefiniowat t¢ krzywa, nie dostrzegt jednak mozliwosci
zastosowania jej w teorii odbi¢ sferycznych.

Mozna sadzié, Ze dalsze badania umozliwig realizacjg
anamorfoz na dowolnych powierzchniach wypuktych (oko-
tosferycznych), jak i zastosowanie luster o dowolnej geo-
metrii, do zastosowan w sztuce i architekturze.

Rozwodj grafiki komputerowej umozliwi zastosowanie

przeksztalcen anamorficznych w uktadach dynamicznych,
ruchomych, ktore beda mogtly byé wykorzystane w tech-
nikach filmowych.

Snujac refleksje filozoficzng mozemy stwierdzié, ze
Wszechswiat jest bez watpienia swoista anamorfoza, kto-
ra rozszyfrowujemy, uzywajac jednak dotychczas niecat-
kiem wiasciwych ,,luster”.

Na koniec przykfady anamorfoz sferycznych ptaskich.
Zainteresowany Czytelnik moze przeprowadzi¢ wlasne
doswiadczenia z odbiciami przedstawionych anamorfoz
uzywajac do tego celu np. bombki choinkowej $rednicy
okoto 135 mm, umieszczonej nad wskazanym na rysunku
punktem. Niezbedne jednak jest przy tym powigkszenie
rysunku do formatu A4.

Ryciny przedstawiaja anamorfozy: 3, 14 — wielo$cianéw
platonskich na plaszczyznie, 13 — wielo$cianéw poifo-
remnych Archimedesa, 16 — wielo$cianéw platonskich na
powierzchni walcowe;.

Ryciny: 1 — Daniel Dudek, 2 — Magdalena Kalita, 3, 4, 14-16..<A /Figures: 1 - Danicl Dudek, 2 — Magdalena Kalita, 3, 4, 14-16
(realizacja techniczna) — Andrzej Indzierowski, 5, 6, 11, 12 — Matek (technical realization) — Andrzej Indzierowski, 5, 6, 11, 12 — Marek

Hamera, Witold Szymanski, 7, 8b — Jerzy Olek, 8a — Pawel Kdrpa,

9, 10, 13 — Witold Szymanski.

. }'{ﬁmm;?i,‘ Witold Szymanski, 7, 8b — Jerzy Olek, 8a — Pawel Karpa,
)

9] 1’0,‘{*3/— Witold Szymaiski.
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