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PREFACE

Ce cours de géométrie descriptive a été professé a I'Ecole nationale supérieure des Beaux-Arts
par un architecte et pour des architectes ; sa généralisation dans toutes les Ecoles d’ingénieurs
serait d’ailleurs a souhaiter.

Dans la plupart des cours, la méme difficulté renait toujours :"I'emploi de notions de mathé-
maliques supérieures pour traiter certains probleémes classiques, mais ces notions ont souvent le
graveinconvénient d’habituerl’éléve a considérer un probléme de géométrie descriptive comme un
probleme d’analyse résoluble par des tracés méthodigues et des formules sans qu'il soit nécessaire
de voir dans I'espace ou de raisonner sur les volumes représentés.

M. Raoul Brandon, architecte, habitué a créer des formes et des volumes, s'opposa toujours
a ce systeme d’enseignement.

Pour lui, I'éleve doit voir dans I'espace pour comprendre et travailler avec fruit ; il amene le
lecteur a cette vision en volume substituée a la vision en plan de I’épure.

Pour y arriver, il commence par étudier des volumes connus dont la représentation semble
toute naturelle; il joint des croquis perspectifs & la plupart des épures et dans chaque partie du
cours, apres un court exposé théorique, il traite une quantité d’épures qui exigent un travail per-
sonnel de I’éléve, moins passif, plus intéressant et instructif que l'effort d'apprendre par cceur cer-
taines régles de construction.

Dans cet ouvrage, clair, simple, précis, les éleves sont ainsi habitués a traiter les cas plus
divers intéressant les solides et & se familiariser rapidement avec eux.

Le cours se termine par une troisieme partie (surfaces réglées et hélicoidales), qui-peut étre
considérée comme un des modeles du genre : par des procédés simples et des croquis perspectifs,
les éleves arrivent & comprendre les problemes les plus ardus, dont certains ne sont méme pas
traités en mathématiques spéciales.

Ce mode d’exposition de la Géomélrie Descriptive ott 'application suit immédiatement la
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théorie, et ol la difficulté de la vision en volume est résolue par 'emploi de croquis perspectifs,
semble particulierement apte a faire comprendre la Géométrie Descriptive a ceux qui la considerent
comme un outil précieux pour la réalisation ou la lecture des projets : d’architecture, de construc-

tion, de mécanique et non pas seulement comme une théorie mathématique abstraite.

PauvL PAaINLEVE.



PREMIERE PARTIE

PREMIERE SECTION

POLYEDRES

REGULIERS

CHAPITRE UNIQUE

DEFINITIONS

On appelle polyédre une portion d'espace d’un seul
tenant limitée exclusivement et complétement par des
portions de plans en forme de polygones.

On appelle faces du polyédre les polygones qui limi-
tent le corps ; on appelle ardes du polyédre les arétes
des faces. On appelle angles du polyédre les angles polye-
dres formés par 'ensemble de plusieurs faces ayant un
sommet commun. On appelle sommet les sommets des
angles polyédres dont on vient de parler ; on appelle
diagonales les droites joignant deux sommets n’appar-
tenant pas & une méme face ; on appelle diagonales de
face les diagonales des polygones de face du polyédre.
On dit qu'un polyddre est convese lorsqu’il est situé
tout entier d'un méme coté d'un quelconque de ses
plans de face prolongé indéfiniment en tous sens ; il est
concave dans le cas contraire. Dans tout ce qui suit il ne
sera traité exclusivement que des polygones convexes.

La section d'un polyédre convexe par un plan est,

quel que soit le plan, un polygone convexe, il suit de

1a qu’une droite ne peat rencontrer un polyedre con-
vexe en plus de deux points. Il existe une relation
remarquable due 3 Euler entre le nombre des faces, le
nombre des sommets et le nombre des arétes d'un
polyedre convexe quelconque : sion appelle IY, S, et A
les nombres en question, on a toujours

F4+S—A=2

Ezxemple : Une pyramide admettant pour base un
polygone convexe de n cotés an 4 7 faces, n +7 som-
mets et 2n arétes, on a bien :

n+1+n+1—2n=2

On appelle polyédre régulier un polyédre dont toutes
les faces sont des polygones réguliers égaux entre eux.

11 résulte des propriétés des faces des angles polyé-
dres que, comme par chaque sommet, il doit passer an
moins 3 faces, ces faces étant égales, chacune d’elles

doit étre inférieure a —g*—d’angle droit, les polygones

de face doivent donc étre au plus des pentagones régu-
liers dont I'angle vaut 108°.

En essayant de grouper successivement 3 & 3, 4 4'4,
5 & 3, etc., les différents polygones possibles, & savoir :
triangle équilatéral, carré, pentagone convexe, on ne
trouve comme possible que 5 polyddres réguliers dont
les caractéristiques sont données dans le fableau snivant:

N Nombre F Nombre S Kombre
da P ?md o | b mature et nature des F 4 S-A
u Bolyetrs: des Faces. des sommets. | arbtes

Tétraddre. | 4triangl. éq.| 4 angles triédres.! 6 | 4+ 4- 6=2
Cube. 6 carrés. 8§ — — 19 | 64 8-12=9
Octagdre. 8 triangl. éq.| 6 angles trétraed.] 12 | 8 4+ 6-42=2
Dodécaédre.|12 pentagones. |20 angles triddres.| 30 {12 20-30—=2
Icosaddre. [20 triangl. éq.|12 angles pentadd.] 30 {20+ 12-30 =2\

On peut remarquer de suite, & I'inspection du tableau

précédent, que les 4 derniers polyédres s’accouplent
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deux & deux : le nombre des arétes étant le meme et
celui des faces de I'un étant égal & celui des sommets
de Pautre ; le tétraddre dans ces conditions se corres-
pond & lui-méme. Cette correspondance se poursuit en
remarquant qu'en joignant convenablement par des
segments de droite les centres des faces d’un polyédre
régualier, on obtient un aulre polyddre régulier ; ainsi
le tétragdre donne un second tétraédre ¢ le cube donne
un octaédre etl'octaddre donneun cube; le dodécacdre
donne un icosagdre et 'icosacdre redonne le dodécacdre.

Signalons enfin la propriété {rés importante suivante
‘des polyédres réguliers : Tout polyédre régulier est in-
scriptible @ wne sphére el circonscriptible @ une dewxiéme
sphére concentrigue ¢ la premiére. Les points de contact
de cetle deuxiéme sphére avec le polyédre sont les
centres des faces.

Remarquons enfin que tous les polyédres réquliers con-
vexes d'une méme espéce sont semblables : un seul paramétre
de grandeur suffit & les définir complétement en gran-
deur.

Cette remarque joue un rdle irés emportant cu géomde-
trie descriptive, car elle permet d’appliquer anx polyeé-
dres réguliers la méthode des figures semblubles quand on
veut, soit les construire, soit déterminer an de leurs
éléments de longueur, un autre élément étant connu.

Par exemple, pour connaitre lardfe dun octaddre
régulier connaissant le rayon r de la sphére inscrite, il
suffira de construire un oclatdre régulier de dimensions
quelcongues, d’en mesurer le rayon de la sphére inscrite
7 et lartte o, V'aréte a cherchée de Poctaddre de
rayon r sera donnée par la proportion : '

=71 X ;—f,—f

Les calculs peuvent d'ailleurs dtre remplacés par une
homothétie convenable effectuée sur Vépure.

Proposons-nous maintenant de mettre en projections
connaissant la longueur de leurs arstes, les différents
polyédres réguliers placés par rapport aux plans de
projection dans certaines positions particulidres.

REPRESENTATION D'UN TETRAEDRE REGULIER RE-
POSANT PAR UNE DE SES FACES SUR LE PLAN
HORIZONTAL.

Par suite de la symétrie ternaire évidente que présente
ce solide, la projection horizontale sera constituée par le

(riangle équilatéral de hase et les trois segments rectili-
gnes allant du centre de cette base aux (rois sommets,
~segments qui représenteront les frois arétes latérales. La
projection verticale se déduit ensuite immdédiatement
de la projection horizontale & condition de counaitre Ia
haufeur du tétraddre. Or, cette hauteur est le deuxiéme
coté de Vangle droit d'un f{riangle reclangle dont I'hy-
poténuse est une aréle el le premier coté de angle

Fig. 1.

droit est la distance d’un sommel au centre de la face 4
laquelle il appartien(. Sur Pépure (fig. 1) le triangle
de base étant (abe, a't'¢’) et le quatridme sommnet
-Gtant projeté horizontalement en s, on a rabatlu le
triangle SAG (G centre de la hase) en s, ¢ @ el ona
ainsi en gs; la hauteur du fétraddre, d’or la projection
verticale s’ du sommet. Le calcul donnerait de méme
2 abV3  ab/3

379 T 73

. T 3 §
et par suite 8,9 — \/ab2 — Qg_ = ab \/%}: ab 1/.3@

==
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REPRESENTATION D'UN TETRAEDRE REGULIER
DONT UNE ARETE EST VERTICALE

Les arétes opposées d’un tétraddre régulier étant
orthogonales, si Paréte AB est verticale, I'aréte opposée
CD est horizontale, le plan horizontal qui passe par CD
coupe AB en son miliew M la distance du milieu M de
AB aumilieu P de CD est la hauteur d’un triangle iso-
cele dont on connait la longueur de la base CD et la
longueur des cotés égaux MG et MD qui sont les hau-
teurs des faces du polyédre. On a construit sur 'épure

Fig. 2.

(fig. 2) la longueur MP en projection verticale dans le
plan de front passant en AB, en construisant d’abord
une face en «'l/¢’, en prenant la hauteur ¢,/ m’ puis en cons-
truisant en m/p/¢’; un triangle rectangle d’hypoténuse

. CD
w'c, ot de coté delangledroite’ )/, égal & 5t le second

cOté m'p!, est la distance cherchée. On a alors de suite
en abed Ta projection horizontale (la direction de ed

tale on déduit la projection sur le mur &'b’c’d’ immé-
diatement. Le calcul donne de suite également
e}

L, ab'v3
m'e', =

1=
d’on _
B 3
o (/3 a2 a W2
mp, = _"‘*“4 s —“"“4 = 9

REPRESENTATION D’UN TETRAEDRE REGULIER DONT
DEUX ARETES OPPOSEES SONT HORIZONTALES

Dans ce cas, si AB et CD sont horizontales, le seg-
ment MP de leurs milieux est vertical. Or, dans 'épure
précédente, on a calculé et construit la distance MP en

6

)

a

Fig. 3.

fonction de la longuenr d’artte ; remarquons ici que
la projection horizontale du solide est un carré abed

a bté prise arbitrairement) et de la projection horizon-

ayant pour diagonale les deux arétes, la distance MP
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sera donc le coté de ce carré et M étant pris arbitraire-
ment ainsi que la direction de ac, il est facile de
construire le carré abed et d’en déduire la projec-
tion &'b'c’d’ sur le mur, la distance des deux paral-

Ieles b'd’ et a¢’ étant m'p’ = ac % = ab (fig. 3).

Remanoue. — Dans tous les problemes de construe-
tion d’un tétraddre régulier, quelles que soient les don-
nées, on peut se ramener d'abord par un caleul ou une
construction & connaitre I'ardte, puis par un déplace-
ment & mettre le solide dans une des positions étudides.
Le polyédre étant ainsi construit on en déduira ensuite
facilement les projections dans la position demandée.

Enfin il est bon de se souvenir que le développe-

i 1

£

770

E]
Fig. +.

ment d’un tétraddre régulier se compose de 4 triangles
équilatéraux égaux formant un nouveau triangle ¢qui-
latéral de dimensions quadruples de celles des faces
(fig. 4).

REPRf-SENTATlON D’UN CUBE AYANT UNE DIAGONALE
VERTIGALE

Nous nous appuierons sur la propriété suivante d'un
cube : les projections des sommets d’un cube sur une diayo-
nale se font aux tiers de cetie diagonale, les projections des trois
sommets les plus voisins d'une extrémité de cette diagonale
étant confondues aw méme point (fig. B).

Considérons en effet un cube de diagonale AG et
projetons le sommet B voisin en A en B’ sur celte dia-
gonale ; le triangle ABG estrectangle en B, on a done :

AB’ = AB’ x AG

or, si on pose AB —=a«,
ona:AG=aV3
et par suite :

AR = L = Zay3=
B av3 343

1
—gAG

ce qui démonfre le théoréme énoncé, si Von tient
compte des symétries évidentes du cube.

A B
D Wy

B

ool F
H —¢

IMig. b.

Cela posé, proposons-nous de construire un cube dont
on donne la longueur de 'aréle AB == a sachant que la
diagonale AG esl verlicale el supposant que Paréte AB
soit de front.

On consteuira tout d’abord en @9, la longueur
AG == a ¥¥ do la diagonale & l'aide de deux trian-
gles rectangles, 'un "iﬂ;;(\)(_:(\,le o bt Uiy == af;, == 4},
Vautre aybyg, (by, == ab, == 90°) puis, on tracera dans
co triangle la hautear b0, qui est égale & la longueur
de la projetante BB de B sur Alx dans le cube.

Ces construclions préliminaires achevées et la dia-
gonale AG 6tant mise en place, on remarquera que les
6 sommets du cube autres que A el G se projetteront
tous, par suite de la symdéiric du cube sur le plan
horizontal & une distance de a égale a byb', ; de plus, la
remarque faite plus haut nous fera connaitre les cotes
de ces points 3 par 3, & savoir %« ol %?
lartéte AB est de front, il sera alors facile de placer le
point B et ensuite de tracer les deux projections du
solide : la projection horizontale sera formée par un
hexagone régulier et ses trois diagonales centrales ; la
projection verticale sera formée par un rectangle traversé

: sachant que

par [a droite joignant les milicux des deux grands cotés.
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On a effectué sur I'épure (fig. 6) les constructions
qu'on vient de résumer.

truire et avoir ainsi la longueur du coté AH, or, cette

longueur est égale & celle de la projection verticale a’4’

cherchée de AK. On aura donc & exécuterles
constructions suivantes :

1° Construire un triangle égal & AKH, ce

< qui a été fait sur I’épure en a'6'F/, ;

< 2° A porter en a'k’, &’ étant sur 1’horizon-
tale de 0’ une longueur égale & o'/, = AH;

3° A rappeler %" en k sur le cercle de centre
| a et de rayon ab ; 'angle kab est 'angle cher-
| ché (.
| Remaroue. — Enfin, si Pon voulait repré-
; senter un cube dont une diagonale soit quel-

Au cas ou 'aréte AB, au licu d’étre-de front devrait

I
)
5

a

G e

faire un angle « avec le mur, il
suffirait de faire subir au cube
construit dans la position précé-
dente une rotation autour de la
, verticale AG d’un angle 8 qu’il
Q est facile de construire (fig. 7).

Soit (ab, ¢'l’) la génératrice
de front qu’il faut amener en
(ak, 'k’ telle que Pangle de AK
avec le plan de front soit « :
appelons H la projection de K
sur ce plan de front, nous au-
rons dans le 'ffi&\ﬂgl@ KAH rec-
langle en I, KAH =« par défi-
nition de 'angle d’une droite el
d’un plan. Comme de ce triangle

Fig. 7.

on connait déjh AK = AB = a'lf, on peut le cons-

F conque, on ameénerait la droite UV, qui doit
' porter la diagonale a étre verticale & l'aide
d’une rotation autour d'un axe horizontal passant par
cette droite et perpendiculaire au plan vertical proje-
tant UV ; on construirait alors le cube dans cette posi-
tion, ainsi qu’il a été indiqué, puis la rotation inverse
Pameénerait & avoir UV pour diagonale, il resterait en-
suife & le faire fourner autour de UV de facon & amener
I'aréte AB a faire I'angle a voulu avec le plan vertical.

Un autre procédé consisterait & menerpar le point
A de la droite UV une droite AB de longueur donnée
faisant unangle «avecle plan vertical etun angles — o
avec la droite UV (@ étant I'angle usuel des rayons
d’ombre & 45°).

Pour avoir une telle droite, il suffit de prendre 1’in-
tersection de deux cones de révolution de sommet A,
I'un ayant un axe debout et pour demi-angle an sommet
% — a lautre ayant pour axe UV et pour demi-angle au
sommet 3 — . On verra plus loin la méthode pour
déterminerune pareille intersection. L'aréte AB placée,
on terminera facilement la mise en place du cube en s’ai-
dant de la propriété énoncée au début de ce paragraphe
et des symétries du cube.

REPRESENTATION D'UN OCTAEDRE REGULIER
A DIAGONALE VERTICALE

Si la diagonale AF est verlicale, le plan diagonal
BCDE qui forme un carré est horizontal, étant perpen-
diculaire au milieu O de AE. Remarquant alors que la
diagonale de I'octaedre est la diagonale du carré ayaut
I'aréte pour coté, on peut de suite construire AF et en-
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suite le carré BCDE en se donnant arbitrairement la
direction de OB par exemple dans le plan horizontal du

rig, 8.

point O. L’épure (fig. 8) montre le tracé facile & effec-
tuer dans ce cas. '

REPRESENTATION D'UN OCTAEDRE REPOSANT
SUR LE PLAN HORIZONTAL PAR UNE DE SES FACES

ABC étant la face de base, remarquons que le centre
O de l'octaddre est projeté horizontalement au centre:
(r de la face ABC. La distance OG est égale au rayon
de la sphere inscrite dans 'octaédre, on construit donc
(ou on calcule) ce rayon par la méthode des figures
semblables. Par le calcul on trouve en remarquant que
0G est la hauteur d’un triangle rectangle ayant pour

. AB ABY2 |, ABYV3
cOlés —'&Z—, ) et 5
AB _ ABV2
oG __...._.____7-’7 N
T ABY3
R R
. ABVZ  ABYG
=3 ="%

Par la. géométrie on construit un carré de coté
AB dont on prend la diagonale AC et on construit un

. ... AB AC
triangle rectangle ayant pour cotds 5~ &t -A*-)E‘ la hauteur
] ]

de ce triangle est égale & OG. Cette longueur calculée
on a facilement la projection verticale o du centre de
I'octaddre et par symétrie les 3 autres sommets E. F, G

Fig. 9.

de Voctaddre. Los constructions indiquées sont effec-
tuées sur I'épure (fig. 9). On aplacé le coté BG de bout;.
dans ces conditions la projection verticale est formée
d'un losange et d'une de ses diagonales. On pourrait
méme & Vaide de cette remarque faite & priori simplifier

Fig. O bis.

la construction quelle que soit la position de BC, la pro-
jection horizontale est toujours formdée d'un hexagone
régulier et de sey diagonales non centrales. On a tracé
(fig. 9 bis) 1e développement de octaddre b I’échelle 1/2.
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REPRESENTATION D'UN DODECAEDRE REGULIER RE-
POSANT PAR UNE DE SES FACES SUR LE PLAN
HORIZONTAL.

Autour de la face horizontale ABCDE se groupent
5 autres pentagones ayant avec le premier une aréte
commune ¢t de méme, de proche en proche, une aréte
commune entre cux. L'ensemble de ces 6 pentagones
forme la moitié du dodécaddre cherché; il suffira de
faire une symétrie autour du centre du dodécaddre
pour l'obtenir tout entier. En résumé pour construire
ce solide : 1° on placera sa base dans le plan hori-
zontal; 2° on placera un des pentagones adjacents;
3° on déduirales quatre autres pentagones de ce second

Fig. 10.

par des rotations multiples de 72°; 4° on déterminera
le centre O du dodéeaddre & l'intersection des deux
axes de deux pentagones; 5° on fera une symétrie par

rapport au point O de I’ensemble déja obténu de la
figure. v

Pour placer un pentagone adjacent & celui de base, la
base étant placée dans le plan horizontal, on supposera
(fig. 10) qu’un des cotés de cette base DE est de bout,
le pentagone oblique admettant aussi DE pour aréte
aura son plan de bout, il suffit pour le construire de
connaitre I'angle que fait ce plan avec le plan horizon-
lal, c’est-a-dire Uungle diédre du dodécaedre. Pour cela
supposons rabattus sur le plan horizontal autour de AB
et de BC les deux pentagones ayant respectivement en
commun avec la base les deux arétes AB et BC, leur
aréte commune BK issue de B est rabattue d'une part
en bk, d’autre part en bk,; le point K est donc relevé
en k. En construisant alors en Bke ce triangle de ra-
battement on a en kBp l'angle de rabattement qui est
justement I’angle cherché.

La construction donne de plus en akl le troisiéme
coté du pentagone oblique, d’oi on déduit la projection
horizontale.

On place alors de suite les sommets du pentagone
situé dans le plan de bout puis par rotation de mul-
tiples de 72° les autres pentagones; en plan I’ensemble
de ces penfagones est formé par un pentagone etun

o3

o

décagone convexes concentriques les sommets de 1’'un
étant de deux en deux sur les mémes rayons que les
sommets de I'autre, cés sommets étant rejoints par les
segments correspondants.

Fig. 10 bis.
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On a également déterminé la projection verlicale de
cet ensemble ; en relevant les différents sommets de la
projection horizontale on prend alors Pintersection O
des axes du pentagone horizontal et du pentagone de
bout, ce point est le centre du dodécaddre; ainsi que
nous I'avons indiqué, une symdtrie termine facilement
lamise en place en tenant compte des nombreuses véri-

Sidone celle diagonale est verticale Pensemble de ces
cing triangles forme la surface latérale d’une pyramide
réguliére 4 base penlagonale horizontale dont les arétes
de base sont égales aux arcles latérales; leur longueur
commuune étant celle des ardtes de icosacdre : on peut
facilement construire cetle pyramide, puis en en faisant
la symétrie par rapport au point de rencontre O de I'axe
Q’une des faces latérales avec la diagonale issue de A on
aura les six derniers sommels cherchés de icosaédre
A construire. Toules ces conslructions fros  faciles
ont 6L6 exéeulées sur Uépure (fig. 11).

On a placé de boul un des cotés de base de la pyra-
mide en question: la hauteur de la pyramide a éLé ob-
tenue en conslruisant le triangle de raballement corres-
pondant au point A dans la face latérale ABG: ce
riangle est a,a @, el T hautear aye,. Getle hauteur
Glant la cole du plan horizontal des sommels conligus AA,

- —q d,
- )
L. Aeke 5,
L /o
L ...< , g
- ,___fz {)
) ) e s
\___ N
-- - A\
. e e e e o ."-F‘l
i Fig. 11. K iy

-

fications que présentent les constructions de la figure.

Remangue. — En rabattant les cing pentagones adja-
cents & la base sur le plan de cetle base on obtient le
développement du demi-dodéeacdre ; en ajoutant a cotle
figure une figure identique accolde i elle le long d'une
ardte exlérieure on aurait le développement du dodé-
caddre entier (fig. 10 bis).

REPRESENTATION D'UN ICOSAEDRE A DIAGONALE
*VERTICALE

Si I'on considére les cing triangles équilatéraux qui
ont un sommet A commun, on voit de suite que par
symétrie les cing sommets autres que A sont dans un
méme plan perpendiculaire & la diagonale issue de A.

saconnaissance permel d'oblenir la projection verticale
de la pyramide. Gelle-ci tracée, la construction s’achéve
sans difficultés, On a tracé dgulement sur 'épure une
seconde projection verticale sur un mur de profil.

Fig, 12.

Le développement est formé par vingl liangles
équilatéraux disposés comme Uindique la figure 12.
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REMARQUE GENERALE SUR LA CONSTRUCTION
DES POLYEDRES REGULIERS CONVEXES

Au cas ol la donnée de grandeur ne serait pas la
longueur d'une aréte, on se donnerait arbitrairemeni
celte longueur et on construirait le polyédre corres-
pondant; une similitude permettrait ensuite de parve-

nir au solide demandé lui-meéme. Le rapport de cette
similitude scrait égal au rapport de la longucur de la
dimension donnée & la longueur de laméme dimension
mesurée sur le premier polyddre construit.

Au cas ou la position du polyédre & construire ne
serait pas une de celles étudiées, un déplacement per-
mettrait toujours de se ramener a un des cas étudiés.
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GENERALITES

Dans la méthode (que nous allons succinelement ex-
poser maintenant, la détermination d'un point dans
I'espace n’est plus obtenue an moyen de ses deux pro-
jections orthogonales sur deux plans reclangulaires,
comme dans la méthode de Monge, mais par une seule
projection orthogonale sur un seul plan. gu’on nomme
plan de comparaison, projection & laquelle on adjoint un
nombre nommé cle, (qui, & une certaine éehelle, mesure
la distance du point de Pespace & sa projection, Ce
nombre est unnombre algébrique ; positif, il correspond
& un point ‘placé au-dessus du plan de comparaison;
négatif, & un point plactd au-dessous.

La géométrie cotée est employée & de nombreuses
applications dont une des plus importantes est la topo-
graphie torrestre el marine : dans co cas lo plan de
comparaison est le plan horizontal du niveau moyen
des mers en un point choisi convenablement sur le
globe.

Dans les explications purement théoriques qui vont
suivre, on ne précisera pas quel est le plan de compa-
raison; d’autre part, les longueurs seront exprimdes
directerment en millimdtres et représentées telles sans
le secours d’dchelles de réduction ou d’amplification
comme on est naturellement obligé de le faire en topo-
graphie ; de méme, les cotes seront exprimées en milli-
motres et indiquées ainsi sur les Gpures.

REPRESENTATION D'UNE DROITE. — GRADUATION

La projection dune droite est une droite, sauf dans le cas
ot i droite est perpendiculadre aw plan de comparaison,
¢est-i=dire verlicale, car la projection esl alors un
point. Mais une droite tracde sur une épure de géomé-
(rie colée, sans aulre indication, ne représente pas une
droite, mais un plan vertical dont Tatrace estjustement

ccelte droite. Pour représenter effectivement une droite,

il faut & cetle projection ajouter les cotes de deux points.
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Fig. 13,

Soit, ainsi donnée, une droite AB (fig. 13), A de cote
30, B de cote 60, deux problémes se posent immé-
diatement :

PROBLEME 1. — Un point métant arqué sur lu projec-
tion d'une droite, en trowver la cote.

Soit m la projection du point de la droite AB ci-des-
sus indiquée. Supposons que M soil entre A et B
et que am == 37,5 ; ab étant 6gal & 125, il est bien Gvi-
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dent que les cotes varient proportionnellement aux dé-
placements horizontaux sur ab. On devra donc avoir,
en appelant i« la cote de M :

x — 30 60 —30

375 195
d’ou
303375
r =30 4+ 195
 30><162,5 4875 .
= = 195 = 3

Remanoue. — 11 faut bien remarquer que ce calcul
est un calcul algébrique et non arithmé-
tique, que les cotes sont des nombres algé-
briques ainsi que les nombres qui mesurent

Trouver sur la projection d’une droite la projection d’un
point de cote donnée.

Soit & trouver la projection sur la droite AB, précé-
dente du point de cote 20.

Dansce probléme encore on peut procéder en suivant
les deux voies indiquées dans D’exercice précédent
(fig. 14).

Tout d’abord on peut établir une proportion résul-
tant toujours de la proportionnalité des variations des
cotes aux déplacements horizontaux : appelant x le

segment am (m étant le point cherché) repéré a la di-

les segments wm et ab comptés sur la pro-
jection de la droite; il faudra donc choisir
sur ab un sens positif avant d’établir la pro-
portion ci-dessus.

Un deuxiéme procédé consiste & user d'une _
fagon déguisée de la méthode de Monge en LB;/
choisissant comme plan vertical le plan pro-
jetant la droite AB et un plan horizontal quelconque,
par exemple le plan passant par A. Dans ces conditions
les projections de A sont a, o (fig. 13), celles de B
sont b et i/, b’ = 30, les projections de M sont m
el w/ sur «/'l’, la cote par rapport au plan horizontal
de A est done mm’ qu’on trouve ici égale & 9 en me-
surant mm’ @ la méme dehelle que celle qui « servi d me-
surer bb'. Ordinairement on se donne & Yavance Céchelle
du dessin, c¢'est-d-dire la longueur qui, sur le dessin,
représente 'unité de longueur. D’aprés ce que nous
avons dit plus haut, quand 1’échelle n’est pas indiquée,
I'unité de longueur dans les épures qui vont suivre est

le millimdtre et 1'échelle est —l[ Il faut remarquer

également que certaines épures toutes descriptives,
peuvent étre enticrement effectuées sans utiliser I’échelle

‘

: e : , : 3
du dessin choisic (fig. 13). L’¢chelle en plan est — et
J

]
Péchelle des cotes —.

PROBLEME 1I. — Le second9probléme qui se pose
est le suivint :
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Fig. 14,

rection positive de « vers b, on a :

—

am 20— 30

wh 60— 30
ou
x __—10
1257 30
d’ont
— 1250 -
B o 5 41,60

On aura donc m en portant & partir de « une longueur
am==41,66 en sens inverse du sens positif, ¢’est-d-dire en
sens inverse de la direction de @ vers b.

Le deuxiéme procédé consiste encore d prendre comme
plan vertical de projection le plan projetantla droite AB :
la projection verticale de celle-ci est «/t', les points de
cote 20 de ce plan sont alors situés en projection ver-
ticale sur une paralldle & «b du coté opposé & celui ou
se trouve ' puisque 20 est inféricur & 30 et 60 supé-
ricur & 30. Le point m’ commun a cette paralldle ot &
a’t’ est la projection verticale du point cherché dont la
projection horizontale est rappelé en cm.
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APPLICATION

Ce dernier probléme recoit une application impor-
tante.

D’aprés ce qui précede, on sait trouver sur la projec-
tion d’une droite les projections de cote donnée ; ordi-
nairement on cherche les points dont les cotes sont des
nombres entiers dits points de cote ronde; cette opération
s’appelle graduer la droite; la distance comprise entre
les projections de deux points de cote ronde consécutifs
mesurée & 'échelle du dessin s'appelle Vinzervalle de la
droite ; la pente est l'inverse de I'intervalle; [I'éguidis-
tance est la. différence des cotes entre deux points de
cote ronde successifs représentds sur une droite; 1’équi-
distance est par suite 1 si tous les points de cote ronde
ont été indiqués. ’

Il est facile en se reportant & des formules élémen-
taires de trigonométrie de vérifier que si on appelle ¢
T'angle de la droite et du plan horizontal la pente est égale
@ tg.9; il revient donc au méme de se donner la pente
d’une droite ou I'angle qu’elle fait avec le plan hori-
zontal. '

La graduation d’une droite étant effectuée, les deux

problémes étudiés précédemment peuvent recevoir des
solutions approximatives rapides grace a la graduation :

L 65) b0).

A

c‘(w)
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Fig. 15.

en effet (fig. 15) par exemple un point p étant placé
entre deux points de cotes rondes successifs c et d de
cotes 40,45 (équidistance 5) on évalue a I'ceil le rap-

port —Z% 6gal ici a’%‘em}iron, la cote du point p est
donc approximativement :
40+ 3 x 5=433
Le probléme inverse se traite évidemment de facon

analogue.

"PROBLEME III. — Revonnditre si deux droites AB et
CD se rencontrent ou non.

Si les deux droites AB, CD données se rencontrent,
le point p, commun aux deux projections ab, cd, doit
avoir méme cote calculée sur chacune des droites,

Or (fig. 16), en appliquant deux fois le probléme I on

trouve pour p les deux cotes différentes 45 et 40; les
deux droites ne se rencontrent done pas. '

DROITES PARALLELES

Deux droites paralléles ont des projections paralléles

et leurs angles avec le plan de comparaison sont égaux
et de méme sens, en conséquence, on reconnaitra sur

une épure le parallélisme de deux droites a ce que :

1> Les projections seront paralléles; '

20 Les intervalles seront égaux ;

3° Les cotes croitront dans le méme sens.

Ainsi sur I’épure (fig. 17) la droite AB est paralléle
4 CD mais n’est pas parallele ni & EF nia GH, car la
condition 2° n’est pas vérifiée pour EF et AB et la con-

ao) (;0 (sa)
¢(79) (f] (-0}
e Pa i

ﬂ5o}

J/io)

Fig. 17.

dition 3¢ n’est pas vérifiée pour AB et GH; on peut tou-
tefois remarquer que AB et GH ayant méme intervalle
sont également inclinées sur le plan de comparaison,
mais en sens inverse. ;

PROBLEME IV. — Mener par un point A de cote 30
d#5)

e
7
7
y J /
’ /
7 : ’
/
7/ ’

ya Z
aco _ f(é‘j)

. Fig. 18.

une paralléle & la droite CD,C de cote 1 0,D de cote 45.
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L’intervalle de la droite CD est égal a 55 en portanta

partic de @ sur ane paralléle ax & ed dans le sens de ¢
vers d unelongueur ab égale & ¢ on aura la projection
du point B de cote 30+ 35=65 de la paralléle AB
cherchée (fig. 18). -

REPRESENTATION D'UN PLAN. — ECHELLE DE PENTE

Un plan étant déterminé par trois points, deuxdroites
concourantes ou deux droites paralleles, on déduit de
la immédiatementsa représentation en géométrie cotée,

‘mais il existe une catégorie de droites de ce plan telles
que la donnée d’une seule de ces droites détermine com-
plétement le plan.

Ces droites sont les lignes de plus qrande pente du plan
qui sont perpendiculaires aux horizontales : si, en effet,
on donne une droite de plus grande pente d'un plan
graduée, on connait par 1a méme les horizontales du
plan dont les projections seront perpendiculaires & la
projection de la droite de plus grande pente, le plan
est donc bien déterminé. On appelle échelle de pente du
plan une ligne de pente de ce plan gradué; on appelle
pente et intervalle du plan, la pente et U'intervalle d’une
échelle de pente de ce plan.

PROBLEME 1. — Déterminer Péchelle.de pente du plan
passant par trois points : A de cote 35,B de cote 25,C de
cote 65. ! i

Soit (fig. 19) les trois points a (35), b (25), ¢ (65)

d@5)

/L

a(s)

- s

donnés. Marquons sur la droite «c le point d de cote 25
et joignons bd: bd est la projection de 'horizontale de |
cote 28 du plan ABC. En menant par b la perpendicu-

laire zby & bd et en menant par « la paralléle & bd qui |

rencontre hr ene, on a deux points, B de cote 25 et E de
cote 33 de 'échelle de pente cherchée: la graduation est
alors immédiate. Suivant I’habitude, on a, pour dis-
tinguer I'échelle de pente, doublé sa projection d’un
trait parallele trés voisin et plus gros.

On traiterait identiquement de méme les problémes
ott 'on demande de rechercher I'échelle de pente d'un
plan donné par deux droites paralléles ou concou-
rantes.

INTERSECTION DE DEUX PLANS

L'intersection de deux plans est une droite ; comme
en géométrie descriptive on en cherchera deux points
en coupant les deux plans par deux plans auxiliaires
qui, ici, seront pris horizontaux.

Les deux plans étant donnés chacun par leur échelle

d

G

9(55)

de pente (fig. 20), on trace par exemple les horizontales
de cote 25 et 55 et ’on a les deux points I de cote 25
et J de la cote:55 de 'intersection cherchée aux points
de rencontre des horizontales de méme cote.

La méthode peut étre difficilement applicable si les
échelles des deux plans ont des projections presque pa-
ralléles ; on est quelquefois obligé, dans ce cas, de passer
par Pintermédiaire d’un ou de plusieurs plans auxi-
liaires quelconques ainsi qu’il a été fait (fig. 21).

Au contraire, si lés projections des deux échelles de
pente sont rigoureusement paralléles (fig. 22), la construc-
tion se simplifie. En effet, dans ce cas, Uintersection des
deux plans est une horizontale puisque les horizontales des
deux plans sont alors parallgles. Il suftit donc de trouver
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I’horizontale commune, ce & quoi on parvient en prenant
un mur xy parallele aux deux échelles de pente, le
point commun aux deux projections verticales sur ce

t5)
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Fig. 21.

mur des deux échelles de pente est la trace de I'inter-

section cherchée, quon détermine alors immédiate-

ment par sa projection uv et sa cote. '
La construction se simplifie d’ailleurs encore en
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Fig. 22

remarquant que si I'on joint les points de méme cote
des deux échelles de pente, les projections .de ces
droites concourent sur la projection de l'intersection
cherchée. La démonstration de ce fait est immédiate
en remarquant la similitude des triangles uwb et guv, le

rapport—:i;i étant constant et égal au rapport —:—, des in-

tervalles des deux plans.

INTERSECTION D'UNE DROITE ET D'UN PLAN

La méthode est la meme naturellement qu’en géo-
métrie descriptive; on prend I'intersection
du plan donné et d'un plan auxiliaire mené
par la droite donnée. En géométrie cotée on

Erso)

Q(30)
\

|
\\u(ﬁj \\‘ ) :

Fig. 23.

détermine ce plan auxiliaire par la direction
de ses horizontales; le point commun a
I'intersection de deux plans et & la droite donnée est
le point cherché (fig. 23).

Au cas ot la droite donnée est parallele & 1'échelle
de pente du plan donné, on peut prendre pour échelle
de pente du plan auxiliaire la droite donnée, on est
alors ramené pour l'intersection des deux plans au cas

c(455) 860

a (30)

111/60)
Fig. 24.

\/7(50)

particulier étudié précédemment. On a effectué ainsi

Pépure (fig. 24).

DROITES ET PLANS PERPENDICULAIRES

Quand une droite est perpendiculaive & un plan, par
définition, elle est perpendiculaire & toutes les droites
du plan en particulier, donc aux horizontales, par suite,
la projection de cette droite sera perpendiculaire aux
horizontales du plan, donc parallele & la projection de
I'échelle de pente. D’autre part, il est évident que
I'angle 6 de cette perpendiculaire avec le plan horizontal
“est complémentaire de I’angle ¢ du plan considéré avec
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ce méme plan. On a donc, en tenant compte du sens des
angles :

tgy X 180 =—1
donc :
v Xp=—1
et par suite :
X =—1

en appelant, p et i, p’ et i’ les pentes et intervalles du
plan et de la perpendiculaire.

Connaissant alors un point A de cote 30, pour mener

par ce point A une perpendiculaire & un plan P donné
par son échelle de pente UV, U de cote 0, V de cote 60,
on méne par « une paralléle & uv et on porte sur cette
paralléle. & partir de @, dans le sens de » vers », une
—
longueur ab égale & L ———9.2-
up
obtenu considéré comme point de la perpendiculaire
cherchée a pour cote 30 4 60 = 90 (fig. 25).

=60¢"; le point B ainsi

u (o) 30 p(6a) sy
"~ 2 | e
N7~ ~

N~ /
N h \\ \\ : /
Mo ~_ N /
N
™ N-~ ’
N TNy
L . S
. 7 >
Foo) ~ e
N’Q’ /
[
i /
v/
E
1/
v
i
Fig. 25.

Pour avoir le pied de la perpendiculaire sur ce plan,
on prendra I'intersection de AB et du plan P en consi-
dérant par exemple un plan auxiliaire dont AB soit
I'échelle de pente : on trouve ainsi le point I de cote 56.

Enfin, pour avoir la longueur Al distance du point
A au plan, on utilise la projection verticale de AI sur
un mur constitué par son propre plan projetant, on
trouve ainsi le plan horizontal étant remonté en A,
ai’ = Al distance cherchée.

Remanoue. — Pour construirve sur I'épure un inter-
valle inverse de celui du plan, ou mieux soixante fois
cet intervalle, on a ¢levé en » une perpendiculaire v’
de longueur 60 & ut, jointw b v et mend en v/, v'w per-

pendiculaire & wv’, d’aprés les propriétés du triangle
rectangle on a :

WQ:: ue X ow

c¢’est-d-dire : '

80 =607 x ow

(,W:%(lzcsoa

On a toujours intérét & construire au lieu de # un
multiple aussi grand qu’'on pourra de i’ et & appliquer
la construction indiquée & 1'instant.

ANGLE DE DEUX PLANS

On appelle angle de deux plans, I'angle .rectiligne
d’un des diédres formés par ces deux plans: un tel
angle n’est évidemment défini d’une maniére unique
qu’en indiquant s’1l est ou aigu ou obtus.

Remarquons que cet angle est égal & celui de deux
perpendiculaires menées d’un point de I’espace sur les
deux plans. On est ainsi ramené, pour trouver I’angle
des deux plans, & chercher celui de deux droites qu’on
obtient en rabattant le plan de ces deux droites sur un
plan horizontal.

Sur I'épure (fig. 26) on a mené par le point A de

(L((a)

Fig. 26.

cote 20, deux perpendiculaires : AB (B de cote 50) et AC
(G de cote 50) aux deux plans P et ¢ définis par leurs
échelles de pente UV et XY, puis on a rabattu le plan
ABC autour de 'horizontale BC de cote 50, surle plan
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horizontal de méme eote: le point A est venu en a; ot

~

Pangle chorehé ost heye.

ANGLE D'UNE DROITE ET D'UN PLAN

On appelle angle dune droite D et d'un plan P
Fangle de la droite D et de la projection orthogonale DY/
de D sur P. Get angle est le complément de Pangle de la
droite D avec une perpendiculaire N au plan P. En
menant done cette perpendiculaire par un point de la
droite D, on est ramend pour avoir 'angle d'une droite

¢ (30)

Fig. 27,

et d'un plan &{rechercher I'angle de deux droites con-
courantes, ce qui se fait par un rabattement, comme
il a été indiqué ci-dessus ; sur Uépure (fig. 27) I’ angle
de la droite et de la perpeﬁd\mulmre est rahattu en bue
I'angle cherché est donc bayd;.

APPLICATIONS

PROBLEME. — Mener par une droite donnée un plan de
pente donnée.

Connaissant 1a pente p du plan on connait son inter-
valle 7 qul en est inverse. Par suite, on connait la
distance qui sépare les projections des deux points de
cotes données.

Prenons donc sur la droite donnée un point A de
cofe 30 et cherchons I'horizontale du plan demandé
qui passe en B de cote 10. La distance de « & cette
horizontale sera, d’aprés ce quiprécéde, égale i vingt fois
Vintervalle 7 du plan; si donc on trace de ¢ comme

20 .
centre un cercle de rayon 20 i = o I'horizontale de

cote 10 du plan cherché aura pour projection une des

tangentes issues de b & ce cercle. Le probléme comporte
done 2. 1 on () solutions, selon que b sera extérieur
au cercle en question, sur ce cercle ou intérieur au
cercle, ¢'est-i~dire selon que la pente de la droite
donndée sera inférieure, égale ou supérieure & la pente
donnée du plan. Sur I'épure (fig. 28) il y a deux solu-

Pig. 48.

tions, on a pris la pente du plan égale & 2, son inter-

1 . .
valle est donc 5 et la distance 20 i = 10 ; la distance ab

étant 30, il existe deux tangentes be, bd issues de b au
cercle de centre @ et de rayon 10), qui sont les horizon-
tales de cote 70 des deux plans ABC et ABD répondant
& la question; les échelles de pente de ces plans sont
acet ad.

PROBLEME. — Mener dans un plan donn?une droite de
pente donnée par un point donné.

Connaissant la pente p de la droite, on connait son
intervalle 4 qui en est 'inverse. Par suite, on connait
la distance qui sépare les projections de deux points
de cotes données sur la droite.

Prenons donc dans le plan donné le point A de cote 30
et tracons ’horizontale de cote 10 de ce plan, le point
B de cote 10 de la droite cherchée devra se trouver
d’une part sur cette horizontale, et d’aulre part sur le

‘ . . 20 g
cercle de cenfre ¢ ayant pour rayon 204 = %—; , puisque,

la différence des cotes de A et B est 20, la distance
desideux projections a et b doit étre 20 4. On aura le
point cherché en prenant un point commun & I’horizon-
tale de cote 10 et au cercle de centre « et de rayon

Le probléme comporte donc 2, 1 ou 0 solutions,

selon que l'horizontale en question sera ou sécante, ou

tangente, ou extérieure au cercle précédent, ¢’est-a-dire
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selon que la pente du plan sera supérieure, égale ou | & L'autre: 2° onméne & ce plan une perpendiculaire,
inférieure & la pente donnée de la droite. Sur I'épure | dont la direction est celle de la perpendiculaire com-

[ - mune; 3° on prend 'intersection d’une des droites avec
7 ’ y \ - .
\qjg) le plan mené¢ par Pautre parallélement & la direction
/

déterminée précédemment; 40 on méne par ce point
une parallele & la direction en question : ¢’est la per-
pendiculaire commune cherchée.

Comme vérification, cette droite doit rencontrer les
deux droites données, ce qu’on constale 4 la maniére
habituelle.

Sur Iépure (fig. 30), étant donndes les deux droites
AB et CD, on a mené par A la paralléle AE & GD, puis
par A la perpendiculaire AF au plan AEB.

Lintersection 1 du plan BAF et de la droite CD a été
obtenue au moyen du plan auxiliaire dont la direction
d’horizontale est CX. Parl on a mené la paralléle a AF
4 qui rencontre AB en J (presque confondu avee B sur
(fig. 29) il y a deux solutions; on a pris la pente du | I’épure). 1J est la perpendiculaire commune cherchée,

o

Fig. 29.

Wl vo

et on a donné celle de la | " Pl

plan égale &

droite égale z‘x%, le rayon du cercle a ‘ =
est donc 20 x 2 = 40, et la distance
dead l"hprizont:tle de cote 10 étant 20,
il existe deux points communs B et G de
cote 10 qui déterminent deux droites AB
et AC répondant & la question.

Remanoue. — Les deux problémes
quon vient de traiter sont identiques
aux deux suivanls :

1° Mener par une droite donnée un plan
faisant un angle donné avec le plan horizontal;

20 Mener dans un plan donné par un

|
| !
point donné de ce plan une droite faisant un | | !
angle donné avec le plan horizontal. | N [
| | !
PROBLEME. — Mener la perpendicu- :"/4 Lo . “ e L l\
Tasre commune @ dewr droites. Plus courte | ¥l S € (00)

distance de ces dewx droites.

, . . . : . Tig. 30.
Pour déterminer la perpendiculaire commune & deux ¢

droites : 1° On cherche un plan parallele & ces deux | le segment IJ rabattu sur le plan horizontal du point J
droites en menant par un point de 'une une paralltle | en ij, estla plus courte distance des deux droiles.



TROISIEME SECTION

GENERALITES SUR LES COURBES ET SURFACES

CHAPITRE PREMIER

GENERALITES SUR LES COURBES

DEFINITION

On dit qu’une courbe est plane quand tous ses points
sans exception appartiennent & un méme plan. Toule
courbe qui n'est pas phﬁw est gauche.

On appelle wngente & une caurbe (C) en un point
M de cette courbe. la limite MT vers laquelle tend la
position d'une sécunte MP & la courbe lorsque celle sé-
cante pivotant autour de M, le second point P se rap-
proche indéfiniment de M sur la courbe. Toutes les
courbes dont nous nous occuperons admettront une
langente en chacun de leurs points et ordinairement
une seule en exceptant cerlains points dits singuliers.

Tout plan passant par une tangente MT en un point
M d'une courbe (G) est appelé plan tangent i la courbe
en M. En chacun des points d'une courbe, il ya done
une infinité de plans tangents.

Nore. — La plupart des propriétés énoncées dans ce cha-
pitre le sont sans démonstration; on a donné de certains

autres théorémes des démonstrations intuitives qui peuvent

ftre considérées comme rigoureuses : seule la connaissance
de la géométrie infinitésimale permettrait de compléter et
rendre suffisamment précises les démonstrations en question.

On s'est primitivement proposé, dans Perposé qui va
swivre, de donner un tableauw d’ensemble des propriétés des
surfaces au point de vue de lewrs applications a lu géométrie

descriptive, sans chercher le moins du monde @ [aire euvre
de pur mathdmaticien.

Toule droile passant en M et perpendiculaire a la
langente est appelée normale en M & la.courbe, il y a
donc une infinité de normales en un point M d’une
courbe ; le licu géométrique des normales & une courbe
enun point est un plan qu’on nomme le plan normal a

Lan genle

/a[&/[ noginal’

t

Fig. 31,

la. courhe en ce point; le plan normal est évidemment
perpendiculaire & latangente correspondante et perpen-
diculaire a tous les plans tangents (fig. 31).

Parmi les plans tangents & une courbe en un point
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il en est un qui joue un role important dans la théorie
des courbes, c’est le plan osculateur. On appelle plan
osculateur & une courbe (C) en un point M, la limite
d’un plan passant par la tangente MT el un deuxiéme
point Q de la courbe quand le point Q se rapproche in-
définiment dupoint M sur la courhe. Toutes les courbes
(que nous considérerons dans la suite admettent en cha-
cun de leurs points, sauf exceptions singuliéres, un et
un seul plan osculateur. Le plan osculateur peut dtre,
considéré comme ayant trois poinfs communs con-
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Fig. 32,

fondus en M avec la courbe, il traverse done cette courbe
en M (fig. 32) et ¢’est le senl plan fangent qui jouit de
cette propriété.

La normale & la courbe en M qui est située dans le

est situé un point remarquable appelé centre de courbure
et qui joue pour les courhes gauches un role analogue
au role que joue le point du méme nom défini pour les
courbes planes (voir Programme d’admission a1'Ecole).

La normale perpendiculaire au plan osculateur est
appelée hinormale; sur clle est sitné un point appelé
centre de torsion dont le role se rapproche de celui du
centre de courbure. On définit en chaque point M d une
courbe C, la courbure, el la torsion (ui sont lés in-
verses des rayons de courbure et de torsion, ceux-ci
dlant les distances des cenlres correspondants au point
M. On peut se rendre compte d'une manidre grossidre
de la nature do ces Gléments de la fagon suivante :
Considérous une courbe plane, en un point M de cotle
courbe, nous savons ce que représente la courbure dela
courbe 5 tordons maintenant cotte courbe (supposée
realisée en fil de fer) de fagon A la faive sortir de son
plan, ce qu’on nomme la torsion en M reprosentera jus-
tement celle nouvelle déformation. Pour les raisons

expasées ci-dessus on nomme souvent les courhes gau-
ches « courbes & double courbure », la torsion portant
parfois le nom de « seconde courbure ».

La courbure proprement dite est liée & la variation
des normales principales a la ¢courbe : la torsion au con-
traive est lide & la variation des plans osculateurs ou,
ce qui revient évidemment au meéme, & la variation des
binormales.

PROJECTIONS D'UNE COURBE GAUCHE

En projetant soit parallélement, soit perspectivement
une courbe gauche sur un plan, on obtient évidemment
une courbe plane. Cetle projection est la section du ey-
lindre ou du cone projetant par le plan de projection.
Il résulle immédiatement de I que la tangente d la
courbe projection, en un point m projection d’un point
M est la trace sur le plan de projection du plan tangent
au cone ow au eylindre projetant en M : la tangente ¢ la

T .
\ /(G) ,/’/’/7’
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e

Tig. 39.

projection est done lo projection de la tungente en ginéral
(fig. 33). Mais il y a des cas d’exceptions.

Tout d'abord en général, si le point M est un point
simple de la courbe (C), le point m est également un
point simple & tangente simple. Mais si le plan oscu-
lateur & la courbe en M passe par le centre de projec-
tion (ouw est parallele & la divection des projetantes),
comme le plan osculaleur traverse la courbe en son
point de contact, la courbe projeclion traversera en m
la trace du plan projetant qui sera
tear: autroment dit, enm la courbe projection traverse
sa tangente, m est un point dinflexion (fig. 34).

Arrivons maintenant au véritable cas d’exceplion,
celui ot la tangonte en M elle-mdme passe par le centre
de projection (ou est paralléle aux projetantes) dans co
sa8 1o projection de la tangente dtant un point, le théo-

et le plan oscula-
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réme général cité ci-dessus est en défaut. Pour avoir
la tangente en m il faut prendre la limite d'une sécante

Fig. 34

me pivotant autour de m quand « se rapproche inddéfi-
niment de m sur la courhe. Or, @ est la projection d"un
point A de la courbe (C); la limite de ma sera done la
trace sur le plan de projection de la limite du plan pas-
sant par Mm et A ; or ce plan, par définition, est le plan
oseulateur. En de tels points la tangente & la courbe

Fig. 35.

projection est donc la trace du plan osculateur sur le
plan de projection (fig. 35).

Remarquons alors que : 1°la courbe traverse son plan
osculateur et que, 2° elle reste d’un méme eoté de tout
autre plan {angent. Donc en m la courbe traversera sa
tangente tout en restant d’un meme coté de toule antre

droite passant en m; ceci exige que m soil un point de
rebroussement.

APPLICATION

Comme exemple de ce que nous venons de dire, con-
sidérons une courbe gauche (C) et un de ses poinls M,
la tangente MT, la normale principale MN. et la binor-
male MB. Ces trois droites formen( un {ricdre (rirec-
tangle, le plan BMN est le plan normal en M, le plan
NMT est Ie plan osculateur el le plan BMT un plan
tangent.

Si maintenant on projette orthogonalement la courbe
(C) sur chacun de ces plans, la projection sur le plan
osculateur donnera une courbe admettant MT comme
tangente simple ; la projection sur le plan de la binor-
male admettra au conlraire en M un point d'inflexion,
car alors les projetantes sonl paralldles & MN el MN
¢lant situé dans e plan oscalalear, on est placé dans le

B

Pig. 86,

cas 6tudié du point d'inflexion puisque le plan oscula-
teur est paralldle aux projetantes; enfin la projoclion
sur le plan normal présente cn M un pointde rebrousse-
ment, car alors les projetantes sont paralldles  la tan-
gente MT perpendiculaire au plan BMN, el par suite on
se trouve bien placé dans le cas particulicr étudié ot
la tangente au point considéré est paralldle aux proje-
tantes (fig. 36).



CHAPITRE II

GENERALITES SUR LES SURFACES

GENERATION

Une surface peut étre déterminée comme lieu géomé-
trique d'un point mobile ou comme lieu géométrique
d’une ligne pouvant ou rester invariable dans son mou-
vement ou se délormer en se mouvant.

Ainsi la surface sphérique est Ie lien géométrique
des points situds & une distance donnée d'un point donné
fixe ; ¢’est Ia un exemple du premier mode de détermi-
nation d’une surface. Mais on peut encore oblenir une
surface sphérique en prenant le lieu géométrique d'un
demi-cercle tournant de 360 autour du diamétre qui le
limite. (Cestun exemple de géndration d’une surface par
une courbe mobile, mais de grandeur invariable. Enfin
si, considérant un cercle fixe de diamotee AB, on dé-
place un cercle de lagon que Paxe de ce cercle soit lou-
jours AB et de fagon que ce cercle rencontre loujours
le cercle de diametre AB, on obtient comme licu de ce
cercle mobile et de grandeur variable a nouveau une
surface sphérique. CGest I un exemple du mode de gé-
nération d’une surface par déplacement d'une ligne qui
se déforme en se mouvant. '

Souvent on engendre une surface en faisant varier

une ligne (G) de fagon & ce qua chaque instant elle
rencontre wie autre ligne (D). Dans ce cas la ligne G
est dite gendratrice ol la ligne D, directrice. Ainsi pour
les cones et eylindres Ta génératrice est une droite qui
pivote autour dun point tixe ou reste parallele & une
direction fixe, loul en renconleant une courbe quel-
conque fixe, Ta direclrice.

Comme antres exemples, cilons: 1°la généralion de
I'hyperboloide & une nappe par une génératrice recli-
ligne assujebtie & s’appuyer sur lrois divectrices recli-
lignes quelconques non dans un méme plan deux a deux

et non paralleles toutes trois & un méme plan; 2°la gé-
nération de I'hyperboloide hyperbolique par une géné-
ratrice rectiligne assujettie & rencontrer trois directrices
rectilignes ne se coupant pas et paralléles toutes trois
& un meme plan; 3° la génération de 'hélicoide de vis
d filet carré par une génératrice rectiligne assujettie &
roster parallele & un plan et & s’appuyer sur deux di-
rectrices, 'une rectiligne perpendiculaire au plan pré-
cident, I'autre étantune hélice tracée sur un cylindre de
révolution dont la premicre directrice rvectiligne est
laxe.

Au licu d’employer pour guider le mouvement d'une
génératrice une directrice que la génératrice doit tou-

jours rencontrer, on peut employer une surface v la-

quelle Ja génératrice doit toujours rester tangente.
Ainsi les cones ot eylindres peuvent ¢tre engendrés par
une génératrice pivotant autour d’un point fixé ou pa-
alléle & une divection fixe qui reste de plus tangente
d une surface directrice (uelconque.

Comme autres exemples de ce mode de génération
on peut citer les conoides & plan directeur et & deux
noyaux engendrés par une génératrice rectiligne assu-
jettie & rester parallele & un plan fixe ot & toucher deux
surfaces fixes, les noyaux.

Enfin, nous parlerons plus loin des surfaces envelop-
pantes engendrées par le déplacement continu d'une
aulre surface.

CLASSIFICATION DES SURFACES

On ne peul donner une classilicalion. complite des
surfaces, on les range cependant en plusieurs groupes
lels que toutes les surfaces d'un mame groupe jouissent
d"un certain nombre de propriétés fondamentales com-
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munes ; mais il faut bien remarquer que ces groupes
ne sont pas a définition exclusive et qu'une surface peut
appartenir & la fois a plusieurs groupes. On distingue
ainsi les surfaces réglédes qui peuvent étre engendrées
par le mouvement d'une droite: ce groupe se subdi-
vise lui-méme en sous-groupes («), les surfaces dévelop-
pables susceptibles d’étre appliquées sans déchirure ni
duplicature sur un plan (0), les surfaces gauches ne jouis-
sant pas de la propriété précédente. Parmi les surfaces
développables citons le nouveau sous-groupe important
des surfaces cylindriques et coniques.

Dans un autre ordre d’idées on considére les surfaces
moulures engendrées par le déplacement d'un cercle
dont le rayon varie suivant une loi donnée pendant que
le centre décrit une ligne (C), le plan du cercle étant a
chaque instant le plan normal & cetle ligne; un sous-
groupe extrémement important des surfaces moulures
se compose des surfaces de révolution pour lesquelles
la ligne G, lieu géométrique des centres, estimmédiate.
Encore dans un nouvel ordre d’idées on peut classer
les surfaces en tenant compte du nombre de leurs points
d’intersection avec une droite quelconque; ce nombre
s’appelle le degré de la surface, il estlié & des propriétés
analytiques trés importantes des surfaces.

Les surfaces du second degré, c’est-d-dire en deux
points par une droite quelconque se rencontrent
chaque instant dans la théorie et les applications et
jouissent de propriétés extrémement importantes qu’on
utilise {rés souvent en géométrie descriptive.

GONTACT DES SURFACES

Considérons une surface S que nous supposons en-

(AN

Fig. 37.

D
gendrée par le déplacement d’une ligne (G), s’appuyant
sur une directrice (D). Dans le mouvement de G tout

point M’ de cette ligne décrit une ligne (D") qui pourrait
en général remplacer la ligne D pour le guidage de G
(ig. 37). On peut donc considérer en chaque point M
d’une surface S deux lignes telles que (G) et (D) ; soient
alors MT et MV les tangentes en M & (G) et & (D) ces
deux droites concourantes déterminent un plan TMV
quon nomme le plan tangent & la surface S au point
M. A T'aide de théorémes d'analyse, on démontre qu’en
général, le liew des tangentes en un point M awr  courbes
tracies swr une surface S et passant en M est wun plan nommné
le plan tangent @ la surface S aw point M.

Le théortme est en défaut pour certains points dits
singuliers de certaines surfaces, fels sont par exemple,
les sommets des cones.

On trouve dans les cours de géométrie élémentaire
des démonstrations simples du théoréme énoneé dans le
cas des surfaces cylindriques coniques et de révolution.

Il résulte de ce qui précéde que les tangentes en M a
deux lignes tracées sur une surface et se coupant en M
déterminent le plan tangent & cette surface en M. Si de

Fig. 38,

ces lignes une ou deux sont des droites le plan tangent
en Mles contient (fig. 38).

Inversement, si une ligne (L) est I'inlersection de
deux surfaces (S) et (), la tangente en un point M de

Fig. 39.

la ligne L est Pintersection des deux plans fangents
en M aux surfaces (S) et (8%). On utilisera constamment
ces propriétés en géométrie descriptive (fig. 39).
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Comme exemple de la détermination d’une tangente
en un point de lintersection de deux surfaces (fig. 39 bis)
considérons un cone de sommet (S,5) de base un
cercle (0,0") dans le plan horizontal et un cylindre de

(') (ordinairement celle qui enveloppe 'autre) est dite

Vig. 89 bis,

base (¢,¢’) circulaire dans le plan horizontal et de di-
rection de génératrices (ub,a’h’). .

On a un point (m,m’) de lintersection de ces deux
surfaces & la rencontre des deux cercles de section
(w,w) et yy" des deux corps par le plan horizontal H'.

Pour avoir la tangente en m’, on prend I'inter-
section des plans (angents qui ont comme traces hori-
zontales Pun we, Vaulre vr : le point (£,¢) de rencontre
de ces traces est un point de la tangente cherchée, qui
est done (mt, m't').

Deux surfaces qui en un de lears points communs M
ont méma plan tangent sont dites tangentes en ce point
(fig. 40).

Deux surfaces qui ont tous les points d’une ligne
commune, out méme plan tangent, sont dites se raccor-
der le long de la ligne commune. Une de ces surfaces

Fig. 40.
circonserite & la seconde S, la surface S étant alors dite
imsrite dans la surface ' (fig. 41).

Fig. 41.
- Comme cas particulier signalons le cas d’un Iplan
tangent & une surface dont le point de contact s'est
6loigné indéfiniment, le plan prend alors le nom de

N

Tig. 42.

plan asymptote de la surfuce. De meéme, si la, ligne (L)
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suivant laquelle deux surfaces se raccordent. s'¢loigne
tout enticre a linfini, on dit qu'une des surfaces est
asymptote & 'autre.

On appelle normale & une surface la perpendiculaire
au plan tangent au point de contact de ce plan avec la
surface.

Tout plan passant par la normale est dit plan normal :
il en existe évidemment une infinité en chaque point
d’une surface, perpendiculaires tous au plan tangent
correspondant (fig. 42).

SECTIONS NORMALES. — INDICATRICE
THEOREME DE MEUSNIER

Pour certaines applications importantes & la géomé-
trie descriptive, nous devons maintenant mettre en
évidence plusieurs propriétés des surfaces relatives aux
rayons de courbure des courbes tracées sur ces surfaces.

Tout d’abord nous indiquerons que :

Etant donnée une courbe (G) trac’e sur une surface S, on
démontre qu'en un point M de (C) le rayon de courbure de (G)
est le méme que celui de la section plane de la surfuce par le
plan osculatewr-de I courbe (G) en M.

I1 est donc intéressant d’étudier la courbure des sec-
tions planes d’'une surface en un point. Pour cela on
peut tout d’abord considérer les sections planes dont
les plans passent tous par une méme tangente MT e,
parmi ces sections, considérer en particulier la section
normale, puis on peut ne considérer que les sections
normales passant au point donné ; cette double étude
ameéne & deux notions im-
portantes que nous allons

succinctement indiquer.

Les centres de courbure
de deux seclions planes
d'une surface dont les
plans passent par une
méme fangente MT sont
reliés I'un & autre par la
- propriété importante sui-

vante connue sous le nom
de : TugorimME pE MEUSNIER.
St on forme les sections d’une
surface S par dewx plans
P el P’ passant par une méme tangente MT 'un normal P,
Uautre oblique P, le centre de courbure O de la section oblique

est la projection orthogonale sur ce plun du cenire de cour-
hre O de la section normale (fig. 43).

Cela posé, rappelons-nous que les centres de courbure
des courbes sont des points de leurs normales principales
et considérons alors un point M de l'intersection de
deux surfaces S et S’ et la tangente MT en ce point M.

Du théoréme précédent il résulte que le lieu géomé-
trique des centres de courbure des sections planes
faites dans la surface S par des plans passant par
MT est le cercle décrit sur le rayon de courbure de la
section normale comme diamétre ; de méme, pour la
seconde surface : le point commun I & ces deux cer-
cles, autre que M, correspond donc & deux centres de
courbure confondus, ¢’est-d-dire & la section faite dans
les deux surfaces par le
plan osculateur & I'inter-
section au point M. La
connaissancedes centres
de courbure des sections
normales aux deux sur-
faces en M permel donc
de déterminer le plan
osculateur en M & Pin-
tersection (fig. 44), st
on se souvient alors que

Tig. dd.

dans certains cas ce plan osculateur sert & déterminer
la tangente 3 la projection de Pintersection, on voit
comment on sera amené b uliliser celte propriété en
géométrie descriptive.

Nous Pemploierons pour déterminer les tangentes
aux points de Uintersection de deux surfaces fournis par
la rencontre de deux contours apparents.

Considérons maintenant les sections normales autour
d’un point M d’'une surface S. Dans chacun de cesplans
normaux la courbe de section de la surface posséde

; ,
R.
les deux sens, sur les traces des plans normaux sur le
plan tangent deux segments MP, MP’, mesurés par le
nombre \/R : on démontre en géométrie infinitésimale
que le lieu des points A et A’ est une conique dont M
est évidemment le centre : celte conique s'appelle Iin-
dicatrice de la surface au point M. On I'utilise en géomé-
trie descriptive pour déterminer les tangentes en un
“point double de I'intersection de deux surfaces. De tels

une certaine courbure . Portons & partiv de M dans
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points sont obtenus quand les surfaces ont un plan
tangent commun en un de leurs points communs : dans
ce cas, la méthode signalée pour la détermination de
la tangente & I'intersection ne réussit pas et d’ailleurs
il passe par le point considéré deux branches de I'inter-
section.

Construisons alors avec la méme unité de mesureles
indicatrices des deux surfaces au point M : ces deux
coniques étant concentriques admettent deux sécantes
communes centrales. Ces deux sécantes communes
sont les traces sur le plan tangent des points oscula-
teurs en M aux deux branches de lintersection ; ces
traces sont donc justement les tangentes cherchées.
Dot un procédé de construction des tangentes aux
points doubles de I'intersection de deux surfaces. La
commodité du procédé dépend de la facilité de la con-
struction des indicatrices. On peut ordinairement par
des considérations de symétrie déterminer assez facile-
ment les axes des indicatrices.

SURFACES ENVELOPPES

Considérons une surface mobile,” se déformant ou
non dans son mouvement, nous considérerons les
deux cas ou, pour fixer entierement en grandeur et
position la surface, il faut en donner soit un, soit deux
points.

Dans le premier cas, appelons (C) la courbe d'inter-
section des positions S et S’ de la surface mobile, si
nous supposons que S’ se rapproche indéfiniment de S
la courbe (C) tend vers une position limite (T) qu’on
appelle la caractéristique de la surface mobile pour la
position S et on nomme enveloppe de la surface mobile
le lieu géométrique des caractéristiques (T) pour toutes
les positions de la surface.

Dans le second cas, au confraire, il existe une infi-
nité de manieres de faire tendre S vers S ; on ne peut
plus définir la limite de la courbe commune, mais on
peut mettre en évidence la position limite fixe d’un ou
plusieurs points communs aux surfaces S et S’ quand
S" se rapproche de S d’une fagon quelconque le lieu
géométrique de ces points, appelés points caractéris-

tigues, pour toutes les positions de la surface mobile se
nomme encore enveloppe de la surface mobile.

Donnons des exemples de surfaces enveloppes dans
ces deux cas. Considérons une sphére de nrayon cons-
tant dont le centre décrit une ligne (C) : un point donné
d'une de ces spheres suffit & la fixer ; nous sommes
donc bien dans le premier cas signalé : la limite de la
courbe commune & deux telles sphires infiniment voi-
sines est le grand cercle dont le plan est perpendicu-
laire & la ligne (C) au point correspondant, la surface
enveloppe de ces deux sphéres sera donc le lieu géo-
métrique d’un cercle de rayon constant dont le centre
se déplace sur une ligne, le plan de ce cercle étant
constamment normal & la ligne, cette surface porte le
nom de surface canal, c’est un cas particulier des sur-
faces moulures dont nous avons déja dit un mot. Les
cylindres de révolution sont des cas particuliers des
surfaces canaux.

Considérons au contraire une surface quelconque non
réglée S, les plans tangents & cette surface ne peuvent
étre fixés qu’en en donnant deux points, nous sommes
placés pour rechercher l'enveloppe des plans tangents
a cette surface dans le second cas signalé. Les points
caractéristiques sont évidemment les points de la sur-
face et I'enveloppe estla surface elle-méme.

Ainsi toute surface peut étre considérée comme I'en-
veloppe (de 2¢ espéce) de ses plans tangents : il ne faut
donc pas dire que toute surface enveloppe d'un plan
mobile est une surface réglée, cela dépend du nombre
de conditions nécessaires pour fixer la position de ce
plan mobile. Mais si le plan est fixé en en donnant un
seul point, si, comme-on dit, il ne dépend que d'un
paramétre, alors les lignes caractéristiques étant évi-
demment des droites la surface enveloppe sera néces-
sairement réglée et on démontre que cette surface ré-
glée est développable. _

Signalons enfin la propriété fondamentale des sar-
faces enveloppes.

THEOREME. — Chaque surface enveloppée est inscrite
dans la surface enveloppe le long de la ligne caractéristique
dans le premier cas tangente @ la surface enveloppe en tous
les points caractéristiques dans le second cas.
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REPRESENTATION DES SURFACES

Etant donnée une surface S, considérons un point A
et le cone circonscrit & la surface S de sommet A, ce
cone se raccorde & la surface S le long d’une ligne (C)
qu’on nomme contour apparent perspectif dans Uespace de
la surface S par rapport au point A. Sa trace (I") de ce

Fig. 45.

cone sur un plan P s’appelle contour apparent perspectif
en projection de la surface S par rapport au point A sur
le plan P (fig. 45).

Le contour apparent perspectif dans I'espace (C) sé-
pare sur la surface S supposée opaque les régions vues
du point A des régions cachées au point A par la sur-
face elle-méme.

Le contour apparent perspectif en projection délimite
surle plan P larégion de ce plan quela surface Ssupposée
opaque cache au point A. Sil’'on suppose que A est un
point lumineux (ombre au flambeau) on voit immédia-
tement que les courbes (C) et (I") sont les séparatrices
d’ombres propres et d’autres portées sur la surface S et
sur le plan P.

Si maintenant nous supposons que le point A se soit

éloigné a I'infini dans une direction donnée, le cone cir-
conscrit précédent a la surface S est devenu un cylindre
circonscrit dont les génératrices sont paralleles & la
direction dans laquelle A s’est éloigné, mais tous les
résultats subsistent en remplacant le mot « perspectif »
parle mot « projectil » dans les définitions précédentes.
Les applications aux questions d'ombre subsistent égale-
menl en supposant que le corps est éclairé par des
rayons Jumineux paralleles (ombre au soleil) (fig. 46).

Fig. 46.

Dans le dernier cas étudié on distingue les projec-
tions en projections paralltles obliques et projections
paralléles orthogonales selon que la direction des géné-
ratrices du cylindre projetant est. oblique ou perpendi-
culaire au plan de projection. Ce sont les projections
parallgles orthogonales qu’on emploie pour la repré-
sentation des corps en géométrie descriptive.

THEOREME. — Toute courbe tracée sur une surface S et
qui coupe en M le contour apparent dans Uespace a une pro-

Jection tangente en 1, projection de M, au contour apparent
en projection (fig. 47).
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Soit S la surface dont le contour apparent perspectif
dans I'espace par rapport au point de vue A est (C), le
contour en projection sur plan P étant (') ; soit, de plus,
(L) une ligne tracée sur S qui coupe (C) en M; tracons

A

Fig. 47.

les tangentes MT, MV en M & (C) et & L. ces fangentes
sont contenues toutes deux dans le plan tangent en M
qui, M étant sur le contour apparent, passe par A; ces
deux tangentes ont donc toutes deux pour projection la
trace m¢ de ce plan sur le plan P, les deux courbes (")
et (A) projection des courhes (C) et (L) sont donc bien
tangentes en m.

11 y aurait exception (fig. 48) au cas ou la tangente

/

r T
[ag A
l* m .
Fig. 48.

MV a la courbe (L) passerait par le point de vue A;
nous avons déja signalé que, dans ce cas, la tangente de
la projection n'est plus la projection de la tangente,
mais la trace du plan osculateur & la ligne (L) en M

point m la projection (A) présente un point de re-
broussement.

APPLICATION

On se sert du théoréme précédent en géométrie des-
criptive pour tracer les contours apparents en projec-
tion de certaines surfaces ou déterminer des sépara-
trices d’ombres portées : il suffit, en effet, de projeter
un certain nombre de lignes tracées sur la surface et
d’en prendre I'enveloppe pour avoir comme enveloppe

de ces projections les contours apparents ou sépara-
trices cherchées.

THEOREME. =— Lorsque deuxr surfaces sont circon-
scrites Pune @ lautre le long d’une ligne (L), les contours
apparents en projection de ces dewx surfaces sont tangents
entre eux auxr poinls projections des poinls communs a la
ligne L et awx contours apparents (fig. 49).

Remarquons tout d’abord que, les deux surfaces se
raccordant le long de la ligne L, si le contour apparent
dans Iespace (C) dela surface S coupe en M la ligne L,
nécessairement le contour apparent () de la surface
(8" passe également en M de la ligne (L) les plans lan-
gents & S et § sont confondus.

D’apres le théoréme précédent en m projection de M

sur le plan P; nous avons montré de plus qu'en ce

les tangentes MT & (L), MVa (€) et MV” & (V) ont toutes
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trois pour projection la trace du plan tangent commun
en M sur le plan de projection, donc les courbes ([
et (I'”) projections des contours (C) et (') sont bien
tangentes en m, et en ce point la projection (A)
de la courbe de contact (L) admet aussi la méme

tangente.
Cette propriété sera utilisée trés souvent en géométrie

descriptive.

CAS PARTICULIERS

Le contour apparent d'une surface engendrée par le
déplacement d’une génératrice est I'enveloppe des pro-
jections de ses génératrices.

Le contour apparent d'une surface enveloppe d’une
surface mobile est I'enveloppe des contours apparents
de la surface mobile.




QUATRIEME SECTION

CONES ET

CYLINDRES

CHAPITRE PREMIER

PLANS TANGENTS AUX CONES ET CYLINDRES

Les propriétés des prismes, pyramides, cones et
cylindres ayant été complétement vues au programme
d’admission & I’Ecole, nous ne ferons ici que rappeler
rapidement les propriétés de ces surfaces. Un certain
nombre d’exercices résolus dla fin de la premiére partie
sont d’ailleurs des applications de celte section du
cours.

GENERALITES

Un cone ou cylindre étant déterminé par le sommet
ou la direction des génératrices et une directrice ligne
ou surface, on obfient le plan
] tangent en un point M de
cette surface en prenant le
plan de la génératrice MP
qui passe en M et de la tan-
gente PT A la directrice au
point P (fig. 50). Remarquons
que si la directrice est une
surface il y a une infinité de
tangentes en P telles que PT.
T Cette construction résulte de
Fig. 50. ce que le plan tangent & un
come ou a un cylindre est

le méme tout le long d’une génératrice.

Pour mener un plan tangent par wn point A extérieur 3
un cone on & un cylindre, on moéne par A la droite AB
qui passe par le sommet du cone (ou est paralléle aux
géndratrices du cylindre), ¢t on méne par AB des plans

5
A '

Fig. 6l

tangents & la directrice qui sont les plans cherchés ; au
cas ou la directrice est une courbe plane, on prend la
trace C de AB sur le plan de cette courbe et on déter-
mine les plans tangents par les tangentes issues de G i
la directrice (fig. 51).

Comme exemples de plans tangents & wn cone
(fig. 51 bis), considérons le cone de sommet (8,8') ayant

pour basele cercle (0,0) dansle plan horizontal, menons
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lui des plans tangents par le point (a,d'); pour cela
joignons (Sa,S’a’) qui a pour face horizontale (¢,¢’); de
~(¢,¢’) menons des tangents cu, ¢t & la base les généra-

Iig. 51 bis.

trices de contact des plans tangents cherchés sont
(Su, S’y et (Se,S't') les plans tangents sont (Suac, S'w'a'c’)
(Stac,S'Va'c".

Meme construction si au lieu de mener les plans par
(¢,4') on les menait parallele b (88").

Pour mener un plan tangent parallélement & une direction

Tig. 52,

donnde ¢ un cdne on meéne une paralldle i la direction

par le sommet du cone et comme précédemment on
détermine les plans tangents au cone qui passent par
cette droife.

Pour résoudre le méme probléme swr un cylindre, on
détermine un plan P paralléle & la fois & la direction
donnée ef aux génératrices du cylindre, on méne ensuite
a la directrice du eylindre des plans fangents paralléles
au plan P qu’on vient d’oblenir; au cas ou la directrice
du eylindre est une courbe plane on détermine les
plans cherchés en menant & la directrice des tangentes
paralleles & la trace du plan P sur le plan de la di-
rectrice (fig. 52).

Menons (fig. 52 bis) & un cylindre de base le cercle
(0,0") et de direction de génératrices (uh,a’d") des plans
tangents paralleles & (8,6"). Pour cela par un point

Iig. 62 bis,

(n, m") de (8,0") menons une paralléle aux généralrices
du cylindre ; cette paralldle forme avee 88" un plan
dont la trace horizontale est (af,a’’), les plans tan-
gonts cherchés ont leurs traces horizontales paralléles
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af et tangentes au cercle 0,0’ ce sont donc les plans

(quk,g'w'k") et (htl,A'¢'1') dont les génératrices de contacl
sont (uk,'k") et (tl,'l").

APPLICATIONS

Les problemes précédents résolvent pour les cones
et cylindres les problémes de recherche des sépara-
trices d’ombres propres et portées sur un plan dans les
deux cas de rayons convergents et de rayons paral-
1eles.

D’autre parl, en menant & un cone ou & un eylindre

Fig. 63.

des plans tangents verticaux ou de bout, on détermine
les contours apparents en projection horizontale on ver-
ticale de ces solides (fig. 53).

PLANS TANGENTS COMMUNS OU PARALLELES

On ne peut pas en géndral mener des plans tangents
communs & deux cones, deux eylindres ou un cone el un
cylindre. Mais le probleme devient possible dans les
cas suivants :

1° Dewx cones ayanlou une direstrice comamune oule sommel
commun : si la direclrice cst commune, les plans tan-
gents mendés par la ligne des sommels & la directrice
résolvent la question (fig. 54); si le sommet est commun,
onmene des plans tangents communs par ce sommet

aux deux direclrices, ce qui s’effeclue facilement quand

Fig. 54.

ce sont des lignes complanaires en menant des fan-
gentes communes d ces lignes (lig. 55),

Fig. bi.

20 Dewr eylindres i génsrairices paralléles on @ divectrice
commatne : si la divectrice esl cominune, on méne a celle
divectrice des plans tangents paralliles a la fois aux
génératrices dos deux cylindres (fig. 56) 5 si les généra-

Tig. 5.

trices sont paralldles, on méne des plans  tangents
communs aux deux directrices paralldles aux généra-
trices, ce qui s'effectue facilement quand les directrices
sont des lignes complanaires en menant des tangenles
communes & ces lignes (fig. 57);
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3o Un cine et un eylindre ayant wne dirvecirice commune ;

Fig. 57.

les plans tangents communs sont alors les plans tan-

Fig. 58.

gents menés & la directrice commune par le sommet
du cone parallélement aux géné- "\
ratrices du cylindre (fig. 58).

Comme exemple de plans tan-
gents communs menons (fig. 58 bis)
a un cylindre de direction de géné-
ratrice (zb, a'd’) et &4 un cone de
sommet (S,S") ayant méme base le
cercle (0,0") des plans tangents
communs.

Pour cela par (S,S") menons une

\

eylindre se raménent immddiatement aux problémes
des plans tangents communs aux cones et cylindres
ayanl méme sommet ou méme directrice : il suffit,
quand c’est possible, de déplacer une des surfaces
homothétiquement de facon & lui donner soit sommet
commun, soit directrice commune avec l'autre sur-
face. On méne alors les plans tangents communs, puis
on redéplace la surface et le plan tangent obtenu,
de facon & la remettre dans sa premiére position et
grandeur ; les plans tangents communs accouplés avec
les plans déplacés, comme il est indiqué, résolvent la
question.

Quant au probléme de mener des normales communes
a deux cones, il se résout en menant d’abord des plans
tangents paralleles aux deux cones, puis en menant une
perpendiculaire commune aux génératrices de contact
de ces deux plans tangents paralleles, cette perpendicu-
laire commune est la normale commune cherchée, puis-
qu’étant perpendiculaire aux deux génératrices, elle est
par la-méme perpendiculaire aux deux plans paralléles
menés par deux génératrices. '

paralléle aux génératrices du cy-
lindre dont la trace horizontale
est (x,a’); du point o menons les
tangentes au,av & la base eom-
mune, les plans tangents cherchés
sont (auk,2 W'k et (avl,a’v'l') dont
les génératrices de contact sont
(uk,w'k) et (vl,’t') sur le cylindre
et (Su,S'u") et (Sv,8'v") sur le cone.

Les problémes de mener des
plans tangents paralléles & deux cones,
deux cylindres ou un céne et un




CHAPITRE 1I

SECTIONS PLANES

GENERALITES

La méthode générale pour déterminer I'intersection
de deux surfaces consiste & en rechercher des points et
les tangentes en ces points en opérant comme suil: on
coupe les deux surfaces par des plans auxiliaires choisis
de facon que les sections planes des deux surfaces par
ces plans soient les plus simples et les plus faciles &
tracer possibles; les points communs & ces deux sections
planes sont des points de l'intersection cherchée, les
tangentes en ces points sont les interseclions des deux
plans tangents aux deux surfaces aux mémes points.

Dans le cas d'une section plane, la section du plan
par le plan auxiliaire sera une droite quel que soit co
plan, on s'occupe done seulement de choisir le plan
auxiliaire de facon que la section de la deuxidme sur-
face soit simple, elle aussi: si, comme ici. on a allaire
& un cone, on pourra, en faisant passer les plans auxi-
liaires par le sommet du cone, avoir une nouvelle sec-
tion plane rectiligne; de méme, si on a affaire & un
cylindre on prendra des plans '
auxiliaires paralléles aux géné-
ratrices ; dans ces deux cas, on
pourra encore disposer de la di-
rection duplan de facon & obtenir
tel ou tel point particulier de
I'intersection comme nous le
'verrons plus loin; cette méthode
estdoncexcellente pratiquement
et théoriquement, systématisée
elte prend le nom de méthode des

Mais il existe encore une détermination commode
des plans auxiliaives lorsque fa base du cone ou du ey-
lindre considéré est un cerele silud dans un des deux
plans de projecltion; dans ce eas. il suffiva de couper
par des plans horizonlaux ou de front pour obtenir des
seclions circulaires faciles par suile & uliliser: o pro-
e6dé qui ne pewt Eve érigé en méthode géndrale peal venir on
aide au précédent el servir a la délermination de points
que ne fournivait pas facilement L premicee méthode.

A propos des seclions planes dilférents problemes
se posenl que nous allons indiquer rapidement.

Toul d"abord, rappelons que les poinls sur les contonrs
apparents du cone ou du cylindre seront délerminds en
faisant passer les plans auxilinires par les généralrices
de conlour apparent.

Proposons-nous ensuite de déterminer fes points de la
seelion plane ot les tangentes onl une divection donndée.,

2 '
’ ;
R E R .
N LR RS

projections coniques ou des projections obliques, selon la der-
ni¢re condition imposée aux plans auxiliaires de passer
parun point fixe on d’gtre paralldles & une direction fixe.

Fig. 59,
La direction donnée dlant A dans le plan séeant, on
considdre les plans langenls au cone ou au eylindre

b
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paralléles & cetle direction. Ces plans tangenls louchent
le cone ou le evlindre suivanl des généralvices telles
que SM, M étant e point de rencontre avee le plan sé-
cant, en M la tangente sera paralléle & A et le point M
répondra & la question: on est donc ramend, pour ré-
soudre le probléme posé, a résoudre un probléme ddéji
traité snr les plans tangents aux cones el aux eylin-
dres (fig. 59).

On peut alors. en particularisant la direction A déter-
miner les points de la section plane, 1 le plus hawt et le
plus bas, A étant horizontal: 2° le plus en avant et le plus
en arriére, A\ détant de front: 30 le plus a droite, le plus @

gauche, A étant de profil.

BRANCHES INTINIES

Cherchons enfin si la section plane présente des
branches infinies ; pour qu'il en soil ainsi dans le cas du
eone il faut et il sullit que le cone ait des génératrices
paralléles au plan sécant : on s’en rendra compte en
menant par le sommet du cone un plan paralléle aw plan
sécant : si ce plan coupe le cone, les génératrices de sec-
tion correspondent & des points de la section plane re-
' jétés a Vinfini. Pour le cylindre, sl y avait une géné-

Fig. 60.

ratrice paralléle au plan sécant, toutes le seéralent et la
section se composerait d'une ou plusieurs généralrices,
mais i} peut se faire qu'une ou plusieurs génératrices
du cylindre s’éloignent tout entidres & l'infini; dans ce
cas la section plane aura également des points & I'infini
situds sur ces génératrices. '

Dans tous les cas, les asymptotes, c’est-d-dive les tan-
genles en ‘ces points d I'infini sont obtenues en prenant
les traces sur le plan sécant des plans tangents aux
cones el aux cylindres le long des génératrices corres-

pondantes ; remarquons toutefois que dans le cas o la

génératrice est enticrement rejetée & linfini. le plan

a 5ylnfu"a e

Fig. 61.

tangent ne sera autre que le plan asymptote correspon-
dant (fig. 60 et 61). ‘
Prenons comme exemple de recherche d’asymptote

Fig. 60 bis.

(lig. 60 bis) celle de Vintersection d’un cone de sommet
(8,8 de base (0,0) par un plan PxQ’.
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Pour cela menons par (8.5') une frontale parallele au
plan sécant, dontla trace horizontale estff’; la droite ifj
paralléle & P menée par [ est la trace horizontale du
plan parallele auplan sécant mené par lesommetdu cone.

Cette trace coupe la base en (i.i"), (j.j') et par suile
le plan correspondant coupe le cone suivant (8i,5')
et (8,5)) qui sont des génératrices paralleles aux
asymptotes cherchées. .

Pour avoir ces dernitres je trace les tangentes i la
base en i et j, ce sont les traces horizontales des plans
tangents au cone le long de (Si,N'7") (8).87)7). Ces tan-
gentes rencontrent «P en « et v qui sont les traces hori-
zontales des asymptotes cherchées qui sont donc elles-
mémes les droites (wwe.u'w") (ve,v'w’) respeclivement

paralleles & (Si,87) et (S7,87)).

DEVELOPPEMENT

On développe un cone ou un cylindre en inscrivant
dans ces surfaces une pyramide ou un prisme dont les
arétes sont suffisamment rapprochées pour que erreur
commise en remplagant la surface cylindrique ou co-
nique par la surface inscrite prismatique on pyrami-
dale soit négligeable.

Sans insister sur le détail du développement qu’on a
vu dans le Programme d’admission a I'Ecole, rappelons
les propri¢tés principales des développements coniques
et cylindriques. ‘

THEOREME. — Lorsquon développe swr wn plan wn cone
ow un cylindre, loute courbe tracée sur lo surface se trans-
forme en une courbe dite transformdée telle que la longuewr
dun’ure de la courbe cylindrique ow conique soit dyale i l'are
correspondant de la transformse.

THEOREME. — Lorsquwon déreloppe sur un plan un
cone ow un cylindre les tungentes « la cowrbe (ransformee
font avec les transformeées des g nérvatrices les mimes angles
que la cowrbe cylindriyue ow conique fait avee les géinératrices
corresponduntes de la surfuce gauche.

D’une fagon plus vapide, nous dirons que los fon-
guewrs et les angles se conservent dans le développenient.,

1> TANGENTES A LA TRANSFORMEE

Tangente en wn point ordinaire. — Les angles se con-
servant, le probleme sera résolu si on peul connailre

Fangle de la tangente & la courbe dans espace avee la
génératrice du point de contact.

On obtient cel angle de la facon suivante :

Soit M le point de Uespace, w le point de la généra-
trice SM sur une directrice plane, T Ia trace de I tan-
gente en M avee le plan de la diveetrice, on construit
le triangle TMp. dont les éléments seront déterminds
sur I'épure. au moyen d'un rabattement, par exemple.

Au cas ou on ne pourrait commodément uliliser une
directrice plane, on choisirait sur la tangente MT un
point V el on construirait le (riangle SMV dlapres les
données de Pépure (lig. 62).

Remanoue. — Le colé T podu (riangle MT p prend
ordinairement Ie nom de sous=temgente.

20 POINTS D'INFLEXION DE LA TRANSFORMEE.
TANGENTES EN CES POINTS

THEOREME. — La transformée par développement & wne
seclion plane posséde un point d'inflerion e Points (rans-

Iigr, 63,

formds des points de Cespree powr lesquels fe plan tangent esy
perpendiculuire aw plan séeant
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Donnons de ce théoreme une simple explication sans
prétention. a la rigueur nécessaire & une démonstration
mathématique.

Soit M (fig. 63) un point de la section plane par un
plan P d’un cone S le plan tangent en M étant perpen-
diculaire sur le plan P.

Appelons X et Y deux points de la tangente MT en
M tels que SMX soit obtus et MY aigu et"prenons sur
la section plane deux
points I et If, I du coté
de X, K du coté de Y
on aura :
puisque 'angle le plus
petit el angle le plus
grand que fait une droite

avec un plan sont les

angles formés  par la

droite avec sa projection orthogonale sur le plan.
Comme nous savons que les angles se

conservent dans le développement. nous

Q7

aurons (fig. 64) :
P NN N NN
suer > simi el sk > smy

Ceci étant vrai, si rapprochiés que soient
iet k deom, pourvu qu’ils restent de part et
d’autre de m. On déduil de 1a immédiate-
ment la forme de la courbe transformde
dans le voisinage de m qui apparait hien
étre un point d’inflexion.

On aura done les points de la section
plane qui donneront les points d’inflexion
de Ia transformdée en menant des plans tan-
gents au cone (ou au cylindre paralldles &
une perpendiculaire au plan sécant.)

APPLICATION

Les points d'inflexion de la transformée d’une base
située dans un des plans de projection sont fournis par
les points sur les contours apparents” correspondants ;
ces points existeront done ou non, selon qu’il y aura ou
non des contours apparents sur le plan de projection
considéreé.

CONES ET CYLINDRES DU 2°¢ DEGRE

Les méthodes et résultats généraux rappelés & I'ins-
tant sont bien naturellement applicables aux cones du
second degré.

On peut au contraire préciser certains points et
donner des résultats complémentaires.

1° NATURE DE LA SECTION PLANE D'UN CONE

Cette section sera une des trois coniques : une ellipse,
si le plan parallele au plan sécant mend j)al* le sommet
du cone ne le coupe pas; une parabole, si le méme plan
est tangent au cone; une hyperbole, si le méme plan
coupe le cone suivant deux génératrices dislinctes.

9 NATURE DE LA SECTION PLANE D'UN CYLINDRE

La section plane d’un cylindre par un plan non pa-
rallsle aux géndralrices est toujours de meme nature,
quelle que soit la diveclion du plan : ellipse, sile ey-
lindre est elliptique ; parabole, si le cylindre est para-
bolique ; hyperhole, si le cylindre est hyperbolique.




CONES ET CYLINDRES 37

3¢ AXES ET SOMMETS DES PROJECTIONS QB tant en plan que sur le mur. On méne ‘les bissec-

DES SECTIONS PLANES D’UN CONE trices wa en plan et '’ en projection sur le mur des

asymptoles : on a ainsi les axes des projections. On
coupe le cone par chacune de ces droites, les traces
des plans auxiliaires employés étant Ba puis 68 el on
trouve ainsi les sommets u et v de la projection hori-
zontale et les sommets 2" et ' de la projection verticale.

Sur la seconde épure (fig. 66) ona mené des plans tan-
gents paralléles & la direction Xs paralléle en projection
/ horizonlale & la perpendiculaire & Paxe transverse wo
/ pour avoir les sommets en plan : constructions ana-
logues pour avoir les sommets en projection sur le mur.
b) Cas de lu section parabolique. — Lo direction de
laxce cst celle de la généralrice SM de contact
du plan parallole au plan sécant mend par
le sommet du cone : le sommel X sera ob-
tenu en cherchant la tangen(e a la projection
perpendiculaire en projection horizontale a

Nous distinguerons trois cas selon la nature de la
section.

a) Cas de la section hyperbolique. — On délermine

o la direction de T'axe : c'est XT ot l'axe est oo
\ en plan sur I'épure (fig. 67); le {oyer est obtenu
W'
¢ R
,7" e’,/ ':\\
- N
I b
/!
4 l ! !
| P / l/ : l/l
Fig. 66, / / } /1y
d’abord les asymptotes par la méthode habilueile, les L :/ _L/ ], -41'?;’
bissectrices des projections des asymptotes sont les axes™ S \\'1\ & § @{
cherchés; on aura donc les sommels en prenant les e \; )
points d’intersection de ces bissectrices siluées dans le " A ‘Yf ~x
plan sécant avec le cone. Une seconde méthode consis- '. '}“
terait & cherclier les points de la section on les tan- | 4!
genfes sont paralléles en projection horizonlale & I'axe ! /’ A SY&
non transverse. Ces construclions onl 6l effecludes U i
(fig. 65 et 66). /|
Le plan sécant est PyQ’ le cone de sommet S a pour ro
base un cercle O dans le plan horizontal, la seclion est ‘
hyperbolique, car le plan parallele & PyQ" mené par S ‘

coupe le cercle O en [ ef J.
Les)plans tangentsau cone le long de SI et SJ donnent
par leur intersection avec PyQ" les asymptotes QA el Fig. 67.
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facilement puisqu’on connait la tangente au sommet et
une tangente, au point J par exemple situé dans le plan
horizontal. On trouve ainsi le point ¥ sur I'épure. Mémes
constructions pour avoir I'axe w'v'. la tangente w6 au
sommet et le foyer " de la projection sur le mur,

c) Cas de la section elliptique. — La détermination des
axes est assez délicate ef longue: on détermine les
points de contact de deux tangentes paralléles i la sec-
tion, ce qui donne un digmétre de la conique, puis on
cherche les points situés sur le diamétre conjugué, soit
en coupant directement Ie cone par cette droite, soit en
cherchant les points de contact des tangentes & la sec-
tion paralléles an premier diamétre obtenu.

Connaissant alors deux diamétres conjugués en gran-
deur et direction, une construction géométrique (celle

Fig. 68.

de Chasles par exemple) permettra de déterminer les
| deux axes. Sur ’épure (fig. 68) le cone de sommet S

et de base le cercle O dans le plan horizontal a été
coupé par le plan PyQ)’" : on a déterminé tout d’abord
les tangentes horizontales de la section en menant des
tangentes au cercle O ‘paralléles & yP dont les points
de contact sont m et n; les points P et ) sur les géné-
ratrices SM et SN donnent les points le plus haut et le
plus bas & tangentes horizontales d’ou un diameétre PQ,
le cenlre ) et la direction horizontale du diametre con-
jugué. En coupant par le plan horizontal du point Q on
détermine les extrémités R et T de ce diamefre con-
jugué : on a donc dans les deux ellipses en projection
deux diamétres conjugués en grandeur et direction. On a
déterminé en plan seulement, par suite des dimensions
de I'épure, les axesde la projection & 'aide da théoréme
de Chasles : pour cela, considérant les deux demi-dia-
méfres conjugués wr, wg, on méne par ¢ une droite per-
pendiculaire sur wr et on porte sur cette droite deux
longueurs gz et g3 égales & wr, on trace ensuite le cercle
de centre o passant par wxf3; ce cercle coupe la tangente
en 'y en deux points, jet [ (j en dehors de 'épure), wj et
ol sonl les directions des axes cherchés; pour avoir

lear longueur on sait que wa est la somme et wf la dif-
férence des demi-axes, en reportant donc wf3 sur vz en
we et ol on a en af le grand axe et en ¢ le petit, d’ou
les quatre sommets cherchés, ¢ et z sur le grand axe,
v et w sur le petit.

4 AXES ET SOMMETS DES SECTIONS PLANES
D’'UN CYLINDRE

Méme marche & suivre que celle indiquée pour les
cones dans les trois cas selon la nature du cylindre.

5¢ AXES ET SOMMETS DE LA SECTION PLANE
DANS L’ESPACE

11 est assez rare que Pon ait besoin de ces droites et
points, mais ¢'ils élaienl demandés on rechercherait
d'abord par la méthode des tangentes paralléles, deux
diamétres conjugués de la conique en grandeur et en
position, el de ces diamétres on déduirait les axes ainsi

qu'il a déja été indiqud.

6o SECTIONS PAR DES PLANS HORIZONTAUX
0U DE FRONT

On peutdans ce cas obtenir assez rapidementun trace

de la conique, comme enveloppe des projections des
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sections horizontales ou frontales du cone. Ces PTojac

tions sont faites perspectivement & partir du somme foyers connus, le centre w, done le petit axe; pour avoir

g = \1' Qu | 108 sommets ¢ el d de ce pelit axe, on méne au cone
< e des tangenles paralldles & sw qui est horizontal :
pour cela on coupe par le plan vertical perpen-
diculaire & sw mené par o: le plan horizontal étant
remonté en o la trace o, sur ce plan de la paral-
léle & sw menée par S est rabattue en o (ici con-
fondu par hasard avee S). Il ne reste plus qu’a
mener de o, les tangentes en rabatlement et &
relever leurs points de contact # et v qui, projetds
perspectivement, donuent les sommets ¢ el d cher-
chés : on déduit alors de of et we le grand axe ab,
la courbe est assurée comme nous 'avons déja dit,

\}

par le tracé de plusicurs cercles bitangenls perspec-
tives des paralltles horizontaux de la sphére. Enfin
les contours apparenls horizontaux donnent sur
la perspective de P'équateur de la spheére des
points 7 et 7 et les deux fangentes en ces poinls.

SECTIONS CIRCULAIRES

En général un cone ou un cylindre du second
degré admet deux directions de plan donnant des
sections circulaires; ces deux sections sonl con-

cone pris comme point de
vue; s'il existe alors une
sphere inscrite dans le
cone (cone de révolution),
les perspectives des points
de contact des plans fan-
~gents & cette sphére paral-
1¢les au plan de projection

seront les foyers de la section
par le plan de projection.
On a ainsi déterminé sur
I'épure (fig. 69) les foyers f et f, de la scclion du cone S Fig. 70.

circonserit & la spheére O par le plan horizontal : par | fondues en une seule quand le cone ou le cylindre
raison de symétrie 1'axe de la seclion esl sf; ona, les | est de révolution. Ces sections circuluires peuvent ¢
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étre obtenues de Ta facon suivante @ o sait que deux
surfaces du second degré qui sont bitangenles, ¢est-
t-dire tangentes en deux points distinets, se coupent
suivant deux courbes planes: si done on considore
une sphére bitangente & un cone du deuxicme degré
Fintersection se composera de deax cercles el Ja ques-
tion de la recherche des sections cirenlaires sera ainsi
résolue (lig. 70,

Dans le cas ou 'on connait déja une direction de sec-

tion circulaire il est alors plus simple de considérer
une sphére passant par un premier cercle du cone, la
seconde courbe plane commune au cone ef a cette
sphere est un cercle dont le plan détermine la deuxiéme
direction de plans de section circulaire cherchée.

Ces deux directions de plans sont perpendiculaires i
un plan de symétrie du cone oblique et leurs traces sur
ce plan de symétrie sont antiparalléles par rapport aux

génératrices du cone contenues dans ce plan,




CHAPITRE 111

INTERSECTIONS DE CONES ET CYLINDRES

1° GENERALITES

La méthode générale indiquée s’applique nalurelle-
ment aux intersections de cones et de cylindres sans y
rien changer. Ajoutons seulement qu’on peut détermi-
ner la tangente non seulement comme infersection des
plans tangents, mais aussi comme perpendiculaire au
plan normal a la courbe d’intersection, ce plan normal
étant déterminé lui-méme par les normales aux deux
surfaces au point considéré.

Dans la recherche de l'intersection de deux cones,
on prendra des plans auxiliaires passant par la ligne
des sommets des deux cones; ces plans auxiliaires cou-
peront les deux surfaces suivant dés génératrices dont
les points communs seront des

nératrices cherchées, il suffira de prendre Uintersection
de Ia ligne avec le plan auxiliaive; au confraire, si on
a affaire & une surfuce divectrice, on devra d’abord re-
chercher la section de la surface directrice par le plan
auxiliaire et mener ensuite des langentes & cetle sec-
fion pour avoir les génératrices cherchées : ¢’est 1d une
opération toujours difficile & exécuter avec précision, si
simple que soit la surface dircclrice; aussi, la plupart du
temps, se ramenera-t-on, par des sections planes appro-
priées, & avoir des lignes et non des surfaces direcirices.

Admettant alors que les cones ou cylindres soient
définis par des lignes directrices planes, deux cas sont
encore & distinguer selon que les plans de ces diree-
trices sont confondus ou non,

pointsdel’intersectioncherchée. 6’

D’une facon analogue dans la "~ "\\\”'\"\’"\'“ - q
recherche de I'intersection d'un N Ryl
cone et d’un cylindre, on pren- \\ S
dra pour plans auxiliaires des N .~
plans passant par la droite paral- N} _ -7
lele aux génératrices du cylindre menée aK
par le sommet du cone et on procédera ¢
comme précédemment. : i ¥ "

Enfin, dans le cas de deux cylindres, les \ \
plans auxiliaires seront pris paralléles & la \\\ 9}
fois aux génératrices des deux cylindres. . P

Ay point de vue pratique, pour trouver ///
effectivement les génératrices situtes dans Y
un plan auxiliaire donné, on devra pro- , (;; i 71,

céder de deux facons différentes, selon
que les surfaces seront déterminées au moyen de sur-
faces ou de lignes directrices.

Si on a affaire & une ligne directrice, pour avoir les gé-

Considérons d’abord e cas ot les plans deg deux li-
gnes direelrices sont différents : soit wy Uintersoction de
ces detix plans (lig. 71), et supposons, pour fixer log

[t
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idées, qu’on ait affaire & deux cones de sommet Set T ;
on prendra les traces ¢ et ¢ de la droile ST sur les
ans dple base descones correspondants. Les plans auxi-
liaires auront des lraces sur ces plans de base passanl
par 6 et et se coupant au méme point (1) par exemple,
sur la droite xy; on les délerminera soit, par une de
leurs traces, soit par leur poinl commun sur .y, sclon
la commodité. Dans le cas d'un cone et d’un cylindre,
la droite ST devrait étre remplacée dans Pexplication
précedente par la paralléle anx génératrices ducylindre
menée par le sommet du cone el enflin, dans le cas de
deux cylindres, les points 6 et § n’existent plus, les
plans auxiliaires étant paralléles entre eux, leurs traces
seront paralleles entre elles sur chacun des plans de
base; il suffira de déterminer ces divections par le pre-
mier plan auxiliaire employd.

Considdrons maintenant 1o cas ou les lignes divec-
ricest sont complanaires, la consbruction so simplifie
alors; il suffit de déterminer les traces sur e plan de
base commun, ces traces passeront, dans les cas de
deux cones ou d'un cone el d'un cylindre, par un poinl
fixe 6, trace de la ligne des sommels ou de la ligne ana-
logue sur le plan de base commun, ou, dans le cas de
deux cylindres, seront paralltles entre elles, leur direc-
tion étant déterminée par le premier plan auxiliaire
employé (lig. 72).

En général, si les deux surfaces sonl convexes, les
hases seront ¢galement convexes el chaque plan wuxi-

Fig. 72.

liaire donnera qualre points de la courbe d'intersection.

On congoit alors qu'aprds avoir ulilisé plusicurs plans
auxiliaires, on ne pourrait plus se reconnailre surl’épure
si on ne prenait soin de numéroter avec précaution les

points trouvés. Nous donnerons Pexcellent proeddd de
nemdrotage indiqgued par M. Pillet dans son remarquable
Cours de géométrie descriplive, page 77.

1° Les plans auxilinives seronl indiqués par des chif-
fres romains ;

20 Sur une des bases les points seronl numarolds:

f el 11 8ils sont donnds par Te plan ne 1

2 et 12 ne Il

9ol 19 ne LN

30 Sur 'aubre base, les points recevreonl comme nu-

maéros des lellees :

a et o s'ils sonl donnés par le plan ne s

hoel @ s’ils sonl donnés par le plan ne 1

4 Un poinl de Tinlerseetion dans Fespace sera alors
désigné & la fois par une lellre el par un numéro. Aussi
lIe poinl B, appartiendrea it Ta géndratrice donl Te piwl
s 2 et d Tagéncdratrice dont e pied esth situdes loutes
deux dans e plan auxiliaive 11,

Dans chaque cas, on afilise Ta délerminalion des
plans auxilinives en firant lewres traees do Tagon d oblenie
tel ou tel point particulior. Nous allons passee en revue
les difféeentes purticalarvisations utiles ef habituellement
employées de cos plans,

2 PLANS LIMITES. - NATURE DE LA SECTION.
POINTS REMARQUABLES

On appelle plans limites les plans ausilinives qui soln
ngents & Fune des soefaees, L traee d'un tel plan
auxiliaire sue le plan de base de o surface i lnguelle
il est tangent est une tangente & eetle base s on délop-
mine done facilement cos plus, gqui jouent un role de
premicre importanee dans lo rocherche de Pintorsection,
Remarquons oab Cabord gque Tn tangente enun point de
Pintersection fourni pur up plan limite estla génératries
de la deuxicme surface sur laquelle se trouve ce point.
(Pest ce qui résulte de snile de la détermination de la
langente comme intersection des plans tangents,

D'autre part, quand nous nous déplacerons sur Uin-
tersection dans un sens déterming, en arvivant i un plan
limite, le
des plans
conlinuer

sens do rolution de lu traee correspondunte
aunilinires chungera, cette trace ne pouvant
dans le méme sens si Pon veut que le plan
auxilinire correspondant continue & couper les deux
surfaces.
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C’est la une observation importante et trés utile quand
on joint par un trait continu les points isolés qu’on a
détermingés : en passant par un plan Limite, les pieds des
génératrices qui fournissent les points de 'intersection se
déplacent dans le méme sens sur la base correspondante au
plan limite et rétrogradent sur Uautre base.

L’examen des plans limites utiles permet égale-
ment de se rendre compte, dans le cas des surfaces
convexes, de la nature de la courbe d’intersection
des deux surfaces. Si les plans auxiliaires utiles
(plans qui coupent & la fois les deux surfaces) sont
compris entre deux plans limites appartenant I'un &

~une surface, I'autre & I'autre, la courbe d’intersection
pourra étre tracée tout entitre d’un mouvement
continu ; elle ne comprendra donc qu'une boucle

nant tous deux & la meéme surface, il existe sur la base
coupée par les plans limites utiles deux arcs séparés

Fig. 73.

fermée de courbe : on dit que I'intersection est un arra-
chement (fig. 73). Si, au contraire, les plans auxiliaires

qui sont le lieu des pieds des génératrices du cone cor-
respondant coupés par 'autre cone. 11 y aura donc deux
courbes sépardées dont 'ensemble forme 'intersection :
on dit dans ce cas quiil y a pénétration (fig. 74).

Enfin il peutse faire, comme cas limite, qu'un méme
plan auxiliaire soit & la fois limite pour les deux sur-
faces; il se trouve alors que les deux surfaces ont un
plan tangent commun. Au point commun des génératrices
de-contact se trouve un point de 'intersection ou vien-
nent concourir deux branches distinctes de I'intersec-
tion (fig. 75). On se rend facilement compte du fait en

P

/
, /7 FA
/7 s/
)//// /
/
;s / 4 //
R

/ £ A /o

Fig. 75 bis.

supposant les plans limites non pas confondus,

Fig. 74.

utiles sont compris entre deux plans limites apparte-

mais frés rapprochés, on obtient dans ce cas
deux arcs de courbe séparés par une bande treés étroite
comprise entre deux génératrices (fig. 75 bis).
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Le méme fait peut se produire deux fois dans le cas
de deux surfaces convexes ; les surfaces sont alors bi-
tangentes. o

Le procédé d'obtention des tangentes & I'intersection

ne peut plus servir en de tels points, puisque les plans

tangents aux deux surfaces sont confondus. On fait
alors appel au procédé déja signalé et;, a I'aide des in-
dicatrices des deux surfaces au point double, on déter-
mine en tant que sécantes communes centrales des deux
indicatrices, les traces des plans osculateurs aux deux
branches de courbe sur le plan tangent: ce seront les
tangentes cherchées.

Pour joindreles plans trouvés & I'aide des plans auxi-
liaires, on procédera de méme dans tous les cas en uti-
lisant la remarque faite & propos des plans limites.

On imagine dewr mobiles cheminant en méme temps
sur chaque base et se trouvant au meme instant sur
une meéme trace auxiliaire, les mobiles se déplacant sur
chaque base dans un sens déterminé, on joint les points
correspondants de l'intersection de proche en proche,
lorsqu'on arrivera & un plan limite, on devra, ainst que
nous l'avons fait remarquer, faire revensr le mobile sur
ses pas sur la base coupde par la trace du plan limite et
continuer dans le méme sens sur lu base touchde par la trace
du plan auxiliaire. Enfin, au cas ot on rencontrerait un
pan limlite double, on continuerait dans le méme sens
sur les deux bases, comme si on avait affaire & un plan
auxiliaire ordinaire.

En‘dehors des points fournis par les plans limites, il
est bon de rechercher les points sitw's sur les contours ap-
parents, 1} suffit pour cela de faire passer les plans auxi-
liaires par les génératrices correspondantes. Les tan-
gentes se déterminent & la fagon ordinaire, & moiny que
le méme plan limite ne coupe les deux surfaces & la
fois, suivant des génératrices de contour apparent cor-
respondant au méme plan de projection. Dans ce der-
nier cas, les deux plans tangents étant perpendiculaires
au plan de projection, il en est de méme de la tangente
cherchée, qui, se projetant suivant un point, ne fournit
plus de tangente & la projection. On est placé dansle cas
particulier signalé séction I1L. La tangente i la projeclion

est alors la trace sur le plan de projection considéré du
plan osculateur a la courbe d’intersection au point en
question. Celte trace est ohtenue comme corde commane des
deux cercles de Meusnier des deux: surfaces aw point considérd.

3> BRANGHES INFINIES

L’intersection de comes et cylindres peul présenter
des branches infinies dues & deux causes différentes.

{°Un point de Yinlersection peul étre rejeté & I'in-
fini si les deux génératrices auxquelles il appartient
sont paralléles tout en rvestant  distance finie elles-moémes ;

2° Un point de lintersection peul élre rejeté a Uin-
fini parce qu'une (ou deux) des ginératrices qui le four-

nissent est rejetée towt enticre @ Uinfind.

Dans le premicer cas, on oblient la tangenle en ce
point infiniment ¢loigné, ¢’est-h-dire Casymptote on pre-
nant, selon U'habitude, Tinlersection des plans langenls

4 T

Fig. 70,

correspondants. (Pest co qui est indiqué (fig. 76) dans
le cas de deux cones.

[1 peut d’ailleurs se faire que les deux plans langenls

soient paralleles il 0’y a alors pas dasymplote, on dil
que la branche infinie correspondante est parabolique
alors
Pasymptole existail,

quielle  élait  dénommdae  lyperbolique lorsque

Lo méme fait peut se produire dansle cas d'un ¢dne

Fig., 77.
et d’un cylindre (fig. 77), quand une des génératrices
du cone est paralléle aux génératrices du cylindre, les
asymptotes sont les génératrices du ecylindre qui se
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trouvent dans le plan tangent au cone le long de la gé-
nératrice en question. Il faut bien remarquer que les
deux surfaces ont dans ce casune disposition PARTICULIERE
analogue 3 celle que présente 'ensemble d’un cone et
d’un cylindre, le sommet du cone étant sur le cylindre.
Iei on peut dire que c¢’est le sommet du cylindre qui est
sur le cone.

On ne doit donc pas s’étonner de trouver plusieurs
asymptotes : en général, quand le sommet dun cone
est sur une surface, ce point est point multiple pour
I'intersection.

Enfin, signalons que l'intersection de deux cylindres
ne présente évidemment pas de branches infinies de
cefte nature. Au contraire, 'intersection de deux cones
ne peut présenter des branches infinies de la seconde
espéce ; il faut que, des deux surfaces, une au moins
soit un cylindre dont la directrice ait des branches
infinies pour que l'intersection ait elle-méme des bran-
ches infinies de seconde espéce.

Ainsi considérons, pour fixer les idées, un cylindre
dont la directrice a une branche infinie (¢) d’asymptote

(D) (fig. 78) et un cone de sommet S de base (B), soit 6
le point fixe des traces des plans auxiliaires. Menons
par 6 la parallelé & (D) et supposons que cette paral-
lele coupe (B)en deux pointsI et J, il y aura des points
de I'intersection a 'infini sur les génératrices SI, SJ et
les asymptotes correspondantes seront les intersections
du plan asymptote au cylindre passant par (D) avec les
plans tangents au cone le. long de SI et SJ.

Dans le cas de deux cylindres, les traces des plans
auxiliaires ne sont en général pas des directions asym-
ptotiques de 1'une ou l'autre directrice. (Sl en était

ainsi on serait dans un cas particulier le sommet rejeté
a l'infini d’un des cylindres pouvant étre considéré
comme étant sur 'autre cylindre.) Les points a l'infini
de U'intersection sont fournis par les génératrices a 1'in-
fini sur les deux cylindres, les asymptotes & intersec-
tion sont données par les points d’intersection des
plans asymptotes correspondants des deux cylindres

P

Fig. 79.

(fig. 79). Remarquons enfin que, dans ces derniers cas
également, les asymptotes peuvent étre rejetés i I'in-
fini et par suite les branches correspondantes peuvent
dtre paraboliques.

4o GONES ET CYLINDRES DU DEUXIEME DEGRE

e Nature de la courbe d’intersection. — La courbe d’in-
tersection de deux surfaces du deuxiéme degré est
constituée dans sa totalité par une ligne du quatrieme
degré. Ex cfngran, cette intersection est une courbe
gauche qui, par suite de son degré, porte le nom de
biquadratique gauche. '

Cette courbure a comme projections tant en plan que
sur le mur, deux quartiques planes. Ces courbes peu-
vent présenter des points doubles de deux espéces :
1e Un point double de la projection peut dtre la projection
d'un point double de I'espace. Ce point double de ’espace
peut provenir de deux causes: (a) Il peut se faire quele
sommet d’un cone soit sur la seconde surface, en ce
point I'intersection présentera alors un point double et
les tangentes en ce point double seront obtenues en
coupant le cone par le plan tangent & la seconde sur-
face au point occupé par le sommet : ce n'est la d’ail-
leurs qu'une extension de la méthode générale de
détermination des tangentes & I'intersection, si on veut
bien se rappeler qu'en un sommet d'un <one il n'y a
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pasun plan tangent, mais un céne de tang:mtes qui se con-
fond avec le cone lui-meme ; (b) I1 peut encore se
faire que le point double provienne de ce que les plans
tangents aux deux surfaces en un point de l'intersec-
tion soient confondus : ce cas a été étudié au moment
ol nous nous occupions des cones quelconques, nous
avons donné alors un procédé général de détermination
des tangentes en ce point double basé sur la construc-
tion des indicatrices des surfaces en ce point. On peut,
quand les surfaces sont du deuxidme degré, employer
un autre procédé qui est le suivant : considérons le
cone ayant pour sommet le point double en uestion I
et pour directrice la biquadratique d’inlersection ce cone
est du dewxiéme degré (car un plan passant en I ne Coupu
plus la biquadratique qu’en deux autres poinls) dont
les tangentes IT, IV, cherchées au point double [, sont
deux génératrices : pour délerminer ces deux-généra-
trices IT, 1V, puisqu’on sait qu’elles sonl siludes dans
le plan tangent commun en I aux deux surfaces, il sul-
fira de couper le cone de sommet [ par ce plan tangenl,
ce d'quoi on parviendra en cherchant la trace du plan
tangent, qui est une droite, etla trace du cone I qui est
une conigue sur un plan approprié ; les deux poinls ’in-
tersection de la droite et de la conique obtenus seront
des points des deux tangentes au point double. En
pratique, il n’est nullement utile de déterminer toule
la conique section du cone I, il sullil d’en assurcr le
tracé avee soin dans le voisinage de la (race du plan
tangent : ¢’est co qui a 66 fait en prenant comme plan
de base le plan horizontal (Exercices, grandes ¢pures).

Mais il existe sur les projections de Pintersection
d’autres points doubles qui ne proviennenl pas de points
doubles réels, ce sont des points doubles en projection. seu-
lement.

Il existe un procédé pour déterminer rigourcuse-
ment leur position, mais ce procédé assex long & ap-
pliquer n’est pas en général employé, on se coutente
de déterminer une droite sur laquelle doivent néces-
sairement se trouver ces points doubles en projection.
Remarquons qu’il y a point double en plan, par exem-
ple, quand deux points de la biquadralique gauche
sont situés sur une méme verticale, le milieu du seg-
ment de ces deux points appartiendra done au plan
diamétral conjugué des cordes verticales duns U'une et Uawtre
surface.

- Les points doubles en projection horizontale doivent
done etre situés sur la projection en plan de Uinter-
section des deux plans diamdéiraux conjuguds des
cordes verticales dans les deux surfaces. Or, ces plans
ne sont autres que les plans de coutour apparent dans
I'espace des deux surfaces correspondants au plan
horizontal. La counstruction de la droite des points dou-
bles est done facile el on a ainsi un procédé de vérifi-
cation commode du {racé de Ta courbe (voir Exercices,
grandes épures). |

I1 nous faut mainlenant signaler un cas ot la courbe
d'intersection restant une biquadratique gauche, une
des projections n’est pas une quartique, mais sealement
une copigue (ouw une partie de conique Lo plus souvent).
Ce cas se présente lorsque les deax surfaces onl en
“commun un plan diaméiral conjugué soit des cordes
verticales, soil des cordes deboul ef plus parliculivree-
ment un plan de symétrie commuan horizontal ouw de
front. Dans e premicr cas, ¢’est la projection en plan
qui esl une conique, dans e second cas, ¢est T pro-
jeetion sur le mur. On peul se rendre comple facilement
qu’il doit bien en olre ainsi st on remarque que, dans
une parcille disposition, Tes points de Ta biquadratique
sassocienl lous, deux par deux, sur une meéme proje-
lande, tous les points d'une projection ¢lant doubles il
faut bien que To deged de celle projection s’abaisse de
moilié.

Une lelle remarque aide considérablement au tracd
de la courbe. Ajoulons que il y wodes points sur los
contours apparents, comme ces poinls sont & la fois sur
les deux contours apparents, il faudra déterminer los
tangentes en ces poinls comme st la courbe présen-
it un rebroussement d Vaide des cereles de Meus-
nior. La position des points el des tangentes permet
ordinairement de distinguer facilement la nature de la
conique.

CAS OU L'INTERSECTION SE DECOMPOSE

Les différents modes de décomposition drune higua-
dratique gauche sont les suivanls :

Lo Une droite et wne eubiyue gawehe (courbe du 3¢ degre),
— Ge cas so prosentera lorsque les deux surface eylin-
driques et coniques auront en commun une et une

seule génératrice le long de laquelle les pluns tangents
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aux deux surfaces seront différents. On détermine facile-
ment les tangentes & la cubique gauche aux points ot
elle coupe la génératrice commune en considérant ces
points comme des points doubles de la biquadratique.

Il y a. a la cubigue ganche une asymptole qu’on
détermine également suivant la méthode générale (voir
Exercices, grandes épures).

2° Deux coniques. — Ce cas se présentera lorsque les
deux surfaces seront sirAngentes. Cest ce qui a lien en
particulier lorsqu’elles sont toutes deux circonscrites
une méme surface du dewxiéme degré.

Les points de contact des deux surfaces sont les
points de rencontre des deux coniques, en déterminant
un point de chacune d’elles, on se raméne immédiate-
ment & un probléme de sections planes (fig. 80). Il est

Fig. 80.

bien évident aussi que, si on sait & l'avance que les
deux surfaces ont en commun une conique déterminée,
c’est qu'on est placé dans le cas ¢tudié actuellement et
on n’a qu'd rechercher le plan de la deuxiéme conique,
pour étre ramené & la recherche d’une section plane
(voir Exercices, petites épures).

3° Une conique double. — Ce cas se présentera dés que
les deux surfaces seront tangentes en trois points distincts,
non en ligne droite. Dans ce cas, elles se raccorderont

tout le long de la conique de section par le plan des
trois points, et cette co- :5
nique sera la SEULE
courbe d’intersection.
On est de suile ramené
arcchercher une section
plane (fig. 81).

4 Une conigue et denx
draites. — Ce cas ne peut
pas se présenter dans
I'intersection de cones
et de cylindres, car tout
d’abord cela nécessite-
rait que les surfaces
soicut de méme espéce
et ensuite qu’elles aient,

soit le sommet commun,
soif les généralrices pa-

ralleles ; or, dans ces
deux cas, 'intersection
ne peut se composer que de génératrices.

5e Une conique et une droite double. — Ce cas se pré-
sentera lorsque les deux surfaces auront en commun
une et une seule génératrice le long de luquelle les plans
tangents auy dewx surfaces soient confondus. L'intersection
se compose alors en dehors de cefte droite double d une
conique dont on déterminera trois points pour (ayant
ainsi son plan) ramener la recherche de Pintersection &
celled’unesection plane(voirExercices, grandes épures).

6° Quatre droites. — Ce cas se présentera dans le cas de

Fig. 81.

Fig. 82.

deux cones ayant un sommet commun et dans le cas de

deux cylindres ayant les génératrices paralleles (fig. 82).
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La plupart de ces cas particuliers se rencontrent sou-
vent en architecture. C’est ainsi, pourne citer que quel-
ques exemples, que 1° les vodites d’aréte et les roites en
arc de cloitre relévent du deuxiéme cas particulier;
2° que Uombre autoportie d’une coupole sphérique ajourde par
un cylindre de méme axe a pour séparatrice une conique
et qu'en stéréotomie la lunette eylindrigue fournit un
exemple d’une biquadratique se projetant suivant une
conique.

BRANCHES INFINIES

Considérons d’abord le cas de dewx cines.

Lorsque l'intersection semble présenter des branches
infinies, on s’assure de leur exislence en transportant
homothétiquement un des cones de fagon & lui donner
meéme sommet que l'autre. Si Fon considére alors les
bases de ces deux cones de meme sommel siluds dans
un meéme plan, on voit de suite, ces bases étant ici des
coniques, qu’elles peuvent avoir soit 4, soit 2, soit 0,
points communs.

Dans le cas de quatre points communs : 1° ces qualre
points peuvent ¢tre dislinels el donner alors licu A

@7 _

Fig. 83.

D

quaire branches hyperboliques ; 2° deux peuvent étre con-

fondus en un seul, les coniques élant tangentes en ce |

point : il y a alors une branche parabolique correspondante
a ce point et deux branches hyperboliques: 3° les quatre
points peuvent se réduire & deux distincts, les coniques
étant bitangenles, 1l y alors dewr branches paraboliques ;
4 trois confondus en un seul, les deux coniques sont
alors osculatrices en ce point, il y a alors une branche
parabolique singulicre ot une branche hyperbolique ; 50 quatre
confondus en un seul, les deux coniques sont alors
surosculatrices en ce point qui est un sommet commun
il 0’y a plus & lintersection qu'une branche parabolique
singuliere. Dans le cas de deux points, ou ces deux
points sont distincts et il y a deux branches hyperboliques,
ou ces deux points sont confondus en un seul, etil y a
une  branche parabolique. Dans le cas de zéro point
commun il n’y a pas de branches infinies (fig. 83).

maintenant le cas d’un come ow d'un

Considérons
eylindre.

[En général, 1l n’existe pas de branches infinies si le
cylindre est elliptique ; dans ce cas, cependant, il peut
so [aire, comme cas particulier, qu'une génératrice du
cone soil paralléle aux génératrices du cylindre.

1y a alors dewr branches infinies correspondant a
celte seule génératrice, dont le point & infini doitl ctre
considéré cormme double, ainsi que nous 'avons déji

Tig. 84.

expliqué ; les asymptotes & ces branches sontles généra-
trices du cylindre situées dans le plan tangent au cone,
le long de la génératrice en question ; elles peuvent étre
distinctes, confondues ou ne pas exister (ig. 84).

Si le cylindre est parabolique ou hyperbolique, le
meéme cas particulier que nous venons d’exposer pour
le cylindre elliptique peut encore se produire ; mais, en
général, il existe d’autres branches infinies dues a
I’éloignement & D'infini de certaines génératrices du
cylindre. Ainsi, dans le cas du cylindre parabolique, le
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plan auxiliaire dont la trace est parallele & Paxe de la
parabole donne des points de I'intersection rejetés a
I'infini, la branche étant évidemment parabolique, au

S

Fig. 85.

contraire,dans le cas du eylindre hyperbolique, les traces
des plans auxiliaires parall¢les & 'une ou I'autre direc-
tion asymptotique donnent des points de I'intersection
rejetés a I'infini, les branches correspondantes étant

Fig. 86.

hyperboliques et les asymptotes & ces branches étant
les sections des plans asymptotes correspondants parles
plans tangents au cone le long des génératrices situées
dans les plans auxiliaires en question (fig. 85 et 86).
Passons enfin au cas de deux cylindres. '

Il ne peut exister de génératrices paralléles, sinon

toutes le seraient et Lintersection se composerait de
droites. Pour qu'il y ait des branches infinies. il faut
done supposer qu’un au moins des cylindres est parabo-
lique ou hyperbolique. Cette condition ne sufftit d’ail-
leurs pas; il faut de plus. pour qu’il y ait effectivement

des branches infinies, qu'un plan awriliaire utile passe

par une des géndratrices & U'infini, ce qui peut ou se pro-

duire (fig. 87). ou ne pas se produire (fig. 88).
Cherchons comme exemple (fig. 88 fis) les asymp-

Fig. 88 bis.

totes de I'intersection des deux cones, I'un de sommet
(5,8) de base le cercle (0,0’), 'autre de sommet (g,06")
de base le cercle (¢,0").

Le cone (85,5) transporté par translation de fagon &

7
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avoir son sommet en (c,a’) a alors pour base horizon-
tale le cercle (©,w’). Ue cercle coupe le cercle p,p’ en
deux points («,a’) et (b,1'), les génératrices (ca,0'a’) et
(Sw,S'w') d’une part, (ab,o’t") et (Sr,87") d’autre part
sont alors paralléles, les intersections des plans tangents
le long de ces génératrices donneront done les asymp-
totes cherchées.

On a pris en conséquence les points « et § com-
muns aux tangentes aux bases d’une part en « et u,
d’autre part en b et », ces deux points sont les traces
horizontales des asymptotes cherchées «qui d’aulre part
étant paralléles & (oa,0'a) et (obio’b’) sont done les
droites (xh,a'’) et (B, B'K).

Nous n'enfrerons pas dans I'exposition détaillée des

REPRESENTATION DES SOLIDES OU SURFACES
DEDUITS DE L’ENSEMBLE DE DEUX CONES
0U CYLINDRES DU DEUXIEME DEGRE

Nous allons indiquer ici les différentes figures qu’on
peut dédoire de Pensemble de deux surfaces duo
deuxitme degré el nous donnerons des figurations de
ces corps dans le cas de cones et eylindres du 2¢ degré,
sans prétendre passer en revue tous les cas possibles
sans exception que présentent les combinaisons nom-
breuses de deux surfaces coniques ot cylindriques.

Etant donnés deux corps, on pent représenter :

1o Le solide commam @ ces dewr corps imilé par les por-
tions de surface de chacun e cos corps intérieures i
lautre (fig. 89);

Fig. 89.

nombreux cas généraux et particuliers qui peuvent se
présenter ici, les -applications architecturales des
cylindres paraboliques ou hyperboliques étant des plus
restreintes. Ce que nous avons dit suffit pour que, dans
chaque cas particulier ol on sera placé, on sache
reconnaitre facilement et rechercher le nombre cl la
nature des branches infinies.

20 Le solide formé par la portion d'un des corps supposi
plein egtérieure @ Pautre. Ge solide est limité d'une parl
par la partie de la surface du premier corps extérieur
au second et, d’autre part, par la partie de la surface
du secoud corps intérieure au premier (fig. 90);

3¢ Le solide formé par Uensemble des parties des dewx corps
extdricures les unes awr autres. Ge solide ost limile par les
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Fig, 93,
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surfaces entidres des deux corps, mais il faut remar- | traversant effectivement U'autre. Ce solide sera limité d’une

Fig. 94.

quer que la partie de I'espace occupée par le solide | part par toute la surface du premier corps et. d’autre
commun est supposée évidée (fig. 91); part, par la surface du second corps extérieure au pre-
4° Le solide formé par [lensemble des parties des deux | mier (tig. 92) ;

Fig. 95.

corps supposés remplis de matiéres différentes, Uun des corps | 3° Le solide formé par Uensemble de la portion d’un corps
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extéricure a Pauire et de la portion du second intérienre aw | du premier corps et, d’aufre parl, traversé par la par-

Fig. 96.

premier, ces deux corps étant supposds de matiére diffdrende. | tie de T sueface du sccond, intéricure & Tui (fig. 93);

o

Mg, 97,

Ce solide sera limité, d’une part, y ‘
solide sera limité, d'wune part, par la surface entidre | 6 L'ensemhle des surfaces des dewr corps supposés creua:
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intériewres Vune ¢ lawtre (comparer & 1v) (fig. 94); |  9° La surface de lun intévieure a Uautre (fig. 97):

S

7

Fig. 98.

7° La surface de Uun ertérieure @ Uautre (comparer a 100 L’ensemble formé par la surface entiére de Uun et la
2°) (fig. 95); ‘ | partie de la surface de Pautre extérieure & la premiére sur-
8° L’ensemble des surfaces des deux corps extérieures l'une | face (comparer a 4°) (fig. 98) ;

& Pautre (comparer A 3°) (fig. 96); | 11 Lensemble formé par la surface entiére de 'un des



56 GEOMETRIE DESCRIPTIVE

corps et la partie de lu surface de Uautre intérieure @ la pre- | cas énumdérés pris, pour les solides, sur un arrachement

miére surface supposée de maticre diffirente (comparer i H°)

de eones el pour les surfaces, suare une penctration do
(fig. 99); surfaces coniques el eylindriques. Les différentes

T, 100,

P . . : ;
120 Llensemble des surfuces catitres des dewdcorps | formes que peat affecter ehaenne deces donze vepre

(fig. 100). senlalions varien! infiniment, selon bnature of L posic
Remanque. — On o dessing dos oxemples des douze | tion des deus corps,
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TEXTES

OBSERVATION GENERALE
SUR LES ENONCES DES EXERCICES

Pour certains des exercices proposés dans ce livre,
on nommera &'z, de gauche & droite, le petit axe de la
feuille, %'y, de haut en bas, le grand axe. On supposera
quun axe 3’z passe par le point de concours O de x'x
et de y'y et est perpendiculaire au plan de x'2 et y'y.
C’est en donnant les coordonnées des points et les
tquations des lignes et des surfaces sur lesquels on doit
opérer, coordonnées, calculées en millimatres par rap-
port au triddre des trois axes indiqués, que sera fixée
la position des éléments donnds : ainsi le point A
(— 30, + 20, 4 50) est le point projeté horizontalement
en o 3 centimdtres & gauche de i’y et & 2 centimétres
en avant de 2'z, ce point ayant une cote égale & 5 cen-
timdtres au-dessus du plan de la feuille. De méme, la
droite du plan horizontal d’équation x4 y=0 est la
bissectrice de I'angle #'oy, La ligne de terre cst donc,
dans ces Conditions, la droite z'z, le plan horizontal
étant le plan woy et le plan vertical, le mur étant le
plan woz. Dans d’autres épures, tros rarves d’ailleurs
il pourra otre opéré quelques changements  ces indi-
calions générales, mais ils seront signalés alors d'une
facon toule spéciale el lrds précise.

Nora : Certaines figures onl ¢té réduites par la repro-
duction, les éléves qui désivent faire les épures les ré-
tabliront aux coles fixées.

OBSERVATION GENERALE
SUR LES SOLUTIONS DES EXERCICES

Les exercices sont solutionnés au moyen d'une épure
el d’un texte explicarif. Ce dernier est donné pour faci-
liter la lecture de V’épure, travail toujours asser diffi-
cile : en conséquence, on n’a pas insisté dans ce texte
ni sur la solution du probléme de géomdétirie quion doit
résoudre pour faire I’épure, ni sur le délail des opé-
rations élémentaires, tels que rabattement, reléve-
ment, etc., qui sont suffisamment connus des éldves
grace aux différentes explications des cours ; Ie texte ne
contient que les renseignements suffisants pour suivre
les diverses opérations successives effectuées sur I'épure
depuis la mise en place des donndes jusqu’a la repré-
sentation de la figure demandée. L’¢leve qui étudiera
ces exercices ne pourra done tirer un hon profit de son
étude qu’en refaisant lwi-méme Pépure et en se guidant
seulement sur le corrigé lorsqu’il sera arcété par une
difficulté. 11 devea done : 10 rechercher la solution du
probléme de  géomdtrie que souldve l'exercico proposé
20 déduire de cetle solution les différentes opdrations de
descriptive d exéeuter successivement; 3° exdeuler enfin
toutes ces opérations dans Uordre indiqué. Dans chacune
des parties de ce travail, il sera guidé par le corrige
sans que ce dernier puisse cependant le dispenser de
tout travail réfléchi.
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PETITE EPURE N- 1. Texmn :
Enoncit Pour construire ce Létraddre, on meénera & Paide de
1. — Représenter par ses deux projections un | I'horizontale (kk, &'k") et de la frontale (A, 2'[") 1 plan
tétraddre régulier SABC supposé cn malitre (ranslu- | perpendiculaire & SIH en H ef on en cherchera la trace
cide. On donne le sommet S (45, 80,75) et le pied H | horizontale uw, puis on caleulera, ou on conslruira.

Figure pelile épure n° 1,

de la hauteur SH abaissée sur la base ABC: H (— 15, | & PPaide dun (Eteacdre semblable choisi arbitrairement,
25, 15). On sait de plus que le sommet A est dans le la distance de H au sommet A @ sur I'épure cette lon-
plan horizontal en avant de la ligne de terre. gueur a été construite en w,v,. On rabatira alors sur le
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Figure petite épure n° 2.
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xy. A connu, on constrait en rabatlement en abe, le
triangle ABG quion releve ensuile dans leplan HKE en

wbe, d Y. Le Welraddre esl alors consbruil @ on a
? #

plan horizontal le plan HKF, l¢ point H viendra en by ;
de £, comme centre avec w,w, pour rayon on dderira
un are de cercle qui coupera la lrace wo en deux poinls

)

)

Figurs pelite dpurs ur 3,

dont I'un « en avant de 2/z ost I projection horizontale | supposé pour la ponctuation les deuy plans de projecs
du sommet cherché, la projection verticale «’ est sur | lion translueides, ainsi que lo tétraddre.
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PETITE EPURE Ne 2 et en rappelant K* en K sur az on a en (K,K’) le centre

du cercle déerit par le point ¢ ; un rabatlement du plan

KNoNcE de ce cercle fail sur le plan horizontal du point (KK)

, , . B . - b 10 ap / \ . o 5 S W B A 1

2. — Représenter un tétraddre régulier reposant par | Perinet d'amener ¢” en ¢, puis de le faire lourner en y

5 1 S s [ in de le re a1 6 LR 5 T, T
sa base sur le plan PaQ’. Un eoté coincide avec la el er-lhn dp /le :Jdevm el Yd_““ on d.‘d‘“t la projection
. , . ‘ rerticale ) e construet mtidreme analogue
droite ab,@’t’ de ce plan. Déterminer les ombres propres | ¥erU! ale y". Une construction enlidrement analogue

’ : s A
ot portées (rayons & 45°). permet par lintermédiairve du ll?une r‘abattemon.l 'du
trouver le rabaltement 4, de b, puis sa nouvelle posilion
Texti > rabattue b, relevée enfin en 3, la projection verticale

se faisant en B'. L’octatdre est alors lacilement com-
plété par les sommets (3,8") et (e,e’) & Vaide d’une
symétrie des points (y,y") et (B,B) par rapport au
centre (w,w’). Dans I'épure on a supposé Poctaddre et
les plans de projection lranslucides.

Méme probléeme que Pépure précédente, mais dans
un cas plus général. On déterminera les ombres propres
et portées, les rayons lumineux étant & 45°, en suivant
la méthode préconisée au cours d’ombre.

PETITE EPURE N» 3 PETITE EPURE N° 4
A . .
Enonci - Enonct
3. — Un octaddre régulier repose par une de ses 4. — Représenter un octaddre régulier reposant par
faces ABG sur le plan horizontal de projection : | unedeses faces surun plan donné Po Q. La (race verli-

A (—45,55,0) le centre o du triangle ABCG est o | cale fait un angle de 40° avec ay, la trace horizontale
(0, 55, 0). On considére un axe AZ de front faisant vers | un angle de 30° avec xy. Un coté de l'ocladdre coin-
la droite un angle de 30° avec le plan horizontal. | cide avec la droite 83 de ce plan. Déterminer les
Rechercher les nouvelles projections de Uocluddre apres | ombres propres et portées (rayons & 45°).

Pavoir fail tourner de 45° & parlir de sa position ini- '
tiale aulour de AZ, dans le sens des aiguilles d’une Texe -
monire pour un observateur placé sur AZ les pieds

Meme probleme que le précédent mais dans un cas
en A, la téte en Z.

plus général. On déterminera les ombres propres et
| portées les rayons lumineux étant & 45, en suivant la
méthode préconisée an cours d’ombre.

Le solide donné est construit en ABCOEF d’aprés les
indications du cours (Seclion I). Pour en avoir la nou-
velle position, on fait tourner d’abord le point F opposé . )
du point A qui, situé surl’axe, ne bouge pas. En remar- PETITE EPURE N° 5
quant que ce point F est dans le plan de front de Vaxe,
un rabattement du plan de bout dans lequel se produit
la rotation donne immédiatement en /7, puis finalement 5. — On donne trois points A,D,A: A (20, 55, 65),
en ¢’ la nouvelle position ¢" de la projection verticale | D (33, 85,45) et A (— 50,55, 45). Conslruire un cube
de F. On a la projection horizontale ¢ de ce point en | dont une arvéte est AD, donl une denxitue arle ost
prenant e vabattement du meéme plan de bout sur le | portée sur la demi-droile AA, ce cube étanl situé au-
plan horizontal qui passe par son centre (4,i'). On | dessus du plan ADA. On supposera ce cube plein de
déduit alors facilement deli, lanouvelle position (0,©") | matiere opaque et on le rveprésentera par ses deux
du centre de Toctaddre. En projetant e’ en & sur «'s" | projeclions.

Exonety :




Figure petite dpure n* 4,
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Figure petite épure n° 5.
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Tout d’abord on rabattra le plan ADA sur le plan
horizontal DA et on vérifiera que I'angle AAD rabattu
en da,d est droit. Ce rabattement permet d’obtenir le
rabattement 4, du sommet B qu’on reléve horizontale-
ment en b Serticalement en I; on a alors de suite le
quatritme sommet (¢,¢’) de cette face ABCD, en cons-
truisant le parallélogramme dont trois sommels sont
A,B,D. En rabattant alors sur le plan horizontal DA
le plan vertical projetant la perpendiculaire AK mende
de A sur DA, on construit en rabattement la perpen-
diculaire a,a, au plan ADA et on porte sur elle fou-
jours en rabattement et & partir de @, une longueur ae,
6gale au coté du cube : en relevant ce point ¢, en (e,e)
on a un cinquitme sommet du cube; la construction
est alors facile & achever, & 'aide des symétries et des
parallélismes qui donnent de suite les trois derniers
sommets (f.f) de la face ABE, (g.4) de la face FBC,
(h,1) de la face DGC.

rETITE EPURE Ne 6

ENoncE :

6.— Une pyramide de sommet SS' surla ligne de terre
xy a pour base, dans un plan horizontal, I'hexagone
ABCDEF, dont les c6tés AF et CD sont debout.

On la coupe par le plan Pa(’.

‘Construire Pombre du tronc de pyramide limité par
e plan horizontal de Uhexagone et le plan Pa(Q’.

Les rayons ne sont pas les rayons usuels mais dirigés

suivant la droite A.

Tex1E :

Section plane de la pyramide. — Nous allons chercher
l'intersection de chaque aréte de la pyramide avec le
plan PaQ’. Soit d’abord celle de l'aréte SA-S'A’. Pour
cela, considérons le plan de bout gSA’. 11 coupe le plan
PaQ'P’ suivant la droite oa-c’e’ qui rencontre Iaréte
SA-S’A” au point GG'. On obtient de meéme les points
HH, IT et la section de la pyramide estla face GHIJKL-
GHTIKL .

Ombre du trone de pyramide.— D’abord 'ombre propre :
la séparatrice d’ombre et de lumiére est la ligne brisée
BCDEKJIH-B'C'D'E/K/J'I'H’.

Cherchons Uombre portée. — Le poinl BB porte ombre
en b, le point HH' porte ombre en 2 sur Sh.

Comme I’hexagone ABCDEF est dans un plan hori-
zontal, BCG-B'CY porte ombre suivant une droite égale ot
parallele be, CD-C/D” porte de meme ombre suivant
une droite parallele mais interrompue en § sur la ligne
de terre, le point DD’ porte ombre sur le plan vertical
en d’, ot d’B. Le point EE porte ombre en ¢ et le
point KK’ en & sur §'¢’. Enfin le point I porte ombre
en ¢ sur le plan horizontal, le point JJ" ¢n j sur le plan
horizontal et j* sur le plan vertical, 4 rencontrant xy
eny, d’ou le contour d’ombre portée : beBd'e K jyih.

PETITE EPURE Ne 7
EN()N(.:!?: g

7. — Etant donné un plan P “par son échelle de
pente MN,M (5, — 48,80), N (— 60,0,0), mener dans
ce plan par un point P (— 10,0,40) une droite de pente
4/3, dont la trace horizontale ait un ¢loignement posilif.
Mener ensuite par cette droite un plan perpendiculaire
au plan donné et représenter par une projection colée
Pensemble du plan horizontal, du plan donné el du
plan perpendiculaire au plan donné, supposés tous
trois opacues.

nn
Trxmre :

La droite qu'on doit mener par P dans le plan MN

4 : B .
ayant pour pente 5 a pour infervalle T la distance dep,

projection de P. & la trace de la droite cherchée est
done % X 40 = 50 : on aura done cette trace en tracant
de p comme centre un cercle de rayon 50 qui coupe
I'horizontale de cote O du plan en deux points N d’éloi-
gnement O et Q d’éloignement positif, la droite PQ ré-
pond done & la question.

Pour mener le plan demandé il suffit, par les procé-
dés ordinaires de géomdétrie cotée (Section 1), d’élever
en P ane perpendiculaire an plan MN, Lintervalle du
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plan MN étant 1, celui de la perpendiculaive est égale- | C (40, 20, 30) on éleéve en O aux Lrois plans AOB, BOC,
ment 1, on trouve la droite PR, R de cote 0, le plan l COA, trois demi-droites perpendiculaives OZ, OX, OY
respeclivement situdes du aneme eold
de chacun de cos plans gue celle des
demi-droites OA, OB, OC qui n'est pas
dans le plan considérc. Représenter par
s projection colée Ta pyrvamide OXYZ,
les poinls XYZ  étanl tous trois de
cole 30,

Texre :

Suar U'épure, fes perpendicutaires O N

0Y, OZ onl && oblenues en raballanl

—  — les plans menés par O perpendiculaire-
ment aux horizontales de cole 30 des

plans OAB, OBC, OCA @ ainsi la per-

pendiculaire OY aun plan OAG o éle

obtenue en menant la perpendicalaire

0% au rabaltement o O de T ligne de

plus grande pente du plan OAG pas-

saunl en O, Une construction analoguoe a

Figure petila dpare 0e 7.

cherché est RPQ. On ponctue Pen-

semble des trois plans en tragant les

horizontales de cote O des deux plans

et Pintersection PQ des deux plans

et en cachant et laissant vues alter- . .49 ___
nativement les demi-droiles issues
du point commun Q "aprés un thé-
oreme connu sur la ponctuation au-
tour d’'un point commun a trois sur-
faces opaques.

PETITE EPURE N 8

Figure petile épure ne 8, ‘ ;/

Exonciz ¢

8. — Etant données trois droites concourantes OA, | donn¢ OX et OZ ol la construction de lu pyramide est
0B, 0C, O (0, 0,50), A (— 60, 0,20), B (0, — 30.30), | alors immédiate.
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PETITE EPURE N 9 (40} ainsi qu'on le voit en menant I'horizontale AV de

méme cote du plan AUV, Pour avoir D il suffit done

Exoxeci :

9. — Appuyer sur deux droites données UV et RT : - S(A0)
1° une droite D passant par un point w; 2° une droite D’
parallele & une droite UA. Les deux droites D et UV
forment un plan, ainsi que les deux
droites D" et RT. Indiquer U'inter-
section de ces deux plans. On donne
U (— 50, 0, 0), V (0, — 20, 40),
R (0, — 30, 60), T (30, 0, 40),
A (— 30, — 40, 40), (0, 0, 60).

TeExTE : == @

La droite cherchée D est I'in-
tersection des deux plans wRT et l
wUY, intersection dont o est un
premier point el S & la rencontre '
des horizontales de cote 40 un
deuxitme point. La droite D est '
done déterminée par les deux J l
points w (60) et s (40). Elle ren-
contre UVetRT en A (14) et B(18).

La droite D’ cherchée passe par ,

J . Figure petite ¢pure ne 9.

de mener par T une pa-
rallele & AU. Cette pa-
rallele rencontre UV en
Q (80).
L’intersection des
deux plans (D.UV) et
(D’.RT) s’obtient en les
coupant par deux plans

auxiliaires horizontaux:

I'un de cote 60 qui, &

I'intersection  des  ho-

rizontales R K et o Z.

; donne le point T (60):

‘ i s l'autre de cote 40 qui,

Figure petite &pure nv 10, 1 / A I'intersection des ho-

rizontales US et TL,

donne le point J (40). Llintersection des deux plans
est 1J. ' '

Pintersection du plan AUV mené par UV parallélement
4 UA avec la droite RT; cette intersection est le point T
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PETITE EPURE Ne 10
Exoxci :

10. — Mener par une droile donnée un plan de
pente donnée. La droite AB, B (— 40, 0, 0), S (0,30
50); la pente du plan cherché 5/4, la {race de ce plan
'coupant la demi-droite OY’. Mener dans ce plan une
perpendiculaire SA & SB et & ce plan une perpendicu-
laire SC, la trace de SA ayanl un 2 positif of SC étant
menée an-dessus du plan. Ponctuer ce triedre en sup-

tervalle I La ponctuation s'obtient en appliquant le

théoreme des trois surfaces autour du point S.

PETITE EPURE Ne 11
Enoncit -

11. — Rechercher avee les données suivantes la per-
pendiculaire commune UV aux deux droites AB et CD.

posant fes (rois plans SAB. SBO. SCA Opagues, A (— 40, 000), B0, — 30.50), G (— 40, — 3§, 40),
: D0, 0.10). Poncluer Ten-
{\Qy' semble des plans AUV, CUHY
! ‘ N el da plan horizontal.
772(:9 ! b . 4
R : S Texre
! \
g RGN ‘ K suivant Ja méthode indi
TN 6‘{60/ ’ln survant o method Hfl I~
. ,gwﬂ" (50) N / P quée dans le cours, on méue
i 3 \ N T
N : St a parallele DE & AR par le
AL X —J /// - l {/{*70} /__ - la 'l« all 'l o | R
= \c(/If’}_ - s S ———f,i e S P point Doopuis en D oau plan
5 AuRY, L Lt FAB aue perperdiculaire DF
N — . . ; .
SR, s P e qui- donne la diveclion de la
— - e \“?“ e = - df19) o —perpendiculaire commune. On
T R LN \'\fi(f#’l e mene par A fa parallele AG
/ . - . .
i ! Metho) ‘ : ~ celle divection el on pread le
e | N . ;
\ Al }\ ~ point 1 de cole 50 commun
/ 1 A} 1
' / \ ! aux deax plans GAB of CDE,
: /’ \ : ' Maintenant 11 reste 2 mener
N . T
{ / . : par ol paeadlole VU & AR,
oo On  cherche les horizonlales
b {ftwa) )
' ! AN do cote OMNA el M des deax
: ! ] \\ plans AUV of GUV el on ap-
/ . .
gl J ‘ ‘ pliques antonr de M e théo-
] rimme de ponelualion des (rois
Pigare pelite dpure ne 11, strfaces,
Texw R
En appliquant la méthode exposée dans le cours, on PRTITI EPURE Ne 12
: STITE, EPURE Ne 42
trouve la trace BT du plan demandé. Un rabatlement du ‘ C ‘
plan BTS en BTS; permet de construire en rabattement isiiis §
: . v > S UNONGE S
8,A la perpendiculaire & SB dans le plan BST qu’on re-
1dve de suite en SA. On méne enfin, suivant la méthade 12, — On donne sur un eylindre de révolution @ uye

habituelle, la perpendiculaive en S au plan ASB, la

Ty 4 G R
pente de cette perpendiculaire ¢lanl ¢ el par suile Vin-
) '

vortical dont Ta base est un cerele de conlre o (D, 40.0)
devayon 30 une hélice dextroesum passant en A (30,
40, 0y de pus 60, Construive une spive decette hélice,
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prendre un point M de cette spire et déterminer en ce | allant de M & T'axe du cylindre. Quant & la binormale
point le plan osculateur, la normale principale, la tan- | MN, on 'obtient en rabattant le plan tangent en M sur
gente et la binormale & ’hélice. le plan horizontal : Ja tangente est rabattue en m,,

/!, Figare petite épure n° 12.

mn, étant la cote de M on en déduit le rabattement n,X
de la binormale qui est relevée en (Km, K'm").

TexTe :

L’hélice est construite a 'aide de 8 -points dont les
projections horizontales sont les sommets d’'un octo-

: . PETITE EPURE N 13
gone régulier convexe inscrit dans le cercle © dont un

- ’ %,Y ol L
sommet est A. Enun de ces points M on a mené la tan- FNONGE :
N
gente dont la sous-tangente est mi==am. La normale 13. — On donne un axe vertical vo's’, (0, 60, 0).

principale en ce point est la droite MW horizontale { unplan de bout dont latrace verticale fait au-dessus de ox
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un angle de 45° avec ox et un cylindre de révolution &
axe vertical ayant pour base un cercle de centre C (30,
60, 0) passant en w. On fait tourner Iellipse de section du
cylindre C par le plan de bout donné autour de 'axe w3,
déterminer le contour apparent vertical de la surface
engendrée par ellipse dans la rotation indiquée.

Figure petite épure n° 13. J \

Texm ;

On détermine le contour apparent demandé point par
point. Ainsi le point de Vellipse projeté en (p,p) donne
par rotation le point (, =) du contour apparent vertical
situé dans le plan de front de 'axe. On opére ainsi pour
un nombre de points tel qu’on puisse tracer sans hé-
siter la courbe. On voit immédiatement que cette courbe

a 'allure d'une parabole de sommet w et d’axe 'z’ : il
est facile de se rendre compte qu'effectivement le con-
tour apparent est exactement une parabole, Gonsidérons
en effet le point quelconque P et en projection hori-
zontale le triangle reclangle wpa: ¢ étant ici la projec-
tion de p sur wa: on a wpf=we X wt. Or wp = o=

7" Caulre part we == ==0"1" done mm— oL COn-
o r
stante le Jiew du point " est done bien une pura-

bole admeltant pour sommet o ' ol w’s’ Pour axe. Le

théordme est vrai, quel que soit angle du ‘
o L “ 3 k] ‘ o 9 l L

1 I gie A Dblan de bout

avec le plan horizontal, car le rapport rE
pport =F,

reste ton-

jours constant sinon égal & 1.
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PETITE EPURE Ne 14 contour appareht horizontal du tore engendré par le

- mouvement de cette sphére.
KNONCE :

14. — On considére un plan parallele a la ligne de sk

terre faisant 45 avec les plans de projection et passant Tout d’abord le cercle  se projetie suivant une
en ® (0, 40, 40).Dans ce plan un cercle de centre © a | ellipse admettant ©ww, pour demi grand axe, et wa

l Figure petite épurc n* 14.

pour demi petit axe. Cette ellipse étanttracée avec soin,
on trace les contours apparents horizontaux de sphéres

pour rayon 40.0On fait mouvoir une sphére derayon 15
de facon que son centre décrive le cercle w, tracer le
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de rayon 15 ayant leurs centres pris sur Pellipse et
\ulhgdllllll“nt rapprocheés. Remarquant d’af® parl que
les cappctéristiques de 'enveloppe de ces nPhtr% sont
les gr ands cercles dont les plans sont les plajts normaux
au uerule o, Cautre part que les points de ©€8 grands
cercles situés dans le plan horizontal du centre de la
sphére corr espondante appartiennent au coplour appa-
rent du tore, on déduit alors de ce qui pw““l“ que le
contour apparent cherché est Penveloppe (68 contours

I'enveloppe. une idée
du contour

15.

apparen ts tracés des sphoves mobiles. L’épure montre
que rensemble de ces cercles donne, sans méme tracer

1 :
(_/ Figure petite dpure n° 15,

N
A

approximativement fort exacte

apparent du tore. On n’a pas tracé le con-
tour vertical qui serail identique au contour horizontal.

pETITE EPURE No 15

EnoncE :

— On considare un eylindre de révolution d’axe

UV [ronto-horizontal passant
en o (0, 30): e cylindre
A T R M B TS SN
swivant la géndratrice AB. Tra-
cor sur ce eylindre une hélice

Bb,

donl les langentes fonl 450 avee
les g‘(}ll("-l'il,[‘l'i;N*S dextrovsum par
rapporl L un observaleur couehd
sur U el Vles pieds en U Ta (ele
en Vool regardant 1o plan hori-
ronlal. Coelle hélice passe au
poinl M (0, 55, 0). Projeler les
deux ares de 'hélice voising du
poinl M sure le plan oseulaleur,
swe Pan Yangem el suwe Nan
normal & Phélice en M. Quelles
formaes oblient-on

de courbes

dans ces Lrois plans?

Trxre

Lhélice donnée élanl braede
sutvanl les principes, habituels
en projection borvizontale d laide
dun vabatlement de la seelion
droite du eylindre dont Te centre
w esl venu en @, on projelle
ditlérents points de P'hélice (els
que Py Q, Reel S d'une parl en

LWL Z, draatee part en Ly K,
H, G osur le plan normal el sur
le plan osculateur. On voil alors
en projeetion verticale que la
projection de 'hélice surle plan
osculatenr ne présente en M

quun point ordinaire, mais que la projection sur le plan
normal présente en M un point de rebroussement : enfin
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73

la projection sur le plan tangent, qui est ici le plan
horizontal, présente en M un point d’inflexion : ce qui
vérifie le théoréme du cours.

dans le plan horizontal de projection, menerau eylindre
ayant pour bases ces deux cercles : 1° les plans tan-
gents par le point A (—76, 9, 20); 2°les plans tangents

Y]
PETITE EPURE Ne 16
Enonck

16. — Etant donnés deux cercles de mdéme rayon
R =130, 'unde centre o (30, 30, 70) dans le plan ho-

rizontal de cote 70, 'autre de centre ® (— 30, 60, 0)

Figure petite épure ne 16.

paralleles a la droite wA. En supposant d’abord que le
point A soit lumineux, ensuite que lalumicére descende
parallélement dans la direction w vers A, tracer dans
ces deux cas les ombres propres et portées sur le plan
horizontal du cylindre donné. On se contentera de
faire les tracés demandés en projection horizontale

10
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seulement et on ne tracera pas de hachures dans les
parties ombrées

Texre

Pour mener les plans tangents par A, on prend la
trace L de la paralléle aux génératrices du cylindre
menée par le point A et on meéne de ce point L les tan-

- gentes LP et LQ au cercle de base ¢, les génératrices
PR et QS sont dans ce cas les séparatrices d’ombres
propres sur le eylindre, les demi-droites PZ et QT sont
les séparatrices d’ombres portées sur le plan horizontal.

Dans le cas ou les rayons

lumineux sont paralléles & wA ,(9{ i’}}) /\ﬂ
on prend la trace ag du plan N — - — 7" -
mené par oA parallélement N

\fr(zﬁ)

aux génératrices du cylindre
et on méne des tangentes au
cercle o paralléles & ap; par
les points de contact M et N
de ces tangentes on mene les
géuératrices MU et NV du
cylindre ; ces génératrices
sont dans ce cas les sépura-
trices d’ombres propres sur
le cylindre @ pour avoir la
courbe séparatiice de 'ombre
portée sur le plan horizontal,
il faut tenir comple dans ce
deuxitme cas du fait que le .
cylindre est limité par le

cercle o (cette observation

était inutile dans le premier

cas, car la cote du point A

était inférieure & celle du cercle). Le cercle @ porle
une ombre himilée suivant le demi-cercle I de centre a
et la séparatrice d’'ombre portée est complétée par les
segments MI et NJ des deux tangentes en M et en N au
cercle ¢. La ponctuation du cylindre et le tracé des
ombres ont été faits en supposantle cylindre remph d’une
matiére opadque.

PETITE }PUl{l‘ Ne 47

Exonet :

17. — On donne dans le plan horizontal deux cer-

cles, T'un de centre ¢(— 40, 50, 0) de rayon 25, Iautre
de centre o (25, 50, 0) de rayon. Ces cercles sont les
bases de deux cones, lun de révolution de hauteur
pH =150, lautre de sommet S (0, 50, 75) auxquels on
demzn_\de de mener des plans fangents paralléles et la
normale commune.

Texrs :

Les deux cones ¢étanl construits, on remarque que
§'ils avaient le sommel commun on auraif log plans tan-
gents communs en menant la langenle commune aux

Figure puetite dpuaee ot 17, }

bases; on aura done los plang tangents parallofes on
déplagant par (ranslation un des cones de fagon & faire
cotneider son sommel avee fe sommel de Paalee of en
menanl alors les plans langents communs aux deux
cones de meme sompnel @ ces plans tangents o fours
paralldles tangents auw cone dans sa premidee position
répondent & 1 question.

Sur Uépure, on a déplaceé le cone S de fagon i amener
son somnet en H, la base est alors devenue dans le
plan horizontal 1o cercle de centre a ef de vayon ap, Les
tangentes communes aux doux bases 9 ol a soul ofh
et oye; les tangentes au corcle o paralldles i ces droites
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sont mt et pg, et les deux couples de plan paralléles sont | les deux cercles a et o avaient 616 extérieurs, zéro si

J

Figure petite épure n° 18.

HXB et SMT d'une part, HEC et SPQ d’autre part. La | ces deux cercles avaient 6t6 intéricurs. La normale
figure fournit deux solufions, on en aurait eu quatre si | commune demandée est la droite UV perpendiculaire
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commune aux deux génératrices de contact HB et SM
d'un couple de plans tangents paralleles. U de cote
190, V de cote 177.

PETITE EPURE N 18

Enonei :
18. — On donne dans un plan de bout PaQ’,x
(—60, 0, 0) XaQ =307, uncercle de centre o (0, + 35,35)
S,)

LY
T e

l

|
1
l
|
1
! i
| |
|
|
|
]
|
|
!
]

dres de révolution. Mener & ces deux cylindres des
plans tangents communs sans tracer aucane ellipse.

TexTr :

Les deux cylindres ¢tanl circonscrils & une méme
sphere, celle de centre w et de rayon 30, le probléme
est possible; il suffira de chercher les plans tangents &
I'un des cylindres paralléles aux géndératrices de Pautre,
(Pest ce qui a 6té fail sur Pépure 18. On anrail pu
cherclier aussi les poinls communs anx deux cercles

de rayon 30, et dans le plan vertical RBS/, B (60, 0, 0),
RBz" = 30° un cercle de centre « de rayon 30. Les
cercles ¢ et » sont les sections droites de deux cylin-

Figure petite dpare ne 19,

donnés et meneren ces points & la sphére o de rayon 30,
des plans tangents qui sont les pluns langents cherehés.
Le plan mené par o paralldlement aux géndratrices
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des deux cylindres est wFH : il coupe le plan de hout
suivant oL et le plan vertical suivant oK. Un premier
rabattement du plan vertical sur le plan horizontal du
point o donne en wkK, le rabattement de wK en menant
au cercle o de ce plan rabattu des tangentes telles que
wyn parallgles & wK, relevées en NU; on obtient en U le
point de contact d’un des plans cherchés qui est déter-
miné par les deux génératrices aux deux cylindres
passant en U. On a également déterminé sur ’épure
Iautre plan répondant & la question dont le point de
contact est V, sans se servir des considérations de
symétric en rabattant le plan de bout sur le plan de
front du point .

PETITE EPURE Ne 19

P

Enonct :
19. — On donne dans un plan de bout dont la trace
verticale PQ’ fait avec .’z un angle de 500, P (— 25, 0, 00),

un cercle de centre Q (0,45, 30) de rayon 24 ce cercle
est la base d’un cone de sommet S (— 35, 27, 70). On
demande de représenter ce cone, de I'éclairer par des
rayons lumineux paralléles & SA,A (— 17, 15, 66) et de
rechercher : {° son ombre propre; 2° son ombre portée
sur le plan du bout P; 3¢ s'il y a lieu, le repliement de
l'ombre portée sur le mur. (Ecole des Beaux-Arts,
ire session 1912.)
Texre :

Le cercle de centre Q se projette sur le plan horizon-
tal suivant une ellipse de cenfre » dont on a de suite
les deux axes ab et cd. Pour avoir les contours appa-
rents du cone, il suffit de mener en plan des tangentes
de s & Pellipse : ce qui a été fait au moyen du cercle
homographique : on obtient ainsi les génératrices Sm
et Sn. Sur le mur les génératrices de contour apparent
sont S'a’ ot S'l.

Pour avoir les ombres on prend la frace ¥ du rayon
lumineux SA sur le plan de bout, et de ¥ on méne
(toujours  Iaide du cercle homographique) les lan-
gentes op, og & Pellipse.

Si maintenant on remarque que SA rencontre le plan
verlical avant ¥ en @, il y a un replicment de 'ombre
en UAYV. Une partie de cetle ombre «'w’ est sur le mur
cachée par la projection du cone.

« 17
PETITE EPURE Ne 20
ENonce :
20. —— Un cone a pour base un cercle situé dans le

plan de prafil 2 du centre w (0, 40, 40) de rayon 40 et
pour sommet G (— 80, 0, 0). Ombres propres et portées
sur les denx plans de projection du coéne précédent
éclairé par un point Jumineux S (— 80, 80, 80).

Texre :

Le cone est immédiatement construit d’apris les
données de I'énoncé. Les séparatrices d’ombres propres
seront les génératrices de contact des plans tangents au
cone menés par la droite SC.

La droite SC étant parallele & la base du cone, les
plans tangents en question auront pour trace sur le
plan de base du cone des paralltles & SC, on (race ces
droites en rabattement; les points de contact dtant
alors m, el p,, les séparalrices sonl donc SM et SP.
Quant aux séparatrices d’ombres portées sur chacun
des plans de projection, remarquons d’abord qu’elles
sont symétriques I'une de 'autre par rapport & la ligne
de terre, étant donnée la symétrie des données clles-
memes. Chacune de ces séparatrices est composce ('une
partie rectiligne et d’une partie parabolique puisque le
point lumineux S est dans le plan horizontal du point
le plus haut du cercle de base et dans le plan de front le
plus en avant de ce méme cercle de base. Lu partie recti-
ligne Sp. est obtenue en cherchant la trace horizontale p.
dupointMdelaséparatrice d’ombre propre et en joignant
Sp.; quant & la branche parabolique, on en a I'extrémité
en p, un autre point en Y en prenant Pombre du point D
du cercle qui a le plus grand éloignement. On n’a pas
délerminé de point quelconque sur cette branche en
projection horizontale, mais cette construction a &té
faite en projection verticale en prenant ombre U du
point V rabattue en V,.

En projection horizontale, on a préféeé déterminer
les cléments, foyer el tangente au sommel de la para-
bole. La détermination
moyen de la connaissance des quatre langentes aux
points w, f, 7 et [ qui, prises deux fois trois i trois, ont
donné deux triangles dontles cervcles circonserits ¢, ol
¢, ont fourni par leur point commun K le foyer de la
parabole. Ce foyer, projeté orthogonalement en K sur

de ces dlémenls se fail an
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la tangente en @, donne un point de la tangente au PETITE EPURE Ne 21
sommet qui est alors la perpendiculaire It menée par K
4 la direction S¢ de 1’axe de la parabole (9 étant le point
le plus haut du cercle w, donnant par suite une ombre 21. — On donne deux cereles : I'un de cenfre o
& Pinfini). Indiquons enfin que les tangentes aux divers | (0, 30, 0) dans le plan horizontal, Uautre de cenlre
points £, », f, p. de la parabole ont ét6 obtenus en pro- | (0, 0, 30) dans le plan verlical, de méme rayon R = 30.
jetant du point de vue S les tangentes aux points cor- | Le cercle de centre o est la seclion drotte d'un eylindre

ENONCE :

. Figure petite épure no 20).

respondants du cercle w, ces tangentes ayant 6té four- | de révolution. Le cercle de centre o ost la hase d'un

nies par le rabattement. cone de sommet S (40, 0, 115).
La ponctuation a été établie en supposant le cone Rechercher si Pintersection de ces deux solides est

rempli de matiére opaque. un arrachement ou une pénétration, déterminer ensuite
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un point courant et la tangente en ce point de Pinter- | au cylindre : un seul de ces deux plans coupe la base
section, puis les points fournis par les plans auxiliaires 4
limites. 4
) s /;/Ih
TEXTE : ity
: : ‘ ’ v/
Les génératrices du cylindre étant de bout, les plans st My
auxiliaires seront des plans de bout passant en S. En p < il ,;' I
/1

Vs AR (

P Il
p / / /]

R

Pigure petite épure ne 21,

menant de 3 les tangentes au cercle w’, on a les traces
verticales des deux plans auxiliaires limites tangents

du cone comme le montre le tracé des traces horizon-
“tales : on en conclut que l'intersection est un arrache-
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ment. Le plan auxiliaire limite S'6ji fournit sur les
deux génératrices SJ,SI du cone les deux points U
et T ou les tangentes sont la génératrice du cylindre.
De méme, le plan auxiliaire limite S’Bg tangent au
cone fournit deux points N et L ot les tangentes sont
les génératrices correspondantes du cylindre. On a,

7

PETITE EPURE Nv 22
liNoNGE

22. — On considere un cone de sommel S (— 60, 0,0)
ayanl pour base un cerele de centre (—--32,32, 39)de
rayon 225 dans un plan de
boul ayanl oy pour (race
horizonlale el faisant 50 avee
o/ el un eylindee de mame
bage & géndralrices (ronto-

J

de plus, déterminé les quatre points et les quatre
tangentes fournis par le plan auxiliaire S'ykh, ces
points sont M, P,Q,R. Les tangentes on cos poinls
fournis par Pintersection des plans tangents sont AP,
aM, VR, WQ.

horizontales.

Représenter le solide com-
mun i ces deux corps, (Beans-
Arls, octobre 1911.)

Trxme 3

Les deux surfaces du dou-
xitme degreé donndes ayant
une conique, le corele € en
commun, se coupenl suivant
ane deuxiéme conigque située
par raison de symaétrie dans
an plan de boul dont Ly trace
verlicale p/q" soblient en joi-
gnant en croix les points din-
terseelion des contours appa-
renls verticaus do eone of du
eylindre, On a de saile Tel-
lipse de projection en plan
dont les deux axes sonl mn
el pyge Ona délerming sur
Pépure Tes poinls el T o0

1

N ‘ Figure petite dpure 1 22, le contour appurent do cone

tonche Uellipse dinterseelion

el les points Ry eb Ty, o coes
mames contours apparents (ouchent ln base, 1 a suffi
pour cela de mener an eone des plans tangenls ver-
eaux, ce qui a 6té fail en menant du point S; sitoe
dans lo plan de base sur I verticale du point N
des tangentes lelles que S, 7, o cetle hase rabattoe
sur le plan de front de symdéteie @ les points de con-
tact de ces tangentes releviés d’abord en R, et T, sur
la base circulaire, puis perspectivement i partir de ¥



PETITES EPURES 81

en R et T sur le plan de I’ellipsé fournissent les points PETITE EPURE N- 23
cherchés. .
Rl T
La ponctuation immédiate ne présente aucune diffi- Enonok :
culté tant en plan que sur le mur. 23. — On donne deux droites 'z et i oy tracées
dans Ie plan horizontal parle point w(0,60,0), la bisec-
— — IJ T T T e —— T — e —— . — —
Yl S —
G
{
1
| E
%)
o' | _h

e N i M e SRS A e e ey e RS S Gl o L e

7
7/ ~ \ C | /
j < B \\ | g
—————— - > \ l/
;e ,ﬁx_ ~ _,___HBL Lab N Y
'\ » d NN N\
/ \ WI\\~\\\\ e
\ ‘ m \q N
~
\\\ ‘ \\} -
\\~ ol \: \
T S:\- '\\\
‘ N -

Figure petite épure ne 23,

11
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trice s'ws de leur angle you est paralléle o la ligne de

a pour base un cercle de centre «(0,60,50) de rayon
terre ef I'angle aigu de ces droites est 37307, On con-

30 dans un plan de profil, les génératrices de ce cy-

-

Figure petite dpure ne 24,

v \b
A '
sidere I'byperbole dont les asymptotes sont #x et y'y | lindre sont paralldles & u/x. Trouver la projection ver-

et dont un sommet est A (20,60,0); cette hyperbole | ticale de Pintersection des deux cylindres. Branches
est la section droite d’un cylindre. Un autre cylindre | infinies.
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TexTE :

Pour avoir Pintersection, on coupe les deux solides
par des plans verticaux paralléles aux génératrices du
cylindre circulaire. C’est ainsi que sur I'épure on a
déterminé le point H surle contour apparent horizontal
du cylindre circulaire, les deux points B et C le plus
& gauche en se servant du plan auxiliaire passant par
le sommet A de Fhyperbole. Enfin en un autre point
courant Q. on a déterminé la tangente, en prenant 'in-
tersection des deux plans tangents correspondants.

Le plan tangent au cylindre circulaire a été déter-
miné par sa trace sur le plain de profil UV, cette trace
est rabattue en a, B, et «, estle rabattement d'un point
de la tangente au point Q, point relevé en (a, o).

On peut, de plus, remarquer que Iintersection preé-
sente des branches infinies de deuxitme espoce, les
asymptotes correspondant &° ces branches hyperbo-
liques sont les intersections du plan asymptote =’z du
cylindre hyperbolique avec le cylindre circulaire; on
trouve ainsi les deux génératrices de contour apparent
verlical comme asymptotes.

Ces déterminations effectuées, la projection verticale
de la courbe d’intersection est facile & obtenir; on en
a tracé un quart sur I’épure.

PETITE EPURE Ne 24

Exonet :
24. — Ktant donnés un centre de sphére de centre

v (0,50,50) de rayon 30 et deux cones circonscrits &
cette sphere, I'un de sommet S (80, 20, 50), Pautre de
sommet X (—65,0,0), déterminer les plans des deux
courbes planes suivant lesquelles se coupent les deux
cones. '

TEXTE :

Les deux cones étant circonscrits & une méme sphere
se coupent suivant deux courbes planes dont les plans
sont menés perpendiculairement au plan S¥¢ des deux
axes par les deux diagonales intérieures CD et AB du
quadrilatere complet formé par les génératrices des
deux cones situées dans le plan SZeg.

On rabat donc d’abord le plan SX¢ sur le plan

horizontal du centre de la sphére; le point S ne bouge
‘pas, ¢ vient en g,, la section de la sphere est rabattue
suivant le contour apparent de la sphére. On méne
alors de S et de gy, les langenles au conlour de la sphere,
les diagonales du quadrilatere de ces quatre tangentes
fournissent en a,b,, ¢,d; les rabattements des droites AB
et CD qui se coupent en o, ; ce point se reléve en o ot
les deux droites en aw et fo;a el B étant sur la char-
niére.

Pouravoirles deux plans cherchds il suftit, parle point
de rencontre des deux droites AB et CD d'abaisser une
perpendiculaire au plan de ces deux droiles ; cette per-
pendiculaire a éé tracée d’abord au moyen du rabat-
tement du plan vertical mené par w sur 'horizontale 1)
du plan S¥p des axes: dans ce plan la frace du plan
STy est rabattue en Koy, la perpendiculaire & ce plan
est donc ww,, la perpendiculaire est alors relevée en
(ww;, ©'o’)) et les deux plans demandés sont, 1'un
déterminé par AB et ww,, I'autre par CD et ww,. Pour
avoir l'intersection des deux cones il suffirait donc de
tracer les deux sections planes d’un des cones par ces
deux plans.

PETITE EPURE Nv 23

..

ExoncE .
25. — Etant donné un segment AB, A (0, 90, 40),

‘B (0, 30, 40), on meéne par ce segment les deux plans
faisant 45° avec le plan horizontal, et dans chacun de
ces plans on trace le cercle de diamétre AB: l'un de
ces cercles, celui dont le point le plus haut a un x
positif, est la base d’un cone de sommet S (60, 60, 40),
lautre est la section droite d'un cylindre de révolution.
Quelle est la nature de la projection verticale de I'in-
tersection de ces deux solides? Déterminer un point
et la tangente en ce point de cette projection verticale,
ainsi que les fangenfes aux points de celte projection
situds sur les génératrices de contour apparent du cone
et du cylindre. ‘
TexTe :

Les deux solides ayanl un plan de symétrie commun
de front, la biquadratique gauche de Uintersection se

projetle sur le plan vertical suivanl une courbe du
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2¢ degré qui est iciune hyperbole comme In prouveront
les déterminations qui vont suivre. On a déterming un
point courant H et en coupant les deux solides par une
sphére passant par une section circulaire UV du cone
et ayant son centre sur axe du cylindre. Cefte sphore
coupe le cylindre suivant deux cercles dont I'un IJ coupe

Figare potite dpure ne 23,

le cercle UV en deux points projetés verticalement en
b’ : la tangente 1’2" en ce point &' s'obtient en joignant
ce point i* au point de rencontre des interseetions des
plans tangents au cone et au cylindre avee Je plan do
symétrie commun. (Ce pointest ici en dehors de I'épure,
lesetraces des deux plans tangents étant By 'une part
el S'a" d’autre part). La courbe passe parles points pro-
jetés enm’, ', p. ¢" & Vintersection des conlours appa-

DESGRIPTIVE

rents en projection verticale. Les méthodes habituelles
pour déterminer les tangentes en ces points ne réus-
sissent pas, la tangente étant de bout. On sait que dans
ce cas la tangente a la courbe du second degré qui est
la projection de Yinlersection est la trace sur le plan de

symétrie du plan osculateur i la courbe au point con-

sidéra. Cette trace est obtenue en fragant ln corde com-
mune des deux cerclos de Meunier de chacune des
surfaces. lei, an poinl p" par exemple, un centre de
courbure de section normale est en o, pour le cone el
en w, pour lo eylindre, Tes deux cercles de Meunier ont
pour dinmdtres p'w, el p'o, b corde commune est done
la hauteur p’t du teiangle p'o o,. Gelle fangente Taissant
de part et d’autre d’elle deux points w” of ¢ de la courbe,
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cette courbe ne peut &tre qu'une hyperbole, ainsi que
nous I'avions annoncé.

PETITE EPURE N¢ 26
KNoNGE :

26. — On donne dans le plan horizontal deux cercles
de centre ¢ (— 50, 50, 0) etw (50, 50, 0): ces cercles
sont les bases, le premier d’un cone de sommet S (— 50,

ditions, il y a deux points doubles & I'intersection aux
points de rencontre des génératrices SA, TB d’une part
en U de cote 35, aux points de renconire des généra-
trices SG, TD d’autre part en V de cote 35 également.
Mais la trace de ST peut &tre aussi sur I'une ou I'autre
des tangentes communes intérieures. Dans l'un de ces
cas, la cote de T est 9,6, dans Pautre elle est 507 : le
premier de ces cas donne un seul point double N de
cote 7,3 & lintersection des génératrices SE, TF, le
second donne un seul point double M de cote %7.7 &
Fintersection des génératrices SG, TH. Remarquons que

. L8
¢fo) 5(79) 0 L) L
7 N T X T T T T T ey P -
Rt S At
z7 -

0, 70), le 2¢ d’un cone de sommet T (50, 0, ?) dont on
demande de fixer la cote de fagon & ce que l'intersec-
tion présente un ou plusieurs points doubles.

TexTe :

Pour que lintersection présente des points doubles,
il faut que la droite ST des sommets coupe le plan des
bases sur une des tangentes communes aux deux bases.
Les tangentes communes sont ici au nombre de quatre.
Tout d’abord, par suite de la symétrie des données, si
on donne & T la cote 70, Ja droite ST est paralldle aux
deux tangentes communes extérieures et dans ces con-

J

Figure pelile épure n° 26.

ces deux derniers cas qui ne donnent lieu qu'a un seul
point double ne fournissent pas des solutions symé-
triques, car les cotes des points trouvis ne sonl pas
égales.

PETITE EPURE Ne 27

Knonei: :

27. — Un cercle de centre (0, 50, 0) de rayon 35
dans le plan horizontal est la base commune de deux

cones de sommets S (— 30, 0, 50) et T (60, 0, 200). Re-
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chercher la nature de I'intersection des deux cones el PETITE EPURE N- 28
trouver un point courant et la tangente en ce point.
' EnoNcE -
Tex1E : On domne un cone ayant pour base dans le plan

horizontal un cercle de centre O et pour sommet le

Les deux cones ayant déja le cercle @ en commun . . :
’ fes ayant 4o o point S de cote donnée.

ont encore en commun une seconde conique dont le
plan est conjugué harmonique du plan du cercle o par
rapport aux deux plans passant I'un par S, Iantre par T
et tous deux par la corde de contact des tangentes au
cercle  issues de la trace o de la droite ST sur le plan -
du cercle w. On a donc déterminé sur I'épure le point —y ; y i
o (— 60, 0, 0)ona mené de ¢ les deux tangentes oa, ob \_/ /

‘au cercle w, puis on a pris le point 6 conjugué harmo-

nique de ¢ par rapport au segment ST; 6a, 90, sont
alors, d’aprés ce quiprécede, les tangentes a la deuxiéme Fig. 26.
conique en @ et b. On a donc de cette conique deux
‘points et deux tangentes, un plan auxiliaire tel que | Représenter en projection horizontale la section de
oij permet d’en déterminm-, deux autres points u et » | ce cone par un plan ayanl pour (race dans le plan

o |

G(O) t 4]
il L el
x . A
\

Figuro pelite épure ne 27.

|/
et les tangentes en ces points : la nature de la section | horizontal la tangente au corcle O au point @ sitné sur
est ici elliptique car le plan paralléle au plan fah mené | le prolongement do sO et passant par le point B, pro-
par T ne coupe évidemment pas le cone. jeté horizontalement en b sur sO et de méme cole que
le point S.



\\\n\\\
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Deuxidme figure petite épure n° 28.
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TEXTE :

La section du cone par le plan se projelte horizonta-
lement suivant une ellipse dont nous connaissons déja
la direction des axes. I'un paralldle & la tangente en «
au cercle, I'autre perpendiculaire & cette direction et
projeté suivant sou, car le plan vertical soa est un plan
de syméirie tant pourle cone que pour le plan sécant
auquel il est perpendiculaire.

Point cowrant et sa tangente. — Nous prendrons pour
plans auxilinires des plans passant par la droite SB.
Cette droite rencontre le plan sécant au point b et est
paralldle au plan de base du cone, par suite en projoc-
tion horizontale. les traces des plans auxiliaires sur le
plan séeant passeront toutes parle point b et les braces
de ces plans sur le plan hovizontal seront paralléles & sb.

Sur I'intersection du plan sécant el du plan horizon-
tal, prenons un point quelconque a et considérons le
plan auxiliaire passant par ce point. Son intersection
avec le plan sécant se projette en ba, sa trace sur le
plan horizontal, paralléle & sO rencontre le cercle de
base aux points ¢ et d, d’ou les génératrices du cone
projetées se et sd qui rencontrent bo aux points ect [, qui
sont deux points e ellipse.

Cherchons la tangente en ¢. — Clest la projection de
lintersection du plan sécant et du plan fangenl au
cone le long de SE. Un premier point est e point e.
Le plan tangent a pour trace horizontale la tangente
en Gau cercle O.

Cette tangente rencontre ao au point ¢ qui esl un
second point de intersection, et la tangente en e est re.
Si on veut obtenir la tangente en f de la méme manidre,
on constate que la tangente en d au cercle ne rencontre
pas ae dans les limites de I'épure. Dans ce cas consi-
dérons le plan tangentle long de SD comume la limile
d’un cone, on se sert d’un plan anxiliaire, soit le plan
passant par §; il coupe le plan sécant suivanl Of3 el le
plan horizontal suivant Bu paralléle & as; Bu rencontre
la tangente en d au cercle au point u ; le plan auxiliaire
coupe donc le plan tangent suivant su, qui rencontre
b au point v, la tangente en [ est of.

Points sur les contours apparents die cone. — Le contour
apparent horizontal du cone est formé par les tan-
gentes sy et sh menées de s au cercle et nous obtien-
drons les points sur ce contour apparent en prenant

pour plan auxiliaire le plan byy, qui donne le point i
sur sg ; d’ou le symétrique j sur sh.

Somanet de Uellipse. — On obtient les sommels sur le
grand axe so en coupant par le plan vertical so, et en
faisant une projection verlicale auxiliaire en prenant so
pour ligne de terre : N se projette en &, B en 0. Ce
plan vertical coupe le cone suivant les géndralyices
projetées verticalement en s'a” el &, et le plan séeant
suivant bal/a’. i'a’ renconlre s« el s’k en o ot I, qui
se rappellent en « el /, qui sont les sommels du grand
axe. D'ou le centre o de Uellipse: le petit axe est la
perpendiculaire élevée en w & al. Cherchons les som-
mets de cel axe. En ces points la tangente a Vellipse
sera paralltle & so, ¢esl-d-dire sera la projection
horizontale d’une droile de front A situde dans Ie plan
fangent au cone. Linterseclion de ce plan tangent avee
le plan vertical so sera une droile parallele & A, or la
projection verticale de A esl 8" ou &/ puisque & est
aussi dans le plan séeant.

Par conséquent Pintersection de ce plan tangent au
cone ol du plan vertical sera la droite ¢'¢/-se mendée par
le sommet du cone parallclement & @' b-ab. Elle ren-
contre la ligne de lerre au pointes’. La trace horvizon-
tale du plan langent est la tangente em, mende de g au
cercle; dot la généralrice sm du cone qui rencontre
le petit axe au poinl g qui esl un des sommels.

PETITE EPURE N 99

lENoNci

29, — Ondonne un cone de sommet S (— 30, 62, 68)
ayant pour base une ellipse projetée verticalement Sui-
vaat le cercle de centre (B, 35, 35) ot do rayon 25 ; le
plandecette ellipse estle planvertical PaQ), 'z, (— 26, 0, 0)
M’:.:(i()“. On coupe ce cone par le plan perpendicu-
laive & S au poinl o o0 Sw rencontre Jp plan vertical
PwQ’. Trouver les points le plus haut et 1o plus bas de
la section.

Trxrr :
Pour avoir les points demandés, il faul mener des

langentes horizontales & la seclion. Ces tangentes seront
paralleles aux horizontales du plan RBS" mend par
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perpendiculaire & Sw. Pour avoir ces tangentes on mé- | par le plan vertical projetant SR : on trouve ainsi le
nera done par S une paralléle aux horizontales du plan | point M. L'intersection de ST avec le plan sécant est
sécant et on en prendra la trace A sur le plan de base | obtenue en se servant comme plan auxiliaive du plan
Pa()’ du cone. Du point A on ménera des tangentes AR | projetant verticalement ST, on trouve ainsi lo point N
qui fournit Ie second point
vépondant & la question.
Remarquons que celte maé-
thode est applicable non
seulement & la recherche
des points fe plus haut el
lo plus bas, mais encore des
points le plus & droile ef To
plus & gauche el plus gé-
néralemment a la rechercho
des points o les tangentes
ont une direction donnée
parallele au plan séeanl.

G .

PETITE EPURE N» 30

lavonas :

30, — On donue un eone

i}

de sommet S (55, 25, 65)
ayanl pour base dans lo
plan horizontal un cerele
de conlre € (— 20, 45, 0)
de rayon 28 el un plan
|"~{Q’ de houl, y (35, 0, 0)
G’?l" s g000 Délerminer
Finterseclion da cone par
le plan. (Points courants,
fangentes en ces points,
asymploles, langentes aux
points dela section de cote
0) (Beaux-Arls, 1™ session
1011).

[
Trexre

( Figure pelite dpure n? 80.

On a mend par S le plan

J parallele au plan PyQ’ @ ce
et AT & la base du cone qui est circulaire en projection | plan a pour trace horizontale une droile parallile i yP
verticale. Ces fangentes ont R et T pour points de con- | qui coupe le cercle O on § of ¢ : la section est done une
tact. Les points cherchés sont sur les génératrices SR, | hyperbole de directions asymplotiques Se, S8; leg asymp-
ST aux points de rencontre avec le plan séeant. L'in- | totes sont les droites wu, wf, infersections des plans
tersection de SR avec ce plan est obtenue en coupant | tangents le long de S3 et Se avee Py(’. En menant la
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bissectrice wi de m on a I'axe de I'hyperbole : on section dela sphire de diamdtre V'c’ est rabattue suivant
trouve les sommets en coupant le cone par le plan ISQ | le cercle de meme diamétre et, dans ces conditions, la
passant par S et I£ : S est une horizontale de ce plan | trace du plan de la nouvelle section est ', Comme
qui donne dans le cone les deux
génératrices SK, SL, d’ou sur wiles
sommets ¢ et d de I'hyperbole. En
coupantparle plan de hout S'y'4/ gh
on trouve par la méthode générale
les points courants M et N et les .
tangentes pm et vn en ces points
en plan. Les tangentes en a et b
ont été déterminées par une cons-
truction géométrique grice aux
asymptotes : ¢’est ici ce qu’il y a
de plus simple.

PETITE EPURE Ne 31
ENONC.{«;:

31. — On donne un cylindre -
ayant pour base le cercle du plan
vertical de centre w (30, 0, 50)
de rayon 30; la direction des gé-
nératrices de ce cylindre est wA,
A (0, 60, 0). Mener par le point P
(— 40,0, 60) un plan non de front
coupant ce cylindre suivant un
cercle; projections de cette sec-
tion.

Texre :

Le cylindre étant & base circu-
laire sur le plan vertical, il sulfit,
pour avoir la seclion antiparallile,
de mener par la base une sphire
quelconque qui couperale cylindre
suivantune deuxicmesection plane,
¢'est-d~dire suivant un cercle. Par
suite de la symétrie du cylindre
par rapport au plan de bout proje-
tant verticalement la ligne oA, il

Figure petite Cpure n® 31,

suffit de considérer ce qui se passe dans ce plan, ce & ici w'v’, est perpendiculaive & 6'¢’, on en déduit que le
(quoi on arrive en rabalfant co plan sur o plan vertical; | deuxieme plan de section circulaire "est de bout. 11
A vient en o el @ ne bouge pas; les génératrices du suffitdone, pour avoir le cercle demandé, de mener par
cylindre situdes dans ce plan viennent en Vg, et ¢y, Ja | P un plan de bout paralldle & celui qu’on vient de dé-
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terminer, sa trace verticale estp’az. [1reste alors & tracer
la projection horizontale de ce cercle : en coupant par
un plan de front quelconque F le plan de section et le
cylindre, on trouve deux points p et ¢ quelconques de la
projection
en utilisant les plans de front passant, l'un par o,
lautre par A: les sommets du petit axe 7 et j sont four-

: on aura le sommets m et n du grand axe .

nis par le plan de front passant par le milieu de Aw,
c’est-d-dire par le plan équidistant de ceux qui ont
fourni les sommets du grand axe. On a alors des don-
nées suffisantes pour tracer la courbe cherchée. On a
ponctué cette courbe en supposant le cylindre plein de
matiére opaque. -

PETITE EPURE Ne¢ 39

ENONCE s
32. — On donne un cone de révolution de sommet S

(— 30, 40, 50), la base est un cercle de rayon 25 dansle
plan horizontal. On coupe ce cone par le plan bissecteur

Figure petite épure n® 32.

du premier diddre. Tracer sur la région libre du plan
horizontal le développement de la section du cone par
ce plan : on cherchera les points du développement
correspondants aux points situés sur les généralrices
dont les pieds sont les sommets de I'hexagone régulier
convexe inscrit dans la base et dont I'un des sommets
est dans le plan de profil du sommet. Points d'inflexion
de la transformée.
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TEXTE :

Le cone étant construit, on marque sur sa base les
six sommets ABCDEF de I’hexagone indiqué dans
I'énoncé. Un rabattement qui améne le sommet Sen S,
permet d’obtenir les points du premier bissecteur sur
les génératrices SA et SD : les rabattements de ces
points sont %, et /. On a donc de suite les lon-
gueurs s,h, ets,l, qui serviront au développement. Les
points sur les génératrices sé et sc sont obtenus en u
et v, ®'p étant la symétrique de s'0’ par rapport a xr’.
Une rotation donne en Sw, et Sp, leslongueurs & employer
dans le développement. Inutile, par suite de symétrie,
de s’occuper des points sur Se et Sf.

Le sommet du cone & développer étant placé en g,
I'arc qui est I'image du cercle de base est tracé en
afydzoa : son rayon est S,a, apotheme du cone, son ou-

Deuxiéme figure petite épure n® 32.

G

Sq 925
Y 3600 =2= x 360=157",53'.

verture aga est égaled =
S,a :

On reporte alors S,K, en or sur ca, s'uy, en gy sur of,
s'v, en o, sur gy et s,l, en of sur of, le reste se déduit
de ce qui précéde par symétrie. Pour avoir le point et
la tangente d'inflexion de la transformée, on abaisse du
sommet S une perpendiculaire sur le plan sécant et on
méne de la trace de cette perpendiculaire des tangentes
4 la section. Pour ce faire, on a, en rabattement.

mené Sh,, perpendiculaire sur le rabattement dh, du
plan sécant, cette droite coupele plan de hase en g, on
méne de ¢ des tangentes gb, gf & la base dont les points
de contact sont justement ici b et f, ce qui montre que U
et son symétrique Q sont les points d’inflexion cherchés.
Pour avoir la tangente en ces points, on se sert de la
propriété de la sous-tangente en ces mémes points. On
prend le point Iou gf par exemple coupela trace du plan
sécant surle plan de base, ici 2/x, ef on reporte fi en ph
en joignant & & x, point transformé du point K, ona la
tangente d’inflexion. Une symétrie la donne également au
deuxiéme point d’inflexion u. Il ne reste plus alors qu’a
tracer la courbe transformée qui passe en ry, 3, ¢, w0, x
et r, en r et t la tangente est perpendiculaire aux
rayons correspondants. On a, de plus, déterminé les
tangentes aux deux autres points connus de la transfor-
mée aux points 7 et = par la méme méthode.

PETITE EPURE N° 33

Enoxct :

33. — Ondonne le cone de sommet S (30,
35, 70) dont la base est le cercle A (0, 33, 0)
dans le plan horizontal, le rayon de ce cercle
étant 35. Mener un plan passant par la pa-
rallele & la ligne de terre située dans le
premier bissecteur & une distance de la ligne
de terre égale & 75 qui coupe le cone sui-
vant une parabole.

Déterminer le sommet et la tangente au
sommet de cette parabole.

TexTE :

Pour quun plan coupe un cone suivant
une parabole, il faut et il suftit que le plan
paralléle mené parle sommet soit tangent
au cone. Or, le plan cherché devant passer par la
fronto-horizontale 1J, le plan parallégle devra avoir une
trace parallele & la ligne de terre. Ce plan sera done
déterminé par le point S et une des deux tangentes
fronto-horizontales au cercle de base. Un de ces plans
est le plan tangent le long de SL. Le plan cherché est
alors obtenu en menant par A la parallele AP 2 la géné-
ratrice SL, on obtient ainsi le plan demandé de trace PQ
passant par IJ. Pour déterminer le sommet et la tangente



94 GEOMETRIE DESCRIPTIVE

an sommet dans Vespace de cetie parabole, il suffit de | cone dans le plan horizontal H'. La paralléle & AD
mener a la section une tangente perpendiculaire i la par S est la droite SX; de X, on a mené deux tangentes
direction de Vaxe; cette direction étant d’ailleurs celle | au cercle de base @, on trouve deux points de conlact,
du point de la section rejeté i linfini, ¢’est-d~dire la | 'un N qui correspond au point & I'infini, 'autre Q qui

l Figure petite épurc ne 83.

;
direction de SL. En conséquence on rabat le plan sécant | donne la génératrice SQ sur laquelle se trouve le som-
autour de PQ sur le plan horizontal A vient en A,, | met cherché. Pour avoir ce point on coupe ln généra-
AP paralléle & SL est venu en A,P, la direction de la | trice SQ parle plan sécant.en se servant du plan vertical
tangente rabattue est donc a,d, relevée en AD. On n’a | projetant SQ comme plan auxiliaire on trouvele point M
plus qu’a mener le plan tangent au cone parallele 2 AD; | qui est le sommet demandé, la tangente est la paralldle
on a, pour effectuer cette construction, pris la base du | menée par M i la direction AD.
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TEXTES

GRANDE EPURE Ne 1

Cube et Tétraédre.

Enonct :

1. — On donne un cube & diagonale verticale AF,
A(0,70,120), G(0,70,0), le sommet C opposé & A dans
la surface ABCD étant dans le plan de front de AG &
gauche de A et un tétraddre régulicr dont une aréte
est MN, verticale passant par G, le point M étant de
cote 0 et le point N de cote 120, le milien de Paréte
opposée PQ est dans le plan de front de AG. Repré-
senter par ses deux projections le solide formé par
Iensemble du cube et du tétracdre se pénétrant mutuel-
lement, ce solide étant supposé rempli de matidre
opaque. Ombres & 45° sur les deux plans de projection
du solide représenté.

TextE :

I1 résulte du cours (1™ partie — 1™ section) que le
cube sera projeté horizontalement suivant un hexagone
régulier de centre a,g et les diagonales de cet hexa-
gone. Le rayon de I’hexagone est obtenu en projection
verticale en construisant le triangle AGC dont on con-
nait les trois cotés AG diagonale donnée, GC coté du
cube qu'on déduit de la diagonale AG, AC diagonale
de face du cube quon déduit également des données.

Ce triangle ACG étant placé dans le plan de front
permet ensuite facilement de construire les deux pro-
jections du cube en se rappelant que les six sommets
du cube, autres que A et G sont trois & trois alternati-
vement dans les plans horizontaux de cote 40 et 80.

Le tétracdre régulier se construit facilement en
remarquant que la plus courte distance des arétes MN
et PQ est [ronto-horizontale et que cette distance est
. MNY2

2

Sgale &

—

, s01L 60 X \/? Laréte PQ étant horizon-

tale, la mise en place du tétraddre est donc immédiate.

Les inlersections sont faciles & déterminer, en remar-
quant que des 4 faces du tétraddre deux sont de hout
et deux autres verlicales. La face de bout NPQ coupe
la face ABCD suivant la droite de bout af3, la face AEDH
suivant la frontale y3, et la face symétrique AEFB sui-
vant la frontale ge.

La deuxidme face de bout MPQ coupe les deux faces
AEDH et AEBF suivant les droites du et ), etles deux
faces GFBC et CFHD suivant v et pv, v ¢tant le point
sur CG.

D’autre part, la face verticale MNP coupe la face
ABCD suivant G@, la face AEBF suivant eg et la face
GFBC suivant g¢. La face MNQ donne des résultats symé-
triques. Les intersections sont ainsi complétement déter-
minées, il ne reste plus qua ponctuer le solide qu’on doit
représenter. Les deux corps étant supposés n’en former
qu'un seul de méme matidre, on devra ne représenter
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séparément le contour d’'ombre du tétraédre et du cube
en plan, on a trouvé pour le tétracdre mirnam relevé

que les portions des arétes de chacun des solides exté-

rieurs & autre, en enlevant les portions intérieures. La

j

n aQ

Figure grande épure n° 1.

représentation du solide demandé est alors immédiate. | sur le mur en lrgngm,, et pour le cube gowa,d,c,g relevé
Ombres & 45°. — 1° Ombres portées. — On -a cherché | sur le mur en ayt,s.
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De ces deux contours d’ombre on forme le contour
total qui est dans sa partie visible wrklwsr en plan ¢
et (hors de I'épure) zyzts sur le mur.

20 Ombres propres. — La seule face vue en plan du
téfraddre NPQ est dclairée; des frois faces vues du

i

cube seule la face AEDH est dans Pombre sur le mur,

tout ce qui est vu est éclairé directement.

30 Ombres autoportées. — Lombre portée par la face
AEDH laisse dans Fombre le triangle yd¢. le triangle
epp porte ombre en fyo sur la face AEBF du cube:
enfin le triangle Nzf8 porte ombre en Nad sar la face
ABCD du cube. '

Quant aux ombres autoportées en projection sur le
mur, on les obtient en prenant I'intersection des plans
d’ombre des arétes MP et PQ aveec le cube : on obtient
‘un point £ sur BF le point déja trouvé Q sur EF, d'ou
la séparatrice et le point G, d’ou la sépératrice ¢'E'w’.

GRANDE EPURE Ne 2

(Géométrie cotée.)
Emplacement rectangulaire de batterie.

EnoNcE

Sur un terrain de pente uniforme on veut construire
un emplacement de batterie de forme rectangulaire ;
représenter les talus qu'il faut établir. On donne la
pente du terrain, 'axe de Pemplacement, sa cote 10, et
ses dimensions ainsi que la largeur du chemin cqui y
conduit, sa pente et la pente & donner aux talus.

Texre :

L’horizontale 10, de méme cote que U'emplacement,
rencontre le rectangle abed aux points e et [ par
suite, le long de la ligne brisée rhedf, on aura des
talus en déblai et des talus en remblai le long de la
ligne eaf. .

(’est I'intersection des plans inclinés des talus entre
eux et avec le plan du terrain qu’il faut chercher.

Intersections des plans des talus entre eux. — Puisque
ces plans inclinés ont méme pente, leurs intersections

se projetlent suivant les bissectrices des angles du
rectangle abed. (Cest ce qu'on voit facilement sur la
figure ci-contre ot az et @3 représentent les échelles
de pentes des talus. puisque les intervalles sur ces deux
¢chelles sont éganx par hypothése.

Intersections des talus avee le plun die tervain. — Cher-
chons I'intersection d’un talus qui passe par af avec
le terrain. Le poinl f faisant partie de celte intersee-
tion, il suffit d’en trouver un second point. Pour cela
prenons pour échelle de pente du talus la droite gh el
portons & partir de g une longueur gi égale & Vinfer- -
valle donné, menons par 7 la parallele ij & af : ce sera
Ihorizontale de cote 9 du talus. Elle rencontre 'horizon-
tale 9 du terrain au poinl j. La droite fj est linter-
Elle rencontre la bisseclrice de
I'angle bad en k, ce qui nous donne ke comme intersec-

section eherchée.

tion du plan du terrain avec le talus passant par ae.
Les traces du talus passant par be et c¢d s’obtiennent

| immédiatement en remarquant que :

1o Ces plans inclinds sont respectivement paralléles
aux plans passant par af et we, ef par suite lears lraces
sur le plan du terrain sont paralleles & &f et ke.

2 On a de suite un point de chacune d’elles : les
points / et m, intersections de he el cd avec 'horizon-
tale 10. Dot mn el .

En joignant le poin{ p au point e, et le point ¢ au
point f on obtient les traces des deux autres talus.

Traces des talus duw chemin. — 11 faut déterminer des
horizoutales de ces plans, '

Or, nous connaissons dans ces plans des points de
cotes rondes tels que y,rq.rg— ¢ .5y.5.. — De plus I'inter-
valle de Uéchelle de pente est donné - il saffira done de
déerire des poinls g et ¢ comme centres des cercles
ayant pour rayons Uintervalle donné et de lenr mener
des tangentes, des points ry et 5.

Nous obtenons ainsi une horizontale de chaque plan
qui par son intersection avee 'horizontale 9 du terrain
donne déja un point de chaque trace.

Il suffira de mener une seconde horizontale pour
obtenir un second point de 'intersection.

13
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GRANDE EPURE N 3

(Gdométrie cotée.)

Emplacement de batterie.

Enonce :

Sur un terrain de pente uniforme, on veut construire
un emplacement de batterie ayant la forme indiquée
dans le croquis ci-contre. Représenter les talus qu’il faut
établir. On <lonne la pente du terrain, I'axe de 'empla-~
cement, sa cote 7 et ses dimensions ainsi que la Jlargeur
du chemin d’accés, sa pente el la pente & donner aux
talus.

Texre :

L’horizontale 7, de méme cote que emplacement,
rencontre le rectangle abed aux poinls g el A ; par suite,
le long de la ligne gheh on aura des talus en déblai, et
des talus en remblai le long de la ligne gadh. Le long
des différentes droites qui limitent Uemplacement, los
talus [orment des plans inclinés ; mais le long de Uarc be
ils forment une surface conique, dont le sommet se
projette horizontalement en 0.

Intersection des plans des talus entre ewr. — Comme dans
Pépure précédente, puisque ces plans inclinés ont la
méme pente, leurs infersections se projettent suivant les
bissectrices «l et dk des angles @ el d du rectangle abed.

Trace des talus sur le plan dw terrain. — Occupons-
nous d’abord des talus plans et en premier heun du
talus ad. Nous avons déja un premier point de sa frace
sur le plan du terrain, ¢’est le point ¢, interseclion de «d
et de Ihorizontale 7 du terrain. Pour en avoir un se-
cond point, construisons I'échelle de pente de ce plan;
pour cela, sur le prolongement de ba, porlons successi-
vement des longueurs égales a l'intervalle qui corres-
pond & la pente de talus, nous obtenons ainsi les pointes
de cote 6-5-4-3.

Menons, parallele d ad, I'horizontale 3: elle ren-
contre I'horizontale 3 du ferrain au point j; #j estla
trace cherchée.

Elle rencontre les intersections dk et al des plans des
talus aux points % et /; en joignant ces points respecti-
vement a & et ¢ on obtient les traces des talus di et ag.

Le talus ch étant parallele au talus ag, sa trace hh'
sera paralléle & g/. De méme, le talus by étant parallele
au talus dh, sa trace gg’ est parallele a Ah.

Considérons maintenant les talus du chemin d’acces.

Déterminons d’abord des horizontales du talus ee’.
Nous connaissons sur ¢’ les points de cote 6-5-4; I'in-
tervalle de I’échelle de pente des plans de talus est
aussi connu: pour avoir 'horizontale de cote 5 du talus
il suffira de tracer le point ¢ de cote 7 comme centre
avec un rayon ¢gal au double de I'intervalle, un cercle
auquel nous menons une tangente issue du point 5
de e’. Cette horizontale rencontre I'horizontale de cote 5
du talus ae au point m, el Phorizontale 3 du lereain au
point n. Liintersection des denx falus esl done em.
Cette droite rencontre £l au point p, qui est un point de
la trace du talus e¢ sur le terrain; celte trace est
done np. La droite np rencontre ee” an point ¢’. Joignons
il

est Pintersection des plans du chemin et du terrain.

¢ aw point ¢; la droite i’ rencontre ff* au point /’

Pour avoir un second poinl de la lrace du lalus [7,
menons horizontale de cote 5 de ce plan qui rencontre
Phorizontale 3 du terrain au point ¢. D'ot la trace f'y
dutalus qui rencontre kL au pointr, qui, joint aa point f,
nous donne [r, intersection des deux talus [i ot f/".

Trace du twlus limité par le demi-cercle be. — Le talus,
le Jong du demi-cercle be, est Iimité par une surface co-
nigque dont U'intersection par le plan du terrain est une
ellipse. Nous connaissons déjd la position du grand
axe Oz de cette ellipse, car sa direction est perpendicu-
laire & la direction des horizontales du terrain et il
passe par le point O.

Cherchons les sommets de cel axe.

Supposons que Fon coupe la figure par le plan vertical
de trace Oa et que, faisanl tourner ce plan aulour de
I'horizontale Og du plan de emplacement comme char-
niére, on le rabatte sur ce dernier plan. Pour construire
ce rabattement, au lieu de porter les différences de cotes
a4 la grandeur voulue par Uéchelle, nous allons simpli-
fier en porlant des grandeurs proportionnelles. Ainsi la
trace du plan du terrain rabattue sera ay,, y, étant ob-
tenu en portant & partir de y sur la perpendiculaire en vy
a la charfiére une longueur égale b ¢d.

Pour avoir le sommet du cone on porte sur la per-
pendiculaire en O & Og une longueur O égale a Oc. Les
généralrices d’intersection du cone et du plan vertical
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sont rabattues en e, et en g’ symétrique dé e par
rapport & Oe.

Les droites rencontrent ay, aux points 6, et ¢, qui se
relevent en 6 et o sur ay. 6 et o sont les -sommets du
grand axe de l'ellipse projection.

Pour avoir d’autres points de I'ellipse, coupons le cone
du talus et le plan du terrain par des plans horizontaux.

Le plan horizontal de la cote 13, par exemple, coupe
le plan suivant horizontale 13 et le cone suivant un
cercle de centre O, qui rencontre ['horizontale aux
deux points s el t. qui sont des points de Pintersection.

GRANDE EPURE N 4

(Géométrie cotée.)
Ombres.

ENonce :

Etant donné le tétraédre régulier ABCD dont la
face BCD est dans le plan horizontal et dont le sommet A
a pour cote 7, on construit sur chacune des faces ABC,
ACD, ABD un prisme droit de hauteur donnée telle que
le -sommet le plus haut de chaque prisme ait pouar
cote 13. Déterminer ombre propre de-ce corps et
Vombre portée sur le plan horizontal, les rayons étant
dirigés suivant la droite A.

TextE :

Oumsre prOPRE. — Pour savoir si une face du solide est
éclairée ou non, il suffit de mener par un des points de
cette face une parallele & la direction des rayons lumi-
neux, de chercher sa trace sur le plan horizontal et de
la situer par rapport a la trace horizontale du plan de la
face. Procédons ainsi pour la face HIJ par exemple.
Considérons le point lumineux issu du point I de cote b;
il rencontre le plan horizontal au pointique I'on obfient
en portant sur cette droite Ii une longueur égale &
6 fois lintervalle de la droite A, puisque le point I a
pour cote 13 — 7 = 6. Maintenant la trace du plan HIJ
‘est une droite parallele & I'horizontale IH et qui passe
par le point de cote O de I'échelle de pente du plan HLJ.

Nous voyons ainsi que ce plan est dans I'ombre. Sont

seules éclairées les faces ADIJ. ADLM, MLK et ABGE;
encore cette derniére est-elle partiellement ombrée par
la face ABKM. |

Déterminons cette ombre. Le point A est & lui-méme
son ombre portée. Considérons le rayon Mm passant par
le point M et cherchons son intersection avec le plan
de la face ABGE. Graduons d’abord -Mm en portant
successivement sur cette droite & partir du point M des
longueurs égales a l'intervalle de la droile A et prenons
pour plan auxiliaire le plan ayant pour échelle de pente
la. droite graduée Mm; cherchons son intersection avec
la face ABGE. L’horizontale 7 du plan auxiliaire ren-
contre I'horizontale 7 du plan ABGE au point p. Les
horizontales 6 des deux plans se rencontrent en ¢. La
droite pg rencontre Mm au point m" qui est I'ombre
portée par le point M. L’arcte MK étant paralléle au
plan, ABGE se projette sur ce plan suivant la droite w/n’
parallele @ MK et par suite & AB.

Omsre porTée. — La séparatrice d’ombre et de lu-
micre se compose des lignes brisées DIJAGEn et
DLKMA. II suffit de chercher Fombre de chaque point
sur le plan horizontal. Pour cela, on opére comme nous
avons fait précédemment pour le point I. Par le point
donné on meéne une paralléle au rayon lumineux et sur
cette droite on porte & partir du point donné linter-
valle de la droite A un nombre de fois égal au nombre
qui représente la cote du point. On obtient ainsi le con-
tour d’ombre Dijagen, n’ portant ombre en n sur Be, et
le second contour d’'ombre Dikn.

GRANDE EPURE Ne 3

Cube et cylindre.
Enoxes :

Le cube a une diagonale verticale et quatre arétes de
front.

Le cylindre est de révolution et son axe paralléle &
la ligne de ferre passe par le centre w-o’ du cube, sa
section droite par le plan de profil du point w-w' est le
cercle inscrit dans la section de la surface du cube par
ce plan. Représenter le cube supposé plein entaillé par
le cylindre. On donne le ¢oté o du cube. '
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TexTE :

Mise eN pLACE. — 1@ Cube. — Soit ABCDEFGH, le cube
donné dont la diagonale AG est verticale. Plagons les
arétes AE el GG dans le plan de front qui contient la
diagonale AG. Ce plan de front devient un plan de symé-
trie du cube; par suite, les faces ABCD, EFGH sont
dans des plans de bout et la projection verticale du
cube sera le rectangle @/'c’e’y’.

Soit w-0'le cenlre du cube. De o’ comme centre avec

la. demi-diagonale pour rayon ct, puisque on se donne

T - u\/3 ) s
le coté « du cube avee —— bour rayon, déerivons un

cercle. Comme les deux diagonales AG et EC du cube sont
dans un méme plan de front: les sommels E et C se pro-
jetteront verticalement en ¢ et ¢ sur le cercle o’ el on
les oblient immédialement puisque @'e’ = ¢'c" = «.

Dot la projection verticale du cube : a'tee 1y’

En partant de Ta projection verticale on obtient imma-
diatement la projection horizontale do cube gui est un
hexagone nscrit dans un cercle de centre w et ayant
pour rayon oc = y'c”.

2 Cylindre. — Cherchons e rabattement sur le plan
horvizontal du cenlre w de la section droite du cylindre.
Pour cela, rabaltons sur ce plan la section du cube par
le plan de profil du point w. gg" se vabat en g,¢,/, d'on
i Do o comme cenbre, lragons un cercle langent a
cetbe droite @ nous obtenons ainsi le rabaltement de la
section droile du eylindre. Dot ses confours appa-
rents.

Remanoue. — Le cube a pour cenlre de symdétrie le
point w-w’ qui est aussi centre de symétrie pour le
eylindre (puisque ¢’est un point de son axe); par suite,
la projection verticale sera symétrig ue par rapport i o’
el Ta projection horizontale par rapport & o. Mails, de
plus, et le cabe etle cylindre admettent 1e plan de front
du centre @ pour plan de symétrie, la projection hori-

zontale sera donc symétrique par rapport a la droite we.

INTERSECTION DES PACES DU CUBE ET U cyLinbne. — La
section du cylindre par le plan de hout de la face ABCD
est une ellipse qu’on peut considérer comme la projec-
tion de la section droite du cylindre sur ce plan et dont
on obtient tros facilement des points en prenant pour
plans aunxiliaires des plans horizontaux. Considérons
par exemple le plan horizontal de trace verticale j'm’.

I1 coupe le plan de base du cylindre suivant la droife de
bout du point j* qui, rabattue sur le plan horizontal du
centre, rencontre le cercle de base rabattue en deux
points. dont I'vn, j, nous donne la génératrice jj, du
evlindre. 11 coupe la face ABCD suivant la droite de
bout du point w/ qui rencontre jj, en m, qui est un point
de I'ellipse. Pour avoir la tangente de ce point, on con-
sidére la tangente en j, au cercle rabatlu qui rencontre
la charniére en ¢, d’ou la trace 0 du plan tangent au
cylindre sur le plan horvizontal du centre; ¢§ rencontre
la trace &1 du plan sécant au point 6, d’ou la lan-
genle Gue. Comme autres points de I'ellipse. on a immé-
diatement les sommels & et [ du grand axe et le som-
met ¢ du petit axe en se servant des plans horizontaux
de trace D el A". Cherchons le point de Pellipse situdé
sur Farste CD. Pour cela, considérons la projection de
la droite CD sur le plan du profil du point w, rabattue
sur le plan horizontal du cenbre; a nous donne. a, et le

point d se rabal sur od en 5, tel que off, = o'f,.

a3, vencontre le corcle rabattu en A d'od la géndra-

trice Ak du eylindre qui rencontre ed enp. On obtient la
tangente en ce point parla méthode ordinaire.

Cherchons maintenant Uintersection du eylindre avee
une aufre face du cube. la face CDGH. Un point quel-
conque de celle inlersection et la fangente en ce point
s‘obtiennent de la meme facon que précédemment.
Construisons les points importants. Nous avons d’abord
le point pp’. Cherchons la tangente en ce point. Le
plan CDGH coupe le plan horizontal du centre suivant la
droite ah-N'a'. Le plan tangent au eylindre en p~p’ a pour
trace sur ce méme plan la droite Ay-N'y” (ui rencontre la
précédente an point y-y". D'ou les langentes yp of /p’ en
p et p’. Maintenant. d"aprés [a manicre moeme dont on. a
défini lo cylindre, Ia droite Ag-2'y" de la face CDGH est
tangente au cylindre au point s-'.

Enfin, cherchons le point sur le contour apparent ver-
tical du eylindre. Le point horizontal de trace L/ nous
donne le point u~u"; la tangenle en ' est la géndratrice
de contour apparent du cylindre, el la tangente en « est
la’ projection horvizontale vu de Tinlerseclion de la
face GDGH par le plan horizontal.

Ayanl construit ces deux arcs dellipse, on oblient les
autres parties de I'intersection par les symdélries indi-
quées. .

Poxcruarion. — On veul représenter le cube entaillé
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par le eylindre: pour cela on ne garde du cylindre que
les contours apparents intérieurs du cube, et ne garde
du cube que les arstes extérieures au cylindre. La
ponctuation des arcs de courbe est immédiate, puisque
ces arcs sont dans des plans dont on voit facilement les
positions respectives.

GRANDE EPURE Ne 6

Solide commun & un cdéne et a un octaédre.

ENoNcE :

On donne un octaédre régulier par sa projection ho-
rizontale qui est un carré BEDE avec ses diagonales,
et un cone de révolution par son sommet (88" dans le
plan horizontal de projection, et par une sphére ins-
erite (ww’).

Représenter le solide commun & ces deux surfaces.

TextE :
Mise uN prace. — On obtient les contours apparents

du cone immédiatement. Pour Voctaddre, on remar-
quera (qu’on a une diagonale (af, a'/") verticale dont la
grandeur réelle comme la grandeur en projection est
BE. Alors on a facilement les arotes.

Mérnone. — On cherche I'intersection de chacune des
huit faces de octaddre avec le cone. On est done ra-
mené d huit sections planes. Les points intéressants
sonl situ¢s sur les arétes de l'octacdre et le contour
apparent du cone. Nous ne chercherons ici que la sec-
tion par le plan ABC.

Pour réaliser ces constructions, il est nécessaire
d’avoir une base commode dans le cone. On prendra
une base de Monge.

Considérons le cylindre vertical circonscrit a la
sphére ww’.

Ce cylindre et le cone S sont deux quadriques cir-
conscrites & la méme sphore. s se coupent done sui-
vant deux courbes planes situdes dans le plan de bout

o/, /8" el qui se projettent suivani le cercle ». On
appelle base de Monge I'une quelconque de ces courbes.
Nous nous servirons de la courbe o' :

PomNt sur LE contour apparent. — Clest Vintersec-
tion de la génératrice GG’ avec le plan défini par les
droites BC et AC. Le plan projetant horizontalement
la droile GG' coupe ce plan suivant (i, j'). La
droite ¢’j’ coupe G’ au point 2/ cherché qu’on rappelle
en /i sur G.

Pont courant Er sa -raneeNtE. — Cherchons la pointe
située sur la génératrice (Se et ¥e’). Onpourrait prendre
Pintersection de cette droite avec le plan, mais on pfé—
fere se servir du point (2%)) déja trouvé. Pour cela on
fait fourner des plans auxiliaires autour de la généra-
trice (Sh et Si"). :

La droite d’intersection du plan ABCG el du plan de
base du eone est (kl, £7). La trace du plan auxiliaire
ae coupe kl en un point w. Le point m cherché est sur la
droite wh. '

La tangente est Pintersection du plan tangent au
cone le long de (Se, S¢’) avee Ie plan sécant. On a de
suite un point (=) de Pintersection, ¢’est le point ou la
tangente au cercle vencontre la droite (£, &'7).

Pomvrs sur 1Es amires: — Cherchons par exemple le
point situé sur (ah, a’t"). Cherchons la trace sur le
plan de base du plan SAB. Nous en avons un point
en k&', un autve point est la trace ) de la droite
(Se, S'a’). La droite k% rencontre le cercle o en un
point p. Le point n cherché est sur la génératrice s p.

Poseruamon. — Considérons la projection horizon-
tale par exemple, el numérotons les 8 arcs d’ellipse
1,2,3,4,5,6,7,8. On les siluera sur Voctaddre, ce qui
est tros facile. Puis on verra les parties d’aretes ou de
génbratrices & conserver parun raisonnement analogue
au suivant. » :

Prenons par exemple la génératrice G,. Le point S
est évidemment extérieur & Vocladdre, la généralrice
sera donc & rejeter jusquau point p ot elle rencontre
Fintersection. Par suite la portion py sera intéricure i
loctaédre, donc on la conservera.
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GRANDE EPURE Ne 7
Deux cylindres.

Enonck :

On donne un plan par ses traces PaQ’ et une hori-
zontale GG' de ce plan. Un premier cylindre est tan-
gent & ce plan le long de GG’ et a pour base dans le
plan vertical de projection un cercle tangent a la ligne
de terre.

Un deuxiéme cylindre a une de ses génératrices con-
fondue avec la droite (@b et@’d”) du plan PaQ)’. II admet
pour base dans le plan horizontal de projection “le
cercle oo’ tangent en @ & la trace «P, du plan PaQ .

Représenter la partie solide du 1¢r eylindre située en
avant du plan vertical de projection, et extérieure au
2¢ ¢ylindre.

Texre :

MisE 1N pLAcE. — Le centre du cercle de base du !

1o eylindre se trouve sur la perpendiculaire en G' &
al)” ot sur la bissectrice de angle gﬁ@. On a de sulte
les contours apparents.

Remangue. — I résulte des donndes que le plan PaQ’
est plan tangent commun aux deux cylindres. Le 1 le
touche suivant GG/, le 2¢ suivant (ab, a’t’). Or ces deux
droites se coupent en un point (b4') qui est un point de
I'intersection. Et comme en ce point le plan tangent
est commun aux deux surfaces, le point (b0") est un
point double réel de Pintersection.

Mirnone. — On coupe les surlaces par des plans pa-
ralldles aux deux ensembles de génératrices. Ces plans
ont leurs traces respectivement paralltles & aP et aQ’
puisque le plan PaQ’ contient les génératrices GG et
(ab, a/t'). Comme les bases sont situées dans deux plans
différents, nous sommes amends & nous servir des deux
traces des plans.

Pomvt courant BT $A TANGENTE. — On coupe les deux
eylindres par le plan P, Q,. Le 2¢ cylindre est coupé
suivant (y,y/). Le 1 cylindre est coupé suivant (G,G'),
G,” coupe ¥, au point m’ cherché que nous rappelons
1L 1L SUL v,

La tangente en (mm') est Pintersection des plans tan-

gents en (mm’) aux deux surfaces. Connaissant le point
(mm”) de la tangente, il suffit d’en chercher un autre
point, par exemple le point ou elle coupe le plan hori-
zontal de projection, le point est & Vinterseclion des
traces horizontales des plans tangents.

La trace horizontale du plan tangent au 2° cylindre
est P,t.

Cherchons la trace horizontale du 1o, La trace vor-

‘ticale de ce dernier est Q77. Ainsi done. nous connais-

sons un point ¢ dela trace horizontale cherchée, d'autre
part, nous savons qu'elle est parallele & o @ elle est
done déterminée. Elle coupe Pt en ¢ que 'on rappelle
en ¢ surxy (em, ¢'n') estla tangente au point (mm’).

Poinrs sur LES coNrours appanents. — Pour avoir les
points (dd’) (e¢) il suffit. d’employer Te plan RBS dont
la trace verticale passe par le pied de la génératrice
', de contour apparent. On remarque qu'il n’exis(e pas
de point sur G',, car la trace horvizontale R,B, du plan
correspondant ne coupe pas le cercle de base du 2@ cy-
lindre.

Sur le contour apparent vertical du 2° eylindre, il'y
a & points [7y'#' qui sont donnés par les plans R,B3,5,,
Ry,

Passons aux contours apparents horizontaux. 11 existe
2 points f, k sur Gy qui sont donnés par R,3,S,. On
obtient deux points, I, n, sury, en se servant du plan
R;(3,Y;. Pour v, on prendra le plan R 3,8, et T'on ob-
tiendra les points p, etg.

Poinrs remanquasLes. — 11y a deux points remar-
quables (rr") (ss") donnés par le plan limite R,B,S/; dont
les tangentes sont les générafrices du cylindre coupé
par le plan, ¢’est-a-dire le premier.

Poxcruarion. — Situons d’abord la courbe sur le pre-
mier cylindre, en projection verticale. Si Pon examine
la, projection horizontale, on remarque que le point b se
trouve dans la moitié avant du cylindre. 11 est done vu
en projection verticale. En partant du point 7, suivons
la courbe. Chaque fois que la courbe touchera 1o con-
tour apparent vertical du 1° cylindre, elle changera
d’aspect, ¢’est-a-dire que de vue, elle deviendra cachdée,
et de cachée, vue.

Considérons maintenant Uensemble des deux eylindres
ct enlevons le 20, La portion d’¢’ de génératrice est in-
térieure au 2¢ cylindre, puisqu’elle touche la courbe
’intersection en d’ et ¢’ : cetle portion disparaitra.
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De méme la portion du 1¢rcylindre compris dans la
houcle ¥'I'n’p" est intérieure au 2¢ cylindre, elle dispa-
railra donce en découvrant une partie «'v" de la courbe.

Comme nous représentons un solide, il faudra mar-
quer les portions des génératrices de contour apparent
du 2° cylindre intérieures au 1°.

Pour la projection horizontale, on recommencera
identiquement le méme raisonnement en partant fou-
jours du point b.

GRANDE EPURE Ne 8

Cylindre oblique et sphére.

KEnoNcE

La trace horizontale du cylindre est un cercle de

centre w. Les géndératrices sont de front et inclindes

& 60° sur le plan horizontal de droite & gauche en mon-
tant. La sphére a pour centre le point ¢¢’ et un rayon
donné. Représenler I'ensemble des deux solides sup-
posts de meme substance, le cylindre étant limité &
deux plans horizontaux.

Texre :

Mise BN prace. — Les contours apparents des deux

surfaces s’obtiennent immédiatement.

 Mirnonr. — On prend pour plans auxiliaires des plans
de front. lls couperont la sphére suivant des cercles
qui se projetteront verticalement suivant des cercles
de centre ¢ et détermineront deux génératrices du
cylindre. D’ou 4 points de Uintersection.

Pomvr courant er raneentE. — Considérons le plan
auxiliaire de trace A. Son intersection avec la sphere
se projetle verticalement en vraie grandeur suivanl le
cercle de centre ¢ et de rayon ¢'a’ =aa,. A rencontre
le cercle @ aux points @ et b, dott deux génératrices du
cylindre ; mais on voit en projection verticale que la
génératrice passant par b-0" ne rencontre pas la sphore,
d’ou deux points seulement de Uintersection. Cherchons
la tangente en M. Pour en ddéterminer un point nous
allons prendre les traces des plans tangents au cylindre

et & la sphere, sur le plan de contour apparent horizon-
tal de la sphére.

La fangente en M aun cercle A de la sphére rencontre
ce plan au point o-0’. Le rayon em-¢'n’ de la sphére
étant normal au plan tangent, la trace horizontale de
ce plan sera perpendiculaire & em; d'ott ot. Le plan
tangent au cylindre a pour trace dans le plan considéré
la tangente en a, au cercle v, section du cylindre par
le plan horizontal du point ¢. Cefte tangente ren-
contre of an point ¢ : d’ott tm et en projection verli-
cale t'm’.

Remaroue. — Le plan de bout de trace A" est un plan
de symétrie par rapport aux deux surfaces. La projec-
tion verticale de I'intersection est done symélrique par
rapport & A’

Pomnts sur Les contouns AppArents. — Lo plan de
trace B nous donne les points E et F sur le contour
apparent horizontal du cylindre. Les points G et I sur
le contour apparent horizonfal du cylindre sont donnés
par le plan de trace D qui coupe la sphere suivant le
cercle de centre ¢ et de rayon ¢'d'=2088,. Le plan de
contour apparent vertical de la sphere de trace G coupe
le cylindre suivant les géndrateices. passanl par les
points A=k, -, d’ott les 4 points d'intersection NOPQ.
Enfin, le plan de contour apparent hovizontal de la
sphere coupe la sphére suivant le cercle G, et le eylindre
suivant le cercle y, d’ott les deux points T et ).

PoiNt pousre. — Le tracé de la courbe nous montre
quon a un point double en projection horizontale.
Cherchons la ligne des deux points doubles. Clest in-
lersection des plans diamdétraux des deux surfaces par
rapport & la direction verlicale. '

Ces plans sont des plans de houl et ont pour trace en
projection verticale les droites o'c’ ot o'e'f" qui se ren-
contrent en y', la ligne des points doubles est la droite
de bout du point .

Poncruamon. — [° On élablit o ponetuation de Pin-
tersection sur ensemble des deux corps @ un poinl
sera va 8'il st vu a la fois sur les deux corps. Sont vus
en projection horizontale are ipgf seulement ; en pro-
jection verticale les deux ares syméleiques o [y ol
we'p's

20 On conserve des contours apparents de chaque
corps les parties extérieures a autre et on enléve les
parties intérieures : done on enldve le segment de
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droite ¢f du contour apparent horizontal du cylindre et
les deux arcs symétriques »n'p” et o’¢’ du contour appa-
rent vertical de la sphére;

3* On ponctue ces contours apparents.

GRANDE-EPURE N 9

Tétraédre entaillé
par un cdéne et un cylindre.

EnNonci: :

On donne un tétracdre régulier ABCD dont le coté a

0,19, et dont la base ABC est située dans le plan
horizontal de projection. Le point A est le sommel
d'un cone qui a pour base le cercle inscrit dans le
triangle BCD. L’aréte BD est paralléle aux génératrices
d'un cylindre dont la trace horizontale est le cercle
déerit du point B comme cenfre avec un rayon égal a
0,06. .
On demande de représenter en projection horizontale
le corps qui reste lorsqu’on supprime dans le tétracdre
la partie comprise dans le cone et la partie comprise
dans le cylindre.

Texrte :
1o INTERSECTION DU CYLINDRE ET DU TETRAEDRE

Le eylindre coupe la face ABC suivant PFare de
cercle EE, il coupe les laces ABD et GBD respective-
ment suivant les génératrices projetées horizontalement
en Ee et Eje,. 11 coupe enfin la face ACD suivant une
ellipse projetée horizontalement suivant une seconde
cllipse dont nous connaissons déja les points e el ¢.
Déterminons le sommet de cette ellipse situ¢ sur la
génératrice du cylindre qui passe par le point «. Pour
cela, rabattons le plan vertical B surle plan horizontal.
L’aréte BD du tétraédre se rabat en BD,; la 'génératricc
du cylindre se rabat en af, parallelement & BD,: elle
renconlre Db en f; qui se rappelle en [ sur Bh; la tan-

gente en fest fif.

2> INTERSECTION DU CONE ET DU TETRAEDRE

Cette intersection se compose du cercle inserit dans
la face BCD et des généralrices de contact Aa, Ag et Ah.
Le cercle de base se projette en projection horizontale
suivant une ellipse que nous allons déterminer. Si Fon
rabat la face BCD sur le plan horizontal en BCA. la
base du cone se rabat suivant le cercle O, inscrit dans

le triangle équilatéral ABC. Or Oi(l:éﬁ , done le

3

centre delellipse projection est en O tel que : Ou= da

37
Le grand axe de Vellipse yy,. paralltle & BC est égal au
diametre du cerele 0, ; le pelit axe est lui aussi déler-
miné, par le centre O et son sommet @. De plus, ellipse
est tangente aux droiles Bd el Cd aux points de ren-
contre ¢ et h de ces droites avec les perpendiculaires
a BC menées des points de contact b et ¢ du cercle
rabattu O, avec les droites AC et AB.

CONTOUR APPARENT HORIZONTAL DU CONE. — Avant de pas-
ser & 'intersection du eylindre el du c¢one déterminons
rigoureuscment le contour apparent horizontal du cone.
Il se compose des langentes menées par le point A &
Iellipse O. On ne peut construire ces tangenles par la
méthode ordinaire puisquon ne connail pas les foyers
de Tellipse. Mais tragons le cercle ayant pour diametre
le petit axe de Uellipse, il peut &tre considéré comme
la projection de I'ellipse dont on aurait fait tourner le
plan de Tangle convenable aufour de 'axe Aa. Si nous
menons de A les tangentes A, el An, & ce cercle, nous
savons que les points de rencontre » et » de Dellipse
avec la droile 1,n, seront les poinls de contact des {an-
genles issues de A. Llellipse étant la transformée du
cercle O, chacun de
une perpendiculaire

ses points s’obtient en portant sur
a la charnitre A¢ une longueur
égale au triple puisque (Oy=3o0a) de la distance du
point correspondant du cercle a la charniére ; on por-
tera donce sur u,r, les longueurs hie=xv=3hu,.

3> INTERSECTION DU CYLINDRE ET DU CONE

a) Point cowrant. — Pour obtenir un point quelconque
de cette intersection, nous coupons les denx surfaces
par un plan auoxiliaire passant par la droite menée par
le sommet du cone parallélement aux géndératrices du
cylindre. La trace horizontale AS de ce plan coupe la
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base du cylindre en ¢ et j. et détermine dans le evlindre
deux génératrices projetées horizontalement suivanl les
droites ii" et jj’. Ce plan auxiliaive coupe le plan de
base du cone suivant une droite g/, paralldle & laxe
BD du eylindre, qui se. projette horizontalement sui-
vant 33" paralltle & Bd el se rabal en §3, parallele
a AB: les points K, et L, ot 83, rencontre le cercle O,
sont les rabattements des lraces des généralrvices du
cone sur le plan de hase BCD. Ces traces se projetlent
horizontalement aux points de rencontre £ el / des per-
pendiculaires & BCG oavee B Dot les projections
horizontales Ak et Al des généralrices du cone situdes
dans le plan auxiliaire considéré. Ak et Al rencontre i’
et jji" en 4 points m.n.p,q qui sont les projeclions
horizontales de 4 points de T'intersection.

by Tangente au point courant. — La tangente en M est
Iintersection des plans tangents en ce point aux deax
surfaces. Le plan tangent au cylindre a pour trace
horizontale la tangente it au cercle de base du cylindre.
Le¢ plan tangent au cone a pour trace sur le plan BCD
la tangente au cercle O projetée horizontalement sui-
vanl la tangente kr & Tellipse ol rabattue suivant la
tangenfe I au cerele Oy Ar est la frace horizontale
du plan tangent au cone. Les traces horizonlales des
plans tangents se coupent en ¢ et la tangente en m
est tm.

¢) Points sur le contowr apparent duw eylindre. — Nous
obtiendrons ces points en prenant pour plan auxiliaive
le plan contenant la génératrice du contour apparent
horizontal du cylindre. Ce plan a pour trace horizon-
tale As-el en opérant de meéme que pour le point cou-
rant on obtient les points w et . sur s

d) Points sur le contowr apparent du ¢one. — Nous pren-
drons pour plan auxiliaire le plan qui contient la géné-
rafrice Auw de conlour apparent du edne : ce plan coupe
le plan de base du cone suivant la droite ue paralitle
A Bd: sa trace horizontale est Ag el on obtient les
points i et 3 sur Au.

e) Plans awriliaires limites. — Le plan auxiliaire limite
pour le cylindre est le plan de trace horizontale Ap tan-
gente & la base du eylindre. Il nous donne les points p
et »; en ces points, les tangentes & la courbe d'inter-
section sont les génératrices du cone.

Le plan auxiliaire limite pour le cone est le plan de
la face ABD. 11 donne les points 6 et ® ou la courbe

est tangente aux génératrices correspondantes du
cylindre.

£) Drvite des points doubles. — La courbe dintersec-
tion du cylindre et du cone a en projection horizontale
un point double réel. Cherchons la droite des points
doubles. (Vest l'intersection des plans diaméfraux par
rapport & la direction verticale, ¢’est-d-dirve U'inlersec-
tion des plans de contour apparent horizontal des
2 suriaces. Le plan diamétral du evlindre a pour trace
la droite Bs et contient Pardte BD. Le plan diamétral
du cone passe par le sommet A et contient la droite up
de la face BCD ; sa trace horizontale est la parallele Ae
a BC. _

Les traces horizontales Bs el As des 2 plans se
rencontrent en ¢, premier point de intersection. De
plus, ces 2 plans ont pour trace sur le plan de la
face BCD, les droites BD et ar qui se recontrent en o.
Leur intersection est done o7. Cest sur cette droite ow
qu’on devra placer le point double w.

GRANDE EPURE N 10.
Cone de révolution et cylindre oblique.
INoNGE

Un cylindre de front supposé plein est limité par le
plan horizontal sur lequel sa trace est le cercly de
centre e¢’ et par un second plan horizontal de cote i. Les
géndratrices sont inclinées & 45° de gauche & droite en
montant. On enléve la portion de ce cylindre située &
Vintérienr d'un cone de révolution dont Taxe wo'
est de boul, son sommet se projetant horizontalement
en s, le rayon du cercle de base étant donné. Représen-
ter par ses projections le solide ainsi obtenu.

Texre :

Mise X prace. — On a immédiatement les contours
apparents des deux surfaces.

Mgrnope. — On prend pour plans auxiliaires des
plans passant par la paralleéle aux génératrices du cy-
lindre menée par le sommet du cone. Cette paralléle
rencontre le plan horizontal au pointss'. Les traces des

15
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plans auxiliaires sur Ie plan horizontal passeront toutes
par o; leurs traces sur le plan vertical seront paralltles
ase.

PoiNt courant ET TANGENTE. — Prenons un point quel-
conque y de la ligne de terre. compris entre les points
et 8 ou les plans auxiliaires limites rencontrent x.r'. et
considérons le plan passant par ce point. La trace oy
rencontre en « et b le cercle ¢, d’ottles deux génératrices
du eylindre passant par ces points. Sa trace verticale
rencontre le cercle o’ en d" et ¢ rappelés en d et e
sur ax’, dCott les deux génératrices Sd et Se du cone, qui
rencontrent les génératrices en uatre points. Détermi-
nons la tangente an point M, intersection de Sd et de
la généralrice A du cylindre. Le plan tangent en M
au cone a pour frace verticale la tangente en d’ au
cercle @’. Le plan tangent au cylindre a pour trace
horizontale la tangente en « au cercle ¢ et pour trace
verticale la paralltle 6¢" aux géndratrices du cylindre.
Dot ¢ qui se rappelle en ¢, les tangentes en m et u'
sont tm et ('m’. '

PoINTs SUR LES CONTOURs APPARENTS. — Un obtient les
points sur le contour apparenl horizontal du cone en
considérant les plans auxiliairves [“ehic ¢t y'slne qui nous
donnent les points JKOP. Le plan egut’ nous donne les
points Vet W sur le contour apparent vertical du
cylindre et le plan gyus’s") nous donne les points © et =,
sur son contour apparent horizontal.

Prans avxiciatres Livrres. — Dabord le plan gaf’ qui
nous donne les points V et V, o la tangente est la géné-
ratrice correspondante du cylindre. Puis le plan of, 8,
limite pour le cylindre et qui nous donne les points.d
et ¢, ot la tangente cst la génératrice correspondante
du cone.

Powr pousLe. — La projection horizontale de la
courbe posséde un point double. Construisons la ligne
des points doubles. Le plan diamétral du cone pour la
direction verticale est le plan horizontal de trace fg'.

Le plan diamétral correspondant du cylindre a pour
trace verticale ¢’n'n’,. Ces deux plans se coupent donc
suivant la droite de bout du point D'; d’ou la position
approximative D du point double.

Poncruarion. — Nous voulons représenter le cylindre
entaillé par le cone :

1° On commence par établir provisoirement la ponc-
tuation de l'intersection sur le cylindre. Toute la courbe

est vue sauf I'arc wDKx, en projection horizontale. En
projection verticale arc »'¢/v'd,"w’ est seul vu;

2° On conserve les contours apparents du cylindre
extérieurs au cone et on enléve les contours apparents
du cylindre intérieurs au cone, donc en projection hori-
zontale on enléve le segment wr, et en projection verti-
cale on enléve »'w’. On conserve aussi les contours ap-
parents du cone intérieurs au cylindre
segments op et kj:

30 On voit que 'arc de courbe =D qui était primitive-
ment caché.est vu maintenant.

ce sont les

GRANDE EPURE Ne 11

Cones et cylindres.
Exoxcit :

Deux cones de révolution ont la meéme base dans le
plan vertical H', et lear axe (st, s't') est vertical. Un cy-
lindre dont la direction de génératrice est donnée a pour
base un cercle 0" dans le plan horizontal de projection.

Représenter le solide compris entre les sommets S
et T des deux cones, quand on enléve le-eylindre.

TextE :
Mise ex prack. — Elle est immédiate.
Remangue. — Le probléeme dtant identiquement le

méme pour les deux cones, nous raisonnerons pour le
cone T par exemple.

Mgrnope. — On prend une base auxiliaire pour le
cylindre dans le plan H'. Ce sera un cercle égal au cercle
(00", dont le centre c¢” estle point ou le diamétre du
cylindre rencontre le plan H'. On ménera la paralltle
(to, ¥'0’) aux géndératrices du cylindre et on fera tourner
des plans auxiliaires autour de cetle droite.

Remaroue. — La base du cylindre dtant intérieure
celle du cone T, il y a péndtration. La courbe se compo-
sera de deux parties distinctes; nous ne nous occuperons
que de la partie qui répond & 'énoncé. ’

PoiNt couRANT ET SA TANGENTE. — Prenons la trace d’un
plan auxiliaire oa, il y correspond la génératrice /o du
cone et la génératrice mf3 du cylindre. Ces deux généra-
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trices se coupent au point m cherché que je rappelle
en w' sur la projection verticale de la génératrice mf@.

Les {races horizontales des plans tangents correspon-
dants se coupent au point 77,

Porxts SUR LES CONTOURS APPARENTS. — En projeclion
verticale, ce sont les points situés dans le plan de front
du point .

Ils sont donnés par le plan ge,. On oblient ainsi les
points (dd"y et (ee"). 11 y a aussi les points (ff") (gy") sur le
contour apparent vertical du cylindrve. Ils sont donnés
par les plans ga, el ga,. Enfin, en projection horizontale,
il y a les points d et /i donnés par ¢z, et oa,.

Porxr revarquasLe. — Gest le point gg” donné par le
plan limite.

LioNE DES PoINTS DOUBLES POUR LE cONE S. — (Pest Pinter-
section des plans de contour apparent vertical dans le
cone S ef dans le eylindre. Le premier est le plan de
front du point S. Le deuxiéme plan est formé par les
génératrices GG, et G,(7,. Ces génératrices coupent le
plan de front aux points (5" et K1 est la droite des
points doubles.

Poxgruarion. — Ponctuons Ie cone S, et pour cela,
situons la conrbe sur ce corps en remarquant que le point
w'nest va par exemple. Nous aurons la figure ci-conlre.
Snenlevant le eylindre, Ia houele ) se (rouve élre vue.

Pour le cone T loute la courbe est vue en projection
verticale. Enfin il faudra gavder une partie des généra-
rices du cylindre.

Remarquons (qu’en projection horizontale le cone T est
entitrement caché.

GRANDE EPURE Ne 12
Cone et cylindre.

KNonek: :

On donne un cone de révolution (35) par son som-
met et sa base circulaire (00") dans le plan horizontal
Un cylindre a pour base le cercle we' et des génératrices
paralleles 4 7y, en projection verticale.

Reprasenter la portion solide de la nappe inférieure
du cone S, extérieure au cylindre et située au-dessus du
plan horizontal de projection.

TexTE :

Misg Ex prace. — Elle est immédiate.

Mérnone. — Oun emplote des plans sécants auxiliaires
qui passent par la paralléle (so, s'¢7) aux génératrices du
cylindre. Leurs traces horizontales passent done par le
pointc.

PoiNt couranT Er sA TaNGENTE. — Prenons un plan
auxiliaire dont la trace horizontale est oy,. Il donne
4 géndratrices dans les deux surfaces. Prenons-en deux,
Sq, ety Hs se coupent au point m cherché qu’on rap-
pelle en ' sur Ny/,.

Pour la fangente on cherche un point de Pintersec-
tion des deux plans tangents en prenant le point de

rencontre (717) des traces horizontales.

Points sun LES contounrs apparents. — Les points &’ et &/
de ', sont donnés par le plan gy,. Les points ¢’ et @’
de ¢y sont donnés par la trace 6g,.

En projection horizontale, il existe deux points e et f
sut vy, donnés par e plan dont la trace horizontale est oy,.

Poixts rEmarQuasLes. — s sont donnés par les plans
limiles. Le plan oy, donne les points (') et (h2') et le
plan oy, les points (jj') (F£"). '

Lieng pes pornts pousces. — Gest Uintersection des
plans de contour apparent vertical. Pour le cone, ¢ esl
le plan de front g,g,. Pour le cylindre, ¢’est le plan dé-
terminé par les génératrices (yy,) et (yeys)- On a im-
mdédiatement la droite d'intersection (uv, W) qui est
horizontale. |

Poxcruarion. — On situera d’abord la courbe sur le
cone. Quand on enlévera le cylindre, la portion d'm’
deviendra vue. 1 faudra conserver en pointillé la por-
tion &'¢’ de génératrice. Enfin, en projection horizon-~
tale, on mettra la section du cylindre par le plan hori-
zonlal.

GRANDE EPURE Ne 13
Céne et cylindre.
Enoxce

On donne un cercle de centre o (— 60, 60, 0), de
rayon 40 dans le plan horizontal et une ellipse de
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centre ¢ (30, 60, 70) dans un plan de bout dont la trace
horizontale est Oy, la projection horizontale de cette

jections verticales paralléles & la trace verticale du plan
de Vellipse ; les projections horizontales de ces généra-
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ellipse 6tant un cercle tangent & Oy. Le cercle v est 1a>
base d'un cylindre dont les génératrices ont leurs pro-

trices font avec XX un angle de 30°. L’ellipse ¢ est la
base d’un cone ayant pour sommet le point S (— 100,
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60, 55). Représenter par ses deux projections le solide
commun au cone et au cylindre suppos¢ rempli de ma-
tidre opadque.

TexTE

Les deux solides se mettent en place immédiatement,
les points de U'intersection sonl oblenus par la méthode
des plans auxiliaires menés par le sommet du cone S
parallelement aux génératrices du cylindre. s passent
donc tous par la droite SY mende par S pavallélement
aux généralrices du eylindee @ la trace de celle droile
ot X sur le plan horizonlal ; celle meme droile esl pa-
rallele au plan de base du cone : en conséquence,
les traces des plans auxilinives passeront sur le plan
horizontal par le point ¥ et seront sur le plan de boul
paralléles & so en projection horizonfale. On a mendé :

I» Les plans auxiliaires limiles, un d'eax o pour
traces ddmng el fournit les poinls P el O, Faulre o pour
traces eeY'to of donne les points U el V, fous deux élant
Jimites pour le méme corps. le cones Vinlerseclion est
ane pénfiration;

2¢ Les plans auxiliaires qui donnent fes points sur los
contours apparents ; ce sont : celui dont fes braces sont
bBijo qui donne les denx points K el L, puis eehsi dont
latrace est ao (qui donne les deux points w el £, puisle plan
de traces pADpm qui donme les points ¢ el &, puis le plan
de traces pymyg,ro qui fournit les deux points I ebd 5 en-
fin, remarquons que le plan limite ese o fourui le point U
sur le contour apparent vertical du cylindre. On a, en
dehors de cos points, déterminé Le poinl courant Z et
sa tangente (yZ par la méthode ordinaive d'inlerseclion
des plans tangenls.

Pour-avoir le solide commun, on conserve des con-
tours apparents du cone la partie intérieure au cylindre,
etdes conlours apparents du eylindre la partic inlérieuare
au cone.

GRANDE EPURE Ne 14
Deux cdnes.

EnoNeE ¢

On donne dans le plan horizontal un cercle de
centre o (45, 45, 0) de rayon 45 et un second cercle de

cenlre p (— 45, 45, 0) de méme rayon, qui est langent
extéricurcment an premier.

Le cercle o est la base d'un cone ayant pour somuoet
le point T (0, 45, 75), et le cercle ¢ est la base d'un
cone ayant pour sommet le point S (120, 90, 150).

Représenter par ses deax projections la portion du
cone T supposé plein extérieure aun ¢one S comprise
entre le sommel T et le plan horizontal de projection.

'I‘ ANt
ENTE 2

Pour obtenirles points de Vintersection, on se serviv
de plans anxilinives passant par fa dreoite qui joinl les

“sommels des deax cones. Celle droite rencontre Te plan

horizontal an point g’ silué sur la droite ar’ qui est
tangente commune aux deax cereles ¢ ol w. Par suile,
Lo plan passant par e’ ol fa dreoite ST, gqui estoun plan
limite powr les deax cones, est anssi un plan tangeal
commun aux deux cones, il y aura done un point double
A Uintersection des deux cones. On oblient ce point A
en menant les généralrices correspondantes o ee plan
fimite s& ef TE I existe un second plan Timile pour le

cone T dont Ta frace est XB el qui doone Tes deuy
points I et J sur les géndraleices SCCSD du cone S qui
sont les langentes en el .

Remarquons maintenanl que les deax conlours appa-
renls verticanx T ol Sa se renconlrenl en o, on anra la
langende en cee poinl en prenant selon T méthode du
cours la corde commune aux deox coreles de Meusnier en
a. Onoblicnlsur Uépure T droile a’y" perpendiculaire i
la ligne des contres de courbure o0/, Les aulres poinls
sur les contours apparents sonl oblenus & Paide des
plans anxiliaires suivants @ 1o X8, qui donne sur T go-
nérvalrice THles poinls wel s 20 Yo, qui donne sare la go-
néralvice To le point pel sur fa générvalrice Sg e
pointe; 32 2P, qui done U el YW sur T géndratviee SP.
Le plan auxilinire de teace XLKA a servi & déterminer
deus points courants M ol N el Teurs langenles en ces
points & Paide de Fintersection des plans tangents dont
les traces sur lo plan horizontal sont: d’une parl dp, el
b, dlautee parl oy ol fv, les langentes ¢lanl par suile
M. el Nv.

Enfin on a déterminé une des langentes au point
double (les dimensions ne permettant pas de déterminer
Iautre ainsi) d Vaide des traces sur le plan horizontal
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du plan tangent commun +/r et du cone du second
degré dout le sommet est le point double etla divectrice
la biquadratique d'interseclion. Cette derniere lrace est
ane conique dont on a déterminé 5 points de part et
d’autre de 'z, les points (1) (2) (3) (4) el a qui est (5).
Les constructions, d’ailleurs immédiates, n’ont pas &6
tracées pour ne pas rendre I'épure illisible; il suftit,
pour obtenir un point, de prendre la trace horizontale
d’une droite joignant le poinl double A & un point de Ia
biquadratique. L'inlersection F de la conique dont on
a ainsi tracé un are avec x'r donne un point d’une des
tangentes A au point double A.

GRANDE EPURE Ne 15
Intersection de_deux cénes.

IENoNais

Les bases des deux cones sont des cercles G et G
situés dans le plan horizontal de cote h. Les sommets
des deux cones se projettent en S et S, sur G el (G et
sont situds dans le méme plan horizontal 88/,

Représenter le solide commun limité an plan hori-
zontal.

[ AT
Texrr

Mise BN pLace. — On o immédiatenent les contours
apparents verticaux des deux cones. Leurs contours
apparents horizontaux se réduisent respectivement aux
points s et s,.

Mirnope. — On prendra pour plans auxiliaires des
plans passant par la ligne des sommets SS, des deux
cones. Cette droite dtant horizonlale, les traces des

plans auxiliaires sur le plan de la base des deux cones

scront paralleles & ss;. De plus, pour que ces plans
donnent des points de Pintersection, il faudra que leurs
traces soient comprises entre les traces L ot L, des
plans limites & O et O,.

Pomvr courant gr rtaneeste. — CGonsidérons le plan
auxiliaire de trace quelconque A. A rencontre G el (),
en particulier au point @ ot a,, d’ol les géndratrices su
el s;a, des cones qui se rencontrent aw pointm, qui se
rappelle en m’ sur s'a’. Les plans tangenls en M aux

deux cones ont pour lraces sur le plan de base les tan-
gentes al el ai aux cercles C et G, Leur point com-
mun ¢ est un point de la tangente en me : "ol tne et 'm/
en projection verticale.

Points sur Les contouns apparents. — Le plan auxi-
laire de trace G nous donne les points E et F sur le
contour apparent du cone S,

Le plan auxiliaive G nous doune les points Letd sur
le conlour apparent verlical de Paulre cone.

Powvrs renvarguasLes. — D7abord les points P el Q, ot
R donnés par les plans limites L el L. Maintenant
cherchons le point le plus haut de la courbe. 11 est
vident que ce poinl est dans le plan de brace ss, d’on
les géndralrices sr-s", spe. s" w0’ qui se rencontrent au
point g-a” cherché s en ce poinl L tangente esl horizon-
tale.

La projection verlicale de inlerseclion a un point
double. Cherchons done Fintersection des plans dian-
raux des deux cones par vapport & la direction de
boul. Ces plans sonl paralldles & la ligne de lerre of
définis par les poinls ss-ss’, el les diamdtres D=1,
D-D',. Faisons une projection verlicale auxiliaive on
prenant pour ligne de terre so. Dot les nouvelles pro-
jeclions verticales 6,00, 0,0, de s,85 0 el o go ren-
conbre oy, au point § dont nous reportons la cole v
en &'y, ot horizontale y'0° sur laquelle se (rouve le
point double.

GRANDE EPURE Ne 16

Deux cdnes.
FnoNci

On donne deux cones de la manidre suivanle :

1" Gone S. — On donne son sommel (ss") dans le plan
vertical de projection et sa base circulaive (009 dans
le plan horizontal ;

20 Cine T. — On donne son sommel (1) sur la ligne
de front du plan horizontal de projection, el qui passe
par le point O. 11 est de révolution. 11 est tangent au
plan horizontal le long de (f0,0%0") of an plan défini par
les droites (su,s'a") et (ta,l'd).

Représenter Uensemble des deux surfaces.
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TexTE :

Mise BN pLACE. — Les contours apparents du cone S
s’obtiennent aisément. Pour avoir ceux du cone T on
se servira d'une spheére inscrite.

Le centre de cette sphere se trouve a Pintersection
de la verticale du point O avec le bisseclewr du dicdre
formé par les plans “Oat, 0'a’t’) et (sat, §'a’t’). Prenons
une ligne de terre auxiliaire sulvant ao, afin de vendre

de bout le plan (sat, s'a’t’). Le poinl (ss) vient en (ss'));
as’y est la trace verticale du plan (sat, s'a’t’).

du plan bissecteur est «l’,. La verticale du point o

La lrace

coupe cette trace en un point b, qui est le centre de la
sphere. Ce point vient dans Uancien systéme en b, Le
rayon de la sphére est 04 Une fois les conlours appa-
rents de la sphere tracds, les tangenles & ces contours
issues des points ¢ el ¢/, donnent les conlours apparenls
du cone T.

Miztione. — On fait towrner des plans auxilinires
autour de la droite des somunels. 11 faut avoir pour
cela une base commode dans le cone T. On prendra
une :

Base e Movee. — Considérons le eylindre verlical
circonscrit & la sphore 0. 11 coupe le cone T suivanl
2 courbes planes situdes dans des plans de front el qui
se projettent horizontalement sur la circonlérence b,
Nous prendons pour base Uune de ces courbes, par
exemple celle qui est situde dans le plan ¢d’.

La ligne des sommets ST rencontre les deux plans de
hase, respectivement aux points (dd’) el (1) Les (races
des plans auxiliaires suar chacun des plans de base
tourneront autour de ces deux poinls. On se servira
aussi de la ligne d’intersection des deux plans de base
qui est la droite de bout e du plan horizontal de pro-
jection.

Powr courant er sa raNeeNtE. — Considérons le plan
dont la trace horizontale est /¢; il coupe le plan de base
du cone T suivant fd. Cette droite fd coupe la base du
cone T en un point ¢; tg est une génératrice d'intersec-
“tion. On a facilement la génératrice (shy s'h") du cone S;
cette génératrice coupe la précédente au point m cher-
ché que nous rappelons sur la projection verticale A’s’
de la généralrice hs.

Passons & la tangente. Nous nous servirons du point
de rencontre des lraces horizontales des plans tangents

aux deux surfaces. Pourle cone Sla trace correspon-
dante esl [T voyons l'aulre {race. La tangente gi ala
base du cone T coupe la droite e¢” en un poinl i qui
appartient a la trace horizontale cherchée. Un aulre
point est le point ¢, puisque les plans langenls passent
par le sommet el que le sommel est dans le plan
horizontal. Les deux traces se coupent en un point v
que nous rappelons en <. (zm, ©'w') est la tangente
cherchée.

Povrs sur LEs conrouns apparents. — Iy a deax points
sur chacune des génératrices vy, el yy 5 pour les avoir
il sullit de [aire passer la trace des plans séeanls par
les poinls de conlact vk des génératrices avee la base
da cone T. Ges lraces sont dje,t el dket.

En projection verticale, on se servira de la projec-
tion horizontale des géndératrices de conlour apparent;
¥y coupe la courbe aux points gy qu’on vappellera

en n’y')” sur les génératrices correspondantes. De
moeme les projections Gy el Gy donnent les points !
ol pp'.

Pomves nemanquastes. — I existe un plan limite dut,

qui donne les points (m) ob (i) _avee leur langente.

Pomvt pouste rien. — Par hypothese, le plan défini
par sa lrace e ol la génératrice (sa, s’a’) esl plan lan-
genl commun pour les deux surfaces. 11y a done un
point double réel situd sur (s, s'a). _

Cherchons la géndratrice de conleal du cone T, el
potr cela revenons au changement de plan verlical ui
nous donnail le plan tangent en S’

La géndralrice cherchée passe par le poinl de con-
tact de Ta sphere b avee le plan tangenl. Dans la nou-
velle projection, la sphere O touche lo plan @S au
point £/ qui vient en A" dans Pancien systdéme.

(B, By esl la géndératrice cherchée. On a pur suite
exactement le point double (ee”).

Poscruarion. — En projeclion horizontale, la courbe
est vue tout enlidre sur le cone S, Les conlours appa-
rents figurent en entier puisqu’on représente les deux
surfaces;
cachées.

Le raisonnement étanl le meéme poar toules les géné-
ratrices, nous le ferons pour vy, en parliculier. Le
point y, de cette génératrice est dvidemment extérieur
au cone S, il sera done vu; el ceci jusqu’au poinl g, ol

reste & dogager les parties vues des parties

elle touche la courbe d'intersection. A partir de I, clle
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sera cachée par le cone S, pour reparailre cnsuile au
point s.

En un mot, on conservera tout ce qui, du cone T, est
extérieur au cone S el qui n'esl pas cachd par lui; el
réciproquement, toul ce qui du cone S esl extérienr an
cone T et n’est pas caché par lui.

GRANDE EPURE Ne 17

Céne et cylindre.
Fnonai

On considdre 2 plans de houl 0'g’, 00" reclangulaives,
passant par le point 0-0" ol symdétrigqae par rapport au
plan de profil O-0".

Un eylindee a pour base, dans le plan O'2" une ellipse
ayanl pour centre le point w-0' el projelée horvizontale-
ment suivanl un cerele de centee . Les géndealrices
sond perpendiculuives au plan de hase.

Un eone a pour base dans le plan 00" un cercele de
centre O-07, son sommoel est en s=s".

Reprasenter 1o demi=eylindre plein, silué au-dessas
du plan de houl parallele aus géndraleices mend par le
point w-¢’, enlaillé par le eone, Limiter ceo solide d
deux plans de houl puralleles & 0'a/,

Trxe

Mist: N pLAck, — Ona de suile les conlours apparents
du eylindree. Pour avoir Te conlour apparenl vortical du
cone, on porte sur 0/8" de part ol d'autre de o’ des lon-
guours o'a’ ob o't/ dgales au rayon du eorele de hase,
o0 en projection verlicalo ¢ s'a” oL &'l

Remangue. — Le sommel dua eone dlanl sur le ey-
lindve, le pointSsera un point double de Finlersection,
De plus, ce poinl Glanl sur los contours apparents ver-
ticaux des 2 surfaces serw un point de rebroussement
en projection verlicule, Eno projection  horizontale,
puisque les plans tangents aux 2 surlaces sont confon-
dus suivant le plan de front de (race so, Lo courbe sera
tangente en s A so.
~ Méruope. — On coupe par des plans passanl par lu
paralltle aux génératrices du eylindre menée par lo
sommet du cone. Gelte paralléle rencontre o plan de

hase du eylindree au point eg’, el est paralléle an plan
de base da cone. Par suite, en projection horizontale,
los traces de ces plans auxiliaives sur le plan de base
du cylindre passeront toules par lo poinl o el lears
(races sur le plan de base du cone seront paralleles & la
direcetion des géndrateices du eylindre,

Pour oblenir [acilement fes géndralrices du eone on
rabal le cerele de base du cone sur le plan horizontal du
point o. La base du eone ainsi rabatlue aalovs pour pro =
jeetion horvizontale Te corcle de cenbie o el de rayon os.

POINT COURANT 17 SA TANGENTI. -~ Sur os projection ho-
rizontale de Uinterseetion des plans de base de deux
surfaces, peenons un point queleonque B el considi-
rons le plan auxilinive passanl par ce poinl. Son inter-
section avee e plan de hase du eylindee est projelée
hovizontalement en o, qui rencontre lecerele o au
poinl . d'ot Ta gonéralvice D-D" du eylindre. Lo plan
de base duceone est eoupd par le plan auxilinive suivant
T droite Be=5"¢” qui se rabal en Be=3'¢" sae e plan ho-
vizontal da point O3 celle droile rencontee e corele
raballu au pointe=¢'; qui se releve en e don T génd-
ralrice se=s"e” du cone qui rencontee la géndratrice DD du
eylindre an poinl m=m’ qui estun point de Finterseetion.

La tangente au point M oest Pinlersoelion des plans
Langents auy deus surfaces en o poinl, Le plan tingent
au eylindre est défin par ln gencratrice DD el la tan-
wenle de=d’e’ an covele de base, Ce plan coupe le plan
de base du eone suivant T deoile o=t

Le plan Gangent an cone o pour lrace sure le plan de
base du cone la tongente eneee” aneerele de base, Gelle
tangente ost eaballue on fe=f 0’ else relove en fosf'c
Klle vencontee ee't’ aw point =" quiest an poinl de T
ngente en g’ Celle tangente seprojelte done en
e ol

Ristangur, - ki partant du second point dinlersee-
Lion +, de Bepavee Lo corele o, on obticnt e second point
=’ el on voil immddiatement que les poinls me et de
L projection horizonlale sonl syméleiques pae vappord
aoso o oen effel, D oest perpendicnlaive i oso, de plus en

el lical | ' 9r -
srojection verlicale, on voil quue <5= 57 4., DEUS
pro) WO oy ey

ey ey paesuite o Wm0 el et les projeetions ot
asur D ode ces 2 segments sonl anssi dgales,
Done L projection horizontale de Lo courhe diintersee-

tion admettea so conme axe de symdétrie,
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POINTS SUR LE CONTOUR APPARENT VERTICAL DU CYLINDRE., —
Pour avoir ces points il Taul faire passer le plan auxi-
lizive par la génératiice de contour apparent vertical
A-A'. La trace de ce plan sur le plan de base du cone
est alors la droile A-A’ elle-meme. Elle renconire le
cercle rabattu au points h-h', el i-7, qui se relevent en
h-I" et i-i’. Ce sont les points cherchas.

Porxts SurR cONTOUR APPARENT VERTICAL DU cONE. — [ faul
prendre pour plan auxiliaire le plan qui contient les
géndratrices de contour apparent verlical du cone. Ce
plan a pour trace sur le plan de hase du cylindre la
droite go, o'’ et coupe le cylindre suivant la généra-
trice L-L/, L' rencontre s'a’ el ') aux points " et o’ quise
rappellent en » et ». r=7 el v-0 sonl les points cherchés.

Prans avxmiaiges Lires. — Ge sont dabord le plan
vertical se qui nous donne le point s-s" @ puis le plan
tangent au. cone le long de la géndratrice s5-5'8". Ce
plan coupe le cylindre’suivant la génératrice G- qui
rencontre sd-s'8" an point w-w'. La langente en ce point
est la génératrice du cylindre puisque ce plan est li-
mite pour le cone.

Drorre pEs vornes pousLis. — On voit en lragant ap-
proximativement la courbe qu’elle doil avoir deux
points doubles en projection verticale. Il faut donc
chercher la droite des poinls doubles. (Vesl Pintersec-
tion des points diamétraux du cone el du cylindre par
rapport & la direction de houl. Le plan diamétral du
cylindre par rapport & cetle direction est le plan ver-
tical de trace A.

Le plan diamétral du cone, qui passe d’abord par Lo
sommet s, passe aussi par le diaméire de front du
cercle de base: Puisque la trace A du premicr plan est
équidistante de s el du diameétre ah, Pintersection de
ces 2 plans sera la droite N projetée horizontalement
suivant A et verticalement suivant A paralléle & ab of
équidistante de s et «'l/.

GRANDE EPURE Nv 18
Solide commun a deux cénes.
ENoNe :

Deux cones ont leurs sommels (ss”) (&) sur une
fronto-horizontale, el ils admettent pour bases dans le

plan horizontal de projection deux paraboles données
de la fagon suivante. Elles ont leurs sommets (c¢) et
(dd’) sur une meme droite de bout et elles passent
toutes deux par les points («a’) (00) situés dans le plan ‘
de front st. Les projections « et b sonl syméiriques par
rapport a la droite ed.

Représenter le solide commun aux deux surfaces
situé au-dessus do plan horizontal de projection.

Texre :

Misk kN prace. — Powr consbruire les paraboles de
base, il suffit Cen connailre les foyers. On a facilement
la. fangente en «, on porle pour cela la longueur co
dgaled ve, aw, estla langente. Klle vencontre la tangente
au sommeb au point . Le foyer /; esl i Uinlersection de
la perpendiculaire en i wa avee Paxe ed. Geel parce
que la tangente au sommel est le lien des pieds des
perpendiculaives abaissées du foyer sur les langentes.
On construil de meme la deuxiéme parabole.

Pouravoirle conlourapparent du cone S par exemple,
il suffit du point S de mener des tangentes  la pava-
bole. 11y en a deux quon obticnten se basant loujours
sur la propricté énoncde de la langente au sommel.
Sar S/, comme diamdtee on déerit une circonlérence.
Gette circonférence coupe la langente au sommel aux
points p et 0. Le contour apparent horizountal est formé
par les droites 65 ot Sp. On o de maeme les contours du
cone T.

En projection verticale les contours apparents se vé-
duisent aux poinls 8" et .

Merone. — On fail towrner des plans séeanls auxi-
linires awtowr de la droile des sommels (st s'1). Cos
plans ont leur trace horizontale parallole vy,

Poine courant mr sA raNerNrtie. — Prenons une lrace
gyyp et paremi des 4 généralrices quelle fournil, choi-
sissons en doux sy, fy,. Elles se coupent au point m
cherehé qu’on rappelle en ' sur s¢';. Pouwr la lan-
gente on se sert du point de rencontre vt des langentes
avee paraboles dé hase. ’

POINTs SUR LES CONTOURS APPARENTS, —— Les poinds ¢ ol )
sur v, sont donnés par la brace passant parv,, de méme
la trace g, donne les points ij.

Pomvrs nemanruantis, — s sont donnds avee leur lan-
genle par les plans limiles dont Ta trace passe pae les
points ¢ et d. Gosontles points (B57) (1) ol p') (4.
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130 GEOMETRIE DESCRIPTIVE
Poxcruation. — En projection verticale ¢’est immé- | trices correspondantes sont g, et sy,. Elles se coupent au

diat. En projection horizontale, il faudra faire figurer
les arcs ach el adb de parabole la partie aoh de I'inter-
section qui se frouve auv-dessus. du plan horizontal,
enfin les portions iy, et Ay, de génératrices qu’on cons-
tate étre inlérieures aux deux surfaces.

GRANDE EPURE Nv 19
Solide commun 4 deux cones.
Exoxe: :

Deux cones sont définis par leurs sommets situés
dans le plan de front I' et par leurs bases circulaires
dans le plan horizontal de projection, dont les centres
sont dans ce méme plan de front.

Représenter le solide commun & ces cones, compris
enlre les deux nappes inférieures et le plan horizontal
de projection.

Texme :

Mise N prace. — En projection horizountale les con-

tours apparents se réduisenl & un poinl pour chaque

cone.

Miraope. — On fail tourner des plans auntour de la
droite (so, s'c") qui joint les deux sommets.

Renarque. — Les surfaces admettentle plan de front ¥
comme plan commun de symétrie. Dot les deux congé-
quences suivantes :

1° La projection horizontale de I'intersection esl sy-
métrique par rapport & la droite st. Il suflira donc de
chercher des points silués dans I'une des deax moilids
de la figure et d’en prendre les symétriques;

2° On sait que dans ce cas la projection sur le plan de
symétrie, ou, ce qui revient au méme, sur le plan verlical
de projection, est une hyperbole dont on connait déja
4 points : les points (aa’) (b0') (cc’) (dd”) situés sur les
contours apparents. On pourrait la déterminer comple-
tement en cherchant une asymptote et rappeler les
parties utiles de cette byperbole en projection horizon-
tale. D’ou une autre solution du probléme.

PoNr cOURANT ET SA TANGENTE. — Prenons un plan
auxiliaire dont la trace horizontale est ag,. Les généra-

point (mm’) cherché. Onaura le point (v1") dela tangente
a 1'aide des traces horizontales ty,.7y, des plans tan-
gents.

Porvrs renarouasLes. — Outre les points (aa”) (0b) (ec”)
(dd"). il y a le point ff” donné par le plan limite o¢,.

Asyuprores, — Le cone S transporté en T a pour base
le cercle de dimmelre (hk, £'E). Celle base donne la gé-
néralvice commune ty,, ty’, ol, par suile, la génératrice
paralléle sy,. Lasymptole esl paralltle & ces généra-
trices; clle est déterminée par le poinl (067), ou les
traces horizontales des plans tangents le long de (sy,,
$'v'y) (49, U'g'y) se rencontrent. On a ainsi 'asymplote
(AA;: il en existe une autre (BB"), quilui est symétrique
par rapport an plan F. Ces deux asymptotes sont dans
le plan de bout A’B'.

Enfin il existe, en projection verticale seulement, une
aulre asymptote 7 qu'on obtient de la manidre sui-
vante : surla droile ¢'0’, on porte une longueur @i égale
a 0, 4" en esl un point. De méme on porle ¢ égale
apt, g enest un antre point.

Revanque sun Lasvmerors (7. — Cotte asymptote est
horvizontale. En effel, elle correspond aux points cy-
cliques 11 & Tinlini; or, ces poinls sonl donnds par des
plans horizonlaux.

Remanous. — La courbe dd” corvespond & Uinter-
section des nappes supéricures. La parlie V'd esl pa-
rasite.

Poxervarion. — Les courbes sont vues enticrement,
En projection horizontale, on conservera évidemmoent
les portions af3d et By8 des cercles de base. Enfin, les
raisonnements habituels montrent les portions de géné-
ratrices qu’il faut conserver en projeclion verlicale.

GRANDE EPURE N 20
Cone et cylindre.

IKNoNGE

On donne un cone de sommetl S (— 100, 70, 100)
ayant pour base dans le plan horizontal le cercle de
cenlre ¢ (50, 50, 0) de rayon 50 et un cone ayant pour
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132 GEOMETRIE DESCRIPTIVE

base dans le plan horizontal le cercle de centre o (— 50, | Représenter Pensemble des surfaces du cone ot du cy-
Jase C Plé )

Iigure grande épure n 20,

50, 0) de rayon 50; les génératrices de ce cylindre sont

lindre extéricures 'ane 3 Pautre, supposces loutes deunx
de front et font un angle de 80 avec le plan horizontal,

opaques.
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TexTE :

On ne pourra pas facilement ici se servir de la mé-
thode habituelle dans les intersections de cones et de
cylindres. La droite menée parle sommet du cone paral-
lélement aux génératrices du cylindre coupe en effet le
plan commun des bases en dehors des limites de I'épure.
On a relevé le plan de base de -88 millimeétres pour
avoir cependant les points sur le contour apparent hori-
zontal du cone et les plans limites, mais évidemment
les constructions faites a partir du petit cercle ¢, en
déterminant le plan limite ¢'t, ne peuvent donner de

résultats précis; les points ainsi obtenus sont les points E

et ' sur le contour apparent et naturellement leurs sy-
métriques par rapport & SC et les points w et p sur les
génératrices limites ainsi encore que leurs symétriques i
et 6. Les points courants M et N ont été déterminés a
I’aide d’un plan auxiliaire horizontal de cote %5. Les
tangentes en ces points ont été obtenues parl'intersection
des plans tangents dont les traces sur le plan horizon-
tal pymy et pym, se coupent en m, pour la tangente en M.
La tangente en N a été obtenue par symétrie.

En projection verticale, les contours apparents se
rencontrent en quatre points A,B, C,D: on aura donc &
déterminer les tangentes par la méthode décrite au
cours ; on trouve ainsi les tangentes marquées d’une
flache sur I'épure, menées perpendiculairement aux
droites a,a, 8,85 V7 0,0, joignant les centres de cour-
bure des deux sections normales de bout au point consi-
déré dans les deux surfaces. Il faut alors remarquer que
les deux surfaces admettent un plan de symétrie de
front commun ; la biquadratique d’intersection se pro-
jette donc verticalement suivant une conique; la con-
naissance des quatre points A,B, G, D et de leurs tan-
gentes montre que cette conique est une hyperbole
dont on a un nombre d’éléments suffisants pour en
assurer le tracé.

GRANDE EPURE Ne 21

Coéne et cylindre.
Exone :

On donne une droite Aa : A (0, 52, 0), « (90, 0, 0) et
deux cercles de rayon 40 tangents & Aa en A; l'un est

dans le plari horizontal, & droite de Aa, 'auire dans le
plan vertical Aa” au-dessus de Aa; le cercle horizon-
tal C est la base d’un cone de sommet S (— 33, 0, 120)
et le cercle vertical Q la base d’un cylindre de généra-~
trices paralleles & SA. Représenter le solide commun &
ces deux surfaces limité an plan horizontal.

TexTE :

Remarquons, en premier lieu, que la génératrice SA
est commune au cone et au cylindre et en deuxiéme
lieu, que les deux cercles C et Q admettant en A lameéme
tangente A, les plans tangents le long de SA sont con-
fondus; les deux surfaces se raccordent donc le long de
cette génératrice et, par suite. n'ont d’autre part quune
conique en commun. Pour déterminer cette conique, on
a utilisé un mur auxiliaire vertical dont la trace hori-
zontale est Se. Ce mur est un plan de symétrie pour les
deux surfaces, en conséquence la conique cherchée s’y
projette suivant une droite ¢, obtenue en joignant en
croix le point h;, o se rencontrent les deux contours
apparents non confondus au point i;, projection sur
ce mur du point I situé sur la génératrice SP de
contour apparent vertical. Ce point I a été déterminé
au préalable en cherchant la trace P de S sur le plan
vertical Aa ; le plan SA® coupe ce plan suivant AP
qui rencontre la base du cylindre en Q : par Q, on
méne la génératrice du cylindre qui coupe Sd en L.
On reléve facilement en plan la conique projetée en
e;h, sur le mur auxiliaire, son-petit axe est ek, son
centre est ¢ déduit de ¢, sur Paxe du cylindre et son
grand axe égal au diameétre du cylindre; les deux points
G et F du plan horizontal ont été trouvés sur la ligne
de rappel de F,G,. Les tangentes TGT, et 6F6, en ces
points ont été tracées grace au cercle homographique.
En projection verticale, le sommet % a donng le point
#’ le plus haut et on a déterminé, outre I, le deuxidéme
point M sur le second contour apparent, par la méme
méthode que celle suivie dans la recherche du point 1.

On a enfin tracé Uellipse de base du eylindre dans le
plan horizontal, ef, cette ellipse tracée, la poncluation
du solide demandée est immédiate.
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Figure grande épure ne 21,
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GRANDE EPURE Ne 22

Cone et cylindre.

E~oxNcr

Un cylindre G est de révolution autour d’'un axe de
front AA’ situé dans le premier bissecteur. Il est, de
plus, tangent aux deux plans de projection.

Sur I’axe AA” on donne un point (ss'), le point est le
sommet d’un cone dont la base est une hyperbole dans
le plan horizontal de projection. On donne les deux
asymptotes de 'hyperbole, dont I'une D est paralldle
& wy. Pautre E lui est perpendiculaire et passe par le
point S. On donne aussi ’axe bc de ’hyperbole.

Représenter la surface du cylindre G extérieure au
cone S.

TexTe :

Mise N pLace. — Le confour apparent du cylindre

ne présente pas de difficultés. Pour le cone S on cons-
truira d’abord par points hyperbole de base en faisant

tourner des sécantes autour des points b ou ¢. Pour

avoir le conlour apparent horizontal du cone, il suffit
de mener par le point S des tangentes & I’hyperbole.
L’une des tangentes est 'asymptote E, l'autre qu’on
obtient par les procédés usuels est Sy,. Le cone n’a
pas de contour apparent vertical.

- Remamroue. — La génératrice de contour apparent E
touchant I’hyperbole & l'infini est horizontale, par con-
séquent elle rencontre les génératrices de contour appa-
rent (G,G)) (G,&,) du cylindre. Cela nous donne deux
points particuliers (ff') et (g¢’) de lintersection, qui
sont des points de rebroussements.

Mgroe. — On coupera par des plans passant par
I’axe du cylindre ; les traces de ces plans seront paral-
Itles & ay. On choisira une base au cylindre, par
~exemple, dans le plan de bout du point ss’. On la fera
tourner autour de la droite de bout du point ss’; en
méme temps que la trace horizontale de son plan. On
I’aménera & étre horizontale. Alors la base se projette
suivant le cercle s et la trace suivant la droite k7.

Point courant ET sa TaNGENTE. — Coupons par le plan
dont la trace horizontale est 4. Il donne une généra-

trice (sj, s'j’) ddns le cone. 11 coupe le plan de base du
cylindre suivant une droite de profil qui se projette
en sh. Dans la rotation cette droite vient en sh,. Elle
coupe le cercle de base en deux points dont ’un est &,
Ce point ramené dans le plan du profil vient en &; d’ou
la génératrice kk, du cv]indre, et par suite le point m
qu’on rappelle en m’ sur §'j’.

Le plan tangent au cone a pour trace hmuontale (jb).
Cherchons le plan tangent au cylindre. Sa trace sera
parallele & wy, il suffit done d’en avoir un point; ce
point sera le point », ou la tangente kn, au cercle
rabattu coupe Aj. Les deux traces se rencontrent au
point (1). (lm,U'm’) est la tangente cherchée.

Remarque. — Les deux surfaces ont dans I'espace le
point (ss") comme centre de symétrie: les projections
de I'intersection seront donc symétriques par rapport
aux points s et §".

PoiNts sur LEs coNtours appARENTS. — Il'y a les points
(ff") {gy') dont on a parlé. Il y a aussi deux points
sur v,. Ils sont donnés par le plan dont la trace 0,0
passe par le pied p de v,.

En projection verticale les points ¢’ et »” sont donnés
par le plan vertical A.

Asymprores. — Quand la trace du plan sécant vient
se confondre avec ’asymptote D il devient plan tangent
& linfini au cone. On sait que dans ce cas il y a des
points & I'infini et que les asymptotes sont les généra-
trices de la surface coupée. En conséquence, on agit

‘comme pour un point courant.

On obtient ainsi les asymptotes (TT") (UU’) en remar-
quant d’autre part qu'on a leur cote a partir du plan
horizontal s" en a3, de.

Poxcroarion. — Situons la courbe sur la projection
horizontale du cylindre. Nous obtenons la figure ci-
contre trés aisément.

Conservons tout ce qui est extérieur au cone S. Le
point G, est évidemment extérieur jusquau point f,
donc la génératrice G, sera conservée. Alors la courbe
f= qui fait bordure sera vue.

Pour des raisons analogues, il faudra supprimer la
partie gG, de la généralrice G,.

Enfin, comme on ne représente que la surface, on
ne figurera pas les génératrices de contour apparent
du cone.

Méme raisonnement pour la projection verticale.
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GRANDE EPURE N¢ 23 4 axe vertical de sommmet T (0, 45, 45) ayant pour
- base un cercle de rayon dans le plan horizontal. Repré-
Deux coénes. senter la portion du’ cone oblique supposé plein de

§ . atie ) xtérieure au coO > ré 1
Eniomin - matiére opaque extérieure au cone de révolution

On donne un cone oblique de sommet S (—435, 30, 90)

. ’ NN Nocis i i ey e s, Yy ey 8 e
xr"y’[ﬁ";(,\ LY <= 71_4-‘ m'fj"'\ ItI"\ \md.(( P"a:\\ . X
A N T ]
I I NP PO G \ ¢ ;
I .;<\\ N o N

TN \— - \\\ r‘y Figure grjando épure n® 23.
ayant pour base dans le plan horizontal un cercle de | comprise entre le sommet S et le plan horizontal de
centre Q (0,60, 0) de rayon 43 et un cone de révolution | projection.

18
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Texte

On remarque de suile que les deux cones ont une
généralrice STA en commun, le reste de I'intersection
sera done une cubique gauche. On a cherché tout d’abord
les tangentes en S ol T a la cubique, en coupanl les
cones de sommet T et S par les plans tangents en S ef T
a Tautre cone. On a aussi les tangentes Se et TE.

Puis on a recherché Nasymplote @ le cone S déplaca
par (ranslation de facon davoir T pour sommel a alors
pour hase dans le plan hovizontal le cevcle de centre 0
qui coupe le cercele de cenlre o au poinl U, d’on les
géncératrices paralleles TU el SV, ol parsuile, parinler-
section des plans tangenls le long de SV el TU, Masymp-
tote ZW tant en plan qu'en projection sur le mur.

Remarquant ensuile que la droite ST coupe le plan
horizontal en A, on a cherehé par des plans aunxiliaires
approprics et dapres la méthode générale les points
LI sure Tes contours apparents ol Tes poinls couranls M
et P ainsi que les tangenles en ces derniers poinls.

Enfin, pour assurer le fraceé de la courbe au-dessous
du plan horizontal, on a coupd par deux plans horizon-
laux qui onl fourni les points Q el R el lears tangenles.

La ponetuation a 616 effectude selon Tes vogles ordi-
naires en observant que la gendéralrice commune STA
seet de conlour apparent vertical au cone reprosentd.

GRANDE EPURE No 924
Coéne et cylindre.

liNoNGEk

Le cone est de vévolution awtour 'an axe vertical ol
a pour base dans le plan horizontal le corcle s, Le
cylindre a pour base dans co mome plan le cerele o
circonscrit au triangle sab, ot M'une de ses généralricoes
est la droite sa~s'a’.

Représenter le solide commun & cos deus COrps Stp-
posés pleins en lo limitant i des plans horizonwux.

rn
Pexre :

Mise BN prace. — On a immdédiatement les contours
apparents des deux corps.

Mezrnons. — Remarquons que la droite sa, s'a” est une
géndratrice commune aux deux surfaces, par suite leur
interseclion se composera de cette droite el d'une
cubique. Pour oblenir Les points de celle cubique, nous
prendrons des plans auxiliaires passanl par la généra-
(rice commune SA. Leurs traces sur le plan de hase des
deax surfaces seronl done des droiles passant par lo
point .

Porvr counant wr rancesti. — Prenons un plan auxi-
linive quelconque s sa brace vencontre les coreles de
base aux poinls el a; la géndralrice se du cone ren-
contre la généralrice o du eylindree au poinl e, qui se
rappelle enow'. Le plan tangenl an cone 1o long de sm
a pour brace horizontale o tangente en g an corele s
le plan tangent an eylindee Te fong de fu génératrice
du eylindre a pour teace horizontale la lingente en e,
aw cercle wy ces deux langenles se rencontrent en o,
ot I Langente i en projection hovizontale el dw’ en
projection verticale,

Prans auxiniames conres, — Le plan auxiliaive limite
pour le cone donl la trace est langente en « au cerele s
détermine dans Le eylindree Tes deux généralvices as of el
passanl par les poinls « el e du corele o el coupe le
cone suivanl L seule gendrateice as, ot la géndralrice
commuane as el un point & Uinfing, & Finterscetion deoas
el ed. Le plan anxilinive dlant Himité pour le cone, Ly
langente en ee poinl & Uinfini est la géndralrice ed du
eylindree. Done Pasymplote de la cubique est ed en pro-
Jeetion hovizontale el e/d” confondu avee s'a’ en projec-
tion vertieale.

Le plan aoxiliaive limite pour le eylindee qui nous
donne le point double ss” o powr teace horizontale Ta
lngente en g an cerele o, Celle tangente perpendicu-
Laive dhon passera parle pointe, exteemilé du dinndtre
passant pare b opar suile ce plan coupe e cone suivant
L géndratreice situde dans le plan du profil se, ol comme
il est limite pour le eylindre, los (angentes en s el s
sonl se el s,

Poives svn tes covrorns appanines. — Le plan ausi-
linire de trace hovizontale s nous donne e point 1 sur
le conlonr apparent vertical du cone.

Les plans de trace i elal nous donnent les points K
el Posar e contour apparent horizontal du cylindre.
A ce sujel, remarquons que par suite des données les

deux géndratrices du cone sj of sw se projettent horizon-
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talement suivant la méme droite, c¢’est-d-dire sont dans
un méme plan vertical.

Pour avoir les poinls sur les deux génératrices de
contour apparent vertical du cylindre, il nous faut
prendre les plans auxiliaires de trace ag et v, qui déter-
minent dans le cone deux génératrices sr el sr qui,
comme dans les cas précédents, sont dans un meéme
plan vertical. Nous cherchons done I'intersection do
deux génératrices du cylindre situées dans un plan ver-
tical avee deux généralrices du cone situées dans un
autre plan vertical. On voit que les deux points cher-
chés u et y se projettent horizontalement en un méme
point, qui sera un point double de la projection horizon-
tale.

Poncruamon. — Nous voulons représenter la partic

dusolide commun compris entre les dewx plans horizon-
taux figurés. Ponctuons provisoirement la courbe sur
le cylindre. La génératrice commmune el I'are hsg sont
seuls vus en projection-horizontale. En projection ver-
ticale lTa génératrice commune est vue ainsi que Tare
w's'h’y'. Puis nous conservons des conlours apparents
“de chaque corps, les parties intéricures i Iautre ot
enlevons les parties extérieures, ef poncluons ces con-
tours apparents ainsi que la courbe donl en projection
horizontale 'are hy est maintenant seul caché, su pone-
tuation ne changeant pas en projection verticale,

GRANDE EPURE Ne 25
Solide commun a deux cénes.

Enonei: -

Deux cones ont pour génératrice commune la droile
verticale (vv').

Leurs sommels sont les points (ss') et (/). Leurs
bases dans le plan horizontal de projection sont deux
cercles orthogonaux, dont les centres BB’ et C( sont
sur une méme droite de front.

Représenter le solide commun & ces deux cones.

Texre

Mise ex pLAcE. — Pour avoir les centres des cercles de
base, il suffit de faire tourner autour du point v un

angle droit. Les points B et G ou les cotés de cet angle
rencontrent la droile de fronl donnde sont les centres
cherchés. Les contours apparents s’ensuivenl. Remar-
quons que les contours apparents en projection horizon-
tale ne se composent que d’une seule droite, qui est la
tangente en » au cercle de base.

Mérnone. — On fail tourner des plans aulour de la
génératrice commune. Les (races horizontales de ces
plans sont des droites passant par le point v.

Remanoue. — Llinterseetion se compose de la droite
(vv') et, partant, d’une cubique gauche. On sait que cette
cubique doit passer par les sommels des cones.

Poivr counanr mr sa rancente. — Considérons la trace
horizontale od ('un plan auxiliaire. Elle fournit les
généralvices (ef, ¢ty el (ds,d’s’) qui se coupent au point
(mnd") cherehé. Les teaces horizontales des plans tan-
genls aw poinl(mm’) se coupent en un point (ee) (em, e'm’)
est la tangente au point ().

PoiNes sur Lis coNrouns Appanients. — Lo point (ff7) de
la généralrice (v &) est donné par la trace vy, Le
point (Ah") de (gyy'y) est donné par la trace (vg,) ol le
point (") par fa trace (ry,).

Pomves memanguastis. — Deax points  remarquables
sont les sommels des ¢ones. On sail qu’ils sont donnds
avee leur tangente. (est la génératrice du cone coupé
par le plan auxilinire. Loes langenles sonl done les
dvoiles (by 5 0'v')) ol (sgy, 8'0'5)-

Asvaierori. — Cherchons des géndralrices paralldles.
dans les deux cones. Pour cela transportons e cone S
parallélement & lui-meme de fagon que son somiumet
vienne en . Sa nouvelle base sera un cercle qui pas-
sera par le poinl o, Pour en avoir deux autres points,
on transportera les génératrices (sy, 8'¢'y) ot (sgy, 8¢y
en (4, 1)) el (pk, UE'). On acaidnsi les géndralrices paral-
[dles (o, 11 (sn,s'n').

IZasymplote est Pintersection des plans langents le
long de ces généraleices. On en a done un point (0o’)
a Paide des traces horizontales (on, ol). Pour achever de
la, déterminer on sait qu’elle esl parallele sux généra-
(eices (0, 1) (sn, s'0).

Remanoue, — La projection horizontale de la cubique
esl une strophoide. Nous avons démontrd que ¢’esl une
cubique. Elle est circulaire, car chaque plan horizontal
donne, outre deux points réels, les poinls cyeliques 1.

Knfin ¢’est une strophotde, car les tangentes au point


hemaiiouabi.es

~

~

UL /. S

O

«Jrl.llllﬁlll lllllllll e TSR e~

e \n\\. -—
i

&0 - i

A

~
~ N

D T PR -
U
11111111111 - -l
A - i =

Figare grande épure n® 25.




CTRIE DESCRIPTIVE

OME

Al
]

GE

142

t/
(b

Ny o/

f:_:?.

lole

o ’l?ﬁl/?ﬂ

s“yn?/lé“‘df'é

e aes v en o e ewsss  yiwsows  ewme wovem  weowR et pavsony
y

S T e

Flgure grande épure n® 26.



GRANDES EPURES

143

double sont rectangulaires. Le fait résulle de ce que
les deux cercles de base sont orthogonaux.

Poxcruarion. — On ne s’occupera pas de la projec-
tion horizontale du solide commun qui se réduira a la
courbe d’intersection. Pour voir la projection verticale
on situera d’abord la courbe sur le cone S en remar-
quant que les points s" et ¢ sont vus.

Enfin on examinera les parties de génératrices qu’il
faudra conserver.

Raisonnons sur ¢/, par exemple. Le point g/, étant évi-
demment extérieur au cone T, on rejettera la partie g,"i’
pour conserver i's” et rejeter encore la partie supérieure
a s

GRANDE EPURE N° 26

Deux cénes.

ENonci

On donne un triangle ABCG, A (—50, 60, 50),
B (0, 30, 50), G (0, 60,50) et deux points S (0, 75, 110)
et T (— 25,45, 90) el 'on considére le cone de sommet
S ayant pour base ellipse de demi-axes CA et CB el le
cone de sommet T ayant pour base le cercle circonscrit
au triangle ABC. Trouver la portion de surface opaque
du cone T extérieure au cone S comprise entre les plans
horizontaux de cotes 27,5 ot 152,5.

TEXTE :

On applique la méthode générale en cherchant la
trace ¥ de la droite ST sur le plan des bases. Les plans
limites sont XMN qui, commun aux deux bases, donne

le point double P et le plan XLIJ qui donnent avec
leurs tangentes les deux poinls p. et v.

On a déterminé de méme les points V ef & sur les
contours apparents verticaux du cone S et les points W
el Z surles contours apparents verticaux du cone T &
Paide des plans auxiliaires de traces ou, od, or et gy.
On a déterminé également un point courant E, et sa
tangente 2Y' & l'aide du plan auxiliaire de trace o,
Enfin les points sur les plans horizontaux limites sontl
a, b d'une part, 8y et & d’aulre part. En suivant le
tracé de la courbe, on voit immédiatement qu'elle pré-
sente des branches infinies; on recherche alors les
asymptoles et pour cela on déplace d’abord par lrans-
lation le cone T de fagon & lui donner pour sommet S,
sa base dans le plan ABC esl alors un cercle qui coupe
Pellipse de base du cone S en / et g et touche celle
meme ellipse en 45 il y a done deux branches hyper-
boliques et une branche parabolique.

Les asymptotes aux branches hyperboliques sont de
front paralléles aux géndratrices comniunes SK ef SG,
elles passent respectivement par les points & ot k en
plan donnés par intersection des plans tangents le
long de TQ et SG d’une part, TR el SF d’autre parl; en
projection sur le mur, ces mémes asymplotes sont les
génératrices de contour apparent du cone T.

Le tracé des différentes hranches de courbe s’oblicnl
en suivant la marche des deux mobiles sur les bhases
comme 3 Vordinaire, en tenant compte cependant des
passages & I'infini.

On peut remarquer qu'il y a dewx points doubles en
projection verticale p' et o' situés sur horizontale,
intersection des plans de contours apparenls verticaux
des deux cones : sur Pépure ont ¢té également déter-
minés les points n,my; situés dans le plan vertical ST,

La ponctuation ne présente pas de difficultd.




ECOLE NATIONALE DES BEAUX-ARTS

SECTION D’ARCHITECTURE (1912-1913)

2¢ SESSION

CONCOURS DE GEOMETRIE DESCRIPTIVE

EPURE A FAIRE EN LOGES, LE 8 MARS 1913, EN 4 HEURES 1/2

(FEUILLE QUART -GRAND AIGLE)

3¢ QUESTION

Intersection d'un céne et d'un cylindre. — Ensemble des solides. — Ombres.

Le cone a pour sommet le point S (projelé en s et ¢7)
de’'coordonnées (1 = — 102, y =75, 5 == 102) et pour
base dans le plan horizontal un cercle de centre ¢ (pro-
jeté en ¢ et ¢’) de coordonnées (== 51, y =175, 3= 0)
de rayon 51.

Le eylindre a pour base dans le plan horizonlal un
cercle de centre o (projeté en w ol w’) de coordonndes
(z=— b1, y =175, 2 = 0) de rayon 51. Les généra-
trices de ce cylindre sont de front et font 35° avec le plan
horizontal, elles s’élavent de la gauche vers la droite.

Ce cylindre est limilé & sa base horizontale de cote 0
et & sa base horizontale de méme cote 102 que le som-
met S. :

(Pour la disposition des corps, voir le croquis ci-
joint.)

On demande :

1° De chercher Vintersection du cone et du cylindre,
d’en déterminer un point quelconque et la tangente en
ce point et particulidrement de trouver les points situds
sur les divers contours apparents ainsi que les tan-
gentes en ces points si possible et les points les plus
hauts et les plus bas;

2°De représenter 'ensemble formé parles deux corps
supposés pleins tous deux d’une méme matidre opaque;

3° De chercher :

a) Les ombres propres du solide représenté;

0) Les ombres portées sur lui-méme par le solide
représenté;

¢) Les ombres portées sur les deux plans de projec-
tion.

Ges ombres seronl prises en supposant les rayons a
450 (ombres usuclles).

X EGUTION GRAPHIQUE.

Pour les fraits, se conformer aux convenlions
usuelles :

Encre noire pour les lignes existantes, encre rouge
pour les constructions, encre bleue pour les ombres;

Lignes existantes vues en traits pleins, lignes cachées
en ponciud;

Hachures dans les parties dans Pombre, inlervalles
des hachures 1,5.

[l sera tenu le plus grand compte des constructions.
Tout résultat Non sustrnz par la construclion corres-
pondante sera considéré comme nul et non avenu.

On pourra mettre quelques letlres neltes et bien

éerites.
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11 sera donné une note de 0 & 20, se décomposant en

4 parties :

Une pour Uexactitude et la précision de la courbe

d’intersection ;

ATTRIBUTION DES NOTES.

o

T A3 ] :
Une deuxieme pour la ponctuation du solide;
Une troisiéme pour les ombres;

Une quatrieme pour 1

‘exéculion graphique.

Paris, le 20 février 1913.

RaouL Branpon.
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EPURE A FAIRE EN LOGES, EN

5 HEURES, LE 21 OCTOBRE 1912

(FRUILLE QUART GRAND AIGLE)

Intersection de deux cobdnes.

ExrAmLe, — Oupres.

Les solides sont repérds & Lrois axes de coordonnées
formant tricdre rivectangle de sommet o.

1o Un axe vertical 3'oz, anquel on repere les coless

2¢ Un axe fronlo-horvizontal 2/or, anquel oncvepere les
distances fronto-horizontales de gauche a droite;

30 Un axe de boul yoy auquel on repirve les ¢loigue-
ments.

(Les longueurs sonl exprimdées en mitlimelves. )

Un des eones a pour sommel S, projelé sor le cro-
quis.en s el s’ (o= 120, y == 90, 3 == 150) el pour base
un cerele dans le plan horizontal de centre G, projeld

sur le croguis en ¢ ol ¢ (== — 45, y == 45, 37=0) ol

de rayon R = 45.

Le deuxidme cone a pour sommel T, projetd sur le
croquis en ¢ et (x==0, y =45, 3= T74) el pour hase
un cercle dans le plan horizontal de centre €, projeld
en o el o (=45, y =45, 3= 0) de rayon K" = 45,

(Voir le croquis ci-joint.)

On demande :

1° De représenter par ses deux projections la portion
du cone T supposé plein de matidre opaque extérieure au
cone S.

On devra indiquer obligatoirement, ct avee lu plus
grande précision possible :

«y Un point courant de Cinlersection des deux cones
of la tangenle en ce point;

0y Les poinds sur lTes divees contours apparents

ey Les points remarquables de interseetion el les
langentes en ces poinls ol donner avee clrtd loules les
conslruclions néeessaives pour justdfier cos résullals.

20 Do chercher les ombres a 450 du solide représents
(cone enlaillé)

(o) Ombres propres, () ombres porlées du corps sur
fui-mime. (1) ombres portées du corps sur les deux
plans de projection.

Ou devea indiquer obligatoirement :

I* Un point de Fombre propre el Ta tangente & la sé-
paralrice en ce poind;

20 Un point de Pombre auloportée:

3o Un point de Fombre poctée sur un plan de projec-
ton el la tangente en ce point el donner loules les
constructions nocessaives pour justifier ces résullats.

KX ieurion Grapmoue.

Pour les trails, so conformer aux convenlions indi-
(qUes AIX cours :

Encre noive. pour les lignes existantes: encre rouge,
pour les constructions diverses; encre bleue, pour les
ombres;
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Les lignes existantes vues, en traits pleins ; les lignes
existantes cachées, en ponctué'; les lignes déterminant
les corps donnds mais nown représentés en lraits mixtes
~.—.— hachures bleues trés lgeres, espactes de 1 mil-
limetre et demi dans les ombres.

o s s S s L o e e e o i o e S5 e SR e i, e

[V

ATTRIBUTION DES NOTES.

On tiendra le plus gramd compte de Ta précision des r6-
sultats demandés obligatoirement. Toul résultat porté
sur 'épure et NoN justirré par une construclion sera con-
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sidéré comme nul ot non avenu. On pourra employer
quelques lelires pour expliquer les tracés.

I sera donné quatre noles sépardes, savoir :

1o Une, pour le tracé de la conrbe dintersecetion el la
détermination des précisions exigées;

20 Une seconde, pour la poncluation du solide i rve-
présenter;

3o Une (roisiéne, pour le bracd des séparalvices
d'ombres;

4 Une dernicree, pour exdeation graphique.

JEXAMENS ORAUN.

Ne seront admis aux examens oraux que les dleyes

qui auront des noles saffisantes pour les (rois pelites
(questions el pour 'épure.

La lisle de ces admissibles contenant, de plus, les
dales ol Pordee de passage des examens orany sera in-
diquée par une afliche spéciale,

Inlerdiction davoir sar soi aveun document relalil &
la: géomdleie descriplive, sous peine dCexelusion du
concours pouvanl, de plus, enleainer des mesures dis-

ciplinaires.

Yaris. o 21 oclobre 1912,

Raouvr Braxnoxs.




DEUXIEME PARTIE

PREMIERE SECTION

SURFACES DE REVOLUTION QUELCONQUES

CHAPITRE PREMIER

GENERALITES. — PLANS TANGENTS

DEFINITIONS

On nomme surface de révolution la surface engen-
drée par la rotalion d’une ligne tournant de 360° au-
tour d’un axe recliligne. La ligne est appelée géndrairice,
et axe, are de révolution. Dans lo mouvement de rota-
tion, Lout point de la ligne déerit un cercle dont ’axe
est Paxe de révolulion, ces cercles sont appelés paral-
leles de Ta surface. Les plans passant par 'axe de révo-
Iution sonl appelés plans méridiens et les sections de
Ja surface par des plans méridiens sont des méridiennes,
courbes planes ¢évidemment toutes égales.

I peut arriver que, parmi les paralltles, I'un &’ cux
ail un rayon ou plus grand, ou plus petit que lous ses
voisins immdédiats; on dit dans le premier cas que ce
paralléle est un dguateur de la surface ; dans le second,
que ce parallele est un cercle de gorge. Les méridienncs
des surfaces de révolution du 2¢ degré ont des coniques
dont axe de révolution est un axe de symétrie et réci-
proquement.

Les définitions des tangentes, plans langents, nor-
males, contours apparents données pour les surfaces
quelconques subsistent ¢videmment pour les surfaces
de vévolution.

PROBLEME 1. — Etant donnée une surface de révolution
par son re vertical et unz ligne ginératrice, déterminer par
points le méridienne de cette surface.

N sulfit (fig. 101) de prendre un point M de la généra-
frice et de le faire ,
tourner jusqu’d ce Ji
quil soit en p dans
le plan de front de
Paxe. En  répétant
Popération pour au-
tant de points M qu'on
le juge nécessaire, on
aura la mdéridienne
comme licu géomdé-
frique des points pdu
plande front de I'axe.
La projection de cette
courbe se fait envraie

grandeur sur le mur.
Exevmeris: Méridienne

de la surface gauche de
révolution.

On appelle surface gauche de révolution ou hyperboloide
de révolution & une nappe la. surface de vévolution dont la

Pig. 101,
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généralrice est une droile non siluée dans un méne
plan avee Paxe. En appliquant e méthode géndrale in-
diquée & Iinstanl, on lronve comme mérvidienne une
courhe d'allure analogue & celle d'une hyperbole. On
peut démontrer que la méridienne est effectivementune
hyperhole donl Faxe non (rans-
verse osl axe de révolulion.
Soiten effel(fig. 102) NN Paxe
de vévolulion, GG la généralrice
recliligne, ON La perpendicnlaive
conmmune & ces deux droiles,
Appelons ON « el prenons un
parallele o distant du collicr o de

fcdistance OO dgale &ay soil K
[e poinl de GGT silud sure ce pas-
rallele, appelons g le vayon o'l
el projetons A en B osur le plan
da parvallele O 10 sl bien ¢vi-

dent que, puisque oA esC Ta pers

I, 102,

, pendiculaive commune v NN of
GG/ Tangle KBo est droil. On a done

O T | K
et ]]H\
Or si nons appelons w langle consteent de GG el XN
on u dans Te Iriangle AKB
BK AR gp —awige
done
u*
dRGR g R 4 @t (1)

st ot lgt

Or, si on considére Te point Gde o méridienne sitné
sur le parallele o, sadistance o XX esly olsa distanee
au plan du collier est o Laeelation (1) précédente est
done Iéquation de la courbe mévidienne wapporlée a
X'X comme axe des o el au digmotee de front do collier
comme axe des . La forme do Ja velation (1) montre
(programme ' admission a I Eeole) que Ta méridienne sl
une hyperhole admettant X'X pour axe non trans-
verse el la perpendiculuire YoY en o & XX pour axe
transverse de longuear 2 «a; Pangle des asvimplobes
élant 2 o.

PROBLEME .~ Rechercher les contours appuarents
d'une surfuce de vévolution @ axe vertical définie par une
ligne géndratrice.

Lo contour apparent horizontal dans ["espace est
constitué par les équaleurs el les colliers de la surface,
il sulliva pour Pavoir de délerminer les points de la gé-
nératrice los plus proches el les plus ¢loignés de Faxe;
le contour hovizontal en projeclion sera compose des
corelos concenlriques égauy auy équalears ol colliers
leotyes o Vinslanl, 1o cenlre comnun dlant e pied de
Maxe en plan.

Quant au contour apparent vertical, il o'est évidem-
ment autre que ke meridienne de front dont nous avons
indiqué le mode de détermination dans le probleme
précédent. Lo contour apparent yerlical en projection
est gl au contour dans Pespace puisgue eodernier
est plan el de fronl, (Raisonnement el conslruetions
out a fait analogues si lase au liewd e verlical dlail

de houl.)
PLANS TANGENTS

Blanl donnee une sueface de eévolution dlase NN,
e wendradvice G,
considdrons  un
point A\ de Ta gés
neratreiece ol e
plan tangent o Ia
surlface on ce
poinl.  Goe o play
langent conlienl:
[ T tangente AT
au parallele s 2
la Lngente AV )
lo moridienne
(lig, 103,

Soil X e poinl
de rencontre de
AV el de NN e

podal serd comnin

et tones les plans tin-
gents e dong i pee-
rulltle du point A g

¢lost 1 une pro-

pricle fees impor- P 1O

e dos surfaces

de véavolution, I exisle an edne cireonserit & b surfuee
e long deeliemn de ses puealleles, Ce cone devient un
eylindre pour les dquateurs ot les colliers.



GENERALITES. — PLANS TANGENTS 151

Si de méme nous considérons (fig. 103) la normale en
A 4 la surface, cetle droile est située dans le plan mé-
ridien , car elle est perpendiculaire & la tangente AT au
parallele, qui, elle, est perpendiculaire au plan méri-
dien comme perpendiculaire & deux droites AO, AV de
ce plan (théortme des 3 perpendiculaires): soit done N,
le point ol cette normale rencontre XX, ce point N sera
commun @ toutes les normales dont les pieds sont les points
du paralléle du point A. Il existe donc un cone orthogonal
en tous les points de chacun des paralleéles d'une sur-
face de révolution: ce cone se réduit & un plan pour
les équateurs et les colliers. Getle propriété sera utilisée
trés souvent en géométrie descriplive.

Considérons maintenant une méridienne M d’une sur-
face de révolution définie par un axe X'X et une géné-
ratrice G. En tout point A de la méridienne M le plan
tangent contenant la tangente AT au parallele qui est
normale au plan méridien est lui-meme perpendicitlaire
@ ce plan méridien, autvement dil, il existe un cylindre
circonserit b une surface de révolution le long de cha-
cune de ses méridiennes, les généralrices de ce cylindre
sont perpendiculaires au plan méridien correspondant.

Nous utiliserons
cefle propriété pour
résoudre divers pro-
blémes sur les plans
tangents aux surfa-
ces de révolution.,

APPLICATION

Tungentes wwr diffi-
rents ponts de la mé-
ridienne d’une surface
de révolution  définie

o par son axe OZ et une
g nératrice (.

commentonpeutdé-
@ terminer par points
la méridienne d’une
surlace de révolu-

Mg, 104,

tion donnée par son axe 0Z et une génératrice G.
Le plan tangent en A & la surface est détermind par
la tangente AT au parallele et AW & la généralrice;

On a vu plus haut

soit S le point de rencontre de ce plan et de I'axe 0Z,
ce point élant commun & tous les plans tangents le long
du paralleéle A appartiendra donc au plan tangent i la
surface au point G de la méridienne, (uialors admettra
pour langente en G la droite €S, puisque S, étant sur
I'axe, appartient au plan méridien du point C.

L’épure correspondante a ¢té effectuée (fig. 104).

PROBLEME 1. — Mener en un point donné 4 d'une sir-
face de révolulion le plan tungent en ce point.

Nous avons vu que ce point sera en général déler-
miné par la tan-
genle AW 4 la
génératrice au
point A et par la
AT an
parallele. St la

tangente

généralrice ne
passe pas en .\,
on prendrale plan
tangent & la sur-
face au point B
de la généralrice
(lig. 105), situé
surle parallele du
point A et on dé-
terminerale point
Ssurlaxe X'Xde
ce plan tangent,
le plan tangent en
A sera détermine

alors par la tan-,
gente SA 4 la mé-
ridienne en A el
par la tangente AT au paralltle.

On aurait pu aussi déterminer la normale en B,
en prendre le point fixe N sur Paxe ef tracer le plan
tangent en A comme plan perpendiculaire & la normale

AN au poinl A.

Fig. 105.

PROBLEME 1. — Mener par un point donné P un plan
tangent a une swrface de révolution donnde, le poit de con-
tact étant sur un parvalléle donnd.

Soit X’X I'axe de la surface donnée, dont la ligne
génératrice est G et soil A le point de la génératrice
situé sur le paralltle donné (fig. 106).
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On détermine le plan tangent & la surface en A et
h ‘o)
onen prend fe point S sur 'axe X'X. S élanl le sommel
d'un eone ecirconscrit a la surface le long du parallele
el
A, il suffit, pour avoir les plans langents cherchdés de
y I tal

X

IMige, 1OG,

mener de P odes plans Gangents & ee cone, eo i quoi on
arrive par v méthode ordinnive en menant, de Ja fraee
Qde Ta droite PN sar Lo plan du parallele A, des lan-
gents QT, QT" & co purallele. Les plans cherchés sonl
POQT, PQT.

Onaurait pu parveniv av résulfal en considérant la
sphere ayant pour contre o point fixe N des normales
le Tong du paratlele A et inserite dans la surlace s mais,
en général, Ie premice proeédé indique est plus facile-
menl applicable.

PROBLEME L. — Mener par wun point donnd P un plan
tangent & une surface de révolution dopnde, le point de con-
tact élant sur une méridienne donnde.

Soit X’X Taxe de la sueface donnde dont In ligne go-
nératrice est G el soit A le poinl de la géndmlrice
situd sur ln méridienne donnée M (fig. 107),

On considere le eylindre civconserit i lu surface lo
Jong de la méridienne M, il suffit, pour avoir les plans

s un parallele donn.

tangents cherehdés, de mener de I des plans Langents a
ce eylindre, ce v quoi on ¥
arrive par la méthode or- ‘

dinaire en menant de P la »

perpendiculaire an plan l
mértdien considérd el en '
menant, de la Lrace Q
de celle droite sur lo plan
maéridien  des  langenles
Q. QT & In mdéridienne,
Les plans cherehies sonl

POT, POT.

PROBLEME V. He

ner paralldlement o une droite

RS

donnce 1) un plan tangent
e surface de révolution dop-
wie, e point de contaet Ctant

7‘7/

(M pl'nl)lf\lm‘ seprtsou

v

fo probleme W suffity au liew de joindee 1o point

dime facon analogue & .
Y, 107,
celle donl on o use pour

Fig. 1us,

DS, demener par S oune paeallele a Ta divection de la

droile D (fig. 108,


consid6rn.nl

GENERALITES. — PLANS TANGENTS

153

On pourrait également utiliser la sphére inscrite
dans la surface le long du paralléle donné.

PROBLEME V. — Mener parallélement & wne droite
. donnée D un plan tangent

l X a une surface de révolution

" donnée, le point de contact

sur -une  méridienne

M lant
donnde M.

Suivant une méthode
analogue & celle dont on
a usé probleme III, on
déterminera la direction
de plan paralléle & D et
perpendiculaire au plan
de M, on prendra la trace
de cette direction de plan
sur le plan de M et on
des fan-

~

menera & M
genles paralleles & celte
trace (fig. 109).

PROBLEME VI. — Me-

P | X ner par une drot “j donnée 1)

un, plan langent @ wae sur-

D face de révolution donnde.

1© On meéne d lasurface

par un point P pris arbi-

trairement sur la droite D un cone circonscrit (prob. 1

ef 111) et ensuite on méne & ce cone des plans tangents

par la droite D. Ces plans sont les plans tangents cher-
chdés a la surface.

20 On peut encore considérer le cylindre circonscrit
a4 la surface dont les génératrices sont paralléles & la
droite D (prob. IV et V) et mener & ce cylindre des
plans tangents par la droite D.

Cas particulier d’une surface de 2° degré & axe vertical.
— On choisit comme point P pris sur D le point situé
dans le plan de front de I’axe; il suffit alors de mener
en Glévation par ce point des tangentes & la méridienne
de front, la corde de contact est la projection verticale
de la courbe de contact du come ot de la surface, il
reste & mener & ce cone des plans tfangents par la
droite D; on y arrive simplement en remplagant la
courbe de contact par une seconde base qui se projette
suivant un cercle; pour cela on coupe le cone précé-

Fig. 109.

dent par le cylindre circonscrit & la surface le long
d’un équateur. Le cylindre etle cone, étant circonscrils
& une méme surface. se coupent suivant deux courbes
planes (1™ partie, 4¢ section), dont on prend I'une
d’elles (qui se projette suivant équateur) comme base
du cone de sommet P : Pépure se fail alors sans lracer
une seule conique (fig. 110).

Du point P dans le plan de {ront de I'axe on a mené,

Fig. 110,

A Paide du cercle homographique, los tangentes PM ot
PN a I'ellipse de contour apparen{, puis auw licu d'uti-
liser la base dont I'élévalion est m'n’ on a coupé par lo
cylindre de contour apparent horizontlal el déterming
ainsi une base a’6" de bout, projetée en plan suivant le
cercle de contour apparent. On a pris alors la trace Q

20
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de la droite D sur ce plan et on a mené, en plan. de
des tangentes QR et QT a cetle base. Les généralrices
correspondantes PR et PT coupent la base de contact
MN aux points U el V qui sont les points de contact
des plans tangents demandés.

PROBLEME VII. — Mener parallélement a wn plan
donné P un plan tangent @ une surfuce de rdvolution donnde
a axe vertical.

Sion se rappelle que touf plan tangent & une surface
de révolation est perpendiculaire au plan méridien du
point de contact, on voit qu'on connait de suite la maé-
ridienne du point de contact du plan cherchd, qui est

Fig. 111.

dans le plan vertical Q mené par Paxe perpendiculai-
rement au plan P. On prendra alors la trace de ce plan
~vertical sur le plan P, soit A cette trace. Pour avoir le
point de contact du plan cherché, il suffit de mener a
la méridienne du plan Q des tangenles paralléles a A’

Sur I'épure (fig. 111), celte dernidre construction a
616 effectude d Iaide d'une rotation qui a amené le plan
Q a otre de ront.

La surface donunée est un ellipsoide de cenlre O, le
plan donné est PaR’. On I'a amené de boul en L(j’l", en
ulilisant le point fixe ¥ sur Paxe de rolation, puis on a
mené, & Laide du cercle homographique, une tangente
' an contour apparent vertical parallele & la trace
ET" du plan LET"; e point de conlact est (p. /). Une
rolation ¢gale el de sens inverse de la préeédente
raméne le point de contact o en M dans le plan Q. Le
plan cherché esl déterming par Ta langente MT au pa-
ralléle et Ie point fixe S sur Paxe de révolution.

APPLICATIONS A DIFFERENTES QUESTIONS
D’OMBRES ET DE CONTOURS APPARENTS

. — Ombies propres an flambeae & wne swrface de révo-
lwtion. — Oncapplique, en les combinant convenable-
menl (maéthode des enveloppées coniques ol eylindri-
(ques), les probleémes 11 el HI teailés précédemment ;
1o en délerminant un cerlain nombre de plans tangents
issus du flambean P el dontles points de contact soient
sur des paralleles spocianx @ dquatenrs, colliers, paral-
[61es, Te plus haat ol Te plus bas, puis 2° en déterminant
un cerlain nombre de plans langents issus du lambeau
P el donl les points de contact soient sur des méridiens
approprics : méridiens de front (si Faxe est vertical) el
desymaétrie par exemple (voir exercices, pelites dpures).

I, — Ombres propres aw soleid dune: surfuce de révolu-
tion.— On applique, en les combinant convenablement
(méthode des enveloppées conigues el eylindriques) les
problemes IV el V (railés précédemment @ e en déter-
minant un cerlain nombre de plans tangents paralleles
a la direction D des rayons lumineux el donl les points
de contact soientsur des paralléles spéeiaux @ dGquatears,
colliers, paralléles le plus haul ot le plus bas, puis
20 en délerminanl un cerlain nombre de plans tangents
paraticles & la divection D desvayons lumineux et dont
les points de conlact soient sur des mdévidiens appro-
priés : méridien de front si Paxe est vertical et méri-
dien de symdélrie (voir exercices, pelites dpures).

On peuat, surtout dans ce dernier cas, si T'on veut
obtenir Tombre propre seulement en élévalion, em-

ployer le procédé swivant connu sous le nom de
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méthode des enveloppées sphériques. On cherche tout
d’abord Tombre propre d'une sphére @ quelconque

PFig. 112,

(voir programme d’admission & I'Ecole) puis
cela fait, pour obtenir le point de la sépara-
trice situé sur un parallele donné A, on ima-
gine la sphere inscrite O dans la surface le
long de ce paralltle A : Vombre propre de
cette sphere est semblable & celle de w. On
méne sur la sphere auxiliaire o le parallele
homologue du parallele A sur la sphére O
qui coupe 'ellipse d’ombre en 8 et on prend
sur la sphére O 'homologue B du point 3
a I'aide des deux'rayons paralldles wB et OB,
B est le -point cherché de la séparatrice
(lig. 112).

Hl. — Contours apparents d’une surface de
révolution @ axe quelconque. — Théorique-

ment, la recherche des contours apparents
dans ce cas revient i la recherche des
cylindres circonscrits a4 génératrices verti-
cales (pour le plan) ou de bout {pour 1'élé-
vation). ’

Dans le cas ou Iaxe est paralléle & un des plans de
projection, ¢’est-i-dire de front ou horizontal (sans étre
ni vertical ni de bout, cas déja étudié) : I° la projection
sur le plan auquel Paxe est paralldle est la méridienne
dont le plan est paralléle au plan de projection consi-
déré ; 2° la projection sur lautre plan est obtenue
facilement par la méthode précédente des enveloppdes
sphériques. Les points du contour apparent sont les
points communs aux cercles de contact des sphérves
inserites et aux cercles de contour apparent des mémes
sphéres. les contours apparents dtant d'ailleurs fan-
gents en ces points. Gette méthode n’est autre, somme
toute, que celle indiquée (1™ partie, 3¢ section) ot 'on
considere les surfaces comme enveloppes de surfaces
mobiles. Sur I'épure (fig. 113), on a considéré une sur-
face d'axe Az horizontal et de génératrice rectiligne GH.

Fig. 113.
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On s’est donné @ priorile plan d'un parallele de centre Q.
Un point de ce paralléle est en M sur la géndratrice,
unc rotation amcene M en M, el donne le rayon du
parallele d'ou les points G et D du contour apparent
horizontal. extrémités du diametre horizontal du paral-
léle considéré. On a de plus par la tangente uM en M
an parallele et par la génératrice GH le plan tangent
en M dont le point fixe S sur Paxe esl & lintersection
de Taxe et de Phorizontale pK du plan langent :
la sphére inscrite a alors pour cenlve N, ND dtant

D & SD tangente au contour
apparent. En élévation les poinls sur le contour ap-

perpendiculaire en

parent sonl les poinls ' et Q communs au contour
apparent verlical de la sphere inscerile et au paralldle
de confact.

Gest également celle meme méthode quion applique
dans le cas o axe de révolution est queleonque, in-
elind sur les deux plans de projection (voir 17 partic :
exercices, pelites épures, el 20 partie : exercices, pelites
Gpures).




CHAPITRE 1

SECTIONS PLANES. — INTERSECTION AVEC UNE:- DROITE.
GENERALITES SUR LES SECTIONS PLANES

La mdthode générale donnée pour rechercher les
seclions planes des surfaces nous incile ici & prendre
comme plans auxilinires : les plans, soit des paralléles
qui donneront des sections circulaires, soit des méri-
dicns qui donneront, quels quils soient, des sections
toujours Ggales entre elles et quon pourra, par une
rolation, toujours faire coincider avee 'une d'entre
elles. Ges deux séries de plans sont les plus commodes
el suffisent dans tous les cas. Leur emploi est naturelle-
ment tout particalicrement recommandable quand 1'axe
de la surface estou vertical ou de bout. Dans les autres
cas ce sont eux qu'on devraencore utiliser & moins que
certains plans ne donnent exceplionnellement des sec-
tions simples (rectilignes par exemple) auxquels cas on
devrea employer ces plans laissant ainsi de coté la pro-
pri¢té de la surface d’etre de révolution.

Los tangentes aux différents points de intersection
s'obtiendront par la méthode ordinaire de Pintersection
du plan tangent & la surface et du plan séeant. On peut
encore déterminer la tangente en un point de I'intersec-
tion en menant la perpendiculaire au plan des denx
normales & la surface et au plan sécant. La courbe de
section admet toujours un axe de symétrie qui est in-
tersection du plan sécant et du plan méridien perpen-
diculaire au plan sécant. Ce plan méridien est en effet
un plan de symétrie, pour ensemble de la surface et
du plan sécant. Aux points de la courbe d’intersection
silués dans co plan de symétrie les tangentes sont
orthogonales & I'axe (done horizontales si I'axe est ver-
tical), les paralltles correspondants sont tangents a la
courbe d’intersection en ces points : ce sont des pa-
ralléles limites. ‘ ‘

En dehors de ces points, on détermine ordinairement

les points situés sur les contours apparents lorsque la
chose est possible facilement, enparticulier, par consé-
quent lorsque I'axe de révolution est vertical ou de
bout (voir exercices, petites épures).

Pour avoir 'intersection d’une droite et d'une surface
de révolution, il n’y a qu’a appliquer la méthode gé-
nérale déjib signalée en choisissant ordinairement le
plan auxiliaire passant par la droite paralléle a I'axe
de révolution. Ce plan sera un des plans projetants de
la droite, dans les cas usuels ol I’axe est vertical ou de
bout. Mais on peut procéder encore comme suit : en
faisant lourner la droite D dont on veutavoir les poinls
communs avec la surface de révolution S aulour de
I'axe X'X de la surface S, on engendre un hyperbo-
loide de révolution dont on sait consfruire exactement
I'hyperbole méridicnne. En prenant alors l'intersection
de cette hyperbole avec la méridienne de la surface S
on aura des poinls situés sur les mémes paralléles que
les points d'intersection cherchés : ces points scront par
suite & l'intersection de la droite D et des plans des pa-
ralleles ainsi déterminés.

Dans le cas ot la droite D rencontrervait 'axe X/X de
la surface S (ou lui serait paralléle) la méthode s'ap-
pliquerait encore avee cette simplification que la sure-
face engendrée par S é¢tant un cone (ou un cylindre) la
méridienne se composerait alors de deux drottes con-
courantes (ou paralléles).

Enfin si la droite I était orthogonale & 'axe X'X, il
suffirait de couper la surface S par le plan du paral-
Iele contenant D pouravoir de suite les points cherchds.

Nous détudierons maintenant plus spéeialement les
surfaces du 2¢ degré ct le tore dont'emploi est fréquent
en archifecture.
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 ETUDE DES SURFACES DE REVOLUTION DU 2¢ DEGRE | cone asymptote le long des génératrices de ce cone pa-
SECTIONS PLANES rallles au plan sécant (voir, dans les exercices, petites
_ épures, des exemples de ces 3 cas de section).

En dehors de la sphere, des cones el des cylindres.
les surfaces de révolution du 2 degré sont : 10 les deux | INTERSECGTION D'UNE SURFACE DE REVOLUTION DU
ellipsoides allongé et aplati dont la méridienne est une 2¢ DEGRE A AXE VERTIGAL AVEC UNE DROITE
ellipse, le grand et le petit axe élant respeclivement
I'axe de révolulion ; 2 le paraboloide de révolulion dont
la méridienne esl une parabole dont Paxe est Faxe de
révolution, 3° les deux hyperbolotdes & une el deux
nappes donl la méridienne est une hyperbole, 'axe non
transverse et axe transverse élant  vespeclivement
Paxe de révolution.

Dans le cas d'une surface du 20 degrd & axe verlical,
on peal déterminer exaclement les points dinlersection

avee une drotle de cetle surface sans (racer aucune co-

" Les sections planes des ellipsoides sonl toujours des
ellipses.

Les sections planes du paraboloide sont toujours des
ellipses quand Ie plan sécant n'est pas paralléle & Faxe,
Dans ce dernier cas lu seclion est une parabole dont
Paxe est parallele i Faxe de révolulion.

Les seclions planes des hyperbolotdes peavent ¢lre
des ellipses, des paraboles ow des hyperholes selon Ta
- position du plan séeanl. Lovsqu’on engendre Tes hyper-
boloides par la rolation de Phyperbole méridienne, les
asymploles engendrenl dans co mouvement un cone de
révolution circonseril & Finfini & Phyperboloide el qu’on
nomme cone asymptole. Les sections planes
des hypeebolotdes sonl de méme nalure ue

“les seclions par le meme plan du econe =7y T
asymplole, nalure qu’on détermine & L lagon
ordinaire (voir 1= partic, 4 seclion).

La délermination des poinls dans le plan de symdétrie
fora connaitre un axe do la seetion en grandear el po-
sition lanl dans P'espace qu’en projection sur un plan
perpendiculaire & Taxe de révolulion, en loul cas, fer
connaitre un diamélre des deux projections de inler-
section. En coupant la surface par lo dinmadlre perpen-
diculaire & Vaxe de révolution, on aura, dans le cas
d'une ellipse, les deux aulres sommels de Ia section,
qui sera alors parlailement délerminée. Dans le cas
d’une section parabolique, un seul point en dehors de
Iaxe et du sommet suffit & délerminer la courbe.

Enfin, dans le cas d'une section hyperbolique, I"axo ““l“lml:'- .
dans le plan de symétrie élant oblenu, on eecherche Hs S
les asymplotes. On obtient ces droiles en prenant les | nique. Pour cela on procéde comme suil (fig, 114):

infersections du plan sécant el des plans (angents aw On coupe L surface parle plan projetant verticalement
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la droite el on considére le cone ayant pour sommet un
point S de la surface sur Uaxe de révolution et pour
base la seclion par le plan préeédent (un point tel que
S existe loujours, sauf dans le cas de Phyperboloide a
une nappe, cas ot nous ferons connaitré un procédé
différent). Ce cone a en commun avee la surface : 1°1a
section, précédente ; 20 To

cercle de vayon nul en S,

Les sections planes hori-

rontales de co cone sont Ir

En supposant que l'axe de révolution verticalne coupe
pas les cercles méridiens (les autres cas sont des cas
restreints de celui-1d), nous considérerons les tangentes
communes intérieures aux deux cercles méridiens de
front et nous distinguerons différents cas selon'la posi-
tion des traces verticales des plans sécants (qu’on peut,

/

done des cereles el on est
ramend, pour avoir Finter-
section de Ta droite et de Ta
aurface, & recherchoer los
poinls  communs & une

K\

droile el & un cone dont y
une base est projelée en
plan suivant un cerele.
C7est T un probléme fa-
cile d résoudre (fig. 114).

X

Remarquons enfin que, \
dans le cas du paraboloide,

on peal employer, au heu
du cone ayant pour som-
met o sommel de la sur-
face, 1o eylindre, projelant
fa soction qui est aloes de
révolution ; Ta méthode se

by

7

\

\

Fig. 115 A.

NN\

(rouve alors encore simpli- I
lide (voir exercices, pelites
bpures).

SECTIONS PLANES

< K

DU TORE

Le tore est une saurface
de révolotion engendrée
par la rofation d’un cercle

N~

aulowr d’un axe situd dans
son plan. Gelte surface est
du quatritme  degré; les
sections seronl done des
quartiques planes (sanf cas de décomposition) el ces
courhes affecteront des formes fort différentes, selon la
position du plan séeant pur rapport au tore.

Ve

N\

Fig. 115 B.

par suite de la symétrie, supposer de bout sans res-
treindre la question) par rapport & ces {angentes com-
munes.. On aura tous les cas possibles en considérant
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les plans sécants dont les traces sont paralleles: 1° &
une droite OA intérieure & Iangle XOZ (fig. 115 A);
24 une droite OB intérieure & I'angle ZOY complémen-
taire du précédent (fig. 115 B), el en déplacant ces
plans parallélement & eux-memes depuis la position
centrale jusqu’a ne plus couper le lore.

On obtient les résultats résumas par les schémas ol

figures swivantes (fig. 116 2 125).
g

2 (Jq:]:'o n I

Wig, 116,

v <":</¢'c>/z. /A

i, 117,

R{yl—awm

Fig. 118,

N4 C"é? con ¥

Iig. 119,

P31 é:a?/zjcﬁn &
Cas [f'/n e endse /z.s’ zc-'y'zm /LJ’./?.I‘

Wi, 120,

V4 (’;7 fone I

Mg, 121,

il

e —

R t:': et [] ‘

Fig, 122,

Rﬁ'lgtbl'l. ,ET
s

Fig. 128,
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Les deux cercles sont projetés sur le plan horizon(al
perpendiculaire & l'axe de révolution suivant deux
ellipses égales : tangentes aux conlours apparenls aux
points situés dans le plan de profil de I'axe du fore.
Ces points M, N, P, Q sont Ies sommets des grands

.726;?501212_ : 2 ¢

Mg, 124,

—P&ﬂ- [& en &
CasBincte entee &4 tegeons L et 0T~

Fig. 1206,

Toules les autres positions possibles se déduisent
dune des préecdentes par une symétrie convenable.

Les sections par des plans perpendiculaives d Uaxe
son( deux cereles.,

Les soctions par des plans paralldles & axe sonl de
formes annlogues & celles du groupe A.

Enfin signalons & partle cas limite du plan bitangent
ate tore ui coupe cette sarface suivant deux cercles
fgany.,

En utilisant les propriétés du cercle imaginaire de
Pinfini, on peut donner une démonstration lrés simple
du théoreme de Villarcean. Remarquons tout d’abord
que le tore admet le cercle de linfini comme ligne
doubla; toute section plane du tore est par suite bicir-
culaire, si donc le plan choisi est bitangent, la quar-
lique de section possdde quatre points doubles, les
deux points cycliques de son plan et les denx points
de contact du point sécant et du tore. Or une quar-
lique ne peul avoir quatre points doubles sans se dé-
composer. La décomposition se fait suivant deux co- | axes. Les sommets des petits axes sonl sur les deux
niques passant par les points cycliques, ‘¢’est-h-dire | paralidles le plus haut et le plus bas en A, B, G, D.

Fig. 125 bis.

suivant deux cereles. Enfin les points de contact du plan {angent donnent en
Celte propriélé o él6 mise en évidence par Yvon de | U et en V dans le plan de front méridien les deux
Villarceau. L’épure a été exdeutée (fig. 125 bus). points de rencontre des deux ellipses.

21
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Cherchons enfin une section centrale par le plan | diennele cercle (w, ), Nous aurons les points le plus

o

Irig. 126.

) r Py . it o 4 i I N £ v y M
PaQ” d’un tore & axe vertical de centre (o, o'), do méri- | baut (f, ") et (h, k) el les points le plus bas (e, ¢) et
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(9, 9") en coupant plan et tore par les paralléles les plus
haut et plus bas.

On a les points sur le contour apparent horizontal
en coupant par e plan horizontal du centre, ce qui
donne les points (a, a’), (0, 1), (¢, ¢'), (d, d’). En tous ces
points les tangentes & Iintersection sont connues.

On a délerminé des points courants (m, m'), (n, '),
(p, 1), (q, ¢') sur un plan horizontal II" et enfin en un

de ces points (m, m’) on a tracé la tangente (ml, m'l')
en cherchant: 1° le point fixe de ces plans tangents
(s, §') le long du parallele H’, puis la trace horizon-
tale (61, 61') du plan tangent en (m, ) qui, recou-
pant oP en I, a donné de suite en (m I, m’ I') la tangente
en (m, m’). :

On a représenté la partie du tore plein située au-
dessus du plan PaQ’. :




CHAPITRE 1T

INTERSECTIONS DE SURFACES DONT UNE AU MOINS EST DE REVOLUTION

I. — INTERSECTION D’UNE SURFACE DE REVOLUTION
AVEC UN CONE OU CYLINDRE

On coupera les deux surfaces par des plans perpen-
diculaires & Paxe de Ia surface of on sera ramend &
chercher les points communs & des cercles, les paral-
Ioles, el & des conrbes planes, sections du eone 8@ pour
dvileraloes de tracer une nouvelle courbe pour chaque

Fig., 127,

plan auxiliaive, on projolte coniquement, a parlic du
sommet S du cone, les sections sur un plan de parallele
fixe : les paralldles donnent toujours des cercles m lucilos
d tracer et les sections du cone donneul loujours lu
méme courbe C, section du cone par le plan du tableau
perspectif T lni-méme (fig. 127). :
Cette méthode s’applique d’'une manitre particulit-
rement aisée quand Ja surface a un are vertical ow de

hout : il y a encore simplification plus grande si les
plans des paralleles sont aussi plans de section cireu-
laires pour le cone s on peul alors ne pas user de la pro-
jection conique el prendre les inlersections des projec-
lions orthogonales sue un plan d'un paralléle fixe, un
des plans de projection, quand en particulier Ta sur-
face a son axe ou vertical ou de boul.

Enfin on peul suivee un aulee proeédd gquand le

Fig. 128,

sominel dw e¢one est sur Uare de récolution; on peal alors
(fig. 128), cmployer comme plans auxiliaives [es plans
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méridiens de la surface qui coupent lous le cone sui-
vant des géncéralrices reclilignes : une rotation permet,
comnie d’habitude dans ce cas, de ne tracer qu'une
méridienne, celle de contour apparent, par exemple,
dans le cas d'un axe de front ow horizontal.

[l est bien entendu que, dans le cas d'un cylindre,
on agirail absolument de mame, sauf & projeter cylin-
driquenment, au lien d’employer une perspective dans
les cas ottune telle projection a été indiquée. Le dernier
cas considdéré pour le cone correspond, pour le cylindre,
au cas o les généralrices sont paralléles 4 1'axe de révo-
lution. ‘

On peut, & Faide d'une projection conique ou cylin-
drigue, distinguer la nature de l'intersection, pénétra-
tion ou arrachement. Prenons sur un plan approprié
In trace G du cone ou ducylindre et la perspective S de
la surface faite du sommel du cone ou parallélement
au cylindre, on aura deux courbes qui, dans le cas des
surfaces convexes, peuvent présenter les cing positions

¥ RN g -~
5 (.4//‘ ‘\ jn P ‘1
4 I \ s
4 | 7
/ I / Cf
/ / /
I‘ / /
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relalives suivantes (en laissant de coté les cas limites
de contact simple ou supéricur) (fig. 129).

Dans les cas 1 el 2, il n’y a pas intersection ol la sur-
face de révolution est entidrement & U'intérieur du cone
(cas 1), ol elle cst entidrement extéricure (cas 2);
dans lo cas 3 il y a arrachement réciprogue, les deux
points « el B sont les perpectives des points limiles ot
aux points @ et b correspondants de I'espace, les tan-
gentes & U'intersection sont les généralrices du cone ;
dans le cas 4, il y a pdndiration de la surface de révolution

dans le cone ou eylindre, 11 y a 4 points limites fournis
par les points communs «, @8, y, 6 aux perpectives en
ces points les tangentes sont les génératrices du cone;
dans le 5° cas, il y a pénitration du cone ow eylindre dans lu
surfdce. les deux courbes d'entrée et de sortie peuvent,
dans le cas du cone, appartenir soit & unc meéme
nappe, soit & deux nappes différentes (voir grandes
dpures).

[I. — INTERSECTION DE DEUX SURFACES
DE REVOLUTION DONT LES AXES SE RENCONTRENT

Recherche des points courants et des langentes en ces poinls.
— Laissant & part les cas particuliers qui peuvent
donner lieu & des procédés spéeiaux, la méthode géné-
ale consiste & couper les deux surfaces par des sphéres
awxilicires ayant pour centre le point commun awr dewx wres.
Les sections des deux surfaces par de telles sphéres sont
des paralleéles dont les points communs sont des points
de 'intersection des deux surfaces. Les tangentes en ces
points se déterminent, soit par interseclion des plans
tangents (en ulilisant pour déterminer ces plans leur
point fixe S sur I’axe) soil, plus souvent, par la méthode
des normales, en menant au point considéré, au plan
des deux normales aux deux surfaces, une perpendicu-
laire qui est justement la tangente cherchdie.

Pour effectuer facilement toutes ces constructions, il
est bien évident que le plan des deux axes doit dtre
paralldle & un des deux plans de projection. Supposons-
le par exemple de front (fig. 30), la sphére auxiliaire v’
coupe les surfaces suivant des cercles qui se projettent
en élévation suivant des droites w'o', »'¢'; les points
communs se¢ groupent alors deux par deux en m/ ' sur
des droites de bout dont on a immédiatement la projec-
tion verlicale m' 9/, la courbe d'intersection en ¢lévation
est done de degré moilié moindre que son degré réel.
Si on a affaire & deux surfaces du 2° degré, I'élévation
de I'intersection esl une conique.

La tangenle en un point M par exemple s'obtient en
prenant les points fixes N el N, des normales correspon-
dants aux paralldles UV et RT. La droite NN, est évidem-
ment de front, étant dans le plan des axes, dont la pro-
jection verticale de la tangente en M sera m'0’ perpen-
diculaire & n'2/,. ‘
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L’élévation ainsi détermindée, on cherche le plan au | bout ; la tangente & Pélévation devra done élre en ces
moyen de rabaltements appropriés des plans des paral- | poinls déterminée par la méthode indiquée pour un
cas semblable, & lintersection des cones el eylindres
! : (1™ parlie, 4 section, chapitre ). Ge sera la corde
\ commune aux deux cercles do Meusnier des deux sur-

faces au point considérd,

Sioune des surlaces estdaxe vertical, on déterminera
factlement & Paide de sphorves auxiliaives convenables
les poinds sur Tes dquatenrs et colliers qui sont évidem-
ment les points sar le contour apparent horizontal de
cette surface.

Enfin il peut se faive que la sphere auxiliaive em-
ployce, au licu de couper une des surfaces, lui soit eir-
conserite towt le long dCun parallele ; on dil alors que la
d sphore esl lmdte, Aw point de Pinlerseetion correspon-
dant, la tangente est néeessaivement la tangente au
paralldle de celle des suefaces pour laquelle Ta sphere
n'est pas limile, ¢’est=a=dire & laquelle Ta sphore n'est
pas circonserite @ en effol, la tangente esl Pintersection
des plans tangents, d'une part ol dCautee part, Ta sphore
limile, ¢lant circonserite & une des suelaces, admel au
. point considéré meme plan langent que celle surface ;
JC la tangente a Finlersection des deux surfaces est done

dounée par les memes plans que la tangente & Pinter-
seetion de la sphore auxiliaire el de la surface non cir-
conserite i eelle sphore,

[ peat, pour ces surlfaces, se presenter daubres par-
teularités, telles que points doubles rdels, points dou-
bles en projection, ale, On les dludiera comme il w 6L6
indiqué an chapitee  de Pintersection des cones et
eylindrees (voir, @ lilee d'exemple @ les exercices,

grandes dpures),

Cus particalier on wne des surfuces est une sphére. — La
sphere élant de révolution par rapportd un quelecongue
de ses dinmeétres, élant données une surface de rdvo-
lution el une sphiwe, on est loujours placd dans le cas
actuelloment considérd on les axes se rencontrent @ il
18les. Les points I’ et M ont pour projection horizontale y o méme, dans co cas, indélermination, car on peul
les points p et m, ct la tangente en m est perpendicu~ | yliliser tous les dinmdtres do la sphere situés dans le
laire & I'horizontale mp. du plan des normales (voir | plan dinméteal de Paxe de I surface comme axes de
grandes épures). révolulion pour la sphire. On profile ordinairement

Points particuliers. — Dans le cas considéré ot le | de celte indétermination en inscerivant toujours la
plan des axes est de front, les conlours appirents ver- | sphére auxilinive dans la surface non sphérique ; on
ticaux, étant complanaires, se rencontrent et donnent | est alors placé & chaque instant dans le cas d'une
lieu & des points ot la tangento A lintersection est de | sphére auxilinive limile el pur suile ln courbe Cinter-

Mg, 180,
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section est toujours langente au cercle de section de la
sphore donnée par lu sphere auxiliaire employée (voir
exercices, grandes épures).

I1. — INTERSECTION DE DEUX SURFACES DE REVO-
LUTION DU DEUXIEME DEGRE QUELCONQUES

Methode de M. Geoffroy. — Le principe de la méthode
consiste & couper les deux surfaces par des surfaces
auxiliaires donnant des sections planes dans les deux
surfaces données. Sialors on se rappelle que deux sur-
faces du deuxicme degré circonscrites toutes deux &
une meme beoisiéme surface du deuxiéme degré se

cherchera d’abord la droite d'intersection D des deux
plans de L et de L puis intersection de cette droite D
avec le cone de révolution G. Toutes ces opdrations
peuvent étre exéeutées rigoureusement, mais leur en-
semble donne au total des constructions compliquées.

On peut souvent avec plus de profit employer la
construction suivante. On coupe par les plans des
paralltles d’une des surfaces ;on trouve dans celle
surface un cercle P et dans l'autre une conique G
Quand on déplacera le plan auxiliaive G variera en res-
tant homothétique & elle-méme. On est ainst amend &
procéder comme suil :

e On tracera avec soin dans le plan H d’un paral-

Fig. 131.

coupent suivant deux courbes planes, on est amené &
procéder commne suit (fig. 131).

On inseriva une sphére O dans la surface donnée S
et une sphore 07 dans la surface 5. Le cone G circon-
serib  la fois 2 O et a 0" coupe & la fois S et & suivant
des courbes planes. Appelons L une de ces lignes sur
la surface S et I/ une de ces lignes sur la surlace S/,
les points de l'intersection cherchée sont les points
communs & L et & L/. Pour trouver ces points, on

lele fixe une conique I' homothétique aux coniques G
de section (fig. 132);

2 Etant donné dans un plan auxiliaive un paralléle P
et une conique G, on cherchera le centre O d’homothétie
deCet I', qui se trouvera sur la ligne des centres ot sur
la droite joignant les extrémités de
teurs homologues par exemple;

3 On projettera coniquement sur H, & partir de O, le
cercle P suivaut un cercle w et on prendra les points

deux rayons vee-
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communs a, 8 mwet & I" quon relévera coniquement | ou de front. Remarquons enfin que la premiére surface
sur P et C. La méthode est surfout recommandable | dont on wulilise les paralléles P n’a pas besoin d’étre

g, 132,

quand un des axes est vertical ou de boul, e¢’esl-i=dire | du 20 degrd pour qu’on puisse appliquer cette méthode
quand on peut choisir pour plan H un plan horizonlal | (voir exercices, grandes dpures).




DEUXIEME SECTION

SPHERE. — CONE ET CYLINDRE DE REVOLUTION

CHAPITRE PREMIER

NOTE. — L’étude de la sphere, faite dans ce chapitre et celle du cone et cylindre, faite dans le
deuxiome chapitre, ont été réduites aux explications strictement nécessaires afin de constituer sculement an
cappel ulile de Pétade semblable faite complétement au programme d’admission & I’Ecole.

SPHERE

[. — GENERALITES

Prans ranaines. — La sphere admettant chacun de ses
diamatres comme axe de révolulion est représentée
sur-les deux plans de projection par les projections de
ses cqualeurs de feont el horizontaux qui sont ses con-
lours apparents verlicaux el horizonfaux 1 ces équa-
Lears sont deux cercles dgaux ayant pour rayon celui
de Ta sphere el pour centre, le centre de la spheére.

On détermine un point M d'une spheére dont on con-
pait une projection s ou m’ & Paide du petit cercle
horizontal ou frontal passant par ce point (fig. 133).

Le plan langenl en ce poink est déterminé comme
plan perpendiculaive au rayon OM par sa frontale MF
el son horirontale MIL

On peul appliquer les proeédds ginéraux indiqués
dans Ta section préeédente pour traiter les différents
problémes relalifs aux plans tangents & la sphére. On
supposera bien naturellement dans tous ces exercices,
que axe de révolution est le diamaetre verlical ou
debout de Ta sphore.

Le plan tangent & une sphere paralldle a un plan
donné sera obtenu simplement en menant des plans

tangents & la sphore aux extrémités du diamadtre per-

y Fig. 133,

pendiculaire au plan considéré.

22
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D’autre part, le procédé indiqué pour mener des
plans tangen(s par une droite a une surface de révo-
4 lution du 20 degrdé
sfapplique (res faci-
lement & une sphore.

On peut cependant
donner une seconde
solution de ce méme
probléme. Soil 1Y la
droite d"ot T'on veul
mener des plans tan-
genls & la sphere de
cenlre O (fig. 134).

De O on abaisse un
plan I* perpendicu-

Fig, 134,

laive sur D, qui coupe D en el lasphere suivant Te grad
cercle G, on mene de 1les langentes 1T, 1) au grand

Fig. 136,

cercle (5 les points de conlactT el @ de ces langentes
sont les points de contact des plans tangents cherchds,

Sur Uépure (lig. 135) le plan I est délerminé par

Fig, 136G,

son horizontale O el sa frontale OF. Pour mener de 1
des Gangentes, on o rabatlu le plan I sure e plan

Fig, 187,

horizontal de O autour de OLL I est venu on I, et G
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s’est rabatiu suivant le grand cercle de contour appa-
renl horizontal, les points T et 6 sont alors rahattus
en T, et 6,. ‘

INTERSECTION AVEC UNE DROITE. — La mdéthode donnée
dans la section précédente pour une surface du 2¢ de-
gré quelconque est naturellement encore applicable.

On peut en donner deux autres un peu plus simples
et déjd connues, qui consistent & prendre comme plan
auxiliaire un des plans projetants lu droite ou le plan
diamétral de la droite, el & rechercher en raballe-
ment les poinls communs & la droile et au cercle de
seclion de la sphere par le plan auxiliaire (fig. 136 et
fig. 137).

SEerIons praNgs. — Les soctions par des plans diamé-
traux sont des grands cercles de la sphére qui se pro-
jettent sur les denx plans de projeclion suivant les
ellipses dont e grand axe est le diamélre ou hori-

Fig. 188.

zontal ou frontal du plan séeant. Quant au petit axe,
¢’est la projection sous l'angle du plan sécant avec
le plan horizontal du diamdtre perpendiculaive au pré-
codent.

Un point courant et la tangente en ce point peuvent
otre obtenus 4 la fagcon ordinaire, en coupant, par
exemple, par un plan horizontal (fig. 138).

Une section par un plan non diaméfral est un petit
cercle. On détermine les deux projections de ce petit

Fig. 1389,

cerclespar leurs axes en utilisant un mur auxiliaire soit
vertical, soit de bout perpendiculaire dans les deux cas
au plan sécant (fig. 139).

INTERSECTION DE SPHERES

Deux seuires. — Deux sphéres se coupent suivant un
cercle dont le plan est perpendiculaire & lu ligne des
centres. En utilisant an mur auxiliaive verlical, par
exemple, passant par la ligne des centres, le cercle
commun est projelé sur ce mur suivant une droite,
corde commune des deux contours apparents el on esl
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ramené immdédiatement & la recherche d’une seclion
plane ’une sphere par un plan de boul (fig. 140).

Mg, o,

Trots spudnes. — Trois sphares peuvent se couper en
dewx points symatriques, par rapport au plan des (rois
contres. Pour déterminer ces deux points, on rabal e
plan des centees sue un plan hovizontal el on prend
alors le centre radical des trois conlours apparents, e
centre est In projection de Ta corde (alors verticale)
commune aux troig sphorees : onen déteemine la longueur
par un deuxicme rabatlement dans une des sphérees el
on reldve ensaite les extrémilés de la corde v moyen
d’un relevement géndralisé, o plan des cenlres entrainanl
dang gon mouvement de roldvement inverse de celui
de rabattenient la corde commune en question.,

APPLICATIONS. — OMBRES PROPRES
PROJECTIONS STEREOGRAPHIQUES

Ompnes provrs. — L'ombre propre dune sphive a
pour séparatrice un grand cercle quand la lumidre est

& rayons paralléles (ombre au soleil). Le plan diamé-
tral de ce grand cercle est perpendicalaire aux rayons
lumineux A. La recherche de la séparatrice est done

Wi, 11,

vamence o colle dune seelion dimndleale
(lig, 141).

Au contraire, quand les rayons Tumineax sonl con-
vergents & parliv d'un point S ombee an flambeau) Ta
separalrice d'ombre propre est an petit corele dont e
plan est perpendicualaire wo rayon SO. GCe plan (qui esl
e plan polaive du poinl 8) coupe SO en un poinl H
conjugud harmonique de S par rapport au dinmotee AB

passant en O, cocorele est facourbe de contael du

plane

cone des rayons Llangents & fa sphore issus de o soaree
famineuse S, Son plan dtant délerming comme nous
venons de Findiguer Ta vecherehe de T séparalrice est
vamendée i celle dune seetion par un plan non diamé-
tral (tig. 142), .

Les ombres porlées d'une sphore sur les deux plans
de projection sont dludides & Voccasion des seclions
planes des cones de révolution,


llumbe.au

SPHERE

173

Proirerions stirtocrapnigues.— Considérons une sphére
de centre O, de rayon R, unpoint A de cette spheére, A’ son
diamdtralement opposé et le plan diamétral P perpendi-
culaire & AA’. Tout point M de la sphére doit avoir
a parlir du point A comme point de vue, sur le plan P
une perspective am. Les perspectives des points situés

Fig. 142,

duns Phémisphore otest A sont extéricures d la sphore,
au contraire, celles des points de Phémisphere ot est A
sont intéricures & la spheve. Le point m est dit la pro-
Jeetion stévdographique du poinl M par rapport a la
sphove O b wu point AL Remarquons de suite que la
perspective aurail pu ¢tre élablie sur un plan paralldle
AP au lico de P'abee sur P lui-méme.

Les deux triangles semblables AmO ot AMA! (fig. 143)

donnent de suite la rolation

Quel que soit M, le produit AM x Am est donc cons-
tant; la projection stéréographique n’est donc qu’ane
inrersion de pole A et de puissance 2R2 dans le cas ou
le tableau est le plan P. Il résulte alors des propriétés
fondamentales de U'inversion que deux courbes tracées
sur la sphere avront pour projections stéréographiques
sur le plan P deux courbes planes se coupant sous le
méme angle que les deux courbes sphériques. Towt cercle
tracé swr la sphére sera tramsformé en un cercle du plan 1,

Fig. 143.

puisque l'inverse de la sphere O est le plan P et que
Iinverse du plan sécant sera une sphére passant en A.
On démontre que le centre £ du cercle T transformé du
cercle G est la trace sur le plan P de la droite joignant
A au sommet du cone circonserit & la spheére O le long
du cercle C.

En particulier deux cercles orthogonaux sont {rans-
formés en deux cercles orthogonaux. On se sert de ces
propriétés pour établir le canevas de certaines cartes
géographiques. Les méridiens de la sphére terrestre
sont des grands cercles qui passent par deux points
fixes, les poles ; les paralloles sont des cercles ortho-
gonaux aux préetdents; en faisanl une projection sté-

-réographique d’une hémisphire lerrestre par rapport

a celui de ses poles qui n’est pas dans cetle hémisphere
on obtient (si le pdle de la projection n'est pus wn pole ter-
restre) dewr réseawr de cercles conjugués comme transfor-
mées des méridiens el des paralldles; ¢’est le canevas
cherché de la carte qu’on veut établir.
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Si on prend pour pole d’inversion un des poles ter- | {riques dont le centre commun est le point commun
des rayous mdridiens. On peut voir dans PAtlas Schra-
der (Hachette et Cie) des exemples de projeclions sté-
réographiques appliquées - la  représentation  des

restres, on pourra représenter soit I’hémisphére aus-
tral, soit I'hémisphére boréal tout entiers et dans ce
cas les transformées des méridiens sont des rayons

coavergents et celles des paralleles dos cercles concen- | sphoves céleste el lerrestre.




CHAPITRE 11

CONE ET CYLINDRE DE REVOLUTION

[. — GENERALITES

Le cone ot le cylindre de révolution ont pour méri-
dienne deux droites concourantes sur I'axe qui est leur
bissectrice pour le cone, paralleles & Paxe et équidis-
fantes de lui pour le eylindre. Ces surfaces
sont entitrement  déterminées quand on
donne, pour le cone : Paxe, le sommet et
Pangle au sommet : pour le eylindre : Paxe
el le rayon.

1 existe  naturcllement,
toute surface de révolution une infinité de

comme dans
spheres inscrites dans un cylindre ou un
cone de vévolution : une de ces sphores
el la direction des géndeatrices suffisent a
déterminer le eylindre qui est alors dit
civeonserit « la sphére; une de ces sphéres
el fe sommel sulfisent & déterminer le
cone qui est alors il circonserie & la sphere.
Les sphéres inseriles dans les cones ou
cylindres de révolution jouent un vole trés
important dans Pétude de ces surfaces :
elles sonl ulilisées pour résoudre un grand
nomhre de problémes sur ces surlaces.

PROBLEMES SUR LES CONES ET CYLINDRES
CIRCONSCRITS A UNE SPHERE

PROBLEME 1. — Déterminer les contours
apparents d’un cylindre dont on donme Vaxe el
le rayon R. :

Il suffit (fig. 144) de tracer la sphére de rayon R
dont le centre est un point O de 1'axe et de mener aux
contours apparents de cette sphére, tant en plan qu’en

élévation des tangentes paralltles aux projections de
méme nom de I’axe.

PROBLEME 1I. — Déterminer les contours apparents
d'un cime dont on donne Uaxe, le sommet et Pangle cw som-
el .

Fig, 144,

On cherche une des sphéres inscrites. Pour cela S
étant le sommet, on prend un point O de I'axe et on
construit un triangle rectangle SOM dont 'hypoténuse
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est SO et l'angle OSM est Goal A g, OM est dgal au
rayon de la sphére inscrile de centre O. Sur Pépure
(fig. 145), on a rabattu sur le plan horizontal du point
0 le plan projetant en plan SO pour avoir la distance
de Sa 0, le triangle SOM esl en S, om, ot la sphére

verticales des points projelés en o d'un cone de sommet
(N, §) circonserit & la sphere O, 07 Pour cela coupons
par le plan vertical sur la sphore, on aura un cerele
do centre (o, o) raballi sur fe plan hovizontal du
centbre O sutvant le cercle de diamdtree /. S est rabatin
et S, sur le meme plan, menons de 8, les lan-
gentes au cerele de section rabattu, soit s ¢, ef
sty cos tangentes coupenl Ta charnidre 4 en =

Fig, 145,

inserite o pour rayon omg. Des tangentes mendes de s
el ¢ aux contours apparents de cetle sphore donnent
les confours apparents cherehés du cone,

PROBLEME W, — Un cone (0w an eylindre) étent deter-
miné par wne sphére inserite et le sommet (ow o divection des
géndratrices) déterminer la dewidme projection ("nn point de
celle surface conndissant wne de ses projections ; tracer le pla
tangent en ce point.

Soient donnés la sphére inserile O de rayon R, 1o som-
met S el la projection horizontale m du point M cher-
ché (fig. 146), considérons le plan vertical sm; il coupe
la sphére suivant un petit cevele (¢) 5 menons de 8 des
tangentes & ce pelit cercle, ce seront des goéndratrices
du cone qui couperont la verlicale de m aux points M,
ot My cherchés. Los plans tangents sont déterminés par
les géndratricos SM;, 'SM, et les (angentes p,l, pyly an
cercle de contact,

Sur Vépure (fig. 146 bis), cherchons los projections

el 8 relovés en o of B1 elles ont done pour pro-
jections  verticales Wo! of N, cos nouvelles

i, 1L,

droites coupent Tn verticale du poinl m aux poins
w', ebaw’, cherehaés.

Raisonnement analogue ol memes constenctions dans

I eas du eylindre (fig. 147),

PROBLIEMIS IV, Un edne (ot un eylindrey étant diter-

mind par wne sphéve inserite et le sommet (o fa diveetion des
gendratrices) meper (o celle surface an plan tangeat e un
point ow paralléle @ wne droite” donnse. (Owbres propres an
fleenibecut 0w e soleil )

On trace la droite qui passe par lo sommet du eone
ol le point donné ou ln droite mende par le sommet du
cone paralltlement i a direction donnde, el on mine i
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la sphére inscrite des plans tangents par la droite obte- | on ‘a mené par (0, 0/) le plan (OKL. 0’K’L") perpendi-

<. Fig. 146 bis.

nue. e sont les plans tangents cherchés (fig. 148). | culaire sur la droite (Sa, S'¢’) (ou sur la droite 88") puis
Sur I'épure (fig. 148 his), pour mener par le point | on a pris la rencontre (i, ') de ce plan avec cetle méme

S R 1T

Fig. 147, Fig. 148,

(a, &) (ou parallélement & 8, &) des plans tangents au | droite, on a ensuile rabattu ce plan sur Ie plan horizontal
come de sommet (S, S') circonscrit & la sphére (O, O') | du centre O, ¢ est venu en 4, el la section de la sphére

23
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par ¢e plan est devenue le contour apparent hovizontal.
De i, ona done mené des tangentes ¢, ctiyg, & ceo cerele
rabattu, les points de contact p, el ¢, relevés en (p, p')

l\’ sl

i, 1I8 big,

(g ¢") sonbles poinds do eontact des plans langents chee-

ehds qui sont done alors bien déterminds par (sa, 78

ou (88 ob par (p, ') drune parb, (¢, ¢) dautee part.
De méme si on a affaire & un eylindre, on mane par

g, 144,

le point donné une droite paralldle aux géndratrices et

par cetle droite des plans tangents a la sphére inserite
(lig. 149), ou bien on délermine la direction de plan
parallele & la fois & la divection de droile donnée el aux
géncéralrices du eylindre ol on mene & la spheére ins-

Fig. 1560,

crile des plans langents paralleles & cetle divecelion de
plan (lig. 150).
Sur épure (fig. 150 bis), menons au eylindree de di-

reclion de génératrices (ab, @'ty circonserit & lu sphiwe

Wig, 10600 hia.

(0, 07 des plans tangents paralleles & (4, &), Pour
cola par un point (m, @) quelconque do (8, 6") menons

Cune paralldle aux génératrices, on forme un plan dont
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I'horizontale est (28, «'f") et la frontale (By, £'y"). La
perpendiculaire & ce plan par (0, 0%) est donc (OK,
O'K’). Celte droite est rabattue sur le plan horizontal
du centre 0" en Oi; elle coupe done la sphére en deux
points p, el », relevés en (p, p’) et (n, #'). Si on méne
par ces points les génératrices (nu, W'y (po, po') du
cylindee, on o les génératrices de contact des plans
tangents cherchés.

RumanQue. — En menant par les points de contact des
plans tangenls trouvés les génératrices du cone ou du
cylindre, on a les séparatrices d’ombres propres sur
ces surfaces.

PROBLEME V. — Un cone (0w un cybindre) dtant déter-

S)..

Tig. 161,

mind par une sphéve inserite et le sommet (ow la direction des
gintratrices) trowver les poinds communs o cette surface et d
une droite donmde D,

|

9 L suivant le cercle de base du cylindre :
i
|

%

On considére le plan I’ qui passe par D et le sommet
du cone (ou qui passe par D et est paralléle aux géné-
ratrices du cylindre) ce plan P coupe la sphére suivant
un cercle (C) auquel on meéne de S (ou parallélement
aux génératrices du cylindre) des tangentes, ces tan-
gentes sont des génératrices du cone (ou du cylindre)
qui coupent la droite D aux deux points A et B cher-
chés. Sur I’épure (fig. 151), on a tracé le cercle G en
rabattement, ainsi que les tangentes issues du sommet
du cone rabattu en S,, ces tangentes S;¢,0, S, 70 ont
été relevées en 86 et Sp et les points cherchés sont
sur D et SO et Spen (a,d) (b,0); le rabattement du
cercle G a été obtenu par le rabattement de 3 poinls,
dont deux m et n sont sur le contour apparent ho-
rizontal. .

La méthode est assez longue & appliquer dans le cas
général et on lui préfere souvent une méthode que
nous exposerons comme application du probléme qui
va suivre.

PROBLEME VI. — Un cone (ou un cylindre) étant
déterimind par une sphére inscrite et le sonunet (ow la di-
rection des génératrices) déterminer wune base plane de ce
cone (ou cylindre) projetde sur un des plans de projection
suivant un cercle. _

Supposons avoir affaire & un cone circonserit i la
sphére O et de sommet S et cherchons une
hase qui se projette en plan suivant un cercle.
Pour cela rappelons-nous d’abord que 2 sur-

\ faces du 2¢ degré circonscrites & une méme

troisitme se coupent suivant deux courbes
\ planes; prenons alors un cylindre & généra-
\ trices verticales circonserit & la sphere O, ce
cylindre coupera le cone S suivant deux coni-
ques projetées toules deux horizontalement
ces
deux coniques répondent Nune et Fautre & la
question (fig. 152).
Raisonnement et résultats analogues dans
le cas d’un cylindre.

APPLICATION IMPORTANTE DU PROBLEME VI
Tout cone ou cylindre de révolution peul done otre

considéré comme un cone quelconque i base plance
projetée suivant un cercle. Cetle facon nouvelle d’en-



180 GEOMETRIE DESCRIPTIVE

visager ces surfaces permel de résoudre autrement que |

nous ne l'avons déji fait les problomes de plans tan-
gents ot plus particadicrement le problome Vod'inter-
soction d'un ¢one ou d'un eylindre de vévolalion avee
une droite 3 il sullil si la base esl un corele on plan, de
projoter coniquenent la deoile donnde D sur Lo plan
de la buse choisie & partic du sommel S ol de prendre,
en plan, Fintorseetion de celle projection avee le corele
de base ; un veldvement conique termine la question,

Cotte méthode est surlout vapide quand axe de la
surface cylindrique ou conique est de fronl (fig, 152).

Un changement du mur permet tonjours d"willeuars
de se placer dans ce cas particulier,

SECTIONS PLANES DES CONES
ET CYLINDRES DE REVOLUTION
THEOREME DE DANDELIN

Rappelons d’abord, sans les démontrer, los propriélos
des cones et cylindrves de vévolution connues sous lo
nom de théoréme de Dandelin.,

Toule section plane d’un cone de révolution est une
ellipse, une hypoerbole ou une parabole.

(Vest une ellipse (fig. 153), si le plan
séeanl ne coupe quiune nappe du o cone,
¢lost-t=dire si e plan parallole mené par le
sommel ne coupe pas lo cone,

(est une hyperbole (fig. 154) si le plan
sdeanl coupe les deux nappes du cone, ¢’esl-
d-dire si le plan paralltle mené par le som-
met coupe le cone suivanl deux génératrices
distineles.

Glest une parabole (fig. 155) quand e plan
séeant st purallele & un plan tangent an
cone, ¢est=a=dive quand Te plan paralléle

P, 154,

mend par Lo sommel du cone est lui=mome plan lan-
genl au cone,
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Les foyers de ces coniques sont les points de contact des
sphores inscrites dans le cone et tangentes au plan
séeant.

Les directrices sont les intersections des plans des

U |
n

4
. |-L

IMig. 154.

courbes de contact des sphores précédentes avec le
plan sécant.

La projection swr wn plan perpendiculaire & Fare des
sections planes est une conique dont un foyer est au pied
de Uaxe sur co plan ol dont la directrice correspondante
est La projection sur ce plan de Uintersection du plan sécant et
du plan perpendiculaire & I are mend par le sommet du cone.

Lo réciproque du théoréme de Dandelin montre
1 qu’on peut toujoars placer une ellipse quelconque sur un
cdmne de révolution quelconque. :

20 Qu'on peut toujours placer une parabole quelconque
st un cine quelconque.

3¢ Quon peut placer une hyperbole sur un cone de révo-

lution & condition que Pangle des asymptotes de I'hyperbole soit
mférieur a Uangle des deux génératrices méridiennes du cdne.

La section plane d’un cylindre de révolution est toujours
une ellipse dont le petit axe est égal aw diamétre du cylindre.
Réciproquement on peut placer une ellipse swr un cylindre
de révolution ¢ condition que le petit axe de Uellipse soit dgul
aw diconétre duw cylindre.

SECTIONS PLANES HORIZONTALES D'UN CONE
DE REVOLUTION A AXE QUELCONQUE

Soit « l'angle générateur du cone el § Iangle de

Fig. 156,

PPaxe et du plan horizontal ; il est évident que si a est
inférieur & §le plan horizontal du sommet ne coupe
pas le cone, la section est alors elliptique. Si a==§ le
plan horizontal du sommet est tangent au cone, la trace
horizontale du cone est une parabole; enfin si « est
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supérieur a 8 le plan horizontal du sommet coupe le | trois cas ot suflisent & tracer la courbe dans le eas de
fa parabole (fig. 156).

cone et par suite les seclions horizonlales sont hyper-
boliques dans ce cas. N
On détermine la conique do section

comme enveloppe des perspectives, failes d par-
tir dn sommet du cone, des cercles horison-
tawy de la sphere inserite. En pronant les
perspeclives des poinls de  conlact des
plans tangents horizontaux & la sphére ins-
crite on a les foyers de lu seclion.

Les sommels de Paxe focal sont les points

situds dans le plan de syméteie. En pro- g2/
jetant coniquement le contour appavent ho-
rizontal de la sphére inscrite on a les poinls
de la section swr les ‘généralvices de con-

tour apparent hovizoulal.

U SR A 11| 1/
% . [ :

o

fig, 140,

Dans 1 cas d'une seelion
elliplique, on détermine los
sommels du o pelit axe en
menant o la seetion des -
geates perabletes aw groond are
(ig. 157).

e Dans le cas d'une seetion

hyperbolique, on délermine
les asymplotes en prenant
les traces horizontales des
plans fangents au cone e
long des géndreatrices hori-
sonlales (lig, 158),
Remarquons endin que la
connaissance d'un axe el
des sommels el foyoers situés
sur cel axe sullirail pour
permettre L délormination
purement géomdétrique des
scctions chorchées 3 on a
dans cetto détormination un
Toutes ces constructions sont applicables dans les | moyen de vérification des constructions effectudes.

Fig. 157,
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Des remarques et des constructions analogues se fe-
raient pour trouverles sections de front du méme cone.

Si Fon avail affaire & un cylindre on agirait égale-
menl de méme en se rappelant que la section est ellip-
tique, e pelit axe étant égal au diamétre du cylindre ;
la construction est alors trés rapide.

///
/"
I
x |

|
1
)
|
|
|
______ L

SECTIONS PLANES QUELCONQUES. — Le procédé le plus
rapide pour déterminer les projections horizontales et
verticales des coniques de section est de rechercher
les asymplotes et un point dans le cas d’une section
hyperbolique ; I'axe, la tangente au sommet et le foyer
dans le cas d'une section parabolique, deux diamétres

Fig. 158.

Apericarion. — Les questions que nous avons traitées
dans ces deux chapitres solutiounent entierement les
questions ' ombres propres ot &’ombres portées sur les plans
de projection pour los cdnes, eylindres de révolution et pour

la spheére que les vayons lumineux soient paralléles ou-

convergents (ombres au soleil ou au flambeau).

conjugués en grandeur et position, dans le cas d’une
section elliptique. On opére dans chacun de ces cas
absolument comme on a fait dans le cas d'un cone
quelconque (1™ partie, 4° section) en se servant d'une
base projetde circulairement sur un des plans de pro-
jection. '
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TEXTES

PETITE EPURE Ne 1

(ficole des Beaux-Arts. Octobre 1912.)

Exoncit :

On donne un cone de révolution de sommet S ayant
pour base un cercle de centre O dans le plan hori-
zontal et de rayon 40.

Placer sur ce cone une ellipse de grand axe 2« et de
petit-axe 2b dont le plan passe par le point M : indiquer
les deux soluations.

TexTE :

Le triangle «fy donne la longucur ¢, distance du
centre au foyer.

Plagons d’abord I'ellipse dans un plan de bout. On
sait qu'il suffit de construire le triangle ¢fy’, ou:

—

ef =2, 9 =2aetfgy = — 2.

ol A

2 étant 1’angle de génération du cone. Puis on fait
glisser le coté ¢/f’ sures’ jusqud ce que le sommet g’
vienne en 4’,k/i" est le plan de bout en question.

Ce plan en tournant autour de (os, o’ s) enveloppe un
cone de révolution de sommet ##'. Le probléme revient
4 mener par le point (mm’) des plans tangents & ce cone.

On voit que le probleme admet en général deux solu-
tions qui sont ici les plans déterminés d'une part par

les droites (m's, w's’) (sp, s'p’) et d’autre part par les
droites (sq, ") (ms, w's"). '

Sile point M est extérieur au cone T, le probléme a
deux solutions; si le point M est sur le cone T, le pro-
bltme a une solution double; enfin si le point M est
intérieur au cone T, 1l n’y a pas de solution.

PETITE EPURE Ne 2

Exoxek -

On donne un cylindre de révolution d’axe AB. A
(—40, 33, 20) B (30, 78, 93) et de rayon R = 23.
> prendre une projection horizontale m et rechercher
un point du cylindre ayant m pour projection; 2° on
donne la droite UV qui passe par le point K de l'axe AB
de cote 45 et dont les deux projections sont perpendi-
culaires & celles des génératrices ; trouver les points
communs au cylindre et & cette droite.

TextE :

Pour avoir les projections verti.ales des points du
cylindre projetés en m, on coupe par le plan verlical
paralléle aux génératrices et on rabat ce plan sur le
plan horizontal du centre de la sphére inscrite C. La
section de la sphére est rabattue suivant le cercle de

24
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PR

centre w,, la direction des généralrices est raballue
suivant m, 3, ; on meéne alors au cercle v, des tangentes
paralléles & m,z, et la perpendiculaire menée parm  la

\ e
\’ﬁ"_,

e e st i et 3 vl it e tmnes ¢ ot ¢

lei on remarque de suile que Pun des points M est
sur la sphive, leo plan langent en ce point est done le
plan tangent MFIT & 1o sphore G, Fautee point I est sur

\\
\
N

\ ~

~

~

\ b
’

7

—

~

o’ \ ~
- éj;wi«»}r-o—-ﬁaw o —

s it &

~

o
o 9
e

Figura puelite dpure ne 1,

charnidre coupe ces deux tangentes (pabattements des
géndratrices du plan verlical rabattu) aux points m, elbp,
rabattements des points M et P cherchés dont on o alors
immédiatement en relevant : les projoctions verticales.

le contour apparent vertical p'o’ 1o plan tangent est done
de bout en P avee p'o pour lrace verticale.

Pour avoir Pintersection du eylindre ot de T droite
UY on a rabattu le plan UVC paralléle aux généra-
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trices sur le plan horizontal du cenlre, la droite s’est | points d’intersection sont alors en rabattement 3 Vin-

Figure petite épure ne 2. \

\

tersection de ces deux lignes, aux points 1, et j, relovés
de suite en I et J sans dilficulté.

rabattue en Ki, et la section de la sphére qui est ici
diamétrale suivant le cercle de contour apparent ; les
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~ PETITE EPURE Ne 3 axe M'Q', soit, M (— 48, 40, 0), Q' (— 48, 40, 90)
de demi petit axe O'E, E' (— 10, 40, 45) et un ellip-
soide aplati de centre 1' (0, 40, 84) de demi grand axe

On donne un ellipsoide allongé défini par sa méri- | F, F' (— 40, 40, 25) de petit axe R'S, R" (— 28, 40,
dienne une ellipse de centre 0’ (— 48, 40, 45) de grand | 103), S’ (28, 40, 65). Trouver : 1* le point (mm') de

KENONCE :

Figure petite épure n* 3,
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Pintersection de ces deux solides qui sera situé sur le | point situé sur I'équateur F'I'; 4° les tangentes & la

L P’

—n —

M
Figure petite épure n° 4. :

courbe aux points «, ' ou se rencontrent les contours
apparents verticaux.

paralléle M'; de Iellipsoide O' et la tangented la courbe
en ce point; 2° le point situé sur I'équatenr EO'; 30 1e
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Texre:

Les deux axes des surfaces M'Q et R'S' se rencou-
trent en o', la projection verticale de Uintersection des
deux surfaces est une conique, les deux surfaces ayant
un plan de symétrie de front commun. Pour déterminer
les différents points demandds, il suffit d’appliquer fa
méthode générale du cours, ¢’est-d-dive de couper les
deux surfaces par dos sphives de centre of el passant
par les paralldles appropriés: 1o le paralldle M) ce qui
donne le pointae,m’ ot la tangente estw/t’ perpendicu-
laire & la droite de front N'P" des poinls fixes N et P
des normales Ie long des paralldles correspondants ;
20 e paralldle dquateur O'E' qui fournit les points s¢ el
ee’5 30 e paralléle édquateur UF qui donne les points
0,6 of g9, Enfin on a détermind les langentes aux
points &' ¢t " par la méthode des normales; on (rouve
ainsi /0 perpendiculaire & Lo droite de fronl des points
fixes des normales U ol V' ot %9 perpendicalaire & la
ligne de front des points fixes des normales XY,

PETITE EKPURE N 4
lNnoNGE

l. — On donne un tore engendré par un” eorcle de
centre G (— 20, 58, 30) de rayon 30 situ® dans wn plan
de front, tournantautour d'un axe do fronl @1 de race @
(50, 58, 0) langent au cercle préeddent: 1o détorminer
un point du fore connaissant sa projection verticale
20 déterminer le plan langent en ce poinl; 3 mener

au tore un plan tangent paralléle au premier bissec-
tear.

Texms :

le dit Yénonecéd: on
" du point cher-

Le tore élant déterminé comme
considere la projection verticale »'w.
¢hé el on mene la droite ap/d qui projette les deux
paralléles passant enw’. On rabal ces denx paralléles
sur- e plan de Iront de Faxe el on a ainsi en wd'n el
en p' les dloignements & partie du plan de front des
points cherchés, d’ot les quatre projections horizon-
bales iy, wiy, (hy, wy eépondant & la question. Sur le ra-
battement précédent on mone enoad, ot !y les tangentes
aux paralléles ce qui fouenit le point /" Fune des Lan-
gontles dans e plan de fronl of Te point ¥ % & un ¢loi-
anement donné : de ces raballements on déduit desuile
les plans tangents & Paide de ces langentes TM,, TM,,
Iytys gy ol des points fixes sur Paxe 0 pour les points
projelés onom’ el @ pour les poinls projelés en .

Pour avoir les plans tangen(s paralldles an premier
bissecloar, on rvabal Te plan de profil passant en o sur
Faxe Foo On détermine ainsi en o' & la distanee du
poinl @ an plan bisscclear, on leace alors la sphére
ayant pour rayon cetle distance el pour centre o el on
mine des plans langents & cotle sphare par lo poind J
du premier bisseeteur silué sur Paxe de front, Soil JI
une de ees tangentes, il suffit maintenant de considé-
rer uno tangente an cercle o paralldle & L) et de rame-
ner ce plan & élee paralléle au premier bissecteur pour
on troaver les traces UY, PO sur les deax plans de pro-

jeetions,
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GRANDE EPURE Ne

Surface de révolution.
Fnonart :

Un cercle O du plan horizontal esl la base d’un
eylindre & génératrices verticales. Un deuxitme cercle o
situé dans lu plan vertical est Ta base ('un deuxiéme
eylindee & géndraleices de houl. On donne aussi un axe
verlical (s37).

1o Repreésenter Ta surface engendeée par la courbe
d’intersection des deux eylindres en tournant autour de
(s37);

20 Représenter lacourbe génératrice supposée placée
sur T surface.

L4 Bl . .
I'exry

Rumanoui, — Les projections de Pinfersection sont
d'une part le cercle o limité aux points ¢ et Cautre
part le cerele O Timitlé aux points ¢ et d.

Mizrioni. — On cherche la méridienne de la surface
situde dans le plan de front de I'axe. Pour cela on
prend un point de la courbe et on Pamine par rotation
dang ce plan de front.

PoiNT COURANT BT SA TANGENTE, — Prenons par exemple
le point (mad). Apros rotation il vient en (mgn',) ; m', est
un point de la méridienne. Pour avoir la tangente on

se serl du eone des normales. Le plan des normales en

(mm') aux deux surfaces est déterminé par les droites
(me, m'e"y (mf, w'f"). Le sommet du cone des normales
est le point on I'axe (53 perce ce plan. Pour avoir ce

-point onse sert du plan de fronl du point Z. On a immé-

diatement la droite d'intersection (mp, #'¢') de ce plan
de front avee le plan des normales. Par suite e point
(pe) qui appartient aussi & Paxe est le sommel du cone
considéré.

La tangente en ', est la perpendicalaire & /g,

Revargue. — Lo plan horizonlal du point @ estun
plan de symélrie pour inlerscelion el comme il est
perpendiculaire & axe, ¢’est aussi un plan de symé-
trie pour la surface. 11 suflira donc de considérer les
points de la courbe situés au-dessous de 'horizontale
o'd’ par exemple etd’en prendre ensuite les symétriques
par rapport & w'd'.

Pornts remanouasies. — Iy a les points & tangentes
verticales. 1s sont donndés: 19 par les points (gy) (id")
(i (Wb situés dans e plan vertieal ph dont la trace
est normale au cercle O 20 par les points (ee!) (del') qui
possedent déja dans Uinlersection une tangente verli-
cale. g

Les points & tangentes horizontales sont donnés :
1o par les points (k) (II') Q') () situés le plus haut
ou le plus bas; 2° par les points («a’) (W) qui posse-
dent déjd une tangente horizontale.

Poncruarioy. — On marquera en projection verlicale
les paralleles &0, oy o), Uy w/pfy ot Ta parlie de T
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méridienne qui forme contour. En projection horizon-
tale on marquera les paralltles des points g, cdabjh,
en respectant la ponctuation.

Diuxtive queston. — Raisonnons par exemple sur
la projection horizontale. Le point & étant le poind
le plus haut est vu. Suivons la courbe dans les deux
sens en partant du point &y, chaque fois qu'elle ren-
contre un contour apparent vu elle change de ponclua-
Lion. Tel est Te raisonnement & fairve.

(GRANDE EPURE Nv 2

Surface de révolution engendree
par une parabole.

KNoNeE :

Une parabole situde dang le plan de bout B'C est
dondde par sa divecleice D ol son foyer F. En tournant
anlour de la verlicale 007, elle engendre une surface
de vdvolution :

{0 Délerminer la méridienne ot les contours appa-
renls de colte surface ;

20 Chercher T section par le plan de front du point
(1.

Représenter la surface quand on enldve co gqui est en
avanl du plan de front du point (") d'une parts el de
Fautree eo qui est an-dessus du plan hovizontal 1.

’l‘ AN
EXTE &

POINT COURANY DE LA MERIDIENNE BT DR SA TANGENTE. —
On considére un point () de la parabole, on lui lait
faire une rotation jusquy Pamener dans le plan de front
du point 0. Lo point (b7) ainsi obtenu appartient & la
maéridienne,

Pour avoir la langente, nous nous servirons dw cdne
des tangentes. Lo plan tangent au point (r) est déter-
miné par les droites (e ey ot (ud ). U coupe la ver-
Cieale aw point ¢ ot dd rencontree o'k,

La tangente cherchée es el

Dowes nenARQUABLES DE LA mERIDIENNE. — Les points
p'm! A tangente verticale sont donnés par les pieds des
normales abaissées de O & la parabole.

Le point (¢¢) & tangente horizontale est donné par le
point le plus bas (88").

Secrion pLaNe. — Elle est symétrique par rapport a
O'k. Les points ff' et v' sont donnés immédiatement.
Cherchons les points sur le méridien de profil. La droite
d’intersection de ce méridien avec le plan, ramend dans
le plan de front du point O coupe la méridienne prin-
cipale an point 2/, ef/;. On o par la suite les points
et dont les tangentes s’obliennent par la méthode du
plan des normales.

Poxcruarion. — En projection verticale, les courbes
d'intersection avec le plan de front sont voes. Quand on
enléve ce qui est en avant du plan de front, la portion
a's.de Ja méridienne devient vue. Quant i la parabole,
lapartic 84 disparaissant on n’a en £ que la partie de
Ia parabole tracée sur la happe postdricure de la sur-
face. Cette partic est done cachée.

La projection horizonfale se déduil aisément de la
projection verticale.

GRANDE EPURE N 3
Céne et cylindres.

DEVELOPPEMENT

lNONCE

Un cone de révolution de sommet (ss) qui a.pour
base le cercle (00 du plan horizontal est coupé par
deuy cylindres & généralrices verlicales dont les bases
sont les cercles (ww") (ed).

1o Représenter la partie solide du cone (s¢f) exté-
ricure aux deux cylindres, limitée an plan horizontal de
projection ef an plan horizontal 1.

TrxTE

Mérnone. — On se base sur ce gque Pon connail 1
projection horizontale des courbes Q'inlerseclion, elle
est composée des cercles o ete.

Poinr courant pr sa raNcENTE. — Prenons une géng-
ratrice du cone (S¢,, S'y',) on a immédiatement en pro-
jection horizontale le point m, el par suile Ja projec-
tion m' sur ¢'¢/,.

26
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Les traces des plans langents se coupent en (2. on
a la tangente (=m, <'ul).

Remanoue. — Les courbes d'interscction onl pour
plan de symétrie le plan horizontal du point (ss'). Dote
en projection verticale, il y a symélrie par rapporl &
Phorizontale de

Remangue. —  Le plan vertical de projection ¢lant
paralléle aw plan des axes du cone el du eylindre e, Ta
projection de Uinterseclion de ces quadriques esl une
parabole.

Porves neMarQUABLES. — On peul remarquer que les
points EFHT situéssur le contourapparent du cylindre:
les points GD sur le contowr apparent du cone : les points
AB des plans horizonlaux limites ; enlin le sommoel S
ottles langentes & Tacourbe sonl les géndralrices corres-
pondantes du cone.

Poservarion, — Toul esl va dans Te cone S Seule-
mend deux ares de courhe s/ $0 intéricars an eylindre
(¢ disparaissent. 11 en esh de meme des parlios S0l 8
des géndralrices. Eolin on conservera des portions de
géndralrices des eylindres,

Duuxtine euesrion. — Développer la surface du cone S
extérieure aux eylindres apres Favoirouverle Te long de
la géndralrice (Sg,, Sy,).

Cherchons Fangle an centee da développement, Ap-
pelons R Lo rayon du cevele de hase ol 1o longuear
do To géndralrice gy La civeonférence de hase o pour
longueur 2z, ‘

La civconférence de développement a pour longueur
Anl,

Sioon appelle o Pangle aw cenlre mesard en degros
on a la relation :

2nR o . R
w00 T
dob:
BO0R
B TR b

Pour développer la courbe, on divise le cerele O, o
le développement 8, en  parlics égales. On ainsi n gi-
nératrices qui se correspondent. _

Prenons-en une (sg,, s'y"") sur le cone. La géndralrice
correspondante est sy, On cherche la vraie longuear
de (sm sy, On Pa apros rotation en s’ Alors, pour
avoir le développement du point (mnd) il sultit de por-
ter S bgal & S/,

Pour la tangenle enu, on se base sur la propriété
de la conservation de la sous-langente. On n'a qu’d

porter vz dgal & g el dans le meme sens.

GRANDE EPURE Nv 4
Cdéne et cylindre.

FiNoNeE

Le cone o pour hase dans e plan horizontal le cercle
de cenlre @ el pour sommel le poinl S sur la verticale
de Q.

Le eylindee vepose sure Te plan horizontal el a pour
axe de révolulion
une horizontale in 87
clinde & 40 sur la
ligne de lerve, son
rayon resl donnd,

Los deus surlaces

commun, e plan
langenlau cone le

|
I
|
I
!
onlun plan tangent l
|
|
|
long de fa gendéra- :

Setly o Nl

situce dans [e plan

;
(riee

vertical perpendi-
culaire i Faxe du
eylindee,  Repré-
senter Pensemble
des deax corpssups
posés pleins en li-
milanl Te cone & son sommel ef au plan horizontal el
fe eylindee 2 plans perpendicalaires & la diveetion

des géndmlrices,
Trxre

Mise BN vracs, —— Considérons Ta section droite faile
dans Te eylindee par le plan veelical de trace Sab., GCelle
section droile est un cerele fangent au plan horizontal
el &l géndrateice Salh - N du cone. Poar e cons-
truire faisons lourner le plan vertical aulour de la yer-
teale de @ de fagon & ln rendre e fronl. La généra-
(rice du cone Sho—— S0 vient on Sd - S e cerele de
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section droite est tangent apres rolalion & cette droile
S'd' et a la ligne de terre ay. de plus son rayon r esl
donné, par suite son centre ¢ est & Pintersection de la
bisseclrice de Pangle S'd¢ et de la parallele a d'e’ dis-
tante de » de d'¢. Par une rotation inverse (Y, vient
en GO, dot Paxe du cylindre, donl on obtient immé-
diatement les contours apparenls puisqu’on connail son
rayon.

Remanoue. — Le point «; point de tangence du cerele
de centre ¢; eb de §d' ramend par rolation en @ —
est un point commun an cone of au cylindre, ¢’esl un
point double réel de I'intersection.

Powr courant gr rANeeNTE.~— On prend pour plans auxi-
linives des plans passant par la paralldle aux génératrices
ducylindre mends par lesommel du cone. Hs onlpoar teace
sur le plan horizontal des paralléles aux génératrices du
eylindee, ef sur lo plan de seetion droite du eylindre des
droiles passant par le sommel du eone, Gonsidérons Te
plan de trace horizontale G, G rencontre fe corele o ao
point [, ot la généralrice 8/ — N du cone. Ge
plan coupe e plan de seetion dreoite du eylindre suivant
Lo droite Sy - Sy, qui par rolation vienl en Sy, Ny,
Sy, rencontre le cercle ¢ en particalior aa poinl A’
ot L projection verticale A’ de la géndralreice cor-
vespondante du eylindre qui rencontre N7 au poinl wd,
quise rappelle enme. Cherchons Ta tangente ence point,
Le plan tangent an cone le long de la généraleice SM
pour (race horizonlale la tangente en [ an corele w. Le
plan tangent au cylindre on M coupe e plan vertical
Sab suivanl Ja tangente au cerele de section dueylindre ;
aprds rolation celte tangente vient en 4,0 A 00 cor-
respond par la rolation inverse e point 0 el Tn trace
horizontale du plan fangent aw cylindve est Lo paral-
13le & G menée par 0. Elle rencontee /i an poinl e, qui
se rappelle en 5 dod les deux langentes tn ol (nl.

Points sun Les convrouns Aveanents, — Les plans doe
trace D et E nous donnent immédialement les points
1JO et P sur le contour apparent vertical du cone. La
génératrice inférieure de contour apparenl vertical
rencontre le cercle de base du cone aux poinls R el 8,
Le plan de trace V nous donne les points X el W sur le
contour apparent vertical supéricur du eylindre. Enfin
le plan de trace A nous donne les points Y el Z sur le
contour apparent horizontal du cylindre.

Pran auxmiame pvrre. — Un o seul plan auxiliaire

limite le plan tangent au cone le long de S —S'g.
Aprds rotation '8 vienl en N'¢, d’ou o/, et &', qui par
rotalion donnent les points vy 36", En ces points la lan-
gente est la géndératrice correspondante du cylindre.

Poxcroarion. — On veul représenler ensemble des
deux surfaces supposées pleines de malicre opaque.
Pour cela on ponetue la courbe sur ensemble des doux
corps : un point ¢lant va, sTlest va a la fois sur les
deux surfaces. On garde des conlours apparents de
chaque corpsles partios extéricures i lautre et onenlove
les parties inléricures. Disparaissent ainsi les segments
de droile o', Kol O en projection verticale, ol yz en
projection horizontale.

L ——

GRANDE EPURE Ne 5
Deux cénes.

'1 .
lonoNais ;

On donne un ¢one S par son somumel (ss) el sa base
civeulaire (001 dans le plan horizontal, Un deuxitme
cone 1" a son sommel oy sur fa drotbe de Front du point
(oo). [hest tangent au planhorizontal Lo long de (10,107
el il admel comme plan angent le plan debout ¢,

Représenter la partie solide du cone N extéricare au
cone T el situde an-dessus du plan horizontal,

Trxre

Misie iy pracs, —— Le cone S n'ollfee pas de difficultos.
Powr Te cone T on seservirad une sphere inserile (o, '),
Lo contre (o, o) se lrouve swe la verticale du point 0
dune part, of & Pinterseetion de eetle verticale avee Lo
plan hissoclenr dou divdree (Ogt, O ) daadee parel.

St on prend une ligne de feeee auxilinive suivant O,
le plan (Og,t, O ) devient deboul el se projetie en
g, Le plan bisseeteur se projelte suivant lu hissee-
trice gyofy. 11 en résulle que le rayon de L sphere ins-
crile est mm".

Maintenanl qu’on a les conlours appurents, les lan-
gentes &t ces conlours, issues des points ¢ et ¢ forment
les contours wpparents du cone T,

[nrnsieron. — Le plan (Og,e, 0%y ost tangenl aux
deux surfaces, il y a donc un point double réel. De

!
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plus les axes des surfaces se coupent el le plan ainsi
déterminé est de front. La projection verticale de I'in-
tersection est donc une hyperbole. Or, une hyperbole
qui 2 un poinl double se réduit & deux droites.

On a done de suite les projections des courbes d'in-
tersection en ¢f" el ¢d'.

L'intersection se compose’ ainsi de deux ellipses qui
se coupenl sur la ligne de rappel du point «'.

Il y alieu de chercher les points (4" (kK'Y (i") (1))
sur le contour apparent horizontal. IT n’y a pour cela
qu’d prendre la projection verlicale des géndralrices (h
el th.

Poxcruarion. — Elle est immdédiale.

GRANDE EPURE Ne 6

Solide commun & une sphére
et & un cylindre.

" »
[ENONGE

Un eylindre de vévolulion est donnd par son rayon
b sonaxe AA qui est une fronto-horizontale, Une spheve
de rayon donné a son centee (OO dans le plan hori-
zonfal A,

Reprdsenter Te golide commun aux denx surfaces,

Trxre

Mise un prace. — Elle est immdédiate.

Meznoni, — On emploie des plans auxilinives de pro-
fl. |

Poinr counant wr sa rancente. — Prevons le plan ws.
Le cylindre est coupé suivant le corcle de dinmaolre s,
quon rabat; la sphire suivant le cercle de dinmotre gz,
quon rabat de méme. On o immdédiatement le pointm,
quon rameéne en u. Pour avoir lu projection verticale
m' on porle «m' Ggal & mm,.

Le plan des normales en (mn') est défini par les
droites (om, o'm') et (am, «w'). En projection horizonlale
la tangente est perpendiculaire & Oz,

En projection verticale elle sera perpondiculaire iy la
projection verticale de la fronfale By par exemple. Pour
avoir la projection g de 8, il est nécessaire de rabattre

le plan de profil qui contient (zm. #'m') sur le plan ver-
lical de projection. Alors (e, 2w’y vienl en (om,
7'’ ). Le poinl (BR) viendreait en (B,87). De §'p on dé-

duil @' La tangente est perpendiculaive & By
Risanguiz. — Elaxe du eylindre el Te cenlre “de la

sphere forment un plan qui est horvizontal; par consé-
quent la projection horizontale de Ta courbe est une
parabole. On en ade suile Tes poinks (00 (ee'). Le som-
met S est donmé par le plan de profil du point OO,

La tangente en b est par constraction: limdte perpendi-
culaire & O3,

Remanoui, — Le plan horizontal A” el e plan de pro-
fil du poinl OO sont des plans desymétrie pour les deax
swrfaces, La courbe admel done en projection verli-
cale les dreoiles O, ' comme axes de symdétrie, Elle
admel aussi par suite Te poinl O comme centre de symé-
lrie.

POINTS SUR LES CONTOURS APPARENTS, -
() (ded'y (f1") (yy') sur e contour apparent vertical
de Taosphere, s sont donnds par le plan de front du

Iy en a qualre

poinl O,
Poneroarion, = e n"offre pas de difficultés.

GRANDE EPURE N 7.
Céne et cylindre de révolution.

'l‘ LI
[DRN§ DiH

Ui eylindre est engendee par Ta deoite (DDY) lournand
aulowr de Paxe de front (ANV). Ges doux droiles sonl
dans un meme plan de boul, Un cone S a un axe de
bout, il admel pour base dans le plan de front 1 e eer-
elo OO, |

Représentor Ja partie solide el opaque du eylindre

extérieur au cone N,
Trxrs:

Mise iy prack, — 1 résulte des donndées que D forme
conlour apparent horizontal, le reste s ensuil.

Migenong, = On emploie des plans auxiliaives de
front qui donnent des cereles dans le cone of des giéné-
ralrices dans le eylindree. Pour avoiraisément ces géné-
ratrices, on peul se servir de la section dreoite A4 du
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cylindre, rabattue suivant le cercle de diameétre (k).
(WK ).

Powvr courant gr sa taNgENTE. — Prenons le plan @n.
Le cone donne le cercle (Br, 8); la section droite du
cylindre est coupée en un point (yy,) qu’on rameéne
en ¢ dans le plan de bout 'k, La génératrice ' coupe
le cercle au point m' cherché que nous rappelons en m
sur pn.

Les cones des normales le long des paralléles du
point (mm'), w's', mB ont pour sommets les points (38")
et (ad). Le p].{m des normales est done déterminé par
les droites (8m, &w') (am, o«w'). La tangente en (mm')
aura sbs projections respectivement perpendiculaires
& une frontale ef & une horizontale de ce plan.

Or, une horizontale est (mp, 7'¢') et une frontale (ez,
2y . ‘

Poinrs nevanuasLes. — Ge sont les points (aa) et ()
(dd'y donnds par les plans limites ab et ed.

Rumanque. — 11y a péadtration, nous n’avons pas parlé
de Ta courbe postéricure parce qu'elle a des dimensions
trop réduites.

Poxeroarion. — En projection horizontale, la courbe
est vue sur le eylindre du point G jusqu’au point € en
passant par le point e, ce n’est que lorsquion enleve le
cone que la portion do devient vue.

GRANDE EPURE Ne 8

Solide commun a un céne
et & un cylindre.

IENoNGR :

Un cylindre de révolution, de rayon donné a pour
axe la fronto-horizontale AA'. Un cone de révolution a
son sommel (39 sur cob axe, et il est déterming par
une sphare ingerite 00, Cette sphére de rayon donné
est langente au plan de profil s¢', et son centre se trouve
dans le plan horizontal A’

Représentor Te solide commun & ces deux surfaces.

e
Iexre

Misk kN prace, — Facile.
Migriong. — Le plan des axes 6lant horizontal, la pro- |

jection horizontale de I'intersection est une hyperbole,
on se servira de cette hyperbole.

DérermiNarioNn pE L'uyperBoLE. — On en connait de
suite 4 points. Les points abed & Vintersection des
contours apparents. Le centre est le point S, car ce
point est centre de symétrie pour intersection. I1 suf-
fit pour avoir les asymptotes de chercher les directions
asymptotiques.

Pour cela circonscrivons & la sphére O le cylindre
qui a mémes points a 'infini que le cylindre en ques-
tion. Les directions asymptoliques sont 23, 3y. L’hyper-
bole est détermindée.

PoiNt couraNT BT 8& TANGENTE. — Prenons dans le eone
la base de Monge Ce, et choisissons un point m de I’hy-
perbole. La génératrice du point m est mSy,. Elle se
releve en Ng',. 1l ne reste qu’a rappeler le point m enni'.

On détermine facilement & I'aide du cone des nor-
males les normales (mp, m'y), (me, w'e') aux deux sur-
faces. Pour avoir la tangente, il suffit de trouver une
frontale ef une horizontale de ce plan.

Pour cela on rabal le plan de profil de la droite (mo,
w'v') sur le plan vertical. Gette droite vient en (mr,,
T N

Alors I'horizontale <'¢

i

¢y par exemple a pour projec-

tion horizontale op.
Poxcruamion. — Facile.

GRANDE EPURE Ne 9
Paraboloide et spheére.

[ENONCE ¢

On donne un paraboloide de révolution d axe verti-
cal dont la méridienne est une pavabole de foyer I
(0, 60, 35) et de sommet S (0, 60, 27, 5) etunesphére
tangente de rayon 65 au paraboloide en un point M,
(—20, 40) de ce paraboloide.

Représenter Ta portion de la sphére supposée pleine
de matitre opagque extéricure au paraboloide.

Texre:

On peut obtenir un point courant de l'intersection
des deux surfaces soit en coupant par des plans hori-
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zontaux (ce qui a été fait sur I'épure) soit en coupant
par des spheres ayant leur centre sur Paxe du parabo-
loide. On a déterminé les points courants Q et R el les
tangentes en ces points. La tangente au point Q a 6té
obtenue en projection verticale par la perpendiculaire
& la droite de front «/8' duplan normal dans le plan de
front de I'axe du paraboloide: on a pris la trace de la
tangente en ¥ sur I'équateur de la sphorve.

La tangente au point R a été obtenue par symélrie.
On a obtenu en U, V, L, Z les points sur le contowr ap-
parent du paraboloide en prenant Uintersection de la
parabole méridienne (qui o ¢¢ construite avee soin) of
du cercle de section de la sphére par le plan de cette
méridienne. Les points I et J sur le conlour apparent
vertical de la sphere ont été obtenus en cherchant par
tatonnement les plans horizontaux convenables. Les
points surle contour apparent horizontal de la sphore
sont I et D. Les pointsle plus haut etle plus bas K el W
ont élé obtenus en coupant les deux surfaces par lo
méridien de symetrie oM ol en faisanl lourner e mdé-
ridien autour de Paxe du paraboloide jusqu’d Vamener
de front. Enfin, le tracé de la courbe montre quiil doit
y avoir un point double en P, On constale en effet qu’en
ce point les plans tangentls aux deux surfaces sont con-
fondus: les tangentes en PP a Vinlersection ont élé deé-
terminées en prenant Ies poinfs communs 7 el poaux
traces sur le plan hovizontal W' du plan tangent en P el
du cone du deuxitme degreé ayant P pour sommet el
la  biquadratique  comme  directrice.  Gelte dernicre
trace n’a pas 6lG tracée sur Tépure pour n’en pas com-

pliquer Ie tracd.

GRANDE EPURE Ne 10
Paraboloide et céne.

EnoNait :

On donne dans le plan horizontal H' une parabole
par son axe (ui est la droite de bout (dd’) son sommet
(dd'y et deux points (ad) et (bb'). Un paraboloide esl
engendré par cetle parabole tournant autour de (dd'y.
D’autre part un cone de sommel (i1) est circonscrit
une sphéve (00') dont le centre est sur la droite (dd).

Représenter la partie solide du paraboloide extérieure
an cone el limitée an plan de front ab.

Texre :

Mise uN prace. — La parabole donnée forme contour
apparent horizontal pour le paraboloide. Pour la cons-
(ruire se reporter & la premicre partie (Grande épure,
n' 18).

Mizenone. — Les axes des deux surfaces se rencon-
(rent. On fait un changement de plan horizontal en
prenant pour ligne de terre Ot Le plan des axes de-
vient horizonlal of Pintersection des quadriques se pro-
jetle horizontalementsuivant une hyperbole. On se ser-
vira de cette hyperbole. Dans la nouvelle projection la
parabole de contowr apparent passe par les poinls «,
et b La sphere inserite vient en Oy, on a par suite le
nouveaw contour apparcul du cone en f; el te. Onade
suite & points ¢, ey, [ b de Phyperbole. Cherchons-en
les asymptotes.

Asymwrerores peo Luveeesons. —  Girconserivons & la
sphere Oy Te eylindre qui a memes poinls & Pinfini que
le paraboloide : les direclions asymplotiques sonti ol kL.
Consteuaisons par exemple Fasymptole parvallele a &1 11
sulfit ’en avoir un point. On prend le point de ren-
conlre des diamdtres des diveetions de cordes paral-
[eles & &1 dans la parabole el dans la conique formée
de deux dvoites /7, (1. Ces diamdtres sont npl' el ny.
Lo poinl n dlant Teur point de rencontre appartient i
Fasymplole, qui se trouve elre ainsi déterminée.

Rumanoui, —— Los parties de Phyperbole extéricures
aux segments eey ol fih sonl parasiles.

Poinre counant 1r sy ranainte. -- Ghoisissons un point
my de Phyperbole. Son parallele myp, se projelle sui-
vant le cerele gy, La projection m' du point se lrouve
sur ce cercle. En projection horizontale le paralltle se
projetle suivant yne. Ona done de suile la projection m.

La langente est perpendiculaive au plan des nor-
males aux surfaces enome Pour avoir ees normales ou
seserl du cone des normales. Le sommed de ce cone
IJ(J’

pour le paraboloide est 88" el pour le cone T, 8B°

Le plan des normales esl (m@s, m'p'd").
En projection horizontale la tangente sera la perpen-

diculaire & Phorizontale Oys, Xp') 5 el en projeetion ver-

ticale la perpendiculaire a la [ronlale (e3, ¢'3').
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Poinrs rEMarguaBLES. — [y a lieu de remarquer les Mgérunope. — On prend pour plans auxiliaires des plans

points s'7z'w’ situds sur le contour apparent vertical du
cone. On les obtient & l'aide de la projection auxi-
liaire en ¢ des génératrices de contour.

En projection horizontale on a desuite le point (VW)
situé dans le plan horizontal H'. Les points (g¢) (r) (12"
sont obtenus & I'aide des génératrices (tv, 1), (tu, 'u').

HyeersoLe pe sgcrion ou cone T. — [ faut marquer
une hranche de cette hyperbole, section du cone par
le plan de front ab. On en a des points en prenant I'in-
tersection des généralrices du cone avec ce plan. On a
cherché le sommet en (fyf",) et Pon posséde déja les
points (ad) et (b)),

Poxcruarion. — En projction verlicale le plan de
front ab cache tout ce qui n’est pas découvert par Uhy-
perbole.

GRANDE EPURE Ne 11
Tore et sphére.

ENoNGE :

Le tore est engendrd parla rotation du cerele verti-
cal vy autour de Ja verticale de w. La sphove, tangente
au plan vertical ot au plan supérieur de contour appa-

!
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Y 1C W | }
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rent vertical du tore, a pour centre le point 00'. Repré-
senter le tore, supposé plein et limité par le plan ver-
tical, entaillé par la sphare.

TexTE :

Misk e pLacE: — On obtient immédiatement les con-
tours apparents des deux surfaces.

horizontaux qui coupent le tore et la sphére suivant des
cercles de cenlre w et O.

Pomvr couranr er sa rancente. — Considérons le plan
auxiliaire de (race M. 11 coupe le tore suivant deux
cercles de centre o et la sphere suivant un cercle de
centre O : d’ot quatre points de Uintersection. Consi-
dérons en particulier le point M et cherchons la tan-
gente en ce poinl. Le plan tangent au tore en M est
défint par la tangente au paralléle et la langente au
cercle méridien du point M. Si par rotation nous ame-
nons le plan vertical wm & &lre de front, la tangente au
parallele devient la droite de bout du pointa';, la tan-
gente au cercle méridien devient la tangente cnow/y au
cercle ¢/, Cette dernidre tangente a pour trace hori-
zontale le point 2, et la trace du plan tangent au tore
apres rotation est la droite de bout de ce point . Par -
la rotalion. inverse, elle vienl en «t. Déterminons le
plan tangent en M & la sphére. La frontale de ce plan
se¢ projette verticalement en w0 perpendiculairement
au rayon O''; sa (race est le point 6 —6, la trace hori-
zontale du plan fangent passera par ce point of sera
perpendiculaire & Om, 4’00 02 quirencontre ot au point 1,
qui se rappelle en ¢'. Dot les tangentes e ol ',

Remarquons que le plan vertical de frace o) ¢lant
plan de symétrie pour les deux surfaces, la projection
horizontale de Pinterseclion sera symélrique par rap-
port & w0.

Pomvrs sur Lis coNTours AprAreNts. — Le plan horizon-
tal du point O' nous donne les points A, B, D, E, swr le
contour apparent horizontal de la sphore. Le plan hori-
zontal des points G el Gy, de trace verticale C'(7; nous
donne les points I, G, H, I sur les conlours apparents
horizontaux du tore. Enfin le plan horizontal de trace
K’ nous donne les points J et K surle contour apparent
vertical du tore.

Pornrs nimareuasres. —- Ce sont les poinls situés dans
le plan de symétric ©0O; en ces points Ja langente est
horizontale. Par rotation amenons le plan de symétrie
& olre de front. Le contour apparent vertical de la
sphere est un cercle de centre 0;, Le cerele méridjen
situé¢ dansle plan verlical 0 coincide avecle cercle C).
Les cercles O et () se rencontrent aux points I/, ot n/,
qui, par la rotation inverse, nous donnent ! et ', qui

se rappellent en [ et .
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Poxcruation. — On veut représenter le {ore entaillé | minée. On considére d’autre part le tore engendré par

par la sphére. Pour cela on ponclue la courbe sur le
tore : en projection horizontale sont vus les ares hni ol
fly et en projection verticale Varve j'di'n'idK. Puis on
garde des contours apparen(s du tore les parties extd-
rieures & la sphere et on enléve les parties intéricures.
Done en projection horizontale, on enleve les arcs fy ot
hi; en projection verlicale on enldve j'i'.

On cnléve des contours apparents de la sphove les
parties extérieures au fore ol gurde les parlies inlé-
vieures : ici, on garde les arcs «d el be en projeclion
horizontale et arc ¢ en projection verticale. Enfin,
on reponctue la courbe: en projection verlicale Uare
JUE, dabord caché, est va maintenand.

GRANDE EPURE Ne 12
Intersection d'un céne et d'un tore.

Noneis :

On donne un triangle SOA. Le poinl S5 esl le point
mo=zd, yes {0,310, Lo point OO est le point
y=4, =210, Lo poinl AA" esl 1o poinl o =4, g 24
z==10.

Le point S8’ est le sommet d'un cone admellant pour
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plan principal le plan horizonlal du point S, pour axe
de symétric la droite SO — S0, comme génératrice
principale SA — S'A', of pour base dans le plan de
front OA une certaine circonférence GO qui est déter-

CC' tournant autour de la verticale du point O.
Représenter le solide commun au tore et au cone.

TrxTE :

Misk 6N rLack. — Déterminons dabord 1o cercle GO
Puisque e plan horizontal du point 8" est un plan prin-
cipal pour le cone, lo centee CC du cercle sera dans o®
plan, done sur OA — (A", On connail un premier point
de ce corele, le point AN trace sur le plan de fronl OA

de la génératrice SA — S'A On en oblient immédia-
(ement un second point BB en considérant la généra-

(rice SB — N'B' syméteique de SA — S'A" par rapport &
Paxe de symélrie du cone. Dot le cerele de centlre
w — o de dinmetre A'BL Connaissanl co corele, on a
immadiatement les contours apparents des deux sur-
faces. ,

Mizrnons. — Lo cerele GO ost commun aux deux sur-
faces of comme Lo plan vartical ON est plan de symé-
(rie pour le tore of pour lo cone, ces doux surfaces
auront en commun le second corele GG symétrique
du premier par rapport a ce plan.

Le reste de Pintorseclion sera done une courbe du
qualrieme degré. Mais le plan horizontal du poinl &/
Glant plan de symaéteie commun, Fintersection se pro-
jettera horizontalement suivant une courbe du second
degra: une ellipse, puisque Fintersection n'a pas de
points a Uinfini réel.

Pour obteuir das points de Fintersection, on emploiera
des spheres auxilinires passanl par le cercle e et qui
couperonl cone el tore suivanl d’autres cercles.

Poe counant i sa rancinti, — Gonsidérons la sphore
anxilinire de centee 22/ sur la verticale do point o', Elle
coupe le tore suivanl un cercle projelé horizontalement
en fy. Ges deax droiles se rencontrent en m qui est la
projection horizonlale de deux points de Pintersection.,
Pour les relever, considérons la verticale du point m,
elle rencontre en wd el en oy les paralldles du tore
projelés suivant le cercle de centee O, de rayon Om.
Do Les points wd,mg, ' On obtiendra la tangente en
mn par la méthode ordinaire.

Poivrs SUR 1Es CONTOURS APPARENTS, — On a obtenu en
déterminant les contours apparents horizontavx des

deux surfaces six points de Pintersection AA!, BB, Ak,


horizonlale.de
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k. ii', jj'. Les points sur le contour apparvent vertical
du tore ne s’obtiennent qu’approximativement en par-
tant des points de rencontre, p, g, r, s de la projection
horizontale de Iintersection avec la projection hori-
zontale du contour apparent vertical du tore.

Powvr pousLe. — Le sommet du cone étant sar le tore
pst un point double de Uintersection. Les tangenles en
ce point sont les génératrices d'intersection du cone el
du plan tangent en N au tore. Le plan tangenl en S au
fore étant le plan vertical de (race S, Ta langente en S
sera S8 of en 8 il y aura deax langentes WS ol oY
symétriques par rapport & NA'

Poneruarion. — La représentation du solide commun
est immédiate.

GRANDE EPURE Ne 13

lNoweE

On donne un cevele de contre O — 0" dans un plan de
front ol considere lo

-

cone engended parla

o' rolation de ce cercle

— atourdelatangente

g / - en son poind le plus

l Y bas aed. Sur Paxe du

: | lore an prend un

! ! point s o droile

| ‘ sa —s'd' en lournanl

- o autour do so = s’
d 0

engendre un cone.
Représenter e solide commun auw tore el au ¢one.

Texmre:
EXTE ©

Mise eN pracke, — On a immdédiatement les contours
apparents des deux surlaces,

Migrione, — On a affaire & deux surfaces de révolu-
tion dont les axes se rencontrent an point ss', on prendra
done pour surfaces auxiliaires dos sphores de centre s,

Remanoue. — Les deux surfwees sont circonscrites i
la sphére ayant pour grand cercle le cerele OO, Te tore
le Jong de ce cercle el le cone le long du paralldle o0,
Les points A et B seront done des poinls doubles de
leur intersection.

Pont couranT BT sa TaNGeNTE. — Considérons la sphére
auxilinire de rayon ¢'¢’. Elle coupe le cone suivanl un
cercle dont le plan qui est de boul a pour trace ¢'d'.
Elle coupe le tore suivant deux paralléles dontles plans
de bout ont pour trace les perpendiculaires abaissées
de Mot e sur s

Considérons le parallele du tore passant par [!. Les
plans de bout du paralléle da cone ot de celai du tore
se coupenl suivant la droite de boul du point o', n" est
la projection verlicale de deux points de Pinterseetion.
[T faul done chercher interseclion de celle droite de
bout da poinl #"avee le tore ou plus simplement avee
la sphere de rayon s'e. Pour cela coupons celte sphire
par le plan horizontal de trace verticale #'g'; cetle in-
lersection se projolte horizontalement saivant un cerele
de contre s, de rayon sy, Qo les points » et n,. On
obtient de meme Te point w' rappelé horizontalement
en e el omg. Gherchons T tangente en Mo Elle est per-
pendiculaive au plan des normales en ce poinl. La nor-
male au eone estooch w0 La normale an tore ostomi
e i Une horvizontale de ce plan est la deoile ij — I,
"ot Lo tangente mo en om perpendiculaive & i,

Une frontale de e plan est dd— 214 Fodoml per-
pendiculaire &'

POINTS SUR LIS CONTOURS APPARENTS, — Loes sphoves de
ayon sA el nous donnent les points P et Py, Q b Q,
sur les conlours apparents dulore, Sur le contour ap-
parent vertical du cone on a les points o ol 0. Cher-
chons les points sur le contour apparent horizontal.
Pour cela vaballons sur le plan horizontal le plan pas-
sanl par so ol Fune des géndradreices de confour appa-
rent horizontal du cone: T généralrice so par oxemple
qui a pour projection verticale s'='. Elle se rabal en 8,
qui rencontre le covele Oy, rabatllement de la seetion du
lore par e meme plan, aux points r, et relevés en
Py, it ==y sur le contour apparent hovizontal.

Poves nemanQuantes, — Les sphores limites de rayon
sy obs’s" nous donnent les poinls VeV, W — W ..

Poncroarioy, — Pour représenter le solide epmmun
aux deux surfaces:

f* On ponetue provisoirement In courbe sur le eone
par exemple. EHe est voe toal entidee en projeclion
verticale. En projection horizontale los aves rpbngug et
kb sont seuls vus

20 On conserve des conlours apparents de chague
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corps les parties intérieures a 'autre et on enléve les
parties extérieures; puis on ponctue ces conlours appa-
rents;

3¢ Enfin on corrige la ponctuation primitive de la
courbe. Les arcs uwy et ww,q, sont vus en projection
harizontale.

GRANDE EPURE Ne 14
(Ecole Polytechnique 1893.)

Enonce :

Un tore d’axe vertical a pour cenfre le point 00'.
Le cercle méridien a pour rayon 2,8 et son centre est
a 6.8 de I'axe du tore. Une sphére ayant 2,4 de rayon
touche 'axe du tore
s A 4 au-dessus du
: centre de celui-ci.
| En projection hori-
! rontale, le centre ¢
! de celte sphére est

T y :
G e — — - sur la bissectrice do
P I’angle des deux
I . ] )
‘ i | droites 00" ¢l w0,
N ! I'une de front vers
‘ "
&N, | la gauche, l'autre
N\
ot o e 2 (’;Ld— ~ - - =44 deboutl versle hauf.

A cette spheére on
circonscrit un cone dont le sommet est sur I'axe du fore
4 9,3 au-dessus du centre de celni-ci. Représenter le
solide commun.

TEXTE :

Mrse ex pLace. — On obtient immédiatement les con-
tours apparents horizontal ef vertical du tore, ainsi que
le contour apparent vertical du cone formé par les géné-
ratrices sa — §'a, sb—s'l/. -

Meruope. — Les axes des deux surfaces se rencon-
trant au point ss', on prendra pour surfaces auxiliaires
des spheéres de centre ss'.

PoiNT covraANTET 8A TANGENTE. — CGonsidérons une sphére
auxiliaire quelconque, celle de rayon s'«, par exemple.

Les plans des deux paralldles découpés sur les deux
surfaces par cette sphére se rencontrent suivant une
certaine droite. Ces plans étant respectivement perpen-

diculaires aux axes du fore et du cone, le plan de I'un
des paralléles découpés sur le tore est le plan hori-
zontal du point =, et le plan du paralléle découpé sur
le cone estle plan perpendiculaire a I’axe du cone mené
par le point =,. Cette droite sera facile & obtenir, si
par une rofation de 45° du cone autour de la verticalé
o' nous amenons I'axe s¢ — s'¢’ du ¢one & étre de front.
Le plan du paralléle du cone est alors le plan de boul
aoy, (qui coupe le plan horizontal du paralléle du tore
suivant la droite de bout du point «2/,. Par une rota-
tion inverse de 45° la projection horizontale = de
cette droite devient wn quirencontre la projection hori-
zontale du parallele du tore aux deux points m et m,
qui se rappellent en 2" et m';. On voil que la projection
horizontale est symélrique par rapport & se.

Cherchons la tangente en m — /. Elle est perpendi-
culaire au plan des normales en M. La normale du tore
est mm—m'=', la normale au cone est mf — /8. Une
horizontale de ce plan est la droite pv — 1V, d’ou en
projection horizontale la tangente mt perpendiculaire &
pv. Une frontale du plan des normales est pr — w7’ ot
la tangente en m' est perpendiculaive & p'<'.

PoNTs SUR LES CONTOURS APPARENTS DU TORE. — Les sphéres
de rayon s'8, et s'y, nous donnent les points E et E,,
F et Fy sur le contour apparent vertical. Les sphéres
de rayon s'd, et s's, nous donnent les points G et Gy, H-et
H, sar le contour apparent horizontal.

Pornes remanouasLes. — Ce sont les pointsletl,, JetlJ,
donnds par les spheres limites de rayons s'q, et s,

On peut aussi chercher les points ot la tangente est
horizontale : ce sont les points L el I situés dans le
plan vertical sc.

On obtient approximativement en projection verti-
cale los points sur le contour apparent vertical du cone
en relevant les points de rencontre de sa ct sb avee la
projection horizontale de la courbe. Dot ' et p'.

Poncruarion. — Pour représenter le solide commun :

1o On ponctue provisoirement la courbe sur le cone:
en projection horizontale elle est vue tout entidre; en
projection verticale Iare p/t' o ym! [ ' i 0/ est seul vu.

2° On conserve des contours apparents de chaque
corps, les partics intérieures a I’autre, on enldve les par-
ties extéricures et on ponctue ces contours apparents.

3 On corrige la ponctuation de la courbe dont 'arc
¢i'g'ndf’ est vu maintenant.
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NOTA, — Pour toutes ces dpnres, les rayons lwminewr sont les rayons nswels o 4o,

PREMIERE PARTIE

litant donné un cone de révolulion dont la base esl
dans le plan horizontal :

1° Déterminer Uintersection du cone de révolulion
par le plan de bout séeant Pa), dont la trace verticale
20" est parallole & la géndratrice A'S de conloar appa-
rent vertical, Rechercher e foyer ef la direclrice de
celte intersection :

20 Ayant conservé la partie du cone située entre le plan
steant ¢l le plan horizontal, en rechercher les ombres
propres ainsi que ombre portée sur le plan horizontal ;

3 Indiquer la nature de la courbe d’ombre portde el
effectuer la construction de la tangente au sommel.

Donndes :

Rayon de la base du cone: 0 m. 055

Hauteur du cone: 0 m. 090 ;

Longueur de a0 : 0 m. 025,

Distance de Paxe du cone au plan vertical : 0 m. 090

Distance de 'axe du cone an bord gauche du cadre
0 m. 085,

DEUXIEME PARTIE

Etant donné un cube ayant une diagonale verticale et
reposant sur le plan horizontal :
1° Représenter ce cube, sachant qu'il est orienté de

telle sorle quiune de ses arctes fasse un angle donndé
avee Tl mur en se divigeant dans la divection de @'8/
el wd

20 Déterminer les ombres propres et les ombres por-
hes sur les plans de projection.

Données:

Haulour de la diagonale s 0 m. 120

Distance de o eelle diagonale  au
0 m. 070

Angle donnds 40 degrés .

Distance de la diagonale du cube au bord droit du
cadre @ O m. 185,

plan  verlieal :

TROISIEME DPARTIE

Ftant donné un eylindre de vévolution & axe fronto-
horizontal :

o Déterminer Pombre porlée sur la partie conservée
du cone

2¢ Déterminer Pombre portée sur le cube

30 Déterminer Pombre portée sur le plan horizontal ;

Données :

Diamdtre du eylindree : 0 m, 020

Longueur du eylindre : 0 m, 285 ;

Distance de I'axe au plan horizontal : 0 m. 140 ;
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Distance de I'axe au plan vertical : 0 m. 160. Nora. — II sera attribué quatre notes:
Une exirémité du eylindre est confondue avec le bord 1* Une pour le cone ;
gauche du cadre. 2° Une pour le cube ;
Le cadre awa pour dimensions 0 m. 34 de hauteur 3* Une pour le cylindre ;
el 0 m. 47 de longueur. 4° Une pour 'exécution graphique de I'épure.
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EXRCUTION GRAPHIQUE. Trait bleu continu pour les ombres, les partics dans
. \ ) I'ombre étant hachurdes, 'espace entre les hachures
Pour les traits, se conformer aux conventions

usuelles:

Trait continu noir pour les parties existantes et vues;

Trait pointillé noir pour les parties existantes et ca-
chéoes:

Trait mixte noir pour les parties enlevées el par suite
non représentéoes ;

Trail rouge continu pour les constructions autres que

les ombres ;

étant de 1 mm. 5. _

11 sera tenu le plus grand compte de la précision
des constructions et de la clarté de I'épure : on peut
faire un emploi modéré de lettres bien choisies et
bien écrites.

Paris, le 5 fGvrier 1914.

Raoul Branoon.






TROISIEME PARTIE
SURFACES REGLEES ET SURFACES HELICOIDALES

PREMIERE SECTION

SURFACES REGLEES DU DEUXIEME DEGRE

CHAPITRE PREMIER

GENERALITES. — HYPERBOLOIDES

GENERALITES

On appelle surfuce réglée une surface qu'on peut en-
gendrer par le déplacement convenable dune droite.
Les différentes positions de cette droite variable consti-
tuent los géndratrices de la surface. Le mouvement de
cette droite doit otre défini par des conditions précises.
Si nous remarquons qu’une droite dépend dans I'espace
de quatre paramdtres, nous voyons qu'on devra donner
trois conditions de guidage pour que la génératrice déerive
une surface. Ordinairement ces conditions sont d’¢tre
tangentes & une surface ou de rencontrer une ligne.
La surface 3 laquelle les génératrices doivent rester
tangentes s’appelle un woyar de la surface réglée ; la
ligne sur laquelle doivenl s’appuyer toutes les géné-
ratrices s’appelle une directrice. 11 résulte de ce qui
précdde qu'ine surface réglée sera délerminée par :
1" 3 noyaux, ou 2* 2 noyaux, 1 directrice ; ou 3¢ un
noyau, 2 directrices; ou 4 3 directrices.

Ainsi pour les surfaces réglées du deuaiime degré on
peut choisir pour directrices trois droites: si ces trois
droites ne sont pas dans un méme plan deux & deux, ni
paralldles toutes trois & un méme plan on obtient la

surface nommée hyperboloide @ une nappe : st les direc-
trices rectilignes, tout en étant toujours non dans un
méme plan deux & deux sont toutes trois paralltles &
un méme plan, on obtient la surface nommée paraboloide
hyperbolique.

On démontre qu’en dehors des cdnes et cylindres, il
n’existe pas d’autres surfaces réglées du 2° degré que
les hyperboloides & une nappe et les paraboloides hy-
perboliques.

On peut prendre pour une des directrices de la sur-
face la courbe de cette surface située a l'infini, courbe
qui ‘est la méme que la courbe & Pinfini du cone lieu
des paralléles aux géndératrices de la surface menée par
un point: ce cone senomme cdue directewr de la surface :
il peut d'ailleurs se décomposer en plans qu’on nomme
plans directeurs : ¢’est ainsi que le paraboloide hyperbo-
lique n’admet pas un cone divecteur, mais dewx plans
directeurs, les génératrices de la surface étant paral-
leles & I'un ou aulre de ces deux plans.

I existe au contraire un cone directeur pour hyper-
boloide & une nappe dont le sommet peut ¢tre pris en
un point quelconque de U'espace : Pour un point partici-
lier nommé centre de la surface, le cone directeur pos-
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stde non seulement méme courbe & U'infini que la sur-
face, mais est encore tangent & la surface tout le long
de la ligne & I'infini, on dit alors qu’on a affaire au
cone asymptote de la surface : Ces cones sont évidemment
du second degré comme la surface puisque lear section
par le plan de Iinfini est une conique : celle de section
de la surface par le méme plan.

Un cas particulier de I'hyperboloide & une nappe est
la surface gauche de révolution dont il a 6t6 déji parlt
el que nous allons ¢ludier & nouveau en délail.

HYPERBOLOIDE DE REVOLUTION A UNE NAPPE

On nomme ainsi la surface engendrdée par une
droite D tournant aulour d'une autre droite .y non
silude dansg un meme plan.

Considérons alors la perpendiculaive commune AB
A la droile D ot & Faxe XY (fig. 159). Celle perpen-

Axe

/x

Fig, 164,

diculaire déerit dans la rvévolulion de la droile D
le cercle de gorge de la surface el la projoction de D)
sur le plan de ce cercle est toujours tangente duns
toutes ses positions au cercle de gorge. Appelons
2 angle que fait la droite 1) avec lo plan du corcle de
gorge ef considérons une droite 1)’ menée pur A projelde
tgalement suivant la tangenle au cercle de gorge ol
faisant également un angle o avec-le plan du cercle de
gorge : il est bien évident quen faisan( lourner D' su-

tour de XY on engendre la surface engendrée déjy par
D, ce qui met en évidence sur 'hyperboloide Dexis-
tence d'un double systéme de géndrairices rectilignes. Ung
Glude

montre de moeme immdédiatement qu'une généralrice
o

un peu plus approfondie, quoique lrés siniple,

d'un systeme ne renconlre avcune génératrice du méme
systeme quielle el renconlre toutes les génératrices de
Pautre systome (lig. 159).

En un point de Ta surface passent deux généralrices
de systeme différent: Pensemble de ces deux généra-
Lrices définil done (1™ partie, section H1) 1o plan tan-
genl b la surface en ce point.

Les mérvidiennes de o sorface sont des hyperboles
admellant XY pour axe non transverse, B pour cenlree
el BA pour 172 axe lransyerse (voir 2¢ parlie, section I).
I vésulle do la construcetion meéme de la surface que le
point B est un centee de symdétrie pour lasurface, le plan
du eollier dlanl évidemment par suile de Texistence
du double systeme de géndraleices un plan de symétrie.

Las cones directeurs sont dvidemment de révolution :
celui dont le sonmumel est B est le cone asymplote, les
deux géndrealrices de co cone situdes dans un plan mé-
ridien sonl les asymptotes de la méridienne situde dans
e pli,

Les contours apparents de la suvface sont elliptiyues
o hyperboliques selon que lo cone asymplobo w'a pus o
« lui-meme un conlour apparent.

Siaxe XY ost vertical, lo contour hovizontal est la
projoction du collier et Io contour apparent vertical Ta
projection de la mévidienne de fronl,. Momes résullals,
inversés, si Paxe XY élait de boul.

Nous allons maintenant résoundee différents problomes
sur 'hyperboloide de révolution & une nappe dont axoe
esl verlical.

PROBLEME [, —— Euat donnde le projection horizontale
m-d’un gwint M, ddterminer L projection verticale de ce
point (lig, 160),

L hyperboloide do révolution donnera deux points i
moins que e point msoil sur e collier, On paméne le
point m sur une généealrice de fronl, ce poinl so dé-
place suivant un pauralldle de Phyperboloide de vévolu-
tion oL m vienl oceuper les positions p el ¢ sur la géndé-
ralrice donnde, Soient p' el ¢ los projections verticales
de patdey.
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Tig. 160.

sur la ligne de rappel menée de m pour avoir en w’ et
'y, Les projections verticales cherchées,

PROBLEME 1. — Etant donnée la projection verticale

2!

h

Pig. 161,

m! d’un point M trowver sa projection horizontale (fig. 161).

On méne le paralléle passant par m’ qui coupe en p,
p' la génératrice de front; op est le rayon de ce paralltle
que nous tracerons en plan et nous rappellerons hori-
zontalement en m, et m, le point cherché sur ce pa-
ralleéle et la ligne de rappel du point 2.

PROBLEME L. — Un point M de Uhypertoloide étant
donnd, déterminer le plan tangent en ce point (fig. 162).

Fig. 162.

Pour avoir un plan tangent il faut en ce point deux
génératrices de systtme différent; or ces génératrices
onl leurs projections horizontales tangentes & la pro-
jection horizontale du collier d’ott m p, m ¢, relevés en

m'p’, w'y’.

PROBLEME IV. — Trouver sur un hyperboloide les gé-
nératrices paralléles & un plan donné (Plans tangents pa-
ralléles a un plan donmé) (fig. 163).

On trace le cone asymptote et on en cherche la see-
tion par un plan paralléle au plan donné passant par
son sommet, soient ou, o'u' et ov, o' les deux géniéra-
trices de seclion; on mene horizontalement les paral-
leles aux génératrices trouvées tangentes au collier, ce
sont les génératrices cherchées.

En les accouplant deux & deux de systdme différent
de fagon que les traces des plans formés sur le collier
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soient paralleles & la trace horizontale Po du plan
donné, on a les plans tangents cherchés qui ont sur

fig. 108,

Pépure pg ol wr pour traces hovizontalos ol (/) (f.7)
comme points de conluct.

PROBLEME V. — Mener & hyperboloide H, wn plan
tangent par le point A (ou paralléle @ la droite D), le point
de contact dtant sur un paralléle donnd (fig. 164).

Le plan horizontal P est celui du paralltle donné: on
cherche le point (i5) de ce paralldle situé dans le plan
de front de'I’axe et la tangente ik, 'k issue ded d lo mé-
ridienne de front donne en 8 sur I'axe lo sommet du
cone circonscrit le fong du paralldle P, 1 reste & mener
des plans tangents de A («,d) au cone do sommet
(S,8) ayant pour hase le paralldle P: on joint SA dont

la trace sur P oost (%) on mene, de =z, «u et «v tan-

g, 164

sentes & la base, U el Vosont les points de conlacl

cherehds,

PROBLEME V1. — Mdue probléme, le point de conteel
dtant dems wn mévidien donnd (lig. 165),

Dupoint dound A e,y onméne la perpendiculaive (g,
sy surle plan méridien doundé My on ramanez, en s dans
Lo plan de front de Taxe of de o/, on méne une tangenle
2wl méridienne de fronl, on vamone (', w,) en
(u’y qui esl Te point de confaet du plur tangent

choreho,

PROBLEME VL. — Méme probléme, le point de contact

Atant sur une géndratrice donnde (lig, 166).

La géndeatrice donnée st (bm, O’y 1o plan de A of

de BM a pour trace horizontale MG, M Alant Ta trace de

BM et G la trace de AB. Cotle lrace coupe T base de
FHy en un 2° point () ot on méne la tangente au
collicr en sens inverse de mb, colle tangente est la
2¢ géndératrice du plan tangent cherché, elle coupe BM
en (g.9') qui est le point de conlact cherché.
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Fig. 165.

Tig. 166.

PROBLEME VIII. — Trouver les poinis commauns & wne
droite et @ Uhyperboloide H, (fig. 167).

Privcipe pE LA miroope. — Llintersection de deux H,
de révolution, dont les plans de cercle de gorge sont
les mémes, est une courbe dont la projection sur un
plan paralléle au cercle de gorge est un cercle.

Ceci posé, dGtant donné I'hyperboloide H, et la
droite A, on prend le point A de A situé dans le plan
du collier de H, et on prend sur la perpendiculaire en A
a la projection horizontale de A un point w, projection
de I'axe vertical de révolution de I’hyperboloide auxi-

Fig. 167,

liaire dont le cercle de gorge estle cercle de centre w et
de rayon o a. Ge cercle de gorge coupe le collier de H
aux points 7 et j, points de Uintersection des deux hy-
perboloides : un deuxiéme plan horizontal H” donne deux
nouveaux points K et L de Uintersection & la rencontre
des deux paralltles passant l'un par d, Pautre pare: le
cercle qui prejette 'intersection passe par i, j, k, | et
coupe A en w et v, projections horizontales des points U
et V cherchés, relevés verticalement en «’ ot o,
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PROBLEME IX. — Mener les plans tangents ¢ un hyper-
bolaide H, passant par une drotle A (tig. 168.)

Fig. 168.

Comme cas particulier : si le plan sécant est tangent,
la section se compose de deux générafrices concou-
rantes et, plus particulicrement, sile plan sécant est
tangent au plan asymplote, la section se compose de
deux génératrices paralleles :

1o Sectian elliptique (tig. 169).

On remarque que la section admet pour axe de sy-
méirie Pintersection du plan méridien M perpendicu-
laive au plan séecant P « Qavec ce plan : soit (i, 'f')
cette intersection, une rotation qui améne (ij, ij") de
front donne de suite les sommets de Vellipse situds sur
cet axe d’abord en a, b, ramenés dans M en « et b
relevés en @/, V. Les tangentes en ces points sont hori-
zontales. Le milieu (w, o) de (ab, «'0) est le centre de
la section, on cherche alors les poinl_;s situds sur 'axe
horizontal passant par (v, ©7); il suffit pour les avoir

On recherche les deux points U el V ol la
droite A coupe H, (voir probléme précédent). Par
ces deux points U et V on méne les deux généra-
trices de H, qui se coupent deux & deux en M. el P.

Les plans tangents sont MUY et PUV dont les
points de contact sont U et V.

SECTIONS PLANES DE L'HYPERBOLOIDE
'DE REVOLUTION A UNE NAPPE

Narure pE LA sgcrwN. — La section peut éire
une des trois coniques : ellipse, parabole, hyper-
bole; c’est une ellipse quand le plan paralléle au

plan sécant, mené par le centre de Uhyperboloide, ne
coupe pas le cone asympfote; ¢’est une parabole quand
le méme plan est tangent au cone asymplole; ¢’esl une
hyperbale quand le méme point coupe le cone asymptote. |

Fig. 169.

de couper H, et P.Q’ par le plan horizontal " : on
trouve ainsi les points (¢, ¢) et (d, &), Vellipse de
section est parfaitement déterminée. Si on voulail
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trie horizontal et celui de plus grande pente, mais en
probléme d

cherchant les sommets de la méme facon que plus
haut, on voit qu'un seul de ces axes coupe la section,

sur I'épure (fig. 171), c’est ’axe horizontal seul qui a
deux sommets (¢, ¢’) et (d, d'). On compléte la détermi-
nation de la courbe, en en cherchant les asymptotes,

elles sont les mémes que celles de la section du cone
asymptote par le plan sécant P«()’, on est donc ramené

a un
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en ce point, il suffirait de couper par un plan hori-

un point quelconque (m, m’) et la tangente (me, m't')
zonlal H'.
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Fig. 171.

“tion. Point courant (m, m') et tangente (mf, m'¥) comme

trouve ici les deux asymptotes (Kw, K'o') (bo, b'w') qui
se coupent naturellement au centre (w, ') de la sec-
plus haut, a l’'aide d’un plan horizontal H'.

Fig. 170.
Les mémes remarques subsistent et les mémes cons-
tructions sont & faire pour trouver Iaxe (ij, ¢j') situé
On détermine comme précédemment I'axe de symé-

situés sur cet axe, on ne trouve plus naturellement
3¢ Section hyperbolique (fig. 171).

qu'un sommet (s, ). On trouverait un point cou-
rant m, m' et la tangente en ce point (mt, m't’), comme

dans le méridien M de symétrie. En cherchant les points
il a été indiqué a la section elliptique.
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loide scaléne divers problemes. Par exemple, pour

HYPERBOLOIDE A UNE NAPPE SCALENE
avoir le plan tangent en un point M de la généralrice
I est déterminé par trois droiles directrices : A, B, C A, 1l sulfit dappuyer une droite passanl en M sur B el
quelconques; le centre de la surface est le centre O du G, ce qut se fail (s facilement comme le monlre 1o
parallélépipide construit sur les trois droites A, B, C, six | figure 172 en M I' Q. De méme pour mener un plan
langent par un point extéricur dont le point de contact
soil sur une généralrice A par exemple, on prend les

arctes de ce parallélépipede sonl des génératrices de

I'hyperboloide considérd (fig. 172).
On met ainsi en évidence les généralrices A, By, €, ! intersections U el V du plan A T avee les droiles B el
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Gy UV est la denxicme généraleice duo plan cherehd

dont Te point do contacl est par soile J.
Enfin pour reconnailre si Phyperboloide donné par

les Lrois géndraliices Ay By Goest bien scaléne ou, de

qui sont do systéme différent des génératrices A, B, (.
révolution, on regarde si Lo cone de vévolution passanl

La base du cone asymplote dans le plan des deux génd-
ratrices B ot C; cst une hyperbole admettant pour

asymptotes les droites B et (i elles-mémes; cetle hy-
par les (rois géndralvices du cone asymplote Oa, Of,

Oy puralldles i A, B, G udmel bien le long de ces généra-

perbole passe de plus par lo cenlré de la face
5 elle est done
(rices les plans tangents du cone asymptole ui-mome.

du parallélépipdde o se rouvent B et €

parfaitement déterminée.
On peut, avec ces données, résoudre sur I'hyperbo-
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PARABOLO'I'DE HYPERBOLIQUE

GENERALITES

Gomme nous Vavons dit, (rois droites paralléles & un
méme plan, sans ¢lee deux a deux dans un wmeme plan
déterminent un paraboloide hyperbolique. 11 résulte de
théoremes de géométrie élémentaire quiil existe une
infinit® de droiles toules paralldles & un méme plan qui
rencontrent les trois premicres droites données, ce sont
los géndratrices du 20 systome du PIH (fig, 173).

7 *Jj]arvidc'f‘e,c/eur

Tig, 173,

D’autee part, on peut recommencer ce méme raison-.

nement, en prenant trois génératrices du 20 systéme
comme point de départ, on voitalors qu'il n’y a pas que
leg (rois premidres droites, mais encore une infinité de
paralldles toules & un méme plan qui rencontrent les
génbralrices du 2° systdme. Ces droites conslituent les
g(’nu’zmllr'i‘czcs du 1o systéme.

Deux génératrices de méme systéme ne se rencontrent
pas, deux génératrices de systdme différentsont concou-
ranles. Les plans auxquels restent paralltles les généra~

trices de chaque systéme sontles plans directeurs du PH.
Le plan tangent en un point de la surface est déterminé
naturcllement par les deux génératrices qui passent en
ce point. Nous allons étudier le paraboloide hyperbo-
lique, spécialement dans le cas ot un des plans direc-
teurs est horizontal.

PROBLEME 1. — Trouver la projection horizontale d’un

NIt CONALCant o1 Drolectiom Nerti e /
potnt connaissant sa projection verticale m’ (fig. 174).

Fig. 174.

On coupe par le plan horizontal du point m’ qui ren-
contre la génératrice (ab, a't’) en (u,u’) et la généra~
trice (ed, ¢'d’) en (v.v). La droite (uv, w'v’) est la géné-
ratrice horizontale passant en m/, la projection hori-
zontale de M est donc en m sur u v.
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PROBLEME II. — D ‘terminer le plan tangent en un point
(m, m") donné du paraboloide.

Prenons ce point (m.w') sur la génératrice (u v, u'v")
(fig. 174 bis): pour avoir le plan tangent, il suffit de tracer
Nante] /e o]

Fig. 174 bis.

la deuxiéme génératrice qui passe en (in,m’). Or, parmi
o] 9

les génératrices horizontales il y en a une qui est de

bout, par suite en projection verticale toutes les géndé-

ratrices du 2¢ systéme qui doivent rencontrer celte

droite de bout passent par le point «' qui la projette

verticalement et qui nécessairement est le point de ren-

contre de a't' et ¢d’. Donc on trace o'm’ dont la trace
horizontale est (pp) sur la trace horizontale w¢ duP. 11
en joignantm p, on a en (mp, m’p’) la deuxicme géné-

ratrice passant en (m,m’) d’ou le plan tangent (u v m p,
uw'm'yp').

PROBLEME III. — Contours - apparents du P.H.
(fig. 175).

Le contour apparent vertical est réduit au point, w
qui projette verticalement la génératrice horizontale
de bout. On déterminera le contour apparent horizontal
en le considérant comme Yenveloppe des projections
horizontales des génératrices. Ce contour apparent est
une parabole.

Quand donc on a 4 tangentes le procédé connu de

géométrie élémentaire permet de déterminer le foyer
et la directrice de cette parabole.

Tig. 175.

Remarque. — Si a b, et ¢ d étaient paralléles, le 2° plan
directeur serait vertical et il existerait une génératrice
~du 2¢ systeme verticale. Le contour apparent horizontal
- se réduirait lui aussi & un point. Le P.H. est alors dit
“ paraboloide hyperbolique équilatére.

PROBLEME IV. — Déterminer les génératrices d'un P.H.

paralléles a un plan donné (Plans langents paralléles ¢ un
plan donné) (fig. 176).

Cherchons d’abord la génératrice horizontale du pa-
raboloide donné parallele au plan P o Q' donné, pour

cela menons par (a b, d V') et (¢ d, ¢ d') deux plans pa-
ralléles  aP trace horizontale du plan donné. Ces plans
sont déterminés par leurs traces horizontales a q et ¢ n,
on a un point de leur intersection (p, p') en coupant
par un plan de front F, la génératrice horizontale

cherchée est (u p v, u' § o).
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Pour avoir la génératrice du 2° systéme paralléle &
P « Q' on méne par (u v, @' ¢') un plan paralléle AP «
Q', pour cela on trace par «, @’ une frontale paralléle &

A R, e,

Fig. 176.

aQ)' dont la trace horizontale est ¢ ¢/, menant par ¢ une
parallele ¢ 6 & « P et prenant le point de rencontre m
de 7 § ct ac trace horizontale du paraboloide, on a en
(mw, m'w') la 2° génératrice cherchée, ' étant la pro-
jection verticale de la génératrice de bout et (mw, m'e’)
s’appuyant sur (u v, u’ ©') par exemple en (3, ¢'). Le
plan womo, w v'n, o, est parallele au plan P = Q, ce

qui résout la question sous sa seconde forme.

PROBLEME V. — Déterminer le plan tangent issu du
point A é un P. H., le point de contact éiant sur une généra-~
trice donnde (fig. 177 et 178).

La génératrice donnée et le point A forment un plan
qui coupe le P. H. suivant une 2° génératrice dont le
point de rencontre avec la génératrice donnée est le
point de contact cherché du plan tangent.

Il faut pour faire 1'épure distinguer deux cas: 1° la
générairice donnée est horizontale (u v, w' v') (fig. 177)

’

2¢ génératrice et le probléme s’achéve alors facilement
(g, 9') est le point de contact; 2° la génératrice donnée
est de 2¢ systtme ; dans ce dernier cas, on cherche le

Fig. 177.

point d’intersection (f. f’) du plan formé par A et la
génératrice donnée (mp, ' p')avec une deuxieme géné-

ratrice (¢ 7, ¢' 7’) de méme systdme et on mene par f f',

on détermine alors la trace (;,¢') horizontale de la

horizontale qui s’appuie sur (m p, ' p') et (gr; ¢'r)
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c¢’est la deuxiome génératrice du plan A M P dont I'in-
tersection (g, ¢',) avec (m p, / p'ydonne le point de con-
tact du plan tangentA M P (lig. 178).

PROBLEME VI. — Trouver le 2¢ point de rencontre
d'une droite et d’un P. H., le 1° point conmun élunt connu

(fig. 179).

Soit (m, w) le 1°* point commun i (§,8") el au P. 1.,
prenons la génératrice horizontale (v, w' o) passant en
(m, m" le plan (Buv, 8%'v") conpe le P.HL suivant une génd-
ratrice de 2¢ systeme qu’on délermine & Faide des (races
horizontales ef dupoint o', soil (¢, ') cotle généralrice,
elle coupe (d, ) en (p, pf) qui est le 20 poinl cherehé,

(P (v PR, ¥

g, 179,

PROBLEME VII. — Mener les plans tangents @ un P, 11,
par une droite donnde (fig. 179).

Soient (m, m’) et (p, p’) les deux points de rencontre
de la droite (3%') avec le P. II. Menons les deux géné-
ratrices qui passent en (m, m’) ot les deux géncératrices
qui passent en (p, p'); ces génératrices se rencontrent
deux & deux en (i, i) et en (j, j/), formant ainsi les deux
plans tangents cherchés (i m p, ' m' p’) el (j m p,
§'m’ p) dont les points de contact sont (i, 7') ot (4, J).

Le probléme n’est donc possible que si la droile
donnée rencontre le P. II. et se ramine de suite aun
probléme de l'intersection d’une droite et d’un P. H.,
probléme traité précédemment.

SECTIONS PLANES DU PARABOLOIDE HYPERBOLIQUE

En général, la section plane d'un paraboloide hyper-
holique est une hyperbole: il y a exception : 19 si le
plan est langent, la seclion, nous avons vu, est alors
formde par deux génératrices de systéme différent;
20 si lo plan sécanl est parallele & Paxe du paraboloide,
la seetion est alors une parabole; 3° une droite si le plan
séeant est directeur.

La direction de Paxe du paraboloide est celle de Pin-
tersection de deux plans directeurs deo systéme diffé-

'
|
'
'
1
1
I}
[}
!
-

e

T\,

Fig. 180,

rent. Pour Pavoir, il sulfil de mener par an point quel-

conque de Fespace (fig, 180) deux paralloles & deux

{
géncralrices de deuxivme systeme ebde prendree Ta (race
horvizontale du plan ainsi formé, celle eace (uy, p¢)
est Lo direction de Puxe.

I est done facile de voir si une seclion plane est
hyperbolique ou parabolique, il suffit de regarder si
le plan séeant est paralldle ou non & la direction de
Iaxe.

1 Section hyperbolique (fig. 181).

On a aulant de points el de tangentes qu'on veut de
la section en coupant la surface el le plan séeant par
des plans horizontaux, les tangenles sont les inlersee-
tions des plans tangents aux points déterminds et du

plan sécant. On fixe 'allure de la courbe en cherchant
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les directions asymptotiques qui sont les intersections du
plan sécanl avec deux plans direcleurs de systéme diffé-

Fig. 181,

rent : sur I'épure on a trouvé ainsi le point (m, ') et sa
tangenle (me, a't) et les dircctions asymptotiques
(al’y al®) ol (ks, K'Y).

20 Section parabolique (lig. 182).

Gomme dans le cas précédent, on détermine points
et tangenles courants au moyen de sections par des

plans horizontaux. L’allure de la courbe (parabole) est
assurée puisqu’on connait la direction de son axe, qui
est aussi celle de 1'axe du paraboloide. Quatre lan-

Fig. 182.

gentes étant connues, on peut, comme nous l'avons
déja rappelé, déterminer élémentairement le foyer et la
directrice de la parabole de section. Plus simple-
ment, on sait pratiquement tracer une parabole con-
naissant deux points et les deux tangentes en ces
points.
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CHAPITRE PREMIER

GENERALITES. — ELEMENTS D'UNE GENERATRICE

POINT CENTRAL

Considérons une génératrice OG et une génératrice

infiniment voisine (r,, menons la perpendiculaire com-

mune O O, (fig. 183) & ces deux droites, on nomme
]

G, G &

@)

i
o

g — — —f —
Ml \\\\Ljv.,(?;

]
|
|
]
1

o~

Fig. 183.

point central la limite w 'de la position de O quand la
génératrice G, se déplacant sur la surface réglée, vient
se confondre avec la génératrice G.

LIGNE DE STRICTION

On appelle ligne de striction d’une surface réglée le
liew géométrique des points centraux de toutes les généra-
trices G de cette surface.

PLAN ASYMPTOTE

On appelle plan asymptote & la surface le long de la
génératrice G, la limite © vers laquelle tend le plan P
mené par la génératrice G paralltlement & la généra-
trice G, quand la géncéralrice G, se déplagant sur la sur-
face vient se confondre avec la génératrice G. On dé-
montre facilement que le plan asymptote, le long d’une
génératrice (x, esl tangent & la surface au point & V'in-
{ini de cette génératrice G.

PARAMETRE DE DISTRIBUTION

Appelons § la plus courte distance de deux généra-
trices infiniment voisines G et G, et appelons a ’angle
de ces deux génératrices (fig. 183).

On appelle parametre de distribution sur la généra-

b)
trice G lu limite K du quotient - quand G,, se déplagant sur
a

la surface, vient sé confondre avec G. Il faut bien re-
\ . .

marquer que par sa définition meéme le paramétre de

distribution n’est pas un nombre, mais une longueur.

VARIATION DU PLAN TANGENT LE LONG
D’UNE GENERATRICE

1o Formule de Chasles. — Considérons une généra-
trice G et une génératrice infiniment voisine G, soit
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00,=54 la perpendiculaire commune & GG, (fig. 184).
prenons un point M de G et menons par M le plan Q
perpendiculaire & G. Ce plan Q coupera la généra-

|
G ¢

Fig. 184.

trice G, en M, etla paralléle G/, menée & G, par O en un
point I, il résulte de cette construction que 1M, est pa-
rallele & 00, ; done, comme 00,, IM; est perpendicu-
laire au plan GOG';; par suite, le triangle MIM, est
rectangle eton peut écrire en appelant o, Fangle IMM, :
MI=MItg o,
d'autre part, le triangle rectangle IMO donne, en ap-
pelant a 'angle de G et de G,
MI =MO tga

dong :
M, I

(&)
Passons maintenant & la limite en faisant tendre G,
vers G, O tend vers le point central o, le plan GOG/,

OM tg o, =

tend vers le plan asymptote, le plan GMM, tend vers le

plan tangent en M & la surface et, par suite, I'angle o,
tend vers I'angle ¢ que fait le plan asymptote avec le
plan tangent en M. Si donc nous appelons = la dis-
tance wM nous aurons :

lim oM tg ¢, == tg ¢ et

.o MJI limO00, . & o . . a
lim — = =lim - X — =lim - X lim —
g a tg a a lga a g a
=K % 1=K

On a donc :
ztgp=K

K étant le paramétre de distribution, x la distance
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du point M au point central, » I'angle du plan asymp-
tote et du plan tangent en M.

Cette formuie des plus imporlantes est connue sous
le nom de formule de Chasles. du nom du géomeétre qui
la trouva.

2 Conséquences de la formude de Chasles. — 1 Le plan
tangent au point cenlral d'une génératrice est perpendi-
culaire au plan asymptote le long de cetle génératrice.

En effet, pour == 0 comme K est fixe 5= 0 il faut
done :

done :

2° Il y « éyalité entre le RAPPORT ANHARMONIQUE DE QUATRE
POINTS $100° une ¢énérairice et Je RAPPORT ANHARMONIQUE DES
QUATRE PLANS TANGENTS @ [l surfuce en ces points.

Cela tient a la forme homographique de la relation qui
lie Ta distance = du point de contact & la tangente de
I'angle 2 du plan correspondant.

3¢ La connaissance de %4 points et de 3 des plans
tangents permet de déterminer le plan tangent au

4¢ point;
tangents et de 3 des points de contact permet de déter-
miner le 4e point de contact.

Cette conséquence résout tous les problémes quon

inversement, la connaissance des 4 plans

peul se poser surles plans tangents & une surface réglée.

Cas parricunier. — Si k=0, il faut tg = toujours nul,
¢’est-i-dire ¢ toujours nul, le plan tangent reste donc
toujours le meéme le long de la génératrice; on dit que
la surface est développable.

THEOREME. — Lorsyue dewr surfaces réglées ont une
géndratrice commune, elles se raccordent en dewxs points de
cette générairice, ¢ est-a-dire qu'en dewx poinis elles admetient
le méme plan tangent.

En effet, prenons comme origine des dislances le

r

point central d'une des surfaces sur la génératrice com-
mune, on devra avoir (fig. 184) :

ztgo=K
(x—a)tg (¢ —2) =K,
en appelant « la distance des deux points centraux et

30
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a Pangle dicdre des deux plans centrawr, ¢’est-a-dire
des deux plans tangenls aux poinls centraux.

Pour que les plans langents soient confondus, il faut
quune meéme valeur de ¢ vérifie & la fois ces deux équa-
tions ; la condition pour qu’il en soil ainsi résulte de 'éli-
mination de ¢ entre les deux équalions, ce qui donne :

X
lg ¢ =~
(oo — [g g Kl

@
1+ilgolge x—u

K—uw tg v K,
x4+ Kige w—u

Ko — Ko —a?tgo 4+ awtga==K &+ KK g

wlg a4 (K — K—alga) —K (e + K (ga)y==0

3

Gquation du 20 degré
donnant les distances au poinl central, origine des
points ot les plans tangents aux deux surfaces sont

qui fournit deux racines en

confondus.

THEOREME. — Lorsque dewr surfaces véglées se raccor-
dent en reors poinds d'une yendratrice conanune, elles se rac-
cordent tout le long de cetle géndratrice.

En effet une dquation da 2° degré ne peut avoir 3 ro-

cines sans clre une identité,




CHAPITRE 1I

SURFACES DE RACCORDEMENT

1 HYPERBOLOIDE DE RACCORDEMENT

Gonsidérons une génératrice G d’une surface réglée
sl trois points = M, My, M; de cetle génératrice ou les
lans tangents sont T,, Ty, T;. Tra¢ons une droite dans
hacun  de  ces plans  tangents. soit M,T,, M,T,,
M, Ty, (Llig. 185).

[l existe un et un seul hyperboloide & une nappe

Fig. X185,

wlmeltant ces trois droites : M,T,, M,T,, M,T,, pour
lirectrice. Get hyperboloide se raccorde évidemment
wx 3 points M, M,, M, avec la surface, donc il s’y
accorde tout le long de la génératrice G d’aprés le
lernier théordme démontré. En conséquence, dans tout
robldme sur les plans tangents & la surface réglée en
wm point de G, on pourra remplacer cette surface par
hyperboloide de raccordement et, par suite, résoudre
‘acilement ce probléme.

En général, dans les applications, on s'arrange pour
jue les trois droites : M,T,, M;Ty, MgT;, qu’on peut

prendre chacune arbitrairement dans un plan tangent,
coupent une méme droite A donnée; on a, par ce fail,
des constructions beaucoup plus simples dans nombre
de problémes sur les plans tangents.

20 PARABOLOIDE DE RACCORDEMENT

Si on prend les droites M,T,, M,T, et MT, du
paragraphe précédent, toutes trois paralléles & wun
méme plan, la surface réglée du 2° degré qui passera
par ces trois droites ne sera plus un hyperboloide & une
nappe, mais un paraboloide hyperbolique qu'on nomme
parabolo’ide de raccordement et dont il est souvent
plus facile de se servir que d’un hyperboloide de rac-
cordement.

3° PARABOLOIDE DES NORMALES

Les normales aux différents points d'une méme gé-
nératrice d'une surface réglée engendrent une surface
du 2° degré qui mne peut &tre quun paraboloide
puisque ces normales sont toutes paralléles & un meéme
plan : le plan normal & la génératrice considérée; c’est
ce paraboloide qu’on nomme le paraboloide des nor-
malés. On démontre que le paraboloide des normales
est le liew géomdirique des ares des hyperboloides de rivolu-
tion & une nappe qui se raccordent & la surface le long de la
géndralrice considerde.
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Poeyiime piNimon. ——  Reprenons Ta formule de
Chasles :
o lg.‘, @ K
Sionous appelons 0 Pangle dfune plan tangent en M
avee le plan cenlral, ¢ esl=t=dire To plan tangent au
point centeal, oo a dvidemments 900 —0, done :

aroeolgho R
T l;.',o

Supposons que le paramotee de disteibution 4 soil
infind, ona tg 00, sauf poureinting lut-meéme, done le
plan langent est le meme éntous les points de f génd-
rafrice, saul & Uinfint ot iy o indélermination, A

o

quoi correspond done celle supposition.

~

LR e ‘ . i . \ .
Si K estes comme ona koo lim =, cela revient aodire

A

que Pangle de deux géndralrices infiniment voisines es
mfiniment petit pue rapport & leur plus courfe distance;
or, ¢est o qui a lien pouwr To eylindre puisque pour les
surfaces cylindviques = est loujours vigoureusement nul,

Supposons mainfenant K ==0, on a g b = sauf
pour z == 0 ol il y a indélermination, le plan tangent
resto le meme tout le long de Ta génératvicce: an poin
central il est indétermind, ¢’esl dive que fa plus courle
disfance de deux génératrices inliniment voisines esl
infiniment petite par rapport & leur angle. (Cesl ee qui a
liew dans le cone puisque, pour les surfuces coniques,
la quantité ¢ est rigourcusemeunl nulle, Mais il faut hien
remarquer (que ce fail ne se prodail pas que pour les
cones : il y o dawtres surfuces que les swrfaces coniques
pour lesquelles le paramdtre de disteibution K est nul,
Ces surfaces sonl nommaées surfuees développabies.

Inversement, si K n'est wi nul ni infini. le plan tangent
varie en chagque point de lo géindratrice considirde.

Druxiiyg pieiNeron, - Soiend (et (7, deux généra-
(rices (fig. 18G) infiniment voisines de la surlace le
long desquelles Tes plans tangents sont T et T, S nous

coupons cellesei par un plan queleonque S qui ren-

{
o G
G
M

=3
p —
s

g, 186,

contre Goen Mol G2 en M Tes langentes en M el en M7 4
[ courbe d'interseetion se coupenl an point My ot e
plan N renconbre la deoite dintersection Gy des plans T
eUT7 A Ta limite, Te point My vient se confondre avee le
poinl M ety comme le plan S est geg, on voil que o li-
mite de Pintersection Gy et des plans T ol T est la gé-
néralrice (i,

Dane, taute surface développable est Cenveloppe de premiere
espiee e ses plans tangents el réeiproguement, stoun plan
pecrieehle dépend dwn ssOn paramdire, son ereeloppe est une
déreluppable.

TrowtEME DEVINITION. =~ Lenveloppe des plans oseulutewrs
@ une courbe gauche est une surfuce ndeessairement dévelop-
pahle dapreés ce qui prieede.

Reéciproguement, toute surface développable, «’ost-d~dire
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toute surface dans laquelle la distance de deux généra-
trices infiniment voisines esl infiniment petite par rap-
port & angle de ces génératrices peut étre considirie
comme le liew géomdtrique des tangentes d une courbe guauche.
On démonire que celle courbe gauche est la ligne de
striction. e la surface en montrant que le lieun des
tangentes 4 Ia ligne de striction se confond avee Ien-
veloppe des plans osculateurs & la surface (fig. 187).

~ )t I/

Vig, I87.

En résumd @ Toute surface d veloppable peut étre consi-
dirée comme le liew des tangentes & une courbe gauche qu
constitue se ligne de striction; en oulre, le plan tangent, le
long de chaque o nératrice, se confond avee le plan osculatewr
a e ligne de striction aiw point. od cetle géndratrice touche
cette ligne,

Ao Provuigris, — Deux des propriétés les plus impor-
tantes des surfaces développables sont les suivantes

19 Towte section plane d'une surface développable presente
un point de vebroussement au point ot le plan sécant coupe la
ligne de striction qui, powr celte raison, est appelde swiire pE
REBROUSSEMENT de [ surface;

20 Toute swrfuce d-veloppable est applicable sans déchirure
ni duplicature sur un plan.

On peut se rendre comple par approrimaiion de ce
dernier théoréme, en remplacant la surface dévelop-

Fig. 188.

pable par une surface polyédrale dont les arétes sont
les cordes infiniment pelites de la ligne de striction
(lig. 188).

GENERATION DES SURFACES DEVELOPPABLES

Le fait d’otre développable équivaut pour une sur-
face réglée & ume condition, il suffit donc ensuite de
deux conditions pour définir une telle surface d’ou les
modes de génération usuels suivants :

10 2 directrices;

20 { directrice, 1 noyau;

3° 2 noyaux.

Remarque [. — En prenant pour une directrice la
courbe @ Uinfini de la surface, on définit la surface au
moyen de son cine directeur.

Remaroue II. — En général la développable est I'en-
veloppe des plans tangents communs aux directrices ou
noyaux qui la déterminent.

Revaneue HI.'— Toute développable est I'enveloppe
des cones directeurs de la surface ayant pour sommet
les différents points d'une courbe quelconque tracde
sur cette développable.
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CHAPITRE PREMIER

I. — SURFACES A CONE DIRECTEUR DE REVOLUTION

1° SURFACES GAUCHES A’ CONE DIRECTEUR DE REVOLUTION

Etudions tout d’abord la ligne de striction d’unc sur-
face gauche & cone directeur de révolution, les plans
centraux étant toujours orthogonaux aux différents plans
asymptotes, c’est-a-~dire aux plans tangents au cone
directeur, tous ces plans sont paralldles & Paxe ducone

Fig. 189.

directeur, et par suite enveloppent un cylindre donf les
génératrices sont paralleles & l'axe du cone directeur
(fig. 189). |

Les points de contact de ces plans, c’est-d~dire les
points centraux sont alors les points ot les tangentes
paralléles & Iaxe du cone directeur touchent la surface,
d’ot la propriété :

THEOREME. — Lu ligne de striction d’une surface
gauche @ cone dirvectewr de révolution est la cowrbe de contact
duw cylindre circonscrit & la swrface parallélement @ Uaxe du
cone divectewr.

Conorrame. — Le confour apparent sur un plan per-
pendiculaire & Paxe du cone directeur est la projection
sur ce plan de la ligne de siriction et réciproquement.

En conséquence, on a comme cas particulier la pro-
posilion suivante :

Le lieu des tangentes & un cylindre le long d’une
courbe quelconque et faisant avec les génératrices de
ce cylindre un angle constant est une surface & cone
directeur de révolution.

Remanoun. — Il ne fandrait pas croive que cette sur-
face est développable, ceci ne se produirait que si les

N

Fig. 190.

tangentes au cylindre élaient en méme temps tangentes
a la courbe en question, ce qui n’a pas licu ordinaire-
ment (fig. 190).
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DISTRIBUTION DES PLANS TANGENTS. POLE D'UNE GENERATRICE.
— On détermine le plan tangent au point(m m’) (fig. 191)

-

- - ——

3K

Fig. 191.

par la génératrice p m, p'm’ (prise de front ici) et par la
tangente a la section de la surface par le plan horizontal
H’. Laligne de striction est projetée en (s,6"); (p,p")
est donc le point central de la génératrice (p m,
p" m). Quant au plan central, il est prisici vertical.

Ceci posé la tangente a la section horizontale
qui sert & fixer lo plan tangent en (m ') est déter-
minée par le théordme suivant :

THEOREME. — La projection 1 du point o les
normales awx sections horizonlales aux points de la
génératrice P M rencontrent la normale au point cen-
tral P est un point fixe qu’on nomme le pile de la géné-
rairice.

Si donc on connait une section horizontale de la

surface, ou méme seulement la tangente au point -

de cette section situé sur P M, on ale point N et

par suite tous les plans tangents le long de P M. Par
13 méme sont résolues toutes les applications des plans
tangents et en particulier les problémes d’ombres.

2° SURFACES DEVELOPPABLES A CONES DIRECTEURS DE REVOLUTION.

Ces surfaces sont nommées surfaces d’égale pente. En
considérant la surface comme I'enveloppe de ces cones
directeurs ayant pour sommet une section horizontale,
on frouve: :

Que toules les'secm?ons horizontales sont des courbes PARAL-

LELES el que les plans tangents font en chagque point d'une
section horizontale le méme angle avec Uhorizon, ce qui jus-
tific le nom de surfaces d’égale pente. Ce sont de telles
surfaces qui forment les limites de terrains meubles en dé-
blai ow en remblar.

On démontre que:

Toute surface d’égale pente est le lieu des tangentes
& une hélice tracée sur un cylindre quelconque et la
section de la surface par un plan perpendiculaire aux
génératrices du cylindre est une développante de la
section du cylindre par ce plan.

Il résulte alors immédiatement de 1a et de la pro-
priété des plans osculateurs a I’hélice que toute sur-
face d’égale pente est orthogonale & son noyau cylin-
drique.

On peut en résumé dire que les surfaces d’égale
pente sont des hélicoides généraux développables (voir
chapitre suivant).

Intersection de deux surfaces d’égale pente (fig. 192).

4 ~

-~
I'd S ————

" i;‘ ) Fig. 192. ()
On a bien évidemment en appelant 7 et ¢ les deux an-~
gles de pente:
AM  Zcotg i cotgi
A'M~ Zcolg? cotg?
d’out le lieu de M, projection horizontale de l'intersec-
tion. La tangente  l'intersection est déterminée comme
intersection. des plans tangents dont les traces sur le
plan horizontal H sont A 'V, A’ V/ qui se coupent en T.
La tangente en M est donc T M.
Cas particulier. — (fig. 193).

St une des directrices se réduit & un point F et 'autre
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1

& une droite D, on (roave pour interseclion une conigue,
car on a:

ME_
MDY
Mm
\ ----- +D
~ o \\
F

Pig. 198

co qui est bien la définition des coniques an moyen
d’un foyer ot une divectrice.

Prosrives sur 18s pLANS tanGeNTs (0mbres).
PROBLEME I. — Mener @ wne surfuce d’éygele pente wn
plan tagent per wn point downd P

On considore sur e plan horvizontal (A) I base Gdu
cone divectowr de Lo surface de sommet P. La Geace du
plan tangent mend par P sor le plan ¢A) est Ta tangente

- -

4 ~
// \\
/' \
/ hY
" b
i \
{ P )
!
| i
\\ ]
12
\ /
\ /(8
\‘ 'l
/
» S o’

vig. 104

commune & la section (A) de la surface eb ao cerele
(B), @ condition que les dewr courbes (A) et (8) svient dn
méme clié par rapport o la tangente A B (fig, 194).

" PROBLEME I1. — Mener d wne swrface d'égale pente un
plan tangent paralléle & une droite D,

On considére toujours la section de la surface par un
plan horizontal (A) et on prend un cone directeur de
sommet arbitraire S, soit (B) la base do ce cone sur le
plan (A), on méne A ce cone des plans langenls paral-
18]es & Ja direction donnée D : soil o B ot 2 B les Lraces
de ces plans, on mdne des tangentes & la section hori-
zonlale (A) paralléles & « B (lig. 195) ¢t « I/, ¢o sont

[ les traces des plans tangents cherehds

condilion (que

1
!
1
1

Fig, 196,

-
-
-
o

(A) el (B) soienl d'un méme eold des plans langoenls
[)ilvl'il.”(!lus_

il. ~— SURFACES A PLANS DIRECTEURS

Un cas pareticatior des surfaces i eone direetour do
révolution est celui ot ce eone se réduil & un plan. Ceel
n'est dailleurs & supposer que dans Lo cas des surfaces
gatches, car dans 1o cas des surlaces développables
Parele de rebroussement se réduaivait alovs & an point
A Pinfing ol la surface ne serail aulee quiun eylindre,

La surface végloe o plus simple & plan diveefour est
le o HL gue nous avons déjiv éludié.

I eésulie de fa Toi de disteibulion des plns langents
I Tong d'une géndratrice que les plans asymploliques
de toules les géndratvices sont paralleles an plan diree-
towr puisque lous perpendicalaives aux plans cenbrany
correspondants.

Parmi Tes surfaces i plan divectenr Tes plus usuelles,

A
Immm—————
P i

Fig, 146,

nous eiterons los Conoides. Ce sont des surfuces & plan
directeur of dont une directrice est une droite. Quand
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cette droite est perpendiculaire au plan directeur le
conoide est dit
droit (fig. 196),
sinon 1l est obli-
que (fig. 197).
Les figures
monfrent deux
exemples de co-
noides droits,
I’'un & noyau
sphérique, I'au-
tre & directrice
circulaire de sy-

Fig. 197.

maéirie par rapport b la directrice rectiligne.

ProprLEMES SUR LES PLANS TANGENTS DANS LES SURFACES
A PLAN DIRECTEUR.

On connait sur chaque génératrice trois points et les
trois plans tangents en ces points, savoir, les points sur
les noyaux ou directrices et les plans tangents en ces
points el, de plus le point & Pinfini ot le plan tangent
est parallele au plan directeur. On peut donc, comme
conséquence de la formule de Chasles, traiter sur ces
surfaces les problémes de plans tangents et d’ombres.
Donnons trois exemples.

1o Swrfuce @ dewr noymr: les deux noyaux sont des
sphores égales (o, o) et (¢, ¢), le plan directeur est le
plan horizontal. On constrait le plan tangent en (m, m')
de lTa généralvice (« b, ' If) en égalant aurapport anhar-
monique (oo, o, w!, ) le rapport anharmonique des
traces des plans tangents aux mémes points sur un
plan perpendiculaire en (m, w) & (a b, o’ V): de ces
quatre traces on en connadl trois, il est facile de déter-
miner la 4° qui est la trace du plan tangent en (m, m”),
on trouve ainsi (m ¢, m" ') qui détermine le plan tan-
gent cherché (fig. 198).

20 Sur fuce @& wn noyaw et wune directrice. — Le noyau est
un cone S et la directrice une droite verticale, le plan
directeur est horizontal. Menons a cette surface un plan
tangenl paralléle & une droite (3, &) dont le point de
conlactsoit sur la génératrice (ba, b’ «') ; on connait trois

points jet quatre plans tangents, savoir oo, b, a ot les |

plans tangents en oo, b, m, a, le plan tangent en m étant
le plan déterminé par (3, &) et (b «, 4" o) dont (m, ')
est justement le point de contact cherché: la conserva-
tion du rapport anharmonique fixe donc de suite la po-
sition du point m sur b ¢ (fig. 199).

Ona:
mb  myb
171 o
—= == (oo h ma)= (300, 30, 30,30
ma  ma, (b ma)= (3904, 304, 38, 3)
Surface & dewx directrices. — Lune est une droite ver-

ticale, Pautre un cercle dans le plan vertical, le plan

[ PpAeeiph ettt

SILY
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\ A R N i
\! ' "\"1!:4 L b
y ] N LNy i 1
N~ 1 vt N 1
! N N
1 AN \k\
N ,’ b\.q
S '
N 1
il
!
a
\&,
Fig. 198.

directeur est horizontal ; menons & cette surface un
plan tangent par un point donné (a, «') dont le point
de contact soit sur une génératrice (be, /' ¢’). La encore
on connait trois points (%, b, ¢,) et quatre plans tan-

_gents ceux en (oo, b, m, ¢) en appelant (m,m') le pointde

contact du plan tangent passant par («. &') et dont le
point de contact soit sur b ¢, V' ¢. La conservalion du
rapport anharmonique permet de déterminer la posi-
tion (m, m') du point de contact absolument de fagon
pareille au cas précédent (fig. 200).
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CHAPIT

RE 11

HELICOIDES

On peut distinguer 7 sortes d’hélicoides que nous
allons passer en revuae :

Lo Helicoide gauche général. ~— C’est une surface gauche
& cone directour de révolution dont la ligne de striction

Cone Pireckenr
de Rﬁrfmm

Fig. 201,

est une hélice tracée sur un noyau cylindrique de cette
surface (fig. 201),

20 [dlicoide yauche: oxdinaire. — Clest le cas particu-
fier du préeédent en supposant que le noyau, au lieu

¢ by
Vi
(
(=) 3
2\»0 ;Dﬁm‘f“'“

Tig. 202.

d’atre un cylindre quelconque, est un cylindre de ré-

volution.
Cet hélicoide jouit d’une propriété importante : sa
section par un cylindre coaxial au noyau est une hélice

3° Surface de vis a filet triangulaire. — C’est un cas par-
ticulier du précédent (2°) lorsque, non seulement le

Cone dwrecteur 7
e Réuohitun~—

c'éﬁhdrc
zeduik
& un age

Fig. 203.

noyau cylindrique est de révolution, mais lorsqu’il se
réduit & une droite (fig. 203).

4° Hélicoide gauche a plan directewr. — C'est encore un

N L)

@[ (%] Jr.cﬁié :F(é'w&tmw

FPlan dweclecr .Y

Fig. 204.

cas particulier de (2°); dans ce cas, le cone directeur

de meme pas que I'hélice de striction (fig. 202).

est réduit & un plan (fig. 204).
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5o Surfuce de vis a filet carré. — C’est un cas particulier
encord du précédent (4°); done & fortiori de 10, 20 of

.F' 90‘

r~.,.. g oa

L/

Flan directeur

__A_)(e melmc’mdrﬁculmru
auw T\law Avrecteuy .

I'ig, 200,

aussi méme de 3¢ ¢ il y o un plan directeur ¢l non un
cone directeur ef le noyau eylindrique est eéduil & une
droite (fig. 205).

6o Hélicoide ddveloppable queleongue. — (Cest un eas par-
ticulier de 10 obtenu en supposunl que les généralrices

x
¢
2
=
e
§
B
>

GCU Gw

Ha =
: )’l‘th{\
Treg L

Fig. 200.

de la surface sont des langenles & I'hélice de striction
(tig. 206).

70 Hélicoide développable ordinaire. — Cest un cas par-
-
& ™
@
N
o).
\&ﬂ -
N ‘I("t ]
=
\\..., |

C’«yh}ta’/’a awredlaipe,

Iig. 207,

ticulicr da précédent en supposant le eylindre noyau de
rivolution (fig. 207).

GENERATION DES DIFFERENTS HELICOIDES PAR LE
MOUVEMENT HELICOIDAL D'UNE DROITE

Dans le premier cas (fig. 201), la géndratrice (v se
déplace d'an mowvement hitlicoidel, ¢ est=d=dire d'un-mou-
vement résultant & la fois d'une (ranslation et d'une
rolation ayant un uxe parallole & la translation. Dans ce
mouvement lo point central O décrit une hélice géndrale
quelconque H fracée sur un eylindre queleongue G

Dans le deuxiome cas (fig. 202), ¢’esl le méme mou-
vemenl, mals le eylindre est de vévolution.

Dans le troisieme cas (fig. 203), le eylindre ost réduit
& une droite.

Dans le qualritmoe cas, le cone divecteur est réduil &
un plan (lig. 204) perpendiculaive & "axe du eylindre
de conlour apparent,

Dans le cinquidme cas (fig. 205), le noyau est réduit
& une droite et Te eone directeur & un plan, les généra-
trices s'appuient sur une droité perpendiculaire au plan
auquel elles restent paralldles tout on se déplagant d’un
mouvement hélicoidal.

Dans le sixidme cos (fig. 206), les géniratrices se dé-
placent d’un mouvement hélicoidal en restant tangentes
a hélice de striction.,
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oéné-

Dans le septieme cas, ¢’est le méme mode de g

ralion, mais le cylindre noyau est de révolution.

Ce dernier hélicoide posséde des propriétés qui méri-
tent d’otre signalées (voir fig. 207).

Une section de cette surface par un plan perpendiculaire
Pare di cylindre noyaw est une développante de cercle.

Si on développe cette surface sur un plan, toutes les
hélices trajectoires d’un point invariablement fixé sur
une géndératrice se transforment en des cercles y com-
pris Phélice de striction elle-méme.

Le rayon p du cerele transformé par développement
de Phélice de striction est donné par la formule

#

cos? o

0
nappelant » le rayon du cylindre et « 'angle des
génératrices avece le plan perpendiculaire & I'axe.

Applications des hélicoides et des swrfaces gauches. — Les
ardles des marches d'un escalier en four ronde forment
une vis A filet careé (59).

Le dessous des mémes marches, ¢’est-d-dire ’intrados
de Uescalier, est, dans le cas d"un escalier & noyau plein,
un hélicoide gauche & plan directeur (4°). Si le noyau est
tees mince, Uintrados peut 8tre considéré approximative-
ment comme formé par hélicoide (5°) (vish filet carrd).

Dans la voute dite vis de Saint-Gilles. les surfaces de
lit des voussoirs sont formés de vis A (ilet triangulaire.

Enfin dans les voltes biaises, on appareillait autre-
fois, & I'aide d’une surface dite biais passé gauche. surlace

Fig. 208.

gauche A trois directrices : deux circulaires égales &
plans paralldles, la troisiéme rectiligne dans un plan
passant par les centres et & égale distance de ces deux
centres (fig. 208).

Aujourd’hui on appareille les voutes biaises par un
appareil hélicoidal ; les surfaces de lit et de joint sont
des vis & filet carré (5°).







PETITES

EPURES

TEXTES

PETITE EPURE N 1

Exoxct :

On donneun paraboloide hyperbolique & plan directeur
horizontal dont deux génératrices sont AB, A (— 60,
50, 0), B (0, 50, 70) et CD C (40, 80, 0)D (0, 40, 50):
fe trouver le deuxidme plan directeur ; 2° étant donnée
la projection verticale m' d’un point, en trouver la pro-
jection horizontale et 3¢ étant donnée une droite Ma
passanten M, A (0, 18, 42) trouver le second point d’in-
tersection G de cette droite avec le paraboloide.

TEXTE :

1° On obtient le deuxiéme plan directeur en menant
par le point B de AB une parallele BF a CD. Ce
deuxiéme plan directeur est ABF.

2° On coupe le paraboloide par le plan horizontal du
point M', on obhtient la génératrice PQ ce qui donne la
projection horizontale M. -

3° On coupe le paraboloide et le plan PMA par deux
plans horizontaux, I'un passant en o' qui donne la
génératrice de bout dans le paraboloide et I'horizontale
KL dans le plan, d’ou le point commun L, 'autre 7's’

qui donne la génératrice RD et I'horizontale SU d’ou

le point U. L’intersection du .paraboloide et du plan
PMA étant une droite, c’est la droite UL qui coupe
elle-méme la droite MA au point G cherché. Le plan
langent en G est MGQ.

PETITE EPURE N- 2

Exoxct :

On donne une surface gauche & plan directeur
horizontal, dont une directrice est la droite AB, A
(0, 90, 0), B (0, 40, 70) et autre directrice un cercle
de rayon R = 30 placé dans un plan de front de cen-
tre o (— 40. 50, 30). 1° trouver un point M de cette
surface connaissant la projection verticale m' de ce
point; 2° déterminer le plan tangent au point M.

TexTE :

Les deux directrices de la surface. étant placées
d’aprés les données, on coupe par le plan horizontal
du point m', ce qui donne deux génératrices PQ et RQ
de la surface et sur une ligne de rappel deux points M
et M, répondant & la question.

Pour avoir le plan fangent en M par exemple, il suf-
fit de se rappeler (3¢ partie, 2¢ section) que sur une
génératrice d’'une surface gauche, le rapport anharmo-
nique de quatre points est égal au rapport anharmo-
nique des quatre plans tangents en ces points. Si sur la
surface on connait trois points avec leurs plans tan-
gents, a savoir P, ou le plan tangent est déterminé par
la tangente au cercle, Q ou le plan tangent est déter-
miné par la directrice elle-méme, I'infini ou le plan
tangent est horizontal ; pour avoir le plan tangent en M
coupons les ftrois plans tangents en question par un
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plan vertical passant en M quon rabat sur le plan (POM o0) = MP
horizontal dw point M, on obtient de suite les rabatte- i B

ik il suffit done de prendre sur une sé-

“ 7

Iigure pelile dpure g 1, -~ Wf?
ments ml; de la trace du plan tangent en P, miy, du ¢ Nolod - | war,  MP
, | Vs Ay , e .| cante w, o, paralldledom 3 un pointie, tel que—— cm =
plan tangent en (, mz du plan tangent & I'infini si 1O s wyry MQ

alors on remarque que le rapport anharmonique | On reldve ensuite la droite wym en (me, m't') en prenanl sur
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3

Figure petite épure ne 2,

la verlicale du point J, j't' = ji,. LQ plan tangent PSL Cette génératrice M T est la deuxidme génératrice en M
donc délerminé par la géndratrice MP et la droite MT. | du paraboloide.

32
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Figure petite épure n° 3,
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PETITE EPURE N- 3

Enonce ;

On donne une surface gauche & plan directeur
horizontal déterminée par deux noyaux, l'un une
sphére de centre o (— 45, 45, 45) de rayon R =45,
I'autre un cone de révolution de sommet S (30, 45, 90)
ayant pour base un cercle de rayon 30 dans le plan
horizontal. 1° prendre une génératrice quelconque de
cette surface ; 2° étant donné un point™A (— 45, 104, 60)

trouver sur la génératrice choisie le point de la sépa- |

ratrice d’ombre propre en supposant que la lumiére
émane du point A considéré comme lumineux.

TEXTE :

Pour avoir une génératrice quelconque il suffit de
couper par un plan horizontal et de mener une tangente
commune aux courbes de section des deux noyaux par
ce plan horizontal; c’est ainsi que sur I’épure on a
trouvé la génératrice IJ. Pour avoir le point limite
d’ombre propre, il suftit de chercher le point de con-
tact du plan tangent passant par A et IJ. Ce plan tan-
gent AIJ détermine avec les plans tangents en I, J et
I'infini un rapport anharmonique qui devra étre égal
au rapport anharmonique des quatre points de con-
tact. On construit en rabattement les traces des quatre
plans sur le plan vertical du point M et on obtient ainsi
mS, pour le rabattement de la trace du plan tangent
en J, mU, pour le plan tangent en I, ms pour le plan
a l'infini, md, pour le plan AlJ. On prend le rapport

(nyqpy o0) = f}% et on détermine sur ¢/j' le point ¢/
1™ .
' pyg :
tel que —=== - 1’ estle point cherché.
1 t'j Py P

PETITE EPURE Ne 4
ENoNCE :

. On donne un hyperboloide de révolution défini par
un axe ap,a (— 40, 0,0) 8 (25, 100, 82) et une généra-
trice AB, A (— 60, 38, 0), B (50, 30, 50). Déterminer le
cercle de gorge de cet hyperboloide ainsi que la géné-

ratrice du systéme opposé & celui de AB qui croise
AB en M sur le cercle de gorge.

TexTE :

On méne en MQ la perpendiculaire commune & I'axe
et & la génératrice AB. La plus courte distance est
obtenue de front en m' o',. On méne alors par le point
@ sur I'axe le plan perpendiculaire & l'axe et on cons-
truit dans ce plan le cercle de centre Q et de rayon
m'o'y, c’est le cercle de gorge. Sur I’épure le point M
se trouve étre le sommet du petit axe en projection
horizontale. On a déterminé les axes de la projection
verticale au moyen d’un rabattement qui a donné en
w' ' le sommet du petit axe. On a tracé également une
tangente t;m' & 'aide de son rabattement ¢,»/,. Pour
avoir la deuxieme génératrice passant en M, il sulfit
de mener par M la parallele MU a I’axe «2 et de pren-
dre le symétrique d’un point de AB par rapport i cette
droite MU. Sur I’épure on s’est servi du point C de AB
qul se trouve étre sur une horizontale perpendiculaire
@ MU, on a donc en G le pied de cette perpendicu-
laire et en H le point cherché : la deuxieme génératrice
est MH. Si au lieu d’employer le point C on avait pris
tout autre point, on aurait da mener de ce point Ie plan
perpendiculaire sur MU et prendre le symétrique du
point par rapport au pied du plan perpendiculaire
sur MU.

PETITE EPURE Ne 3
ENONCE :

On donne un hyperboloide de révolution ayant pour -
axe « B, = (—40,0, 0),8(0, 70, 70), dont une génératrice
estAB, A (—70, 43, 0), B (0. 43, 35). Trouver I'intersec-
tion de cet hyperboloide avec la droite CD, C (0, 65,
30), D (47, 120, 0).

TeXTE :

On emploiera comme surface auxiliaire le cone de
sommet S ayant méme axe que I’hyperboloide et dont
une génératrice est la droite CD. On choisit comme
base de ce cone le cercle situé dans le plan perpendi-
culaire & l'axe au point v ; la droite CD coupe ce plan
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Figure petite épure n° 4.

en M et une rotation, amenant M en M,, place de front | cone, pour cela on prend la trace du plan SAB sur le
w My de telle sorte que oM représentele rayon du cercle | plan de hase du cone, cette trace est PT, son rabatte-
de base du cone qu’on rabatimmédiatement sur le plan | ment ¢z, coupe le cercle de base rabattu en K, relevé en
horizontal de son centre ©. On cherche alors I'intersec- | K ¢ (le deuxidéme point d’intersection du cercle et de
tion de la génératrice AB de I'hyperholoide avec ce | ¢, est en dehors des limites de Iépure); une homo-
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thétie de rapport 1/2 I’y place en I, relevé enl; les
deux points 1 et K donnent de suite, le premier par
homothétie, le deuxidme directement les points y et 8
ot la géndratrice AB coupe le cone, il suffit de prendre
des génératrices SK et SH du cone
avee AB. De ces points 8 ety on méne alors des plans
perpendiculaires sur 1axe, les points d’intersection de
ces plans avee la droite CD quisont les points I et J
sur 'épure sont les points cherchés.

les intersections

PETITE EPURE Ne 6

Exonci :

On donne un cone de sommet S (40, 90, 90) ayant
pour hase duns le plan horizontal un cercle de centre
o (=40, 50, 0) et de rayon 40 et un cylindre ayant pour
base dgalement dans le plan horizontal le cercle de
centre o (40, 50, 0) et de rayon 40; les génératrices
sont de front of font 45 avec le plan horizontal. Pren-
dre un point M commun i ces deux surfaces et couper

la surface développable dont 1’ardte de rebroussement
est I'intersection du cone et du cylindre par le plan de
front du point M : vérifier en construisant cette nou-
velle intersection dans le iroisinage de M, qu'elle pré-
sente en ce point M un rebroussement.

TexTE :

On a déterminé Vintersection du cone et du cylindre
dans le voisinage du point M & I'aide de plans horizon-
taux numérotés (1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) les points de
l'intersection correspondants portant en projection
horizontale les mémes numéros. On a construit, par la
méthode ordinaire de I'intersection de plans tangents,
les tangentes aux points (2) (3) (4) (5) (6) (7) eton a
pris les intersections de ces tangentes avec le plan de
front du point M, ce qui a donné les points U, V, R,
W et Z pour T'intersection de la développable et de ce
plan de front; en joignant ces points, on vérifie bien
que cette interseclion présente en M un rebroussement
ainsi que le veut la théorie du cours. (3° partie, 2¢ sec-
tion.)







GRANDES EPURES

TEXTES

GRANDE EPURE Ne {

Hyperboloide et sphére.
EnoncE :

On donne deux points A et B situés sur une verti-
cale. Le point A estd 6 centimétres au-dessus du plan
horizontal et le point B & 2 au-dessus du point A. La
verticale AB est I'axe de I'hyperboloide de révolution.
Le cercle de gorge a pour cenitre le point A et pour
rayon 4. Le paralléle P de centre B a pour rayon 5. On
prend sur P un point C tel que le rayon BC soit incliné
a 45° sur le plan vertical. Puis on déerit une spheére de
centre G et de rayon 8. Représenter le solide compris
entre la surface de I'hyperboloide, le plan du paralléle
P et le plan horizontal en supposant enlevée la partie
de ce corps comprise dans la sphére.

TEXTE :

Mise ex prace. — On a immédiatement les contours
apparents et horizontaux ; cherchons le contour appa-
rent vertical de I’hyperboloide, dont nous connaissons
déja le centre @', les sommets ¢ et &', et les deux points
symétriques O, et U/, du paralléle du point B. On sait
que les sections d’une quadrique par des plans paral-
leles sont homothétiques, et que par conséquent elles
ont mémes directions asymptotiques; or, considérons

le plan de front tangent & I'hyperboloide au point F du
cercle de gorge, il coupe la surface suivant les deux
génératrice L f, k' ', gf. ¢ f': les directions asympto-
tiques de I’hyperbole sont donc #'f" et ¢'f' et comme
de plus elles passent par le centre ' ce sont les asym-
ptotes cherchées.

Mérnope. — On prend pour surfaces auxiliaires des
plans horizontaux, ils coupent les deux surfaces sui-
vant des cercles, d’ott deux points de I'intersection.
Remarquons de suite que le plan vertical de trace ac
étant plan de symétrie pour les deux surfaces, la
projection horizontale de lintersection admettra ac
pour axe de symétrie.

Poixr covrant ET 84 tancente. — Coupons par le plan
horizontal H'. Il détermine sur les deux surfaces deux
paralltles projetés horizontalement suivant les cercles
de rayon =z et ¢. d’ott les deux points m et n en pro-
jection horizontale. En particulier, m se reléve en w/
sur H'. Cherchons la tangente en M. Elle est perpendi-
culaire au plan des normales en M aux deux surfaces.
La normale a la sphére est em-¢'n/, la normale &
I'hyperboloide est ym-y'n/. Une frontale de ce plan est
v3-'3', d’ott la projection verticale n'd' de la tangente
perpendiculaire & +'d', Une horizontale de ce plan est
se-2e, d’ott la tangente mf en m perpendiculaire i Je.

Pomnrs remarouasLes. — Dabord les points I et J sur
le contour apparent horizontal de la sphére. Puis les
points K et L sur le cercle de gorge. On obtient le

33



Figure granda épure n? 1.



GRANDES EPURES

point P sur le contour apparent vertical de I'hyperbo-
loide en coupant par le plan de fronl e, qui coupe la
sphore suivant le cercle de rayon ¢o, d’ott le point p-p'.
Enfin cherchons le point situé sur laxe de symétrie
ac. Pour cela faisons tourner la figure autour de la ver-
ticale du point « de fagon & vendre le plan vertical ac
de front. La section de hyperboloide par ce plan est
Uhyperbole méridienne, la seclion de la sphire est le
cercle de centre ¢y, d’ot le point -/, qui par la rota-
tion inverse vient en r='. En 7 la tangente est perpen-
diculaive & ae poar raison de symétrie, et en+’ elle est
horizontale.

Poneruarion. — On se veprésente facilement le solide
demandé. |

GRANDE EPURE Ne 2

Cylindre de révolution et hyperboloide a

une nappe.
EnoNe :

Représenter le solide commun & un eylindre de ré-
volution et i un hyperboloide & une nappe d’axe ver-
tical. Le centre de Ihyperboloide se projette horizon-
talement & 21 centimdtres au-dessous de sa projection
verticale. Les génératrices rectilignes font un angle de
A% avee le plan horvizontal; le rayon du cercle de
gorge est dgal & 3 centimetres. Le cylindre a 6 centi-
mbtres de rayon, son axe est de front et sa penle est
deale & 1/3 de droite & gauche en montant. Cet axe
rencontre 'axe de I'hyperboloide & 1 centimdtre au-
dessus du plan de cercle de gorge.

Texte:

Misk BN prack. — Ayanl construit les projections A et
A" de laxe du cylindre qui rencontrent en ¢ et ¢ 1’axe
vertical de Phyperboloide, on obtientles contours appa-
rents de ce eylindre en menant des tangentes respecti-
vement paralldles & A et & 4" aux deux cercles de con-
tour apparent horizonfal et vertical de la sphére de
centre G ' et de rayon 6.

Quant & 'hyperholoide, pour le définir, tragons son

cercle de gorge en projection horizontale et la projec-
tion verticale de sa méridienne principale. Cetle der-
niére est une hyperbole de centre O' et dont les asymp-
totes font 45° avec la ligne de terre; de plus nous con-
naissons ses sommets @’ et b/, nous savons ladonc

construire.

Mgéruooe. — On a affaire & deux surfaces de révolu-
tion dont les axes se renconlrent au point c¢’, on em-
ploiera donc comme surfaces auxiliaires des spheres
de centre c¢.

Pomvr courant gr rancente. — Considérons la sphove
auxiliaire de rayon ¢'«. Elle coupe 'hyperboloide sui-
vant deux paralldles projetés verlicalement en d/'d’, ot
ee’,. Elle coupe aussi le cylindre suivant deux paral-
leles projetés en f'f"y et gy, D’ot en projection ver-
ticale 4 points de I'intersection w/, 2/, p/, ¢/, dont deux
sculement les points m' et n’ situés & Iintérieur du
contour apparent vertical du eylindre sont réels. A cha-
cun des points m' et 2 correspondent en projection hori-
zontale deux points de U'intersection ; ainsi la droite de
bout du point m’ rencontre le parallele de I'hyper-
holcide projeté horizontalement suivant le cercle de
centre 0, de rayons Oc aux deux points m et
symétriques par rapport d A. A sera donc un axe de
symétrie pour la projection horizontale.

Cherchons les tangentes en m et m,. La langente en
M est perpendiculaire au plan des normales. Or la nor-
male au cylindre est wf et w/f, la normale a I'hyper-
bolotde est my-my'; par suite la tangenle en ' esl
¥ perpendiculaire & la frontale 8% de ce plan, et
la tangente en m est mb perpendiculaire & 'horizon-
tale ge.

Remarquons que la projection verticale de Pintersec-
tion est.du second degré; en effet linlersection de
deux surfaces du second degré est du qualriéme degré;
mais le plan de fronl A est plan de symétrie pour les
deux surfaces, chaque point est done un point double
en projection verlicale, ot cette projection sera done du
second degré. (Pest ici une hyperbole dont nous allons
déterminer el le centre et les asymploles.

Son centre est Te point Cintersection des diagonales
du parallélogramme formé par les quatee points w', #',
P ¢'. Cherchons maintenant les directions asymplo-
tiques ; pour cela nous devons considérer deux sur-
faces homothétiques & hyperholoide et au cylindre et
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civconserites & une méme spheére, nous prendrons
comme sphere inserite la sphére ayant pour grand
cercle le cercele de gorge de Phyperboloide, hyperbo-
loide Tai est done civeonscrit etle cylindre homothétique
du eylindre donné el circonscrit & cette sphére s’ob-
Lent immdadiatement. Les contours apparents verlicaux
de ces deux surlaces se rencontrent aux points of, %, &/
et o'y ces deux surfaces se coupent done suivant deux
coniques ayanl pour projections verlicales les plans de
houl g'=" el ¢N. Cos deux droites ¢'=" ot &'V sont les di-
rections asymptotiques cherchées. Dot les asymptotes
en menanl par o les paralldles & ces droites.

Pomnes pountes. - La projection horizontale de T'in-
ersection admel deux points doubles. Les plans diamé-
traux des deux surfaces par rapport & la direction ver-
ticale se rencontrant suivant La dreoite de bout du point
I, les points doubles seront o ol sure .

Pomves nevanouastis, — D’abord les points o, §, 0, o/,
sur- le contour apparent verlical du eylindre, rappelés
hovizontadlement en »y s, £, @, sur A, la langente en ces
points ¢lant perpendiculaire & A puisqu’ils sont dans le
plan vertieal de trace A, plan de symétrie pour les deux
surliees,

Enfin la sphare auxilinive limite pour le cylindre,
inserile dans le eylindre Te long du parallele j7', et
qui coupe hyperbolotde suivant les deux paralléles
W, nous donne fes points K et #en projection ver-
(ieale ot les tangentes sont horizonlales, ot les points
-1 =(=1, en projeclion horizontale ot la courbe est tan-
zonle an parallele corvespondant.

Poxervarion, - - Nous voulons représenter le solide
commun aux deax corps. Pour cela on garde des con-
lours apparcenls de chagque corps les parlies intérieures
A Paulre o les ponelue. Puis on ponetue la courbe. lei
lo courhe esl enlidrement vue en projection verticale.
En projection horizontale Tare re sl seul caché.

GRANDE EPURE Ne 3
Hyperboloide, Cone et Sphére.
Enonct:

Un cone de révolution a pour axe la droile (AA)
siluée dans un plan de fronl A, et son contour apparent

vertical est formé de deux droites rectangulaires dont
I'une Sa’ est horizontale.

Un hyperbole de révolution d’autre part & son axe
BB" dans le méme plan de front A etil est engendré
par la fronto-horizontale (DD").

On demande de représenter le solide commun aux
deux surfaces limité & une sphére de rayon R et dont
le centre est le point w d’intersection des deux axes.

TexTE :

Mise e prace. — Il faut déterminer le contour ap-
parent vertical de I’hyperboloide. Pour en avoir un
point on considére un point (pp”) de la génératrice
(DD%) eton le fait tourner autour de I'axe (BB') jus-
qud ce quiil vienne dans le plan de front de cet
axe.

Si I'on rabat le plan de bout du point p.p” perpendi-
culaire & BB’ sur le plan de front A, le point pp’ vient
en w/y & une distance p'p/, égale & hp. 11 suffit alors de
déerire une circonférence de rayon wp’, pour avoir
deux points ¢'f" du contour.

I faut remarquer que le cercle de gorge se rabat
suivant le cercle v. Par conséquent le centre de ’hyper-
bole de contour esl le point . D'autre part, il existe
dans la surfate d’une maniére évidente deux généra-
trices paralléles passant par les points (rr’) (DD') et qui
sont horizontales. Donc une direction asymptotique de
’hyperbole de contour est horizontale. Comme il existe
aussi deux génératrices verticales, une autre direc-
tion asymptotique est verticale. Les asymptotes de
I’hyperbole de contour sont done déterminées.

Mirmone. — On coupe par des spheéres ayant pour
centre le point o.

PorNt courant ET sa rtaNceNtE. — Prenons une sphre
auxiliaire qui coupe le cone suivanl le parallele o't
et I'hyperboloide suivant le paralltle ¢d’. Le point
m’ est A Pintersection de «'l et ¢d’. Pour avoir la pro-
jection horizontale on cherchera I'éloignement & partir
de Vaxe. 1l sulfit pour cela de rabatire 1o paralldle a'lf
m'm’, 6gale & Auwe est Uéloignement cherchd.

Pour avoir la tangente il sulfit d’appliquer la mé-
thode du plan des normales.

SECTION DES QUADRIQUES PAR LA spHink. — En projection
verticale ces sections sont deux paraboles évanouis-
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santes, c¢’est-d-dire réduites d deux droites. Nous n’au-
rons besoin que de la projection »” w” pour I’hyperbo-
loide. Pour le cone la section se compose des droites
Il et 'y

Les poinls des projections horizontales se détermi-
nent comme pour lintersection du cone avec 'hyper-
boloide.

Pomvrs nemarguantes. — On peut remarquer les points

1y (un”y (pp”) (qy) qui s’obtiennent immédiatement ; et
de mdéme les points (00) (g¢') quisont a Pintersection
des conlours apparents.
La projection verlicale de Pintersec-
tion du cone et de hyperboloide est une hyperbole
dont on peut avoir facilement les asymptotes. Et
d’abord, le cone asymptote et le cone S étant superpo-
sables par (ranslation les directions asymptotiques sont
la. verticale et T'horizontale. I suffit donc d’avoir le
contre. Ce point sera donné par la sphére limite o qui
est inscrite & 'hyperboloide. Cette sphore donne le
1)(:)1[11, 7" ol ¥ avee leurs tangentes, qui sont, on levoit,
perpendiculaires & la corde 7'y, Par conséquent le
point & milicu de 4"y est le centre de I’hyperbole.

Poncruarion. — Elle est immédiate en projection ver-
ticale. Kn projection horizontale, tout ce qui se trouve
dans la moiti¢ supéricure de la sphére est vu; plus
tout ce qui forme contour.

REMARQUE.

GRANDE EPURE Ne 4

Paraboloide hyperbolique et surface de
révolution.

Enonce :

1 Un solide opaque est engendré par la révolution
autour dela verticale du point o de la surface a't/c’'d’e’.
située dans le plan de front, de cette verticale, ¢'d’est
un arc de cercle ayant pour centre le point /7 symé-
trique de ¢’ par rapport & Iaxe.

2° Un paraboloide hyperbolique est défini par un
plan directeur qui est de profil et par deux généra-
trices horizontales ab-a'b’, ec-¢'¢’ inclinées & 45° sur
ce plan de profil. La surface du paraboloide par-
tage ce solide en deux parties. On demande de re-

présenter celle qui.contient I'arc ¢’d’. On se conformera
pour la mise en place aux données du croquis.

Texre :

Mgrnope. — Les deux génératrices AB el AG du pa-
raboloide étant horizontales, le second plan directeur
de la surface est horizontal; tout plan horizontal cou-
pera donc le paraboloide suivant une génératrice hori-
zontale a distance finie. Nous prendrons done pour
plans auxiliaires des plans horizontaux qui couperont
le paraboloide suivant une généralrice el la surface de
révolution suivant un cercle, d’ott deux points de Pin-
tersection.

Powr couranr Er rancentsz. — Le plan direclear de
profil coupe le paraboloide
V¢ inclinde & £5° sur le plan horizontal & cause des
données particulicres de I'épure. Il nous sera, par
suite, facile de lrouvér Uintersection G de cette géndé-
ratrice avec Je plan horizonfal de cote i, sa projection
horizontale sera le point g tel que by = 07y = h. '

La génératrice d’intersection de ce plan el du para-
boloide hyperbolique est done complotement déter-
minée, elle est horizontale, d’ott sa projection verti-
cale et sa projection horizontale passera par le poind «,
pied de la génératrice verticale du paraboloide. Do,
en projection horizontale, le pointm relevé sur 1.

On opére de méme pour obtenir un point de Iinter-
section du paraboloide et de la surface de révolution
engendrée par l'arc ¢’d’ eton obtient le point n-n" et
son symétrique n~n';; on voit par les conslruclions
que la projection horizontale admet le point @ comme
centre de symétrie et que la projection verticale est
symétrique par rapportd «'d’.

Cherchons la tangente en M; ¢’est intersoction des
plans tangents aux deux surfaces. Le plan tangenl au
cylindre a pour trace e, tangente en m au corcle. Lo
plan tangent en M au paraboloide hyperbolique est dé-

suivant la généralrice be-

terminé par les deux géndralrices qui passent par ce
point; 'une mg-m'y’ vous donne la direction am de la
trace horizontale du plan tangent, 'autre est de profil
et rencontre la génératrice ab du systéme horizontal an
point B, qui est un point de la trace horizontale du
plan tangent, d’ott B parallele & am,t se rappelle on ¢,
ot t'm.
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Pownrs  nemanouasies. — D’abord les points sur le
contour apparent lorizontal de la surface. Ce sont les
points I’ et Q situds sur EG et P,,Q, sur AB. Puis les points
sur le contour apparent vertical R et R, qu'on obtient
faciloment, le plan de front de 'axe coupantle parabo-
lotde hyperbolique suivant la génératiice fronto-hori-
rzontale RR7 dquidistante de AB et EC.

Enfin, cherchons les tangentes en D. On voit en pro-
jection  horizonlale, par passage a la limife, que la
tangente en d est lo générattice horizontale du parabo-
loide passant par D: par suile les tangentes en d' se-
ronl les projeclions de gdénératrices d’intersection du
plan vertical ¢ ad avee 1o cone de tangence en D A la
surface de révolulion, d'on & d' et & d' symétriques
par rapport aa'd’.

Poxcroarion. — On ponetue d*abord la courbe d'in-
tersoetion sur la surface de vévolution : en projection
horizontale elle esl vue loul entidre; en projection
vorticale Tes aves o el d'y1') sont cachés, mais de-
viennent vas lorsque Ton enldve la partie du solide
pluede en avanl du paraboloide.

GRANDE EPURE No B
Paraboloide hyperbolique et sphére.
noneit 3

On donne une sphare (00" par son rayon. Un para-
boloide hyperbolique admel comme générairices les
droites AB eC €D, ¢t pour plan directeur le plan hori-
zonlal.

Roprdsenter le solide commun aux deux surfaces.

nn .
lMexre :

Remanoue, — Iy a deux plans de symétrie communs
aux deux surfaces. Le plan horizontal du point O et le
plan de front du point O. Tout sera donc symétrique
par rapport aux droites 0’ et On. ;

Misi s8N prace, — Le paraboloide admet un contour
apparent horizonlal, qui est une parabole & priori. Ce

confour apparent est la projection du lieu des points de

contact des plans tangents verticaux. Cherchons un de
ces points.

Considérons par exemple la génératrice (¢5ys, §'47's)-
Le plan vertical projetant cette droite coupe le parabo-
lotde suivant une génératrice de systéme différent de
GgF,. Or une telle génératrice passe en projection ver-
ticale par le point o’et rencontre toutes les génératrices
horizontales. Le plan vertical coupant (ad, «'d’) au point
(o). Cette génératrice sera en projection verticale
o’p'. On en déduit immédiatement le point (., p).

Mirnone. — On coupe par les plans horizontaux. Ces
plans donnent un cercle dans la sphére et une généra-
trice horizontale dans le paraboloide hyperbolique.

PoNr courant ET 8A TANGENTE. — Considérons le plan
g1y, 11 coupe la sphére suivant le cercle de diamétre
Ow, W) et le paraboloide suivant la génératrice (g,y,,
Jy')- On a immédiatement deux points de I'intersec-
tion. Prenons le point (mm'). La tangente est I'intersec-
tion des plans tangents. Le plan tangent a la sphére est
perpendiculaire au rayon (om, o'm’). On le détermine
par I'horizontale (m3. m'B") et la frontale (my, m'y').

Le plan tangent au paraboloide est formé par la
génératrice G,I', et par la deuxiéme génératrice du point
(m, w'). Cette génératrice passant par le point o' en pro-
jection verticale, se détermine facilement en (=, w'a').

Pour avoir un point (v') de la tangente autre que
(mm') il suflit de couper par le plan horizontal v'.

PoINTS SUR LES CONTOURS APPARENTS DE LA SPHERE. — En
projection liorizontale les points (k') (i) sont évidents.
Examinons la projection verticale.

Le plan du contour apparent vertical ¢tant de front,
on coupera par ce plan. On obtiendra le cercle o' dans
la sphére, et dans le paraboloide une hyperbole. On
déterminera deux points de cette hyperbole voisins de
la circonférence o. Il suffit pour cela de couper par les.
plans horizontaux ¢/, et ¢,. Ces plans donnent les points
(¢q") (rr"). En assimilant I'arc ¢'v’ d’hyperbole & une
droite, on a de suite le point ¢ et par symétrie le
poirt f'.

Remaroue. — Les points ¢ et [ étant sur une méme
verticale, leurs projections horizontales sont confon-
dues. Le point (¢f) est donc un point double en projec-
tion horizontale.

PoINTS SUR LE CONTOUR APPARENT DU PARABOLOIDE. — Le
plan de contour apparent du paraboloide passe en rai-

34
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son des symétries par la droite (on, o'n'). 11 est paralléle
a Ja ligne de terre. Pour avoir un point de sa trace ver-
ticale, considérons une droite quil contient (do, d'o).
La trace verticale de cette droite étant (s¢), la trace
cherchée sera 8. Ainsi le plan de contour apparent est
déterminé par les droites (on, o''), (st, §'t').

On coupera par ce plan. Le paraboloide donnera
comme courbe dintersection la parabole de contour
apparent, et la sphore sera coupée suivant une ellipse
dont on déterminera deux points voisins de la para-
hole.

Sur I'épure on a chevehé le point (337 situdé dans le
plan de profil (w0') en coupant par ce plan el en le
rabattant sur le plan vertical. La droite (ot, o(') vient
en (at, o0 el Te cercle d'intersection est un grand cor-
ele tangent en o' & la verticale. Le point (s3") rabattu est
a Uinterseclion de ee cercle et de ol

Le point (u) a 616 obtenu & Iaide d’un plan horizon-
tal.

Poxeroamon. — I suffit dappliquer les régles ovdi-
naires.,

GRANDE EPURE N° 6
Hyperboloide et paraboloide hyperbolicue.
Fononet <

On donne un hyperboloide de révolution défini par
un axe vertical o (0, 75, (), et une géndératrice de front
MN, M (—69, 105, 0), N (69, 105, 100), et un parabo-
lotde hyperholique dont une génératrice est MN, une
autre la droite UV intersection du deuxidme bissecteur
et du plan du cercle de gorge de I'hyperboloide, un des
plans directeurs étant de profil.

Représenter la partic de fa surface de Phyperboloide
supposée conslitude de matitre opaque qui est situde
au-dessous du paraboloide.

Trxre :
D’aprds les donndes, on trouve pour cercle de gorge

de Phyperboloide : un cercle de rayon 30 dans le plan
horizontal de la cote 50,

Le paraboloide admet évidemment comme second
plan directeur un plan de front.

Liinterseclion se composera en dehors de la généra-
trice MN qui est commune, d’une cubique gauche ;
mais si on remarque que les deux surfaces admettent
un axe de symétrie, de bout commun, 'axe QP on
voit de suite que Pintersection se projettera sur le plan
vertical suivant une cubique gauche dontle point o' sera
le centre el le point dtnflexion.

Pour avoir des poinls courants tels que E on sest
donné par sa trace horvizontale mi un plan auxiliaive
passant par MN, ce plan coupe Phyperboloide suivant
ane seconde géudralvice 16 ot le parahaloide suivaat
fa géndratrice de profil <¢e obtenue en  délerminant
le point = situé sur UV. Ces deux génératrices se
coupent au point E. La tangente en ce point est
obtenue en prenant Uintersection des deux plans tan-
gents dont les traces sur le plan du cercle de gorge sont
2B pour le plan tangent & hyperboloide et =y’ pour le
plan tapgent au paraboloide ; ces deux fraces se cou~
pent en 0 of la tangente est Ge. Au point d'inflexion Q
la tangente est obtenue en cherchant la trace WP du
plan tangent en P au parabolotde (4 Paide d’un rabat-
tement gqui donne W), sur le plan tangent de {ront en
P a I'hyperholoide. Aux points M et N les plans tan-
geuts aux deux surfaces sont confondus, on pourrait y
délerminer les tangentes par une des deux méthodes
du cours, il est plus rapide de prendre la tangente en
projection horizontale i Paide d’un caleul analytique
simple, et dela relever ensuite en projection verticale
comme droile du plan tangent commun.

La ponctuation ne présente d’autre part aucune difli-
cullé.

GRANDE EPURE No 7

Coéne et Conoide.

liNoNGE <

On donne un conoide & plan directeur horizontal
admettant pour direetrices: 1¢ une verticale V (70, 70,
0) et un cercle dans un plan de profilde centre w (-—70,
70, 35) de rayon 35 et un cone de sommet 8 (70, 0,
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100) ayant pour basc dans le plan horizontal un cercle
de centre ¢ (—35, 104, 0) de rayon 50. Représenter le
solide commun a ces deux corps supposés remplis de
matiére opague.:

TexrE :

On aura facilement exécuté la mise en place des

deux corps; toute la difficulté de I'épure consiste ici &

bien déterminer la courbe gauche de Iintersection qui
est ici du 8° degré; on y est arrivé en cherchant un
grand nombre de points courants obtenus en coupant
les deux surfaces par des plans horizontaux numdérotés
de O 4 10. On a également numérolé parles nombres
correspondants la projection horizontale des points
obtenus. De cette fagon, il est facile, les points étant
obtenus, de tracer la courbe. On peul remarquer que le
plan de cote O étant limilé pour le conoide les deux
tangentes aux points (0) sont les tangentes & la base du
cone. -

D’autre part la courbe présente deux tangentes
horizontales dont on a déterming los points de confact
en cherchant par titonnement les plans horizonlaux
correspondants (10) et voisin de (8). Enfin, les tan-
gentes aux points courants ont été obtenues par la
méthode ordinaire d'intersection des plans tangents, on
a laissé sur U'épure subsister les constructions ayant
servi & la recherche du point M (9). On a pris d’abowd
la trace M0 du plan tangent au cone en M surle plan
horizontal (4); puis, & Vaide du théorsme de Chasles
on a recherché le plan tangent en M an conoide en cou-
pant les plans tangents en'y, % et oo le long de la géné-
ratricé du point M par le plan vertical perpendiculaire
en M A celte génératrice; on a trouvé ainsi les (races
ma, me, mw en prenant sur une paralldle 4K, un point
i o 14
]{‘—-It{i—i = %L%—i on détermine la trace sur le
vertical en question du plan fangent en M, on reléve
cette trace en m/f & laide du point rabatlu en B,
dont la projection horizontale est 8 confondu avec dl.
On a ensuite facilement la trace yi de ce plan tangent
sur le plan horizontal (4) d’ot la fangente en M : OM.
Les autres points remarquables, tels que les points sur
les contours apparents ne peuvent étre déterminés
qu'approximativement.

j, tel que

GRANDE EPURE Ne 8

Hyperboloides et sphére.
Enonc :

On considére une sphere (00") et un hyberbolotde
engendré par la fronto-horizontale BB’ en tournant au-
tour de 'axe de front AA'.

Cet hyperboloide étant supposé plein de malidre
opaque dans la parctie de Uespace quiconlient son cen-
tre, on demande de représenter ce corps limité : 1° 4 la
sphere 00" 20 4 Phyperboloide conjugué du premier.

Texre :

Misiz 6N prace. — 11 faul déterminer les contours ap-
parenls des hyperboloides. Pour avoir un point courant
du premier hyperboloide on prend un point quelconque
pp’ de o généralrice el on améne par rolation en K-H:
dans lo plan de front de Taxe. Le cone des normales

ayanl son somamel en W, Wy est Ja perpendiculairve &

la tangente au point trouvé.

Les asymptotes sont B et sa symétrique 7 par
rapport & A’. Le sommet de Phyperbole est & une dis-
tance du centre dgale o, .

Cherehons le contour apparent horizontal. Pour avoir
les asymptotes on prend une sphire inserite 0,07, dans
le cone asymplote. Pour le sommet on a également
wz, dgale & ap. Enfin pour avoir un point courant avee
sa langente il suffit de prendre une sphére (w,0') ns-
crite dans Uhyperboloide. Le point (8,8) cherché est a
Pintersection de la courbe de confact et du contour ap-
parent horizontal de la sphire.

Les contours apparents de 'hyperboloide conjugué
sont les hyperboles conjuguées des hyperboles de con-
tour précédentes.

INrensrerions. — On se busera sur le fait que les pro-
jeetions verticales des intersections sont des paraboles,
el 'on passera & la projection horizontale en considé-
ranl le parallele de la sphére qui passe par un point
quelconque de ces paraboles.

Prenons par exemple Uintersection de la sphére avee
Phyperboloide & une nappe. On en connait déji les
& points @''¢[" situbs sur les conlours apparent des deux
surfaces, la parabole est done géomdétriquement déter-
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minée. Nous allons en chercher 'axe et le sommel. Si
on abaisse la perpendiculaire O'w’, sur ’axe et si on
considére la sphére inscrite o', on sait que I'axe estla
corde de contact @'#,. Le sommet sera le pied de Paxe
radical ns’ des circonférences.

Powrs remarquasres. — 11 faut déterminer les points
sur le contour apparent horizontal des hyperboloides.
On considere pour cela le plan de contour apparent dans
I'eéspace. Ce plan étant de bout on I'a immdédiatementen
oY, Les points cherchés sont & Pinterscction de ce
plan avec les courbes d'intersection.

Poxcroarmon. — Liapplication des régles usuelles ne
présente aucune difficulté.

GRANDE EPURE Ne ¢

Hyperboloides de révolution.
Enonait :

On donne un cube ABCD de la manicre suivante @ la
face ABCD est de fronl, le point A w un ¢loignement
donnd el Pardle du

f
ad cube a une lon-
E,:/ - " gueur donndée «.
A On fait tourner
o | ya bln dingonale HB :
: ya 1oautour de Parcle
/' AE; 29 autour de |
| Paréte FG.
H/ B ",CT Déterminer 'in-
ple < | lersection des sur-

faces ainsi engen-
drées et représenter le solide commun & ces deux sur-
faces, limité d’une part aux plans de projection, of
d’autre part au plan horizontal supérieur, tangenl & la
surface d’axe AL.

Texme :

Mise ev prace. — Il faut déterminer les conlours ap-
parents des surfaces. Comme les contours apparents de
nom différent sont égaux, c'esl-d-dire que 1'hyperbole
de contour apparent horizontal de I'hyperboloide & axe
de bout est égale & I’hyperbole de contour apparent

vertical de I’hyperboloide & axe verlical et de méme
pour les cercles de gorge, il sulfira de raisonner dans
un cas seulement.

Prenons, par exemple, I'hyperboloide a axe verlical.
Le rayon du cercle de gorge est la plus courle distance
(w1, w'') de I'axe & la génératrice.

i lrace horizontale A% de la génératrice décrit un
cercle de centre g qui est la section de 'hyperboloide
par le plan horizontal. En rappelant les points ef,, qui
se trouvent dans le plan de front de Paxe, en [’ on a
2 poinls de Vhyperbole de contour. De méme si on
rappelle B en 8 on a des sommels de Uhyperbole, et
par conséquent Faubre par symétrie par rapport & .
Gherchons les asymptotes. Pour cela, par le point wo'
menons (o=, o'=)) parallele a la géndratrice, on sait que
la trace horizonlale (=#) de celte droite déerit la base
du cone asymplole. En rappelant les points ¢, et 2, en
g on aen ol el wy' les asymplotes cherchées.

L’hyperbole est ainsi délerminée. On peul en cher-
cher un point quelconque, en prenantune position quel-
conque de la géndralrice el en cherchant le point qui se
trouve dans Te plan de front de Taxe. On a en méme
terps Ta langente auw contour apparent. Getle tangente
est la géndratrice elle-meéme. Glest 1a la vrale mé-
thode.

Mizenong. —— 11 faut remarquer que la génératrice HB
est commune aux deux surfaces. On coupera done par
des plans auxilinires passant par-celle génératrice, ces
plans couperont chaque surface suivant une génératrice
Pintersection de ces doux génératrices est un point de
Fintersection.

PoiNr counant wr sa ranceNte. — Prenons un plan
auxiliaire dont la trace horizontale est Kz Cherchons
sa lrace verticale, pour avoir il suffira de chercher la
trace verticale d'une droite quelconque du plan; par
exemple Ihorizontal du point (ey%,). On a immddiate-
ment la trace 8" ’ou la trace verticale Agl,.

En menant de « la tangente au cercle de gorge, on a
on 2f, of" I génératrice de I'hyperboloide vertical.
Pour avoir la géndratrice de la 2¢ surface, on se reporte
A4 la projection verticale ¢l on recommence la construc-
tion & partic du pointy,. Ces deux génératrices se cou-
pent aw point s’ cherché.

La tangente sera linlersection des plans définis par
les deux généralrices du point (mm') pour chaque sur-
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face. Ces génératrices sont d'une part (mp, w'g") (ms,
m'd’) et d’autre part (my mny') (ms m's).

Asvuprotes. — Llintersection aura au plus 4 asymp-
toles, comme la génératrice HB en est une, il n’y en
aura que 3 au plus. Ce sont, on le sait, les asymptotes
de Vintersection des deux cdnes asymptotes.

Si on framsporte les deux cones en « on peut les
faire tourner de fagcon qu’ils viennent en w2, 8,, wy,3,. On
voit alors qu’ils se coupent suivant 4 génératrices dont
les projections, deux & deux confondues sont inclinées
a 45° sur la ligne de terre.

Cette direction ne changera pas quand on raménera
les cones dans leurs positions premiéres.

Nous aurons donc 4 génératrices paralléles deux i
deux qui se projettent suivant o,0";, o'k, o', o'Q',,
en projeclion verticale et suivant o=,,wv,, ©,0,, 0,k en
projection horizontale. (Pour avoir les asymplotes on
les associera deux & deux et on prendra intersection
des plans tangents le long des généralrices choisies).

Prenons par exemple, les génératrices (w,0,, »’,0')
ol (ovy, wv,). Les plans tangents sont (0,0,p,, «"0"p')
et (wvy,, oVyy}). Coupons par le plan horizontal du
point w;. Le premier plan est coupé suivant po, le 2¢
suivant Q,r,, les deux droiles se coupent au point r,,
qu’on rappelle en +',. L'asymplote est la paralléle mende
par 7,7, b la génératrice.

On obtient ainsi trois asymplotes.

Skcrions PLaNEs. — Le plan horizontal coupe I'hyper-
boloide vertical suivant un cercle ot hyperboloide de
bout suivant I'hyperbole 'de sommet =5, el dont les
asymptotes sont les asymptotes du contour apparent.

Le plan vertical donnera de méme un cercle et une
hiyperbole de sommets sys,.

Enfin le plan horizontal {angent donnera dans I'hy-
‘perboloide verlical le cercle de diamdtre dp, ot dans
I'autre surface deux droites confondues avec les asymp-~
totes de conlour apparent.

Poxcruarion. — Pour poncluer on prendra successi-
vement chaque portion de courbe et on conservera les
parties intérieures aux deux surfaces, en pointillant les
parties cachées sur I'une ou l'autre des surfaces ef qui
ne forment pas contour.

+

GRANDE EPURE Ne 10

Hélicoide de vis a filet triangulaire.

I. — La surface est représentée par 12 génératrices
équidistantes : «0/,1', 02/,2"... s’appuyant d’une part

“sur I'liélice directrice o,y%,..., o' 2yals..., et sur la verti-
cale 123... 1'213'...

La surface est limitée & sa premicre hélice double.

II. — La construction des paramétres d’ombre et de
tangence : ¢g=1/h colg ¢ et p=h cotg = (h pas réduit de
I’hélicoide) montre que p=4.

Le point I est sur le cercle des poles; sur une perpen-
diculaire au rayon lumineux.

[I. — Joignant I an pole de chaque génératrice on
obtient le point d’ombre propre correspondant. On a ainsi
la premivre branche de courbe )k s. . hdyghy .- KoM
N qui passe par I — D'un aulre colé Pégalité
des angles = et ¢ montre que I'hélicoide a une généra-
(rice paralléle aux rayons lumineux: mp-m'p/, deuxiéme
branche de la courbe d’ombre propre, asymplote d’ail-
leurs de la premicére branche.

IV. — Les portions $8-3'3,
bre sont extérieures a la saeface.

ey-¢y de la courbe d'om-

GRANDE EPURE N 11
Heélicoide de vis & filet triangulaire.

I. — La surface esl représentée par 12 génératrices
d’égale pente wo’ 1, a,e,2... sappuyant sur 'hélice di-
recirice aiocz:x:g... o' alyaly... el sur la verlicale 123...
1'231...

La surface est limitée & sa premidre hélice double
qu’on a pris d’ailleurs pour directrice.

II. — La construction des paramélres de tangence
p=h colg = ot d’ombre g =/hcotg¢ (h élant le pas ré-
duit de I'hélicoide) montre que ¢<p. Par saite I, cen-
tre d’ombre, est intérieur au cercle des poles, sur une
perpendiculaire au rayon lumineux.

HI. — Joignant I au pole de chaque génératrice, on
obtient le point d’ombre propre correspondant. La
courbe d’ombre Idg... NANg.. est fermée; pas
d’asymptotes.
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GRANDES EPURES 277
IV. — L’hélicoide étant limité & la génératrice =,2",1', V. — L’hélicoide étant limité & la génératrice =,7-
en plan, la portion =222y, représente 'extérieur | +,7', en plan la génératrice =7 sépare les parties vues

de la surface de I'hélicoide supposée opaque et la por-
tion w252 2,200,2, intérieur; par suite les hachures sont
foutes intérieures & la courbe d’ombre.

GRANDE EPURE Ne 12
Hélicoide gauche quelconque.

I. — L’hélicoide est représenté par 12 génératrices
d'égale pente = et Squidistantes = 1-o/1" 2,2-4,2' ..
s’appuyant sur 'hélice directrice 123... 12'3'... La sur-
face est limitée & sa premiére hélice double.

II. — La construction des parametres de tangence
p =h cotg = et d'ombre ¢ = hcotgs (k étant le pas ré-
duit de I'hélice directrice) nous montre que I'on a g>p.
Par suite I, centre d’ombre, est extérieur au cercle pa-
ramétrique.

III. — Joignant [ au pole de chaque génératrice, on
obtient par recoupement avec cette méme génératrice
le point d’ombre propre correspondant, d’ou les points
% et les deux hranches de la courbe d'ombre propre :

!

- PN 18] a7
10 2yvde, /\’2]' o,

20 Iyl hghaghe- - Mohoers Wiy,

[V.— Side I on méne Iy§, fangentes au cercle pa-
ramétrique, ces deux rayons polaires donneront des
points d’ombre & I'infini par suite les génératrices cor-
respondantes nv et mp. sont les deux asymptotes de la
courbe d’ombre. On les reléve en "' et m'y/.

intérieure et extérieure de la surface supposée opaque,
ce qui détermine facilement les positions des parties
dans I'ombre.

GRANDE EPURE N¢ 13
Hélicoide gauche quelconques

I. — L’hélicoide est représenté par 12 génératrices
équidistantes, d’égale pente = : 2 1-' 1", 2,2-2/,2"... s’ap-
puvant sur 'hélice directrice 123... 1'2'3"... La surface
est limitée & sa premicre hélice double.

Il. — Construction des parameétres de tangence
p="hcotg = et d'ombre ¢ ="h cotgs(h pas réduit de
I'hélice directrice). On a g<h. Par suite le centre d’'om-
bre I est intérieur au cercle paramétrique.

III. — Joignant I au pole de chaque génératrice, on
obtient par recoupement du rayon polaire et dela gé-
nératrice les différents points de la courbe d’ombre pro-

~~~~~ -

pre, d’ott les points 2 et la courbe fermée 20,0 .. 2k,
J

e Wolye Wl
IV. — Les positions sc-'s" et 4y-L'y' sont extérieures
a la surface.

V. — L’hélicoide étant limité & la génératrice =46-
6" du plan, la géncératrice «,6 sépare les parties inié-
rieure et extérieure de la surface supposée opaque, ce

qui détermine les positions des parties dans I'ombre.
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ERRATA

Au lien de : , Lire ;

Page 4, colonne 2, ligne 14,

(bygy = ab, =90°) (g =0, et by, =90,

Page 4, colonne 2, ligne 23.

. a 2 . V3 2ay3
asavoir: = et ga bsavoir: 43 o 24V3
3
Page 20, colonne 2, ligne 15.
la projection sur le plan de la binormale la projection sur le plan déterminé par la binormale
' et la tangente.
Page 21, colonne 2, ligne 2.
de 'hyperboloide hyperholique du paraboloide hyperbolique.
Page 24, colonne 1, ligne 1 en remontant.
Page 24, colonne 2, ligne 1.
Le centre de courbure O Le centre de courbure 0'.
Le centre de courbure O Le centre de courbure 0.
A Page 24, colonne 2, ligne 7 en remontant.
Deux segments MP, MP’ Deux segments MA, MA'.
Page 25, colonne 1, ligne 11.
des points osculateurs des plans osculateurs.

Page 36, colonne 1, ligne 3 en remontant.
au cone (ou au cylindre paralléles & une perpendicu- au cone (ou au cylindre) paralieles & une perpendicu-
laire au plan sécant) laire au plan sécant.

Page 37, colonne 2, ligne %4 en remontant.

~ la tangente & la projection perpendiculaire en projec- la tangente perpendiculaire en projection horizontale
tion horizontale & la direction de I'axe a la projection de la direction de l'axe.
Page 68, colonne 1, ligne 2.

la droite AB la droite SB.
36
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Au leu de : Lire :

Page 94, colonne 1, ligne 5 en remontant.

sur le plan horizontal A vient en A, sur le plan horizontal. A vient en A,.

Page 130, colonne 2, ligne 20.
ig' égale a p't’ by égale b p'e.
Page 130, colonne 2, ligne 1 en remontant.

un cone un cylindre

Page 135, colonne 2, ligne 9 en remontant.

le point G, la génératrice G,.

Page 135, colonne 2, ligne 5 en remontant.
la partie ¢G, de la génératrice G, la partie gy de la génératrice G,.
Page 137, colonne 2, ligne 2.

Un cercle de rayon dans le plan horizontal Un cercle de rayon 50 dans le plan horizontal.

Page 150, colonne 1, ligne 21.

Pangle KBO I'angle KBO'.

Page 196, colonne 2, ligne 1.

la tangente en n la tangente en p.

Page 210, colonne 2, ligne 12 en remontant.

‘1a verticale la droite de hout.

Page 210, colonne 2, ligne 10 en remontant.
en ed, ot le cone suivant un cercle projets horizontale-

enfy
ment en fy.

Page 212, colonne 1, ligne 11.

deux tangentes u'S’ et u's deux tangentes 'S’ et #/,S.

Page 225, colonne 2, ligne 1 en remontant.

Un plan horizontal H' Un plan horizontal H',.

Page 261, colonne 2, ligne 3.

Un hyperbole Un hyperboloide.

Page 265, colonne-2, ligne 6 en remontant.

f'.
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. Projections d’hélices. — Une hélice étant tracée sur

16.

17.

un cylindre d’axe fronto-horizontal, déterminer
les projections de cette hélice sur le plan oscu-
lateur, le plan tangent et le plan normal en un
de ses points ;

Ombre de cylindre. — Tracer l’ombr(, au (1amhef\u

d'un cylindre donné: ombre propre et ombre
portée . . . ¥
Plans tangents pmalleles i deua cones. — MLHLI‘ lLb

plans tangents paralleéles & deux cones donnés
d'axe vertical

. Plans langenls communs @ clelu. ledlcs — \Iu]er

.

les plans langents communs & deux C)lmdres de
révolution

Ombres d’un cine, — Llant doun un cone donLla
base est un cercle dans un plan de bout, trouver
son ombre, les rayons lumineux étant paralltles
4 une direction donnée. . . . .

. Ombres d’un c¢dne, — Etant donné un u‘me dout 1'1

23.

. Intersection de deux cines.

25.

26.

Ne 27.

Neo 28.

base est dans un plan de profil, lrouver son
ombre s'il est éclairé par un point lumineux
donné . . . . . . u

. Intersection d'un cdne et cl un cyluldle —_ Le C)lmdx'

a son axe de bout, le cone a pour base un cercle
daps le plan horizontal, rechercher si l'intersec-
tion est un arrochement ou unpe pénétr’ation:
point courant et tangente. . . .

Solide commun & un cine el & un cyluulre — Lt, cy-
lindre a ses génératrices fronto-horizontales, la
base du cone est un cercle dans un plan de bout,
représenter le solide commun . . .

Intersection de deux cylindres. — Un des cylmdres a
pour base une hyperbole horizentale, I'autre un
cercle de bout; trouver la projection verticale de
I'intersection; branches infinies. .

— Etant donnee une
sphére et deux cOnes circonscrits a cette sphere,
déterminer les plans des deux courbes planes
suivant lesquelles se coupent les deux cones.

Inlersection d’un céne et d’un cylindre. — La base du
cone et la base du cylindre sont deux cercles,
ayant un diametre commun dans I'espace ; repré-
senter la projection verticale de l'intersection;
point courant et tangente . -

Point double de inlersection de deux édnes. — Ltant
donnés deux cercles dans le plan horizontal et
un cbdne ayant pour hase un de ces cercles,
trouver la cote du sommet d’'un deuxiéme coOne
qui aurait pour base le deuxitme cercle et tel
que lintersection des deux cones présente un ou
plusieurs points doubles .

Intersection de deux cdines. — Les deux cones Out
meéme base, un cercle dans le plan horizontal;
chercher la nature de lintersection, un point
courant et la tangente . ¥

Cdne et plan. — Représenter la prmeuhou homzon-
tale de la section par un plan d’'un cone dont ,la
base est un cercle horizontal . . . . x

No 29. Céne et plan. — La base du cdne est une elhpse si-

tuée dans un plan vertical et projetée verticale-
ment suivant un cercle. Trouver les points le
plus haut et le plus bas de la section. . . . .
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2. Emplacement rectangulaire de balterie.
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. Ombres (géomélrie cotée).

. Tétraedre enlaillé par un cine et un Lyluldxe — Le

. Céne el plan. — Le cone a pour base un cercle ho-

rizontal, tracer 'inlersection par un plan de bout
donné . . 5w

Cylindre el plan. — LL cxlmdu, a puur J)c]SL an
cercle vertical. Mener par un point donné un
plan, non de front, coupant ce cylindre suivant
un cercle de projections de cette section

Cone el plan développement. — Le cone de révolution
a pour base un cercle horizontal, on le coupe par
le premier plan bissecteur. Tracer le développe-
ment de la section; points d’inflexion . . . .

. Gone et plan. — On donne un cone dont la hase est

un cercle dans le plan horizontal. Mener par une
droite donnée paralléle & la ligne de terre un
plan coupant le cone suivant une parabole :
sommel et tangente au sommet de cetle para-
boles o:v $7¢ 5 % & & » 5

GRANDES EPURES

Cube et tétraédre. — On donne un cube a diagonale
verticale et un tétraédre dont une aréte est ver-
ticale. Représenter le salide formé par Uen-
sembhle du cube et du tétracdre, ombres & 450

— Sur un

terrain de pente uniforme, on veut construire un

emplacement de batterie de forme rectangu-

laire: représenter les talus qu’'il faut élablir .

. Emplacement de batterie. — Méme probléme que le

précédent, la forme de Pemplacement étant
.donnée par un croquis . . . . . . . . . .
— Etant donné un té-
trazdre régulier dont une face est horizontale, on
construit sur les faces non horizontales trois
prismes droits. Déterminer I'ombre propre de ce
corps et Pombre portée, les rayons lumineux
étant paralléles & une droite donnée. . . .
Cube et cylindre. — Le cube a une diagonale wertx—
cale et (quatre arétes de front. Le cylindre est de
révolution d’axe fronto-horizontale. Représenter
le cube supposé plein entaillé par le cylindre .
Solide commun a un cine et a un oclaédre. — L'oc-
taédre a pour projeclion horizontale un carré
donné, le cone est donné par un sommet et une
sphére inscrite. Représenter le solide commun .

. Deux eylindres. — Les deux cylindres ont pour base

des cercles, représenter la partie solide du pre-
mier cylindre extérieur au deuxiéme cylindre et
située en avant du plan vertical de projection

. Cylindres oblique et sphére. — La base du cylindre

est un cercle horizontal. Représenter ensemble
des deux solides, le cylindre étant limité & deux
plans horizontaux. . . . . "
téiraedre a une base située dans le plan hori-
zontal de projection. Représenter en projection
horizonfale le tétratdre entallle par un comne et
un cylindre donnés . . . . . .

No 40. Cdne de révolution et cylindre obligue. — L(, ey hndre

de front supposé plein a pour'base un cercle ho-
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rizontal. On enléve la portion intéricure 4 un No 19. Solide commun & deuxr cones. — Les deux cones ont
cone de révolution d’axe de bout. Représenter le des bases circulaires dans le plan horizontal.
solide obtenu . . . . . . . . . . . . . 113 Représenter le solide commun limité au plan
Ne 1. Cdne et cylindre. — Deux cones de révolution ont horizonlal de projection . . . . . 130
la méme base dans un plan vertical, représenter No 20. Cone el cylindre. — Les bases du cone t,l du cy-
le solide compris entre leurs deux sommets quand lindre sonl deux cercles horizonlaux langents.
on enléve la partie intérieure & un cylindre “("[H‘é'\‘ﬁﬂl(}l‘ I'ensemble des surfaces extérieures
donné de hase circulaire . . . 6 s 1185 Pune a Paulre . . . 2w G R ¢
Ne 12. Céne el cylindre. — On entaille un cone (IL mvolu— Neo 21, Cdne el eylindre. — Les lmscb du cone cL(lu cylindre
tion & axe vertical par un cylindre de base circu- sonl circulaires. Représenter le solide commun
laire horizontale. Représenter le solide ohtenu. 117 4 ces deux surfaces, limilé au plan horizontal . 133
No 13. Cdne et cylindre. — Le cylindre a une base circu- No 22, Cone et eylindre. — Le cylindre esl de révolution,
laire. Le cone, une base elliptique. Représenl.er ) la base du cone est une hyperbole. Représenter
le solide commun. . . . R . T la surface du cylindre extérieurc au eone . 135
Neo 14. Deux cdnes. — Les deux cones ont des lmqus cireu- Ne 23, Deur ednes. — Elant donnés un cone oblique & base
laires horizontales. Représenler la partic d'un circulaire el un cone de révolulion, représenter
des cones supposé plein, exlérieure 4 Naulre el la portion du cone oblique plein de maticre
limitée au plan horizonlal de projection 120 opagque, extéricure au cone de révolulion . . . 437
No 15, Inlersection de deux cdnes, — Les deux cones ont No 24, Gine et eylindre. — Les bases du cone et du cylindre
des bases circulaires horizontales; représenter sont des cereles horizontaux, représenter le so-
le solide commun limité au plan horizonlal . . 129 lide commun . . . . . . . . . . . . . 138
No 16, Deux cones. — On doune deux cones : I'un de révo- No 98, Solide commun « dewa cines. — Les deux eones onlb
lution, 'autre de hase circulaire mais non de ré- une génératrice communc; leurs bases sont deux
volution. Représenter I'ensemble des deux sur- cercles orthogonaux dans le plan horizonlal,
faces v & s @ & & wm s dowowow owow A92 représenter le solide commun « .« . o . L 140
No 47. Cdne el cylindre. — Le cone a une lms(- cireulaire No 26, Dear ecines. — Les cones oul pour bases respec-
le eylindre, une hase elliplique. Représenter l.1 lives un cerele el une cellipse donndes. Trouver
portion du eylindre situde au-dessus du plan de la portion de surface opaque du premier cone
bout passant parson axe el entaillée par le cone. 126 sxtéricure au deaxieme o o L . 0 L 0 L0 143
No 18, Solide commun a deuwx cones., — Les deux cones onl Concours de géomélrie descriptive. — Interseclion
pour bases des paraboles dans le plan horizonlal 'un eone el d'un eylindre. Ensemble des solides
de projection. Reprdsenter le solide commun aux ombres. .o L L . 171
deux ednes, situé au-dessus du plan horizontal Coneours de (/('()Im'll ie de .s(upluw — Inlersection de
de projection . . . .o . o o o .. 198 deax cones, Ombres, . o v v« . . o . 146
\
DEUXIEME PARTIE
SURFACES DE REVOLUTION
PREMIERE SECTION DLrobléme I. — Mener en un point donné 'une surface de
révolution le plan langent en ce point . . . . . . 1¥M
SURFACES DE REVOLUTION QUELCONQUES Probleme II, — Mener par un point donné un plan langent
CrupimHS PRNRIBIL — GEnEialités, Plans Eimgents, a une surface de révolution donnée, le point de con- ‘
: tact étant sur un paralléle donné . . . . . . . . 1M
Définition, Axe et généralrice. Méridiens et paralléles . 449 | Probléme [l — Mener par un point donné un plan tan-
Probléme I, — Etant donnée une surface de révolulion par genl & une surface de révolution donnde, le point de
son axe vertical et une génératrice, délerminer par contacl étant sur une méridienne donnéde . . . . 159
points la méridienne de celte surface. . . . . . . 440 | Probléeme IV, ‘\ivnorpnrullblenwnl fune droite donnoo
Probleme II. — Contours apparenls d'une surface de ré- un plan tangent & une surface de révolution donnée,
volution & axe vertical définie par une ligne généra- le point de conlacl éltant sur un paralléle donné., . . B2
trice. . . . . . . ] e c : .+ . 150 | Probléme V. — Mener parallélement & une droite donnde
Plan tangent: propriétés. Normulus u)m, dc:: langu)l( un plan tangent & une surface de révolulion donnée,
méridiennes et cone des normales. . . . . . . . 150 le point de contacl étant sur une méridienne donnde 153
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par son sommel et une sphére inscrite; repré-
senter la partie solide du paraholoide exlérieure
au cone eb limitée & un plan de front, . . .

Ne 11. Tore el sphére. — Le lore a son axe vertical,.la
sphére est tangente au plan horizontal, repré-
senter le tore supposé plein et limité par le plan
vertical, entaillé par la sphere . . . .
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en trois points d'une génératrice commune, elles se
raccordent tout le long de cette génératrice .

Cuaprtre II. — Surfaces de raccordement.

Hyperboloide de raccordement .
Paraboloide de raccordement.
Paraboloide des normales .

CuapiTr III. — Surfaces développables.

Diverses définitions, li gne de striction. Aréte de rebrous-
sement . . . . . . . : "
Génération des surfaces developpables

TROISIEME SECTION

ETUDE DE SURFACES SPECIALES

CHAPITRE PREMIER.

I. Surfaces & cone directeur de révolution .
Surfaces gauches a cone directeur de rév ulu[ion
Théoréme. — La ligne de striction d’une surface gauche &
cone directeur de révolution est la courbe de contact du
cylindre circonscrit & la surface parallélement a l'axe
du cone directeur . . . . .
Distribution des plans tangents Pole d une generatnce ;

233

233

236
237

239
239

Pages.
Théaréme. — La projection du point ot les normales aux
sections horizonltales aux points de la génératrice
renconlrent la normale au point central est un point
fixe qu'on nomme le pnle de la génératrice. . . . 239
Surfaces développables & cones directeurs de rév o]utmn. 239
Problémes sur les plans tangents :
I. Mener & une surface d'égale pente un plan tangent par

un point donné. . . . . 240
II. Mener 4 une surface d’eoale an(c un plan tangent pa—
rallele A une droite D . . . . . . . . o . o . 240
III. Surfaces a plans directeurs . . . . . . 240
Problémes sur les plans tangents dans les snrfaces a plans
QIFECEEIS . « . .. « & o o » = ow ow e w0 om we 24
CrariTre II. — Hélicoides.
Classification. Il y a sept sortes d’hélicoides . . . . 243
Géndration des différents hélicoides par le mouwmc-nt
hélicoidal d'une droite . . . . . ; : 219

Théoréme. — Une section de I'hélicoide developpable or-
dinaire par un plan perpendiculaire a I'axe du cylindre
noyau est une développante de cerele ., . . . ., . 243

PETITES EPURES

Ne 1. Paraboloide hyperboliqgue. — On détermine un para-
boloide hiyperbolique a plan directeur horizontal
par deux géndératrices: 1° {rouver le deuxieme
plan directeur ; 20 étant donnée la projection
verticale d'un point, trouver sa projeclion hori-
zontale; 3° étant donnée une droite et un de ses
points d'intersection avec le paraboloide, trouver
le deuxiéme poml d’'intersection . . . . .24

Ne 2. Surface yauche a plan directeur horizontal. — On
donne une surface gauche & plan directeur ho-
rizontal par directrices, une droite el un ccrecle
de front: 1° irouver un point de ceite surface,
connaissant sa projection verticale ; 29 déter-
miner le phn tangent en ce point. .

Ne 3. Surface gauche & plan directenr horizonial. — On dé~

[ termine une surface gauche & plan directeur ho-
rizontal par deux noyaux, une sphére et un
cone: 1 déterminer une génératrice de la sur-
face ; 20 étant donné un point A considéré
comme lumineux, trouver sur la génératrice le
point de séparation d'ombre propre . . 251

No 4. Hyperboloide de révolution. — L’lnperbolmde etant
défini par son axe et une génératrice, déter-
miner le cercle de gorge et la génératrice de
I'autre systéme qui croise la génératrice donnée
sur le cercle de gorge . . . T

No 5. Hyperbolotde de révolulion. — L. h\pexbolmde étant
défini par son axe et une géndratrice, frouver

13
(12N
-1

I'intersection avec une droite donnée . . . . 251
Ne 6. Surface développable et aréle de rebroussemenl. -—

Etanl donnés un cone el un cylindre, on consi-

dére la surface développable dont I'aréte de re-

broussement est lintersection du cone et du

cylindre, construire son intersection par le plan

de front d'un peintdonné. . . . . . . . . 25§



290 GEOMETRIE DESCRIPTIVE
GRANDES EPURES Ne 1. Cdne et conoide. — On donne un conoide a plan di-
recteur horizontal admettant pour directrice une
No 1. Hyperboloide et sphére. — L’hyperboloide de révo- verticale et un cercle dans un plan de profil, on
lution a $on axe vertical. Représenter le solide donne une base de base circulaire horizontale.
compris entre la surface de I'hyperboloide et deux Représenter le solide commun & ces deux corps
plans horizontaux donnés en supposant enlevée supposés remplis de matiére opaque. 267
la parlie de ce corps comprise dans la sphére. . 237 [ Ne 8. Hyperboloide el sphére. — On considére une sphére
Ne 2. Cylindre de révolution et hyperboloide ¢ une nappe. — et un hyperboloide d’axe de front. Cet hyperbo-
Représenter le solide commun & un cylindre de loide étant supposé plein de matitre opaque,
révolution et & un hyperbolol‘de 4 une nappe représenter ce corpslimilé:12ala sphére donnée;
d’axe vertical . . . . 259 20 & I’hyperboloide conjugué du premier 270
No 3. Hyperboloide, cine et sphére. — Un hypep])oloide (]e No 9, Hyperboloides de révolution. — lilant donné un cube
révolution et un cdne de révolution ont leurs dont une face est de front, on considére les hy-
axes dans un méme plan de front. Représenter perboloides engendrés par une diagonale tour-
le solide commun aux deux surfaces limité &4 une nant successivement autour de deux arétes non
sphtre de rayon donné, dont le centre est le concourantes. Déterminer lintersection de ces
point d’intersection des deux axes . 261 surfaces ct représenter le solide commun limité
Ne 4. Paraboloide hyperbolique el surface de IL’UOlllllOrl e a certainsg plan% . W @ . . 212
Un solide est engendré parla rotation d’un pro- Ne 40. Hélicoide de vis a filel tr umqul«ure — I‘mcer douze
fil donné autour d’une verticale. Un paraboloide génératrices équidistantes 'appuyant sur ’axe
hyperbolique & plan directeur de profil el qui vertical et sur I'hélice directrice. Construirve le
est défini par deux génératrices coupe le solide point d’ombre propre sur chaque génératrice 274
en deux parties. Représenter I'une d’elles . 263 | No 11, Hélicoide de vis @ filel triangulaire. — Tracer douze
Neo 5. Paraboloide hyperbolique el sphére. — On donne une génératrices s’appuyant sur I'hélice dirvectrice.
sphere el un paraboloide hyperbolique & plan Construirve le point d’ombre propre sur chaque
directeur horizontal et défini par deux généra- géndralrice T £
trices. Représenter le solide commun & ces deux No 12, Iélicoide yauche quul« onque. -— Tracer douze gé-
surfaces ; 2065 nératrices équidistantes. Construire le point
Ne 6. Hyperboloide el par rzboloule laypal bolu]ue -———On donne d’ombre propre de chaque génératrice : asymp-
un hyperboloide de révolution & axe vertical et totes de la courbe d'ombre 271
un paraboloide hyperbolique & plan directeur de Ne 43. Ilélicoide gauche quelconque. — Tracer don'ze gcnc-
profil. Représcuterla partie de la surface de I'hy- ratrices équidistantes.Construirele poinl ’ombre
perboloide supposée opaque, qui est situde au- propre sur chaque génératrice. Représentation
dessous du parabolotide . . . . . . . . 261 en supposant la surface opaque. . 2117

3-3-20. — Tours, impriracrie E. Arraurt et Cle,
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