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Opisano metodg ustalania efektywnos$ci, polegajaca na wyznaczeniu dla porownywanych obiek-
tow gospodarczych ich izokwant w przestrzeni wydajnosci czynnikow. Nastgpnie okreslono granicg
efektywnosci, czyli krawedz taka, ze wszystkie izokwanty sa przez nia zdominowane. Efektywno$¢
obiektu jest oceniana na podstawie liczonej wzdluz przyjgtego promienia technologicznego odlegto-
$ci izokwanty od granicy efektywnosci. Dla ilustracji rozpatrzono przypadek jednego wyniku i dwoch
naktadéw. Uogolnienia na przypadek jednego wyniku i wielu nakladow lub jednego naktadu i wielu
wynikoéw sa bezposrednie.

Stowa kluczowe: izokwanta, efektywnos¢, izokwanta w przestrzeni wydajnosci, granica efektywnosci

1. Wstep

Zrédlem artykutu sa doswiadczenia nad stosowaniem powszechnie juz w polskiej
literaturze ekonomicznej znanej metody DEA. W jej aplikacjach intrygujace jest to,
ze zazwyczaj uzyskuje si¢ bardzo wiele obiektow w charakterze najbardziej efektyw-
nych. Cho¢ liczbg t¢ mozna uzasadni¢ formalnymi wiasno$ciami rozwiazywanych
w metodzie DEA zadan programowania liniowego, intuicyjnie jest rzecza ,,podejrza-
ng”, iz obiektow w petni efektywnych jest tak duzo.

W artykule opisano pozbawiona tej wady metodg ustalania efektywnosci. Polega
ona na wyznaczeniu — dla poszczegdlnych poréwnywanych obiektéw — izokwant
w przestrzeni wydajnosci czynnikéw. Nastgpnie okresla si¢ granicg efektywnosci,
czyli krawedz taka, ze wszystkie izokwanty sa oden nie lepsze. Efektywnos¢
obiektu ustala si¢ na podstawie odleglosci jego izokwanty od granicy efektywnosci,
liczonej wzdtuz przyjetego promienia technologicznego. Promien technologiczny
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odpowiada zatozonej proporcji naktadow lub zatozonej proporcji wydajnosci czyn-
nikow.

Proponowana metodg oméwiono na tle bardzo prostego przypadku, gdy przy uzy-
ciu dwoch czynnikow uzyskuje sie jeden wynik'. To ograniczenie bierze sie tylko ze
wzgledow ilustracyjnych (mozliwe jest prezentowanie danych na wykresach pta-
skich). Uogolnienie na przypadek jednego wyniku i wielu naktadéw lub jednego na-
ktadu i wielu wynikéw jest bezposrednie. Uogolnienia na przypadek koincydencji
wielu wynikow i wielu nakladéw nie udato sig uzyskac.

2. Przyklad ustalania efektywnosci za pomoca metody DEA

W metodzie DEA rozpatruje si¢ przypadek, w ktérym mozna uzyskaé¢ wiele wyni-
kéw przy zastosowaniu wielu naktadow (np. stosujac wiele czynnikdéw produkcji).
Rozpatrzymy jednak znacznie prostsza sytuacjg, gdy jeden wynik jest otrzymywany
przy uzyciu dwoch naktadow. Przyktad ten bedzie osnowa niniejszego artykutu.

Przyklad

Dany jest zbior szesciu obiektow gospodarczych. W tabeli 1 podano wielkos¢ uzy-
skanego wyniku dziatalnosci (Y) i poniesionych na niq nakladow (X,, X;). Nalezy
ustali¢ efektywnos¢ poszczegolnych obiektow.

Tabela 1. Naktady i wyniki

Obiekty: 0l 02 03 04 05 06
Wynik Y 3 2 6 4 1 3
X, 4 3 9 4 2 5

Naldady X, 2 1 12 8 6 2

Zr6dto: Dane umowne.

Dane analogiczne do podanych w tabeli 1 moga dotyczy¢ dwdch sytuacji:
a) obiekty rzeczywiscie wytwarzaja jeden wynik (np. zysk) przy uzyciu kilku
czynnikow;

! Badanie efektywnosci (czyli ksztattowania sig efekfu) moze dotyczy¢ wyniku dziatalnosci lub kosztu
dziatalnosci. Dlatego zamiast powszechnie w literaturze spotykanego zwrotu ,.efekt” na oznaczenie wyni-
ku, uzywamy jednak stowa wynik, bo efektem w przypadku badania efektywnos$ci kosztowej jest koszt.
Mowiac o wyniku efekt, mielibysmy efektywnosc¢ ,.efektowq”.

Z tego powodu nalezy méwi¢ o modelu zorientowanym na naktady (efektywno$¢ kosztowa) oraz
modelu zorientowanym na wyniki (efektywno$¢ wynikowa).
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b) w obiektach otrzymuje si¢ kilka wynikéw przy uzyciu kilku czynnikow, z tym
ze potrafiono rozdzieli¢ catkowite naktady poszczegdlnych czynnikow pomigdzy po-
szczeg6lne wyniki. Naktad w tabeli 1 oznacza wtedy naktad danego czynnika, po-
Swiecony na otrzymanie rozpatrywanego wyniku, a efektywno$¢ jest badana ze
wzgledu na ten pojedynczy wynik.

W celu rozwiazania sformutowanego problemu mozna zastosowaé¢ wybrany wa-
riant metody DEA. Na przyklad, stosujac standardowy (klasyczny) wariant CCR?
metody DEA zorientowanej na naktady (por. np. Rogowski [1998, s. 138]), dla kaz-
dego obiektu trzeba rozwiaza¢ nastepujace zadanie decyzyjne:

Liniowe zadanie decyzyjne dla obiektu o-tego (1 <0 < 6)

I Dane:

v;— poziom wyniku w obiekcie j-tym (j =1, ..., J); w przyktadzie J = 6;

X,; — zuzycie czynnika r-tego w obiekcie j-tym (r = 1, ..., R), w przyktadzie R = 2.
1l. Zmienne decyzyjne:

6, ; A, 4,..., 4. e
1lI. Funkcja celu
6, — min. 2)
1V. Warunki ograniczajqce:
328 +65+4 0+ 142+3 4 =y, [efekt] 3)
AR+35 +95+44+21+ 54 =x1, 6, [naktad Xj] 4)
QA+ + 125+ 84+ 6 i+ 2 4 =X, 6,. [naklad X3] (5)

V. Warunki znakowe natozone na wartosci zmiennych:

2L, A2=0;
0<6,<1
Idea zadania jest znalezienie — dla danego obiektu o-tego:
e takich wspotezynnikow { 17,j = 1, ..., J} ,,optymalnej” kombinacji technologii
stosowanych przez poszczegodlne obiekty,
o takiego wspotczynnika 6, (0 < 6, < 1) proporcjonalnych zmian naktadow
w obiekcie o-tym, ze:

2 Jak wiadomo, metode DEA zaproponowali Charnes, Cooper i Rhodes w 1978 r. Praca ta wymie-
niana jest prawie we wszystkich opracowaniach, dotyczacych metody DEA.
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a) ,.kalkulowany” wynik optymalnej kombinacji technologii poszczegdlnych
obi3ektéw jest rowny empirycznemu efektowi obiektu o-tego; moéwi o tym warunek
3

b) ,.kalkulowany” naktad kazdego z czynnikoéw jest nie wigkszy (bo 6, < 1) od empi-
rycznego naktadu tego czynnika w obiekcie o-tym; mowia o tym warunki (4) i (5).

Dotyczacym obiektu o-tego ,,potencjalnym” wynikiem zastosowania ,,optymalnej”
kombinacji technologii, pochodzacych z poszczegdlnych obiektéw, jest lewa strona
warunku [efekt], czyli

J

Vo= 25 (7)

Jj=1

Rzeczywista technologie stosowana w obiekcie o-tym reprezentuje natomiast
wektor naktadow-wynikéw, podany w odpowiedniej kolumnie macierzy wspotczyn-
nikow warunkoéw ograniczajacych (czyli w przykladzie — w odpowiedniej kolumnie
tabeli 1).

Z kolei ,,potencjalnym” naktadem czynnika r-tego w ,,optymalnej” kombinacji
technologii jest lewa strona odpowiedniego warunku [nakfad]:

X, = > A, )
j=1

Jesli 6, < 1, to ,,optymalna” kombinacja technologii z innych obiektoéw — dajac
wynik taki, jaki uzyskano w obiekcie o-tym, o czym mowi warunek (3) — wymaga
mniejszych naktadow niz te, ktore rzeczywiscie poczyniono w obiekcie o-tym*. Ozna-
cza to, iz obiekt o-ty jest nieefektywny’. W szczegolnosci, w tym wypadku, ,,wlasny”
wspotczynnik kombinacji dla obiektu o-tego wynosi A, =0.

Jesli za$§ 6, = 1, to optymalna kombinacja technologii z poszczeg6lnych obiektow
jest tak samo efektywna, jak technologia zastosowana w o-tym obiekcie. Taki sam
wynik jak wynik empiryczny uzyskuje si¢ bowiem przy tym samym co w obiekcie
o-tym poziomie naktadow. Przypadek 0° = 1 uznaje si¢ wigc za symptom 100% efek-
tywnosci obiektu o-tego. W tym wypadku, ) =1, a pozostate 1] =0.

Przyklad
W tabeli 2 podano, dotyczqce poszczegolnych obiektow o = 1, ..., J, rozwiqza-
nia zadan (1)—(6), otrzymane wedtug wariantu CCR metody DEA ukierunkowa-

3 Przy tym ,,optymalna” kombinacja dla obiektu o-tego moze zawieraé technologie ,,wlasna”, stoso-
wang w obiekcie o-tym.

4 Potencjalny naktad r-ty stanowi 6, - 100% naktadu autentycznego (x,, ) w tym obiekcie.

> Poniewaz model postuluje osiagniecie mozliwie najmniejszych naktadow, przy ktorych uzyskuje sie
ten sam wynik, méwi si¢ w tym wypadku o modelu zorientowanym na nakitady.
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nej na naktady. Wartosci w wierszu obiektu o-tego ozmaczajq wspotczynniki
A ses 4030,

Tabela 2. Rozwiazania optymalne zadan (1)—(6)

Obiekt A A A3 A4 As As 6
01 1 0 0 0 0 0 1
02 0 1 0 0 0 0 1
03 0,7500 0 0 0,9375 0 0 0,750
04 0 0 0 1 0 0 1
05 0 0 0 0 1 0 1
06 0,4286 0,8571 0 0 0 0 0,857

Z16d1o: Obliczenia whasne.

Wedtug tego rozwiqzania mamy az cztery w peini (100-procentowo) efektywne
obiekty. Sq to: Ol, 02, O4 oraz O5. Efektywnos¢ obiektu O3 wynosi 75,0%,
a obiektu O6 — 85,7%.

Dodajmy, ze:

o jesli zastqpimy rownania (3),(4),(5) odpowiednimi nierownosciami, to otrzyma-
my trzy obiekty efektywne: Ol, O2, O4,

o jesli zas przyja¢ schemat zmiennego efektu skali (rowna 1 suma wspoiczynnikow
A, dla ustalonego obiektu o-teg0®), to metoda DEA sugeruje, ze efektywne sq O3, O4,
05,

Rozbieznosci wynikow przy roznych zatozeniach sg zrozumiate. Mato jednak zro-
zumiate jest to, iz metoda DEA (przynajmniej w jej wariantach podstawowych) przy-
puszczalnie znacznie przeszacowuje liczbe obiektéw efektywnych. Dos¢ watpliwe
z punktu widzenia intuicji ekonomicznej wydaje si¢ bowiem, by polowa — a nawet
2/3, czy niekiedy nawet wiecej obiektow — byta efektywna®. Jesli pod pojeciem efek-
tywny rozumie¢ swego rodzaju wzorzec, to trudno zaakceptowaé typowe dla metody
DEA sytuacje, iz prawie wszystkie (lub wigkszo$¢) obiekty sa wzorcami.

W opracowaniu sprobowano zatem wykorzysta¢ inne podejscie, zbiezne z kla-
sycznymi pogladami na temat efektywnos$ci, ktora intuicyjnie rozumie sig jako opty-
malnos$¢ przeksztalcania nakladow w efekty.

% Dotychczasowe obliczenia dopuszczaty, aby suma tych wspotczynnikéw byta rézna od 1.

7'W tym przypadku obliczenia dotycza wersji modelu, przedstawionej w artykule [2005, s. 58].

8 Poszukujac analogii, np. w zakresie ekonometrycznych (niekiedy nazywanych parametrycznymi)
modeli efektywnosci, przypadek bardzo duzej liczby 100% efektywnych obiektow wystepuje tylko wtedy,
gdy prawie wszystkie obserwacje empiryczne znajduja si¢ na modelu. Oznacza to, ze wspotczynnik de-
terminacji jest rzedu przynajmniej 0,99, co praktycznie biorac jest niezwykle rzadkie.
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3. Izokwanta efektu czastkowego (ICE)

Rozwazania na temat izokwant sa standardem w optymalizacji wielkosci ekono-
micznych. Podobnie jest zreszta w metodzie DEA. W jej przypadku ilustracje dotycza
porownania naktadéw i wynikow (zob. np. ilustracje w pracach: Rogowski [1999,
s. 148], Gospodarowicz [2000, s. 34], Kopczewski [2000, s. 32]; Pawlowska [2005,
s. 23 oraz 38], Domagata [2006]). Czasami mdwi si¢ w tym przypadku o izokwantach
w przestrzeni naktadow (np. Predki [2002, s. 123]).

Tutaj opisujemy nieco inne podejs$cie — wykorzystamy izokwanty w przestrzeni wy-
dajnosci czynnikow.

Dalej zaktadamy, ze naklady sa wzgledem siebie substytucyjne. Mozna to zatoze-
nie zawezi¢, np. ze substytucja ma miejsce tylko w pewnym stopniu. Tego jednak —
przynajmniej dla wyjasnienia idei podejScia — nie musimy przesadza¢. Zaktadamy
takze, iz izokwanty podano w postaci jednostkowej. Podano wigc takie wielkosci A4,
oraz A,, ze przy naktadach X, oraz X, wynik wynosi 1:

Ay X, + AX = 1. )

Badanie izokwant jednostkowych nie powoduje utraty ogolnosci’, a jest wygod-
niejsze.

Tradycyjna izokwanta wyniku to funkcja wzgledem nakladow X,, ktorej wspot-
czynniki sa znane:

(lle +Cl2X2: 1. (10)

Okresla ona, jakie powinny by¢ naklady X, oraz X, zeby — przy danych wspot-
czynnikach a,, a, wydajno$ci naktadéw — osiagna¢ wynik jednostkowy.
Z réwnania (9) — co oczywiste — mozna jednak wyprowadzi¢ inny rodzaj izokwanty,
w ktoérej zmiennymi beda wydajnosci czynnikéw a parametrami — wielkosci nakta-
dow:

A1X1+A2X2:1. (11)

Taka izokwanta okre$la, jaka — przy danym poziomie naktadow x;, x, — powinna
by¢ wydajnosé poszczegdlnych czynnikow A, A,, zeby uzyska¢ wynik jednostko-
wy.

Wobec substytucji naktadow niezbgdnych dla wytworzenia danego wyniku row-
nanie (11) oznacza, ze mozliwa (konieczna) jest substytucja wydajnosci czynnikow,
a wigc, ze w $lad za zmniejszeniem wydajnosci jednego czynnika mozna (trzeba)
zwigkszy¢ wydajno$¢ drugiego.

® Gdyz kazda izokwante z wyrazem wolnym ¢ > 0 otrzymujemy w wyniku mnozenia wspétczynnika
izokwanty jednostkowej przez c.



Ustalanie efektywnosci obiektow gospodarczych ... 41

Wydajnos$¢ jest swego rodzaju czgqstkowq efektywnos$cia danego naktadu w sto-
sunku do danego efektu. Bedziemy wigc moéwi¢ o izokwancie efektu czastkowego
(ICE). W rozpatrywanym obecnie przypadku 6w efekt czastkowy dotyczy wydajnosci
czynnika, co mozna zaznaczy¢ piszac /CEy. Nie bedziemy tego robi¢, by nie kompli-
kowa¢ notacji. Takie wlasnie izokwanty, jak wspomniano, beda wykorzystywane do
okreslania efektywnosci obiektow.

Dal?g zakladamy, co oczywiste, ze wszystkie wspolczynniki izokwant sa nie-
ujemne .

4. Izokwanty efektu czastkowego
w przestrzeni wydajnosci

Ukierunkowana na wydajnos$¢ izokwanta efektu czastkowego ma postac:
W] X1+W2X2:1. (12)

Argumenty tej izokwanty to wydajnosci Wy, W, poszczegbdlnych czynnikow przy
wytwarzaniu Y. Parametrami sa natomiast zanotowane wielkosci nakladéw x;, x, obu
czynnikéw. [zokwanta (12) okres$la takie kombinacje wydajnos$ci obu czynnikow, dla
ktérych przy ustalonym zasobie czynnikow uzyskuje si¢ dany (tu: jednostkowy) efekt.
Wymiar zmiennej W, to

[jednostka pomiaru efektu]/[jednostke pomiaru czynnika r-tego]'".

Przyklad

W tabeli 3 podano dotyczqce naszego przyktadowego problemu naktady na jed-
nostke wyniku. Na przyktad w obiekcie Ol dla uzyskania jednostki wyniku zuzyto
4/3 jednostek naktadu nr 1 oraz 2/3 jednostki naktadu nr 2, w obiekcie O2 nato-
miast dla uzyskania jednostki wyniku zuzywa sie wiecej naktadu nr 1 (1,5 jednostki
nakladu), ale mniej naktadu drugiego (0,5 jednostki). Na pytanie, ktory z tych
obiektow jest bardziej efektywny, a scislej — technologia ktorego obiektu jest bar-
dziej efektywna, na pierwszy rzut oka nie da sie wiec powiedzie¢, pierwszy bowiem
jest efektywniejszy w zakresie wydajnosci czynnika X,, drugi — w zakresie wydajno-
Sci czynnika X,.

19 Gdyby jakis wspotczynnik byt ujemny, oznaczatoby to, ze czynnik jest komplementarny, a nie sub-
stytucyjny.

""'Na przyktad jesli efekt mierzony jest w sztukach, naktad X, — w min z1, a naktad X, — w osobach,
to b; ma wymiar szt./mln z, a b, — wymiar szt./osobg.
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Tabela 3. Naktady jednostkowe

B. Guzik

Obiekty ol 02 03 04 05 06
Efekty Y 1 1 1 1 1 1

X, 133333 15 15 1 2 1,66667
Nakdady = 0,66667 0,5 2 2 6 0,66667

Zrédlo: Obliczenia wiasne.

Izokwanty w przestrzeni wydajnosci dla naszego przyktadu sq nastepujgce:

]1: 1,333 W1 + 0,667 W2 = 1, 143 1,0 W1 + 2,0 W2 = 1,
L: 1,5 wW+05 W,=1; Is: 20 W+60 W, =1,
]3: 1,5 W1 + 2,0 W2 = 1, 16: 1,667 Wl + 0,667 W2 = 1,

Przedstawiono je na rysunku 1.

2,57 W2 ----#---0O1

—— 02

—  —03

—e— 06

W

Rys. 1. Izokwanty dla obiektow w przestrzeni wydajnosci czynnikow
Uwaga: Linia O1 oznacza jednostkowa izokwantg efektu dla obiektu O1.
Zrédlo: Opracowanie wlasne na podstawie tabeli 3.

Z rysunku 1 wynika, ze technologia stosowana w obickcie O5 na pewno jest
nieefektywna, bowiem jej wydajnosci wy oraz w, (odpowiednie punkty na osi W,
oraz osi W,) sq najmniejsze ze wszystkich, a izokwanta dla tego obiektu jest cat-
kowicie zdominowana przez inne. Podobnie ma si¢ sprawa z izokwantq dla
obiektu O3, nad ktorq dominujq praktycznie wszystkie izokwanty, z wyjqtkiem
izokwanty dla obiektu O35.
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5. Granica efektywnosci w przestrzeni wydajnosci czynnikow

Niech (z, g) oznacza punkt z pewnej tamanej L w przestrzeni wydajnosci, odpo-
wiadajacy warto$ci W, =z, W, = g, oraz niech (z, i) oznacza punkt izokwanty jednost-
kowej [ przy warto$ci W, = z.

Przy W, = z tamana L dominuje nad izokwanta /, gdy wspotrzedna g >i. (13)

Granicq efektywnosci w przestrzeni wydajnosci (GEy ) nazwiemy famang
taka, ze dla kazdej wartosci z zmiennej W, dominuje ona nad wszystkimi (14)
izokwantami /CEy, dla badanych obiektow j =1, ..., J.

Rys. 2. Granica efektywnosci a izokwanty w przestrzeni wydajnosci

Zrédlo: Opracowanie wiasne.

Dominacja granicy efektywnos$ci GEy nad izokwanta typu /CEy oznacza, ze dla
kazdego punktu z tej granicy izokwanta lezy blizej (a ogodlnie nie dalej) poczatku
uktadu wspohrzednych niz granica efektywnosci (por. rys. 2)".

Dominacja granicy efektywnosci nad izokwanta /CE), algebraicznie oznacza, ze

dla wszystkich punktow z granicy efektywnosci warto$¢ lewej strony izokwanty jest
nie mniejsza od 1.

20 tym sposobie mierzenia odlegtosci miedzy izokwanta a granica efektywnosci bedzie mowa
w dalszej czgSci rozdziatu. Sposob ten jest zreszta powszechnie znany w pracach z zakresu efektywnosci
gospodarczej (w szczegdlnosci w DEA).

3 W punkcie wzigtym z danej izokwanty jednostkowej wynik wynosi 1. Je$li wezmiemy punkt po-
wyzej izokwanty, to warto$¢ lewej strony rownania bedzie wigksza od 1, gdyz wzigto lepsza (wydajniej-
sza) kombinacj¢ czynnikow (a formalnie dlatego, ze wspotczynniki izokwanty sa dodatnie i wszystkie
wspotrzedne sa nie mniejsze od poprzednich, a przynajmniej jedna jest wigksza).
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Dalej bedziemy rozpatrywaé granice efektywnosci, ktéra sktada sie z segmentow
odpowiednich izokwant /CE, czyli granic¢ najmniej odleglq od peku izokwant {/;;
j=1,..,J} —por.rys. 2.

Przyklad

Granice efektywnosci dla naszego przyktadu przedstawiono na rysunku 3. Jest to
pogrubiona tamana ABCD. Po rozwiqzaniu odpowiednich uktadow rownan przeko-
nujemy sie, ze punkty A, B, C, D majq wspotrzedne: A(0, 2); B(0,5, 0,5); C(0,6667,
0,1667), D(1, 0). Na odcinku AB granicq efektywnosci jest segment izokwanty I, na
odcinku BC — segment izokwanty I, a na odcinku CD — segment izokwanty 1.

259 -4~ O1

—a—02
——03

A O4
e O5

—e— 06

GE

Rys. 2. Granica efektywnosci
Zrédlo: Opracowanie wlasne na podstawie rysunku 1.

Rownanie granicy efektywnosci jest nastepujqce:

LSw, + 0,5w, =1 dla 0<w,<0,5
GE: <1,333w, +0,667w, =1 dla 0,5 <w, <0,667.
L,Ow, + 2,0w, =1 dla 0,667 <w, <1

Wszystkie punkty lezqce na granicy efektywnosci ABCD sq w petni efektywne. Le-
zqce ponizej — majq efektywnos¢ mniejszq. Punkty plaszczyzny lezqce powyzej granicy
efektywnosci nie nalezq do dziedziny miernika efektywnosci.

Uwagi

1. Granica efektywnos$ci niekoniecznie musi by¢ wyznaczana tylko na podstawie
danych empirycznych. Jesli okreslono pewna postulowana technologie, czyli postu-
lowane naktady czynnikéw dajace okreslony efekt (lub postulowany efekt przy danym
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naktadzie czynnikdéw), mozna te informacje¢ potraktowaé jako dodatkowy obiekt
1 stosownie do tego wyznaczy¢ granicg¢ efektywnos$ci. Jest zrozumiale, Zze granica
efektywnos$ci niekoniecznie w calosci musi by¢ identyczna z izokwanta dla postulo-
wanej technologii.

2. Granica efektywnosci GEy moze by¢ rozumiana jako kres dolny obszaru efek-
tywnosci w przestrzeni wydajnosci czynnikow. Wtedy wszystkie technologie lezace
nad granica miatyby — w zaleznosci od konwencji — efektywno$¢ rowna 1 (lub wigk-
sza od 1). W takim wypadku ,,rozszerzonq” granicq efektywnosci jest tamana GEy,
rozszerzona o odpowiednie fragmenty osi wspotrzednych. Na przyktad na rysunku 3
rozszerzona granica efektywno$ci poczatkowo biegnie od goéry po osi W,, do punk-
tu 4, nastgpnie tamang ABCD i potem, od punktu D, wzdluz osi W.

6. Promien technologiczny

Promieniem technologicznym w przestrzeni naktadow nazwiemy — wychodzaca
z poczatku uktadu wspétrzednych — potprosta odpowiadajaca analizowanej (np. zato-
zonej czy tez empirycznej) proporcji miedzy naktadami czynnikow.

Jesli na przyklad przyjmuje sig, ze technologia ,,powinna” by¢ taka, aby naktady
czynnika pierwszego do naktadow czynnika drugiego mialy sie tak jak p; do p,, to
promien technologiczny okreslony jest jako proporcja

X_n a5
X, p
czyli jako réwnanie
P Xi—p1 X, =0. (16)

Zauwazmy, ze z uwagi na rownos$¢ X, = Y/W, powyzszej proporcji migdzy nakta-
dami odpowiada nastepujaca proporcja migdzy wydajnosciami czynnikow:

LSRN VR (17)
w, P 9,
gdzie:
1
qa=—, (18)
2
1
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Promieniem technologicznym w przestrzeni wydajnosci jest rownanie

piWi—pa W2=0 (19)
lub réwnanie

g Wi —qiW> =0, (20)

odpowiadajace zalozonej proporcji q,/q, miedzy wydajnosciami czynnikéw lub — co
na to samo wychodzi — odpowiadajace zalozonej proporcji pi/p, miedzy naktadami
czynnikow.

Promien technologiczny w przestrzeni wydajnosci moze by¢ zatozony lub moze
wynika¢ z danych empirycznych. Jesli na przyktad uwaza sig, ze technologia powinna
by¢ taka, aby na trzy jednostki naktadu pierwszego przypadaty cztery jednostki nakta-
du drugiego, to p; = 3, p, = 4 i1 promien technologiczny w przestrzeni wydajnos$ci
okresla rownanie 3 W, —4 W, =0.

Dalej — o ile nie zaznaczymy inaczej — moéwimy o promieniu technologicznym
w przestrzeni wydajnosci. Kodujemy go przez PT(qi, ¢») lub przez PT(p,, p1)"™*.

Przyklad

Laqczne naktady dla szesciu obiektow wynoszq X, = 28, X, = 33. Wynika z tego, ze
Srednia relacja naktadow X\/X, = p\/p, = 28/30 = 0,933/1. Dlatego tez ,,sredni” pro-
mien technologiczny w przestrzeni wydajnosci to P1(1;0,933). Okresla go rownanie
0,933 W, — 1,0 W, = 0. Ow promier technologiczny oznacza, ze wydajnosé czynnika
drugiego stanowi 93,3% wydajnosci czynnika pierwszego (oraz ze na jednostke na-
ktadu pierwszego przypada 1,14 jednostek naktadu drugiego).

Na rysunku 4 pokazano promien technologiczny PT(1;0,933) na tle granicy efek-
tywnosci GE oraz jednostkowych izokwant ICEy.

o1

2,57 W2

20 1 A 02

——03
1,5 ¢
04

1,0 1 e 05
0,5 - —eo—06
GE
0,0
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1.0 W, PT(1;0,933 )

Rys. 4. Granica efektywnosci i promien technologiczny
Zrédlo: Opracowanie wiasne.

14 Proporcja wydajnosci czynnika pierwszego do wydajnosci czynnika drugiego ma sie tak, jak ¢,:¢»,
co jest odwrotnoscia proporcji mi¢dzy naktadami.
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7. Ustalanie efektywnosci obiektow

Skoro okreslono granice efektywnosci (czyli zbior kombinacji wydajnosci obu
czynnikéw, dla ktorych efektywnos¢ wynosi 1), to oczywistym miernikiem efektyw-
nosci dowolnego obiektu jest odlegfos¢ jego jednostkowej izokwanty / od granicy
efektywnos$ci. Problemem jest ustalenie owej odlegtosci. Podamy trzy propozycje.

[Wariant I ] Odlegto$¢ wzdluz promienia wzorcowego

Niech PT bedzie pewnym wzorcowym promieniem technologicznym w prze-
strzeni wydajnosci, czyli pewna relacja miedzy wydajnosciami czynnikow, wyni-
kajaca np. z ,,wzorcowej” relacji migedzy naktadami technologii. Taka wzorcowa
relacja, w zaleznos$ci od kontekstu badania efektywnosci, to relacja docelowa, rela-
cja $rednia, najlepsza relacja empiryczna itp. Oparcie badan na wzorcowej techno-
logii mozna tlumaczy¢ potrzeba ustalenia jednolitego punktu odniesienia dla
wszystkich obiektow.

Miernikiem odleglo$ci izokwanty od granicy efektywno$ci moze by¢ dlugo$é od-
cinka promienia technologicznego od punktu przecigcia promienia z izokwanta do
punktu przecigcia promienia z granica efektywnosci. Jest to odlegtos¢ ze wzgledu na
dany promien technologiczny. Odlegtos¢ izokwanty od granicy efektywno$ci mozna
uzna¢ za swego rodzaju luke efektywnos$ci danego obiektu.

Miernikiem efektywnos$ci obiektu j-ego (1 <j < J) jest

E=—_, 1)

gdzie:
d; — dlugo$¢ odcinka promienia technologicznego migdzy poczatkiem uktadu
wspotrzednych a punktem przecigcia promienia z izokwanta jednostkowa 7,
dgr — dhugos¢ promienia od poczatku uktadu wspoétrzednych do punktu przecigcia
promienia z granica efektywnosci GE.
Po oznaczeniu wspoélrzednych punktu przecigcia promienia technologicznego
z izokwantg przez (i, i) otrzymujemy

di= \il +i; . (22)

Niech xj;, x,; beda nakladami czynnika X;, X, w obiekcie j-tym. Punkt i = (i), i)
jest rozwiazaniem uktadu rownan:

x W +x, W, =1 izokwanta [ .),

{ 17771 27772 ( j) (23)

G W —qW, =0 (promien PT)
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wzgledem W, oraz W, (przy danych nakladach x,;, x, oraz danych wspoétczynnikach
proporcji g1, ¢» miedzy wydajnoscia czynnikow").

Oznaczmy przez e;, e, wspotczynniki kierunkowe tego odcinka granicy efektyw-
nos$ci, ktory przecinany jest przez promien technologiczny (sa to wspdlczynniki kie-
runkowe odpowiedniej izokwanty I/CFE). Niech jeszcze (g, g&») bedzie punktem prze-
cigcia promienia technologicznego z granica efektywnosci. Wowczas

dog = \/g12+g§ . (24

Punkt g = (g3, g») jest rozwiazaniem uktadu réwnan:

{el W +e,W, =1 (granica efektywnosci GE) 25)

W —qW, =0 (promien PT).

wzgledem W, oraz W, (przy danych wspolczynnikach e;, e, oraz danych wspotczynni-
kach ¢, ¢, promienia technologicznego).

Uktad rownan (25) jest ten sam dla wszystkich obiektow (bo staly jest promien
technologiczny). Przy przejsciu od obiektu do obiektu zmienia si¢ natomiast (zwykle)
pierwsze rownanie uktadu (23).

Przyklad
Na rysunku 5 zilustrowano obliczanie efektywnosci obiektu O4 przy ,, Srednim”
promieniu efektywnosci PT(1;0,933).

2,5 4 W,
20 A
1,5 1
1,0 4

i B 04
0,5 - ‘

<\C
D W, GE
0,0 T T T T T T
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 PT(1;0,933)

Rys. 5. Ilustracja obliczania efektywnosci obiektu
Zrédlo: Obliczenia wiasne.

'3 Przypomnimy, ze proporcja ta oznacza proporcje miedzy naktadami rowna ¢,/
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o Punkt przeciecia izokwanty 1y z promieniem PT(1; 0,933) znajdujemy jako roz-
wiqzanie uktadu rownan:
Low, +2,0W, =1 (izokwanta /, )
0,933w, -1,0w, =0, (promien PT)

Jest to i = (0,349, 0,326) i dlatego d, = 0,477.
o Punkt przeciecia promienia PT(1; 0,933) z granicq efektywnosci, ktorq w tym
wypadku jest odcinek AB, czyli odcinek izokwanty I,, wyznaczymy z uktadu rownan:

Lsw, +05wW, =1 (granica efektywnoséci = odcinek izokwanty 7, )
0933w, -1,0Ww, =0, (promien PT).

Rozwiqzaniem jest punkt g = (0,511; 0,477). Stad dgr = 0,700. Efektywnosé
obiektu O4 przy Srednim” promieniu technologicznym wynosi E, = 0,477/ 0,700 =
68,2%.

W tabeli 4 podano, obliczone w analogiczny sposob, efektywnosci wszystkich
obiektow. Wynikajq one z mierzonej po , srednim” promieniu technologicznym
PT(1;0,933) odlegtosci miedzy jednostkowq izokwantq efektu dla danego obiektu
a granicq efektywnosci.

Tabela 4. Efektywnos¢ obiektow wzgledem ,,sredniego” promienia technologicznego

Nr obiektu j Odlegtos¢ d; Efektywnos¢ E;
1 0,6995 1,000
2 0,6955 0,994
3 0,4063 0,581
4 0,4772 0,682
5 0,1800 0,257
6 0,5976 0,854

Zrédlo: Obliczenia wiasne.

W petni efektywny jest tylko obiekt Ol, a obiekt O2 jest prawie catkowicie efek-
tywny. Najmniejszq efektywnosciq, i to zaledwie 26%, charakteryzuje sie obiekt piqty.
Dodajmy, ze w metodzie DEA (wariant CCR ukierunkowany na naktady — zob. kon-
cowq czes¢ punktu 2) za w petni efektywne obiekty uznaje sie O1, O2, O4 i nawet O3,
ktory — wedtug proponowanego miernika opartego na badaniu izokwant wydajnosci —
jest zdecydowanie najgorszy!

Uwaga

W szczegolnym przypadku promien technologiczny moze by¢ zdegenerowany —
mianowicie moze by¢ polprosta W, = 0 lub potprosta W, = 0 (czyli osiami wspotrzed-
nych w dodatniej ¢wiartce uktadu). Jesli W, = 0, efektywnos¢ jest badana z punktu
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widzenia granicznej wydajno$ci czynnika numer r, tzn. wydajnosci liczonej przy za-
lozeniu, ze naktady drugiego, a w $lad za tym jego wydajnos¢, sa zerowe. Stosowana
niekiedy ocena efektywnosci na podstawie ilorazu ,,statystycznej” wydajnosci czynni-
ka, czyli ilorazu caly wynik/naktad pojedynczego czynnika to po prostu ocena wedtug
zdegenerowanego promienia technologicznego.

Przyktadowo, ranking obiektow wedtug granicznej wydajnosci drugiego czynnika,
a wiec wedlug miejsc przeciecia izokwant czqstkowych efektow z osiq W, jest naste-
pujacy (zob. rys. 1): 02, O1, 06, 03, 04, OS5.

[Wariant II] Odlegto$¢ wzdtuz wlasnego promienia technologicznego

W realnych zadaniach, dotyczacych praktyki gospodarczej (np. restrukturyzacji
obiektow), ocena wedtug promienia ,,wzorcowego” oznacza, Ze 0soba oceniaja-
ca uznaje za mozliwe przeprowadzenie — nawet radykalnej — zmiany technologii
w danym obiekcie, o ile dotychczasowa odbiega od wybranej. Nie zawsze jest to
mozliwe.

Dlatego mozna proponowac, by efektywnos¢ obiektu oceniana byta w sensie je-
go whasnej technologii, a nie wedtug technologii wzorcowej'’. Z formalnego punktu
widzenia obliczenia w odniesieniu do danego obiektu przebiegaja tak jak poprzed-
nio. Zmienia si¢ tylko promien technologiczny — z wzorcowego, na wlasny.

Wtasny promien technologiczny dla obiektu j-tego to rownanie realizujace te
sama proporcje naktadow czynnikow, jaka zaobserwowano w tym obiekcie, czyli

proporcje

=L == (26)

Wtasny promien technologiczny PT; w przestrzeni wydajnosci czynnikow okreslony
jest rOwnaniem:

PT;=py Wi—pyW> (por. (16)) 27)
gdzie:
Py =k xy;, (28)
P2 = kxzj

k — wybrana dowolna liczba wigksza od 0'.

'® A wnioski wynikajace z tej oceny, np. o koniecznosci zmiany technologii i restrukturyzacji, beda
dopiero formutowane na tle wynikow badania efektywnosci dotychczasowej.

7 Na przyktad w przypadku obiektu pierwszego, dla ktérego naktad czynnika pierwszego wynosi 4,
a naktad drugiego 2, wlasny promien technologiczny PT;: (k -4)W, — (k - 2)W, = 0; na przyktad: PT,: 2,
- W,=01ub W, -0,5W,=0.
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W celu ustalenia punktu przecigcia jednostkowej izokwanty obiektuj (j =1, ..., J),
z jego wlasnym promieniem technologicznym, rozwiazywany jest uktad rownan:

xy; Wi +x;W,=1 (izokwanta ) (29)
pyWi—pyW>=0, (promien PT))

wzgledem W, oraz W,.
Dla ustalenia punktu przecigcia granicy efektywno$ci z wlasnym promieniem
efektywnosci trzeba rozwiaza¢ uktad réwnan:

elW,+e,Wy=1 (granica efektywnosci GE) (30)
Wy —pyW,=0, (promien PT))

wzgledem W, oraz W,. Jak poprzednio, méwiac o granicy efektywnosci mamy na
mysli ten odcinek famanej GE, ktory przecinany jest przez promien technologiczny.

Efektywno$¢ obiektu numer j obliczymy wedlug wzoréw (21), (22), (24) z tym, ze
promien PT oznacza teraz ,,wlasny” promien technologiczny obiektu j-tego.

Przyklad

W tabeli 5 przedstawiono wyniki obliczen dla danych z tabeli 3, jesli odlegltosé¢
obiektu od granicy efektywnosci mierzona jest po witasnym promieniu technologicz-
nym tego obiektu. Obok podano wskazniki efektywnosci obliczone przy ,,srednim”
promieniu technologicznym PT(1, 0,933) — por. tabela 4.

Tabela 5. Efektywno$¢ wg wlasnego promienia
i efektywnos$¢ wg promienia $redniego

Obiekt Wiasny PT Efektywnosc Sredni PT Efektywnosc
01 PT(1,;2) 0,938 PT(1, 0,933) 1,000
02 PT(1,3) 1,000 PT(1, 0,933) 0,994
03 PT(1,0,75) 0,611 PT(1, 0,933) 0,581
04 PT(1;0,5) 0,833 PT(1, 0,933) 0,682
05 PT(1,0,33) 0,389 PT(1, 0,933) 0,257
06 PT(1;2,5) 0,825 PT(1, 0,933) 0,854

Zrédlo: Obliczenia wiasne.

1. Tylko jeden obicekt, stosujqc wilasnq technologie jest w pelni efektywny. Jest to
obiekt O2. Pozostate obiekty stosujqc swoje technologie uzyskujq mniejszy wynik, niz
bytoby to mozliwe przy obserwowanych w tych obiektach naktadach czynnikow. Pra-
wie efektywna w obiekcie Ol jest stosowana przezen technologia. W pozostatych
obiektach efektywnos¢ wiasnych technologii jest wyraznie mniejsza od 90%. Szcze-
gdlnie dotyczy to obiektu O5.
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2. Przypomnijmy, ze w metodzie DEA, ktora tez w pewnym sensie porownuje wia-
snq technologie obiektu z technologiami innych obiektow, dla tego samego przykladu
liczbowego, otrzymano az cztery obiekty o 100% efektywnosci: Ol, O2, O4 i, nawet
najgorszy obecnie, obiekt O5.

3. Na 0gdt jest tak jak mozna byto sie spodziewac: Efektywnos¢ mierzona wedtug
wlasnego promienia technologicznego jest wyzsza od mierzonej po jakims innym
promieniu (np. Srednim).

4. Niekiedy jednak efektywnosc relatywizowana wzgledem wiasnego promienia
technologicznego jest nizsza niz wzgledem innego promienia. Pokazuje to przyktad
obiektu O1l, co zilustrowano na rysunku 6.

2,5 1
W,
B promien GE
20 wlasny
7
1,5 4 izokwanta 7 — — PT(132)
................... P romie

1,0 1 . Sredni - = = PT(1;0,933)
0,51 P — =01

7.

-
0,0 \ \ \ ‘ ‘ ‘ ",

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 14

Rys. 6. Ilustracja przypadku nizszej efektywnosci
wedhug wlasnego promienia technologicznego
Zrédlo: Opracowanie whasne.

Mierzona na promieniu ,,srednim” PT(1; 0,933) odlegtos¢ miedzy izokwantq dla
tego obiektu a granicq efektywnosci wynosi zero. Natomiast odleglos¢ miedzy tq izo-
kwantqa granicq GE mierzona po wlasnym promieniu PT(1;2) obiektu drugiego, jest
dodatnia.

[Wariant III] Srednia odlegtos¢ w stozku promieni technologicznych

Inny wariant obliczen wskaznikow efektywnosci mogtby wychodzi¢ ze spostrze-
zenia, ze wprawdzie radykalna zmiana promienia technologicznego w danym obiekcie
nie jest mozliwa, jednak zmiana w jakim$ niewielkim zakresie (np. o 10-20% w gorg
lub w dot) od wlasnego promienia technologicznego moze by¢ zrealizowana. Mieliby-
$my wtedy do czynienia ze stozkiem (wiazka) promieni technologicznych dla danego
obiektu. Zilustrowano to na rysunku 7.
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A

GE
gorny promien

dolny promien

izokwanta

>

Rys. 7. Stozek promieni technologicznych
Zrédio: Opracowanie whasne.

Woéwcezas miernikiem efektywnosci moglby by¢ iloraz pola trojkata Oab ogra+
niczanego przez ramiona (dolny promien, gorny promien) stozka oraz izokwantg,
do pola ograniczonego granica efektywnos$ci i ramionami stozka lezacymi pod ta
granica.
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Estimating the economic entities efficiency on the basis
of partial efficiency isoquants

The author of the article describes a method for estimating the efficiency of economic entities that
produce one output using more than one input. The method consists in constructing isoquants for each
object in the space of productivity of inputs. For a given object quantities of inputs are the isoquant pa-
rameters and partial productivities of inputs are the arguments.

Further analysis consists in defining efficiency limit which is such an edge that all the isoquants are
dominated by it. The efficiency of a given object is estimated on the basis of the distance between the
isoquant and the efficiency limit calculated along the assumed technological radius. To make the consid-
erations easier the author analysis three types of technological radius for a given object: (a) the radius
settled a priori (which means that all the objects are examined under the same external criterion), (b) the
individual radius (which is similar to Data Envelopment Analysis), and (c¢) the cone-shaped radius.

Keywords: isoquant, efficiency, isoquant in the productivity space, efficiency frontier



