BADANIA OPERACYIJNE I DECYZIJE
Nr 2 2006

Grazyna TRZPIOT*

POMIAR RYZYKA FINANSOWEGO
W WARUNKACH NIEPEWNOSCI

Zarzadzanie losowymi przysztymi stopami zwrotu jest podstawowym zadaniem finanséw w oto-
czeniu, ktore ma charakter stochastyczny. Wazne sa zadania bazujace na optymalizacji VaR, ktore sa
podej$ciem probabilistycznym do zagadnienia. Rozwoj aksjomatycznej teorii zwiazanej z koherent-
nymi miarami ryzyka wskazat na odporny odpowiednik VaR, nazywany CVaR. W pracy omawiamy
zwiazek tej miary z dominacjami stochastycznymi.

Stowa kluczowe: programowanie stochastyczne, koherentne miary ryzyka, value-at-risk, conditional
value-at-risk, dominacje stochastyczne

Wprowadzenie

Zmaganie si¢ z niepewnymi warto$ciami przysztych obserwacji jest fundamental-
nym problemem optymalizacyjnym w stochastycznym otoczeniu. Problem ten dotyczy
zaréwno funkcji celu, jak i ograniczen rozpatrywanego zadania.

W polu zastosowan programowania stochastycznego, ktore wyrosto z tradycji
programowania liniowego i kwadratowego, ograniczenia dotyczace przysztych
warto$ci sa zazwyczaj zastgpowane funkcja kary. Probabilistyczne ograniczenia
wymagaja, aby zatozenia byly spetnione z pewnym prawdopodobienstwem. Wyma-
gania te sa na ogo6! spetniane, ale przyjete wczesniej zatozenia o wypuktosci, cza-
sem o ciagtosci na etapie formutowania problemu, czgsto pomija sig, z wyjatkiem
specjalnych przypadkow. Funkcja celu ma zazwyczaj posta¢ maksimum oczekiwa-
nej uzytecznosci lub minimalizacji oczekiwanych koszow, ktore moga by¢ czgscio-
wo uwzglednione w funkcji kary.
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W zadaniach optymalizacyjnych w finansach, gdzie niepewnos$¢ jest nie do unik-
nigcia, podejécie wynikajace z programowania stochastycznego zdaje si¢ by¢ odpo-
wiednim. Tradycyjne zadanie z teorii portfela to minimalizacja wariancji stopy
zwrotu aktywow przy ograniczeniach dotyczacych poziomu oczekiwanej stopy zwro-
tu. Inne warianty tego zadania znamy z zastosowan i literatury. Waznym przypadkiem
jest zadanie, w ktorym ograniczenia i funkcja celu odnosza si¢ do value-at-risk, ktore
z definicji ma probabilistyczne ograniczenia, ale niestety nie ma dobrych matema-
tycznych wtasnosci. Nie ma tez dobrych finansowych wtasnos$ci, poniewaz nie jest
miarg koherentna. Oméwimy dodatkowo alternatywe, odporng na wartosci ekstremal-
ne, czyli conditional value-at-risk.

1. Problem decyzyjny w warunkach niepewnosci

Podstawowym czynnikiem majacym wptyw na opis problemu jest przysziosé. Po-
dejmujemy ryzyko dzisiaj, podejmujac okreslone decyzje, ale nie znajac konsekwen-
cji naszych decyzji, zatem:

a) czas koryguje te decyzje,

b) podejmujemy ryzyko.

Problem decyzyjny w warunkach niepewnosci, ujety w tytule, rozumiemy jako
niepewno$¢ (uncertainty) co do wartosci przysztych stanow.

Problem decyzyjny moze by¢ sformutowany nastepujaco:

Wybieramy element x € S (S jest zbiorem dopuszczalnych alternatyw decyzyjnych),
podejmujemy decyzje f(x, @), przy czym @ jest obserwowane pozniej (@ € 2).
Determinujemy funkcje, ktéra zalezy od czynnika losowego, zatem zmienna loso-
wa. Podejmujemy decyzje, determinujac zmienne losowe.

Okreslajac szczegdtowo powyzszy problem decyzyjny, mozemy zapisa¢ nastepu-
jace zadania decyzyjne, przy ustalonej funkcji celu fo(x, @) oraz przeliczalnym zbio-
rze ograniczen f;(x, ), gdzie i =1, ..., n (n jest liczba sktadnikéw portfela):

1) szacujemy nieznane parametry rozktadu, czyli estymacja wartosci @

mlnf O(Xa C())
f l'(x’ C()) <0

2) obserwujemy warto$ci oczekiwane determinowanych zmiennych losowych

min E( fo(x, ®))
E(fix, @) <0
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3) budujemy funkcje straty, czyli rozwazamy najgorszy przypadek

min sup fo(x, )
we

filx, @) <0

4) dopuszczamy straty z przyjetym z gory prawdopodobienstwem, czyli rozwaza-
my probabilistyczne ograniczenia:

znalez¢ najmniejsze « € (0, 1) takie, ze
prob{ fu(x, @) < a} > o
prob{ fi(x, ) < a} 2 &,

2. Pomiar ryzyka w warunkach niepewnosci

Przejdziemy do opisu pomiaru mozliwych konsekwencji podejmowanych decyzji
w warunkach niepewnosci. Zdefiniujemy koherentna miarg ryzyka. Miara ryzyka
wyznacza wszystkie mozliwe straty (odniesieniem jest pewien benchmark o zerowych
stratach). Przestrzen probabilistyczna zapiszemy jako (QQ, 4, P), zmienna losowa jest
elementem z L* = L*(Q, 4, P).

Definicja 1

Koherentna miara ryzyka to funkcjonat R: L* — (-oc,cc) o nastepujacych wiasno-
sciach:

a)dla c € R zachodzi R(X+c-r)=R(X) —c,

b) R(X+ Y) < R(X) + R(Y), dla dowolnych X, Y € L?,

)X, Y el jezeli X< Y, to R(Y) < R(X),

d)XeL*i >0, ROX)=ARX).

Problem, ktory nalezy podja¢ to ograniczenie ryzyka, czyli wyznaczenie rozwia-
zania nastepujacego zadania (dla ustalonej miary ryzyka R, oraz ustalonego fo(x, ®)):

min Ry( fo(x, o)).

Jezeli minimalizujemy ryzyko, dla kazdej zmiennej losowej kreowanej w przy-
sztosci poprzez podejmowane decyzje, otrzymujemy ciag zadan: Ry, Ry, ..., R,.

Okreslone wczesniej problemy decyzyjne mozemy zapisa¢ w odniesieniu do kohe-
rentnej miary ryzyka nastepujaco (o € ):

1) szacujemy nieznane parametry, czyli estymacja

R: X > X(w)
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2) obserwujemy warto$ci oczekiwane zmiennych losowych
R: X— E(X)
3) funkcja straty, rozwazamy najgorszy przypadek
R: X— sup X(w)

weN
4) rozwazamy probabilistyczne ograniczenia (dla « € (0, 1))

R:X—> VaR, X

R(x) = VaRa; (x).

Wszystkie zapisane powyzej zadania maja implementacje w pewnej klasie zadan,
odnoszacych si¢ do ustalonej miary ryzyka.

3. Dominacje stochastyczne a pomiar ryzykaRelacja dominacji stocha-
stycznych wyznacza cze$ciowy porzadek w zbiorze zmiennych losowych, bedacych
przysztymi stopami zwrotu rozwazanych inwestycji. Jezeli funkcja uzytecznosci in-
westora jest rosnaca i wklgsta, to dominacja stochastyczna drugiego rodzaju jest wa-
runkiem koniecznym i wystarczajacym dla maksymalizacji oczekiwanego zwrotu z
inwestycji [11]. Szczegdlowo tematyka ta zostata przedstawiona w pracy [8]. W tym
ro.zcﬁieﬂlel igm@vimy zalezno$¢ migdzy dominacjami stochastycznymi a koherentnymi

a
mt 1Ierrléhr}ﬁé¥l@'qua( dystrybuantami rozktadoéw stopy zwrotu dwoch poréwnywanych

inwestycji X i1 ¥ okre§lonych na przedziale [a, b]. MOéwimy, ze X dominuje Y i jest to
dominacja odpowiednio pierwszego oraz drugiego rodzaju (FSD, SSD) wtedy i tylko
wtedy, gdy:

H((x)=F(x)-G(x)<0 dla xe[a,b] (XFSDY),

Hz(x)zj-H](y)dySO dla xe[a,b] (XSSD Y).

Definicja 3
Niech F bedzie dystrybuanta rozktadu stopy zwrotu inwestycji X; wowczas dla
a € (0, 1) value-at-risk definiujemy nastepujaco:
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VaR, (X )= — inf {x | F(x) > a.

Definicja 3
Niech F bedzie dystrybuanta rozktadu stopy zwrotu inwestycji X; wowczas dla
a € (0, 1) conditional value-at-risk definiujemy nastgpujaco:

CVaR,(X)=—-EX| X< VaR,(X)).

Pflug, korzystajac z powyzszych definicji oraz wlasno$ci monotoniczno$ci wartosci
oczekiwanej, udowodnit nastgpujace twierdzenie [3]. W dowodzie zapisano nowa wer-
sje twierdzenia o dominacjach stochastycznych, podang w pracy Levy’ego [2].

Twierdzenie 1

Dla dwoéch zmiennych losowych X1 Y zachodza nastepujace zwiazki:

a) XFSD Y < VaR, (X) < VaR, (Y),

b)XSSDY< CVaR,(X)<CVaR,(Y).

Mozna zapisaé tezy powyzszego twierdzenia, odwotujac si¢ do definicji koherent-
nej miary ryzyka w formie ponizszego wniosku.

Whiosek

Dla dwoéch zmiennych losowych X1 Y zachodzi R(X ) < R(Y) w szczegdlnosci, je-
zeli X SSD Y, ale nie odwrotnie.

Komentujac przedstawione wyniki, mozna ujaé to nastgpujaco: ryzyko mozna od-
nies¢ tylko do CVaR.

4. Uogolniona miara odchylenia

Miara odchylenia ma wyznacza¢ poziom zmienno$ci warto§ci zmiennej losowe;.
Zapiszemy twierdzenie opisujace zalezno$¢ pomigdzy miara odchylenia a miara ryzyka.

Definicja 4

Uogolniona miara odchylenia to funkcjonat D: L* — [0, «) o nastepujacych wia-
snosciach:

a) DX + C)=D(X),

b) D(0)=0iA >0, DAX)=AD(X),

) DX+Y)<DWX)+D(Y),

d) D(X) > 0.

Uogolniona miara odchylenia jest koherentna, jezeli spetnia dodatkowo warunek

e) D(X) < EX — inf X, dla dowolnej zmiennej losowej X.Powyzsze wlasnosci od-
powiadaja wlasnosciom odchylenia standardowego, z wyjatkiem wlasnosci symetrii
D(=X) # D(—X). Najwazniejszym powodem odej$cia od standardowego odchylenia
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jest inne podejscie do opisu wartosci mniejszych i wigkszych od warto$ci oczekiwane;.
Z powyzszych wlasnosci wynika, ze uogdlniona miara odchylenia jest funkcjonatem
wypuklym. Przykltadami znanych miar spetniajacych powyzsze wilasnosci sa: syme-
tryczne miary, takie jak o(X)' oraz Ao (X) (dla dowolnego A), niesymetryczne miary
o.(X) oraz o.(X) (nadwyzki rynkowe sg ujemne lub dodatnie).

Twierdzenie 2

Uogolniona miara odchylenia odpowiada koherentnej mierze ryzyka zgodnie z na-
stepujacymi relacjami: [5]

a) D(X)=R(X-EX),

b) R(X)=E-X)+ DX).

W powyzszej zaleznosci D(X ) jest koherentne wtedy i tylko wtedy, gdy R(X) jest
koherentna.

Komentujac wynik powyzszego twierdzenia, mozna zapisa¢ przyktad odnoszacy
si¢ do wszystkich wczesniejszych pojec, rowniez do dominacji stochastycznych.

Przyklad 1
Dla dowolnego « € (0, 1) funkcjonat

D X)=CVaR (X—-EX)
jest ciagly i wyznacza koherentng miarg ryzyka
R(X)=CVaR,(X).

Powyzszy przyklad mozna uogdélni¢, wprowadzajac kombinacj¢ liniowa CVaR,
(mixed CvaR — deviation) lub rozpatrujac najgorszy przypadek (worst-case mixed
CVaR — deviation).

Przyklad 2
Dla dowolnego zbioru oy, @, ..., &, € (0, 1) oraz zbioru wag wy, ws, ..., w,, (w; +
wy.+...+w,, = 1) funkcjonat

DX ) =wCvaRey(X — EX) + w;CVaRan(X — EX) + ...+ w,,CVaR o, (X — EX)
jest ograniczony, koherentny i wyznacza koherentna miar¢ ryzyka
R(X)=wCVaRoy(X) + wCVaRen(X) + ...+ w,,CVaR oy, (X).
Przyklad 3

Dla dowolnego zbioru ¢, o, ..., &, € (0, 1) funkcjonal opisujacy najgorszy przy-
padek

"o () =|x-Ex

20 0-(X) =[x - EX].

2 oD =X -EX1,],
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D(X) =max{CVaRa (X — EX), CVaRon(X — EX), ..., CVaRo, (X — EX)}
jest ograniczony z dotu i wyznacza koherentna miare ryzyka

R(X) = max{CVaRay(X), CVaRox(X), ..., CVaRci(X)}.

Podsumowanie

Przedstawione rozwazania sa proba uporzadkowania zaleznos$ci migdzy koherent-
nymi miarami ryzyka a dominacjami stochastycznymi. Aby teoria byta uzyteczna,
powinna by¢ wolna od zaprzeczen oraz powinna odzwierciedla¢ podstawowe mysle-
nie o podejmowaniu ryzyka. Uwaznie zapisujemy zatem definicj¢ miary ryzyka.
Uogo6lniona miara odchylenia pokazuje mozliwos$¢ opisu poziomu zmiennosci nie-
pewnych przysztych warto$ci badanych zmiennych.

Value-at-risk, nawet definiowana jako kwantyl, ma kilka wad. Wykorzystujac tg
miarg, akceptujemy pozycje, ktore z wysokim prawdopodobienstwem sa korzystne
oraz takie, ktore z bardzo matym prawdopodobienstwem prowadza do bankructwa.
Pomiar ryzyka mozna prowadzi¢ wykorzystujac conditional value-at-risk, korzystajac
z wnioskow z przedstawionych twierdzen. Aplikacje przedstawionego podejscia w ana-
lizie portfelowej wraz z mozliwymi modyfikacjami zdan klasycznych zostaty podjete
w kolejnych pracach [9, 10].

Miary ryzyka sa zdefiniowane na zbiorze zmiennych losowych tak, ze mozemy
wykorzysta¢ modele korelacji, kiedy mamy rézne pozycje w portfelu inwestycji. To
odzwierciedla fakt, ze akceptacja nowej pozycji, powiedzmy nowej umowy ubez-
pieczeniowej albo nowego rodzaju opcji, jest zalezna od innych elementéw w port-
felu.
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Measuring financial risks under uncertainty

Coping with the uncertainties of future outcomes is a fundamental theme in finance in a stochastic
environment. In the field of stochastic programming, which grown from the traditions of linear and quad-
ratic programming, constrains on future outcomes have commonly been relaxed to the penalty expres-
sions. Probabilistic constrains, requiring that a condition only to be satisfied up to a given probability.
Objectives have usually taken the form of maximizing of expected utility or minimizing an expected cost.
In financial optimization where uncertainties are likewise unavoidable, approaches of stochastic pro-
gramming have prevailed. An important example is constrains and objective based on the notion value-at-
risk, which related closely to probabilistic one unfortunately it suffer from similar mathematical short-
comings. Value-at-risk suffers from financial inconsistencies, which have led to axiomatic development
of coherent risk measures, so we add also the robust alternative called conditional value-at-risk. We cope
also with some connection between CVaR and stochastic dominance.

Keywords: stochastic programming, coherent risk measures, value-at-risk, conditional value-at-risk,
stochastic dominance



