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W pracy zaproponowano alternatywny sposob liczenia utamkowego (fraktalnego) wymiaru sze-
regow czasowych. Okresla on, jak silnie szereg czasowy wypelnia swoja przestrzen i stuzy migedzy
innymi do charakteryzowania szeregéw danych gieldowych ze wzgledu na stopien postrzgpienia.
Wymiar fraktalny obliczano dla wybranych szeregéw czasowych kurséw walut o dwoch dlugosciach:
1000 i 100 danych. Przedstawiona metoda nadaje si¢ zarowno do analizy szeregdw dlugich, jak
i krotkich. Otrzymane wyniki tatwo mozna interpretowaé oraz odnie$¢ je do prezentacji graficznej
szeregu, co jest wazne w praktycznych zastosowaniach.

Stowa kluczowe: wymiar fraktalny, metoda podziatu pola, szereg czasowy, kursy walut

Wstep

W klasycznej teorii analizy szeregéw czasowych danych gietdowych i inwestowa-
nia w papiery warto§ciowe nie korzysta si¢ z narzedzi teorii chaosu. Teoria chaosu nie
jest jeszcze powszechnie stosowana wsrdd badaczy, glownie ze wzgledu na trudnosci
powstajace przy obliczaniu narzgdzi, jakimi si¢ postuguje i czgste niejasnosci inter-
pretacyjne. Niniejszy artykut ma na celu przedstawienie jednego z narzedzi teorii
chaosu — wymiaru fraktalnego, a takze zaprezentowanie autorskiej metody szacowa-
nia tego wymiaru.
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Jedna z najpopularniejszych metod szacowania wymiaru fraktalnego jest metoda
wariacyjna VM'. Jej rozwinieciem jest metoda segmentowo-wariacyjna SVM zapro-
ponowana przez Zwolankowska’.

W niniejszym artykule przedstawione zostanie nieco inne podej$cie do szacowania
wymiaru fraktalnego. Przyklad zastosowania metody do analizy szeregéw czasowych
kurséw akcji zamieszczono w pracy Szacowanie wymiaru fraktalnego szeregow czaso-
wych metodq podziatu pola®. W artykule tym przedstawiono jej zastosowanie w osza-
cowaniu wymiaru fraktalnego kursow walut.

1. Wymiar fraktalny szeregéow czasowych

Geometria euklidesowa podaje wymiar przestrzeni, w ktorej umieszczony jest sze-
reg czasowy. Przestrzenia ta jest ptaszczyzna o wymiarze euklidesowym — 2. Rozpa-
trujac natomiast trajektori¢ szeregu czasowego jako tamana, otrzymujemy wymiar
euklidesowy — 1. Odchodzac od wymiaru euklidesowego mozna zauwazy¢, ze wykres
szeregu czasowego nie wypetnia calej plaszczyzny, na ktoérej zostal umieszczony,
zatem jego wymiar bedzie mniejszy od 2 i rozny od 1, gdyz jest to wymiar euklideso-
Wy prostej, a szeregi czasowe nie maja na ogoét ksztattu linii proste;j.

Rozwiazaniem tej niedogodnosci jest wymiar fraktalny, scharakteryzowany przez
Petersa: Wymiar fraktalny, ktory opisuje, w jaki sposob obiekt (lub szereg czasowy)
wypelnia swojq przestrzen, jest wynikiem wszystkich czynnikow wplywajqcych na
system, ktérego wytworem jest dany obiekt (szereg czasowy)®.

Wymiar fraktalny oznacza si¢ przez D i nie musi on by¢ liczbg catkowitg. Dla wy-
kreséw jednowymiarowych szeregow czasowych przyjmuje wartoSci z przedziatu
<1; 2>. Warto$¢ 1 wymiar szeregu czasowego przyjmowac bedzie wowczas, gdy wy-
kres bedzie miat ksztalt linii prostej, a wartos¢ 2, gdy bedzie wypetia¢ pewien obszar
dwuwymiarowy na ptaszczyznie. W praktyce wartosci skrajne nie sg osiagane.

Skoro wymiar fraktalny ma opisywac, jak szereg czasowy wypehia obszar, innymi
stowy — jak zaggszcza si¢ na plaszczyznie, to wigksze zaggszczenie powodowac bedzie
zwigkszony wymiar fraktalny, a mniejsze zaggszczenie spowoduje mniejszy wymiar
fraktalny. Dla szeregéw czasowych oznacza to, ze czgste zmiany w roéznych kierunkach

' B. Dubuc, J.F. Roques-Carmes, C. Tricot, S.W. Zucker, Evolving the Fractal Dimension of Pro-
files, Physical Review A 1989, Vol. 39, s. 1506.

2 M. Zwolankowska, Fraktalna geometria polskiego rynku akcji, Uniwersytet Szczecifiski, Rozprawy
i Studia, t. 382, s. 63.

3 G. Przekota, Szacowanie wymiaru fraktalnego szeregéw czasowych metodq podziatu pola, Zeszyty
Studiéw Doktoranckich, Zeszyt 12, Poznan 2003.

*E.E. Peters, Teoria chaosu a rynki kapitatowe, WIG-Press, Warszawa 1997, s. 58.
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beda powodowaé zwigkszenie wymiaru i szereg bedzie bardziej wypetnial ptaszczyzne,
a szeregi jednokierunkowe, z mala liczba zmian, beda mialy mniejsze wymiary fraktal-
ne, ich ksztalty za$ beda bardziej zblizone do ksztattu prostej. Szeregi, w ktorych wyste-
puja czeste zmiany w roznych kierunkach charakteryzuje zjawisko powrotu do $redniej,
a szeregi o matlej liczbie zmian — zjawisko podtrzymania trendu. Odpowiednie wnioski
mozna jednak wysnu¢ dopiero po obserwacji danych empirycznych.

Przyktad zastosowania wymiaru fraktalnego do zjawisk naturalnych podaje Man-
delbrot’. Problem dotyczy pomiaru dtugosci linii brzegowej. Wynik zalezy od dhugo-
$ci miarki: im miarka jest krétsza, tym wynik doktadniejszy, gdyz pozwala uchwyci¢
wigcej krzywizn. Wymiar fraktalny umozliwia odpowiedz na pytanie, jak postrzepio-
ne sa linie brzegowe. Im linie brzegowe sa bardziej postrzegpione, tym ich wymiar
fraktalny jest wigkszy. E. Peters podaje np. wymiar fraktalny linii brzegowej Norwe-
gii — 1,52 i linii brzegowej Wielkiej Brytanii — 1,26°. Wynik ten jest zgodny z obser-
wacja mapy — linia brzegowa Norwegii jest bardziej postrze¢piona od linii brzegowe;j
Wielkiej Brytanii, a wigc jej wymiar fraktalny jest wigkszy i bardziej zblizony do 2.

2. Geometryczny sposob wyznaczenia wymiaru fraktalnego

Jeden ze sposobow znalezienia wymiaru fraktalnego szeregow czasowych podaje
E. Peters’: Wymiar fraktalny ustala si¢ mierzac stopien postrzepienia linii. Nalezy
policzy¢ liczbe kot o okreslonej $rednicy, ktére potrzebne sa do pokrycia calej linii.
Nastgpnie trzeba zmniejszy¢ ustalong srednicg kot 1 powtdrzy¢ obliczenia. Po prze-
prowadzeniu odpowiedniej liczby takich operacji mozna zauwazy¢, ze liczba kot
zwigzana jest wyktadniczo z dlugos$cia promienia kot nastepujaca relacja:

N, =@2n°,
gdzie:
N, —najmniejsza liczba kot przy ustalonym r,
7 —promien,

D — wymiar fraktalny,
stad wymiar fraktalny D jest wspotczynnikiem kierunkowym prostej regresji

log N, = Dlog(2r).

Jest to jednak mato efektywny sposéb wyliczenia wymiaru fraktalnego, gdyz wy-
maga wielu geometrycznych konstrukcji. Podobnie liczy si¢ wymiar fraktalny metoda

3 B. Mandelbrot, The Fractal Geometry of Nature, W.H. Freeman, New York 1982.
S E. E. Peters, Teoria chaosu..., op. cit., s. 60.
7 Ibidem.
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pudetkowa BCM, z tym ze zamiast kot zlicza sie kwadraty o okreslonej dtugosci boku
potrzebne do pokrycia wykresu szeregu czasowego.

3. Metoda podzialu pola

Autorska metoda szacowania wymiaru fraktalnego przedstawiona w niniejszym opra-
cowaniu taczy elementy metod segmentowo-wariacyjnej oraz tradycyjnych metod geome-
trycznych. Podobnie jak w metodzie segmentowo-wariacyjnej wykres szeregu czasowego
pokrywany bedzie przez prostokaty, samo szacowanie wymiaru fraktalnego bedzie nato-
miast polega¢ na okresleniu wspolczynnika regresji, podobnie jak w metodach geome-
trycznych.

Nalezy zatozy¢, ze ma si¢ do dyspozycji kawatek plaszczyzny w ksztalcie prosto-
kata o podstawie a i wysokos$ci b. Pole tego prostokata bedzie wynosi¢ P = ab (rysu-
nek 1). Prostokat zostanie podzielony na potowy, dlatego tez pole P nazwiemy pier-
wotnym (przed podziatem). Nastgpnie dzieli si¢ pierwotny prostokat na dwie rowne
czesci pionowa prosta (rysunek 2). Pole powstatych dwdch prostokatéw bedzie wyno-
si¢ p, ale p = P, poniewaz

a a 2ab

b+ L p="L —up=pP

2 2 2

b
a
P=ab
Rys. 1. Prostokat o polu P
Zr6dto: opracowanie whasne.
b
P=ab

al2 al2

Rys. 2. Prostokat o polu P po podziale
7 rb6dto: opracowanie wiasne.
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Kolejne przepotawianie prostokatéw nie zmieni faktu, ze suma pol zawsze bedzie
wynosi¢ P. Oznacza to, ze suma pol P po podziale prostokata na dowolna liczbg row-
nych prostokatéw pionowymi liniami bedzie taka sama, jak suma pol p po podziale
dwukrotnie gestszym od danego (pierwotny moze by¢ podziat np. na trzy prostokaty,
a nastepny na sze$¢). Dla dowolnego podzialu zachodzi wigc tutaj zwiazek:

P
=2—.
P 2

W prostokacie nalezy umiesci¢ wykres szeregu czasowego.

Rys. 3. Szereg czasowy na plaszczyznie
Zrédto: opracowanie wilisne.

Niech szereg czasowy ma dhugos$¢ N; wtedy pole obszaru zajmowanego przez sze-
reg mozna wyliczy¢ ze wzoru

P:N(xmax_xmin)’ (1)

gdzie Xpax 1 Xmin 8 0dpowiednio najwigksza i najmniejsza warto$cia w szeregu.
Nalezy podzieli¢ prostokat zajmowany przez szereg czasowy pionowa prosta na po-
lowy i znalez¢ sume pdl p powstalych potowek, stosujac wzor (1) do kazdej potdwki:

N N
=— (X, — X )+ — X, = X, ) - 2
p 2 ( max, mm]) 2 ( max, mmz) ( )
Pomiedzy p a P zachodzi nierownos¢
p<P. 3)

Powtarzajac czynnos¢ przepolawiania skonczona ilo$¢ razy, za kazdym razem
okaze sig, ze suma pdl potowek w stosunku do sumy po6l pierwotnych jest od nich nie
wigksza. Oznacza to, ze przy dowolnym podziale pierwotnym na k czgsci pole zaj-
mowane przez wykres szeregu bedzie wynosic¢

N k
])k :;Z(’xmax, _xmini) H (4)
i=1

a przy podziale na 2k czgsci
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N 2k
Pax zﬁg(xmax, _xmini)‘ (5)

Pomigdzy P, i p,, zachodzi nierowno$¢

Py S B (6)
Oczywiste jest, ze
P,
P = 27k~ (7

Rownos¢ we wzorze (7) zachodzi jedynie dla wykresow szeregdw czasowych cal-
kowicie wypehiajacych swoja ptaszczyzng. Jezeli szereg bedzie mial ksztalt linii
prostej (np. rosnacej jak nizej w przyktadzie 2), to pomigdzy p a P zachodzi¢ bedzie
rownos¢

P
P = 17k- (3)

Réwnose ta zachodzi takze dla tamanej, poczawszy od pewnego podziatu.
Dla dowolnego szeregu

Py =D i > )
2

gdzie D zawiera¢ si¢ bedzie w przedziale <1;2> i bedzie tym wigksze, im ksztatt trajek-
torii szeregu czasowego bedzie bardziej postrzgpiony, czyli im czgsciej w szeregu be-
dzie wystegpowac zmiana trendéw na przeciwne. Warto$¢ D natomiast bedzie tym bliz-
sza 1, im ksztalt szeregu bedzie blizszy prostej, czyli im mniej bedzie w szeregu zmian
trendow na przeciwne. Jesli w uktadzie wspolrzednym na osi x bedzie si¢ odkladaé
warto$ci P/2, a na osi y warto$ci p, to wartos¢ D bedzie wspotczynnikiem regresji pro-
stej oszacowanej dla punktow (P/2; p). Tak zdefiniowana warto§¢ D moze by¢ trakto-
wana jako miara postrzgpienia szeregow, czyli jako wymiar fraktalny szeregow. Mozna
rozwazy¢ kilka przypadkow szczegolnych, ktore opisano w przyktadach 11 2.

Przyklad 1

Zaktada sig, ze szereg ma nastepujaca postac: 1, 2, 1, 2, 1, 2 itd. i jest szeregiem
dhugosci 100.

Dla catego szeregu N =100, Xpux = 2, Xmin = 1, stad P = 100. Po przepotowieniu sze-
regu otrzymuje si¢ dwa szeregi dlugosci 50, w ktorych X = 2, xmin = 1. Pole kazdego
prostokata jest rowne 50, a suma p = 100. Szeregi dtugosci 50 sa z kolei pierwotnymi
dla szeregow dhugosci 25, w ktdrych x.x =2, xmin = 1, a stad pole kazdego prostokata
jest rowne 25, a suma 100. Jest to jeden z mozliwych podzialow szeregu dtugosci 100.
Drugi podziat — to podziat najpierw na szeregi dtugosci 20, potem 10, a nastgpnie 5.
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Rys. 4. Wykres szeregu z przyktadu 1
Zrédto: opracowanie whasne.

W kazdym z tych przypadkoéw suma pol jest rowna 100. Przeprowadzajac oszaco-
wanie wymiaru fraktalnego D, otrzymujemy warto$¢ 2, co jest rownoznaczne z tym,
Ze powyzszy szereg zajmuje cala swoja ptaszczyzng, a to oznacza takze, ze mamy do
czynienia ze zjawiskiem powrotu do $redniej.

Tabela 1

Pola zajmowane przez szereg w kolejnych podziatach

N N2 P )4

100 50 100 100
50 25 100 100
20 10 100 100
10 5 100 100

Zrddto: opracowanie wiasne.

Przyklad 2

Zaktada sig, ze szereg ma nastgpujaca postac: 1, 2, 3, 4 itd. i jest szeregiem diugo-
$ci 100.

Dla catego szeregu N = 100, xpax = 100, X = 1, stad P =9900. Po przepolowieniu
szeregu otrzymujemy dwa szeregi dlugosci 50, w pierwszym Xpu = 50, Xpin = 1,
w drugim X, = 100, xni, = 51, stad pole kazdego jest rowne 2450, a suma p = 4900.
Szeregi dtugosci 50 sa z kolei pierwotnymi dla szeregow dlugosci 25, w ktorych kaz-
de pole jest rowne 600, a suma p =2400 (przy polu pierwotnym P =4900, dla
N =50). Jest to jeden z mozliwych podzialow szeregu dlugosci 100 na potowy. Drugi
podziat — to podziat najpierw na szeregi dtugosci 20, potem 10, a nastgpnie 5. Wyniki
tych podziatéw umieszczono w tabeli 2. Przeprowadzajac oszacowanie wymiaru
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fraktalnego D, otrzymuje si¢ warto$¢ 0,9861, co jest rownoznaczne z tym, ze wykres
szeregu stanowi lini¢ prosta. Oznacza to rowniez zjawisko jednokierunkowego trendu.

100
75
50
25
0 T T T T
—~ © »n N & © ®n o >~ T ~ 0 »v o o
—~ N a4 ¥ wn o o &~ &~ o o O

Rys. 5. Wykres szeregu z przyktadu 2
Zrédto: opracowanie whasne.

Tabela 2

Pola zajmowane przez szereg przy kolejnych podziatach

N N2 P P
100 50 9900 4900
50 25 4900 2400
20 10 1900 900
10 5 900 400
Zrédto: opracowanie whasne.
6000
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y=0,9861x
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Rys. 6. Punkty (P/2; p) wraz z oszacowang linia regresji
Zrédto: opracowanie whasne.
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Warto$¢ D =0,9861, otrzymana w tym przykladzie, wskazuje, ze analizowany sze-
reg czasowy jest szeregiem dyskretnym. W przypadku wykreséw ciaglych tego typu
warto$¢ D wynosi doktadnie 1, co jest oczywista konsekwencja przyjetych w metodzie
zatozen. Warto$¢ 1 oznacza lini¢ prosta i nie jest osiagana dla szeregdw innego typu.

Przyklad 3
Wezmy pod uwagg ciag liczb losowych dtugosci 100 o rozkladzie jednostajnym
w przedziale [0, 1], wygenerowany za pomoca komputera.
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Rys. 7. Wykres szeregu z przyktadu 3
7 rb6dto: opracowanie wiasne.

Oszacowanie wartosci wymiaru fraktalnego dla szeregu, ktérego wykres przed-
stawiono na rysunku 7 dato warto$¢ 1,778. Wielokrotne iteracje komputerowe daly
natomiast warto$¢ srednia dla tego typu szeregéow — 1,775. Wartos¢ ta moze stanowic
podstawg odniesienia przy rozroéznianiu szeregdw losowych od nielosowych oraz
stopnia postrzepienia.

4. Analiza szeregow czasowych kursow walut

Poddano analizie szeregi czasowe dtugosci 1000 i 100 danych czterech walut:
euro, dolara amerykanskiego, franka szwajcarskiego i funta brytyjskiego. Szeregi
dtugosci 1000 danych obejmuja trzy okresy zachodzace na siebie w ten sposdb, ze
pomini¢to okoto 120-140 danych poczatkowych (w przyblizeniu p6t roku) i dotozono
te sama liczbg danych na koncu szeregu. Szeregi dlugosci 100 danych nie zachodza na
siebie, a nastgpuja po sobie. Szczegdtowe okresy, w jakich przeprowadzono analize
podano w tabelach 31 4.
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4.1. Szeregi dlugosci 1000

Tabela 3
Wiyniki obliczen wymiaru fraktalnego D dla wybranych szeregow
Walut
Lp. Okres badania auta
EUR USD CHF GBP
04.01.1999 | 17.12.2002 1,3971 1,4164 1,5092 1,4944
2 01.07.1999 | 17.06.2003 1,5098 1,5390 1,4788 1,4899
11.02.2000 | 30.01.2004 1,3687 1,4547 1,3677 1,5235

Zrédto: obliczenia whasne na podstawie danych NBP.

Szeregi, dla ktérych wyznaczono wartosci wymiaru fraktalnego D (tabela 1) zo-
brazowano na rysunku 8.

Pierwszy i trzeci szereg czasowy kursow euro maja podobny wymiar fraktalny,
nieco nizszy niz 1,4, natomiast szereg drugi ma wymiar fraktalny przekraczajacy 1,5.
Przesunigcie szeregu pierwszego do drugiego pozbawito szereg pierwszy poczatkowe;j
fazy tagodnych zmian — najpierw rosnacych, potem malejacych, a wprowadzito w sze-
regu drugim faz¢ do$¢ gwattownych zmian w réznych kierunkach, co spowodowato
wzrost wymiaru fraktalnego. Przejécie szeregu drugiego w trzeci dokonalo si¢ nato-
miast przez obcigcie w szeregu drugim poczatkowej fazy do$¢ duzych zmian — naj-
pierw wzrostowych, a pdzniej spadkowych na rzecz kontynuacji trendu wzrostowego
w szeregu trzecim. Trendu stosunkowo ,,poszarpanego”, ale za to dos¢ wyraznego, co
spowodowato spadek warto$ci wymiaru fraktalnego.

Wymiary fraktane dla szeregdw czasowych kurséw dolara amerykanskiego sa po-
dobne do oszacowan dla szeregéw czasowych euro, cho¢ zawsze kilka setnych wyz-
sze. Wymiar fraktalny pierwszego szeregu czasowego kurséw dolara jest najmniejszy,
drugiego — najwigkszy. Wzrost wymiaru fraktalnego szeregu drugiego zostat spowo-
dowany usunigciem z szeregu pierwszego poczatkowej fazy bardzo tagodnego trendu
wzrostowego i slabego trendu bocznego na rzecz stosunkowo silnych zmian w oby-
dwu kierunkach w koncowej fazie szeregu drugiego. Z kolei spadek wymiaru fraktal-
nego szeregu trzeciego spowodowany zostat ztagodzeniem koncowych zmian obser-
wowanych w szeregu drugim.

Inaczej od wymiaru fraktalnego szeregdw euro i dolara prezentowat si¢ wymiar
fraktalny szeregdw czasowych kursow franka szwajcarskiego. W pierwszym szeregu
jest on najwyzszy, dalej obserwujemy jego stopniowe obnizanie, co jest wynikiem
bardzo trwatego trendu wzrostowego obserwowanego w koncowych fazach szeregu
drugiego i trzeciego, a skroceniem w tych szeregach poczatkowej fazy wahan kursow
w obydwu kierunkach.
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Rys. 8. Szeregi czasowe kurséw walut odpowiadajace okresom z tabeli 3
Zrédto: wykonanie whasne.

Szereg pierwszy i drugi kursow funta brytyjskiego maja prawie identyczny wymiar
fraktalny. Szereg trzeci, w ktdérym nastapito obcigcie w porownaniu z drugim poczatko-
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wej fazy — skladajacej sig¢ z krotkiego ,,gtadkiego™ trendu wzrostowego, a nastgpnie
niewielkiego spadkowego, na rzecz trendu wzrostowego, ale za to bardziej poszarpane-
go, ma wymiar fraktalny o kilka setnych wyzszy od pierwszego i drugiego szeregu.

Poréwnujac wymiary fraktalne wszystkich analizowanych walut mozna powie-
dzie¢, ze stosunkowo najwyzsze i jednoczesnie najbardziej stabilne sa wymiary frak-
talne szeregoéw czasowych funta brytyjskiego. Oznacza to, ze kursy tej waluty stosun-
kowo cze$ciej niz kursy pozostalych walut zmieniaja kierunek i zmiany tego kierunku
sa najsilniejsze. Najbardziej widoczne trendy obserwujemy w przypadku trzecich
szeregobw czasowych kurséw euro i franka i dla tych szeregow wymiary fraktalne sa
najmniejsze spo$rod wyznaczonych.

4.2. Szeregi dlugosci 100

Tabela 4
Wyniki obliczen wymiaru fraktalnego D dla wybranych szeregow
Walut
Lp. Okres badania auta
EUR USD CHF GBP
1 02.07.2002 | 21.11.2002 1,4480 1,4332 1,4884 1,1584
2 22.11.2002 | 15.04.2003 1,2171 1,4335 1,2713 1,5385
3 16.04.2003 | 08.09.2003 1,4285 1,4287 1,6229 1,5073
4 09.09.2003 | 30.01.2004 1,2529 1,3808 1,3451 1,3621

Zrbdto: obliczenia whasne na podstawie danych NBP.

W przypadku szeregow czasowych euro obserwujemy dwie sytuacje (rysunek 9):
szereg pierwszy 1 trzeci sa szeregami o trendzie bocznym, natomiast szereg drugi
i czwarty sa szeregami o wyraznie zaznaczonym trendzie wzrostowym. Dla szeregu
pierwszego i trzeciego otrzymaliSmy wysokie oszacowania wymiaru fraktalnego
(przeszto 1,4), co oznacza czgstsze powroty do stanu Sredniego, natomiast dla szeregu
drugiego i czwartego mamy nizsze wartosci wymiaru fraktalnego, co sugeruje ksztatt
wykresu blizszy prostej. Najbardziej widoczny trend jest w szeregu drugim i tutaj tez
warto$¢ wymiaru fraktalnego D jest najmniejsza.

W przypadku kurséw dolara dla trzech pierwszych szeregdw czasowych otrzyma-
no zblizone warto$ci wymaru fraktalnego, co oznacza, ze witasciwosci (ksztatt) wy-
kresow kursow w tych trzech okresach sa podobne. I rzeczywiscie, we wszystkich
trzech przypadkach mamy do czynienia z trendem bocznym. Jedynie w trzecim szere-
gu mozna dopatrywac si¢ trendu wzrostowego, ale jest on bardzo ,poszarpany”,
z czgstymi i duzymi odchyleniami w dot. Nieco silniej rysuje si¢ trend w szeregu
czwartym. Tutaj wartos¢ wymiaru fraktalnego spadta o okoto 0,05 w pordéwnaniu
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z pozostalymi szeregami. Niewielki spadek jest wynikiem do$¢ znacznych kilku od-

chylen kursu w gorg od trendu spadkowego.
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Rys. 9. Szeregi czasowe kurséw euro odpowiadajace okresom z tabeli 4
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W przypadku szeregéw czasowych kurséw franka szwajcarskiego mamy do czy-
nienia wrgcz z modelowym przyktadem trendu bocznego z czgstymi zmianami kursow
to w gore to w dol, czyli z czgstym powrotem wartosci kursu do poziomu $redniego.
Dotyczy to szeregu trzeciego (rysunek 11), gdzie warto§¢ wymiaru fraktalnego wynosi
1,6229. W przypadku szeregu pierwszego warto$¢ wymiaru fraktalnego i wykres sze-
regu réwniez informuja o trendzie bocznym, jednak juz z czgstszymi cho¢ krotkimi
okresami podtrzymywania trendu, w tym przypadku spadkowego. Najwyrazniej trend
rysuje sig¢ na rysunku 9 i dla tego szeregu warto$¢ wymiaru fraktalnego D jest naj-
mniejsza i wynosi 1,2713.

W przypadku trzech pierwszych szeregdw czasowych funta warto$ci wymiaru frak-
talnego sa podobne i wynosza nieco ponad 1,5, co znaczy, ze brak w tych szeregach
wyraznego trendu jednokierunkowego, a wszelkie wychylenia kursow sa redukowane
trendami przeciwnymi. W szeregu czwartym pojawia si¢ juz wyrazny trend wzrostowy
1 natychmiast owocuje to zmniejszeniem wymiaru fraktalnego do poziomu 1,36.
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Rys. 11. Szeregi czasowe kursow franka odpowiadajace okresom z tabeli 4
Zrédto: wykonanie whasne.

Dla omawianych szeregow czasowych diugosci 100 najmniejsze zmiany wymiaru
fraktalnego obserwujemy w przypadku kurséw dolara, gdzie trend wyraznie zaznacza
si¢ dopiero w czwartym szeregu. Podobnie jest w przypadku kursu funta brytyjskiego.
Réznica migdzy nimi jest taka, ze w przypadku dolara mamy do czynienia z trendem
spadkowym, a w przypadku funta z trendem wzrostowym w ostatnim okresie. Najbar-
dziej wyrazne podtrzymanie kursow obserwujemy w szeregach drugim i czwartym euro
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oraz drugim franka, i dla tych szeregbw mamy najmniejsze wymiary fraktalne. Najczest-
sze zmiany kierunku kurséw mamy natomiast w trzecim szeregu franka, gdzie uzyskano
najwigkszy ze wszystkich szeregéw kursow walut wymiar fraktalny D.
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Rys. 12. Szeregi czasowe kursow funta odpowiadajace okresom z tabeli 4
Zr6dto: wykonanie wiasne.

Podsumowanie

Analiza zaprezentowanych przykltadow dostarcza bardzo ciekawych informacji.
Mozna zauwazy¢ kilka prawidlowosci. Szeregi bardziej postrz¢pione maja wyzsze wy-
miary fraktalne od szeregdéw mniej postrzgpionych. Szeregi o przewazajacym trendzie
bocznym maja wyzsze wymiary fraktalne od szeregéw o wyraznym trendzie wzrosto-
wym lub spadkowym. Oczywiscie te dwie informacje przenikaja si¢ wzajemnie, gdyz na
odcinku o tej samej dtugos$ci szereg o trendzie bocznym najczedciej jest bardziej po-
strzgpiony od szeregu o wyraznym trendzie, a to ze wzgledu na czestsza liczbe zmian
w roznych kierunkach. Szereg taki bardziej upodabnial si¢ do szeregu rozpatrywanego
w przykladzie 1, a wigc szeregu wypelniajacego bardziej zajmowany obszar, a co z tym
— idzie do szeregu, w ktérym wystepuje zjawisko powrotu do $redniej. Szeregi o wyraz-
nym trendzie wzrostowym lub spadkowym upodabniaja si¢ Natomiast bardziej do pro-
stej analizowanej w przyktadzie 2, dlatego ich wymiary fraktalne sa mniejsze. Oczywi-
Scie sila takiego trendu moze by¢ r6zna; wazne jest, aby byt on widoczny.
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Estimating the fractal dimension of time series of currence values
using area division method

In the paper the authors propose an alternative way of assessing fractional dimension of time series.
This fractional dimension, called fractal dimension, determines how the time series fills its space. It is
used, e.g., to characterise series of stock exchange data, for the sake of fray degree. This gives informa-
tion on how often the series is changing direction and shows whether it is a situation of return to average
or a situation of trend support.

The results, obtained by means of division method, are easy to interpret and link to graphic presenta-
tion of series. This is very important for practical use of this method.

The authors estimated the fractal dimension for chosen time series of currency values with length of
1000 and 100 data. The method presented turned out to be very useful for both long and short series. This
is another advantage of the area division method, apart from the simplicity of estimation and lack of
difficulties in interpretation of results.

Keywords: fractal dimension, area division method, time series, currency values



