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Streszczenie: System bonus-malus jest jednag z podstawowych metod taryfikacji a poste-
riori stosowanych w ubezpieczeniach komunikacyjnych. W tej metodzie klasa taryfowa
ubezpieczonego zalezy od jego klasy taryfowej w poprzednim roku oraz liczby szkod
zgloszonych w ciagu roku. Nalezy jednak zwrédci¢ uwage, ze w praktyce ubezpieczen
komunikacyjnych proces powstania szkdod jest w istocie wielowymiarowy. W niniejszej
pracy zostal oméwiony przypadek, w ktorym szkody powodujace odpowiedzialnosé
ubezpieczyciela z tytutu zawartej umowy ubezpieczenia OC p.p.m. zostaly podzielone na
szkody rzeczowe oraz szkody osobowe. Zbadano zalezno$¢ stochastyczng miedzy zmien-
nymi losowymi reprezentujacymi szkody obu rodzajoéw, a nastgpnie opisano system bo-
nus-malus, w ktorym kara za spowodowane szkody zalezy od jej rodzaju. Wyniki analizy
wskazuja, ze w przypadku wystepowania korelacji migdzy liczba szkdd rzeczowych oraz
liczba szkdd osobowych zaproponowany system pozwala na lepsza ocene ryzyka ubez-
pieczeniowego.

Stowa kluczowe: ubezpieczenia komunikacyjne, zalezno$¢ stochastyczna, system bonus-
-malus, taryfikacja a posteriori, kopula.

1. Wstep

Ubezpieczenia komunikacyjne ze wzgledu na swoj masowy charakter
sa obszarem, w ktérym aktuarialne metody kalkulacji sktadki (zarow-
no a priori, jak 1 a posteriori) znajduja najszersze zastosowanie.
W metodach tych najczesciej bierze si¢ pod uwage wybrang statystyke
szkodowg (np. liczbe szkdd, czgstos¢ szkod, warto$¢ wyptat) i na pod-
stawie danych historycznych buduje si¢ model probabilistyczny stuza-
cy do oceny ryzyka ubezpieczeniowego na podstawie ro6znych czynni-
kow opisujacych ubezpieczonego, jego pojazd lub jego historig szko-
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dowa. Nalezy jednak zwrdci¢ uwage na to, ze nie zawsze to podejscie
jest wystarczajace.

W ubezpieczeniach komunikacyjnych mozna wskaza¢ wiele sytu-
acji, w ktorych proces powstania szkdd jest w istocie wielowymiaro-
wy. Wtedy przedmiotem zainteresowania jest nie jedna zmienna lo-
sowa (ktorej realizacjg jest analizowana statystyka szkodowa), a wiele
zmiennych losowych, wzajemnie ze sobg powigzanych. Wsréd typo-
wych przypadkow nalezy wymienic:

e liczbe szkdd roznych rodzajéw obcigzajacych t¢ sama umowe

ubezpieczenia [Vernic 1997],

e liczbe szkdd z roznych umow tego samego ubezpieczonego w tym

samym okresie [Shi, Valdez 2014],

e liczbe szkod spowodowanych przez tego samego kierowce w ko-

lejnych latach [Vernic 2000; Boucher, Denuit, Guillén 2008],

e liczbg 1 wysokos¢ szkod [Pinquet 1997; Sawicka 2013],

wielu uzytkownikéw pojazdu,

wiele pojazdéw dla jednego ubezpieczonego (floty) [Angers i in.

2006].

W zwigzku z powyzszym pojawia si¢ potrzeba stosowania metod
analizy pozwalajacych na weryfikacje wystepowania wspotzaleznosci
mig¢dzy roznymi czynnikami ryzyka oraz uwzglednienie jej w procesie
taryfikacji. We wszystkich wskazanych wyzej przypadkach mozna bo-
wiem argumentowac, ze przyjecie zalozenia o niezalezno$ci poszcze-
golnych sktadowych modelu moze nie by¢ zasadne. Przyktadowo kla-
syczny model wiarygodnosci Poissona (Poisson credibility model) za-
ktada, ze dla ustalonego ubezpieczonego zmienne losowe reprezentuja-
ce liczbe szkod w kolejnych latach sg niezalezne. Kazdy ubezpieczony
cechuje si¢ przy tym indywidualnym parametrem ryzyka, traktowanym
jako realizacja pewnej zmiennej losowej, odzwierciedlajagcym nieob-
serwowalne charakterystyki ubezpieczonego (np. znajomos¢ przepisow
w ruchu drogowego). Na poziomie portfela prowadzi to do pojawienia
si¢ korelacji miedzy liczbg szkod w kolejnych latach (zob. np. [Denuit
1in. 2007]). Z kolei w przypadku ubezpieczen wielu pojazdow zalez-
no$¢ moze wynika¢ z wystgpowania wspoOlnego czynnika ryzyka
w postaci podejscia przedsiebiorstwa zarzadzajacego flota do eksploa-
tacji 1 dbania o stan techniczny swoich pojazdow [Angers i in. 2006].

Niniejsza praca jest po§wiecona zagadnieniu modelowania odpo-
wiedzialnosci zaktadu ubezpieczen z tytulu zawartych umow ubezpie-
czenia odpowiedzialno$ci cywilnej posiadaczy pojazdéw mechanicz-
nych (dalej: OC p.p.m.). Odpowiedzialnos¢ zaktadu ubezpieczen mo-
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ze mie¢ roézne zrodla, zwigzane m.in. z rodzajem szkody spowodowa-
nej przez ubezpieczonego kierowce. Zagadnienia modelowania przy-
czyn odpowiedzialnosci zaktadu ubezpieczen bylo wielokrotnie,
w roznych kontekstach, analizowane w literaturze aktuarialnej. W pracy
[Denuit 1 in. 2007] rozwazany jest podzial szkoéd na szkody osobowe
oraz rzeczowe, a zmienne losowe reprezentujace liczbg szkdd anali-
zowane s3 za pomocg modelu bayesowskiego, w ktérym ukryte czyn-
niki ryzyka dla obu rodzajow szkody sg ze sobg skorelowane. Model
ten oraz metody aktuarialnej teorii wiarygodnos$ci (credibility theory)
zostaly wykorzystane przez autorow cytowanej pracy do wyznaczenia
parametréw systemu bonus-malus, w ktérym przejscia migdzy klasa-
mi zalezg od réznych rodzajow zdarzen (multi-event system). W pracy
[Shi, Valdez 2014] rozwazane sg ubezpieczenia z kompleksowym
zakresem ochrony (comprehensive coverage), w przyblizeniu odpo-
wiadajace zakresem ochrony polskim ubezpieczeniom OC p.p.m. i
autocasco, w ktorych zostaty wyrdznione trzy rodzaje szkod: szkody
osobowe oraz szkody rzeczowe wyrzadzone osobom trzecim, a takze
uszkodzenia wlasnego pojazdu. Do ich modelowania wykorzystano
trojwymiarowy rozktad ujemny dwumianowy, w ktorym rozklady
brzegowe modelowane sg z wykorzystaniem regresji ujemnej dwu-
mianowej, a struktura zaleznos$ci okreslona jest za pomoca kopuli.
Z kolei w pracy [Vernic 1997] do modelowania tacznego rozktadu
liczby szkdd osobowych i liczby szkod rzeczowych w ubezpieczeniu
OC p.p.m. wykorzystano dwuwymiarowy uog6lniony rozktad Poissona.

W kolejnych punktach pracy oméwiono zagadnienie modelowania
liczby szkod w ubezpieczeniach OC p.p.m. oraz system bonus-malus
uwzgledniajacy rodzaj powodowanych przez ubezpieczonego szkod.
Opisano rézne podejscia do modelowania rozktadow brzegowych (np.
mieszane modele Poissona) oraz rozktadu tacznego (oparte na kopu-
lach). Rozwazania teoretyczne zostaly uzupelnione analiza empirycz-
ng, gdzie poruszono kwesti¢ dopasowania rozkladéw brzegowych
oraz rozkladu tacznego liczby szkdd osobowych i rzeczowych. Prace
zamykaja podsumowanie 1 wnioski.

2. Modelowanie liczby szkéd w ubezpieczeniach OC p.p.m.
2.1. Klasyfikacja szkéd z tytutu OC p.p.m.

Ubezpieczenie odpowiedzialnosci cywilnej posiadaczy pojazdow me-
chanicznych (OC p.p.m.) obejmuje szkody wyrzadzone osobom trze-
cim w zwigzku z ruchem tych pojazdéw. Tak okre§lony zakres ochro-
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ny ubezpieczeniowej przektada si¢ na duza réznorodnosé¢ szkod po-
wodujacych odpowiedzialno$¢ zaktadu ubezpieczen z tytutu zawartej
umowy OC p.p.m. Zakres ochrony obejmuje zarowno szkody
w pojezdzie (np. urwane lusterko), jak i szkody w mieniu poza pojaz-
dem (np. uszkodzone ogrodzenie) oraz szkody osobowe i ich nastep-
stwa (np. koszty leczenia). Szkody te mogg by¢ klasyfikowane na
rozne sposoby, rowniez w sposob hierarchiczny (np. podzial szkod
osobowych na zwigzane ze zgonem oraz zwigzane z obrazeniami ciata).

W niniejszej pracy zostala przyjeta najprostsza klasyfikacja,
w ktorej szkody dzieli si¢ na szkody rzeczowe (obejmujace szkody
w pojezdzie 1 mieniu poza pojazdem) oraz szkody osobowe.
W kolejnym punkcie zostanie przedstawiony model probabilistyczny,
umozliwiajacy analizg tak zdefiniowanego dwuwymiarowego procesu
powstawania szkod.

2.2. Probabilistyczny model powstawania szkod

Rozwazmy ogo6lny proces powstawania szkod, w ktérym kazda
szkoda jest ustalonego typu, przy czym typy ponumerowane sg od
1 do m. Liczba szkéd spowodowanych przez i-tego ubezpieczonego
w okresie (t —1,t] moze by¢ przestawiona jako wektor losowy
N;. = (N}, ...,N/), gdzie Ni]t oznacza liczbe szkdd j-tego typu. Tak
zdefiniowany proces jest wiec wielowymiarowy, a jego dalsza analiza
wymaga przyjecia zalozen dotyczacych struktury probabilistycznej
wektora Nj;, szczeg6lnie brzegowych rozkladéw prawdopodobienstwa
oraz rozkladu tacznego. Warto zauwazy¢, ze definiujac N;; = Z}Zl Ni]t‘
otrzymuje si¢ klasyczny, jednowymiarowy proces powstawania szkod.

W dalszej czgsci pracy bedzie rozwazany przypadek dwuwymiarowy
(m = 2), w ktorym szkody mozna podzieli¢ na szkody osobowe (j = 1)
oraz szkody rzeczowe (j = 2). Dla wigkszej czytelnosci przyjeto dalej
oznaczenie literowe ,,0” oraz ,,R”, odpowiednio (j € {0, R}). W takim
przypadku N;; = (N2, NE), gdzie N oraz N} oznaczaja odpowied-
nio liczbe szkodd osobowych oraz liczbe szkdd rzeczowych obcigzaja-
cych i-ta umowe ubezpieczenia w okresie (t — 1,t]. Warto podkre-
sli¢, ze alternatywnym kryterium podziatu na typy moze by¢ np. ro-
dzaj umowy (OC p.p.m., AC) lub wysokos¢ szkody (np. ponizej oraz
powyzej ustalonego progu kwotowego). Przedstawiony model mozna
wiec uogolni¢ na wigkszg liczbe wymiarow.

W dalszej czgsci tego punktu przedstawiono zatozenia, ktore moga
zosta¢ przyjete do modelowania rozktadu prawdopodobienstwa wek-
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tora (N2, NE) na potrzeby analizy wielowymiarowego systemu bo-
nus-malus. Zatozenia te zostaty zweryfikowane empirycznie na pod-
stawie danych pochodzacych z bazy danych Os$rodka Informacji
Ubezpieczeniowego Funduszu Gwarancyjnego (dalej: OI UFG)'. Wy-
korzystane dane obejmowaly informacj¢ o umowach OC p.p.m. za-
wartych w 2013 r. ze wskazaniem liczby szkdd rzeczowych i osobo-
wych obcigzajacych te umowy.

Rozklady brzegowe

Do modelowania rozktadow brzegowych wykorzystywane sg rozktady
dyskretne zdefiniowane na zbiorze {0,1,2,..}. W analizie zostaly
uwzglednione nastgpujace rozktady o wskazanych ponizej funkcjach
rozktadu prawdopodobienstwa:

1. Rozktad Poissona:

/1k
P(N =k) = exp(—l)m,l > 0.
Dalej bedzie stosowane oznaczenie N ~ Poiss(4).

2. Rozktad ujemny dwumianowy (mieszany rozktad Poissona z
rozktadem gamma jako rozktadem mieszajgcym, dalej: NB):

e 10)  qo
P(N = k) =] exp(—26) & k!) %

gdzie A > 0 oraza > 0.

0% 1 exp(—ab) deo,

3. Mieszany rozklad Poissona z rozkladem logarytmiczno-
-normalnym jako rozktadem mieszajacym (dalej: P-LN):

) (/19)k
P(N =k) = ] exp(—16)
o k!
s2\?
. exp| ———————|déb
Os\2m 252 ’

gdzie A > 0,5 > 0.

! Zakres danych gromadzonych w bazie OI UFG okre$lony jest w art. 102 Ustawy z
dnia 22 maja 2013 r. o ubezpieczeniach obowiazkowych, Ubezpieczeniowym Funduszu
Gwarancyjnym i Polskim Biurze Ubezpieczycieli Komunikacyjnych (Dz.U. 2013 poz.
392, tj.).
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STATYSTYCZNY 4. Mieszany rozktad Poissona z rozkladem odwrotnym gaussow-
~r 1sen | skim jako rozktadem mieszajgcym (dalej: P-IG):
P(N = k) foo (—=16) @o)" ! ( ©- Dz)d@
=k)= exp(— . exp| ———— ,
0 p k! \21mT03 p 270

gdzie A > O orazt > 0.
5. Rozktad Poissona z podwyzszong liczbg zer (dalej: ZIP):

ﬂ.k
PN=k)=p-1(k=0+ (1-p)-exp(-=D 7,

gdzie A > 0 oraz p € (0,1), a 1(-) jest funkcja indykatorows, tzn.
1(k=0)=1,jeslik =0,1i1(k = 0) = 0 w przeciwnym przypadku.

6. Rozklad Neymana typ A (dalej: N-A):

M
N =p Z Ki'
i=1

gdzie =,, oznacza rowno$¢ rozktadow, M ~ Poiss(u), K; ~ Poiss(2),
u>0,4>0,azmienne M, K;, K,, ..., K, sa niezalezne. Ponadto jesli
M =0, to N = 0. Rozklad Neymana jest wigc rozktadem ztozonym,
w ktorym rozktad pierwotny oraz rozktady wtérne sg rozktadami Po-
issona.

Nalezy zwroci¢ uwagg, ze rozktady 2-4 to mieszane rozktady Po-
issona, w ktorych liczba szkod ma warunkowy (przy ustalonej warto-
sci zmiennej losowej ® = ) rozktad Poissona z parametrem A6, na-
tomiast ® jest nieujemng zmienng losowa, taka ze E® = 1. Rozktady
te czesto s3 wykorzystywane do modelowania populacji niejednorod-
nej, a takze do wprowadzania zaleznosci migdzy szkodami powodo-
wanymi w roznych okresach [Denuit 1 in. 2007].

Powyzsze rozktady zostaty dopasowane do probki rzeczywistych
danych pochodzacych z bazy Ol UFG. Probka liczyta 1 min obserwa-
cji, a rozktad empiryczny liczby szkéd przedstawiony zostat w tab. 1.

Parametry rozktadow zostaty oszacowane za pomoca metody naj-
wiekszej wiarygodnos$ci, osobno dla szkéd rzeczowych oraz szkod
osobowych. Nastepnie przeprowadzono standardowy test zgodnos$ci
chi-kwadrat, grupujac w razie potrzeby komorki, w ktorych teoretycz-
na liczba szkod byla mniejsza niz 5. Uzyskano wartosci statystyki
testowej przedstawione w tab. 2.
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Tabela 1. Empiryczny rozktad liczby szkdd rzeczowych i liczby szkod osobowych

Osobowe
Liczba szkod Suma
0 1 2 3 4 5
Rzeczowe 0 970 458 496 62| 15 6 3 971 040
1 25289 1018 207 40| 12 7 26 573
2 1753 181 60| 16 5 5 2 020
3 207 34 11 6 2 1 261
4 67 4 2 4 0 2 79
5 22 3 0 2 0 0 27
Suma 997 796 1736 342 | 83| 25| 18 1000 000

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Tabela 2. Statystyka testu chi-kwadrat dla dopasowanych rozkltadéw brzegowych

Statystyka testu chi-kwadrat*
Rozktad
szkody rzeczowe szkody osobowe

Poisson 30252 149
NB 201 12
P-1G 61 40
P-LN 39 683
Z1P 1336 106
N-A 740 112

* Pogrubiong czcionka zaznaczono najmniejsza warto$¢ dla danego rodzaju szkody.
Wszystkie wartosci zaokraglono do najblizszej liczby catkowite;.

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Uzyskane wyniki wskazuja, ze najlepiej dopasowane rozklady to
rozktad Poissona mieszany rozkladem logarytmiczno-normalnym dla
szkdd rzeczowych oraz rozkltad Poissona mieszany rozktadem gamma
(rozktad ujemny dwumianowy) dla szkdd osobowych. Potwierdza to
zasadno$¢ stosowania modeli, w ktorych wariancja liczby szkod
przewyzsza jej warto$¢ oczekiwang (w odroznieniu od rozktadu Pois-
sona, w ktorym te wielkosci sg sobie rowne). Nalezy mie¢ jednak na
uwadze, ze w przypadku szkéd osobowych nie ma podstaw do odrzu-
cenia hipotezy zerowej mowigcej o zgodnosci rozktadu teoretycznego
z rozkltadem empirycznym dopiero przy poziomie istotnosci 0,001,
natomiast dla szkod rzeczowych poziom ten jest duzo mniejszy. Na
potrzeby dalszej analizy mozna jednak uznaé, ze modele z klasy mie-
szanych rozkladow Poissona sg wystarczajaco dobrze dopasowane do
danych. W tabeli 2 podano parametry najlepiej dopasowanych rozkta-
dow.
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Tabela 3. Parametry najlepiej dopasowanych rozktadow

Rodzaj szkody Parametr Wartosc*
A 0,03
Rzeczowe S 1.40
A 0,003
Osobowe a 226

* Wartosci podane w zaokragleniu.

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Uzyskane wyniki wskazuja, ze czestos¢ szkod rzeczowych jest ok.
10 razy wyzsza niz dla szkdéd osobowych, natomiast liczba szkod oso-
bowych cechuje si¢ duzo wieksza zmiennoscia. Oznacza to, ze wystg-
powanie szkod osobowych jest zjawiskiem stosunkowo rzadkim
1 zmiennym, co przektada si¢ na trudno$¢ jego modelowania.

Rozklad lgczny

Analiza rozktadu facznego liczby szkod rzeczowych oraz liczby szkod
osobowych wymaga przyjecia zatozen dotyczacych struktury zalezno-
sci miedzy tymi zmiennymi losowymi. Z danych przedstawionych w
tab. 1 wynika, ze wspotczynnik korelacji Pearsona wynosi ok. 0,2,
wspolczynnik V-Cramera przyjmuje wartos¢ 0,1, a hipotezg zerowg w
tescie niezaleznosci chi-kwadrat nalezy odrzuci¢ przy kazdym rozsad-
nym poziomie istotno$ci. Oznacza to, ze rozklad faczny musi
uwzglednia¢ korelacje migdzy rozktadami brzegowymi.

Majac na uwadze wyniki analizy empirycznej dla rozktadéw brze-
gowych, zdecydowano o zastosowaniu modelu bgdacego wielowy-
miarowym rozszerzeniem standardowego Poissonowskiego modelu
wiarygodnosci. Zalozenia tego modelu sg nast¢pujace:

1. i-ta umowa ubezpieczenia (i = 1, ..., N) cechuje si¢ dwuwy-
miarowym parametrem ryzyka (8°,0R) bedacym realizacja dwuwy-
miarowej zmiennej losowej (67, ©F).

2. Przy ustalonej wartoéci (0¢,0F8) = (82,6%) zmienne losowe
(NE,NYJ), ..., (N2, NR) sa niezalezne i maja ten sam rozktad prawdo-
podobienstwa; zmienne Nijt warunkowo maja rozktad Poissona z pa-
rametrem /6] (j € {0, R}).

3. Zmienne (0¢,0%),...,(0%,08) sa niezalezne i maja ten sam
rozktad prawdopodobienstwa.

4. Dla kazdego i zmienna losowa (0¢,0F8) ma dwuwymiarowy
rozktad prawdopodobienstwa dany dystrybuantag H. Rozklad ten jest
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absolutnie ciaggly i na mocy twierdzenia Sklara [Nelsen 2006] mozna [ STATYSTYCZNY
dystrybuante tego rozkladu przedstawic jako: Nr 1501)

H(8°,0%) = C(F,(8°), Fr(6%)),

gdzie F; jest dystrybuantg rozktadu zmiennej losowej G){ , a C jest ko-
pula dwuwymiarowa, tzn. dystrybuantg rozktadu dwuwymiarowego,
ktérego rozktady brzegowe sg jednostajne na odcinku [0,1]. Jesli ko-

pula C oraz rozklady zmiennych (E){ sa absolutnie ciagle, to gestos¢
wektora (07, ©F) mozna wyrazié¢ wzorem:
h(6°,0%) = c(Fo(8), Fa(6%)) - fo(8°) - fo(6"),

gdzie c(u,v) =
j € {0,R}.

a2 e .
mC (u,v), a f; oznacza ggstos¢ zmienne; G)f dla

Przy powyzszych zatoZeniach taczny rozktad wektora (N2,NJ)

mozna przedstawi¢ wzorem
pe, )= P(NS =k NE=1)=
= f exp(—AOGO)a():;lo)kexp(—lRGR)@h(ﬁo,HR)dGOdGR. (1

(0,4+00)x(0,+0)

Powyzszy wzér moze zosta¢ wykorzystany do estymacji parame-
trow rozktadu facznego metoda najwigkszej wiarygodnosci (MNW),
co moze by¢ trudne ze wzgledu skomplikowana posta¢ wzoru (1) oraz
duzg liczbe parametréow do oszacowania (A%, AR, parametry rozkladow
brzegowych oraz parametry kopuli C). W zwigzku z tym zastosowano
dwuetapowa metode najwigkszej wiarygodnosci, w ktorej:

e w pierwszym etapie parametry rozkladow brzegowych sg szaco-
wane za pomocg MNW,

e w drugim etapie buduje si¢ funkcje wiarygodnosci, korzystajac ze
wzoru (1), przy czym wartosci parametrow rozktadow brzego-
wych uzyskane w pierwszym etapie traktuje si¢ jako dane — funk-
cja wiarygodnosci jest wigc funkcja wytacznie parametrow kopuli.
Powyzsza procedura zblizona jest do tej opisanej w pracy [McNe-

il, Frey, Embrechts 2005] i pozwala istotnie zmniejszy¢ ztozono$¢

problemu.

W niniejszej pracy rozwazono trzy kopule czesto spotykane w lite-
raturze przedmiotu:

e kopula Claytona:

1
C,(u,v) =W *+v%—1)q,(uv) €[01]%a > 0,
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e kopula Gumbela:
C.(u,v) = exp (—((— In(w)® + (— ln(v))“)é),(u, v) €012 a > 1,

e kopula Gaussa:
Cou,v) = Pp (@71 (w), @71 (v)), (w,v) € [0,1]%, a € (—1,1),

gdzie @, jest dystrybuantg standardowego dwuwymiarowego rozkta-
du normalnego ze wspdtczynnikiem korelacji @, natomiast ®~1 to
funkcje odwrotne do dystrybuanty standardowego jednowymiarowego
rozktadu normalnego (tzn. ze $rednig réwna 0 i wariancja réwna 1).

Powyzsze kopule majg jeden parametr, co oznacza, ze w drugim
etapie procedury estymacji maksymalizowana jest funkcja jednej
zmiennej, &.

W tabeli 4 przedstawiono wyniki estymacji wraz ze statystyka te-
stu dopasowania chi-kwadrat dla poszczegdlnych kopuli. Oprocz oce-
ny parametru @ podano rowniez wartos¢ wspolczynnika T Kendalla,
ktory dla rozwazanych kopuli jest rosnacg funkcjg parametru a. Naj-
lepsze dopasowanie do danych zostato uzyskane dla kopuli Gumbela,
ktora zostata wyr6ézniona w tabeli pogrubieniem.

Tabela 4. Wyniki estymacji parametru kopuli

Kopula a T Chi-kwadrat
Clayton 64,7 0,97 2421
Gumbel 20,0 0,95 1097
Gauss 0,97 0,84 1098

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Uzyskane wyniki wskazujg, ze niezaleznie od wyboru kopuli naj-
lepsze dopasowanie otrzymuje si¢ przy parametrze wskazujacym na
silng korelacje migdzy ukrytymi parametrami ryzyka, (02,0R), nie
jest to jednak zalezno$¢ funkcyjna. Oznacza to, ze modelowanie facz-
nego rozktadu wektora (N2,NJ) za pomoca modelu ze wspdlnym
parametrem ryzyka dla obu rodzajow szkod nie jest wystarczajace.

Nalezy zwr6ci¢ przy tym uwage, ze rowniez model z dwuwymia-
rowym parametrem ryzyka nie jest dobrze dopasowany do danych.
Duze wartosci statystyki chi-kwadrat wynikajg przede wszystkim z
duzej roznicy miedzy obserwowanym rozktadem warunkowym szkod
osobowych dla uméw z jedna szkodg rzeczowa a odpowiadajacym mu
rozkltadem teoretycznym. Sugeruje to, Zze proces powstawania szkod
osobowych rozni si¢ w zaleznos$ci od tego, czy jest to ,,czysta” szkoda
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osobowa (np. wypadek z udziatem pieszego), czy szkoda osobowa
towarzyszaca szkodom rzeczowym (np. w wyniku zderzenia dwoch
pojazdow). Rozwigzaniem tego problemu moze by¢ zastosowanie
bardziej zlozonych rozktadéw tacznych, np. rozktadéw mieszanych.
Zagadnienie to moze by¢ przedmiotem dalszych badan, natomiast
przedstawiony model stanowi pewien kompromis mi¢dzy zlozonosciag
modelu a jego dopasowaniem do rzeczywistych danych.

3. System bonus-malus uwzgledniajacy rodzaj szkody
3.1. Opis systemu bonus-malus

Wyniki analizy przedstawione w punkcie 2 wskazuja, ze wystepuje
korelacja migdzy zmiennymi losowymi reprezentujacymi liczbe szkod
rzeczowych oraz liczbe szkod osobowych. Oznacza to, Ze mozna pod-
ja¢ probe odpowiedzi na pytanie, czy uwzglednienie zaleznos$ci mig-
dzy analizowanymi rodzajami szkod zwigkszy efektywno$¢ systemu
bonus-malus (dalej: SBM). Najpierw zostanie rozwazony og6élny mo-
del, uwzgledniajacy m rodzajow szkdd, natomiast szczegdtowa anali-
za symulacyjna zostanie przeprowadzona dla przypadku dwuwymia-
rowego.

W niniejszej pracy rozwazony zostanie wielowymiarowy SBM,
rozumiany jako indywidualny system oceny ryzyka, na ktory sktadaja
si¢ nastepujace elementy:

1) s+ 1 klas taryfowych tworzacych zbior £ = {0, ..., s}, przy
czym zgloszenie szkody skutkuje przeniesieniem ubezpieczonego do
klasy o wyzszym numerze;

2) wektor stawek sktadki r = (1, ..., 75), nazywany taryfa bonus-
-malus;

3) klasg startowa, [y, najczgsciej taka, ze 1, = 1;

4) reguly przejscia, ktore okreslajg obecng klase taryfowag kierow-
cy na podstawie jego klasy taryfowej w poprzednim okresie oraz licz-
by i rodzaju zgloszonych w tym czasie szkod. W przypadku wielo-
wymiarowym reguly przej$cia mozna reprezentowac za pomocg ma-
cierzy

T(ky, kg, oo k) = [t (ky, Kay e k)]

(s+1)x(s+1)’

gdzie t;;(ky, ks, .. k) = 1, jesli po zgloszeniu k; (k; =0,1,2,...)
szkéd typu j ubezpieczony przechodzi z klasy i do klasy j oraz 0
w przeciwnym przypadku. W konsekwencji macierze T (kq, k5, ..., k)
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dla dowolnego wektora (kq, k5, ..., k) € {0,1,...}™ sg macierzami
zero-jedynkowymi o dokladnie jednym niezerowym elemencie
w kazdym wierszu.

Klasyczny, jednowymiarowy SBM mozna otrzymac, definiujac regu-
ty przejscia w taki sposob, ze T (kq, ko, ..., k) = T(kq, k3, ..., kyy), 0 ile
Xjki =%,k

Kluczowym elementem systemu bonus-malus sa przyjete reguty
przejscia, ktore okreslaja jego wlasnosci. W odniesieniu do jednowy-
miarowego SBM mozna spotka¢ w literaturze postulaty, ktore definiu-
ja SBM mozliwy do zastosowania w praktyce. Na przyktad w pracy
[Podgorska, Kryszen, Niemiec 2008] zdefiniowano SBM sprawiedli-
wy wedlug sktadki oraz SBM sprawiedliwy wedtug klas. Wymagania
wzgledem sprawiedliwych SBM polegaja na tym, aby kierowcy nale-
zacy do klas taryfowych zwigzanych z wigkszym ryzykiem nie ptacili
mniejszych sktadek od kierowcow z klas o mniejszym ryzyku oraz
aby kierowcy uznawani za bardziej ryzykownych (o wigkszej liczbie
szkod) nie byli zaliczani do klas o nizszej sktadce niz kierowcy mniej
szkodowi. W kontekscie wielowymiarowego SBM zagadnienie to
wydaje si¢ jeszcze bardziej ztozone, poniewaz w przestrzeniach wie-
lowymiarowych najczg$ciej nie istniejg naturalne liniowe porzadki.

W niniejszej pracy przyjeto, ze spowodowanie szkody typu j nie-
zaleznie od zajmowane;j klasy wiaze si¢ z przesunigciem kierowcy o ¢;
klas w gore (tj. do klasy o wyzszym numerze), natomiast brak szkod
wigze si¢ z przesunieciem o b klas w dot (tj. do klasy o nizszym nu-
merze). Laczna zmiana klasy z jest wigc dana wzorem

m m m
20y, o k) = —b -1 Zk,:o + chk- 1 ij>0 ,
j=1 j=1 j=1
gdzie: 1(-) oznacza funkcje charakterystyczng zbioru.
Ubezpieczony znajdujgcy si¢ w klasie [, ktory spowodowat k;
szkdéd rodzaju j (j = 1, ..., m), znajdzie si¢ w kolejnym okresie w klasie
' = min(max(O,l + z(kq, ...,km)) ,S + 1).
Tak skonstruowany SBM oznaczymy —b/c,/cy/ .../Cin. MoZna
ten system uogolni¢, stosujac jako z funkcj¢ inng niz suma, np. mak-
simum lub minimum. W ogdélnym przypadku taki system oznaczmy

—b/cy/cy/ .../]cm//Z(k, b, €), gdzie z(k, b, ¢) oznacza pewng funkcje
zmiennych ky, ..., kK, b, ¢4, ..., Cip.
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Istotnym elementem w SBM jest rowniez wektor mnoznikéw sktadki N 1sen

T, ktory moze zosta¢ ustalony r6znymi metodami, z uwzglednieniem
roznych kryteriow optymalnos$ci. W niniejszej pracy wykorzystane
zostanie metoda Norberga [1976], w ktorej mnozniki sktadki wyzna-
czane s3 tak, aby minimalizowa¢ $redniokwadratowy blad oceny
ubezpieczonych po osiggnieciu przez SBM stanu stacjonarnego.
W tym celu zdefiniowana zostanie zmienna losowa S reprezentujaca
catkowita warto$¢ szkod spowodowanych przez ubezpieczonego
w ciaggu roku oraz zmienne S’ okre$lajace wysoko$é szkod typu j.
Zachodzi wige S = Y,; S7. Przyjete zostanie zalozenie, ze zmienne S/
majg rozktady ztozone i zachodzi:

NJ
S = ZX{,
i=1

gdzie N/ jest liczbg szkod typu j powodowanych w ciggu roku, nato-
miast X L] jest wartoscig i-tej szkody typu j o wartosci oczekiwanej u/,
przy czym liczba 1 wysokos$¢ poszczegdlnych szkod sa niezaleznymi
zmiennymi losowymi. Dodatkowo zatézmy, ze N/ maja mieszane
rozktady Poissona z parametrem /67, gdzie 6/ jest realizacja zmien-
nej losowej 6.

Wprowadzmy teraz zmienng losowa L, okreslajaca numer klasy
SBM, w ktorej znajduje si¢ ubezpieczony po osiggnigciu przez system
stanu stacjonarnego. Z wlasnosci warunkowej wartos$ci oczekiwanej
wynika, ze wyrazenie IE(S —f (L))2 jest w klasie funkcji catkowal-
nych z kwadratem minimalizowane przez f(L) = E(S|L). Wynika
stad, ze optymalne mnozniki sktadki dane s3 wzorem

CESIL=D
"= TEE)

Mozna pokaza¢, ze dla dowolnego m > 2 zachodzi

m
— i
rl _ZW] 'T'l ’
j=1
Aju

SV jest udziatem oczekiwanej wysokos$ci szkod typu j
j

w oczekiwanej wartosci wszystkich szkdd, natomiast rlj = E(@’|L)

gdzie w/ =
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jest czastkowym mnoznikiem sktadki zwigzanym ze szkodami typu j.
Oznacza to, ze optymalne mnozniki sktadki moga by¢ wyznaczone za

pomoca metod numerycznych jako wazona $rednia wspotczynnikow

j
.

3.2. Analiza symulacyjna

W tej czedci pracy zbadane zostang wilasnosci omawianego SBM

uwzgledniajacego rodzaj szkody, a szczegdlnie wrazliwos¢ wybra-

nych miar opisujagcych SBM na zmiang zalozen dotyczacych sily za-
leznosci migdzy ukrytymi parametrami ryzyka. Ze wzgledu na duzy
stopien zlozonosci obliczeniowej postuzono si¢ metoda Monte Carlo,

przyjmujac pewne uproszczenia dotyczace rozktadow brzegowych i

rozktadu facznego w stosunku do wynikow przedstawionych w punk-

cie 2.2. — rozktad logarytmiczny zostal zastapiony rozktadem gamma,

a kopula Gumbela zostata zastgpiona kopulg Claytona.

Na potrzeby analizy symulacyjnej przyjeto nastepujace zatozenia:

e Rozwazany jest podziat na szkody rzeczowe i szkody osobowe
(m = 2).

e Rozklady brzegowe liczby szkod to mieszane rozktady Poissona z
rozktadem gamma jako rozktadem mieszajacym, o funkcji praw-
dopodobienstwa opisanej w punkcie 2.2.

e Parametry rozkladéw brzegowych to AR = 0,05, 1° = 0,005,
ak =1,a% =0,5.

e Na potrzeby obliczen przyjeto wR = 0,8 oraz w’ =0,2, co
w przyblizeniu odpowiada rzeczywistym wartosciom dla ubezpie-
czen OC p.p.m. dla uméw zawartych w 2013 r.

e Rozktad taczny wektora (09, @F) dany jest kopulg Claytona.

e Rozwazany jest 10-klasowy (£ = {0,1, ...,9}) SBM z klasg starto-
wa 4. Nagroda za bezszkodowy rok wynosi 1, kara za szkod¢ rze-
czowa 2, natomiast kara za szkod¢ osobowg rozwazana jest w
trzech wariantach:

— wariant [ — 2 klasy (system -1/2/2),

— wariant II — 3 klasy (system -1/2/3),

— wariant III — 4 klasy (system -1/2/4).

We wszystkich wariantach funkcja agregujaca jest suma.

e Wygenerowano losowo 30-letnig histori¢ szkodowag dla 5 min
umow ubezpieczenia, a nast¢pnie wyznaczono histori¢ zmian kla-
sy w SBM. Przyjeto, ze po 30 latach SBM osiaggnat stan stacjonar-
ny, co potwierdzono, dokonujgc czgsciowego poroOwnania z wyni-
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Na kolejnych rysunkach przedstawiono obliczone optymalne
mnozniki sktadki dla najnizszej oraz najwyzszej klasy taryfowej w
zaleznosci wartosci wspotczynnika korelacji T Kendalla.
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Rys. 1. Optymalne mnozniki sktadki dla klasy O

Zrédto: opracowanie wilasne.
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Rys. 2. Optymalne mnozniki sktadki dla klasy 9

Zrbdto: opracowanie wilasne.
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Uzyskane wyniki wskazuja, ze dla najlepszej klasy taryfowej op-
tymalny mnoznik sktadki jest malejacg funkcjg parametru 7, natomiast
dla najgorszej — rosnacg. Oznacza to, ze wraz ze wzrostem sily zalez-
nosci rosnie rozpietos¢ skali w systemie SBM, co przektada si¢ na
wicksza niepewno$¢ co do wysokosci ptaconej przez ubezpieczonego
sktadki. Obserwacje te potwierdza wykres obrazujacy odchylenie
standardowe sktadki ptaconej w stanie stacjonarnym przez ubezpie-
czonego wybranego losowo z populacji (rys. 3).

0,60
4
e
0,55 r@,‘._
0,50 f,,,._{,ﬁ"
0.45 r*“
0,40 F.dn"
o
—“"’
0,35 g gl
0,30 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
—_ O OO OO O O OO OO O o oo o oo oo o
SO — 1N O N O N O N O NN O VNN O VNN O NN O N © nn ™
q Q O'\ — Nﬂ (\lﬁ o o ﬁ'ﬁ ﬁ'ﬁ o KD“ q l\'\ l\'\ 00“ OO“ O\'\ O\'\ 0‘\ O\n
S OO OO OO OO OO OO OO0 o0 o o0 o o o o oo
T

coolecs -1/2/2 = amm -1/2/3 = &= =-1/2/4

Rys. 3. Odchylenie standardowe mnoznika sktadki w stanie stacjonarnym

Zrbdto: opracowanie wilasne.

Odchylenie standardowe mnoznika sktadki w stanie stacjonarnym
rosnie wraz ze wzrostem parametru 7, osiggajac dla silnej zalezno$ci
wartosci o 50-60% wyzsze niz w przypadku niezaleznosci, przy czym
wyniki sg zblizone dla wszystkich wariantow.

Wyznaczony zostat rowniez wariant miary nazywanej wzglednym
stacjonarnym oczekiwanym poziomem sktadki (Relative Stationary
Average Level — RSAL):

(1) — min(rs(r))
max(rs(r)) — min(rs (T))'
gdzie 7(7) to oczekiwany mnoznik sktadki w stanie stacjonarnym dla

parametru 7, a 15(7) jest optymalnym mnoznikiem sktadki w klasie s
wyznaczonym przy wspotczynniku korelacji .

RSAL(7) =
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Rys. 4. Wartosci wskaznika RSAL w zaleznosci od parametru T

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Wskaznik RSAL dla badanego systemu jest niski i nieznacznie ros-
nie wraz ze wzrostem sity zaleznosci. Wynika to z faktu, ze wraz ze
wzrostem sity zaleznos$ci rosnie koncentracja ubezpieczonych w naj-
lepszej 1 najgorszej klasie taryfowej, przy czym wzrost udziatu ubez-
pieczonych w najgorszej klasie jest wzglednie duzo wigkszy.

Na zakonczenie przeanalizowana zostanie efektywno$¢ opisywa-
nego SBM. Efektywnos$¢ zostala tutaj zdefiniowana jako biad sred-
niokwadratowy aproksymacji rzeczywistego wzglednego poziomu
ryzyka za pomocg mnoznika sktadki. Zbadano zatem wielko$¢:

E(r(6°,0F) — #(6°,0F)),

gdzie:

° T(@O,G)R) — ]E(S!EG(Z;@R) — WO . @O + WR . @R
wzglednym poziomem ryzyka,

o 7(0°2,0R)=Y5_ 7 - P(L=1]0%0R) jest wartoscig oczekiwang
mnoznika sktadki stacjonarnej placonej przez ubezpieczonego

o warto$ci parametru ryzyka (09, ©F).

W tabeli 5 przedstawiono poréwnanie tak zdefiniowanej efektyw-
nosci SBM w przypadku bliskiemu niezaleznosci (t = 0,001), a takze
w przypadku, gdy T = 0,95 (warto$¢ zblizona do otrzymanej w punk-
cie 2) oraz T = 0,99 (zalezno$¢ bliska funkcyjnej).

jest rzeczywistym
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Tabela 5. Poro6wnanie efektywnos$ci SBM

T —-1/2/2 —-1/2/3 —-1/2/4 Roznica wzgledna
0,001 0,72 0,72 0,71 -1,56%
0,950 0,65 0,63 0,62 -3,87%
0,990 0,64 0,63 0,61 -3,89%

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Uzyskane wyniki wskazuja, ze wraz ze wzrostem sity korelacji ros-
nie wzgledna efektywnos$¢ systemu najsurowiej karzacego spowodo-
wanie szkody osobowej. Oznacza to, ze w przypadku wystepowania
istotnej korelacji miedzy liczbg szkdd roznych rodzajow uwzglednie-
nie rodzaju szkody w regutach przejscia moze zwigkszy¢ efektywnosc¢
systemu bonus-malus w poréwnaniu z SBM, ktory wszystkie szkody
traktuje jednakowo, niezaleznie od ich rodzaju.

Podsumowujac wyniki przeprowadzonej analizy, mozna stwier-
dzi¢, ze:

e wraz ze wzrostem sily zalezno$ci ro$nie zmienno$¢ optymalnej
skali SBM,
e wrzrost sily zalezno$ci zwigksza koncentracj¢ ubezpieczonych

w najlepszej 1 najgorszej klasie taryfowe;,

e wzgledna efektywnos¢ SBM uwzgledniajacego rodzaj szkody
rosnie wraz ze wzrostem korelacji migdzy liczba szkod réznych
rodzajow.

4. Zakonczenie

W niniejszej pracy przeanalizowana zostala zaleznos$¢ stochastyczna
migdzy zmiennymi losowymi reprezentujagcymi liczbe szkdd rzeczo-
wych 1 liczbe szkéd osobowych powodujacych odpowiedzialnos$é
ubezpieczyciela z tytulu zawartej umowy ubezpieczenia odpowie-
dzialnosci cywilnej posiadaczy pojazdéw mechanicznych.

Analiza empiryczna danych pochodzacych z bazy danych Osrodka
Informacji Ubezpieczeniowego Funduszu Gwarancyjnego pozwolila
zidentyfikowaé wystepowanie korelacji miedzy tymi zmiennymi lo-
sowymi. Jednoczesnie uzyskane wyniki wskazuja, ze wykorzystanie
mieszanych rozktadéow Poissona, w ktorych parametry rozktadu wa-
runkowego sg zaleznymi zmiennymi losowymi o strukturze zalezno$ci
danej kopula, pozwala w zadowalajacy sposob opisa¢ proces powsta-
wania szkod.
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W drugiej czesci pracy przedstawiono system bonus-malus, w kto-
rym reguly przejscia uwzgledniaja rodzaj szkody spowodowanej przez
ubezpieczonego. Analiza wlasnosci takiego systemu wskazuje, ze w
przypadku wystepowania silnej korelacji migdzy ukrytymi parame-
trami ryzyka (zidentyfikowanej w pierwszej czesci pracy) pozwala on
na lepsza oceng ryzyka spowodowania szkody przez ubezpieczonego.

Przedstawiona analiza moze by¢ rozszerzona na kilka sposobow.
Po pierwsze, moze by¢ pozadana budowa bardziej ztozonego tacznego
modelu liczby szkod réznych rodzajow. Po drugie, mozliwe jest za-
stosowanie innych kryteriow agregacji szkdéd niz zaproponowana
kombinacja liniowa. W koncu mozliwa jest konstrukcja zupetnie in-
nych regutl przejscia, pozwalajacych zwiekszy¢ efektywnos¢ stosowa-
nego systemu bonus-malus.

Literatura

Angers J.F., Desjardins D., Dionne G., Guertin F., 2006, Vehicle and fleet random effect
in a model of insurance rating for fleets of vehicles, Astin Bulletin, vol. 36, no. 1,
s. 25-77.

Boucher J.P., Denuit M., Guillén M., 2008, Models of insurance claim counts with time
dependence based on generalization of Poisson and negative binomial distributions,
Variance, vol. 2, no. 1, s. 135-162.

Denuit M., Maréchal X., Pitrebois S., Walhin J., 2007, Actuarial Modelling of Claim
Counts: Risk Classification, Credibility and Bonus-Malus Systems, Wiley, New
York.

McNeil A.J., Frey R., Embrechts P., 2005, Quantitative Risk Management — Concepts,
Techniques and Tools, Preston University Press.

Nelsen R.B., 2006, An Introduction to Copulas, Springer, New York.

Norberg R., 1976, A4 credibility theory for automobile bonus systems, Scandinavian Actu-
arial Journal, vol. 36, Issue 2.

Pinquet J., 1997, Allowance for cost of claims in bonus-malus systems, Astin Bulletin,
vol. 27, no. 1, s. 33-57.

Podgorska M., Kryszen B., Niemiec M., 2008, Fair Bonus-Malus Systems, Roczniki
Kolegium Analiz Ekonomicznych, Szkota Glowna Handlowa w Warszawie,
nr 18/2008, s. 11-24.

Sawicka J., 2013, Model stochastycznej zaleznosci liczby szkod i wartosci pojedynczej
szkody, Roczniki Kolegium Analiz Ekonomicznych, Szkota Gléwna Handlowa
w Warszawie, nr 31, s. 157-183.

Shi P., Valdez E., 2014, Multivariate negative binomial models for insurance claim
counts, Insurance: Mathematics and Economics, vol. 55, s. 18-29.

Ustawa z dnia 22 maja 2003 r. o ubezpieczeniach obowigzkowych, Ubezpieczeniowym
Funduszu Gwarancyjnym i Polskim Biurze Ubezpieczycieli Komunikacyjnych,
Dz.U.2013, poz. 392, t.j.

Vernic R., 1997, On the bivariate generalized Poisson distribution, Astin Bulletin,
vol. 27, no. 1, s. 23-31.

Vernic R., 2000, A multivariate generalization of the generalized Poisson distribution,
Astin Bulletin, vol. 30, no. 1, s. 57-67.

SLASKI
PRZEGLAD
STATYSTYCZNY

Nr 1521)



SLASKI
PRZEGLAD
STATYSTYCZNY

Nr 15(21)

80 Kamil Gala, Wojciech Bijak

STOCHASTIC DEPENDENCE IN ACTUARIAL MODELS
FOR A POSTERIORI RISK CLASSIFICATION

Summary: The purpose of this paper is to analyze the effects of stochastic dependence in
actuarial models for a posteriori risk classification in automobile insurance. It is shown
that in many practical situations the claims generating the process is multidimensional and
the traditional assumption of independence between its components in not justified. The
main aim of this paper is to analyze the correlation between different types of claims in
motor third-party liability insurance (bodily injury and property damage) and to describe a
bonus-malus system in which this distinction is taken into account in the transition rules.
It is shown that in the case of a strong correlation such a bonus-malus system can be more
effecient than a standard system which relies only on the total number of claims.

Keywords: automobile insurance, stochastic dependence, bonus-malus system, a posteri-
ori risk classification, copula.





