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LOTERIE Z WIELOMA WYPLATAMI:
TEORIA PERSPEKTYWY
AMODEL UZYTECZNOSCI DECYZYJNEJ

Streszczenie: Artykul omawia dwie metody wyceny loterii z wieloma wyptatami. Pierwsza
to Kumulacyjna Teoria Perspektywy [Tversky, Kahneman 1992]. Druga korzysta z funkcji
uzyteczno$ci decyzyjnej przypominajacej swoim ksztaltem funkcje uzytecznos$ci podana
w hipotezie Markowitza [1952]. Model ten dziata podobnie jak teoria oczekiwanej uzytecz-
nosci, tylko ze znormalizowanym zakresem wyplat. Analizowany w artykule przyktad loterii
z trzema wyplatami pokazuje, ze model uzyteczno$ci decyzyjnej jest nie tylko prostszy, ale
tez daje bardziej logiczne predykcje: wycena rozwazanej loterii jest stata dla roznych wartosci
analizowanych prawdopodobienstw. Wycena za pomoca Kumulacyjnej Teorii Perspektywy
jest zmienna i zalezy nie tylko od wartos$ci prawdopodobienstw, ale takze od parametrow
modelu.

Stowa kluczowe: Teoria Perspektywy, model uzytecznosci decyzyjnej, loterie z wicloma wy-
ptatami.

1. Wstep

Jednym z gtéwnych zastrzezen co do oryginalnej Teorii Perspektywy [Kahneman,
Tversky 1979] jest mozliwos$¢ jej zastosowania wytacznie do loterii z dwiema wy-
ptatami. Ta wada zostata usunigta przez Kumulacyjna Teori¢ Perspektywy, ktora
operuje skumulowanymi, a nie pojedynczymi prawdopodobienstwami [Tversky,
Kahneman 1992]. Podejscie takie umozliwia generalizacje¢ teorii na przypadek wig-
cej niz dwoch wypfat.

Kontek [2011] pokazal, Ze te same dane eksperymentalne uzyte do wyprowadze-
nia Kumulacyjnej Teorii Perspektywy moga prowadzi¢ do zupetnie innego rozwia-
zania, ktdre przypomina swoim ksztaltem funkcje uzytecznosci podana w hipotezie
Markowitza [1952]. Rozwiazanie to zostato nazwane funkcja ,,uzytecznosci decy-
zyjnej”. W przeciwienstwie do Teorii Perspektywy, model nie korzysta z koncepcji
wag prawdopodobienstw do wyjasnienia wynikow eksperymentow.

Niniejszy artykut omawia oba podejscia dla loterii z wieloma wyptatami. Kolej-
ny punkt przedstawia Kumulacyjna Teori¢ Perspektywy, podczas gdy punkt trzeci
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jest poswigcony zaprezentowaniu funkcji uzytecznosci decyzyjnej. Nastgpny punkt
przedstawia przyktad prostej loterii z trzema wyptatami i pokazuje, ze oba modele
prowadza do innych rozwiazan. Jak si¢ okazuje, model uzytecznosci decyzyjnej jest
nie tylko prostszy, ale tez prowadzi do bardziej logicznej wyceny.

2. Kumulacyjna Teoria Perspektywy

Zatozmy, ze zbior wyplat X okresla wszystkie mozliwe wyptaty loterii. Zdefiniujmy

wektor wyplat loterii X = {X,, X,, ... , X } taki, ze X, X,, ..., X_€ X, oraz wektor praw-
n

dopodobienstw loterii p = {p,, p,, ..., P, } takich, ze Z p;, =1, gdzie p, jest prawdo-
i-1

podobienstwem wystapienia wyptlaty X. Loteria jest zatem zdefiniowana przez parg

wektorow y = {X, p}, czyli tak samo jak zmienna losowa. Warto$¢ oczekiwana loterii

jest rowna:

EX = z X, p, (1)
i=1
Zaktadajac istnienie pewnej funkcji uzytecznosci U, zdefiniujmy wektor uzy-
tecznos$ci wyplatu={u,, u,, ..., U }, gdzie u = U(X,). Pozwala to przedstawi¢ wyceng
loterii za pomoca teorii oczekiwanej uzytecznosci:

V() =2 UwIp =Y @

Naruszenia teorii oczekiwanej uzytecznosci (takie jak obserwowane w paradok-
sie Allais) moga by¢ wytlumaczone za pomoca koncepcji wag prawdopodobienstw
[Edwards 1961]. Kahneman i Tversky zaproponowali nastepujaca formute wyceny
loterii w ich Teorii Perspektywy [1979]:

V(y)=[Z;:U(xi)W(p,-)=iZ:uiWi 3

gdzie: W(p) — funkcja wag prawdopodobienstw,
w, = W(p,) — wagi przyporzadkowane poszczegdlnym prawdopodobien-
stwom, ktore tworza wektor wag prawdopodobienstw w =
{w,w, ...,w}.

Teoria Perspektywy ma powazna wade z matematycznego punktu widzenia,
gdyz (3) prowadzi do naruszen dominacji stochastycznej pierwszego stopnia. W du-
zym uproszczeniu chodzi o to, ze o ile prawdopodobienstwa sumuja si¢ do 1, o tyle
ich wagi juz nie. Oznacza to, ze wycena jest zalezna od sposobu reprezentacji loterii.
Ogranicza to zastosowanie tej teorii do maksymalnie dwoch niezerowych wyptat.
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Rozwiazanie problemu zostato zaproponowane przez Quiggina [1982] w jego Rank-
Dependent Expected Utility Theory. Koncepcja ta zostala zaadaptowana w praktycz-
nie niezmienionej postaci przez Kumulacyjna Teori¢ Perspektywy [1992], jest tez
zaprezentowana bardziej szczegétowo ponize;j.

Quiggin zalozyt, ze funkcja wag prawdopodobienstw dotyczy nie pojedynczych
prawdopodobienstw, lecz ich skumulowanych wartosci. Wektor prawdopodobienstw
p={p,P,,..... P } jest najpierw uporzadkowany wedtug wartosci odpowiadajacych
im wyplat X, (to jest X, > X,> .... > X ). Nastepnie jest wprowadzony skumulowany
wektor prawdopodobienstw cp = {cp,, Cp,, CP,, ..., CP.} = {P,, P, + P,, P, + P, + P,
..., 1}. W wyniku zastosowania funkcji wag prawdopodobienstw W uzyskuje sig¢
wektor skumulowanych wag prawdopodobienstw w = {w,, W,, ...., 1}, gdzie w, =
W(cp,). W koncu uzyskuje sig¢ wektor przyrostow skumulowanych wag prawdopo-
dobienstw Aw ={dw,, dw,, ..., 4w } ={W, W,— W, W,—W,, ..., 1 —w__}. Wektor ten
jest ostatecznie uzyty do wyznaczenia wartosci loterii:

VO)-Zue)a( W[ Ea |- Suea(vian)
=D U(5)A ()= D

Jest oczywiste, ze warto$¢ loterii otrzymana z uzyciem przedstawionej metodo-
logii zalezy od kolejnosci elementow w wektorach X 1 p. Wynika to z tego, ze wek-
tor skumulowanych prawdopodobienstw i dalsze wyniki zalezg od porzadku wyptat.
Oznacza to, ze konkretna warto$¢ prawdopodobienstwa moze za kazdym razem uzy-
ska¢ inng wage w zaleznos$ci od tego, ktore miejsce (rank) zajmuje odpowiadajaca mu
wyplata. Jak juz wspomniano, tego typu rozwiazanie, ktore trudno uznaé za proste czy
intuicyjne, wynika z konieczno$ci ominigcia problemoéw dominacji stochastyczne;.
Nalezy jednak zauwazy¢, ze w przypadku loterii z dwiema wyptatami przedstawione
postgpowanie upraszcza si¢ do oryginalnej Teorii Perspektywy z 1979 r.

Kumulacyjna Teoria Perspektywy [Tversky, Kahneman 1992] wprowadzita
pewne rozszerzenia do zaprezentowanej procedury w stosunku do wyptat ujemnych.
Pozwolono na roézne funkcje wag prawdopodobienstw dla zyskow i strat. Na pod-
stawie badan eksperymentalnych Kumulacyjna Teoria Perspektywy okreslita ksztatt
funkcji uzytecznosci v(x) (ktora teoria nazywa funkcja wartosci):

“

v(x)=4|x| (%)
oraz funkcji wag prawdopodobienstw W(p):

/4

W(p)= P
(r) (p7+(1—p)y)/ (6)
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gdzie: A=11y=0,61 dla dodatnich wyptat,
A=-2251y=0,69 dla ujemnych wyptat,
a = 0,88 zaroéwno dla dodatnich, jak i ujemnych wyptat.

Czgsto przeocza sig fakt, ze cho¢ teoria zostata stworzona dla loterii z wigksza
liczba wyptlat, jej parametry zostalty wyznaczone na podstawie eksperymentow do-
tyczacych loterii tylko z dwiema wyptatami. Mimo to powszechnie uwaza si¢, ze
teoria ta dziata poprawnie dla dowolnej liczby wyptat. Jednakze trudno jest znalez¢
w literaturze parametry modelu tej teorii wyznaczone na podstawie eksperymentow
dotyczacych loterii z wigeej niz dwiema wyptatami. Jedyny $lad zostal odnalezio-
ny przez autora niniejszego artykulu u Gonzalesa 1 Wu [1999], ktorzy stwierdzili
w przypisie 6 (cytat dostowny, bez ttumaczenia): “In addition to the two outcome
gambles, 36 three-outcome gambles were included. Data from these gambles will be
presented elsewhere”. Autorowi niniejszego artykutu nie jest znana zadna p6zniejsza
praca Gonzalesa i Wu na ten temat, nie wiadomo mu takze, dlaczego takie wyniki,
potwierdzajace zastosowanie Kumulacyjnej Teorii Perspektywy do loterii z wieloma
wyplatami, nie zostaly do tej pory opublikowane.

3. Model uzytecznosci decyzyjnej

W wyniku analizy tych samych danych, ktore postuzyly do wyprowadzenia Ku-
mulacyjnej Teorii Perspektywy, Kontek [2011] zaproponowat zupetie inny model
(rys. 1, po lewej), ktory przypomina ksztattem funkcje uzytecznosci zaproponowang
przez Markowitza w jego artykule z 1952 r. zatytutowanym “The utility of wealth”

(rys. 1, po prawej).

Rys. 1. Funkcja uzytecznosci decyzyjnej p = D(r) (po lewej); funkcja uzyteczno$ci zaprezentowana
przez Markowitza w jego hipotezie [1952] (po prawej)

Zrodto: po lewej [Kontek 2011], po prawej [Markowitz 1952].
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Otrzymana krzywa, nazwana funkcja uzytecznos$ci decyzyjnej, wyjasnia wyni-
ki eksperymentoéw przeprowadzonych przez Tversky’ego i Kahnemana bez uzycia
funkcji wag prawdopodobienstw. Model uzytecznosci decyzyjnej zaktada bezpo-
$rednig zalezno$¢ migdzy prawdopodobienstwem a wzglgdnym ekwiwalentem pew-
nosci:

p=D(r) (7)

gdzie: p — prawdopodobienstwo,
D - funkcja uzytecznosci decyzyjnej, ktéra jest monotonicznie narastajaca
w przedziale [0, 1],
r —wzgledny ekwiwalent pewnosci zdefiniowany jako:

_ ce—ljmin
" P —P. ()
gdzie: ce — ekwiwalent pewnosci,

P = Max(x) — maksymalna wyptata loterii,

m
P .. =Min(x) — minimalna wyptata loterii.

Zaleznos¢ opisana przez (8) zapewnia, ze I przyjmuje wartosci z zakresu [0, 1],
nawet w przypadku gdy P . jest wigksze od zera. Dla P_. = 0 rownanie (8) uprasz-

. ce
czasiedo r=——.

max
Poniewaz prawdopodobienstwo p jest funkcja jednej zmiennej — wzglednego
ekwiwalentu pewnosci I,  moze by¢ przedstawiony jako funkcja p:

r=D"(p) )

gdzie D! jest funkcja odwrotna funkcji uzyteczno$ci decyzyjnej. Znajac wzgledny

ekwiwalent pewnosci r, ekwiwalent pewnosci ce loterii w warto$ciach bezwzgled-
nych mozna wyznaczy¢ jako:

ce=P . +r (P -P

min max min ) (10)
ktory dlaP =0 upraszczasig C€=rP,__ .

Procedura dla wielu wyptat jest przedstawiona przez Kontka [2011]. Loteria
z wieloma wyptatami jest zastgpowana ekwiwalentng loteria z dwiema wyplatami.
Prawdopodobienstwo wygrania wigkszej wyptaty tej ekwiwalentnej loterii wynosi:

P'=>pD(r) (1)
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Prawdopodobienstwo p’ jest nazwane ekwiwalentnym prawdopodobienstwem
i okresla uzytecznos¢ decyzyjna loterii. To ekwiwalentne prawdopodobienstwo moze
by¢ nastepnie uzyte w (9) zamiast pojedynczego prawdopodobienstwa p w celu wy-
znaczenia wzglednego ekwiwalentu pewnosci.

Nalezy zwrdcic¢ uwagg, ze (11) nie wymaga funkcji wag prawdopodobienstw ani
w zwyktej, ani w skumulowanej postaci. Nie wymaga takze, aby wyptaty loterii ani
powiazane z nimi prawdopodobienstwa byly uporzadkowane. Wreszcie na uzyski-
wany wynik nie ma wplywu sposob reprezentacji loterii, co prowadzito do naruszen
dominacji stochastycznej w przypadku oryginalnej Teorii Perspektywy.

Nalezy podkresli¢ podobienstwo formuty uzytecznosci decyzyjnej (11) z wyce-
na postulowana przez teorig¢ oczekiwanej uzytecznosci (2). W rzeczywistosci model
uzytecznos$ci decyzyjnej dziata podobnie jak teoria oczekiwanej uzytecznosci, tylko
ze znormalizowanym zakresem wyplat. Co istotne, uzytecznos¢ decyzyjna jest wy-
razona w kategoriach prawdopodobienstwa i nie wymaga zadnych hipotetycznych
,utyli” do opisu ludzkich zachowan. Mowiac prosto, uzyteczno$¢ loterii jest okres-
lona przez prawdopodobienstwo jej wygrania: im wyzsze prawdopodobienstwo,
tym wyzsza uzyteczno$¢ loterii. Loterie sa przy tym analizowane na poziomie pod-
stawowej teorii prawdopodobienstwa. Pozwala to unikna¢ stosowania ztozonych to-
pologicznych koncepcji (takich jak catki Choqueta) w celu aksjomatyzacji modelu,
jak to jest w przypadku Kumulacyjnej Teorii Perspektywy.

4. Roznice w wycenie loterii z trzema wyplatami

Rozwazmy loteri¢ z dwiema wyplatami: $0 and $100, kazda z prawdopodobien-
stwem wystgpienia 0,5. W eksperymencie Tversky’ego i Kahnemana [1992, tab. 3.3]
stwierdzono, ze ekwiwalentem pewnosci takiej loterii jest $36. Nastepnie rozwazmy
loteri¢ z trzema wyptatami: $0, $36 1 $100, z odpowiednimi prawdopodobienstwa-
mi (1 —p)/2, p,i(1—p)/2. Pytanie dotyczy wartosci ekwiwalentu pewnos$ci drugiej
loterii.

Nalezy zauwazy¢, ze wyptata $36 jest tozsama z ekwiwalentem pewnosci pierw-
szej loterii. Logiczna analiza prowadzi do konkluzji, ze ekwiwalentem pewnos$ci
drugiej loterii jest $36. Gdy p osiaga wartos¢ 0, druga loteria redukuje si¢ do pierw-
szej, ktorej ekwiwalentem pewnosci jest $36. Gdy p osiaga wartos¢ 1, druga loteria
redukuje si¢ do pewnej wyptaty $36. Druga loteria moze by¢ zatem traktowana jako
kompozycja dwoch mozliwosci (prospektow) majacych ten sam ekwiwalent pew-
nosci $36. Jej ekwiwalentem pewno$ci powinna by¢ zatem zawsze warto$¢ $36 bez
wzgledu na wartos¢ p, czyli bez wzgledu na to, w jakich proporcjach sa wzigte obie
mozliwosci. Wniosek taki jest potwierdzony przez model uzytecznosci decyzyjne;j.
Zgodnie z (11) ekwiwalentne prawdopodobienstwo wyznacza si¢ jako:

S (100) pD[moj SN Gggj p(§j+<1‘2p)=g 12)
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Jednakze ekwiwalentem pewnosci loterii z dwiema wyptatami $0 i $100 i praw-
dopodobienstwem 0,5 jej wygrania jest $36, jak stwierdzono poprzednio. Oznacza
to, ze ekwiwalentem pewnosci drugiej loterii jest $36, co jest odpowiedzia na posta-
wione pytanie. Nalezy zauwazy¢, ze wynik ten jest niezalezny od ksztattu funkcji
uzytecznos$ci decyzyjnej. Jedyne co jest istotne, to ze przyjmuje ona warto§¢ praw-
dopodobienstwa 0,5 dla r = $36 / $100 = 0,36.

Rozwazmy teraz ten sam przyktad, korzystajac z Kumulacyjnej Teorii Perspek-
tywy. Zgodnie z ta teoria warto$¢ drugiej loterii jest wyrazona jako:

V(y)= v($100)[w((1—p)/2)—w(0)]
+v($36)[ W((1-p)/2+p)-W((1-p)/2)] (13)
+v($0)[w(1)—w((1—p)/2+p)]

gdzie funkcje v 1 W sa zdefiniowane przez (5) i (6). Z drugiej strony, wartos¢ ekwi-
walentu pewnosci Ce jest rowna:

V(ce)=v(ce)W(1) (14)
Podstawienic () i (6) do (13) i (14) prowadzi do nastepujacej zaleznodci:
(1-p)/2)
(1-p)r2y +((1+p)/2)y:|l/y
(1+p)/2)
[(=p)r2) +(0+p)r2) |
36 ((1-p)/2)
((1=p)/2) +((1+p)/2) J 7

gdzie o 1 y sa parametrami modelu. Po dalszym uproszczeniu uzyskuje si¢ rozwia-
zanie dla ce:

ce” =100”

+36“ (15)

. (100" =36)((1- p)/2) +36“((1+ p)/2) 06

((1-p)/2) +((1+p)/2)7T/y
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Jest jasne, ze wynik ten moze by¢ obliczony wytacznie numerycznie. Rysunek 2
przedstawia to rozwiazanie dla wartosci prawdopodobienstw p od 0 do 1.

Rys. 2. Ekwiwalent pewnosci loterii z trzema wyplatami jako funkcja prawdopodobienstwa p
wyplaty $36 (Wynikiem modelu uzytecznos$ci decyzyjne;j jest stata wartos¢ ekwiwalentu $36.
Rozwiazanie Kumulacyjnej Teorii Perspektywy jest zalezne od prawdopodobienstwa)

Zrodto: opracowanie wlasne.

Jak wyjasniono poprzednio, warto$¢ ce dla modelu uzytecznosci decyzyjnej jest
stata i wynosi $36. W przypadku Kumulacyjnej Teorii Perspektywy ce przyjmuje
warto$¢ $36 dla p =1 (jak mozna by sig¢ spodziewac) i wartos¢ $37,4 dla p = 0, ktora
jest niezgodna z danymi eksperymentalnymi. Ekwiwalent pewnosci przyjmuje war-
tosci wigksze niz $36 dla prawdopodobienstw nizszych od 0,366 i warto$ci mniejsze
od $36 dla prawdopodobienstw wigkszych od 0,366. Ekwiwalent pewnosci przyj-
muje warto$¢ minimalna $35,1 dla prawdopodobienstwa 0,8. Wszystkie te warto$ci
W oczywisty sposob zaleza od przyjetych parametrow modelu.

Kumulacyjna Teoria Perspektywy i model uzytecznosci decyzyjnej prowadza
zatem do roznych wycen w przypadku loterii z wieloma wyplatami. Przedstawiony
przyktad pokazuje jednak, ze model uzytecznosci decyzyjnej nie tylko jest prostszy,
ale tez oferuje bardziej logiczne predykcje. W rozwazanym przypadku rozwiaza-
nie oferowane przez Kumulacyjna Teori¢ Perspektywy prowadzi zawsze do wyce-
ny zaleznej od prawdopodobienstwa p i od parametrow modelu. Wynika to wprost
z postaci 16. Tej konkluzji nie zmienia zastosowanie innych warto$ci parametrow
Kumulacyjnej Teorii Perspektywy wyznaczonych w innych eksperymentach (zob.
podsumowania [Blavatskyy 2005; Booij, van Praag, van de Kuilen 2009]). Nie
zmienia jej takze zastosowanie innych postaci funkcji opisujacych funkcje wartosci
czy funkcje wag prawdopodobienstw.

Mozna postawi¢ pytanie, ktora wycena jest wigc poprawna? Rozwazany przy-
ktad jest na tyle prosty, Ze, przynajmniej z normatywnego punktu widzenia, mozna
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bezpiecznie przyja¢ za poprawne rozwiagzanie proponowane przez model uzytecz-
nos$ci decyzyjnej. W tym kontekscie wynik uzyskany za pomoca Kumulacyjnej Teo-
rii Perspektywy wskazywalby na istnienie specjalnego ,,efektu”, niezanotowanego
jednak jak dotad w literaturze. Efekt ten musiatby by¢ zatem potwierdzony ekspe-
rymentalnie, aby uwiarygodni¢ predykcje tej teorii. Nie wydaje si¢ jednak, by byto
to zadanie dla autora niniejszego artykutu. Podobnie nie do niego nalezy proba psy-
chologicznego wytlumaczenia ,,efektu” przewidywanego przez Kumulacyjna Teorig

Perspektywy.
5. Podsumowanie

Niniejszy artykut zaprezentowal dwie metody wyceny loterii z wieloma wyptatami.
Pierwsza korzysta z Kumulacyjnej Teorii Perspektywy, druga za$ z modelu uzytecz-
nosci decyzyjnej. Artykut przedstawit kilka istotnych cech modelu uzytecznosci de-
cyzyjnej 1 zaprezentowal jego zalety dajace mu przewage nad Kumulacyjna Teoria
Perspektywy.

Funkcja uzytecznos$ci decyzyjnej przypomina funkcj¢ uzytecznosci zapropono-
wang przez Markowitza [1952]. Dziala tez na podobnej zasadzie jak teoria ocze-
kiwanej uzytecznosci, tylko ze znormalizowanym zakresem wyptat. Jest to prosty
model, ktory opisuje wyniki eksperymentalne bez koniecznosci uzycia funkcji wag
prawdopodobienstw. Zastosowany do wyceny hipotetycznej loterii z trzema wypla-
tami dat, w odr6znieniu od Kumulacyjnej Teorii Perspektywy, logiczne predykcje
wyceny loterii.
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MULTI-OUTCOME LOTTERIES:
PROSPECT THEORY VS. DECISION UTILITY

Summary: This paper discusses two approaches for the valuation of multi-outcome lotteries.
The first uses Cumulative Prospect Theory. The second is the decision utility function, which
strongly resembles the utility function hypothesized by Markowitz [1952]. This model follows
Expected Utility Theory but with a normalized outcome domain. An illustrative example of
a simple three-outcome lottery demonstrates that not only decision utility is a simpler model,
but it also provides more sound predictions; the valuation of the lottery under consideration
is constant for different probability values. Per contra, the valuation offered by Cumulative
Prospect Theory not only depends on the probability value, but also on its parameters.





