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PROCESY LEVY’EGO
W MODELACH UBEZPIECZENIOWYCH

Streszczenie: W pracy dokonujemy przegladu koncepcji teorii ryzyka wykorzystujacych pro-
cesy Lévy’ego. Ktadziemy nacisk na model oparty na procesie gamma i analizujemy prawdo-
podobienstwo ruiny w tym modelu. Podajemy asymptotyczne wtasnosci prawdopodobien-
stwa ruiny i dokladny wzor na prawdopodobienstwo ruiny dla procesu gamma. Ponadto
rozwazamy tzw. podporzadkowane procesy Lévy’ego. Badamy rowniez rozktad supremum
dla pewnych procesow begdacych catkami stochastycznymi jako pewne uogolnienie poprzed-
nich modeli.

Stowa kluczowe: proces Lévy’ego, a-stabilny proces Lévy’ego, proces gamma, prawdopo-
dobienstwo ruiny na skoficzonym horyzoncie czasu, prawdopodobienstwo ruiny na nieskon-
czonym horyzoncie czasu.

1. Wstep

Ryzyko pojawia si¢ w kazdej dziatalnosci cztowieka zwiazanej z jego zyciem pry-
watnym i zawodowym. Podmioty gospodarcze i osoby fizyczne moga jednak zredu-
kowac straty spowodowane przez czynniki losowe przez ubezpieczenie si¢ w danej
firmie ubezpieczeniowej. Zatem zaktad ubezpieczen ma na celu redukcjg strat ponie-
sionych przez ubezpieczonych. Stad wielko$¢ wyptat firmy ubezpieczeniowej (gtow-
ne koszty, jakie ponosi firma ubezpieczeniowa — roszczenia) jest catkowicie losowo
uwarunkowana i w przeciwienstwie do innych dziatalnosci gospodarczych nie zale-
zy np. od struktury organizacyjnej czy mocy technologicznych. Nie oznacza to jed-
nak, ze nie mozna redukowac i kontrolowac ryzyka firmy ubezpieczeniowej (zarza-
dza¢ ryzykiem firmy ubezpieczeniowej). Ryzyko ubezpieczyciela (zaktadu
ubezpieczen) jest okreslone m.in. przez tzw. prawdopodobienstwo ruiny. Szacowa-
nie prawdopodobienstwa ruiny danej firmy ubezpieczeniowej czy danego portfela
ubezpieczen ma na celu zbadanie poziomu ryzyka, jak rowniez stuzy do wyznacza-
nia kapitatu poczatkowego i1 wielkosci sktadki, jaka powinni ptaci¢ ubezpieczeni.
Zatem kapitat poczatkowy 1 wielkos¢ sktadki sa podstawowymi narzedziami moga-
cymi zredukowa¢ ryzyko (prawdopodobienstwo ruiny). Poza tymi dwoma narzg-
dziami istnieje jeszcze mozliwos¢ reasekuracji, czyli wtérnego ubezpieczenia si¢



150 Zbigniew Michna

ubezpieczyciela, jak rowniez mozliwo$¢ inwestycji biezacego kapitalu ubezpieczy-
ciela. Tak wigc zarzadzajacy ryzykiem ubezpieczyciela ma do dyspozycji kilka na-
rzedzi, ktdére moga zmniejszy¢ prawdopodobienstwo ruiny. Jednak aby zarzadzac
ryzykiem ubezpieczyciela, nalezy przede wszystkim zbada¢ poziom ryzyka, czyli
wyznaczy¢ (oszacowaé) prawdopodobienstwo ruiny firmy ubezpieczeniowej czy
danego ubezpieczenia (portfela ubezpieczen). Analiza i aproksymacja tzw. prawdo-
podobienstwa ruiny, tj. prawdopodobienstwa, z jakim proces nadwyzki finansowej
firmy ubezpieczeniowe;j staje si¢ ujemny, jest gldbwnym zadaniem teorii ryzyka. Ry-
zyko ubezpieczyciela, ktore jest okreslone przez prawdopodobienstwo ruiny firmy
ubezpieczeniowej, powinno podlega¢ badaniu i ocenie nie tylko ze wzgledu na
dobro ubezpieczyciela i ubezpieczonych, ale réwniez catego rynku ubezpieczen.
W celu oszacowania prawdopodobienstwa ruiny zarzadzajacy ryzykiem musi wyko-
na¢ trzy podstawowe czynnosci. Po pierwsze, nalezy zebra¢ dane z pewnego okresu
opisujace wielkos$ci roszczen i momenty ich pojawienia si¢. Dane te nalezy podda¢
obrébcee statystycznej, tzn. nalezy dopasowac do danych odpowiedni rozktad wiel-
kos$ci roszczen i dobra¢ odpowiedni proces liczacy roszczenia i opisujacy momenty
ich pojawienia si¢. Mozna jeszcze zbadac zalezno$¢ pomigdzy wielkosciami kolej-
nych roszczen, jak rowniez uwzgledni¢ losowa wielko$¢ placonych sktadek. Na tym
etapie liczba testow statystycznych jest zalezna od modelu ubezpieczeniowego,
ktory musimy dobra¢ do opisu. Tak wigc trzeci etap to dobranie do danych odpo-
wiedniego modelu ubezpieczeniowego. Tu z pomoca przychodzi matematyka ubez-
pieczeniowa, a wilasciwie teoria ryzyka ubezpieczeniowego. Dopasowanie odpo-
wiedniego modelu jest zalezne od stopnia idealizacji, jaki przyjmujemy, i mozliwosci
obliczeniowych, jakie mamy, jak rowniez doktadnosci, z jaka chcemy okresli¢ praw-
dopodobienstwo ruiny.

Celem tego artykulu jest zaprezentowanie pewnych modeli ubezpieczeniowych,
ktore moga stuzy¢ do szacowania prawdopodobienstwa ruiny. Rozwazymy modele
oparte na procesach Lévy’ego. Nalezy tu jeszcze podkresli¢, ze modelowanie i sza-
cowanie ryzyka dla catej dziatalnosci zaktadu ubezpieczen jest w praktyce niemoz-
liwe. Jednak badanie prawdopodobienstwa ruiny dla poszczegdlnych portfeli czy
ubezpieczen powinno by¢ wykorzystane w zarzadzaniu ryzykiem do pewnych decy-
zji, ktore poprawiaja bezpieczenstwo finansowe firmy ubezpieczeniowej i chronia
przed upadtoscia.

Przypomnijmy, czym jest proces Lévy’ego.

Definicja 1. Proces stochastyczny {Z (1), 0 <t < ©} o wartosciach w IR jest
procesem L “evy’ego, jesli
e Z(0)=0pw,
e Z ma niezalezne przyrosty,
o Z(t) — Z(s) ma taki sam rozklad jak Z (t — s), tzn. Z ma stacjonarne przyrosty,
e Zjest stochastycznie ciqgty.
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Struktura proceséw Lévy’ego nie jest skomplikowana. Reprezentacja Lévy’ego-
-1t6 pokazuje budoweg stochastyczna proceséw Lévy’ego, zgodnie z ktora proces
Lévy’ego moze by¢ przedstawiony nastgpujaco

2O =B+ [ y(N(d)-(dv)+ [ yN,(dy)+at,
[¥I<1 [y=1

gdzie B(f) jest procesem Wienera, N jest procesem punktowym generowanym
przez skoki Z: N = X 70920} Oraziey)- N jest losowa miara Poissona na [0, o)
x{R?\ 0} ze $rednia ds xv (dy), gdzie v (dy) jest tzw. miara Lévy’ego na R?\ 0
ia e RIN.(A)= N([0,t] x 4).

Podstawowyrn procesem Lévy’ego w teorii ryzyka jest ztozony proces Poissona.
Model ten zostal zaproponowany prze Lundberga i Craméra i nazywany jest kla-
sycznym modelem Craméra-Lundberga. Niech N(¢) bedzie procesem Poissona o in-
tensywnosci A, {U ., }j: , ciagiem dodatnich zmiennych losowych niezaleznych o jed-
nakowym rozkladzie F. Ponadto ciag {U,}"  jest niezalezny od procesu Poissona

N(f). Proces
N(t)

R(t) =u+ct—ZUk
k=1

jest tzw. klasycznym procesem ryzyka, gdzie ¢ > 0 . Natomiast
N |: f}

S() = u—R(E) = Zuk—cr

jest procesem nadwyzki roszczen. Proces S(#) jest procesem Lévy’ego z miara
Lévy’ego v (dy) = A dF ().
Inne procesy zwiazane z procesami Lévy’ego otrzymujemy przez przej$cia gra-
niczne procesu nadwyzki roszczen. Otrzymujemy wtedy:
e ruch Browna — aproksymacja dyfuzyjna,
e o -stabilny ruch Lévy’ego,
e utamkowy ruch Browna,
e subordynowany (podporzadkowany) ruch Browna,
e subordynowany a -stabilny ruch Lévy’ego,
e proces gamma,
e dowolny czysto skokowy proces Lévy’ego (zob. Michna [2011b]).

2. Proces gamma jako aproksymacja klasycznego procesu ryzyka

Proces gamma jest procesem Lévy’ego z jednowymiarowym rozkladem gamma.
Doktadniej proces stochastyczny Z = {Z (¥), 0 < ¢ < oo} jest procesem gamma z
parametrem ksztattu a i parametrem skali b, jesli jest procesem Lévy’ego i Z (1)
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ma rozktad gamma z parametrem ksztattu a > 0 i parametrem skali b > 0, tzn.
rozklad z gestoscia

0 jesliv=10

fO)=9_1 o _ . ;
vara Y exp( b) jesliv =0

(M

gdzie I jest funkcja gamma. Wtedy Z(#) ma rozktad gamma z parametrem ksztattu at
1 parametrem skali b.

Proces gamma mozna otrzymac jako granice zlozonych proceséw Poissona (kla-
sycznych procesow skumulowanych roszczen).

Niech {Yk(” ) } bedzie ciagiem wielkos$ci kolejnych roszczen niezaleznych migdzy
soba o wspdlnym rozktadzie (dystrybuancie) F¥) zaleznym od parametru p > 0. Do-
ktadniej

- 0 jesli v=p
F#(y) = Q) . o @)
1 a(e) jesli yv=mp,
gdzie ®
Q) =7 e B dx. G)

Ponadto zal6zmy, ze N¥)(¢) jest procesem Poissona o intensywno$ci Q(p) i nieza-
leznym od ciagu {Yk“’ ) }; . Zdefiniujmy proces skumulowanych roszczen

( NP 0
s@ @) =2, v )

Stwierdzenie 1. Jeslip | 0, to
SV =Z

stabo w topologii Skorochoda, gdzie Z jest procesem gamma.

3. Prawdopodobienstwo ruiny dla procesu gamma

Najpierw rozpatrzymy prawdopodobienstwo ruiny na nieskonczonym horyzoncie
czasu, tzn.

¥(u) = P(sup,.,,Z(t) —ct = u), (5)

gdzie ¢ > 0. Zajmiemy sig asymptotycznymi wlasnosciami prawdopodobienstwa (5).
Skorzystamy tu z wyniku autorow, takich jak Dufresne, Gerber i Shiu [1991], gdzie
wyprowadzona jest doktadna asymptotyka prawdopodobienstwa (5). Autorzy korzy-
staja tu z tego, ze proces gamma jest granica ztozonego procesu Poissona. Dowod
bazuje na wynikach dla ztozonego procesu Poissona (tw. Craméra-Lundberga).
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Twierdzenie 1 (Dufresne, Gerber i Shiu). Niech Z bedzie procesem gamma z
parametrami ksztattu a i skali b . Wtedy

P(u) = Cexp (— :;u),

gdzie: r = R jest rozwiqzaniem rownania

1
= (G)

__ (c—abl(1-F)
ab—ci(1-K) |

Nastepnie znajdziemy asymptotyke prawdopodobienstwa ruiny na skonczonym
horyzoncie, tzn.

¥(u,T) = P(sup,.p Z(t) — et = u).
Skorzystamy tu z wyniku Michny i Werona [2007].

Twierdzenie 2 (Michna i Weron). Niech Z bedzie procesem gamma z parame-
trem ksztattu a i skali b. Wtedy dla dowolnego T > 0

C; = liminf, LP':?‘“T} <limsup,, 4;:? =, (6)
gdzie
g(w) = u*""t exp(—u/b), (7
__ expl—cT/B)
Cl - BT =1 T a7) (8)

__ 1—expl—cT/B)
2 T2 TaT)”

©)

Dla procesu gamma znany jest wzor na prawdopodobienstwo ruiny na skonczo-
nym horyzoncie (zob. [Dickson, Waters 1993]). Podobnie, doktadny wzér mozna
podac¢ dla a-stabilnego procesu Lévy’ego i ogdlniej dla spektralnie dodatnich proce-
sow Lévy’ego (zob. [Michna 2011a; 2011b]).

Twierdzenie 3 (Dickson i Waters)
P (w,T)=P(Z(T)— cT = u)

+ CJ P(Z(T—5)<c(T—5)) flu+es,s)ds

— a:bJ- P[E(T —s+1/a) = (T — s:]) flu+ cs,s)ds,
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gdzie
1 Vv
_ as—1 -
f.s) = pe(as) ” exp{ b]
i 1 X r
P(Z(s) < %) = g [y y*  exp (— 1) dv.

4. Teoretyczne uogolnienia i zagadnienia teorii fluktuacji

Niech
N |: f}

5, (t) =Z U, —c,t

k=1

bedzie ciagiem procesow nadwyzki roszczen takim, ze {U P };11 nalezy do obszaru
przyciagania rozkladu a-stabilnego z 0 < o < 2, parametrem sko$nosci £ i dla
a=1zp=0,N(t) liczacym procesem odnowy skonstruowanym z ciagu {7, } na-
lezacego do obszaru przyciagania rozktadu y-stabilnego z 0 <y < 1. Wtedy w grani-
cy otrzymujemy podporzadkowany a-stabilny proces Lévy’ego (zob. [Magdziarz
i1in. 2007]).

Twierdzenie 4. (Magdziarz, Mista, Weron). Przy powyzszych zatozeniach i

1 _— 'IE _ .
lim, . n"Y"%c, = c zachodzi

nYEs (1) = Y[T(t]) —ct

w sensie rozktadow skonczenie wymiarowych, gdy n — . Proces T jest odwrotnym
y-stabilnym subordynatorem z 0 <y <1 1i Y jest a-stabilnym procesem Lévy’ego z
0 <a <2, parametrem skali o > 0, parametrem skosnosci fidlao=1z=0.

Przy powyzszych zalozeniach i dla 0 < a <2, > —1 mozemy znalez¢ asympto-
tyke prawdopodobienstwa ruiny na skonczonym horyzoncie czasu (zob. [Michna
2008b])

1 148
a

P (sup VIT(t))— et = u) = P(Y(T(1)) =u) Xu™™ TG+ D C, > ,

t=1
gdzie C_jest pewna stala zalezna od a.

Rozwazmy teraz pewne teoretyczne uogodlnienia powyzszego modelu, tzn. sub-
ordynowanego a-stabilnego procesu Lévy’ego.

Niech N bedzie procesem Poissona o intensywnosci A > 0, Y a-stabilnym proce-
sem Lévy’ego z 0 < a < 2, parametrem skali ¢ > 0, parametrem skos$nosci f > —1
idlaa=1zp=01id bedzie rzeczywista ograniczong funkcja okreslona na [0, 1].
Wtedy (zob. [Michna 2008b])
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p (S:E:IL] Y(N(t)) +d(t) = u) 2 P(V(N(L) =u) Zu™ %4 C,zlj—'g g,

Niech Z bedzie procesem gamma z parametrem ksztattu a > 0 i parametrem ska-
li >0, Yjak wyzej, wtedy (zob. [Michna 2008b])

P (S:Ef Y(Z(t) +d(t) = u) 2P(Y(Z(1))>u) & u““‘abﬁrx%a‘x.

Rozwazmy teraz pewne catki stochastyczne wzgledem a-stabilnego ruchu Lé-
vy’ego. Niech

X(t) = [} By()dy(s) — ct,
gdzie ¢ € R, B, jest standardowym ufamkowym ruchem Browna z 0 < H <11 Y jest

symetrycznym o-stabilnym procesem Lévy’egoz 1 <a <21 B, jest niezalezny od Y.
Wtedy (zob. [Michna 2008a]).

—

1 2%/27 (=)
— 1 ﬂ:—"_.
2 (14 aH)\m

P (supfrﬁﬂ[sj dY (s) —ct = u) =

=1

Rozwazmy nastgpujacy proces
r
X(0) = [{(2() = et) v (s),

gdzie c¢ jest mierzalna funkcja catkowalna z kwadratem na [0, 1], Z jest procesem
gamma z parametrem ksztattu a > 0 i parametrem skali » > 01 Y jest symetrycznym
a-stabilnym procesem Lévy’ego z 1 <a <2 1iproces Y jest niezalezny od Z. Ponadto
zatézmy

Sup,., X(t) < oo pw.

Wtedy
P (supril f;[z(s] — c(s:]) dY (s) = u) =
>y %gehe 2 [T E|Z(s) — c(s)|%ds
JeSlie=0, to
1

[ EIZ(s) —c(9)|=ds = ) [} 52 s,

gdzie B(x, y) jest funkcja beta.
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LEVY PROCESSES IN INSURANCE MODELS

Summary: In this article we review the concept of Lévy processes in risk theory. We empha-
size the risk model with gamma process analyzing ruin probability of gamma process. We
give an asymptotic behaviour of ruin probabilities and exact formula for finite time ruin prob-
ability for gamma process. We also consider models described by the so-called subordinated
Levy processes. As a theoretical generalization we investigate supremum distribution of cer-
tain stochastic integrals.

Key words: Lévy process, a-stable Lévy process, gamma process, finite time ruin probability,
infinite time ruin probability, asymptotic behaviour of ruin probability, subordinated process,
stochastic integral.



