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SKLADKI NETTO DLA UBEZPIECZEN
WIELOSTANOWYCH OBCIAZONE
KOSZTAMI ZAWARCIA I PROWADZENIA UMOWY'

Streszczenie: Sktadki netto uwzgledniaja jedynie wyptaty §wiadczen z tytutu zawartego
ubezpieczenia, a nie uwzgledniaja kosztow zawarcia ubezpieczenia i prowadzenia ubezpie-
czenia. Celem artykutu jest uwzglednienie wymienionych kosztéw, co pozwoli na okreslenie
sktadki brutto dla ubezpieczen wielostanowych. W literaturze dominuja dwie klasyfikacje
podziatu kosztow. W przypadku ubezpieczen zyciowych szczegdlnie popularne jest podejscie
oparte na klasyfikacji, ktorej istotnym ograniczeniem jest zalozenie, ze koszty akwizycji sa
realizowane tylko w momencie zawarcia ubezpieczenia. W artykule do ogolnych ubezpieczen
wielostanowych zostata zaadaptowana klasyfikacja kosztow, ktéra m.in. pozwala na uwzgled-
nienie mozliwosci roztozenia kosztow akwizycji w calym okresie ubezpieczenia.

Stowa Kkluczowe: ubezpieczenie wielostanowe, model wielostanowy, koszty ubezpieczyciela,
sktadka netto, sktadka brutto.

1. Wstep

Sktadki netto (net premium) uwzgledniaja jedynie (wyliczone teoretycznie) przecigt-
ne wyplaty $wiadczen z tytutu zawartego ubezpieczenia. Nie biora one pod uwage
kosztow zawarcia ubezpieczenia (czyli kosztow bezposrednich zwiazanych z pozy-
skaniem i zawarciem ubezpieczenia oraz inkasem sktadki, tj. prowizji ajencyjnych
1 brokerskich, kosztow: badan lekarskich, ekspertyz i atestow przy ocenie ryzyka,
wystawienia polis) i prowadzenia ubezpieczenia (kosztow utrzymania polisy i jej
obshugi; w tym kosztow zarzadzania portfelem oraz kosztow wyptaty §wiadczen).
Ponadto, oprocz kosztow, sktadke netto mozna powigkszy¢ o tzw. narzuty pozakosz-
towe zwiazane z potrzeba reasekuracji, ochrong przed inflacja czy ryzykiem nieko-
rzystnej zmiennos$ci ubezpieczonego ryzyka. W literaturze anglojezycznej sktadka
netto obciazona kosztami zawarcia i prowadzenia ubezpieczenia nazywana jest
sktadka uwzgledniajaca koszty (expense-loaded premium), a jezeli zawiera dodatko-
wo narzuty pozakosztowe, to nazywana jest sktadka brutto (gross premium). W pol-

! Praca naukowa finansowana ze $rodkéw na nauke w latach 2009-2011 jako projekt badawczy
nr 2293/B/H03/2009/36.
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skiej literaturze aktuarialno-prawnej okreslenie brutto nie jest jednoznaczne. Moze
oznacza¢ sktadki netto obciazone zaréwno tylko kosztami, jak i kosztami oraz na-
rzutami pozakosztowymi. Dodatkowo zwiazane jest z reasekuracja, gdzie np. defi-
niuje si¢ sktadki brutto jako odpowiednie wielkosci obliczone przed uwzglednie-
niem udziatu reasekuratora. W tym kontekscie sktadka brutto ma wigc zupehie inne
znaczenie. Dlatego w niniejszej pracy sktadke netto uwzgledniajaca koszty zawarcia
i prowadzenia ubezpieczenia nazywac bedziemy sktadka brutto (por. [Blaszczyszyn,
Rolski 2004; Stroinski 1996]).

Celem artykutu jest uwzglednienie kosztow zawarcia i prowadzenia ubezpiecze-
nia, co pozwoli na okreslenie sktadki brutto dla ubezpieczen wielostanowych. W li-
teraturze dominuja dwie klasyfikacje podziatu kosztéw (por. [Bowers i in. 1986;
Gerber 1990]). W przypadku ubezpieczen zyciowych szczegolnie popularne jest po-
dejscie oparte na klasyfikacji przedstawionej w pracy [Gerber 1990] (np. [Btaszczy-
szyn, Rolski 2004; Skatba 2003]). Istotnym ograniczeniem tego podejscia jest zato-
zenie, ze koszty akwizycji sa realizowane tylko w momencie zawarcia ubezpieczenia.
W artykule klasyfikacja kosztow przedstawionych w [Bowers i in. 1986] zostala
zaadaptowana do ogolnych ubezpieczen wielostanowych, co pozwolilo m.in. na
uwzglednienie mozliwosci roztozenia kosztow akwizycji w calym okresie ubezpie-
czenia. Rozlozenie kosztow akwizycji jest szczegdlnie istotne, gdyz w przypadku
ubezpieczen zyciowych (a wigc 1 wielostanowych) koszty pozyskania ubezpieczenia
niejednokrotnie przewyzszaja pierwsza okresowa sktadke brutto.

Ubezpieczeniem wielostanowym nazywa si¢ umowe ubezpieczenia obejmujaca
rozne przypadki zyciowe. Ubezpieczenia tego typu sktadaja si¢ z podstawowej umo-
wy ubezpieczenia (jest to zazwyczaj umowa ubezpieczenia na zycie) oraz ubezpie-
czen dodatkowych, czyli tzw. opcji (np. umowa ubezpieczenia od trwatego inwa-
lidztwa, niezdolnosci do pracy). Dlatego te ubezpieczenia nazwane sa roéwniez
ubezpieczeniami wieloopcyjnymi. Podstawa aktuarialno-finansowej analizy ubez-
pieczenia jest skonstruowanie jego matematycznego modelu. Pierwszym krokiem
jest opis mozliwych zdarzen losowych (przypadkoéw zyciowych), ktore obejmuje
umowa ubezpieczenia podstawowego wraz z umowami ubezpieczen dodatkowych,
a nastgpnie okreslenie wszystkich mozliwych przebiegdéw ubezpieczenia. W tym
celu definiuje si¢ tzw. model wielostanowy (multistate model), a nastgpnie okresla
na nim strukture probabilistyczng (pkt 2.1) oraz przeptywy pieni¢zne wynikajace z
zawarcia umowy ubezpieczenia (pkt 2.2). Nastgpnym krokiem jest wyznaczenie
wartosci aktualnej 1 aktuarialnej przeplywow pienig¢znych, co jest przedmiotem roz-
wazan w pkt 3. Sposob wyznaczania sktadki netto zgodnie z zasada rownowaznos$ci
opisany zostalt w pkt 4. Zasady wyznaczania sktadki brutto (pkt 6.1) poprzedzone
zostaty okresleniem rodzajow kosztow ponoszonych przez ubezpieczyciela w trak-
cie trwania umowy ubezpieczenia (pkt 5). Zastosowanie wyprowadzonych wzorow
do wyznaczania sktadek brutto zostalo zilustrowane na przyktadach ubezpieczen
zdrowotnych (pkt 6.2).
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2. Ubezpieczenia wielostanowe
2.1. Model wielostanowy i jego probabilistyczna struktura

Kazdemu przypadkowi zyciowemu, ktorego dotyczy opcja lub umowa ubezpiecze-
nia podstawowego, odpowiada stan (lub status jak w [Btaszczyszyn, Rolski 2004]),
w jakim znalazt si¢ ubezpieczony. Przyjmijmy, ze N ( N < o0 ) oznacza liczbg wszyst-
kich mozliwych stanow oraz S ={1,2,..., N} oznacza skonczona przestrzen stanow.

Ponadto niech para (i, ), gdzie i # j oraz i, je S, oznacza bezposrednie przej-
$cie ze stanu i do stanu j. Zauwazmy, ze w zalezno$ci od analizowanej umowy ubez-
pieczenia mozliwe jest, ze niektore przej$cia migdzy stanami nie sg dopuszczalne.
Moze tak sig zdarzy¢ ze wzgledu na nieodwracalny charakter niektorych przypad-
kéw zyciowych, takich jak trwate inwalidztwo czy $mier¢. Wygodnie jest zatem
wprowadzi¢ zbior T wszystkich mozliwych bezposrednich przejs¢ migdzy stanami.

Para (S, 7) opisujaca wszystkie mozliwe zdarzenia zachodzace w Zyciu ubezpie-
czonego w okresie objetym umowa ubezpieczenia nazywana jest modelem wielosta-
nowym (por. [Haberman, Pitacco 1999]).

Badanie i analiza zmian stanéw (ewolucji statusu ubezpieczonej osoby) od mo-
mentu zawarcia umowy ubezpieczenia jest jednym z podstawowych elementow
wplywajacych na wyceng umowy ubezpieczenia.

Niech x oznacza wiek ubezpieczonego w chwili podpisywania umowy ubezpie-
czenia, x jest nazywany takze wiekiem wstegpu (age at entry).

Dla danej umowy ubezpieczenia, reprezentowanej przez model wielostanowy
(S, 7), funkcja X(x,t)e S, gdzie

X(x,t)=i, dla ieS, teTc{0,1,2,...},

oznacza, ze w chwili ¢ (oznaczajacej czas, jaki uplynat od rozpoczgcia umowy ubez-
pieczenia) ubezpieczonego dotyczy przypadek zyciowy, ktoremu zostat przypisany
stan i. Poniewaz analiza dotyczy pojedynczej polisy, to dla uproszczenia zapisu po-
mijany bedzie wiek wstgpu ubezpieczonego, tzn. X (x,t) = X (¢).

Poniewaz przypadki zyciowe, ktore obejmuje umowa ubezpieczenia, maja nature
losowa, to przyjmuje sig, ze {X (H);te T} jest rodzing zmiennych losowych, czyli pro-
cesem stochastycznym przyjmujacym warto$ci ze skonczonej przestrzeni stanéw S.

Analiza dotyczy ubezpieczen, w ktorych okres ubezpieczenia zostat podzielony
na roztaczne odcinki czasu, np. dni, miesiace lub lata, co odzwierciedla zatozenie, ze
T={0,1,2,...} . W szczegbInosci oznacza to, ze jednorazowe §wiadczenia i raty ren-
ty ptatnej z dotu realizowane sa na koniec okresu (rok, kwartat, miesiac itp.) oraz
sktadki i raty renty ptatnej z gory realizowane sa na poczatku okresu (por. pkt 2.2).
Jezeli okres ubezpieczenia zostat podzielony na lata, to dla #-tego roku trwania okre-
su ubezpieczenia $wiadczenia ptatne z dotu realizowane sa w momencie ¢ trwania
okresu ubezpieczenia (na koncu roku f). Natomiast §wiadczenia platne z gory
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(np. renta ptatna z gdry) oraz skladki za ten rok realizowane sa w momencie ¢—1
trwania okresu ubezpieczenia (na poczatku roku 7).

Zaktada sig, ze w jednej jednostce czasu proces {X(f)} moze zmieni¢ stan tylko
jeden raz (moze zaj$¢ tylko jedno zdarzenie losowe). Ponadto przyjmuje si¢, ze umo-
wa ubezpieczenia zostata zawarta w momencie 0 na n jednostek czasu, gdzie n jest
okresem ubezpieczenia (insurance period). W tej sytuacji rozwazany jest proces
{X(t);t IS T} dla T={0,1,2,...,n}.

Podstawowymi wielko$ciami opisujacymi ewolucje procesu {X(¢)} sa rozktady
skonczenie wymiarowe. W praktyce aktuarialnej znalezienie rozktadow wielowy-
miarowych oraz prawdopodobienstw warunkowych jest czgsto trudne ze wzglgdu na
ograniczona liczbg dostgpnych danych. Dlatego w celu ich okreslenia przyj-
mowane sa pewne zatozenia. Czgsto do opisu struktury probabilistycznej modelu
wielostanowego wykorzystywane sa procesy Markowa. W szczegdlnosci, zaktadaé
bedziemy, ze {X(#)} jest niejednorodnym w czasie fancuchem Markowa. Wtedy do
okreslenia jedno- i dwuwymiarowych rozktadéw wystarczy znajomos¢ wektora roz-
ktadu poczatkowego P(0)=(1,0,0,...,))" € R" oraz ciagu macierzy prawdopodo-
bienstw przejs¢ Q(0), Q(1),..., Q(?),..., gdzie Q(?) = (g, (t))szl e R™" natomiast
4y =P(X(t+1)= j| X(©)=1)

2.2. Przeplywy pieni¢zne

W wyniku zawarcia umowy ubezpieczenia powstaja dwa strumienie przeptywow
pienigznych, ktorych wysokos¢ i moment wyptaty okreslaja warunki umowy ubez-
pieczenia:

— strumien sktadek (skierowany od ubezpieczonego do ubezpieczyciela),

— strumien $wiadczen ubezpieczeniowych, np. sumy ubezpieczenia wyptacane w
wyniku $mierci lub dozycia oraz roznego typu renty (skierowany od ubezpieczy-
ciela do ubezpieczonego).

W wyniku realizacji umowy ubezpieczenia wielostanowego moga by¢ realizo-
wane nastgpujace typy przeptywow pienigznych (por. [Haberman, Pitacco 1999;
Ostasiewicz 2004a]):

p;(¢) — skladka ptacona w momencie ¢, gdy X (¢) =/,

7rj(t) — jednorazowa skladka placona w ustalonym momencie ¢, jezeli X(¢)=j,

[5/, (¢t) — renta placona z géry w momencie ¢, gdy X(¢) = j,

b;(t) —renta placona z dotu w momencie ¢, gdy X(#)=j,

d /(1) — jednorazowe S$wiadczenie placone w ustalonym momencie ¢, jezeli
X@0=/,

¢; (1)~ jednorazowe $wiadczenie placone w momencie 7, gdy X(1)=/, a
X(t-1)=i.

Zauwazmy, ze strumien skladek tworza przeptywy pienigzne typu p;(¢) oraz
T, (¢) . W skrocie beda one oznaczane przez {p, =}. Natomiast strumien sw1adczen
tworzq przeptywy pieni¢zne typu b (), b;(1), d;(t) oraz c¢;(¢t), ktore w skrocie
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oznaczane beda przez {B,b,d ,C5Cy5.0,Cy } - Zauwazmy, ze ¢, 0znacza jednorazowe
$wiadczenie zwiazane z przej$ciem procesu ze stanu 7, a poniewaz wysoko$¢ swiad-
czenia placonego w stanie j moze zaleze¢ od tego, w jakim stanie byt proces {X (¢)}
w momencie poprzedzajacym przejscie, to w symbolicznym oznaczeniu strumienia
swiadczen wyrdznione zostaly wszystkie mozliwe wielkosci.

Niech wigc ¢ oznacza jeden z typow przeptywow pieni¢znych, tzn.

SO € {paﬂ-’gab’dacl"",CN}'

Wtedy ¢ ;(¢) jest przeptywem pienigznym typu ¢ realizowanym w momencie ¢,
gdy X(0)=J.

Kryterium podziatu przeptywow pienigznych, istotnym z finansowego punktu
widzenia, jest podzial na przeptywy pienigzne ptatne z gory (g € {p,7,b,}) oraz
przeptywy pienigzne platne z dotu ((¢ € {b,d,cl,...,cy} ). Okazuje sig, ze wyszcze-
goblnienie dwodch typow rent (platnej z gory i ptatnej z dotu) jest szczegdlnie istotne
w przypadku T < {0,1,2,...}, tzn. analizowany jest dysktetny model ubezpieczenia.
Umozliwia to bowiem wlasciwe okreslenie wielkosci aktuarialnych zwiazanych
z tymi typami przeptywow pieni¢znych.

3. Wartosc¢ aktualna i aktuarialna

Znajomo$¢ wartosci aktuarialnej sktadek i §wiadczen jest niezbgdna w analizie ubez-
pieczen m.in. do liczenia sktadek netto (jednorazowych i okresowych) oraz sktadek
brutto.

W kalkulacji sktadek pierwszym krokiem jest obliczenie aktualnej wartosci
kwoty, ktora bedzie ptacona w przysztosci, tzn. aktualnego ekwiwalentu przysztych
$wiadczen i sktadek. Aktualna warto$¢ moze by¢ obliczana przy zatozeniu statej lub
losowej stopy procentowej. W przypadku gdy rozpatrywana jest stochastyczna stopa
procentowa, funkcja dyskontujaca dla odcinka czasu [¢,k] dana jest wzorem
o(t,k)=e T®TD) odzie Y(f) oznacza stopg procentowa w okresie [0,¢]. Nato-
miast gdy rozpatrywana jest stala stopa procentowa, to funkcja dyskontujaca dla
odcinka czasu [¢,k] dana jest wzorem v(z,k) = (1+u) ¥ = 0", gdzie u oznacza
stopg procentowa w jednostce czasu, na jaki zostat podzielony okres ubezpieczenia.

Przez 1,y 4-; oznaczany jest indykator zdarzenia, ze proces {X (¢)} jest w sta-
nie j w chwili £ (¢>0).

Niech Y#/(k) bedzie aktualna w momencie ¢ wartoscia przeptywu pienigznego
typu g placonego w chwili k (0<¢<k) , gdy proces {X(¢)} jest w momencie k
w stanie j. Wtedy jezeli
—~ pef{p,mb,b,d}, to

X7 (k) = 0(t 1y - 92, (K), .
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- pefg,....cy}, to

Yfi’j(k)= O RNy ktyeinx )=y €5 (K) - dla ”j]
0 dla i=j

Zauwazmy, ze Y/ (k) jest zmienna losowa i jej wielkos¢ nie jest znana w mo-
mencie ¢, dlatego tez w praktyce wykorzystuje sig jej wartos¢ oczekiwang (aktu-
arialna).

W celu wyznaczenia warto$ci aktuarialnej niezbgdne jest przyjecie pewnych za-
lozen. W przypadku gdy rozwazana jest stochastyczna stopa procentowa, nalezy
przyjaé nastepujace zalozenia (por. [Parker 1994; Frees 1990]):

7.1 Zmienne losowe X (¢) oraz Y(¢) sa niezalezne.
72 Wszystkie momenty losowej funkcji dyskontujacej e”** sa skoficzone.

Dla statej stopy procentowej wystarczy zatozy¢, ze funkcja dyskontujaca
v(r) =0’ jest ustalona.

Niech E(YY/ (k)| X(¢) =i) bedzie aktuarialna w momencie ¢ warto$cia przepty-
wu pienieznego typu g placonego w chwili k£ (0 <t <k), gdy proces {X(7)} jest
w momencie k£ w stanie j, a w chwili 7 jest w stanie i. Wtedy jezeli

- (@E{paﬂ',gab,d}’ to

E(u(t,k)q, (t.k)p, (k) dla 0<r<k
E(Y? (k)| X () = i) = p,() dla 0<t=k i i=j. (3
0 dla 0<t=k i i#j

— ey}, to
EQCH (k)| X (6)=1i) =

E(u(t,k)q, (t,k =1)q,; (k=1,k)c,; (k) dla heS\{j} i 0<t<k

= q,,t=1t)c,(t) dla heS\{j} 1 0<t=k 1 i=}],
0 poza tym

gdzie g, (t,k) =P(X(k)=j| X(t)=1i). Zauwazmy, ze dla stalej stopy procentowej

E(u(t,k)) = v(t,k)-

Przydatne jest okreslenie wartos$ci aktuarialnej przeptywow pieni¢znych realizo-
wanych na odcinku czasu.

Niech E(Y¥/(¢,,1,)| X (¢) =1i) bedzie aktarialna w momencie ¢ wartocia sumy
przeptywdw pienigznych typu g placonych w przedziale czasu [7,t,), gdy proces
{X(#)} jest w tym przedziale czasu w stanie j, a w momencie ¢ jest w stanie ;. Wtedy
jezeli 0<t<¢ <t, oraz ¢ nalezy do strumienia:

— skladek (ptatnych z gory), tzn. @ e{p,7}, lub Swiadczen platnych z gory
gp=>b,to0
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53 -1

E(CS (6,0)1 X (1) =) = Y E((t,k)a, (t.k)p k), 3)
k:t1
— $wiadczen ptatnych z dotu typu g € {b,d}, to
o

EQYP (0,1) | X () =1) = Q) E@(t,k))g, (t.k)p, (k), 4)

k:t1 +1

— $wiadczen ptatnych z dohu typu p € {c,....cy}, to

EQ (4,1 | X (6)=1)= (5)

| Y B, (kg (k-10c, () dia he S\,

k:tl+1

0 dla h=.

Zauwazmy, ze granice sumowania we wzorach na E(Y¥/(¢,,t,)| X (¢) = i) zale-
73 od tego, czy przeplywy pienig¢zne danego typu sa placone z goéry czy z dotu.

Szczegoblnie przydatna w kalkulowaniu sktadek ubezpieczeniowych jest znajo-
mos¢ wartosci aktuarialnych w momencie rozpoczecia ubezpieczenia (dla t=0)
sumy wszystkich ptatnosci danego typu realizowanych w danym stanie przez caty
okres ubezpieczenia

E(Y§/(0,m) | X(0)=1)=

S E©0.5)a,(0.5)0, (k) da pelpb)
k=0
S Ew(0.0),, (0.0, (4) da peibd,

Y k=1

Zn:E(U(O,k))qlh 0,k -1)q,,,(k=1,k)c); (k) dla @e{c,...cy}\{c;},
k=1

0 dla peic;}

Oznaczmy przez a(t,t,) warto$¢ aktuarialng w momencie rozpoczgceia ubez-
pieczenia (dla t=0) sumy wszystkich jednostkowych platnosci typu rentowego
(tzn. g € {p,b,b}) zwiazanych z trwaniem procesu {X(¢)} w stanie j w okresie
mig¢dzy momentem ¢ a momentem ¢,, przy zatozeniu, ze X(¢,) =i . Poniewaz su-
mowanie we wzorach (3) i (4) zalezy od tego, czy ptatnosci sa realizowane z gory
czy z dotu, to w literaturze aktuarialnej przyjmuje si¢, ze
— dla ptatnos$ci z gory (g = p,E)

11
iy (4,1,) =EQCE (4,1,) | X (0) = 1A X (1) = 1) = D2 E((0,k))q; (1,,k),  (0)

k=,
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— dla ptatnosci zdotu (o =">)

. )
a; (6,6) =EQCY (4,6) | X (0) = 1A X (1) =i) = Y E(0,k)g, (4.k). (1)
k:t1+1
Ponadto dla $wiadczenia jednostkowego zwiazanego ze zmiang stanu (tzn.
g €{c,....cy} ) sa stosowane nastgpujace oznaczenia:

Ay (6,1) =EQC (1,8,) | X(0) = 1A X (1) = 1)
)
= 3 E(0,k))q, (4, k ~1)q,, (k —1,k), ®)

k:tl+1

gdy ¢, (k)=1 dla k €[z,,t,) . Ponadto

)
Aioj(tl’t2): z E(v(0,k)) Z qih(thk_l)th(k_l’k)

k=t+1 heS\{j}

oraz

Apa(t,1)= D BO(0,6) D gtk = 1)g; (k=1,k).

k=, +1 jeS\{h}

Wprowadzone powyzej oznaczenia d,(#,t,), a;(t,t,) oraz A4, (t,t,) uprasz-
czaja zapis m.in. przy wyznaczaniu sktadek netto oraz sktadek brutto.

4. Skladki netto

Zgodnie z zasadami matematyki aktuarialnej (por. [Gerber 1990; Bowers i in. 1986;
Ostasiewicz 2004a]) najprostszym sposobem wyznaczania sktadki ubezpieczenio-
wej (jednorazowej lub okresowej) jest zasada, zgodnie z ktéra sktadke netto musi
spetnia¢ réwnanie wartoSci sktadki netto oznaczajace, ze warto$¢ aktuarialna sumy
sktadek musi by¢ rowna warto$ci aktuarialnej sumy §wiadczen.

Niech L oznacza catkowita stratg ubezpieczyciela (total loss) definiowana jako
roéznicg migdzy aktualng warto$cia wszystkich wyptat poniesionych przez ubezpie-
czyciela z tytulu zawarcia umowy (tzn. $wiadczen) oraz aktualna wartoscia wply-
wow ze sktadek ptaconych przez ubezpieczonego podczas trwania umowy ubezpie-
czenia

n n-1
L= Y Iyo- Y Tyrlo. 9)

@etbb,d.c,...cy}jeSt=0 peip,x}jeSi=0

Aktualne wartosci sktadek i $wiadczen sa liczone w momencie rozpoczecia
umowy ubezpieczenia (czyli dla X(0)=1). Zauwazmy, ze sumowanie przeptywow
pienigznych, ktore sa §wiadczeniami, zaczyna si¢ od # =0 ze wzgledu na to, ze kon-
trakt ubezpieczeniowy moze przewidywac wyplate renty ptatnej z gory. Natomiast
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sumowanie przeplywow pieni¢znych, ktére sa sktadkami, konczy si¢ w momencie
t=n-1, gdyz przeplywy te sa zawsze platne z gory. Jezeli umowa ubezpieczenia
nie przewiduje $wiadczen typu rentowego ptatnych z gory, to wowczas wzor (9) jest
postaci

n n—1
L= > I¥riom- Y Y. (10)

peib,d,cy,...cy}jeS t=1 pe{p,n}jeSt=0

Calkowita strata ubezpieczyciela L jest zmienng losowa, ktora zalezy od rozkta-
du procesu {X(¢)} oraz stochastycznej stopy procentowej Y (¢).

Fundusz L wykorzystywany jest do okreslania wysokosci sktadek w ubezpiecze-
niach. Sktadke¢ nazywamy sktadka netto, jesli $rednia warto$¢ catkowitej straty
ubezpieczyciela jest rowna zeru, tj.

E(L)=0. (11)

Réwnose (11) nazywana jest zasada rownowaznosci i jest rtOwnowazna rownaniu
wartosci sktadki netto.

Dla ubezpieczenia wielostanowego z okresem ubezpieczenia #n rOwnanie warto-
$ci sktadki netto ma nastepujaca postac

Y SSE oy Y SSEX)). (12)

pe{p,}jeSt=0 elb,b,d.c,..cy}jeSt=0

Korzystajac ze wzorow (3)-(5), wzor (12) mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci

Y 2EQXGIOm)= > YEXT(0,n). (13)

pe{p,m}jes pe{l;,b,d,cl seensCy JJES

Na podstawie rownosci (13) mozna wyznaczy¢ sktadki jednorazowa i okresowe.
Niech 7 oznacza jednorazowa sktadke netto ptatna z géry. Poniewaz przyjmuje sig, ze
proces {X ()}, rozpoczynajac ubezpieczenie, jest w stanie 1 (tzn. P(X(0)=1)=1),
to 7 = x,(0) jest jedyna wartoScia po lewej stronie rownania (13), wobec tego jedno-
razowa sktadke netto (net single premium) dla ubezpieczenia wielostanowego obli-
cza si¢ wedlug nastgpujacego wzoru

= > D E(Y§(0,m)). (14)

pe{g,b,d,cl ,...,CN}jeS

Rozwazmy teraz okresowa sktadke netto (net period premium) o statej wysoko-
Sci p platna przez pierwszych m (m < n) okresow trwania umowy ubezpieczenia,
jezeli proces {X(¢)} jest w stanie 1. Wtedy lewa strong rownosci (13) mozna zapisac
W nastepujacy sposob

m—1

E(Y}'(0,m)) = E((0,1)q;,(0,6) p = piy, (0,m). (15)

t=0
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Wobec tego sktadka okresowa o stalej wysokosci p platna przez pierwszych
m okreséw trwania umowy ubezpieczenia wyznaczana jest wedlug nastepujacego
wzoru
> 2EQEO.n)
_ petbbidc ey} jeS _ T (16)
dy, (0,m) dy,(0,m)

Zauwazmy, ze sktadka netto pokrywa jedynie przecigtng wyptatg Swiadczen
z tytutlu zawartego ubezpieczenia, ale nie uwzglednia zadnych kosztow.

5. Koszty ubezpieczyciela
5.1. Charakterystyka i klasyfikacja kosztow

Sktadke ubezpieczeniowa, w ktorej uwzgledniono koszty zawarcia i prowadzenia
ubezpieczenia, nazywac bgdziemy sktadka brutto.

Wyrdznia si¢ dwa podstawowe rodzaje kosztow:

1. Koszty inwestycyjne (investment expenses), ktore zwiazane sg z dokonywa-
niem analiz finansowych oraz kosztami zakupu i sprzedazy instrumentéw finanso-
wych w ramach prowadzenia dziatalnosci przez ubezpieczyciela.

2. Koszty ubezpieczenia (insurance expenses), zwiazane z zawarciem i prowa-
dzeniem ubezpieczenia przez ubezpieczyciela. Ze wzgledu na swoja specyfike dzie-
li sig je na:

— koszty administracyjno-akwizycyjne,
— koszty realizacji $wiadczen w czasie trwania umowy ubezpieczenia.

Przy okre$laniu sktadki brutto najwigcej uwagi poswigca si¢ kosztom ubezpie-
czenia (poszczego6lne ich rodzaje opisane zostaly w pkt 5.2 i 5.3). Natomiast koszty
inwestycyjne sa zazwyczaj zawarte w stopie procentowej uwzglednianej przy okres-
laniu sktadki, dlatego w dalszych rozwazaniach zostaty pominigte.

Koszty ubezpieczenia moga by¢ okreslane w rozmaity sposob, mianowicie ich
wysoko$¢ moze by¢ stala albo zaleze¢ od wysokosci przeptywow pienigznych two-
rzacych strumien sktadek brutto lub strumien §wiadczen. Jezeli ¢ (k) jest kosztem w
momencie &, gdy proces {X(¢)} jest w momencie k w stanie j, to mozna go przed-
stawi¢ ogolnie w nastgpujacej postaci

& (k)= &, (k)+ &£, (k)-skladka brutto + & (k)- $wiadczenie, (17)

gdzie & jest kwota ryczattowa przypadajaca na kazda polise (expenses per policy),
&' jest procentem sktadki brutto placonej w momencie &, gdy proces {X(7)} jest
w stanie j (percent premium), a £ jest procentem $wiadczenia (w zaleznosci od ro-
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dzaju kosztow: realizowanego w momencie k lub §wiadczenia, ktére mogtoby by¢
wyptacone w jednostce czasu k +1) (percent benefits lub per 1000 insurance)®.

Z punktu widzenia matematyki finansowej koszt fj(k) (podobnie jak sktadka
czy $wiadczenie) jest przeptywem pienigznym realizowanym w momencie £,
gdy X(k)=j, a jego aktualna w momencie ¢ (0 <t <k ) warto$¢ jest nastgpujaca
(por. (1))

V(L -y 6;(k) dla 0<7<k,

(18)
I{X(k)=j}§j(k) dla 0<¢=k,

H ()= {

za$ jego wartos$¢ aktuarialna jest postaci (por. (2))

E((t,k)g, (6,K)E (k) dla 0<r<k
E(YS7 (k)| X (1) = i) = E(ky dla 0<i=k i i=j. (19)
0 dla 0<t=k i i#j

Poniewaz & (k) jest przeptywem pienigznym platnym z gory, todla 0 <z <¢ <t,
mamy, ze (por. (3))

-l
EQYTY (8,6) | X (0) = 1) = Y E((,k))g;, (6, k)&, (k).
k=

Okreslajac sktadke brutto, nalezy uwzgledni¢ takze czas, w jakim sa ponoszone
poszczegodlne rodzaje kosztow. Ze wzgledu na czgstotliwos¢ ich realizacji mozna
podzieli¢ je na takie, ktére ptacone sa:

e jednorazowo (np. koszty wystawienia polisy, akwizycji na poczatku umowy
ubezpieczenia lub koszty wyptaty jednorazowego $wiadczenia, np. z tytutu
$mierci),

* wielokrotnie w trakcie trwania umowy ubezpieczenia, np.:

— dopoki polisa nie wygasnie,

— przez okres optaty sktadek,

— przez okres optlaty renty.

Szczegolowa charakterystyka poszczegdlnych rodzajow kosztéw przedstawiona
zostata w nastgpnych punktach. Klasyfikacja kosztéw zostata przeprowadzona we-
dhug [Bowers i in. 1986]. Oczywiscie jest mozliwe dokonanie innego podziatu kosz-
tow, jak w np. [Gerber 1990] (por. takze [Btaszczyszyn, Rolski 2004; Skatba 2003]),
jest on jednak mniej szczegdtowy w stosunku do podziatu przedstawionego w [Bo-
wers 1 in. 1986].

2 Niekiedy w literaturze aktuarialnej koszty liczone sg takze wzgledem rezerwy prospektywnej
i wtedy do rownania (17) dodaje si¢ dodatkowo sktadnik f;”(k) V;(k), gdzie é;”(k) jest procentem
rezerwy prospektywnej platnej w momencie k, gdy proces {X(¢)} jest w stanie /.
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5.2. Koszty administracyjne i akwizycyjne

Koszty administracyjne ponoszone sa przez ubezpieczyciela przez caly czas trwania
umowy ubezpieczenia (do konca okresu ubezpieczenia lub do momentu wygasnig-
cia polisy). Natomiast koszty akwizycji najwigksze sa na poczatku umowy ubezpie-
czenia, a pozniej stopniowo maleja (az do zera w momencie wyplacenia agentowi
ostatniej prowizji). W niektorych analizach kosztoéw ubezpieczeniowych (np. [Btasz-
czyszyn, Rolski 2004]) zaktada sig, ze koszty akwizycji ponoszone sa przez ubezpie-
czyciela w calo$ci przy zawieraniu ubezpieczenia.

Niech a oznacza koszty administracyjno-akwizycyjne, w skrocie bedziemy mo-
wi¢, ze koszty administracyjno-akwizycyjne sa kosztami typu a. Ogoélna postac tego
typu kosztow jest nastepujaca (por. (17))

a,()=a,(O)+a;) Y. @i +a; ) f0), (20)
peip.r}
gdzie ’
[0 = max_(b;(0)+b;(t+1)+d,(t+1)+c; (1 +1)) @2y
{i:(/,0)eT}

jest maksymalna wysoko$cia §wiadczenia, jakie moglby zaptaci¢ ubezpieczyciel,
gdyby zdarzenie ubezpieczeniowe zaszto w ¢ + 1-szej jednostce czasu, tj. w okresie
[¢,¢+1) . Natomiast p? (t) oraz 7[1; (t) sa sktadkami brutto. Poniewaz w chwili # nie
wiadomo, w ktorym stanie bedzie proces {X()} w momencie ¢ + 1, to zapropono-
wano, aby przyjac¢ najwicksze z mozliwych swiadczen, jakie mogtby wyptaci¢ ubez-
pieczyciel. Sposob okreslenia wielkosci f;(#) , od ktorej naliczane sa koszty, zalezy
od ubezpieczyciela, ktory np. moze przyjaé, ze f;(¢) jest rowne sredniej (wzglgdem
rozktadu procesu {X(¢)}) ze wszystkich mozliwych §wiadczen, ktore mogtby wy-
placi¢ w okresie [¢,7 +1) . W ubezpieczeniach zyciowych zazwyczaj f;(7) jest row-
nowazne sumie ubezpieczenia ptatnej z tytutu Smierci.

Wyrdznia si¢ trzy rodzaje kosztow typu a (por. [Bowers i in. 1986]):

al koszty akwizycji (acquisition expenses):

(a) prowizja agentow i brokerdw, materiaty reklamowe,

(b) klasyfikacja ryzyka, w tym ekspertyzy i badania lekarskie,

(c) wystawienie polisy i obstuga jej recordu w bazie danych;

02 koszty obstugi ubezpieczenia (maintenance expenses):

(a) inkasa sktadki,

(b) zmiany w polisie, np. dotyczace uposazonego,

(c) korespondencja z ubezpieczonym,;

03 koszty ogdlne (general expenses):

(a) dziatalno$¢ naukowa,

(b) obstuga aktuarialna i prawna,

(c) analiza kosztow,

(d) podatki, koszty licencji i inne optaty.
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Koszty akwizycji sa postaci
al,()=al;()+al () Y. @) +al;@)f@), (22)
pelp.z}

gdyz koszty (c) zazwyczaj sa state, koszty (a) zaleza od wysokosci sktadki, a koszty
(b) zaleza od wysokosci $wiadczenia.
Natomiast koszty obstugi ubezpieczenia maja postac

a2, (=a2,(+a2 () Y. @) +a2 () f1) (23)
peip.m}
izaleza od @2 i 2" ze wzgledu na koszty opisane w (b) i (c), podczas gdy koszty
(a) zaleza od wysokosci sktadki brutto.
Podobnie koszty ogoélne

a3;()=a3;(H)+a3 (1) Z go']’ (O+a3; ) f;(0) (24)
pe{p.7}
zalezaod a2 i a2 ze wzgledu na koszty opisane w (b) i (¢), a koszty (a) zaleza od
wysokosci sktadki brutto.
Poniewaz w momencie ¢t moga by¢ realizowane wszystkie koszty akwizycyjno-
-administracyjne, niech a, (¢) bedzie tacznym kosztem typu o (por. (20))

a;()=al,(t)+a2,(t)+a3;(O)=a,(O)+a,(t) D, @O +a, () f (1), (25)

pelp.r}

gdzie
a;(t) = al()+a2,()+a3;(),
a;(t) = al,()+a2,(t)+a3;(),

a;(t) = al;()+a2;(t)+a3;().

. . s I4 v b . . .
Zauwazmy, ze czgS¢ kosztow a; (Z)Z‘q@E Py (t) # 0 ponosi ubezpieczyciel tyl-

ko wtedy, gdy ubezpieczony w chwili 7 jest zobligowany do zaptacenia sktadki. Poza
tym pozostate sktadowe kosztow typu a sa realizowane przez caty czas, gdy czynna
jest umowa ubezpieczenia, tzn. w chwilach #=0,1,2,...,n—1 lub zanim proces
{X(¢)} nie przejdzie do stanu pochlaniajacego (rownoznacznego z zakonczeniem
umowy ubezpieczenia). W momencie n nie ma juz zadnych kosztow administracyj-
nych, bo ubezpieczenie wygasa, jedynie moga by¢ wyptacone §wiadczenia, ktorych
koszty omowione zostang w pkt 5.3. Zatem postac¢ kosztow a, (¢) zalezy nie tylko od
momentu ¢, ale takze od stanu j. Przyjmijmy, ze ubezpieczony ptaci sktadki (gdzie m
jest liczba sktadek) tylko wtedy, gdy proces {X(¢)} jest w stanie 1. Wtedy mamy, ze
koszty typu a dla:
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— stanu poczatkowego j =1 sa postaci

a,(0)+a; (0)20(0)+ e, (0)£,(0) dla t=0Am=1,
a, ()=o) +a, (Opl () +a, () f;(t) dla t=01,..m-1Am>1,
a,(t)+a, (1) f,(1) dla t=m+1,..,n,

— stanu przejsciowego j =1 (3,.g(/,i) €T ) sa postaci
a;(=a;O)+a, () f(t) dla k=1,.,n,
— stanu pochtaniajacego j#1 (V,s(j,i)¢T ) sarowne zeru
a;(t)=0 dla ¢t=0,1,...,n.

Kazdy z kosztow typu al, a2, a3 mozna rozpisa¢ tak samo jak koszt typu a
w zaleznosci od tego, dla jakiego typu stanu jest okreslany.

5.3. Koszty realizacji Swiadczen

Do kosztow realizacji §wiadczen zaliczane sa koszty dochodzenia i prawnego aspek-
tu okreslenia, czy ubezpieczony (lub uposazony) ma prawo do otrzymania Swiadcze-
nia, oraz koszty finansowe zwiazane z samym faktem wyptacania §wiadczenia.
Niech f oznacza koszty realizacji §wiadczen, w skrocie bedziemy mowic, ze koszty
realizacji $wiadczen sa kosztami typu . Wysokos¢ kosztow typu ff moze by¢ okres-
lona w sposob ryczaltowy lub zaleze¢ od wysokosci $wiadczenia, jednak sa one
realizowane tylko wtedy, gdy warunki ubezpieczenia umozliwiaja wyplate §wiad-
czenia, dlatego tez ogolna posta¢ kosztow typu f rdzni si¢ od ogdlnej postaci kosz-
tow typu a i jest nastepujaca (dla 1 =0,1,2,...,n):

ﬁj (t) (ﬂj‘ (t) + ﬂj"” (t) : ‘SI'Wiadczenie) : l{s'wiadczenie¢0}

BV itmensy + B, () - $wiadczenie

Konieczne jest pomnozenie ryczattowych kosztow /)’j () przez indykator
1 viadezenie + 0> DO W pr;eciwnym razie, gdyby proces {X(¢)} byl w stanie j, to zawsze
koszty ryczattowe f;(¢) bylyby dodawane niezaleznie od tego, czy w warunkach
ubezpieczenia przewidziana jest wyplata §wiadczenia zwiazana z pobytem procesu
{X(¢)} w stanie j, czy taka wyplata nie jest przewidziana.

Zauwazmy, ze koszty typu S zwiazane sg z faktem realizacji §wiadczenia i po-
noszone sa przez ubezpieczyciela jednorazowo (np. w przypadku swiadczen typu d
lub ¢) lub wielokrotnie (w przypadku swiadczen rentowych typu b lub b). Dodatko-
wo $wiadczenia typu d i ¢ r6znig si¢ od siebie, bo pierwsze z nich zalezy od pobytu
procesu {X(#)} w danym stanie, a drugie z nich zwiazane jest ze zmiana standw przez
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proces {X(¢)}. Poza tym $wiadczenia typu rentowego moga by¢ ptacone z gory lub
z dotu. Dlatego tez zaproponowane zostalo wyroznienie czterech rodzajow kosztow
typu S, mianowicie:

S1 koszty realizacji przeptywu pienigznego typu b sa kosztami ponoszonym
przez ubezpieczyciela, dopoki warunki ubezpieczenia umozliwiaja wyptatg renty
platnej z gory, a mianowicie

BL (0= (BL(0)+ BLOb0) 1.0, (26)

Wartos¢ aktualna kosztow typu S1 liczona w momencie rozpoczgcia umowy ubez-
pieczenia jest rowna

YO (1) = v(0,0)(BL (¢ Vi w00y + B 1 O, (O3 27)

a warto$¢ aktuarialna
EQH @) =1 EQO0) B 1)y 0y + AL OB;0Da, 0,0 (28)

2 koszty realizacji przeptywu pieni¢znego typu b sa kosztami ponoszonymi
przez ubezpieczyciela, dopoki warunki ubezpieczenia umozliwiaja wyptate renty
ptatnej z dotu, a mianowicie

B2,(6)=(B2,(0)+ B2 (O, (1) 45, ()20, - (29)

Warto$¢ aktualna i aktuarialna kosztéw typu f2 liczona w momencie rozpoczecia
umowy ubezpieczenia jest wyznaczana analogicznie jak kosztow f1.

[3 koszty realizacji przeptywu pienig¢znego typu d sa kosztami jednorazowymi,
ktgre ponoszone sa przez ubezpieczyciela w momencie wyplaty Swiadczenia d (7),
mianowicie

B3,(0)= (B3,(0)+ B3 (00 1(0) 14 100, - (30)

Wartos¢ aktualna i aktuarialna kosztéw typu f3 liczona w momencie rozpoczecia
umowy ubezpieczenia jest wyznaczana analogicznie jak kosztow f1 i 2.

4 koszty realizacji przeptywu pienigznego typu c sa kosztami jednorazowymi,
ktore ponoszone sa przez ubezpieczyciela w momencie wyplaty Swiadczenia c; (7).
Poniewaz w jednostce czasu moze zajs¢ tylko jedna zmiana stanow, a wysokosci
swiadczen zwiazanych z kazda mozliwa zmiana standw moga si¢ rozni¢ od siebie, to

pa; ()= Z (B4 (D x-1=1) (e, ()20} > (31
€S\ /) Y
gdzie ,843 ()= ﬂ4'j (t)+ ﬂ4; (t)c; (2) jest kosztem wyptlaty $wiadczenia c;(f) . War-
tos¢ aktualna kosztow typu 4 liczona w momencie rozpoczecia umowy ubezpiecze-
nia jest rowna

i ‘
Y5 (0= ' g;"}U(Oat)ﬂéllj(t){)((t—l):i} X ()=j1>
ieS\{;j
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a wartos¢ aktuarialna

EQry™ @)= 20 1 E(0,0)4(6)q,,(0,t = 1)g; (1 =1). (32)
ieS\{j}
Teoretycznie w momencie k£ moga by¢ realizowane wszystkie typy kosztow
zwiazanych z realizacja Swiadczefi, niech f(¢) bedzie tacznym kosztem typu f,
wtedy

B0 = P10+ B2,(0) + 3,(0) + p4,(1), (33)

lecz ze wzgledu na specyfike przeplywow pienigznych typu ¢ nie mozna przedstawic
kosztow f,(¢) w postaci analogicznej do kosztow @, (¢) danej wzorem (25).

6. Skladki brutto

6.1. Rownanie wartosci skladki brutto

Sktadke brutto wyznacza si¢ w podobny sposob jak sktadke netto (na podstawie
rownania warto$ci sktadki netto), uwzgledniajac dodatkowo wymienione w pkt 5.2
i 5.3 koszty zawarcia i prowadzenia ubezpieczenia.

Sktadke brutto (jednorazowa lub okresowa) wyznacza si¢ w taki sposéob, aby
spelnione byto rownanie warto$ci sktadki brutto. Zgodnie z tym rownaniem wartosci
aktuarialne wydatkéw ubezpieczyciela (wyptacone $wiadczenia plus poniesione
koszty) musza by¢ rownowazone przez warto$¢ aktuarialng przychodéw ubezpie-
czyciela (zaptacone przez ubezpieczonego sktadki). Oznacza to, ze warto$¢ aktu-
arialna sumy sktadek brutto jest suma wartosci aktuarialnej sumy sktadek netto i
warto$ci aktuarialnej sumy kosztow.

Poniewaz koszty typu « i f moga by¢ ptacone jedynie wtedy, gdy oplacana jest
sktadka ubezpieczeniowa, to w przypadku ubezpieczenia ze sktadka jednorazowa
muszg one by¢ zaptacone w momencie zawarcia umowy ubezpieczenia. Wowczas
jezeli 7 jest jednorazowa sktadka netto liczona na podstawie zasady rownowazno-
$ci, a 7* jest jednorazowa sktadka brutto, to zgodnie z rownaniem wartosci sktadki
brutto mamy, ze

b=+ 1+ (34)
gdzie L
z* =331 EQG’ ), (35)
t=0jeS
7’ :Zn:Z(I EQrf™ @) +1 EQCS™ (1)) (36)

t=0jeS

+1EQP @) +1 EQCE (1)
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sa jednorazowymi skladkami przeznaczonymi na koszty administracyjno-akwizy-
cyjne () i koszty wyptaty $wiadczen (7). Zauwazmy, ze w przypadku sktadki jed-
norazowej, pomimo ze koszty sa ponoszone przez ubezpieczyciela przez caty czas
trwania ubezpieczenia, ich warto$¢ aktuarialna musi by¢ zaptacona w catosci przez
ubezpieczonego przy zawieraniu ubezpieczenia. We wzorze (36) sumujemy do chwi-
li n, gdyz formalnie na koncu okresu ubezpieczenia moga pojawic si¢ koszty wypta-
ty $wiadczenia, np. z tytutu dozycia lub §mierci w ostatnim roku trwania ubezpiecze-
nia. Natomiast sumowanie do chwili n—1 we wzorze (35) oznacza, ze koszty typu
a sa realizowane tylko podczas trwania umowy ubezpieczenia, tzn. dopoki proces
{X(¢)} nie osiagnie stanu pochlaniajacego, oznaczajacego koniec umowy ubezpie-
czenia lub umowa ubezpieczenia nie zakonczy sig.

Réwnanie warto$ci sktadki brutto nie wyznacza w sposob jednoznaczny okreso-
wej sktadki brutto w kolejnych latach trwania ubezpieczenia. Przyjmuje si¢, ze przy
ustalaniu strumienia sktadki brutto mozna oddzielnie obliczy¢ jego sktadniki odpo-
wiadajace za wyplate Swiadczen i za poszczegolne typy kosztow.

Przyjmijmy, ze sktadki okresowe ptacone sa przez pierwszych m jednostek czasu,
na jaki zostal podzielony okres ubezpieczenia (tj. dla £ =0,1,2,....,m—-11 m<n),
jezeli proces {X(¢)} jestw stanie 1. W takim przypadku zazwyczaj nie ma mozliwo-
$ci zaptacenia kosztow typu o w ramach pierwszej sktadki, gdyz (ze wzgledu na
koszty akwizycji) przewaznie przekraczaja one wysokos¢ samej sktadki. Dlatego tez
rozbijane sa one na caly okres ptacenia skladek i w momencie ¢ sa rowne p*(¢) (sa
sktadka na koszty typu «). Sktadki p*(#) musza by¢ wyznaczone w taki sposob, aby
spetnione byto réwnanie wartosci kosztow typu o postaci

ZZE(Y“ T (1) = ZE(U(O )1,(0,) p* (1) (37)
t=0;eS
Poniewaz koszt a, (¢) jest suma trzech rodzajow kosztow typu a, to kazdy z nich
musi by¢ wyznaczony zgodnie z zasada rownowazno$ci. Tak wigc sktadka p*! (¢)
przeznaczona na optacenie kosztow akwizycji powinna by¢ ustalona tak, aby spet-
nione bylo rownanie wartosci kosztéw typu a1 postaci

m—1

ZZE(Y”” Y1) = ZE(U(0 )¢, (0,0)p™ (2). (3%)
t=0jeS
Z kolei sktadka p**(t) przeznaczona na optatg kosztow obstugi ubezpieczenia
powinna by¢ ustalona tak, aby spelniata rownanie wartosci kosztow typu a2

ZZE(Y“2 7 (1) = ZE(U(O 0)4,,(0,0)p** (2). (39)
t=0jeS
W przypadku pozostatych kosztow sktadka p* (f) przeznaczona na optatg na
kosztow typu a3 powinna by¢ ustalona tak, aby spelniata rownanie wartosci kosztow
typu a3
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n—1 m—1
DB (6) = Y E(0(0,6)y,(0,0) p (0). (40)
t=0

t=0jeS

Okresowa sktadke na koszty typu a mozna wigc przedstawic jak sume frakcji
(czescei) sktadki finansujacych poszczegdlne rodzaje kosztow typu a, co zostato po-
kazane w twierdzeniu 1.

Twierdzenie 1. Niech p*(t) oznacza okresowq sktadke na koszty typu a ptaconq
w chwili t, a p* (t), p?(t) i p©(t) dla t=0,1,2,...m—1 spelniajq odpowiednio
rownania wartosci (38) , (39) i (40) . Wtedy ciqg p*(t) (t=0,1,2,....m—1), gdzie

pr@)=p* () +p= @)+ p= (1), (41)
spetnia rownanie wartosci kosztow typu o. postaci (37).

Dowod.
Mamy, ze

E(mz_lu(oa t)l{X(t):l} 2 (t)j = E[mz_u(o,t)l{xml} (pw1 (") + paz )+ Pa3 (t))J

t=0 t=0

m=1 m—1
= E(ZU(Oat)l{X(t)—l} p” (t)] + E(ZU(Ovt)l{X(t)—l} p”’ (t)j

=0 =0
m—1
+E(ZU(OJ)1{X(:)1}P&3 (t)], (42)
=0

co oznacza, ze spelnione jest rownanie (41), gdyz pierwszy sktadnik sumy (42)
zgodnie z (38) jest rowny aktuarialnej wartos$ci kosztow typu al, drugi sktadnik
sumy (42) zgodnie z (39) jest rowny aktuarialnej warto$ci kosztow typu a2, podob-
nie jest z trzecim sktadnikiem sumy (42), ktory zgodnie z (40) jest rowny aktuarial-
nej wartosci kosztéw typu a3 ponoszonych przez ubezpieczyciela w trakcie trwania
umowy ubezpieczenia.
| |

Przy zatozeniu, ze koszty typu a sa state przez caty okres ubezpieczenia, a okre-
sowa sktadka na koszty typu a jest roztozona rownomiernie przez caty czas jej pta-
cenia, wysokos¢ p* podana zostata w twierdzeniu 2.

Twierdzenie 2. Niech p*(t)= p* (dla t=0,1,...,m—1) oznacza statq okresowq
sktadke na koszty typu a. Ponadto niech p* (t), p»(t) i p® (t)dla t=0,1,2,...,m—1
spetniajq odpowiednio rownania wartosci (38) , (39) i (40) . Przy zalozeniu, ze kosz-
ty sq state przez caly czas trwania ubezpieczenia, tzn. dla stanow j, ktore sq przej-
Sciowe
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C
al;(?) al +al p;(O)+al f,(1)
a2;(t) = a2+a2 pl(H)+a2 fi(t)
a3; () = a3 +ad pit)+a3’ £,

oraz skladka brutto p®(t) jest placona wtedy, kiedy proces {X(t)}jest w stanie 1
przez pierwszych m jednostek czasu trwania okresu ubezpieczenia, mamy, ze

,m—l
p* =[d, (0.m)]" (a 2P (OEW(0,1)gy,(0,0) +
t=0

n-1 (43)
+ D) [a‘dlﬁ,(o,n)+a"'Zf,(t)E(u(o,t))qlﬁ,(o,t)]]
=0

B GieT

spetnia rownanie wartosci kosztow typu o. postaci (37) .

Dowad.
Przy zalozeniu, ze koszty typu a sa state przez caly czas trwania ubezpieczenia
oraz na podstawie (25) (dla stanow j, ktore sa przejsciowe) mamy, ze

a,(=a +a pl)+a f,(1), (44)
gdzie
= al +a2 +a3,
= ol +a2 +a3’ R
= al"+a2" +a3".

Przyjmujac, ze plb ()= p"(t) oraz pf (#)=0, dla j#1 mamy, ze lewa strona
rownosci (37) jest postaci

n-1 , m—1
SIENG (1) =a Y p" (t)E(0,1))q,,(0,¢) +
=0

t=0jeS
n-1
+ 3 [a i, (O0,n)+a" S f(OEW(O,0)g, j(O,t)J.
jﬂ[eS (j,i)eT t=0

Przy zatozeniu, ze p*(¢)= p° prawa strona rownosci (37) jest postaci
p“d,,(0,m). Porownujac obie strony otrzymujemy (43).
|

Whiosek 1. Jezeli p* spetnia zatozenia i teze twierdzenia 2 oraz

b .

dla =1At=0,1,...m—1

pf(z>={p ’
0  pozatym,
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to mamy, ze
n—1
a v . -1 [ w
pe=a p’ +[d,(0,m)] > (a i ;(0,m) +a ) f(DE(0,1))g, j(o,z)).
J3gieg Ui)eT =0
(45)

Dowad.

Dowdd wynika bezposrednio z twierdzenia 2.
||

Whiosek 2. Jezeli p* spetnia zatozenia i teze z twierdzenia 2 oraz

b p’ dla Jj=1At=0,1,...m—-1
()=
0  pozatym
f; dla t=0,1,...,n-1
1= {
poza tym,
to mamy, ze
« v .. -1 LM e
pY=a p’+[d,(0,m)] D> (a+a f)d;0,n). (46)
J3icg Uni)el

Dowéd.

Dowdd wynika bezposrednio z twierdzenia 2.
|

W przypadku sktadki okresowej, podobnie jak koszty typu a, poszczegolne rodza-
je kosztow typu f takze powinny spetnia¢ zasadg rownowaznosci. Tak wige sktadka
P’ (¢) przeznaczona na oplacenie kosztow wyptaty $wiadczenia typu b powinna by¢
ustalona tak, aby spe%nione bylo r(')wnanie warto$ci kosztow typu 1 postaci

ZZE(Yﬂ ()= ZE(U(O 0)4,,0,0p” (0). (47)

t=0jeS§

Natomiast sktadka p/ (¢) przeznaczona na optacenie kosztow wyplaty §wiadcze-
nia typu b powinna by¢ ustalona tak, aby spetnione byto rownanie wartosci kosztow
typu S2 postaci

ZZE(Yﬁ (1) = ZE(U(O 0)4,,0,0p” (). (48)

t=1jeS§

Z kolei sktadka p” (¢) przeznaczona na oplate kosztow wyplaty $wiadczenia typu
d powinna by¢ ustalona tak, aby spetniata nastgpujace rownanie wartosci kosztow

typu 3
ZZE(YB M (1) = ZE(U(O 0)4,,(0,0)p” (2). (49)

t=1 je§
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W przypadku pozostatych kosztow sktadka p (¢) przeznaczona na optatg na kosz-
tow typu 4 powinna by¢ ustalona tak, aby speiniata rownanie wartosci kosztow

typu p4
n ) m—1
S ENXTH ()= D E@(0,0)q,,(0,) p” (1) (50)
=0

t=1jeS

Okresowa sktadke na koszty typu f mozna wigc przedstawic¢ jak sume frakcji
(czesci) sktadki finansujacych poszczegodlne rodzaje kosztow typu f, co zostato po-
kazane w twierdzeniu 3.

Twierdzenie 3. Niech p’ (t) oznacza okresowq sktadke na koszty typu B placong
w chwili k, a p”' (¢), p(t) i pP ()i p*(t)dla t=0,1,2,...,m—1 spelniajq odpo-
wiednio rownania wartosci (47) , (48) i (49) . Wtedy ciqg p*(t) (t=0,1,2,....,m—1),
gdzie

Pro=p"@+p”0)+p" )+ p*0), (51
spetnia rownanie wartosci kosztow typu ff postaci
n ) m—1
2.2 EQC07 (1) = Y E(0,0)q;,(0,0) p” (1). (52)
1=0jeS =0
Dowdd.
Dowod twierdzenia 3 jest analogiczny do dowodu twierdzenia 1.

|

Przy zatozeniu, ze poszczeg6lne koszty typu S sa state przez caly okres ubezpie-
czenia, a okresowe sktadki na koszty typu S1, 52, 53 i 4 sa roztozone rownomiernie
przez caty czas ich ptacenia, wysokos$¢ p? podana zostata w twierdzeniu 4.

Twierdzenie 4. Niech p’ (t)=p’ (dla t=0,1,...,m—1) oznacza stalq okresowq
sktadke na koszty typu p. Ponadto niech p’'(t)= p”, p* ()= p™ pP @)= p”
i pP@)= p* dla t=0,1,2,...,m—1 spelniajq odpowiednio réownania wartosci
(47)-(50) . Przy zatozeniu, ze wysokosci kosztow typu f sq state (nie zalezq od mo-
mentu t ani stanu j) przez caly czas trwania ubezpieczenia, mamy, ze

L= (BT +BU b O 05 (53)
B2,(0)= (B2 + B2 b,y (.0 (54)
B3;(0)= (B3 + B3 d; (D (00 (55)

BA(0)= (P4 + p4 ¢, (1)). (56)
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Wtedy
PP PP
dla

= (d@,(0,m))" ZZ(ﬂl +BUB,O)1 )0 BQO.0)0,0.0,  (57)

jesSt=0

P = (@ Om) " S (B2 + 525,00y e EOO.0)41, 00, (59)

jeSt=1

PP = (@, Om) XY (83 + 83 d,(0)1 10,000, E@.0)g,,0.0), (59)

jesSt=1

pﬂ4 =(ii]1(0,m)) z Z((ﬁ4 +ﬁ4 CU(I))I{C (£)=0} E(v(0,1))g,,(0,7 - 1)qz,(t 1))
(i,))el t=1
(60)

spetnia rownanie wartosci kosztow typu ff postaci (52) .

Dowad.

Jezeli p', p, pP i p# (dla t=0,1,2,...,m—1) spehiaja odpowiednio rownania
warto$ci kosztow (47)-(50), to z twierdzenia 3 mamy, ze p” = p' + pP2+ p#+ p/* spet-
nia rownanie wartosci kosztow typu f postaci (50). Pozostaje pokazacé, ze spelnione
sa rownosci (57)-(60) .

Mamy, ze p”' (t)=p*' dla t=0,1, 2,...,m—1 spehiaja rownania wartosci kosz-
tow (47). Przy zatozeniu (53) lewa strona rownosci (47) jest postaci

S YR ) - ZZ(m +BUB;O)1 1.0 B@O,0)01,0.0)
t=0jeS t=0jeS
Natomiast prawa strona rownosci (45) jest postaci p”' d,,(0,m). Porobwnujac obie
strony, otrzymujemy (58).
Mamy, ze p”?(t)=p”dla t=0,1,2,...,m—1 spelniaja rownania warto$ci kosz-
tow (48) . Przy zatozeniu (54) lewa strona rownosci (48) jest postaci

S YEC )=3 3 (52 + B2 b, o0 EQ0.0)41,(0.0).
t=1jeS§ t=1jeS
Natomiast prawa strona rownosci (48) jest postaci p” d,;(0,m). Por6wnujac obie
strony, otrzymujemy (58) .
Mamy, ze p” (t)=p”» dla t=0,1, 2,...,m—1 spehiaja rownania wartosci kosz-
tow (49). Przy zatozeniu (55) lewa strona rownosci (49) jest postaci

S BN @)=Y (81 + 81 d, o)1 14,000, B0, 0.0).

t=1jeS§ t=1 jeS
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Z kolei prawa strona réwnosci (49) przybiera posta¢ p* d,,(0,m) . Porbwnujac obie
strony, otrzymujemy (59) .
Przy zalozeniu (56) mamy, ze

P4 ()= Zﬂ“l ()= Z(ﬂ4 + 4 C,,(t))l{xu =iy {c ()20} " (61)
i#j i#]
Podstawiajac p*(t)=p* dla t=0,1,2,..,m—1 oraz (61) do réwnania warto$ci
kosztow (50), otrzymujemy (60), mianowicie

SIS (B4 B O OO0, 0. =) (1= 1)) = pi 0.0,

t=1jeSi#j
|

Przy dodatkowym zatozeniu, ze wysokosci poszczegdlnych rodzajow swiadczen
sa state przez caty okres ubezpieczenia (dotyczy to rent i jednorazowych swiadczen
zwiazanych ze zmiana stanéw) oraz jednorazowe $wiadczenia typu d sa ptacone
jedynie z tytutu dozycia przez ubezpieczonego do konca okresu ubezpieczenia,
P’ w twierdzeniu 4 mozna zapisa¢ w bardziej zwigzty sposob, co zostato pokazane
we wniosku 3.

Whiosek 3 Niech pP'(¢t), pP(t), pP(t) i p*(¢) speiniajq zatlozenia i tezy wniosku 4.
Dodatkowo przyjmujqc, ze

b, dla r=0,1,..,n-1
2% 5 62
() {O dla t=n, (62)
b ()= 0 dla ¢=0 6
O b, dla 1=1.2..m, (63)
d; dl t= i3 o(j,0)eT
4= { (n) dla nAji3es(hi)e 64)
poza tym
0 dla =0 65
(D=
CU() ¢y dla r=1,2,...,n, 65)
stata okresowa sktadka na koszty typu f jest postaci
PP PP,
gdzie
P =(dn(0,m) " X (B1+ BB, )1 50y (0o1) (66)
Jjes
p“:(a“(o,m))‘lz(ﬁz +82"b )1 103 (0510, (67)

Jjes
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P =(a0m)" Y ((/33‘+/33"’dj(n))1{d}.(n)¢0}E(u(o,n))qu(0,n>), (68)

JFeg )T

P =y m) " Y (B4 + ﬁ4"’cy.)1{cij¢0} 4,(0,n). (69)

(i,))eT

Dowéd.

Dowdd wynika bezposrednio z podstawienia (62)-(65) do odpowiednio réwno-
sci (57)-(60) w twierdzeniu 4 oraz zredukowania wzordw przy wykorzystaniu wiel-
kosci a;(t,t,), d,(t,t,) oraz A4, (¢,t,) zamieszczonych na koncu pkt 3.

Okresowa sktadke brutto mozna wigc przedstawic¢ jako sume sktadki netto i
frakcji (czg$ci) sktadki brutto, finansujacych odpowiednie typy kosztow, co zostato
pokazane w twierdzeniu 5.

Twierdzenie 5. Niech p™ (k) oznacza okresowq sktadke netto ptaconq w chwili
k, a p*(t) i pP(t) spelniajqa odpowiednio rownania wartosci (41) i (51) (dla
t=0,1,2,...,m—1). Wtedy ciqg pb(t) (t=0,1,2,...,m—1), gdzie

pO=p(n)+ pin) + P, (70)

spetnia globalne rownanie wartosci sktadki brutto.

Dowéd.
Mamy, ze

E[mz:z)(o,t)l{x(t)l } pb(t)j = E(m 00,01,y 1, 2" (t)j

=0 =0
m=1 m—1
+E| > 00,01,y p“(t)J+E D (0,00, pﬂ(t)j, (71
=0 =0

co oznacza, ze spetnione jest rownanie wartosci sktadki brutto, gdyz pierwszy sktad-
nik sumy (71) (z zasady réwnowaznosci sktadki netto) jest rowny aktuarialnej war-
tosci sumy $wiadczen, a pozostate sktadniki sa rowne aktuarialnej warto$ci wszyst-
kich kosztow (odpowiednio typu a i ) ponoszonych przez ubezpieczyciela w trakcie
trwania umowy ubezpieczenia.

Postac stalej okresowej sktadki brutto, przy zatozeniu, ze poszczeg6lne frakcje
sktadki brutto za koszty typu a i f§ zostaly roztozone rownomiernie przez caty okres
trwania ubezpieczenia oraz poszczegdlne koszty nie ulegaja zmianie w ciagu trwa-
nia umowy ubezpieczenia, przedstawiona zostata w postaci wniosku 4.
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Whiosek 4. Niech p’(t)=p" bedzie stalq okresowq sktadkq brutto placonq
w chwili k przez pierwszych m jednostek czasu okresu ubezpieczenia, wtedy

pr=petpip, (72)
gdzie p™ stata okresowa skiadka netto liczona jest na podstawie zasady rownowaz-
nosci, p* stata okresowa sktadka na koszty typu a liczona jest na podstawie twierdze-

nia 2, a p’ stala okresowa sktadka na koszty typu f liczona jest na podstawie twier-
dzenia 4.

Dowad.

Dowod wynika bezposrednio z twierdzen 5, 2 1 4.
| |

Niekiedy w praktyce aktuarialnej stosuje si¢ inng stopg procentowa przy wyzna-
czaniu sktadki netto (we wzorze (12)), a inna w przypadku kosztow (tzn. we wzo-
rach (41)1(51)).

W nastgpnym punkcie wnioski 4 oraz 1-3 zostaly zastosowane do wyznaczenia
sktadek brutto dla ubezpieczen zdrowotnych.

6.2. Przyklady ubezpieczen zdrowotnych

Przedstawione zostana wzory na state sktadki okresowe brutto ptacone przez pierw-
sze m jednostek czasu okresu ubezpieczenia dla ubezpieczen zdrowotnych. Sktadki
brutto zostaly wyznaczone przy zatozeniu, ze koszty typu a i typu f sa state przez
caly okres trwania ubezpieczenia. Przyjgte zatozenie, bez straty ogdlnosci, spowo-
duje uproszczenie rachunkow i wzordéw na sktadki brutto. W praktyce koszty akwi-
zycji sa najwigksze na poczatku ubezpieczenia, a potem maleja. Prawidtowos¢ te
latwo uwzglednié, osobno wyszczegodlniajac we wzorach koszty dla pierwszego
okresu ubezpieczenia.

Ubezpieczenia zdrowotne dzieli si¢ na dwie grupy: ubezpieczenia od ryzyka
trwalego uszczerbku zdrowia, np. trwatego inwalidztwa w wyniku nieszczgsliwego
wypadku, choroby uniemozliwiajacej powrot do zdrowia (w skrocie TI), oraz ubez-
pieczenia od ryzyka cigzkiej choroby, w ktérych istnieje mozliwo$¢ powrotu do
zdrowia (w skrécie CCh). W tym punkcie omoéwione zostaly obie klasy ubezpieczen
zdrowotnych. Wigcej informacji o klasyfikacji i charakterystyce ubezpieczen zdro-
wotnych znajduje si¢ w [Ostasiewicz 2004b].

W ubezpieczeniach zdrowotnych zazwyczaj zaklada sig, ze jednostka czasu, na
jakie zostat podzielony okres ubezpieczenia, jest miesiac. Wtedy n oznacza liczbg
miesigcy, na jaka zostata zawarta umowa ubezpieczenia.

Przyktad 1 — Ubezpieczenie na zycie + opcja T1
Rozwazmy n-miesigczne ubezpieczenie na zycie potaczone z opcja TI. Umowa
ubezpieczenia podstawowego gwarantuje wyplate jednorazowego §wiadczenia w
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razie $mierci ubezpieczonego. Oznacza to, ze jezeli ubezpieczony zmart w okresie
[t—1,¢), to w momencie ¢ osoba uposazona otrzymuje $wiadczenie w wysokosci
c(t) . Natomiast umowa ubezpieczenia dodatkowego gwarantuje ubezpieczonemu
jednorazowa zapomoge w razie trwatego uszczerbku na zdrowiu (np. na rehabilita-
cje, zakup sprzetu czy wozka inwalidzkiego) w wysokosci ¢(¢) ptatna w momencie
t, pod warunkiem ze ubezpieczony stal si¢ inwalida w okresie [ —1,7) przed kon-
cem okresu ubezpieczenia. Dodatkowo w razie zostania przez ubezpieczonego in-
walida ubezpieczyciel wyptaca rent¢ inwalidzka do konca trwania okresu ubezpie-
czenia lub momentu $mierci ubezpieczonego, jesli nastapita ona przed koncem
okresu ubezpieczenia. Niech b(f) oznacza $wiadczenie platne za okres [¢,¢+1)
(t=0,1,2,...,n—1), jezeli ubezpieczony w momencie ¢ +1 jest inwalida. Takiej umo-
wie ubezpieczenia odpowiada polisa ubezpieczeniowa z trzema mozliwymi stanami:

1 — ubezpieczony znajduje si¢ w dobrym zdrowiu,

2 — ubezpieczony jest inwalida,

3 —ubezpieczony nie zyje.

Ilustracja graficzna przestrzeni stanéw i mozliwych przej$¢ migdzy nimi jest

B

Rys. 1. Schemat modelu wielostanowego (S,7)=({1,2,3},{(1,2),(1,3),(2,3)})

Zrodto: opracowanie wlasne.
Natomiast strumien §wiadczen okreslony jest przez nastgpujace przeptywy pie-
nigzne:
b()=0 dla je{l,2} oraz t=0,1.2,.,n,
b(t-1) dla =2 oraz t=1,2,...n
b0 :{ (t-1) J
' 0 poza tym,
dj(t)=0 dla j;e{1,2,3} oraz ¢=0,1,2,...,n,
c(t) dla (i,))e{(1,3);(2,3)} oraz ¢=1,2,..,n
¢;()=1c@) dla (G, ))=(1,2) oraz t=1,2,..,n.
0 poza tym.
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Jednorazowa sktadka netto wyznaczona zgodnie z zasada réwnowaznosci jest
postaci

7 =ile(o,z»qn(o,t)b(r—1)+iE(u(o,r»qn(o,r—1>qn(r—1)6(0

+Zn:E(U(O’t))(‘I11(OJ —1D)(qy5(t = 1)+ 1, (0,2 = 1)g,5 (£ = 1))c(2).

t=1

Natomiast stata okresowa sktadka netto ptatna przez pierwszych m miesigcy, na
jakie zostat podzielony okres ubezpieczenia, jest nastgpujaca

p" = (c'l'll(O,m))f1 _—
Zgodnie z wnioskiem 4 mamy, ze
pl7:pnet+pa +p/)’1+pﬁ2+pﬁ3+p/)‘4’ (73)

gdzie sktadki na poszczegolne koszty okreslic mozna na postawie twierdzen 2 i 4.
Przy zatozeniu, ze c(¢t+1)>c(¢+1)> b(t), mamy, ze (dla r=0,1,...,n—1)

hO=f,O)=c(t+1)

oraz

p*=a p’+ [ (0,m]" (e G (0,m) + i, (0,m))

n-l
+a Y c(t+DE0,1))(gy,(0,0) +q12(0,l))],

t=0

p’ =0,

Pﬁz = (dl (0, m))il [,BZ a,(0,n) + ,32 Zn:b(t)E(U(Oa )q,,(0, t)} >
=1

p7=0

PP = (@, (0,m)) " (B4 (415(0,m) + 4,5(0,n) + 45 (0,m))

b

n

+B4" Y (e(D)g;,(0,t —1)gy, (- 1)
t=1

+c(#)(qy, (0,6 =1)g3(1 =1) + 1, (0,2 = 1) g5 (¢ —1)))E(U(O,t)).
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Zauwazmy, ze p* zalezy od p’, a stad mamy, ze

PP ==y (p" + p7 + p [, O] (@ @ (0.m) + i (0))

+a "Z_lc(r+1)E<u(0,z))(q”(o,z)+q12(0,r>)n
=0

jest stata sktadka brutto ptatna przez pierwszych m miesigcy trwania okresu ubez-
pieczenia.

Przyktad 2 — Ubezpieczenie na zycie + opcja TI + CCh

Rozwazmy n-miesieczne ubezpieczenie na zycie potaczone z pelna opcja trwa-
lego inwalidztwa oraz ubezpieczeniem od ryzyka cigzkiej choroby. Przedmiotem
ubezpieczenia podstawowego jest Smieré ubezpieczonego, a ubezpieczen dodatko-
wych cigzka choroba oraz catkowite inwalidztwo. Takiej umowie ubezpieczenia od-
powiada polisa ubezpieczeniowa z czterema mozliwymi stanami:

1 — ubezpieczony znajduje si¢ w dobrym zdrowiu,

2 — ubezpieczony jest cigzko chory,

3 —ubezpieczony jest inwalida,

4 — ubezpieczony nie zyje.

Ilustracja graficzna przestrzeni stanow i mozliwych przejs¢ miedzy nimi jest
rys. 2.

>

!

3_/ 4
Rys. 2. Schemat modelu wielostanowego
(5.7)=({1,2,3,4},{(1,2),(1,3),(1,4),(2,1)(2,3),(2,4).(3.4)})

Zrodto: opracowanie wiasne.

Umowa ubezpieczenia gwarantuje wyplate jednorazowa w wysokosci ¢ , jezeli
ubezpieczony zachoruje na wskazana w polisie chorobg lub stanie si¢ inwalida. Przy
czym, jezeli chory zostanie inwalida, to §wiadczenie ¢ nie jest juz wyptacane, gdyz
zostalo ono wyplacone w momencie zachorowania. Dodatkowo jezeli ubezpieczony
stanie si¢ inwalida, firma ubezpieczeniowa ptaci mu rentg¢ w wysokosci b do konca
trwania umowy ubezpieczenia. W przypadku $mierci ubezpieczonego uposazona
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osoba otrzymuje $swiadczenie w wysokosci ¢, gdy ubezpieczony byt chory lub byt
inwalida. Natomiast gdy ubezpieczony przed $miercig byt zdrowy, ubezpieczyciel
wyptaca $wiadczenie w wysokosci 2¢. Dla takich warunkow ubezpieczenia przepty-
wy pienigzne wynikajace z realizacji umowy okreslone sa nast¢pujaco:

Ej(t)ZO dla je{l,2} oraz t=0,1,2,...,n,
b dla j=3 oraz t=1,2,..n
by(0) =
' 0 poza tym,
dj(t)=0 dla je{l1,2,3} oraz t=0,1,2,...,n,

¢ dla  (,j)e{(1,2:(1,3) oraz t=1,2,..n

0 2¢ dla  (1,j)=(1,4) oraz t=1,2,...,n

C.. =

v c dla (i,))e{(2,4);3,4)} oraz t=2,..,n
0 poza tym.

Jednorazowa sktadka netto wyznaczona zgodnie z zasada rownowaznosci jest
postaci

= S E(0.0)4:2(0,00
+Zn:E(U(O,t))(CI1 10,2 =1)gy, (2 = 1)+ q,,(0,¢ = 1)gy5 (2 = 1))c
=1
+YEQO,0)41, 0,0~ gy 0~ 1)2

Y BO(0,0)(d12 (0,1 = 1)gzs (1= 1)+ 4130, = D = 1)e

t=2

=bay;(0,n) +c(A4),(0,n) + 415(0,n)) + 2¢A,1,(0,n) + c( A, (1,n) + 434 (1,1)).

Zauwazmy, ze koszty typu o istnieja wtedy, gdy ubezpieczenie jest czynne, a
wigc proces {X(¢)} przebywa w stanie 1,2 lub 3. Zatem przy zatozeniu, ze
2¢>c¢>c¢ >b,mamy, zedla t=0,1,...,n—1
2¢ dla j=1
¢ dla j=2,3.

Wtedy zgodnie z twierdzeniami 2 i 4 mamy, ze

fj(t)_{

P =a' p" + [ (0,m)] (@ (G, (0,m)+ iy (0,m) + iy (0,m)

+a" (2cii (0,m) + (i, (0,1) + iy (0,m))) )
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P’ =0,
P =(d,(0.m)) " (B2 + B2"b)a, (0,m),
p” =0,

PP =(d,(0,m)) " (B4 + B4 E)N( A5 (0,m) + 4,15 (0,m)) + (B4 + B4 2¢) 4,1, (0,n)
H(B4 + BA YAy (1,m) + A3y (1,m)).

Podobnie jak w przyktadzie 1 sktadka p* zalezy od p?, a stad mamy, ze

P =[(1=a" )i 0.m) ] (@ Gy (0m) + iy (0.1) + i (0,m)
+a (2ci,,(0,n) + c(dy, (0,n) + 5 (0,n))) + (B2 + (B2 +1)b)ay; (0,n)
+(B4 + (B4 +1)T)(A4,,(0,n) + 4, 5(0,n)) + (B4 + (B4 +1)2¢)4,,,(0,n)
(B4 + (B4 + 1)) (A (1,m) + A5y (1,m))

jest stata sktadka brutto ptatna przez pierwszych m miesigcy trwania okresu ubezpie-
czenia.

7. Narzuty pozakosztowe

W praktyce ubezpieczeniowej sktadka brutto oprocz kosztow moze jeszcze zawieraé
inne narzuty, w tym zwiazane z:

— koniecznoscia reasekuracji portfela,

— potrzeba uwzglednienia inflacji,

— ryzykiem niewyplacalno$ci portfela.

Pierwsze dwa narzuty to tzw. sktadniki pozakosztowe sktadki brutto. Reasekura-
cja jest sposobem na zmniejszenie ryzyka niewyplacalnos$ci portfela i polega na tym,
ze ubezpieczyciel ubezpiecza swoj portfel polis u innego ubezpieczyciela. W wyni-
ku takiego reubezpieczenia czg$¢ odpowiedzialnosci ubezpieczeniowej wraz z od-
powiednia czgscia sktadek zostaje przeniesiona z ubezpieczyciela (ktory staje si¢
cedentem) i przekazana do innego ubezpieczyciela, ktory staje si¢ reasekurantem.
Natomiast uwzglednienie inflacji sprowadza si¢ do wprowadzenia, obok technicznej
stopy procentowej, nowej stopy procentowej nazywanej stopa inflacji. Ostatni z wy-
mienionych narzutdéw wymaga powigkszenia sktadki o dodatek na ryzyko (safety
loading) zmniejszajacy ryzyko niewyptacalnosci portfela. Istnieje wiele zasad okres-
lania dodatku na ryzyko. W wigkszos$ci nie sa one bezposrednio zwigzane z ubez-
pieczeniami na zycie (oraz wielostanowymi), gdyz w tego typu ubezpieczeniach
ocena ryzyka oparta jest na tablicach trwania zycia (tablicach wielostanowych) i z
punktu widzenia calej populacji dane zawarte w tablicach wiernie odzwierciedlaja
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zakres ryzyka. Jedynym niebezpieczenstwem zwigkszajacym ryzyko niewyptacal-
nosci ubezpieczyciela moze by¢ przyjecie do ubezpieczenia niewystarczajaco duzej
liczby 0sob, co moze skutkowac tym, ze wyniki osiagnigte przez firmg ubezpiecze-
niowa beda dos¢ znacznie si¢ r6zni¢ od tych planowanych na podstawie danych za-
wartych w tablicach obliczonych dla duzych populacji.

Ogdlny schemat indeksacji, reasekuracji i okreslania dodatku na ryzyko mozna
znalez¢ m.in. w [Blaszczyszyn, Rolski 2004; Stroinski 1996].

Zauwazmy, ze sktadka brutto opisana w pkt 6 nie zawiera narzutow pozakoszto-
wych oraz spelnia rdwnanie warto$ci sktadki brutto (podobnie jak sktadka netto wy-
znaczona zgodnie z rownaniem sktadki netto). W tym sensie opisana w pkt 6.1
sktadka brutto jest rozumiana jako sktadka netto obcigzona kosztami zawarcia i pro-
wadzenia ubezpieczenia.

Literatura

Btaszczyszyn B., Rolski T. (2004), Wyktady z matematyki ubezpieczen na zycie, Wydawnictwo Nauko-
wo-Techniczne, Warszawa.

Bowers N.L., Gerber H.U., Hichmann J.C., Jones D.A., Nesbitt C.J. (1986), Actuarial Mathematics,
Society of Actuaries, Illinois.

Frees E.W. (1990), Stochastic life contingencies with solvency considerations, ,,Transactions of the
Society of Actuaries”, vol. XLII.

Gerber H.U. (1990), Life Insurance Mathematics, Springer-Verlag, Ziirich.

Haberman S., Pitacco E. (1999), Actuarial Models for Disability Insurance, Chapman & Hall/CRC.

Ostasiewicz W. (red.) (2004a), Sktadki i ryzyko ubezpieczeniowe. Modelowanie stochastyczne, AE,
Wroctaw.

Ostasiewicz W. (red.) (2004b), Sktadka i ryzyko, AE, Wroctaw.

Parker G. (1994), Moment of present value of portfolio of policies, ,,Scandinavian Actuarial Journal”
no 77 (1).

Skatba M. (2003), Ubezpieczenia na zycie, Wydawnictwo Naukowo-Techniczne, Warszawa.

Stroinski E. (1996), Ubezpieczenie na zycie, Wyzsza Szkota Ubezpieczen i Bankowosci, Warszawa.

EXPENSE-LOADED PREMIUMS
FOR MULTISTATE INSURANCE CONTRACTS

Summary: The aim of this paper is to complement the calculation of the net premium of
multistate insurance contract by taking into account insurance expenses of concluding and
running the insurance contract. This allows us to derive the expense-loaded premium for
multistate insurance contracts. Our approach goes beyond the classical, used, e.g., for life in-
surances, where it is assumed that the acquisition expenses are realized only at the beginning
of the insurance period. The proposed approach relaxes this assumption, by allowing the pos-
sibility of spreading acquisition expenses to the whole insurance period.

Key words: multistate insurance contract, multistate model, insurer expenses, net premium,
expense-loaded premium.



