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Wykaz wazniejszych oznaczen

Wszystkie oznaczenia uzywane w pracy zostaty zdefiniowane w tekscie pracy,
przy ich wprowadzaniu. Najwazniejsze oznaczenia zostaty zestawione ponizej. Zmienne
powiazane z tymi oznaczeniami sa W wiekszosci bezwymiarowymi wielkosciami, co
wynika ze specyfiki uzywanego w pracy warsztatu geometrii fraktalnej i multifraktal-
nej. W przypadku wielkosci wymiarowych ich wymiar jest podawany dodatkowo
w nawiasach kwadratowych.

a

do

D(a)
D(v)

parametr rozktadu symetrycznego beta

parametr dopasowania (mnoznik) w formule skalowej a"(A)

zbiér fraktalny o wymiarze D

podzbidr zbioru A, w rozdzielczosci A

liczba rozdziatu multiplikatywnej kaskady losowej

niezalezny generator kaskady kanonicznej

funkcja beta rozktadu symetrycznego beta

kowymiar fraktalny zbioru A

funkcja kowymiaru, charakteryzujaca dystrybucje osobliwosci vy inten-
Sywnosci procesu

funkcja kowymiaru n-wyktadniczo renormalizowanego procesu

funkcja kowymiaru, charakteryzujaca odstoniety proces

funkcja kowymiaru dla momentéw g, dualna wzgledem funkcji c(y)
kowymiar osobliwosci $redniej (uniwersalny parametr multifraktalny)
wymiar euklidesowy (d = 1,2,3) obiektu geometrycznego, zawierajacego
(przez zanurzenie) zbior fraktalny A, takze indeks dolny oznaczajacy
wielkosci ubrane

wymiar przestrzeni, zawierajacej (jako zanurzenie) zbidr A, takze fraktal-
ny wymiar przestrzeni, ktéra zawiera lub ,,podtrzymuje” proces (wymiar
geometryczny ,,podstawy” procesu) (poréwnaj zaleznosci 4.5 i 4.28)
funkcja wymiaru zdefiniowana dla momentdw g natgzenia procesu
funkcja wymiaru fraktalnego zdefiniowanego dla osobliwosci y natgzenia
(gestosci) procesu



Ds

E[W]
E(w)
E(po)

K(q)
K(g.n)

Ko(Q)

Ka(a)

Lo

M, (q)

wymiar fraktalny zbioru A

wymiar prébkowania

wartos¢ oczekiwana W

energia (moc) widma

prawdopodobienstwo wystapienia okreséw bezdeszczowych (o zerowej
wysokosci warstwy opadéw) w analizowanych szeregach czasowych
(obserwowanych i syntetycznych) o r6znej rozdzielczosci czasowej
srednie roczne maksima wysokosci opadu w analizowanych szeregach
dla réznych czaséw trwania T [L]

energia (moc) widma multifraktalnego generatora I

czestotliwosé [T7]

transformacja Legendre’a funkcji f

wspdtczynnik proporcjonalnosci, bedacy funkcja rzedu osobliwosci y
czestotliwosé krytyczna Nyquista: f, = 1/2A [T]

czynnik mieszczacy w sobie state proporcjonalnosci stabo zalezne od vy
i wolno zmieniajace sie wraz z A

wyktadnik Lipschitz-Holdera

funkcja generujaca kumulanty

odchylenie od zachowawczosci (uniwersalny parametr multifraktalny)
parametr dopasowania (wykfadnik) w formule skalowej a"(\)

catkowita wysokos¢ opadu nawalnego [L]

roczne maksima wysokosci opadu dla réznych czasow trwania T [L]
jednostka urojona: i° = -1

srednie natezenie deszczu nawalnego [L-T™]

funkcja wyktadnika skalowania momentéw

podwadjna funkcja wyktadnika skalowania momentow, charakteryzujaca
n-wyktadniczo renormalizowany proces (n=1)

empiryczna funkcja wyktadnika skalowania momentow charakteryzujaca
proces odstonigty

druga charakterystyczna funkcja generatora I,

wymiar obiektu geometrycznego zdefiniowanego w 1-wymiarowej prze-
strzeni, jego jednostki zaleza od natury przestrzeni, np. [L], [T]

dtugos¢ boku hiperszescianu J = [0, Lo]® poczatkowego (na zerowym
poziomie) multiplikatywnej kaskady losowej lub dtugos¢ poczatkowa
(maksymalna) dyskretnego modelu kaskadowego. W przypadku modeli
kaskad dla szeregow czasowych (dla d = 1) wymiarem jest [T]

dtugos¢ boku pod-hiperszescianu powstatego z poczatkowego hipersze-
scianu J = [0, Lo] na poziomie n multiplikatywnej kaskady losowej;
wymiar jak dla Ly

moment marginalny rzedu g zbioru wartosci na n-tym poziomie kaskady



Ny,

Nia

P (W)

pp(W)
Py(W)
Pos
Pen

Po.w

P(f)
Pr

S5)
0Os

Oy

qmax

lo

Fmax

skonczona liczba (niezaleznych) prébek

liczba nie nachodzacych na siebie hiperszescianéw o dtugosci boku A™*
koniecznych dla pokrycia ograniczonej czesci D-wymiarowej przestrzeni
zawierajacej zbior A

liczba nie nachodzacych na siebie hiperszescianéw o dtugosci boku A
koniecznych dla pokrycia zbioru fraktalnego A, zawartego (przez zanu-
rzenie) w D-wymiarowej przestrzeni

wartos¢ prawdopodobienstwa funkcji losowej (p<1)

argument funkcji f' (p") powstatej w wyniku transformacji Legendre’a
funkcji f(x)

funkcja gestosci prawdopodobienstwa rozktadu taczonego — dwoch
klasycznych rozktad6w: beta i normalnego

funkcja gestosci prawdopodobienstwa symetrycznego rozktadu beta
funkcja gestosci prawdopodobienstwa rozktadu gamma

procentowy udziat wspotczynnikow rozpadu rownych dokfadnie 0,5
parametr charakteryzujacy procent udziatu rozktadu beta w rozktadzie
taczonym (pgne <0,1>)

wartos¢ prawdopodobienstwa wystapienia nieciagtosci (uktadu wag roz-
dziatu 0/1 lub 1/0 w kaskadzie)

periodogram, estymator widma mocy

prawdopodobienstwo okreslonego zdarzenia

rzad momentu statystycznego

rzad krytyczny dla dywergencji momentdw statystycznych

rzad krytyczny momentdw statystycznych z uwagi na ograniczenia
liczebnosci préby

rzad momentu statystycznego powiazany z rzedem osobliwosci y zalezno-
scia: K’(g,) =y

rzad krytyczny zdefiniowany jako: Qmax = Min(Qs, dp)

graniczne wysokosci warstw deszczu w przedziatach 5-minutowych,
uzywane do sporzadzania dystrybuanty [L]

suma opadu dla okreséw 1280 minut (w przyblizeniu opad dobowy) [L]
parametr dopasowania w formutach wptywu wymuszenia wielkoskalo-
wego na wartosci: By i 6 [L]

wysokosci warstw deszczu w szeregach czasowych (obserwowanych

i syntetycznych) o rozdzielczosci 5 minut [L]

zbior liczb rzeczywistych

promien krzywizny funkcji

natezenia opadu deszczu w rozdzielczosci A [L-T™]

wysokos¢ warstwy deszczu zakumulowana dla przedziatu czasu t,
wycentrowanego w czasie t, [L]



R‘c(tl)

RoLo’
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wysokos¢ warstwy deszczu zakumulowana dla przedziatu czasu T,
wycentrowanego w czasie t; [L]

nielosowa poczatkowa masa przyjmowana na zerowym (poczatkowym)
poziomie kaskady losowej; w przypadku modelu kaskady szeregu czasowe-
go opadéw deszczu (d = 1), wymiarem Ry jest [L-T7], a iloczynu RolLq [L]
zadowalajaco wysoki poziom graniczny natezenia procesu (s>>1), takze
indeks dolny odnoszacy sie do wielkosci wyznaczonych dla zbioréw
pomiarowych o ograniczonej wielkosci (liczebnosci préby)
bezwymiarowy parametr dopasowania w formutach wptywu wymuszenia
wielkoskalowego na wartosci: By i 6,

odchylenia standardowe wartosci rocznych maksiméw wysokosci warstw
deszczu w analizowanych szeregach dla roznych czaséw trwania T [L]
czas [T], takze czasy trwania deszczOw, rozpatrywane przy analizie rocz-
nych maksiméw wysokosci opadu [T]

czas trwania deszczu nawalnego [T]

najdtuzszy sposrdd analizowanych okresow czasu [T]

poziom graniczny natgzenia procesu

moment $ladu rzedu g natezenia procesu € w rozdzielczosci A
wsp6tczynnik rozpadu BDC, u(t,t) = Ry(ty) /Ry(ty) dlat <t

wariancja W

wartosci wag kaskady na n-tym poziomie kaskady dlai=1, 2, ..., b",
nieujemne i w pelni niezalezne zmienne losowe o identycznym rozktadzie
prawdopodobienstwa

zmienna losowa

zmienna losowa o rozkfadzie normalnym N(0,1)
niezalezny generator kaskady kanonicznej
zmienna losowa dla kazdego g

zmienna losowa, wysokoczestotliwosciowy (matoskalowy) komponent
masy kaskady p,

stopien multifraktalnosci (uniwersalny parametr multifraktalny),
indeks Lévy’ego

parametr powiazany z indeksem Lévy’ego zaleznoscia: 1/o+1/a’ = 1
wyktadnik spektralny

nieujemny parametr determinujacy generator w modelu kaskady
kanonicznej

wyktadnik spektralny procesu zachowawczego

funkcja Mandelbrot-Kahane-Peyriere (funkcja MKP)

skala homogenicznosci

charakterystyczna dtugos¢ podstruktury stopnia n kaskady dyskretnej,
réwna 8 = Lo/Ao", wymiar jak Lo

pod-hiperszescian na n-tym stopniu kaskady (i=1, 2, ..., b")
powstaty z podziatu poczatkowego hiperszescianu J = [0, Lo]"



&g
€n

€n,i

e
Mn (Ain)

He(A)

(bezwymiarowe) natezenie (gestosc¢) procesu

natezenie (gestosc) procesu, np. natezenie opadu, wowczas wymiarem
jest [L-TY]

(bezwymiarowe) natezenie (gestosc¢) ubranego procesu

(bezwymiarowe) ukryte (matoskalowe) natezenie (gestosc) procesu,
wphywajace na wielkos¢ natezenia ubranego e, =ee, , gdzie € jest nateze-
niem procesu odstonigtego

gestos¢ strumienia energii podstruktur stopnia n kaskady dyskretnej dla
i=1,.A°

(bezwymiarowe) natezenie (lub gestos¢) procesu w skali rozdzielczosci A
wszystkie (bezwymiarowe) natgzenia procesu obserwowane

w D-wymiarowej przestrzeni przy poziomie rozdzielczosci A zi=1,..A°
wszystkie natgzenia procesu obserwowane w D-wymiarowej przestrzeni
przy poziomie rozdzielczosci A z i = 1,..,A°, wymiar jak dla €"
m-renormalizowane natezenie (gestosc) procesu w najdrobniejszej
(znanej) skali rozdzielczosci A’

parametr prowadzacy do wzmocnienia w modelu o (y">0)

parametr prowadzacy do wyttumienia w modelu o (y <0)

wolny parametr w modelu log-normalnym generatora Y kaskady
kanonicznej

maksymalny rzad osobliwosci natezenia procesu, mozliwy do obserwacji
w skofnczonym zbiorze Ny probek

rzad osobliwosci powiazany z rzgdem momentu g zaleznoscia: ¢’(y,) = q
odgérne ograniczenie dla rzeddw osobliwosci y

funkcja gamma

multifraktalny generator gestosci €, procesu I'y, = In(e;)

moment uzywany dla renormalizacji procesu

wspotczynnik skali, definiowany jako iloraz najwiekszej skali analizy do
skali rozpatrywanej (np. skali homogenicznosci)

wspotczynnik skali odpowiadajacy najlepszej dostepnej rozdzielczosci
procesu (najdrobniejszych szczeg6tow)

catkowity stosunek skal kaskady dyskretnej, réwny A" = Lo/,
elementarny wspotczynnik skali dyskretnego modelu kaskadowego
skala czasowa w obrgbie kaskady, A, = 28", gdzie n poziom kaskady od
1280 do 5 min, przy b =2

bezwymiarowy parametr skali przestrzennej kaskady losowej A, = Ly/Lg
srednia, parametr rozktadu normalnego

zmienna losowa, ktdrej wartosci sa (multiplikatywnymi) mnoznikami
natezenia procesu na poszczegolnych poziomach kaskady dyskretnej
masa zwiazana z podziatem A', na n-tym stopniu kaskady,

wymiar zgodny z RoLo” przyjetym na poczatku kaskady

graniczna wartosé iy(A'y) przy n—seo

11
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catkowity strumien przez zbiér A o wymiarze D, w skali homogeniczno-
sci procesu At
regularna granica dla catkowitego strumienia IT,(A), gdy A—oo

iloczyn b1b,-...-by

strumien gestosci przez zbior A, (podzbidr zbioru A o wymiarze D,

w rozdzielczosci A), gdzie A’ odpowiada najlepszej dostepnej rozdziel-
czosci, A'>A

renormalizowany m-strumien gestosci przez zbior A, (podzbidr zbioru A
o wymiarze D, w rozdzielczosci A), gdzie A’ odpowiada najlepszej do-
stgpnej rozdzielczosci, A’>A

funkcja samopowinowactwa

odchylenie standardowe, parametr rozktadu normalnego

parametr modelu log-normalnego generatora Y kaskady kanonicznej
(wartos¢ o2 definiuje wariancje Y)

suma by+h,+...+by

empiryczna funkcja skalowania przestrzennie usrednionych momentdw
miara zbioru A
liczba falowa, dla proceséw czasowych @ = 1/t [T]

przynaleznos¢ do zbioru

suma zbiorow

srednia zbioru

znak oznaczajacy w przyblizeniu réwny, ktory zawiera w sobie state
proporcjonalnosci

D-wymiarowa miara Hausdorffa zbioru A w przestrzeni X



1. WSTEP

Warsztat stosowany w projektowaniu badz modelowaniu sieci kanalizacji desz-
czowych i og6lnosptawnych jest nieodtacznie zwiazany z wiedza o opadach atmosfe-
rycznych oraz metodami ich prognozowania. Kiedy w potowie XIX w. szybki rozwdj
miast w Europie i USA wymusit potrzebe wyposazenia ich w kompleksowe systemy
kanalizacji, 6wczesny prosty warsztat inzynierski w zasadzie marginalizowat dane
0 zmiennosci stochastycznej opadéw deszczu. Stosowano wtedy na przykiad tabele
stuzace do odczytu przekroju kanatu o zadanym spadku, niezbednego do przejecia
sptywu powierzchniowego ze znanej powierzchni zlewni, ktére opracowat Roe na pod-
stawie obserwacji kanatéw londynskich [Metcalf i Eddy 1928]. Efektem tego byty cze-
sto pojawiajace sie btedy projektowe wynikajace z odmiennosci warunkéw lokalnych.
Empiryczne metody opracowane w Europie zawodzity, zwtaszcza gdy stosowano je do
projektowania systemow kanalizacyjnych na obszarze USA, gdzie panuja odmienne
warunki opadowe w poréwnaniu do warunkéw europejskich. Szybko zauwazono ko-
niecznos¢ badania lokalnych warunkéw opadowych jako podstawy wiasciwego wymia-
rowania kanatdw. Dowody takiego podejscia odnajdujemy w historii budowy najwiek-
szych krajowych systeméw kanalizacji og6lnosptawnej. We Wroctawiu, na potrzeby
projektowanego i budowanego kompleksowego systemu kanalizacyjnego miasta, od
konca XIX w. zatozono specjalna miejska sie¢ pomiarowa, sktadajaca sie z 5 deszczo-
mierzy. Funkcjonowata ona od 1898 do 1945 r., a pochodzace z niej dane byty regular-
nie analizowane i udostepniane projektantom i eksploatatorom miejskiego systemu
kanalizacji [Licznar i in. 2005]. Lindley [1911], gdy przystepowat do projektu odwod-
nienia .odzi, swoje prace zaczat od zgromadzenia danych o opadach nawalnych z po-
bliskich stacji meteorologicznych zaboru rosyjskiego i pruskiego. Pomianowski
w roku 1926, do projektu kanalizacji Wielkiej Warszawy, przeanalizowat lokalne desz-
cze burzowe z wielolecia 1829-1926 [Rybczynski i in. 1933, Blaszczyk i in. 1974].

Rezultatem upowszechniania pomiaréw deszczow na potrzeby projektowania byto
stworzenie warsztatu przetwarzania danych opadowych. Przyjmuje sig, ze prekursorem
byt tutaj Talbot, ktéry w 1899 r. na podstawie analizy natezen (intensywnosci)® desz-

1 W pracy stosuje si¢ termin natezenie deszczu, definiowany jako wysokosé (warstwy) opadu
przypadajaca na jednostke czasu. Podstawowymi jednostkami natezenia opadu sa mm-min
i jednostki pochodne, jak rdwniez czgsto uzywane przy obliczaniu przeptywow w sieci kanali-
zacyjnej dm®(s-ha)?® [patrz np. Blaszczyk i in. 1974, PN-EN 12056-3, 2002]. W literaturze
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czOw wyznaczyt charakterystyczne krzywe opadowe. Krzywe te ewoluowaty z czasem
do uzywanych powszechnie po dzien dzisiejszy modeli natezen deszczOw miarodajnych
typu IDF (ang. Intensity-Duration-Frequency) badZz DDF (ang. Depth-Duration-
Frequency). Powiazanie wartosci natezenia deszczu z czasem jego trwania oraz czgsto-
scig wystepowania byto rozwiazaniem nowoczesnym, gdyz do projektowania sieci
kanalizacji deszczowych i og6lnosptawnych zastosowano metody probabilistyczne
z wykorzystaniem syntetycznego modelu deszczu. Deszcz miarodajny jest prostym
modelem blokowym opadu o statej wartosci natezenia. Deszcz nawalny tego typu, o
idealnie statym natezeniu w czasie, np. 30 minut, nie wystepuje w naturze, jest wiec
tworem syntetycznym. Wyznaczenie wartosci natezenia tego deszczu z krzywej IDF
wymaga od inzyniera okreslenia uprzednio poziomu prawdopodobienstwa wystapienia
deszczu. Zakladany przy tym poziom czestosci wystepowania deszczu miarodajnego
jest powiazany z projektowanym poziomem czestosci zalewania terenu [patrz np. tab. 1,
PN EN 752-4, 2001]. Powiazanie dwdch ostatnich wielkosci jest dalekie od jasnego
sformalizowania, pozwala jednak na przyblizone szacowanie poziomu niezawodnosci
projektowanych odcinkéw sieci kanalizacji deszczowej lub og6lnosptawne;j.

Wraz z rozbudowa systeméw odwodnienia oraz ich ciaglym dociazaniem przez
nowe strumienie sptywu powierzchniowego z przyrastajacego areatu powierzchni
uszczelnianych wzrastata potrzeba uzupetnienia istniejacego warsztatu inzynierskiego
0 element modelowania sieci kanalizacyjnych. Zreby uzywanych w tym celu modeli
matematycznych powstaty w zasadzie na poczatku XIX w. i byty rezultatem prac takich
badaczy jak Navier, Cauchy, St. Venant i Stokes. Dzigki nim opracowane zostaty ogol-
ne réwnania przeptywu pltynéw Naviera-Stoksa oraz ich jednowymiarowa wersja
w postaci réwnan St. Venant’a. Dopiero jednak wprowadzenie metod numerycznych
i upowszechnienie komputerow pozwolito na szerokie wdrozenie modelowania hydro-
dynamicznego w praktyce. W efekcie tego, po pierwsze, mozliwym stato si¢ rozszerze-
nie aspektu probabilistycznego w podejsciu zaréwno do projektowania, jak i eksploata-
cji sieci kanalizacji deszczowej i ogolnosptawnej, a po drugie powstata potrzeba cat-
kiem nowego typu danych opadowych prezentowanych na wejsciach do modeli.

Zgodnie z normami [PN EN 752-2 2000, PN EN 752-4 2001, DIN EN 752, 2008]
oraz innymi wytycznymi technicznymi [Schmitt 2000] podstawa filozofii projektowania
nowych sieci i eksploatacji juz istniejacych jest zapewnienie ochrony osiedli przed zbyt
czesto zdarzajacymi sie¢ wylaniami z kanalizacji. Ograniczenia mozliwosci odwzoro-
wywania zjawiska wylania wymusza w praktyce weryfikacje czestosci nadpietrzania
sieci. Weryfikacja ta odbywa sie na drodze modelowania hydrodynamicznego sieci przy
réznych scenariuszach jej obciazenia opadami atmosferycznymi [Licznar 2008a, Licz-
nar i in. 2008]. Scenariuszami tymi sa zmierzone rzeczywiste serie opadéw lokalnych
badz opady modelowe, czy tez ich grupy, a wiec syntetyczne scenariusze hietogramow.
Odpowiedzia koncowa, jaka powinien uzyska¢ inzynier na podstawie modelowania
systemu kanalizacji, jest okreslenie prawdopodobienstwa mogacych sie pojawia¢ nad-
pietrzen $ciekéw w rdznych punktach sieci, a tym samym ustalenie potencjatu zaktdce-
nia komfortu kanalizacyjnego, rozumianego jako stany, przy ktérych utrudnione jest

fachowej z zakresu inzynierii srodowiska spotyka si¢ czgsto rdwnowazny termin — intensyw-
nos¢ opadu deszczu, wyrazana zwykle w dm® (s-ha)™ [patrz np. PN-EN 752-4, 2001].
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odprowadzanie $ciekow deszczowych lub sytuacji powodujacych straty materialne na
obszarze skanalizowanym. Weryfikacja taka moze dotyczy¢ sieci nie tylko istniejacych,
lecz takze dopiero zaprojektowanych z uzyciem klasycznego warsztatu opartego na
natezeniach deszczOw miarodajnych [Licznar i in. 2008].

Bardzo silnie podejscie probabilistyczne uwidacznia si¢ w najnowszych zalece-
niach Deutsche Vereinigung fur Wasserwirtschaft, Abwasser und Abfall (DWA)
w zakresie wymiarowania zbiornikow retencyjnych wod deszczowych. W wytycznych
tych moéwi sig¢ o uproszczonym wymiarowaniu (niem. die Bemessung) i sprawdzaniu
(niem. der Nachweis) pojemnosci zbiornikdw. Uproszczone wymiarowanie dopuszcza
si¢ jedynie dla matych zlewni o powierzchni do 200 ha lub tez o czasie przeptywu wod
opadowych do 15 minut [Arbeitsblatt DWA-A 117 2006]. Wymiarowanie to opiera sie
na podanym w wytycznych nomogramie, a aspekt probabilistyczny w tej uproszczonej
metodzie jest zawarty jedynie w doborze natezenia deszczu miarodajnego w oblicze-
niach sptywu powierzchniowego na wiasciwym poziomie czestosci wystepowania.
W przypadku duzych zlewni ustalanie objetosci retencyjnej zbiornika odbywa si¢ na
podstawie szeregu symulacji hydrodynamicznych funkcjonowania uktadu, wykonanych
dla serii zarejestrowanych rzeczywistych hietograméw opadéw nawalnych z wielolecia
liczacego zwykle ponad 30 lat. Tworzony na podstawie tych symulacji szereg rozdziel-
czy wymaganych objetosci retencyjnych zbiornikbw wod deszczowych jest podstawa
do oszacowania przez inzyniera nie tylko objetosci zbiornika, ale — co jest rownie istot-
ne — prawdopodobienstwa jej przewyzszenia.

Powszechne wdrozenie nowoczesniejszego warsztatu modelowania hydrodyna-
micznego sieci kanalizacyjnych w krajowej praktyce projektowania i modelowania sieci
kanalizacji deszczowej badz ogélnosptawnej jest aktualnie istotnym zadaniem stojacym
przed polska inzynieria srodowiska. Pomimo szerokiego juz na polskim rynku dostepu
do wyspecjalizowanego oprogramowania wspomagajacego projektowanie, w tym do
aplikacji stuzacych modelowaniu hydrodynamicznemu [Licznar 2007a, Licznar 2008b],
zadanie to napotyka na liczne bariery. W Polsce podstawowa przyczyna tego stanu jest
brak powszechnego dostepu przez projektantéw do odpowiednich danych opadowych
[Kotowski 2006, Licznar 2008a]. Nalezy przypuszczaé, ze bez dziatan o charakterze
metodycznym, proponowanych w niniejszej pracy, sytuacja ta nie ulegnie znaczacej
poprawie w krétkim czasie, gdyz jest wynikiem splotu wielu czynnikéw, a jej przezwy-
cigzenie wymagatoby znacznych nakladow finansowych i skoordynowanych dziatan
wielu podmiotéw. Danymi, potrzebnymi obecnie najczesciej na wejsciu do modeli
hydrodynamicznych, sa cyfrowe hietogramy, a wicc zapisy zmian natezenia opadu dla
rozdzielczosci czasowej co najmniej 5 minut, w postaci gotowej do wczytania przez
oprogramowanie. Przygotowanie lokalnej, wiarygodnej statystycznie 30-letniej serii
opadéw wymaga olbrzymiego naktadu pracy, gdyz jeszcze do niedawna standardem
rejestracji opadéw w kraju byty pomiary pluwiograficzne, ktorych rezultatem byty zapi-
sy na paskach papieru [Licznar i in. 2005]. Nawet znacznie prostsza analiza paskéw
pluwiograficznych pod katem jedynie odczytu maksymalnych nat¢zen deszczow miaro-
dajnych dla wybranych czaséw ich trwania jest uciazliwa i pracochtonna [Bogdanowicz
i Stachy 1998]. Dostep do surowych danych w tym zakresie z matymi wyjatkami jest
zarezerwowany jedynie dla Instytutu Meteorologii i Gospodarki Wodnej (IMGW),
ktory jako krajowa stuzba meteorologiczna prowadzit pomiary opadéw na terenie catej
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Polski. Zwykle tez dane zrodtowe (surowe) nie sa udostepnianie przez IMGW projek-
tantom, a jedynie istnieje mozliwos¢ zamOwienia ich odptatnej analizy statystycznej
pod katem opracowania lokalnych zaleznosci typu IDF. Jednoczesnie dostgpnos¢ do
lokalnych zapisow pluwiograficznych nawet dla samego IMGW jest mocno ograniczo-
na z uwagi na brak sieci stacji meteorologicznych o charakterze miejskim, rozlokowa-
nych na obszarze modelowanych zlewni kanalizacyjnych. W Niemczech problem ten
zostat czesciowo rozwigzany przez opracowanie przez Deutscher Wetterdienst (DWD)
atlasu opadowego KOSTRA przygotowanego z mysla o inzynierach srodowiska
[Bartels i in. 1997]. Inzynierowie niemieccy korzystajacy z KOSTRA nie moga z atlasu
pozyska¢ szeregOw rzeczywistych zapisow deszczow, niemniej na podstawie zawartych
W nim wartosci natezen deszczOw miarodajnych moga konstruowac lokalne, syntetycz-
ne hietogramy deszczéw nawalnych.

W Polsce problem braku danych do modelowania sieci kanalizacji deszczowej czy
ogoélnosptawnej jest zauwazany zaréwno przez srodowiska naukowe, jak i eksploatato-
row. Rezultatem tego jest powr6t do dedykowanych hydrologii miejskiej pomiaréw
opaddéw na terenach zlewni kanalizacyjnych. Najlepszymi przyktadami sa miasta: War-
szawa, £6dz, Gdansk, Wroctaw. Szczegblnym przyktadem dziatan zmierzajacych ku
opomiarowaniu zlewni miejskich jest Warszawa, gdzie w roku 2008 zostata urucho-
miona sie¢ 25 elektronicznych deszczomierzy wagowych. Jest to pierwsza w kraju tak
duza lokalna sie¢ pomiarowa opadéw atmosferycznych o scentralizowanym systemie
akwizycji danych, dedykowana gromadzeniu danych wejsciowych do modelowania
hydrodynamicznego sieci i powiazana z rozbudowanym systemem opomiarowania
napetnien i przeptywéw w kanatach [Licznar 2008d]. Budowie tej klasy rozwiazan
sprzyja upowszechnienie nowych standardow w zakresie cyfrowej rejestracji natezen
deszczéw na terenach zurbanizowanych, jakimi sa wspomniane juz elektroniczne desz-
czomierze wagowe [Licznar i in. 2005a, 2005b] czy tez disdrometry laserowe [Licznar
2007b, Licznar i in. 2007, Licznar 2008c].

Miejskie sieci deszczomierzy daja nadzieje na szerszy dostep do wiarygodnych da-
nych opadowych o wysokiej rozdzielczosci czasowej, niezbednych do modelowania
hydrodynamicznego w przysztosci. Niemniej dane opadowe do modelowania sieci
kanalizacyjnych i wymiarowania obiektow kubaturowych, w tym systemdw rozsaczania
wod opadowych, sa potrzebne juz dzisiaj. Dane opadowe 0 wysokiej rozdzielczosci
czasowej sa roéwniez niezbedne przy modelowaniu jakosci wdd powierzchniowych.
Wody te czesto sa zanieczyszczane wskutek erozji wodnej gleb oraz sptukiwania zanie-
czyszczen nagromadzonych na powierzchniach utwardzonych. Proces erozji wodnej
gleb modeluje sie z wykorzystaniem modeli: empirycznych (np. réwnania USLE
i RUSLE (ang. Universal Soil Loss Equation, Revisted Universal Soil Loss Equation)),
fizykalnych (np. WEPP (ang. Water Erosion Prediction Project)); czy tez tzw. czarnej
skrzynki (np. z wykorzystaniem sztucznych sieci neuronowych — Licznar (2003), Licz-
nar i Nearing (2003)). Implementacja tych modeli wymaga szczegétowej wiedzy
o0 opadach. Czynnikiem decydujacym o odspojeniu czastek gleby jest energia Kinetycz-
na uderzajacych kropel deszczu. Energie te rzadko jeszcze rejestrujemy bezposrednio
z uzyciem disdrometrow optycznych [Licznar 2007b] lub tez impaktometréw [Licznar
i Lomotowski 2007, Licznar i in. 2008b], czesciej szacujemy jej wartos¢ w oparciu
o chwilowe natezenia deszczéw [Licznar 2008e].
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Uzupetniajac luki w dostepie do danych opadowych do modelowania w Polsce,
warto zadac pytanie, ktore pojawia sie czesto na swiatowych konferencjach naukowych
dotyczacych hydrologii miejskiej. Jesli nawet bedziemy dysponowaé¢ pomiarami z 30 lat
i bedziemy mogli na ich podstawie wyodrebni¢ hietogram projektowy (ang. design
storm) lub tez caty zestaw takich hietograméw, to czy stosujac takie dane bedziemy
mogli probabilistycznie ocenia¢ dziatanie systemow tranzytowych, kubaturowych lub
stuzacych do rozsaczania wod opadowych w gruncie? Odpowiedz na to pytanie jest
znana i brzmi nie. Wynika to z faktu, ze kazdy sposréd zarejestrowanych deszczow
projektowych to jedynie pojedyncza realizacja sposrod wielu mozliwych (zasadniczo
nieskonczonej liczby) opadéw o tym samym okresie powtarzalnosci i natezeniu [Mol-
nar i in. 2006]. Dysponujac zestawem deszczéw nawalnych zaistniatych w okresie 30
lat, posiadamy rozpoznanie jedynie niewielkiej liczby prawdopodobnych scenariuszy
stochastycznych opadu. Tym samym prognozowanie funkcjonowania sieci kanalizacji
deszczowej i og6lnosptawnej na podstawie zatozenia, ze nastapi identyczne powtérze-
nie zarejestrowanego wieloletniego scenariusza opadowego w przysztosci, jest btedne
metodycznie.

Podejmujac dziatania zmierzajace ku poprawie dostepnosci danych opadowych na
potrzeby modelowania, nie powinnismy zapomina¢ ani na chwile o paradygmacie coraz
wiekszego znaczenia aspektu probabilistycznego w tym zakresie. Dlatego chociaz bardzo
istotnym jest prowadzenie monitoringu opadéw na terenie kraju, to jeszcze wazniejsze
staje sie wypracowanie narzedzi, ktére pozwola na analiz¢ danych pomiarowych zmierza-
jaca w pierwszym rzedzie ku poprawie naszej wiedzy o zjawiskach proceséw opadowych,
zwigzanych z lokalnymi warunkami — i na tej podstawie modelowania samych szeregdw
opadowych. Wypracowane modele (generatory syntetycznych szeregébw opadowych)
powinny by¢ zrédtem dowolnej liczby prawdopodobnych scenariuszy opadowych, uzy-
wanych nastepnie na wejsciu modeli hydrodynamicznych sieci kanalizacyjnych. Innymi
stowy, nie powinnismy dzisiaj koncentrowa¢ si¢ jedynie na pokonaniu luki w zakresie
poziomu dostepnosci do danych opadowych niezbednych w gospodarowaniu wodami
opadowymi, ktéra to dzieli nasz kraj od przodujacych w tym zakresie panstw europej-
skich. Nalezy réwnolegle dazy¢ do stworzenia wiasnej, krajowej metodyki opisu proce-
sow opadowych, tak aby generowane z uzyciem jej narzedzi syntetyczne realizacje proce-
sow opadowych dawaty podstawe do w petni probabilistycznego projektowania i mode-
lowania systemdw odprowadzania i zagospodarowywania wod opadowych na terenach
zurbanizowanych. Takie podejscie jest zgodne z coraz szerzej wdrazana w technice meto-
dyka probabilistycznej oceny ryzyka PRA (ang. Probabilistic Risk Assessment). PRA to
kompleksowa, usystematyzowana i logiczna metodyka analizy, majaca na celu identyfi-
kacje i ocene ryzyka w skomplikowanych systemach technologicznych dla poprawy ich
bezpieczenstwa i wydajnosci przy zachowaniu wymogdéw oszczednosci naktadéw finan-
sowych [Stamatelatos i in. 2002]. Ocena ta odbywa sie na drodze analizy réznych scena-
riuszy, ktorych tworzenie wymaga przyjmowania odpowiednich modeli i parametrow
tychze modeli, bazujacych na naszej aktualnej wiedzy o fizyce zwiazanych proceséw
i zachowaniu systeméw w zadanych warunkach. Systemy kanalizacji deszczowej czy
ogolnosptawnej duzych miast Polski moga by¢ postrzegane jako skomplikowane systemy
technologiczne, a generowane prawdopodobne scenariusze opadowe moga by¢ w przy-
sztosci scenariuszami do ich kompleksowej, usystematyzowanej i logicznej analizy za
pomoca modeli hydrodynamicznych.
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2. CEL | ZAKRES PRACY

Podstawowym celem pracy bylo opracowanie generatora syntetycznych danych
opadowych i ocena potencjalnej przydatnosci generowanych z jego uzyciem szeregdw
opadowych do probabilistycznego modelowania systeméw stuzacych odprowadzaniu,
retencjonowaniu i zagospodarowywaniu wdd opadowych. Generator syntetycznych
danych opadowych jest traktowany przy tym jako narzedzie do sporzadzania diugoter-
minowych, nawet wieloletnich szeregow zapisow natezen deszczéw, lub tez danych
krétkoterminowych obejmujacych tylko pojedyncze zdarzenia opadowe. Dane dtugo-
terminowe obejmuja zaréwno okresy bez opadu, jak i z opadem, a ich podstawowym
polem wykorzystania jest dtugoterminowa symulacja dziatania kanalizacji deszczowych
lub ogolnosptawnych wraz z uwzglednieniem czasowej sekwencji napetniania i oproz-
niania elementdw retencyjnych albo tez zagadnienie symulacji funkcjonowania syste-
mow rozsaczania wod deszczowych do gruntu, gdzie istotnym jest oprécz znajomosci
dynamiki samych opaddw takze rozpoznanie czestosci wystepowania i dtugosci trwania
okresdw bezdeszczowych. Dane krétkoterminowe to w istocie hietogramy poszczegdl-
nych zdarzen opadowych, ktére moga by¢ stosowane np. w miejsce opadéw modelo-
wych w zadaniach takich jak weryfikacja czestosci nadpigtrzania, obliczenia sprawdza-
jace istniejacych systemdw itp. Punktem wyjscia do generowania dtugoterminowych
danych jest znajomo$¢ szeregébw czasowych dobowych sum opaddéw zarejestrowanych
dla danej lokalizacji. Dobowe sumy opaddw sa zwykle znacznie tatwiej dostepne, gdyz
ich pomiar jest prowadzony nie tylko w sieci stacji meteorologicznych, ale takze
W znacznie gestszej sieci posterunkéw meteorologicznych, z wykorzystaniem prostych
deszczomierzy Hellmana. Do poczatku lat 80. zesziego stulecia dane dobowe wszyst-
kich stacji i posterunkéw meteorologicznych byty ponadto publikowane przez IMGW
w serii Rocznikéw opadowych. Aktualniejsze dane moga by¢ zakupione od IMGW,
ktéry nie ogranicza dostgpu do nich jak w przypadku np. zapiséw pluwiograficznych,
traktowanych jako zbi6r danych pierwotnych. Opracowywany generator ma zatem stuzy¢
z punktu widzenia danych dtugoterminowych przeprowadzeniu klasycznego skalowania
w dot (ang. downscaling), a wiec rozdzielenia (ang. disaggregation) wysokosci warstwy
opadu ze skali dobowej do skali siegajacej 5 minut. W przypadku danych krétkotermi-
nowych punktem wyjscia do generowania syntetycznych hietograméw jest znajomosé
catkowitej wysokosci warstwy opadu i jego czasu trwania. Przyjecie czasu trwania
deszczu i czgstosci jego wystepowania pozwala na obliczenie jego catkowitej wysoko-
sci warstwy na podstawie stosowanych od lat formut IDF i DDF dla obszaru Polski.
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Realizacja podstawowego celu pracy jest poprzedzona proba pogtebienia wiedzy
o fizyce lokalnych procesow opadowych. Wiedza ta jest niezbedna jako punkt wyjscia
do budowy generatora, ktory mogiby generowaé syntetyczne szeregi opadowe nasladu-
jace opady naturalne. Tak generowane syntetyczne szeregi opadowe bytyby niezalez-
nymi realizacjami lokalnego procesu opadowego, a wigc wiarygodng podstawa do pro-
babilistycznej oceny funkcjonowania systeméw odprowadzania i zagospodarowywania
wad deszczowych.

Na wstepie pracy stawiana jest teza, ze struktura czasowa lokalnych szeregéw opa-
dowych z Wroctawia w obrebie skal czasowych od 5 minut do co najmniej 1 doby moze
by¢ efektywnie opisywana przy wykorzystaniu narzedzi geometrii fraktalnej i multi-
fraktalnej. Wykazanie cech fraktalnych i multifraktalnych szeregéw czasowych lokal-
nych opadéw w warunkach Polski, na przyktadzie stacji Wroctaw, jest zatem pierwszo-
planowym celem pracy. Osiagniecie tego celu i udowodnienie postawionej tezy otwiera
dopiero droge do: préb budowy modeli generatoréw opartych na kaskadach réznego
typu, estymacji ich parametréw i oceny jakosci syntetycznie generowanych danych
opadowych, a wigc rozpoznania ich potencjalnej przydatnosci w praktyce modelowania
hydrodynamicznego sieci kanalizacji deszczowych i ogéInosptawnych.

Zakres pracy obejmowat:

—  Wstepne przygotowanie danych opadowych, w tym konwersje zapiséw na paskach
pluwiograficznych do formatu cyfrowego i opracowanie szeregéw 5-minutowych
depozycji opaddw.

—  Weryfikacje niezmiennosci skalowej (ang. scale-invariance) i multifraktalnego
charakteru opadéw deszczu na bazie uprzednio opracowanych szeregdéw czaso-
wych. Weryfikacje przeprowadzono przy wykorzystaniu catego wachlarzu technik,
takich jak: zliczanie pudelek (ang. box-counting), funkcyjne zliczanie pudetek
(ang. functional box-counting), analizy spektralne (ang. spectral analysis), metody
dystrybucji prawdopodbienstwa/wielokrotnego skalowania (ang. probabilisty di-
stribution/multiple scaling metod), metody momentu $ladu (ang. trace moment me-
tod), metody podwdéjnego momentu $ladu (ang. double trace moment metod).

—  Opracowanie modelu kanonicznego (ang. canonical model) do rozdzielenia opa-
dow, ze skali 1280 minut (a wiec quasi opadu dobowego) do skali sicgajacej 5 mi-
nut. W tym estymacja parametréw kaskady z wykorzystaniem funkcji MKP (ang.
Mandelbrot-Kahane-Peyiere) i z uwzglednieniem efektu wymuszania wielkoska-
lowego (ang. Large Scale Forcing).

—  Opracowanie modelu mikrokanonicznego (ang. microcanonical model) do rozdzie-
lenia opadow, ze skali 1280 minut (a wigc quasi opadu dobowego) do skali si¢ga-
jacej 5 minut. W tym estymacja parametrow kaskady z uwzglednieniem ich skalo-
wania oraz studia nad ewolucja rozktadow prawdopodobiefstwa tych parametrow
w réznych skalach czasowych.

—  Generowanie probek syntetycznych szeregéw opadowych z obydwu typéw modeli
kaskadowych do ich uprzednio wyestymowanych parametréw i ocene ich jakosci
na drodze pordwnania charakterystyk statystycznych szeregow syntetycznych
z odpowiadajacymi im charakterystykami wyznaczonymi dla obserwowanych sze-
regow opadowych.
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Do realizacji calego zakresu pracy opracowane zostalo 5 odrgbnych bibliotek
oprogramowania specjalistycznego, skfadajacych sie z programéw napisanych w jezyku
programowania Pascal. Poszczeg6lne biblioteki stuzyty odpowiednio: przygotowaniu
danych opadowych do dalszych prac analitycznych, weryfikacji niezmiennosci skalowej
i multifraktalnego charakteru opadéw, estymacji parametrow modeli (kanonicznego
i mikrokanonicznego), implementacji modeli oraz ocenie jakosci generowanych synte-
tycznych szeregdw opadowych.



3. MATERIAL BADAWCZY

3.1. Zapisy pluwiograficzne

Materiatem badawczym uzytym w pracy byty zapisy pluwiograficzne pochodzace
z Obserwatorium Agro- i Hydrometeorologii Akademii Rolniczej we Wroctawiu (obecnie
Uniwersytetu Przyrodnicznego we Woroctawiu). Stacja meteorologiczna Wroctaw-
-Swojec jest zlokalizowana na potnocno-wschodnim skraju miasta Wroctawia, przy ul.
Bartniczej, na wysokosci 122,88 m n.p.m. Jej wspdtrzedne geograficzne to diugosé
geograficzna 17°07’ E, szeroko$¢ geograficzna 51°07” N. Istotnym parametrem charak-
terystyki stacji jest niezmiennos¢ jej bezposredniego otoczenia. Pomimo poszerzania sie
granic administracyjnych miasta Wroctawia i rozbudowy przedmiescia miasta otoczenie
stacji praktycznie od momentu jej utworzenia pozostaje niezmienne. Sa to pola uprawne
i niska zabudowa nalezaca do pobliskiego zaktadu doswiadczalnego Uniwersytetu Przy-
rodniczego. Pozwala to traktowa¢ pomiary prowadzone na stacji za materiat jednorodny
i niezaktocony przez czynniki zewnetrzne.

Zapisy pluwiograficzne uzyte w pracy pochodzity z ciagtych pomiaréw ombrome-
trycznych, prowadzonych przy wykorzystaniu klasycznego pluwiografu ptywakowego
[Licznar i in. 2005a, 2005b]. Pomiary te byly generalnie prowadzone dla okreséw
0 dodatniej temperaturze powietrza, czyli od miesigcy wiosennych (kwiecien lub maj)
do miesigcy jesiennych (pazdziernik lub listopad). Rejestrowane byly zatem jedynie
opady deszczOw, rejestracja opaddéw sniegu nie byta mozliwa z uwagi na wrazliwosé
pluwiografu na niskie temperatury (problemy z zamarzaniem wody w wewngtrznym
zbiorniku i syfonie przelewowym). W trakcie pomiaréw poprawnosé¢ funkcjonowania
pluwiografu byla okresowo weryfikowana przez poréwnanie zapisOw z niego pocho-
dzacych z sumami dobowymi, rejestrowanymi niezaleznie z uzyciem klasycznego desz-
czomierza Hellmana.

W pracy wykorzystano caty dostepny materiat z wielolecia 1962—-2004, ktorego
ogéblna charakterystyka jest zawarta w tabeli 3.1. Niestety, nie dysponowano zapisami
z lat: 1976, 1983, 1985, 1988, 1993. Najprawdopodobniej dane te ulegty zagubieniu
przy ich wypozyczeniu innym uzytkownikom zasobu obserwacyjnego. Pomimo ol-
brzymiego wysitku zwiazanego z corocznym prowadzeniem pomiaréw pluwiograficz-
nych przez caty zespdt obserwatoréw, w tym ponad 40-letnim okresie i zwigzanych
z tym kosztow, czes¢ zasobu zostata bezpowrotnie utracona, gdyz paski nie byty powie-
lane, cho¢by z uwagi na brak mozliwosci technicznych w tym zakresie. Byty one wypo-
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zyczane w oryginale innym pracownikom naukowym, co doprowadzito do rozproszenia
catego zasobu i utraty jego czesci. Ostatecznie w pracy przeanalizowano zapisy pluwio-
graficzne z 38 lat, w obrebie ktérych okres rejestracji wahat sic od zaledwie 81 dni
w roku 1972 do 216 dni w roku 2002. W przypadku wspomnianego 1972 r. doszio za-
pewne do zaginiecia paskOw z rejestracjami z okresu po 20 lipca. W ostatniej kolumnie
tabeli 3.1 podane sa catkowite wysokosci opaddw zarejestrowanych w poszczeg6inych
latach na analizowanych paskach pluwiograficznych.

Tabela 3.1
Table 3.1

Ogolna charakterystyka analizowanych zapiséw pluwiograficznych
General characteristic of analyzed pluviograph records

Rok Poczatek Koniec _ Dlugos¢ Zarejestrowana wysokosé
Lp. Year rejestracji rejestracji rejestracji (dni) opadu (mm)
Record start Record end  |Record length (days)|Recorded rainfall depth (mm)
1 | 2004 26-04-04 15-11-04 203 245
2 | 2003 18-04-03 23-10-03 188 263
3 [ 2002 01-04-02 03-11-02 216 344
4 | 2001 24-04-01 11-11-01 201 433
5 | 2000 06-04-00 01-11-00 209 290
6 | 1999 04-05-99 19-10-99 168 315
7 1998 06-04-98 31-10-98 208 386
8 | 1997 09-05-97 21-10-97 165 407
9 | 1996 02-05-96 22-11-96 204 354
10 | 1995 19-04-95 23-10-95 187 372
11 | 1994 09-04-94 08-10-94 182 292
12 | 1992 06-04-92 11-10-92 188 161
13 | 1991 03-04-91 23-10-91 203 275
14 | 1990 06-05-90 23-10-90 170 240
15 | 1989 24-04-89 10-11-89 200 262
16 | 1987 10-04-87 29-10-87 202 325
17 | 1986 04-04-86 31-10-86 210 493
18 | 1984 26-05-84 22-10-84 149 298
19 | 1982 10-05-82 14-10-82 157 201
20 | 1981 07-05-81 04-11-81 181 401
21 | 1980 04-04-80 20-10-80 199 375
22 | 1979 01-04-79 24-10-79 206 249
23 | 1978 01-04-78 27-10-78 209 422
24 | 1977 09-04-77 17-10-77 191 431
25 | 1975 20-04-75 31-10-75 194 393
26 | 1974 01-06-74 05-11-74 157 254
27 | 1973 05-05-73 08-10-73 156 216
28 | 1972 30-04-72 20-07-72 81 132
29 | 1971 04-04-71 05-10-71 184 298
30 | 1970 01-05-70 10-10-70 153 246
31 | 1969 03-05-69 31-10-69 181 194
32 | 1968 02-05-68 26-10-68 177 229
33 | 1967 10-05-67 03-11-67 177 200
34 | 1966 06-07-66 01-11-66 118 162
35 | 1965 06-04-65 21-10-65 198 325
36 | 1964 13-04-64 08-11-64 209 310
37 | 1963 29-04-63 15-11-63 200 365
38 | 1962 11-07-62 30-10-62 111 178
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3.2. Wstepne opracowanie danych pluwiograficznych

Wspomniane juz problemy z przypadkami zaginiecia paskow pluwiograficznych,
wynikajace z braku kopii oryginalnych zapisow, brak mozliwosci dostepu do danych
przez wielu uzytkownikdw jednoczesnie, jak rowniez widoczny proces ich starzenia si¢
i oczywiste problemy ze zmudnym odczytywaniem interesujacych charakterystyk zare-
jestrowanych deszczéw sktonity autora do poszukiwania metod konwersji zapisow do
formatu cyfrowego. Pierwsze préby wypracowania takiej metodyki byty podjete przez
autora jeszcze w roku 2001 [Licznar 2001]. Jej pierwotnym polem uzycia byto oblicza-
nie indekséw erozyjnosci dla wybranych opadéw, tzw. deszczédw erozyjnych, czyli
opaddéw charakteryzujacych sie znaczna wysokoscia przekraczajaca 12,7 mm lub przy-
najmniej wysokim natezeniem przekraczajacym 6,35 mm na 15 minut. Zastosowanie
metodyki konwersji danych pluwiograficznych do formatu cyfrowego pozwolito osta-
tecznie na znaczne uproszczenie i skrécenie procesu wyznaczania wskaznika erozyjno-
$ci deszczow dla stacji Wroctaw-Swojec [Licznar 2003]. W latach p6zniejszych zapro-
ponowana metodyka byta doskonalona i dostosowywana do wymagan przetwarzania
danych pluwiograficznych na potrzeby projektowania i eksploatacji miejskich syste-
moéw odwodnienia [Licznar 2005]. Efektem jej zastosowania do konwersji wszystkich
deszczéw z wielolecia 1975-2002 byfa najbardziej aktualna analiza natezen deszczéw
miarodajnych dla miasta Wroctawia [Licznar i tomotowski 2005a, 2005b]. W ramach
przygotowania materiatu badawczego do niniejszej pracy proces konwersji zostat prze-
prowadzony takze dla pozostatych lat z wielolecia 1962—-2004.

Potrzeba konwersji papierowych pluwiograméw do formatu cyfrowego jest do-
strzegana w wielu panstwach $wiata. Przykladowo Eicher i Krejci [1996] postulowali
potrzebe konwersji zapisdw z ogdlnokrajowej sieci obserwacyjnej w Szwajcarii (tacznie
ze 164 stacji) dla okresu 30 lat w celu budowy modelowego systemu danych niezbed-
nych hydrologii miejskiej. Zwykle konwersja ta jest wykonywana przy wykorzystaniu
specjalnych digitizeréw. W jej trakcie operator dokonuje wskazania punktéw lezacych
na $ladzie pidrka rejestrujacego, przy czym moze on wskazywaé¢ punkty: co pewien
okreslony interwat czasu (ang. fixed time-resolution) lub tez stosowa¢ technike okresla-
na mianem punktéw zatomu (ang. break-point), wskazujac jedynie widoczne zatamania
na wykresie pluwiogramu, oddzielajace nieregularnej dtugosci okresy deszczu o statym
natezeniu, a wiec o statym nachyleniu krzywej rejestracji. Stosowanie digitizeréw, jak
sie szacuje, zapewnia osiagniecie precyzji do 1 minuty pod wzgledem odczytu czasu
i do 0,1 mm pod wzgledem odczytu wysokosci deszczu. Uwaza sie, ze technika punk-
toéw zatomu jest adekwatniejsza i elastyczniejsza do opisu procesu opadu w stosunku do
techniki okreslonych, statych interwatéw czasu. Jednak jak stusznie zauwazyt Barring
[1992], technika punktéw zatomdéw doskonale sprawdza sie w przypadku rejestracji
opadéw o nagle, skokowo zmieniajacych sie natezeniach chwilowych, np. opadéw
monsunowych. Autor ten wskazywat jednoczesnie na problemy zwiazane z digitalizacja
rejestracji, w ktdrych krzywa zapisu zmienia swoj przebieg w sposéb wygtadzony.
W takim przypadku zalecat on stosowanie techniki digitalizacji taczacej cechy obydwu
technik, ktora nazwat metoda wydtuzonej reprezentacji (ang. extended representation).
W metodzie tej operator digitizera zaznacza nie tylko punkty zatamania na wykresie, ale
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wstawia tez dodatkowe punkty na odcinkach gtadkich zmian kierunku krzywej zapisu,
w celu lepszego opisu jej przebiegu.

W metodyce konwersji zapisow pluwiograficznych opracowanej przez autora, ktorej
dokiadny opis mozna znalez¢ w pracach: Licznar [2005], Licznar in. [2005], najbardziej
istotnym elementem jest proces automatycznego rozpoznawania przebiegu krzywej reje-
stracji na obrazie rastrowym w srodowisku graficznym MicroStation Descartes. Automa-
tyczna realizacja tego procesu przebiega w istocie zgodnie z technika wydtuzonej repre-
zentacji zalecana przez Bérringa [1992], niemniej, co nalezy podkresli¢, nie jest w jaki-
kolwiek sposéb obciazona przez subiektywna ocene zmian kierunku przebiegu krzywej
rejestracji przez operatora digitizera. Ponadto uzycie samego digitizera nie jest potrzebne,
a osiagana precyzja odczytéw zaréwno czasu, jak i wysokosci warstwy deszczu jest lepsza.

Po przeprowadzeniu procesu konwersji danych pluwiograficznych przystapiono do
przygotowania na ich podstawie bazowych szeregdw czasowych zarejestrowanych wyso-
kosci warstw deszczOw. Na wstepie tego procesu przyjeto, ze rozdzielczosé¢ czasowa tych
szeregdw bedzie wynosi¢ 5 minut. Zastosowana metodyka konwersji zapiséw pluwiogra-
ficznych z uwagi na swoja precyzje odczytu czasu (mniejsza od 1 minuty) dawata teore-
tycznie podstawe do wygenerowania szeregéw o0 znacznie wiekszej rozdzielczosci, np.
1 minuty. Niemniej, majac na uwadze ograniczenia w funkcjonowaniu samego pluwiogra-
fu, wynikajace cho¢by z bezwtadnosci ptywaka zatopionego w zbiorniku, do ktdrego
spada woda sptywajaca z otworu wlotowego, czy tez przerw w rejestracji z uwagi na
dziatanie syfonu oprozniajacego zbiornik, szeregi o rozdzielczosci ponizej 5 minut uznano
za mato wiarygodne. Przy tym, interwat 5 minut odpowiada potowie podstawowej dziatki
tasmy pluwiogramu i jak dotad w krajowych analizach deszczéw miarodajnych byt naj-
krotszym analizowanym czasem trwania deszczow [patrz np. Blaszczyk i in. 1974, Bog-
danowicz i Stachy 1998]. Takze z punktu widzenia uzytecznosci danych opadowych do
modelowania hydrodynamicznego interwat 5 minut odpowiada wymogom aktualnie do-
stepnego dla inzyniera oprogramowania specjalistycznego.

Bazowe szeregi czasowe zarejestrowanych wysokosci opadoéw dla czasu 5 minut
byty podstawa do generowania szeregdw o dtuzszych interwatach, np. 10, 20, 40 minut
itp., na drodze agregacji nastepujacych po sobie przedziatdw bazowych. Na koniec warto
podkresli¢ unikalny charakter opracowanej w ten sposob bazy danych. W Polsce standar-
dowe opracowywanie pluwiograméw ograniczato si¢ zwykle do wyznaczania sum opa-
dow i facznego czasu trwania opadéw w sztywno zatozonych przedziatach godzinowych.
W ten sposdb powstata na przykfad unikatowo dtuga baza (z okresu 1886-2002) godzi-
nowych sum opadéw z Obserwatorium Astronomicznego w Krakowie, uporzadkowana
i wykorzystywana przez Twardosza [2005]. Niemniej, zgodnie z wiedza autora, na terenie
kraju brak jest podobnych baz danych opadowych dla krétszych czaséw trwania opadu,
dostosowanych do réznorakich potrzeb hydrologii miejskiej. Jedynym wyjatkiem znanym
autorowi jest ostatnio opracowana baza danych dla Katowic z wielolecia 1962-2006.
Baza ta siega swoja rozdzielczoscia takze do 5 minut, ktdre to przez jej autoréw jest
uznawane za techniczna granice odczytow paska pluwiograficznego [Hotda i Wojtylak
2008]. Celem powstania tej bazy byla przeprowadzona przez IMGW bezposrednia ocena
natezen deszczéw miarodajnych na terenie miasta na zlecenie Urzedu Miejskiego w Ka-
towicach, a wigc analiza analogiczna do przeprowadzonej poprzednio przez Licznara
i Lomotowskiego [2005a i 2005b] dla warunkdw wroctawskich.
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4. FRAKTALE | MULTIFRAKTALE

4.1. Definicja fraktala

Termin fraktal pochodzi od tacinskiego stowa fractus, ktére oznacza ztamany,
czastkowy czy tez nieregularny. Termin ten zostat wprowadzony do matematyki i upo-
wszechniony przez francuskiego matematyka i informatyka polskiego pochodzenia
Benoit Mandelbrota, jeszcze w latach siedemdziesiatych ubiegtego wieku. Wprowadze-
nie fraktali, a w zasadzie budowa nowego dziatu geometrii fraktalnej w matematyce,
byto koniecznym rozszerzeniem klasycznej geometrii w celu opisu, klasyfikacji i anali-
zy podzbioréw przestrzeni metrycznej, ktore sa geometrycznie ,,skomplikowane”. Pod-
zbiorami takimi moga by¢ np. zbiory punktéw, ktére w przestrzeni maja forme inna od
struktur takich jak gtadkie linie czy tez ptaszczyzny. Rezultatem ,,skomplikowanej”
struktury i organizacji fraktala jest to, ze nie mozna bezposrednio okresli¢, gdzie lezy
kazdy jego punkt. Jednakze, co jest bardzo istotne, zbidr ten moze by¢ zdefiniowany
przez pewna rekursyjna ,,zaleznos¢” pomiedzy ,,strukturami” obserwowanymi w zbio-
rze na roznych poziomach rozdzielczosci. Wynika stad potoczna definicja fraktala,
zgodnie z ktora jest on obiektem samo-podobnym, tzn. takim obiektem, ktérego czesci
skfadowe sa podobne do catosci, albo ,,nieskonczenie subtelnym”, to znaczy ukazuja-
cym subtelne detale nawet przy wielokrotnym powigkszeniu.

Chociaz prace Mandelbrota [1975, 1977, 1982] zaliczane sa do $cistego kanonu
geometrii fraktalnej, to nie byt on jedynym jej tworca, ani odkryty przez niego zbior
Mandelbrota nie byt pierwszym przyktadem fraktala. Zbiér Julii, scisle zwiazany ze
zbiorem Mandelbrota, byt badany jeszcze w latach 20. zesziego stulecia. Pionierskie
badania nad fraktalami byty powiazane z rozwojem geometrycznej teorii miary, majacej
swoje poczatki w pracach Constantina Caratheodory'ego i Felixa Hausdorffa. Istotny
wkiad w rozwoj geometrycznej teorii miary wniést takze Abram Samoilovitch Besi-
covitch, ktory jednoczesnie skonstruowat wiele konkretnych fraktali o paradoksalnych
wiasnosciach. Innymi waznymi badaczami, ktérzy zajmowali sie fraktalami o szczegdl-
nych wiasnosciach, byli: Georg Cantor, Giuseppe Peano, Wactaw Sierpinski, Paul Lévy,
czy tez Donald Knuth.

Sformutowany przez tworcéw geometrycznej teorii miary — wymiar Hausdorffa-
-Besicovitch stat si¢ podstawa pierwotnej definicji fraktala przez Mandelbrota: ,,Fraktal
z definicji jest zbiorem, dla ktérego wymiar Hausdorffa-Besicovitcha $cisle przekracza
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wymiar topologiczny.” Kilka lat pdzniej na przetomie lat 1986/1987 Mandelbrot zapro-

ponowat zastapienie powyzszego stwierdzenia nowa, zdecydowanie prostsza w swoim

wyrazie definicja: ,,Fraktal jest ksztattem zbudowanym z czesci podobnych do catosci

w pewien sposéb.” Olbrzymi potencjat tkwiacy w tej whasnosci zostat wykorzystany

praktycznie po raz pierwszy przez Mandelbrota w grafice komputerowej, gdzie techniki

fraktalne od tego czasu naleza do kanonu generacji i analizy obrazdw.

Co ciekawe, pomimo powszechnego i réznorodnego uzycia fraktali i grafiki frak-
talnej w grafice komputerowej i w réznych dziedzinach nauki brak jest po dzien dzisiej-
szy scistej definicji pojecia fraktala. By¢ moze najbardziej $cista jest podawana przez
Falconera [1990], wedtug ktorego zbiér mozna nazwa¢ fraktalem, jesli ma ponizsze
wihasciwosci:

1) drobna strukture; szczegot, ktéry pozostaje obecny w dowolnie matych skalach;

2) jest zbyt nieregularny, aby byé¢ opisywanym zaréwno lokalnie, jak i globalnie
w zakresie tradycyjnej geometrii;

3) ma pewna forme samo-podobienstwa (jest zbudowany z czesci, ktére przypomina-
ja catos¢ w pewien sposéb);

4) wymiar fraktalny zbioru jest wiekszy niz wymiar topologiczny (wymiar topolo-
giczny zbioru jest zawsze liczba catkowita, wyjasnienie roznic pomiedzy oby-
dwoma wymiarami mozna znalez¢ w nastepnym podrozdziale);

5)  jest zdefiniowany w bardzo prosty sposob (np. rekursyjnie).

4.2. Wymiar i kowymiar fraktalny

Pojecie wymiaru fraktalnego, zawarte w przytoczonej powyzej definicji fraktala,
zostato wprowadzone w celu ,,ilosciowej” charakterystyki obiektdw i zbioréw fraktal-
nych, ktére wymykaty sie standardowym narzedziom matematycznego warsztatu opi-
sowego, opartego na rézniczkowalnosci i ciagtosci funkcji analitycznych. Wiasciwie
pojecie wymiaru fraktalnego pojawia si¢ na granicy skal, co za tym idzie, punktem
wyjscia do jego zdefiniowania jest pomiar prowadzony w skali 8. W kazdej ze skal &
zaktadamy, ze pomiar czy tez charakteryzacja zbioru A jest prowadzona w spos6éb taki,
iz ignorujemy nieregularnosci zauwazalne w mniejszych skalach (skalach o rozmiarze
mniejszym od 9). Zgadzamy si¢ przy tym z faktem, ze dochodzac do najmniejszych
skal, do najdrobniejszych rozdzielczosci dostgpnych dla nas z uwagi na ograniczenia
techniczne pomiaru, proces nie musi by¢ w rzeczywistosci homogeniczny.

To z pozoru skomplikowane postepowanie staje si¢ tatwo zrozumiate na bazie
przyktadu podanego przez Federa [1988], dotyczacego pomiaru dtugosci linii brzego-
wej Norwegii na mapie z uzyciem cyrkla. Okazuje sig, ze dtugos¢ wybrzeza jest uzalez-
niona od skali pomiaru, czyli dtugosci rozchylenia ramion cyrkla uzywanego w tym
celu. Z uwagi na skomplikowany i nieregularny charakter fiordowego wybrzeza, ktére
jest fraktalem, wraz z minimalizacja rozchylenia ramion cyrkla catkowita dtugos¢ linii
brzegowej z pozoru paradoksalnie si¢ wydtuza. Co istotne, pojawia si¢ przy tym zjawi-
sko skalowania, uwidaczniajace si¢ jako wyrazna zaleznos¢ pomigdzy otrzymywana
z pomiaru dtugoscia L,(8,) a zmniejszajaca sie i dazaca do 0 skala pomiaru 6,
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L (8w)=2au -8, (4.1)

gdzie a, — stala, stuzaca jedynie dopasowaniu formuty do wynikéw pomiaréw,
Dy, — wymiar fraktalny wybrzeza.

W przypadku nieskomplikowanej krzywej opisujacej przebieg wybrzeza, przy-
najmniej dla odpowiednio matych wartosci &, wyktadnik D, powinien wynosi¢ 1
i wowczas pomiar dbugosci bytby niezalezny od rozdzielczosci i rowny a,, gdzie a,
oznaczatoby dobrze zdefiniowana dtugos¢ wybrzeza Norwegii. Jak jednak podaje Feder
[1988], dla wybrzeza Norwegii D,, = 1,52, a wiec nie jest to nawet liczba catkowita
(poréwnaj punkt 4 definicji fraktala).

Proste rozwazania przeprowadzone na przykfadzie pomiaru diugosci wybrzeza
Norwegii mozna uogélni¢ dla dowolnego zbioru punktéw A, rozpatrywanego w prze-
strzeni D-wymiarowej. Niech N, bedzie liczba nie nachodzacych na siebie hiperszescia-
néw o dtugosci boku A koniecznych dla pokrycia ograniczonej czesci D-wymiarowej
przestrzeni zawierajacej interesujacy nas zbior A (wymienione tutaj hiperszesciany sa
szescianami, kwadratami lub odcinkami, jesli prowadzimy rozwazania odpowiednio
w przestrzeniach 3-, 2- lub 1-wymiarowej). Wowczas liczba N, spelnia zaleznos¢ wy-
kfadnicza:

N, =A°, 4.2

oznaczajaca, ze N, jest proporcjonalne do A° w granicy A—e<. We wzorze (4.2) A jest
wspotczynnikiem skali, definiowanym jako iloraz najwigkszej skali L analizy do skali
homogenicznosci 6:

L

W przypadku gdy zbior A jest fraktalem, zaleznos¢ 4.2 nie zmienia swojej formy:
Nia =A% (4.4)

gdzie nadal N; » 0znacza liczbe nie nachodzacych na siebie hiperszescianéw o dtugosci
boku A, koniecznych dla pokrycia zbioru A, ale, co jest bardzo istotne, D, jest liczba
niecatkowity i jest wymiarem fraktalnym.

Wymiar fraktalny nie daje petnej informacji o ,,strukturze” zbioru, nie moze on by¢
na przyktad podstawa do odtworzenia zbioru. Jest to jedynie specyficzna forma charak-
teryzujaca zbiér. Og6lnie wymiar fraktalny zbioru mowi o tym, z jaka gestoscia zbidr
zajmuje metryczna przestrzen, w ktorej si¢ znajduje, czyli inaczej mowiac, na ile zbiér
»Zapenia” przestrzen.

Wymiar fraktalny Dy jest takze podstawa definicji kowymiaru fraktalnego c:

C= D - DA , (45)
gdzie D jest wymiarem przestrzeni zawierajacej (jako zanurzenie) zbidr A, ktéry odpo-

wiada najmniejszemu mozliwemu euklidesowemu wymiarowi (d = 1,2,3) pola geome-
trycznego, w ktére wbudowany jest zbior A.

27



Kowymiar jest natomiast wykorzystywany w ,,probabilistycznej” definicji fraktal-
nego obiektu. W definicji tej okresla si¢ prawdopodobienstwo tego, ze hiperszescian
o dhugosci boku A przetnie sig ze zbiorem A:

Nja
Pr=—— .
N, (4.6)
Po uwzglednieniu zaleznosci (4.2) i (4.4) mozna, po przeksztatceniu prawej strony
rownania (4.6), wykaza¢, ze prawdopodobienstwo to skaluje si¢ zgodnie z indeksem
kowymiaru:
N?»,A - 7‘DA _ 13 Da-D _n-¢C
N, - 2P =\ =17, 4.7
Formuta (4.7) moze zatem by¢ wykorzystywana do powiazania kowymiaru z cze-
§cia przestrzeni obserwacji, zajeta przez zbior fraktalny o wymiarze Da.

4.3. Multifraktale i procesy multifraktalne

Woprowadzenie geometrii fraktalnej, jako alternatywy wobec warsztatu klasycznej
geometrii, okazato si¢ jedynie czesciowo zaspokaja¢ potrzeby przedstawicieli pewnych
dziedzin nauki. W pierwszym rzedzie zaliczali si¢ do nich fizycy atmosfery, ktdrzy
szybko podchwycili ideg szerokiego stosowania fraktali, chocby do opisu chmur, czy
tez pol opadowych. Hentschel i Procaccia [1984] oszacowali wymiar fraktalny ksztattu
(obwodu) chmur jako zawierajacy sie w zakresie: 1,37<Dx<1,41. Wyniki te okazaty sie
catkowicie zgodne z wynikami niezaleznych badan prowadzonych przez Lovejoya
[1982] nad turbulentnym polem atmosferycznym, zmierzajacymi do ustalenia zalezno-
$ci pomiedzy powierzchnia a obwodem chmur i p6l opadowych. Wyznaczona przez
Lovejoya [1982] wartos¢ kowymiaru dla chmur oraz p6l opadowych wynosita
0,65+0,05, co po przeksztatceniu zaleznosci (4.5) i przyjeciu D = 2, jak dla rozwazan
zbioru zawartego na plaszczyznie, daje Dy = 1,35+0,05. P6zniej, na podstawie tych
doswiadczen Lovejoy i Mandelbrot [1985] zaproponowali samo-podobny model frak-
talny p6l deszczowych. Podstawa tego modelu jest przyjecie, ze pole deszczowe jest
superpozycja ,impulsow”. Kazdy z ,,impulsow” zajmuje obszar A; i charakteryzowany
jest przyrostem natgzenia opadu AR, = + A/, Natezenie deszczu jest dla ,,impulsow”
dobierane losowo, tak aby losowo podnosi¢ lub obniza¢ catkowite nat¢zenie opadu na
catym polu. Natomiast obszary impulséw przyjmuje sie, ze moga by¢ charakteryzowane
hiperbolicznym rozktadem prawdopodobienstwa: Pr(As>as) =~ as*. Model ten zostat
udoskonalony przez Lovejoya i Schertzera [1985] przez wprowadzenie poprawki, ze
»impulsy” nie maja jednorodnego, wyréwnanego potozenia, lecz sa rozmieszczone na
fraktalnym zbiorze punktéw w przestrzeni. Cytowani powyzej autorzy, uwzgledniajac
warstwowos¢ atmosfery oraz rotacje wynikajace z sity Coriolisa, stwierdzili, ze chmury
nie powinny by¢ traktowane jako samopodobne (ang. self-similar), lecz jedynie samo-
afiniczne (samopowinowate) (ang. self-affine). Tym samym dla peinej charakteryzacji
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chmur potrzebne jest cate spektrum wymiaréw fraktalnych, a wiec chmury sa multifrak-
talami [Lovejoy i Schertzer 1985].

Pierwotne koncepcje multifraktali pojawiaty si¢ juz w pracach Mandelbrota [1972,
1974] i wynikaty z rozwazan dotyczacych turbulencji. Byly one nastgpnie rozszerzone
w cytowanej juz ksiazce ,,The fractal geometry of nature” [Mandelbrot 1982]. Od tego
czasu idea stosowania miary multifraktalnej otworzyta catkiem nowa dziedzing aplika-
cji geometrii fraktalnej dla systeméw naturalnych [Feder 1988]. Multifraktale pozwolity
miegdzy innymi, w zakresie charakterystyki systeméw naturalnych, na opis wspomnia-
nego powyzej samo-powinowactwa w miejsce znacznie prostszego samo-podobienstwa.
Wedtug Mandelbrota [1986] funkcja samo-powinowactwa 6(x,y,z) dokonuje transfor-
macji w sposdb samo-podobny w kierunkach poziomych x iy, wtedy gdy (x,y) —
(rx,ry) (jest to w zasadzie proste przeskalowanie) i w odmienny sposéb dokonuje trans-
formacji w kierunkach z i 6, uzywajac odpowiednio r® i r®". Przy czym G jest dodat-
kowym wykfadnikiem Lipschitz-Holdera. Taka definicja samo-powinowactwa, jak
i caty warsztat miary fraktalnej doskonale wpasowywaly sie w potrzeby fizyki atmosfe-
ry, meteorologii i modelowania pdl opadowych. Dlatego pierwszym zestawem danych
obserwacyjnych, dla ktérego oszacowano kiedykolwiek wymiary multifraktalne, byto
pole odbiciowosci radarowej deszczu [Lovejoy i Schertzer 1985].

Jak juz wspomniano, pierwotnie teoria procesow multifraktalnych zostata rozwi-
nigta w odpowiedzi na potrzeby badan nad turbulencja. W ramach tych badan zauwazo-
no, ze multifraktalny obraz turbulencji moze by¢ modelowany w efektywny sposéb
z uzyciem fenomenologicznych modeli kaskadowych. Do wnioskdw takich sktaniaty
rozwazania nad turbulencja hydrodynamiczna, opisywana przez nieliniowe dynamiczne
rownania Naviera-Stokesa, jak tez zestawem nieliniowych czastkowych réwnan rdz-
niczkowych, modelujacych procesy fizyczne zachodzace w atmosferze. W obydwu
przypadkach zidentyfikowano pewne charakterystyczne mechanizmy, prowadzace do
wystepowania fenomenologii kaskadowej, takie jak: symetria skalowania, wystepowa-
nie przeptywow strumieni energii z duzej do matej skali oraz lokalnos¢ w przestrzeni
Fouriera (oznaczajaca, ze dynamicznosci sa najbardziej efektywne w obrebie sasiaduja-
cych ze soba skal, a co za tym idzie, bezposredni przeptyw energii z wielko- do mato-
skalowych struktur jest nieefektywny) [Tessier i in. 1993].

W wyniku tego zaréwno w obrebie turbulencji hydrodynamicznej, jak i badan nad
atmosfera, w tym szczegolnie nad opadami, istotne znaczenie zyskaty modele kaskado-
we, ktdre szczegdtowiej sa dyskutowane w dalszej czesci pracy. Powiazanie rozwoju
teorii multifraktali z badaniami nad turbulencja zaowocowato réwniez powstaniem
turbulentnego formalizmu multifraktali (ang. turbulence formalism). Formalizm ten
zostat przyjety jako podstawowy w niniejszej pracy, chociaz nalezy pamieta¢, iz réwno-
legle rozwijany byt formalizm obcego atraktora (ang. strange attractor formalism), przez
autoréw takich jak wspomniani juz Hentschel i Procaccia [1983] czy tez Grassberger
[1983], Halsey i in. [1986]. Celem rozwoju tego alternatywnego formalizmu byta po-
trzeba wprowadzenia multifraktalnych miar prawdopodobienstwa w matowymiarowych
przestrzeniach fazowych (ang. probability measures in low-dimensional phase-spaces).
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4.4. Podstawowe cechy multifraktali

Do podstawowych cech multifraktali nalezy w pierwszym rzedzie zaliczy¢ wielo-
skalowos¢ (ang. multiscaling). Wyjasnienie tej cechy jest tatwe na przykiadzie wielu
procesow geofizycznych, ktore cechuje wysoka nieciagtos¢ (ang. intermittency). Nie-
ciaglos¢ oznacza bowiem, ze proces nie ,wypetnia” catkowicie objgtosci dostepnej
przestrzeni. Zwykle tez wraz z intensyfikacja procesu jego dystrybucja rozktada si¢ na
coraz rzadszych zbiorach fraktalnych. Kazdy z tych zbioréw jest charakteryzowany
przez inny wymiar fraktalny i w zasadzie caty proces nie moze by¢ opisywany staty-
stycznie przez pojedynczy wyktadnik skalowy, jak w przypadku prostego skalowania
i zbiorow monofraktalnych (ang. monofractal sets), lecz przez, w zasadzie nieskonczo-
na, hierarchi¢ wyktadnikéw skalowych. Ta hierarchia moze by¢ opisywana przez funk-
cje wykladnika skalowania (ang. scaling exponent function). W czesci badawczej pracy
prezentowane sa badania intensywnosci procesu opadowego z Wroctawia, ukierunko-
wane na wykrycie wystepowania wspomnianej hierarchii wyktadnikéw skalowania,
weryfikujace teze o multifraktalnym podtozu procesu i charakteryzujace go z punktu
widzenia statystycznego.

W przypadku multifraktali wieloskalowos¢ jest potaczona z niezmienniczoscia
skalowa (ang. scale-invariance). Badanie niezmienniczosci skalowej jest przeprowadza-
ne z wykorzystaniem metod spektralnych (widmowych), nazywanych tez czesto meto-
dami transformaty Fouriera. Kazdy proces fizyczny moze by¢ opisywany w domenie
czasowej, co wydaje si¢ by¢ najbardziej naturalnym w przypadku analizy szeregow
czasowych oraz w domenie czgstotliwosci, gdzie proces jest charakteryzowany przez
okreslenie jego amplitudy jako funkcji czestotliwosci. Obydwie reprezentacje sa pota-
czone ze soba rownaniami transformaty Fouriera. Transformata pozwala na przeanali-
zowanie widma mocy (ang. power spectrum), czyli dystrybucji wariancji w obrebie
zakresu zmiennosci czestotliwosci czy tez diugosci fali. Pozwala to na wykrywanie,
czesto pierwotnie trudno zauwazalnych, w domenie czasowej cech szeregéw czaso-
wych, takich jak dtuga pamie¢, cyklicznosé¢ czy tez obecnos¢ zmiennosci dla wysokiej
czestotliwosci. Wystepowanie cztonéw periodycznych, odnajduje swoje odbicie
w wysokich i ostrych pikach w widmie dla czestotliwosci im odpowiadajacych.
W przeciwienstwie do tego gtadki przebieg widma, zgodny z zaleznoscia potegowa, jest
uznawany za rezultat skalowania [Gao i in. 2007, Lovejoy i Schertzer 1995, Schertzer
i Lovejoy 1985, 1987]:

E(0)=o”, (4.8)

gdzie: E(w) jest energia, o — liczba falowa, a B — wyktadnikiem spektralnym.

W przypadku silnie nieciagtych proceséw w celu poprawnej analizy widma ich
energii koniecznym jest dysponowanie odpowiednio licznymi probkami danych. Ska-
lowanie widma energii wedlug zaleznosci (4.8) jest prawie catkowicie wystarczajacym
dla scharakteryzowania wiasnosci skalowych monofraktali, niemniej nie jest wystarcza-
jacym w przypadku multifraktali.

Trzecia istotna cecha procesow multifraktalnych jest ich zmiennos¢ (ang. variability).
W badaniach wielu procesow geofizycznych wyraznie przejawia si¢ ich nieliniowa
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zmiennos¢, ktora to ma miejsce w bardzo szerokim zakresie skal. W przypadku dotarcia
w badaniach do bardzo matych skal méwi sie o tzw. wewnetrznych skalach (ang. inner
scales) procesdw. W skalach tych procesy sa juz homogeniczne i ich zmiennos¢ nie ma
miejsca, przebiegaja one ze stala intensywnoscia. W praktyce pomiarowej dotarcie do
tak matych skal jest zwykle niemozliwe z uwagi na ograniczenia uzywanej aparatury.
Mozliwe do przeprowadzenia przez nas obserwacje sa w zasadzie srednimi gestosci
proceséw wzgledem rozdzielczosci przyrzadow pomiarowych. Dobra ilustracja tego jest
rysunek 4.1, na ktérym wida¢ wyraznie, ze zakres wartosci obserwowanego strumienia
energii kinetycznego deszczu jest uzalezniony od poziomu rozdzielczosci czasowej
rejestracji ciagtego procesu i drastycznie spada wraz z wydtuzeniem okresu rejestracji.
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Rys. 4.1. Zalezno$¢ pomiedzy zakresem obserwowanych wartosci strumienia energii kinetycz-
nej kropel deszczu a poziomem czasowej rozdzielczosci pomiaru. Na podstawie po-
miaréw wiasnych opadu deszczu z dnia 9 lipca 2004, przy wykorzystaniu prototypo-
wego impaktometru piezoelektronicznego [Licznar i £omotowski 2007, Licznar i in.
2008b]

Fig. 4.1. Relation between a range of observed kinetic energy of raindrops flux values and
a level of temporal sampling resolution. Based on own rainfall measurements on the 9™
July 2004, made with the use of a prototypical piezoelectronic impactometer [Licznar
and £omotowski 2007, Licznar et al. 2008b]

Glebsza analiza rysunku 4.1 skfania do dwoch dodatkowych wnioskéw. Po pierw-
sze, przy obserwacjach wielu procesdw, np. deszczéw, zwykle tracimy catkowicie skalg
najmniejszego detalu. Wedtug Schertzera i Lovejoya [1989, 1991] jest to istotna strata,
gdyz detale wystepujace w tych niewielkich skalach moga by¢ bardzo istotne dla staty-
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stycznych osobliwosci (ang. singular statistics) w mato-skalowej granicy realizacji
procesow. Drugi wniosek jest powiazany z utarta praktyka opisywania procesow geofi-
zycznych za pomoca funkcji o charakterze ciagtym. Niemym przyjeciem tego warsztatu
badawczego jest twierdzenie, ze oszacowane ciagte funkcyjne reprezentacje procesow
sa zarazem granicznymi reprezentacjami dyskretnych obserwacji procesow, gdy skala
ich prowadzenia czy tez rozdzielczos¢ zmierza ku zeru. Zatozenie to otwiera droge do
uproszczonego opisu procesu, wedtug narzuconej odgdrnie i w catkowicie nieuzasad-
niony spos6b, matematycznej regularnosci i gtadkosci, pozostajacej w catkowitej
sprzecznosci z silna zmiennoscia procesu wystepujaca w skalach mniejszych od skali
obserwacji. Jak stusznie zauwazyli Lovejoy i Schertzer [1991] oraz Schertzer i Lovejoy
[1989], badania nad procesami wykazujacymi silnie nieliniowa zmiennos¢ powinny by¢
prowadzone przy uzyciu warsztatu opartego na miarach matematycznych, a nie na ana-
lizie funkcyjnej, gdyz uzywanie funkcji w miejsce miar jest catkowicie sztuczna ideali-
zacja matematyczna.

Dla zbioréw fraktalnych czy tez multifraktalnych nie jest mozliwym wykorzysty-
wanie regularnych miar Lebesgue’a, dostosowanych do opisu konwencjonalnych ele-
mentdw graficznych, takich jak linia, powierzchnia, objgtos¢. Ich catkowity wymiar d
musi by¢ zastapiony przez D-wymiarowa miar¢ Hausdorffa [Schertzer i Lovejoy 1987,
1989]. D-wymiarowa miara Hausdorffa zbioru A w przestrzeni X jest zapisywana jako:
[ d°x . Natomiast wymiar Hausdorffa D, zbioru A jest zdefiniowany na zasadzie reguty
rbzbieznosci (ang. divergance rule) zapisanej zaleznosciami:

[dPx=eo dla D<Da, (4.9)
A

IAdDX=0 da  D>D, (4.10)

Wymiar Hausdorffa zbioru jest zatem definiowany przez przejscie od nieskonczo-
nosci do zera przy D = D,. Istotna cecha miar Hausdorffa, wykorzystywana w warszta-
cie opisu multifraktalnego, jest prosta zaleznos¢ skalujaca zachodzaca przy dowolnym
rozszerzeniu skali A do skali AA:

[d°x=2"[d"x (4.12)
AA A

Wspomniane juz wczesniej osobliwosci towarzyszace mato-skalowej granicy opisu
zachowania nieliniowo zmiennych proceséw geofizycznych staty si¢ gtdwna osia roz-
woju formalizmu multifraktalnego, ktdrych poczatek rodzi si¢ z ponizszych rozwazan.

Niech proces multifraktalny w otaczajacej przestrzeni X o wymiarze D bedzie ob-
serwowany przez pojedyncza zmienna jego natezenia czy tez gestosci €. W rzeczywi-
stosci proces ten jest mierzony na skonczonym poziomie rozdzielczosci A i co za tym
idzie, jest staty dla hiperszescianéw o boku diugosci A, umiejscowionych centrycznie
w pewnych lokalizacjach x przestrzeni X. Jesli przestrzen ma wymiar D, to mozliwym
jest zdefiniowanie A° takich nieprzecinajacych sie hiperszescianéw. Z tej racji przy
poziomie rozdzielczosci A wystepuja natezenia €, ; (x;) dla i = 1,..,A°. Odpowiadajace im
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bezwymiarowe natezenia €, ; moga by¢ uzyskane przez podzielenie €,; przez srednie
natezenie zbioru procesu <g; >:

gu=—2 dla i=1,.,4° (4.12)
<g >
gdzie srednie natgzenie zbioru to:
)\,D
Z(Ex,i*)
<oy =it (4.13)
A

We wzorach powyzszych dla uproszczenia zapisu pomija sie parametr rozmiesz-
czenia centrycznego poszczegdlnych hiperszescianéw x;. Analizujac zaleznosci 4.12
i 4.13, tatwo zauwazy¢, ze wartosé srednia bezwymiarowych natezen bedzie wynosi¢ 1
niezaleznie od skali:

<g >=1 (4.14)

We wzorze 4.14, takze dla uproszczenia dalszych rozwazan, pomijany jest indeks i.

Istota opisu multifraktalnego procesu jest przyjecie zatozenia, ze natezenie procesu
&, przejawia w przyblizeniu proporcjonalnos¢ zapisywana zaleznoscia [Frisch i Parisi
1985, Halsey i in. 1986, Schertzer i Lovejoy 1987]:

& =1 (4.15)

gdzie: A — wspotczynnik skali (iloraz najwigkszej analizowanej skali i skali homoge-
nicznosci), Y — parametr charakteryzujacy natezenie €,, ktdry to jest niezalezny od po-
ziomu rozdzielczosci A. Parametr y charakteryzuje natgzenie procesu €, jedynie w spo-
sob jakosciowy, a nie ilosciowy, gdyz w formule 4.15 znak = zawiera w sobie cztony
wolno zmieniajace si¢ z A oraz state normalizacyjne. Wyktadnik vy jest zwykle okreslany
mianem osobliwosci (ang. singularity) czy tez rzedem osobliwosci (ang. order of singu-
larity) w odniesieniu do catego zakresu wartosci y. Osobliwosci te odpowiadaja catemu
zakresowi poziomOw natezenia procesu od bardzo niskich do bardzo wysokich (patrz
rys. 4.2). Parametr y moze by¢ zatem traktowany jako miara ,,sity” natgzenia €, obser-
wowanego w skali rozdzielczosci A, a jego niezalezny od rozdzielczosci charakter ska-
nia do jego stosowania w badaniach procesow przebiegajacych na granicy catego szere-
gu skal. Zrodtem terminu osobliwosé¢ w odniesieniu do wykiadnika 7y jest osobliwe
zachowanie multifraktala w matoskalowej granicy przy A—-e<, wowczas dla wszystkich
osobliwosci y>0, €,—>e<, gdy A—o< [Schertzer i Lovejoy 1987, 1989]. W rezultacie
osobliwego zachowania, gdy A—e<, nie jest mozliwym rozwazanie granicy w sensie
fizycznym, gdyz osobliwosci zapobiegaja zbieznosci w jej zwyktym rozumieniu. Grani-
ca gestosci € jest zatem definiowana jedynie w sposob niejawny, z uzyciem regularniej-
szej granicy strumieni poprzez rozne zbiory, gdy A—e<. Strumienie sa przy tym rozumia-
ne jako catki po gestosci €. Strumien IT,(A) przez zbidr A o wymiarze D, zdefiniowany
w przestrzeni X na poziomie rozdzielczosci A jest catka jak ponizej:
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D
[1(A)=]ed"x (4.16)

Zdefiniowane strumienie okazaty sie by¢ bardzo przydatnymi w badaniach nad
turbulencja, cho¢by w sygnalizowanej juz fenomenologii kaskadowej turbulencji hy-
drodynamicznej. Interpretacje graficzna strumienia energii gestosci dla uproszczonego
przypadku jednowymiarowego (D = 1) mozna odnalez¢ na rysunku 4.2. Strumienie
zdefiniowane zaleznoscia 4.16 maja regularna granice:

T1(A)=lim[T(A) = lim [e,d®x (4.17)

}\’-1

Rys. 4.2. Schematyczny diagram obrazujacy multifraktalny strumien energii gestosci €, dla
najmniejszej rozdzielczosci A i przedstawiajacy zbiory wartosci przekraczajacych po-
ziomy natezenia, odpowiadajace dwom réznym rzedom osobliwosci vy i v, [wykres
modyfikowany za Tessierem i in. 1993]

Fig. 4.2.  Schematic diagram presenting multifractal flux of energy density ¢, for smallest reso-
lution A and showing sets of values exceeding intensity limits defined by two diffe-
rent orders of singularity y; and 1y, [diagram modified from Tessier et al. 1993].

4.5. Kaskadowe procesy multifraktalne

Zachowanie wielu proceséw multifraktalnych jest analogiczne do kaskadowego
zachowania typowego dla turbulencji. Kaskady w odniesieniu do turbulencji znajduja
zastosowanie w modelowaniu jej nieciagtosci i niezmienniczosci skalowej. Fenomeno-
logia modeli kaskadowych bazuje na obserwacji tendencji do coraz wigkszej koncentra-
cji ,aktywnosci” turbulencji wraz ze zmniejszaniem si¢ skali, czego wynikiem jest jej
coraz bardziej niejednorodny obraz. W przypadku dynamicznych modeli kaskadowych
ich ,,struktury” w sasiednich skalach moduluja sie¢ nawzajem w sposob multiplikatywny,
stymulujac rozbijanie ,wir6w” (ang. "eddies") z uwagi na nieliniowe oddziatywania
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i wewngtrzna niestabilnos¢ [Lovejoy i Schertzer 1990a, Schertzer i Lovejoy 1987].
Charakterystyczny dla turbulencji termin ,,wiru” posiada szersze znaczenie w fenome-
nologii kaskad skalarnych. W tych modelach multiplikatywnych frakcja strumienia
energii transferowana ze struktur wyzszych do nizszych, pochodnych struktur jest de-
terminowana w spos6b niezmienniczy skalowo, a kolejne stopnie kaskady definiuja
w sposob niezalezny dystrybucje frakcji strumienia energii w mniejszych skalach, czyli
na nizszych stopniach kaskady [Over i Gupta 1994, 1996, Schertzer i Lovejoy 1987].

W praktyce stosowane sa najczesciej dyskretne modele kaskadowe, a wiec modele
o dyskretnych skalach. W modelach takich wykorzystuje sie stale elementarne wspot-
czynniki skal Aq, wigksze od 1 (najczesciej dla uproszczenia rozwazan przyjmuje sig
Ao = 2). W najwigkszej ze skal kaskady (A = 1, dla najwigkszej dtugosci Ly) poczatkowa
bezwymiarowa energia jest roztozona rbwnomiernie, a wigc gestos¢ jej strumienia g; = 1.
W procesie rozwoju kaskady, a wiec przy przechodzeniu do jej nizszych poziomoéw
poczatkowa duza ,,struktura” ulega rozpadowi na coraz mniejsze podstruktury o charak-
terystycznej dtugosci 8. W procesie tym procent energii przekazywanej ze struktury
wyzszej (rodzica) do struktury nizszej (potomka) jest determinowany losowo. Po
n-krotnym powtdrzeniu tego mechanizmu, czyli po n stopniach kaskady (n iteracjach
procesu multiplikatywnego) w przestrzeni D-wymiarowej pojawia si¢ A° ,,podstruktur”
o charakterystycznej dtugosci &', = Lo/Ao" i catkowitym stosunku skal A" = Lo/&",. Kaz-
dej z ,,podstruktur” przyporzadkowana jest odpowiadajaca jej gestos¢ strumienia energii
eni dlai=1,..., AP (oznaczana zwykle w celu uproszczenia z pominieciem indeksu i
jako €,). Te wartosci gestosci energii czy tez ogblnie okreslane wartosci pola dla sasied-
nich stopni w kaskadzie (g, oraz €,.1) spetniaja nastepujaca zaleznos¢:

£, = lE-Es, (4.18)

gdzie: pe — zmienna losowa.

W toku badan nad turbulencja opracowano cata serie¢ jej modeli kaskadowych:
model ,,pulsu w pulsie” (ang. "pulse in pulse model™) [Novikov i Stewart 1964], model
lognormalny (ang. lognormal model) [Kotmogorow 1962, Obukhov 1962, Yaglom
1966], model wazonej koagulacji (ang. weighted-curdling model) [Mandelbrot 1974],
model B (ang. B model) [Frisch i in. 1978], model o (ang. o model) [Schertzer i Love-
joy 1983], losowy model  (ang. random 3 model) [Benzi i in. 1984], model p (ang.
p model) [Meneveau i Sreenivasan 1987], modele ciagtych i uniwersalnych kaskad
(ang. continuous and universal cascade models) [Schertzer i Lovejoy 1987]. Charakte-
rystyka wszystkich wymienionych modeli wykracza poza ramy niniejszej pracy. Poni-
zej przestawiono pokrotce jedynie dwa sposrod nich: model B i model o, gdyz ich sfor-
mutowanie byto istotnym elementem rozwoju catoksztattu teorii multifraktali. Nato-
miast w koncowej czesci niniejszego rozdziatu dyskutowane sa modele ciagtych i uni-
wersalnych kaskad, ktére moga by¢ uznawane za modele najbardziej zaawansowane
i najlepiej odpowiadajace rzeczywistym procesom fizycznym.

Model B jest najprostszym modelem kaskadowym, nazywanym takze czesto mia-
nem modelu monofraktalnego (ang. monofractal model). Model ten pozwala na
uwzglednienie jedynie nieciagtosci turbulencji na drodze przyjecia alternatywy,
ze ,,wiry” sa aktywne (zywe) badz tez nieaktywne (martwe) [Novikov i Stewart 1964,
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Mandelbrot 1974, Frisch i in. 1978]. Wybdr pomiedzy jedynie dwoma stanami: aktyw-
nym i nieaktywnym powoduje ze w modelu B przy przejsciu z poziomu wyzszego do
nizszego zmienna losowa z réwnania 4.10 w danej rozdzielczosci A moze przybraé
jedynie dwie wartosci: A° lub 0, z prawdopodobiefistwami (dopetniczymi) wynoszacymi
odpowiednio:

Pr (ws = k°) =17, (aktywny) (4.19)

Pr(ue=0)=1-1"°, (nieaktywny) (4.20)

We wzorach 4.19 i 4.20 parametr ¢ jest kowymiarem aktywnych, zywych ,,wirow”,
a wigc podstawy procesu (ang. support of the process). Po uwzglednianiu wymiaru D
otaczajacej przestrzeni daje on podstawe wyznaczenia wymiaru fraktalnego wedtug
zaleznosci 4.5. Zmienna losowa w réwnaniu 4.19 pe = A, w przypadku wartosci wigk-
szej od 1, odpowiadajaca wzmocnieniu (ang. boost), winna spetnia¢ warunek zachowa-
nia sredniej zbioru, tak wiec na wszystkich poziomach kaskady powinien by¢ spetniony
warunek: <pe> = 1.

W modelu B wraz ze zstgpowaniem ku nizszym stopniom kaskady udziat aktyw-
nych ,,wiréw” spada zgodnie z wartoscia wspdtczynnika Ao, a co za tym idzie, do za-
pewnienia zachowania $redniej gestos¢ strumienia energii tych aktywnych ,,wirdw”
musi wzrastaé o Ao razy. Jesli rozpatrzy si¢ w ten sposéb n stopni kaskady to zauwa-
zalna tutaj dychotomia bedzie wzmocniona przez catkowity wspétczynnik skalowy A,".
Prowadzi to w efekcie do dywergencji (rozbieznosci) gestosci (ze stopniem osobliwosci ¢)
lub tez jej ,,wyciszenia” do zera.

Model o powstat jako odpowiedz na niedoskonatosci modelu B, wynikajace
z przyjetej mato realistycznej dychotomii zywych i martwych ,wirow” [Schertzer
i Lovejoy 1983]. Model o nazywanym jest tez czgsto mianem jawnego modelu multi-
fraktalnego (ang. explicit multifractal model). Takze ten model kaskady jest budowany
na podstawie losowego wprowadzenia dwu-stanowych mnoznikéw. Niemniej, w swojej
filozofii zastepuje on podziat ,,wirdw” aktywnych i nieaktywnych na podziat pomigdzy
wiry bardziej i mniej aktywne. ,,Wiry” aktywniejsze sa rozumiane jako te, ktore owocu-
ja silniejszymi ,,pod-wirami”, a mniej aktywne odpowiednio stabszymi ,,pod-wirami”.
W modelu zaklada si¢ ponadto, ze podziatu ,,wirébw” mozna dokonaé¢ zgodnie z proce-
sem Bernoulliego o rozktadzie dwumianowym:

Pr (us = W*) =01, (bardziej aktywny) (4.21)
Pr(ue=A"")=1-2"  (mniej nicaktywny)  (4.22)

W réwnaniach powyzszych parametr ¢ jest kowymiarem podstawy procesu. Jest on
powiazany z wyktadnikami y" i ¥ tak, aby zachowana byta srednia zbioru, a wiec
<pe> = 1. Co za tym idzie, spetniona musi by¢ rownos¢ jak ponizej:

AT AT (1-A0) =1, (4.23)
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Z réwnania 4.23 wynika, ze A¥">1 (co za tym idzie, ¥">0) odpowiada wzmocnieniu
(ang. boost), a A¥'<1 (y <0) odpowiada wyttumieniu (ang. decrease). Graficzne poréw-
nanie funkcjonowania kaskad modeli B i o dla pojedynczego stopnia i dla wybranej
struktury mozna odnalez¢ na rysunku 4.3. Warto przy tym zauwazy¢, ze model B moze
by¢ traktowany jako szczeg6lny przypadek ogolniejszego modelu o, dla ¥ = -o<
iy =c.

W modelu kaskadowym [ wartosci parametru y sa ograniczone, niemniej efektem
koncowym sukcesji parametréw y* i ¥ w modelu jest cata hierarchia pozioméw nateze-
nia, a co za tym idzie, hierarchia wymiar6w charakteryzujacych powstate zbiory na
roznych poziomach natgzenia. Po n stopniach kaskady prawdopodobienstwo przewyz-
szenia czy tez osiagniecia gestosci wynikowego procesu lub pola na poziomie gestosci
£.:>(Ao")Y mozna oszacowaé jako [Lovejoy i Schertzer 1990b, Schertzer i Lovejoy 1987]:

Pr(es 2(h")") = £ (1) (") ™", (4.24)

gdzie: f(y) — wspotczynnik mnoznikowy, zalezny od liczby zdarzen (ang. occurrences)
zawierajacych osobliwos¢ y. W zaleznosci 4.24 z kazdym rzedem osobliwosci powiaza-
ny jest konkretny kowymiar. Ponadto wystepujacy w zaleznosci znak ,,=" zawiera
w sobie czynniki wolno zmieniajace sig z A. Jesli catkowity wspotczynnik skali (od
najwigkszej zewnetrznej skali do najmniejszej skali) A", zostanie zastapiony przez A,
woéwczas to dla A—e< (dla n >> 1) mozna przyja¢, ze kowymiar jest funkcja niezalezna
od n, czyli c,(y)=c(y). Uwzgledniajac to w formule 4.24, uzyskuje si¢ fundamentalna
zaleznoé¢ multifraktalna dla kaskad [Schertzer i Lovejoy 19871]:

dc
~ —¢(7) -

Pr(e;227)=f(y)A"" d;/>0’ (4.25)
gdzie: g, — natezenie (gestos¢) bedace rezultatem rozwoju kaskady w dot do rozdziel-
czosci A, a c(y) — funkcja charakteryzujaca dystrybucje osobliwosci y intensywnosci
procesu (funkcja kowymiaru).
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Rys. 4.3. llustracja graficzna przyktadowego podziatu wyréwnanego (jednostkowego) strumie-
nia gestosci dla wybranej struktury i dla pojedynczego stopnia kaskady w przypadku
modeli B i o (rozpad na aktywny i nieaktywny wir w przypadku modelu 3 oraz rozpad
na bardziej aktywny i mniej aktywny wir w przypadku modelu o)

Fig. 4.3. Graphical illustration of uniform (unit) flux density division examples for selected
structure and for single cascade step in case of B and o models (disintegration into
alive and dead sub-eddies in case of 3 model and disintegration into a strong sub-eddy
and a weak sub-eddy in case of oo model)

4.6. Klasyfikacja multifraktali

Powszechne stosowanie r6znego typu kaskad celem generacji multifraktali dopro-
wadzito do wprowadzenia klasyfikacji samych multifraktali. Jedna z najwazniejszych
klasyfikacji multifraktalnych, kaskadowych proceséw, zwiazanych z ich natura, jest
podziat na procesy odstoniete (ang. bare) i ubrane (ang. dressed) [Lovejoy i Schertzer
1990b, Schertzer i Lovejoy 1987, 1989, 1992]. O odstonietych wielkosciach i wasci-
wosciach kaskad mowimy, jesli sa one wielkosciami czy tez wiasciwosciami teoretycz-
nymi, powstatymi po okreslonej liczbie stopni kaskady. Tak jak to przedstawia rysunek
4.4 (lewa strona) odstoniete wielkosci i wkasciwosci powstaja w obrebie kaskad w pro-
cesie zstepowania od skal wiekszych ku mniejszym, sa one wiec efektem procesu drob-
noziarnistego (ang. fine-grained process). Przeciwienstwem tego procesu jest proces
gruboziarnisty (ang. coarse-grained process), patrz rysunek 4.4 (prawa strona). Jego
efektem sa ubrane wielkosci i whasciwosci, ktore to nie sa juz wielkosciami czy tez
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wihasciwosciami teoretycznymi, lecz otrzymanymi eksperymentalnie na drodze usred-
niania czasowego badz tez przestrzennego w okreslanych skalach rozdzielczosci. Roz-
dzielczosci te z uwagi na podnoszone juz ograniczenia pomiarowe sa zwykle wigksze
od skali wewnetrznej (ang. inner scale), ponizej ktorej proces jest rzeczywiscie homo-
geniczny. Integracja matoskalowej zmiennosci procesu na kolejnych, wstepujacych
stopniach kaskady prowadzi do nieuniknionego ,,wygtadzania” matoskalowych osobli-
wosci procesu. Niemniej, wszystkie drobne detale procesu sa zawarte w ocenie ubra-
nych wielkosci. Z tej racji bierze sie nazwa proceséw ubranych, ktérych rejestracje sa
»ubrane” matoskalowymi aktywnosciami. W przeciwienstwie do tego teoretyczne pro-
cesy sg odstoniete, gdyz sa ,,0gotocone” z matoskalowej aktywnosci.

Analizujac rysunek 4.4, fatwo zauwazy¢, ze procesy ubrane sa bardziej ,,zywioto-
we.” Jest to efektem znacznego wptywu ukrytej matoskalowej zmiennosci procesu
(a wiec zmiennosci ukrytej pomiedzy skala obserwacji a najbardziej wewnetrzna skala
procesu, ponizej ktdrej jest on juz homogenicznym) na zmiennos$¢ ubranego procesul.
Przyjmuje si¢ zatem, ze dla danej skali ubrane natezenie procesu €4 jest multiplikatyw-
nym efektem wplywdéw wielko-skalowych, czyli odstonietego natezenia € oraz mato-
skalowych, czyli ukrytego natezenia €y,

€4 =€-E. (4.26)

W formule 4.26 udziat ukrytego, mato-skalowego komponentu moze by¢ bardzo
wysoki, zwhaszcza gdy D-wymiarowa integracja procesu nie wygtadza wystarczajaco
rzadkich osobliwosci wysokiego rzedu, zwiazanych z jego wewnetrzna skala. Dochodzi
woéwczas do dominacji wielkiej skali obserwacji przez mata skale homogenicznosci,
a 0 ubranym procesie moéwi sig, ze cechuje go bardziej ,,gwattowana” (ang. violent)
zmiennos¢. Wystepujaca wowczas duza zmiennos¢ ubranego procesu moze prowadzic¢
do dywergencji statystyk powyzej okreslonego krytycznego rzedu.

Dywergencja momentow oznacza, ze <g;*>—e< dla wszystkich g>qp, gdzie ¢, jest
zwyktym natgzeniem procesu w skali rozdzielczosci A, g — rzgdem momentu statystycz-
nego, a qp — jest krytycznym rzedem dla dywergencji momentéw statystycznych. Za-
chowanie to jest bezposrednim nastgpstwem opisywanej juz wczesniej osobliwej grani-
cy mato-skalowej kaskady. Ciekawym jest wyttumaczenie zjawiska dywergencji mo-
mentdw dla wartosci empirycznych. W przypadku momentdw tych wartosci, ktore sa
$rednimi z wartosci empirycznych, a wiec zawsze wartosciami skonczonymi, ich dywer-
gencja oznacza, ze wartosci empirycznych momentdw wzrastaja bez granicy wraz ze
zwigkszaniem liczebnosci zbioru obserwacji. Tak wiec suma niezaleznych kontrybucji
jest determinowana przez najwigksze kontrybucje, a rzadkie, najwigksze co do wartosci
zdarzenia maja determinujacy w tym udziat. Implikuje to wystepowanie odstajacych
obserwacji nawet w przypadku bardzo duzych zbioréw wynikéw pomiaréw. Dywer-
gencja momentéw moze by¢ tez kojarzona z ogo6lnie znanym zjawiskiem hiperbolicz-
nego spadku dystrybucji prawdopodobienstwa dla ekstremalnych zdarzen [Lovejoy
i Schertzer 1985, Schertzer i Lovejoy 1985]. Bardzo istotny w wielu przypadkach
,»ogon” wykresu prawdopodobienstwa okresla wzgledna czestos¢ ekstremalnego za-
chowania procesu [Mandelbrot 1982]:

Pr(e, >s)=s" (4.27)
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gdzie: s to zadowalajaco wysoki poziom graniczny natezenia (s>>1), a qp jest krytycz-
nym rzedem dywergencji momentow statystycznych [Tessier i in. 1996, Pandey i in.
1998].

Wracajac do rozwazan dotyczacych odstonigtych i ubranych procesow multifrak-
talnych, mozna stwierdzi¢, ze o ile wszystkie odstonigte momenty sa wartosciami skon-
czonymi, to dla momentéw ubranych odpowiednio wysokiego rzedu obserwowana jest
ich dywergencja. Wowczas na dywergencje ma wptyw wymiar D przestrzeni, wzgle-
dem ktorej proces jest integrowany, gdyz zjawisko to ma miejsce w przypadku natezen
0 rzedzie osobliwosci y>D [Mandelbrot 1974, Schertzer i Lovejoy 1987].

Dywergencja momentdw jest kluczowa dla podziatu multifraktali na twarde (ang.
hard) i migkkie (ang. soft). W przypadku twardych multifraktali ich wysokiego rzedu
momenty statystyczne ulegaja dywergencji, co moze by¢ wynikiem wystepowania rzad-
kich i gwattownych osobliwosci. Generalnie zatem ubrane wielkosci wykazuja bardzo
silnie twarde zachowanie (analizujac rys. 4.4, wida¢ bardzo ostre i wyrazne piki na wykre-
sach po prawej stronie). W przeciwienstwie do tego, dla migkkich multifraktali dywergen-
cja wysokiego rzedu momentdw statystycznych nie jest obserwowana.

Dyskutujac klasyfikacje proceséw kaskadowych, nalezy pamietaé o zasadniczym
podziale na kaskady mikrokanoniczne (ang. microcanonical) i kanoniczne (canonical).
W przypadku kaskad mikrokanonicznych zapewnione jest doktadne zachowanie stru-
mienia (energii czy tez masy) dla kazdej realizacji, podczas gdy dla kaskad kanonicz-
nych zapewnione jest zachowanie tych wielkosci w rozumieniu jedynie ich srednich
wartosci (zachowanie zbioru, ang. ensemble conservation). R6znice migdzy powyzszy-
mi typami kaskad sa szczegétowo omawiane w rozdziale 6 niniejszej pracy, gdzie te-
stowana jest przydatnos¢ tych konceptualnie rozniacych si¢ typow kaskad dla rozdzie-
lenia sum opad6w dobowych na sumy dla krdtszych przedziatéw czasu, dochodzacych
wihacznie do 5 minut. Procesy multifraktalne moga by¢ modelowane z uzyciem obydwu
typu kaskad, niemniej zwykle w wyniku wyzwalania kaskad mikrokanonicznych gene-
rowane sa mickkie multifraktale, a w przypadku kaskad kanonicznych otrzymywane sa
twarde multifraktale [Schertzer i Lovejoy 1993]. Osobliwosci spetniajace wymogi
mikrokanonicznej zasady zachowania (y<D) sa okreslane mianem spokojnych (ang.
calm). Osobliwosci dzikie (ang. wild) (y>D) tamia te zasady zachowania, a ich wyste-
powanie w przypadku kaskad kanonicznych jest odpowiedzialne za dywergencje mo-
mentow statystycznych, a wiec wspomniane powstawanie twardych multifraktali.
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Rys. 4.4.

Fig. 4.4.

Pole kaskadowe
Poziom 1
Cascade field

Level 1

ODSLONIETE POLA UBRANE POLA

GESTOSCI STRUMIENIA GESTOSCI STRUMIENIA
ENERGII ENERGII
BARE ENERGY FLUX DRESSED ENERGY FLUX

DENSITY FIELDS DENSITY FIELDS

Pole kaskadowe 4 ¥  Pole usrednione
Poziom 2 o (wzgledem 16x16)
Cascade field Averaged field
Level 2 l T (over 16x16)

Pole kaskadow Pole usrednione

Poziom 3 (wzgledem 8x8)
Cascade field Averaged field
Level 3 l T (over 8x8)

Pole kaskadowe Pole usrednione

Poziom 4 o (wzgledem 4x4)
Cascade field Averaged field
Level 4 l " T , (over 4x4)

Pole kaskadowe Pole uérednione

Poziom 5
3 (wzgledem 2x2)
Caic:\(/igl tsleld Averaged field
(over 2x2)

Pole kaskadowe
Poziom 6
Cascade field
Level 6

Po lewej stronie ilustracja konstrukcji odstonigtego multifraktalnego procesu kaska-
dowego (kaskadowy model o), poczynajac od wyréwnanej jednostkowej gestosci, po
prawej stronie ilustracja ubranego multifraktalnego procesu kaskadowego, uzyskiwa-
nego na drodze usredniania w coraz wigkszych skalach (rysunek modyfikowany za
Lovejoyem i Schertzerem (1990b))

On the left side illustration of bare multifractal cascade process (cascade o model)
starting from uniform (unit) flux density, on the right side illustration of dressed multi-
fractal cascade process, obtained on the way of averaging on the raising scales (figure
modified from Lovejoy and Schertzer (1990b))
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4.7. Opis procesow multifraktalnych

Wiasciwymi narzedziami opisu zmiennych losowych sa narzedzia statystyczne. Co
za tym idzie, réwniez w przypadku opisu losowych kaskad multifraktalnych siega sie po
narzedzia statystyczne. Mozliwym przy tym jest korzystanie zaréwno z rozktadow
prawdopodobienstwa, jak i z momentdw statystycznych natezenia proceséw. Prowadzi
to do dualizmu w opisie juz samych charakterystyk funkcji wyktadnika skalowania
i wprowadzenia poje¢: funkcji kowymiaru (ang. codimension function) c(y) oraz funkcji
wyktadnika skalowania momentow (ang. moments scaling exponent function) K(q).

Charakterystyka procesu wykazujacego nieskonczona liczbe poziomoéw intensyw-
nosci nie jest mozliwa za pomoca pojedynczego wymiaru fraktalnego, lecz calej, nie-
skonczonej hierarchii wymiaréw fraktalnych. Kazdy z tych wymiar6w charakteryzuje
zbiér z okreslonym rzedem osobliwosci natezenia procesu, w réznych skalach. Wymu-
sza to koniecznos¢ wprowadzenia pojecia funkcji wymiaru fraktalnego (ang. fractal
dimension function) D(y), a wiec funkcyjnego powiazania wymiaru fraktalnego z oso-
bliwoscia y. Naturalnym nastepstwem tego jest potrzeba redefinicji zaleznosci (4.5)
kowymiaru fraktalnego:

c(y)=D-D(v), (4.28)

gdzie: c(y) — funkcja kowymiaru, D(y) — fraktalny wymiar ,,podstawy” osobliwosci,
ktérych rzad jest wiekszy od vy, D — fraktalny wymiar przestrzeni, ktora zawiera lub
»podtrzymuje” proces (wymiar geometryczny ,,podstawy” procesu). Co istotne, ,,pod-
stawa” procesu moze by¢ fraktal i woéwczas wymiar D ma wartos¢ niecatkowita.

Funkcja kowymiaru c(y) jest podstawa charakterystyki multifraktali z punktu wi-
dzenia rozkladéw prawdopodobiefistwa. Charakterystyka ta bierze swoj poczatek
z opisywanych powyzej multiplikatywnych proceséw kaskadowych. W procesach tych
przyjmuje sig, ze w catym zakresie skal, bez charakterystycznej skali, zachowana jest,
uproszczona wzgledem wzoru 4.25 zalezno$¢ [Lovejoy i Schertzer 1991, Schertzer
i Lovejoy 1989]:

Pr(e, =A") =1, (4.29)

gdzie: &, — bezwymiarowe natezenie, ktore jest obserwowane na poziomie skali A
(a wicc w zasadzie kazde ¢, ; dla i = 1,...,AP, obserwowane na hiperszescianach o dtugo-
sci boku A1), a ¥ — rzad osobliwosci €,. Uzycie znaku =~ w zaleznosci 4.29 mowi
w istocie o proporcjonalnosci prawej i lewej strony wzoru, z doktadnoscia do statych
zmieniajacych si¢ bardzo wolno (nieznacznie) z A i nieznacznie zaleznych od 7.
W formule tej funkcja kowymiaru stanowi o statystycznym wykiadniku dla kazdego
poziomu natezenia procesu, a wiec dla kazdego rzedu osobliwosci vy, co wskazuje na
zmiany w histogramach wartosci natezen opisywanego procesu, nastepujace wraz ze
zmianami rozdzielczosci tego procesu.

Drugim, alternatywnym sposobem opisu multifraktali jest stosowanie momentéw
statystycznych natezenia €,. Tak jak w przypadku formuty 4.29, w catym zakresie skal,
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bez charakterystycznej skali, zachowana jest zaleznos¢ [Lovejoy i Schertzer 1990a,
Schertzer i Lovejoy 1987]:

<g "t >= AN (4.30)

gdzie: <e,%> — usredniony moment rzedu ¢ natezen na poziomie rozdzielczosci A (tj.
wszystkich g, dla i = 1,...,AP), a K(q) — funkcja wyktadnika skalowania momentow.
Funkcja ta moze przybiera¢ dwukrotnie wartos¢ 0. Po raz pierwszy dla q = 0, jesli mul-
tifraktal wypetnia przestrzen w sposéb prosty, jesli natomiast K(q = 0) = -c, to wdwczas
¢ jest kowymiarem ,,podstawy” procesu (zwiazanym z ,,zerami” procesu). Po raz drugi
funkcja przyjmuje wartos¢ zera dla q = 1, co wynika z zachowania statosci $redniej
natezenia procesu <g,> = 1 i w $wietle zaleznosci 4.30 prowadzi do K(q = 1) = 0.

Zaleznosci 4.29 i 4.30 sa ze soba wzajemnie powiazane. Ich lewe strony, a wiec
prawdopodobienstwo statystyczne Pr(g;>\) oraz moment statystyczny <e;%> sa powia-
zane ze soba transformacja Mellina [Schertzer i Lovejoy 1992], podczas gdy prawe
strony, a konkretnie ich wyktadniki potegowe: c(y) i K(q) — transformacja Legendre’a
[Frisch i Parisi 1985]:

K(q)=m3><(qv—0(v)). (4.31)
Jednoczesnie, zgodnie z transformacja Legendre’a zachodzi druga réwnosé:
¢(v) =max(va-K(qa)) . (4.32)
Ogodlnie transformacja Legendre’a f* funkcji f jest zdefiniowana jako:
£ =max(p'x—f(x)) (4.33)

gdzie: p” — argument nowej funkcji f'(p"), réwny:

L df
Tdx

Interpretacja graficzna transformacji Legendre’a jest przedstawiona na rysunku 4.5.
Analizujac ten rysunek, tatwo zauwazyé¢, ze transformacja jest dobrze zachowana, jesli
funkcja f jest funkcja wypukia.

Funkcje c(y) i K(q) poddawane transformacji wedtug zaleznosci 4.31 i 4.32 sa
z definicji funkcjami wypuktymi, a transformacja Legendre’a zachodzi, gdyz w granicy
A—e<, dla kazdego momentu rzedu g, wystepuje odpowiadajaca mu osobliwos¢ g, ktora
to dominuje $rednia. Osobliwos¢ ta jest zarazem osobliwoscia, ktéra maksymalizuje
wartos¢ wyrazenia: (qy-c(y)) i jest dana przez rozwiazanie zaleznosci: ¢’(y,) = g. Gra-
ficznie jest to przedstawione na rysunku 4.6, gdzie transformacja Legendre’a jest zazna-
czona jako maksymalna odlegtos¢ miedzy prosta qy a krzywa c(y). Analogicznie, rze-
dem momentu maksymalizujacym wartos¢ wyrazenia (yg-K(q)) jest q,, ktére moze by¢
wyznaczone z zaleznosci K’(q,) = v. Graficzna interpretacja tego jest przedstawiona na
rysunku 4.7, gdzie odwrotna transformacja Legendre’a jest zaznaczona, jako odlegtosé¢

miedzy prosta yg a krzywa K(q).

p (4.34)
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Rys. 4.5. llustracja graficzna transformacji Legendre’a funkcji f(x) [warto zauwazy¢, ze dla
dowolnego punktu na krzywej f(x) linia narysowana z nachyleniem f’(x,), rownym na-
chyleniu stycznej w punkcie xq, bedzie miata przeciecie z osia y powyzej punktu
(0, ), co za tym idzie, f* spetnia wymogi maksimum wzgledem wszystkich x wedtug
rownania (4.33)]

Fig. 4.5. Graphical illustration of Legendre transformation of function f(x) [it is worth to notice
that for every point of curve f(x), line drawn with the slope of ’(x,), equal to slope
steepness of tangent at the point x,, would have intersection with y axis above point
(0, -f"), and as a result of it f" satisfies conditions of maximum for all x given by equa-
tion (4.33)]

Mozna zatem powiedzie¢, ze transformacja Legrendre’a wiaze ze soba punkty
funkcji c(y) z tangensami funkcji K(q) i na odwro6t, a wiec:

g=c'(7), (4.35)

Y=K'(q). (4.36)

W przypadku kaskad mikrokanonicznych y<ymax, 9dzie ymax jest odgérnym ograni-
czeniem wprowadzonym przez wymuszenie mikrokanoniczne. Osobliwosci moga byé
takze ograniczone przez wartos$é Ymax Z Uwagi na ograniczenia liczebnosci zbioru pomia-
rowego (co bedzie wkrétce dyskutowane). W takich przypadkach transformacja Legen-
dre’a funkcji c(y) jest realizowana tylko dla ograniczonego zakresu y. Efektem tego jest
liniowy charakter funkcji skalowania momentéw K(q) dla momentéw o rzedzie q>Qmax
(9dzie Qmax = €’ (Ymax), Opisany zaleznoscia:

K(A) = q¥max = C(Vmax). (4.37)

Graficzna ilustracja zachowania transformacji Legendre’a funkcji c(y) opisanej
réwnaniem 4.37 jest przedstawiona na rysunku 4.8. Wystepowanie liniowej asymptoty
na wykresie K(q), a wiec nieciagtosci nachylenia wykresu, nosi miano ,,multifraktalnego
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przejscia fazowego” (ang. "multifractal phase transition™). Zagadnienie to bedzie dysku-
towane szczegdtowo w dalszej czesci pracy.

A
c(y) c(y)
ﬁ'\\@
o

K@) LS
' >
Yq y

0.-K(g))

Rys. 4.6. llustracja graficzna transformacji Legendre’a funkcji c(y) w celu otrzymania funkcji

K(q) (poréwnaj rys. 4.5)
Fig. 4.6. Graphical illustration of Legendre transformation of function c(y) for obtaining func-

tion K(q) (compare fig. 4.5)

K(g)

K(q)

T(0,-¢(v))

Rys. 4.7. llustracja graficzna transformacji Legendre’a funkcji K(q) w celu otrzymania funkcji

c(y) (poréwnaj rysunek 4.5)
Fig. 4.7. Graphical illustration of Legendre transformation of function K(q) for obtaining func-

tion c(y) (compare figure 4.5)
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Rys. 4.8. llustracja graficzna transformacji Legendre’a ograniczonej odgdrnie funkcji c(y)
w celu otrzymania funkcji K(q), dla q>qmax (rysunek modyfikowany za Schertzerem
i Lovejoyem (1990hb))

Fig. 4.8. Graphical illustration of Legendre transformation of bounded above function c(y) for
obtaining function K(q), for g>Qm.x (figure modified from Schertzer and Lovejoy
(1990by))

4.7.1. Ograniczenia statystycznego opisu proceséw multifraktalnych

Charakterystyka statystyczna rdznego typu procesow wymaga dysponowania od-
powiednio liczebnymi zbiorami obserwacyjnymi. W przypadku proceséw multifraktal-
nych zasada ta sprawdza si¢ takze w oczywisty sposob. W ich przypadku liczebnosé¢
zbiordw obserwacyjnych moze by¢ powiazana z krytycznymi wartosciami empirycz-
nych funkcji skalowania c(ys) i K(gs), gdzie indeks dolny s oznacza, ze wielkosci te
podlegaja ograniczeniom wielkosci zbioru pomiarowego (liczebnosci préby). Powyzej
krytycznych wartosci c(ys) i K(gs) estymaty wartosci statystycznych nie moga by¢ juz
uznawane za wiarygodne.

Funkcja kowymiaru c(y) jest miara czesci przestrzeni prawdopodobienstwa zajetej
przez osobliwosci rzedu réwnego lub wigkszego od . Osobliwosci najwyzszego rzedu,
najbardziej ekstremalne sa najrzadszymi i wystepuja generalnie jedynie w niektorych
(bardzo licznych) zbiorach obserwacyjnych. Z tej racji funkcja kowymiaru, wyznaczana
empirycznie, jest ograniczona odgérnie przez skonczong (ograniczona) liczebnos¢ zbio-
ru pomiarowego wykorzystywanego w analizie. Zwigkszanie zbioru pomiarowego po-
szerza przestrzen prawdopodobienstwa, co podwyzsza prawdopodobienstwo napotkania
na rzadko wystepujace zdarzenia, a wigc duze osobliwosci. Prawdopodobiefistwo zaob-
serwowania, cho¢ raz, gestosci procesu odpowiadajacego osobliwosci rzedu As w przy-
padku dysponowania taczna liczba Ng niezaleznych D-wymiarowych préb o objgtosci
AP (kazda z prob liczaca A° ,,pudetek™) wynosi:

1
NAP

Pr(e, =A% )= (4.38)
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Poréwnanie powyzszego réwnania ze wzorem 4.29 pozwala uzyskaé¢ zaleznosé:
1
N,A°
Lavallée i in. [1991] wprowadzili definicje wymiaru prébkowania (ang. sampling
dimension) Ds dla okreslenia zakresu, do jakiego zbadana jest przestrzen prawdopodo-
bienstwa w przypadku posiadania N, prob:

= A 5 NP =1 (439)

log (N,
7> =N, »p,=8N:) (4.40)

log(4)
gdzie: A — stosunek najmniejszej i najwigkszej sposrod uzytych skal.

Wymiar prébkowania moze by¢ nastepnie uzyty dla okreslania najwyzszego rzedu
osobliwosci s, ktory moze by¢ obserwowany posrdd Ns niezaleznych prob. Po podsta-
wieniu zaleznosci 4.40 do 4.39 otrzymuje sie maksymalne wiarygodne oszacowanie
kowymiaru dla najrzadszej osobliwosci, obserwowanej co najmniej raz wsrdd Ns nieza-
leznych prob:

c(7)=D+D;, (4.41)

Na podstawie znajomosci wartosci prawej strony zaleznosci 4.41 mozliwym jest
wyznaczenie wartosci v, jako argumentu funkcji kowymiaru, tak jak jest to przedsta-
wione na rysunku 4.9. Wspomniana prawa strona zaleznosci 4.41, a wigc D+Ds odpo-
wiada catkowitemu (petnemu) efektywnemu wymiarowi (ang. effective dimension). Po
uwzglednieniu efektywnego wymiaru w réwnaniu 4.28, funkcja wymiaru przybiera
nastepujaca postac [Tessier i in. 1994]:

D(7)=D+D, —c(7). (4.42)

T C(Y)A c(y)

rzadkie
zdarzenia DtD, |r--------------0-- /

rare events
D freeeeeeeeeey .

L y
__/ . ckstremalne >
) -
D ; V4 arzema_>
extreme events
Rys. 4.9. Okreslenie najwyzszego rzedu osobliwosci v, oraz maksymalnego wiarygodnego
oszacowania kowymiaru c(y,) na podstawie efektywnego wymiaru D+Ds (rysunek
adaptowany za Tessierem i in. (1993))
Fig. 4.9. The highest singularity order v; identification and maximum credible codimension c(ys)
estimation based on effective dimension D+Ds (figure adapted from Tessier et al.
(1993))
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Dyskutowane w niniejszym podrozdziale ograniczenia opisu statystycznego proce-
su multifraktalnego z uwagi na ograniczona liczebnos¢ préb empirycznych w oczywisty
sposdb dotykaja takze szacowania samych momentéw statystycznych. Na podstawie
réwnania 4.35 mozna powiaza¢ ze soba najwyzszy rzad momentu gs, ktéry moze by¢
wiarygodnie oszacowany z ograniczonej préby pomiarowej, ze wspominanym juz naj-
wyzszym rzedem osobliwosci:

9 =C'(Vs). (4.43)

Podsumowujac niniejsze rozwazania, oczywista staje sie potrzeba posiadania boga-
tych zbioréw obserwacyjnych dla obliczania empirycznych momentéw statystycznych,
a wiec dla petnego opisu interesujacego nas procesu. Jak ilustruje to przejrzyscie rysu-
nek 4.9, do rozpoznania zwykle najciekawszych z punktu widzenia inzynierskiego,
ekstremalnych przypadkdw procesu, konieczne jest posiadanie bogatej bazy obserwa-
cyjnej zawierajacej w sobie te niezwykle rzadkie przypadki.

4.7.2. Whasciwosci funkcji wyktadnika skalowania

Na podstawie réwnan 4.30 i 4.31 i po podstawieniu za q = 1, mozna otrzyma¢ na-
stepujacy zwiazek:

<gy >= AW, (4.44)

gdzie: y; — osobliwo$¢ odpowiadajaca sredniej procesu.
W przypadku procesu, dla ktérego zachowana jest statos¢ sredniej (<e,> = 1), na pod-
stawie zaleznosci 4.44 mozna stwierdzi¢, ze:

T=c(m). (4.45)

Oznacza to, ze dla procesu z zachowaniem statej sredniej (proces zachowawczy —
ang. conserved process) osobliwos¢ y; odpowiada kowymiarowi przypisanemu tej war-
tosci osobliwosci. To charakterystyczne zachowanie jest przedstawione na rysunku
4.10. Na rysunku tym charakterystyczna osobliwos¢ 7y, jest oznaczana zgodnie
z ogolnie przyjeta notacja opisu multifraktali jako C;. Funkcja kowymiaru procesu
zachowawczego widoczna na rysunku 4.10 jest zatem funkcja nie tylko wypukta, ale
spetniajaca dwa dodatkowe warunki: warunek przyjecia wartosci C; dla argumentu C;
(c{Cy) = Cy) oraz warunek stycznos¢ do prostej o réwnaniu y = c(y) (¢’(C;) = 1). Cha-
rakterystyczna wartos¢ C, jest kowymiarem $redniej procesu. Jesli obserwowany proces
jest wbudowany w przestrzen D-wymiarowa, to przy braku spetnienia warunku: D>Cy,
$rednia procesu jest zbyt rozproszona, aby byé¢ obserwowana [Lovejoy i Schertzer
1995].

W przeciwienstwie do proceséw zachowawczych, w procesach nie-zachowaczych
(ang. non-conserved processes) ich gestosci sa uzyskiwane z gestosci zachowawczych
€, przez ich pomnozenie przez A", Wystepujacy w wyktadniku parametr H jest miara
stopnia nie-zachowawczosci, a wiec miara tego, na ile dalekie jest pole nie-
-zachowawcze od pola zachowawczego. Dla H = 0 pole nie-zachowawcze upraszcza Sie
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do pola zachowaczego. Idea wprowadzenia wspomnianego multiplikatywnego modelu
pola nie-zachowawczego powstata przy badaniach np. p6l opadowych, gdzie a priori
nie byto mozliwe zatozenie, ze natezenie opadu jest zachowawcze [Tessier i in. 1993].
Przy przejsciu z procesu zachowawczego do nie-zachowaczego zaleznos¢ skalowa
gestosci: &, = A¥ powinna by¢ uzupetniona przez translacje osobliwosci o —H, do postaci:
g, = AV, Efektem tego jest analogiczne przesuniccie wykresu kowymiaru dla nie-
zachowaczego procesu 0 H, jak na rysunku 4.11.

T '} <)

rzadkie
zdarzenia
rare events

o B .

] . ekstremalne y}

c zdarzenia
I extreme events

Rys. 4.10. Wykres kowymiaru c(y), ktéry to jest styczny do prostej o réwnaniu y = c(y) w charak-
terystycznym punkcie C; = ¢(C,), osobliwosci odpowiadajacej sredniej procesu (rysu-
nek adaptowany za Tessierem i in. (1993))

Fig. 4.10. Codimension function c(y) plot tangent to the line of equation y = c(y) at the characte-
ristic point C,; = ¢(C,), the singularity of the mean of a process (figure adapted from
Tessier et al. (1993))
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Rys. 4.11. llustracja graficzna efektu przesunigcia wykresu kowymiaru c(y) dla przypadku proce-
sOw nie-zachowaczych o wartos¢ -H (rysunek adaptowany za Tessierem i in. (1993))

Fig. 4.11. Graphical illustration of codimension c(y) plot translation by value -H effect for case
of non-conserved processes (figure adapted from Tessier et al. (1993))
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Majac na uwadze wypukty charakter funkcji kowymiaru i jej przechodzenie przez
charakterystyczny punkt C; o wsp6trzednych (C,,C,), zauwazono mozliwosé¢ zdefinio-
wania parametru o, czyli stopnia multifraktalnosci procesu (ang. degree of multifractali-
ty), przez (lokalny) stosunek zmiany nachylenia w punkcie C;, dany przez promien
krzywizny R., funkcji c(y) dlay = Cy, ktory, jak podaja Tessier i in. [1993], jest rowny:

3/2

(1+c'(y)2)

=2*3Ca. 4.46
(1) 1 49

R.(C,) =

v=Cy

Parametr o jest miara odchylenia procesu od procesu monofraktalnego i jest para-
metrem fundamentalnym dla klasyfikacji proceséw multifraktalnych. Dyskusja nad nim
bedzie jeszcze prowadzona w dalszej czesci pracy przy omawianiu tzw. uniwersalnego
(ang. universal) modelu multifraktalnego. Wartosci tego parametru moga zmienia¢ si¢
w zakresie od 0 do 2. Wartos¢ parametru o = 0 odpowiada przypadkowi monofraktali,
czyli wczesniej opisanemu modelowi kaskadowemu (. Natomiast wartos¢ parametru
o = 2 odpowiada maksymalnemu stopniowi multifraktalnosci, dla ktérego wykres funk-
cji kowymiaru przybiera posta¢ paraboli (rys. 4.12).

a=2
T C(v)A 3
a=0—»
. 3 model
rzadkie
zdarzenia
rare events
G
+ ckstremalne >
zdarzenia

I extreme events

Rys. 4.12. Graficzna interpretacja o. — stopnia multifraktalnosci procesu, okreslanego przez lokal-
na zmiane krzywizny funkcji c(y) w charakterystycznym punkcie o wsp6trzednych
(C4,Cy) (rysunek adaptowany za Tessierem i in. (1993))

Fig. 4.12. Graphical interpretation of the degree of multifractality o, defined by local change of
function c(y) curvature at the point of coordinates (C;,C;) (figure adapted from Tessier
et al. (1993))

Podsumowujac, mozna stwierdzi¢, ze lokalny opis zachowania multifraktali w po-
blizu sredniej wymaga znajomosci trzech parametrow: H, C; i o, ktore to okreslaja
odpowiednio odchylenie obserwowanego pola od pola zachowawczego, jego rozprosze-
nie oraz stopien multifraktalnosci. W koncowej czesci rozdziatu dowiedzione zostanie,
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ze te same trzy parametry moga by¢ uzywane w przypadku uniwersalnych multifraktali
do kompleksowej charakteryzacji funkcji skalowania rozktadéw prawdopodobienstwa
c(y) oraz funkcji wyktadnika skalowania momentéw K(q).

W trakcie rozwoju teorii opisu multifraktali zostata zaproponowana takze alterna-
tywna wzgledem c(y) funkcja kowymiaru C(q), zdefiniowana jako [Hentschel i Procac-
cia 1983]:

cla)=51)

gdzie: K(q) - funkcja wyktadnika skalowania momentdw, g — rzad statystycznych mo-
mentow.

Funkcja zdefiniowana wzorem 4.47 jest z punktu widzenia jej interpretacji graficz-
nej spadkiem cieciwy rozpietej na tuku funkcji K(q) pomiedzy punktami o wspotrzed-
nych (1,0) oraz (g, K(q)), co wida¢ na rysunku 4.13. Funkcja C(q) jest funkcja rosnaca,
co wynika z wypuktosci funkcji K(q). Ciekawa wiasnoscia alternatywnej funkcji ko-
wymiaru jest jej zachowanie dla q = 1. Zgodnie z reguta de I'Hospitala mozna zapisac, ze:
limC (q) =1lim K" (q), (4.48)

q-1

(4.47)

co po uwzglednieniu réwnania 4.36 prowadzi do réwnosci C(q=1) =y, =C;.
Na podstawie funkcji kowymiaru C(q) mozliwym jest zdefiniowanie funkcji wy-
miaru D(q) [Schertzer i Lovejoy 1993]:

D(q)=D-C(q). (4.49)

Funkcja D(q) jest funkcja $cisle malejaca z uwagi na rosnacy charakter funkcji kowy-
miaru.

K(q) o

Rys. 4.13. Interpretacja graficzna relacji pomiedzy funkcjami C(q) i K(q) (rysunek adaptowany za
Schertzerem i Lovejoyem (1993))

Fig. 4.13. Graphical interpretation of the relation between C(q) and K(qg) functions (figure
adapted from Schertzer and Lovejoy (1993))
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4.8. Multifraktalne transformacje fazowe

Zaczatkiem opisu multifraktalnych transformacji fazowych byto odkrycie analogii
pomiegdzy zmiennymi termodynamicznymi systemow zréwnowazonych a multifraktal-
nymi wykladnikami rozpraszajacych sie nie-zrownowazonych systemow. Celem opisu
opartego na analogii wzgledem termodynamicznych transformacji fazowych jest jako-
sciowe wydzielenie roznego typu reziméw w multifraktalach oraz ich przejs¢ (trans-
formacji) z jednego rezimu do drugiego, co jest istotne w catoksztatcie studiow nad
multifraktalami [Schertzer i Lovejoy 1989, 1991, 1993, Schertzer i in. 1993].

Szczeg6lnym elementem analogii pomiedzy multifraktalna dynamika strumieni
i termodynamika jest zauwazenie w obydwu przypadkach wystepowania par wielkosci
powiazanych ze soba transformacja Legendre’a. W przypadku multifraktali, co byto juz
pokazane, powiazane ze soba sa funkcje K(q) i c(y), a w przypadku termodynamiki
analogiczne powiazanie istnieje pomiedzy wolna energia i odpowiadajaca jej entropia.
Z tego wynika analogia pomiedzy rzedem osobliwosci vy i energia oraz pomigdzy funk-
cja kowymiaru c(y) i entropia. Poza tym mozna powiaza¢ rzad momentu q z odwrotno-
$cia temperatury, jak rowniez funkcje K(q) z potencjatem Massieu. Biorac to pod uwage
mozna sformutowaé¢ dwie podstawowe formalne analogie pomigdzy dwoma rodzajami
opiséw (multifraktalnym i termodynamicznym):

1) opis prawdopodobienstwa (y,c(y)) jest multifraktalnym analogiem termodynamicz-
nego opisu (energia, entropia);

2) opis momentow (q,K(q)) jest multifraktalnym analogiem termodynamicznego
opisu (odwrotno$¢ temperatury, potencjat Massieu).

Transformacje fazowe w termodynamice odnosza si¢ do nieciagtosci wolnej ener-
gii i potencjatu termodynamicznego. Nieciagtosci zauwazane sa takze w przypadku
przebiegu funkcji K(q). Po uwzglednieniu wczesniej wymienionych analogii procesow
termodynamicznych i multifraktalnych przyjmuje sig, ze nieciagtosci w pochodnych
funkcji K(q) odpowiadaja nieciagtosciom w pochodnych potencjatéw termodynamicz-
nych. W przypadku nieciagtosci w pierwszej pochodnej funkcji wykfadnika skalowania
momentéw mowi sie o multifraktalnych transformacjach pierwszego rzedu (ang. first-
-order multifractal phase transition), odpowiednio w przypadku nieciagtosci w drugiej
pochodnej funkcji K(gq) moéwi sie o multifraktalnych transformacjach drugiego rzedu
(ang. second-order multifractal phase transition). Powstawanie transformacji multifrak-
talnych pierwszego i drugiego rzedu jest efektem dwdch réznych mechanizmow staty-
stycznych. Transformacje pierwszego rzedu wiaza Sie z dywergencja momentow,
a transformacje drugiego rzedu sa rezultatem ograniczenia liczebnosci zbioréw pomia-

rowych.

4.8.1. Multifraktalne transformacje drugiego rzedu

Szczuptosé zbioréw wynikdw pomiarowych zaweza nasza obserwacje catej prze-
strzeni prawdopodobiefstwa, wykluczajac mozliwos¢ zawarcia w nich ekstremalnych
i rzadkich zdarzen. Ograniczenia w wielkosci obserwowanych rzeddéw osobliwosci
natezenia procesu, ktore nie przekraczaja wartosci s, przektadaja sie na odgoérne ogra-
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niczenie funkcji kowymiaru. Co istotne, te same ograniczenia nie dotycza funkcji wy-
ktadnika skalowania momentéw, charakteryzujacej w spos6b alternatywny ten sam
proces. Jak pamietamy, obydwie funkcje wyktadnika skalowania sa powiazane ze soba
transformacja Legendre’a. W wyniku transformacji Legendre’a ograniczonej odgornie
funkcji c(y) (dla argumentoéw y<v,) uzyskiwany jest liniowy charakter wykresu funkcji
K(q) dla g>qgs (gdzie gs = c’(ys)). Obrazuje to na rysunku 4.14 liniowy charakter funkcji
K(q) dla g>gs, ktéry wyraznie odbiega od przerywanej krzywej odpowiadajacej teore-
tycznej, nieliniowej charakteryzacji procesu odstonietego. W rezultacie tego funkcja
wyktadnika skalowania momentow procesu ubranego obserwowanego na podstawie
ograniczonego zbioru pomiarowego moze by¢ opisana jako:

= Kb(Q), g=gs
K(Q)_{YS(Q—QSHKb(qS), q> 0. (4.50)

W formule powyzszej indeksy b oznaczaja zmienne odpowiadajace procesowi od-
stonietemu, a s = Ymax 0znacza maksymalna mozliwa do wiarygodnej obserwacji 0so-
bliwos¢ w posiadanej probie. Zaleznos¢ 4.50 obowiazuje jedynie dla prob, dla ktorych
maksymalna 0sobliwos¢ ymax jest mniejsza od krytycznej osobliwosci yp zwiazanej
z dywergencja momentow i multifraktalna transformacja fazowa pierwszego rzedu.

K@) 5 < a

DD,

Rys. 4.14. Przebieg empirycznych funkcji wyktadnika skalowania K(q) i c(y) w przypadku multi-
fraktalnych transformacji drugiego rzedu

Fig. 4.14. Shape of empirical scaling exponent functions K(q) and c(y) in case of multifractal
second-order phase transitions

4.8.2. Multifraktalne transformacje pierwszego rzedu

Multifraktalne transformacje pierwszego rzedu maja zwykle miejsce w przypadku
procesow ubranych, obserwowanych w skalach wigkszych od ,,wewnetrznej” skali
procesu. Jak juz wspomniano, procesy ubrane zwykle wykazuja zdecydowanie mocniej-
sza zmienno$¢ w poréwnaniu do proceséw odstonietych. Koniecznym do tego jest
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oczywiscie ,,ubieranie” procesu w mato-skalowa aktywnos¢ procesu na kilku pozio-
mach kaskady. W koncowym rezultacie wigksze natezenia procesu ubranego przynosza
dywergencje ich statystycznych momentdw powyzej pewnego krytycznego rzedu qp.
Co za tym idzie, przebieg funkcji wyktadnika skalowania momentow K(q) dla ubranych
multifraktali moze by¢ zdefiniowany jak ponizej:

Ky , d=0o
KM)={ i@ 4> 0 - (4.51)

W zaleznosci powyzszej indeks b oznacza proces odstoniety, tak wiec dla rzedéw q nie
przekraczajacych krytycznego rzedu qp przebieg krzywej procesu ubranego nie odbiega
od procesu odstonigtego.

Obraz dywergencji momentow ubranych proceséw multifraktalnych jest dodatko-
wo komplikowany przez nakfadajacy sie¢ na niego efekt wynikajacy z obserwacji proce-
su na bazie ograniczonej liczby prébek Ns. Wptyw liczebnosci prébek na przebieg funk-
cji wykladnika skalowania jest przedstawiony graficznie na rysunku 4.15 dla funkcji
kowymiaru i na rysunku 4.16 dla funkcji skalowania momentéw. Zgodnie
z rysunkiem 4.15 istnieje pewna charakterystyczna maksymalna obserwowalna osobli-
WOSCE Ymax, KtOra to moze by¢ oszacowana zgodnie z relacja 4.41:

C(Ymax ) = D+Ds. (4.52)

Z uwagi na powyzsze ograniczenie co do rzedu obserwowalnej osobliwosci,
w wyniku transformacji Legendre’a funkcji c(y) w funkcje K(q), ta ostatnia bedzie wy-
kazywa¢ liniowy charakter dla momentéw wigkszych niz wartos¢ krytyczna. Przy czym
mozliwe jest wydzielenie dwoch przypadkow: pierwszego, gdy Ymax<Yp Oraz drugiego,
gdy Ymax>Yo, gdzie Yo jest osobliwoscia odpowiadajaca krytycznemu rzedowi momentu
dla dywergencji momentéw qp (patrz rys. 4.16). Pierwszy z przypadkdw prowadzi do
multifraktalnych transformacji rzedu drugiego, co byto juz dyskutowane w poprzednim
podrozdziale. W drugim z przypadkéw przebieg funkcji wyktadnika skalowania mo-
mentéw K(q) ma postac:

Kb(Q), g=<do

453
Yoo (0=0o)+ Ko (do), 0> o (4.53)

K(q)={

Zgodnie z formuta 4.53 — dla rzedéw momentu g>qp wykres funkcji K(g) ma cha-
rakter liniowy (patrz rys. 4.17, odstepstwo od przerywanej krzywej teoretycznej, jak dla
odstonietego procesu). W liniowym réwnaniu tego segmentu wykresu K(q) wartosé
jego nachylenia réwna sie ymax, @ Wyrazu wolnego, po przeksztatceniu z uwzglednie-
niem réwnania 4.37, wynosi —C(Ymax)-
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Rys. 4.15. Schematyczny przebieg funkcji c(y) dla dwoch réznych wielkosci wymiaréw prébko-
wania Dg; i Ds, wraz z odpowiadajacymi im osobliwosciami s <yp<ys<Yu.s2- Indeks d
na rysunku oznacza wielkosci jak dla procesu ubranego. Na wykresie oznaczona jest
takze prosta styczna do c(y) o krytycznym nachyleniu qp, ktéra to zawiera punkt
(D,D), bedacy jej przecieciem z prosta o réwnaniu g = 1 [rysunek adaptowany za
Schertzer i in. 1993]

Fig. 4.15. Schematic diagram of c(y) function for two different values of sample dimensions Dg;
and D, with respective singularities s <Yp<Ys<Yqso. Subscript d on figure stands for
dressed quantities. In figure line tangent to c(y) of critical slope qp, which contains
point (D,D), being its intersection with line of equation q = 1, is marked [figure
adapted from Schertzer et al. 1993]

W przypadku multifraktalnych transformacji pierwszego rzedu nieciagtosci zazna-
czaja sie takze na wykresie funkcji kowymiaru. Wykres funkcji kowymiaru c(y) ubra-
nego procesu multifraktalnego pokrywa si¢ z wykresem cy(y) procesu odstonigtego
jedynie dla y<yp. Dla y>vp wykres kowymiaru ma juz charakter liniowy. Zapewnia to
minimalizacje wartosci kowymiaru, a co za tym idzie, pozwala na maksymalizacje
prawdopodobienstwa. Nachylenie liniowej czesci wykresu kowymiaru, dla y>yp rowna
si¢ Op, gdzie gp = ¢’(yp). Ostatecznie przebieg funkcji kowymiaru moze by¢ zapisany,
jako:

= % (7). V<"
C(Y)_{QD (Y=70)+C (Vo). V> (4.54)
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Takze w przypadku analizy przebiegu funkcji kowymiaru istotnym aspektem jest
liczebnos¢ posiadanej préby pomiarowej. Liniowy charakter funkcji kowymiaru z uwa-
gi na dywergencje momentdw rzedu qp moze by¢ obserwowany jedynie dla odpowied-
nio bogatych zbioréw pomiarowych, wowczas gdy wymiar efektywny D+Ds>c(yp), czy
tez ekwiwalentnie, gdy 0sobliwos¢ Yma>Yo (patrz rys. 4.15 i 4.17).

K(q)4

Yoo Yo K o
i 42 (9) P

D(qn'l)

Rys. 4.16. Schematyczny przebieg funkcji K(q) wraz z liniami o nachyleniach s <yp<Ys»<Yd s
obrazujacymi jej zachowanie dla wzrastajacego do nieskoniczonosci zbioru probek Ns.
Na wykresie zaznaczona jest takze linia o nachyleniu D, definiujaca krytyczna wartos¢
momentu gp [rys. adaptowany za Schertzer i in. 1993]

Fig. 4.16. Schematic diagram of K(q) function with lines of slopes ys;<Yp<Ys»<Yd s~ indicating its
behavior for increasing up to infinity sample size N,. The line of slope D defining criti-
cal moment value qp is also marked on plot [fig. adapted from Schertzer et al. 1993]

K(9) o

Rys. 4.17. Przebieg empirycznych funkcji wyktadnika skalowania K(q) i c(y) w przypadku trans-
formacji pierwszego rzedu

Fig. 4.17. Shape of empirical scaling exponent functions K(q) and c(y) in case of multifractal first-
order phase transitions
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4.9. Uniwersalne multifraktale

Jako podsumowanie wszystkich dotychczasowych rozwazan dotyczacych multi-
fraktali mozna stwierdzi¢, ze ich statystyczna charakteryzacja jest mozliwa za pomoca
funkcji c(y) oraz K(q). Jednak opis funkcji skalowania wyktadnika wymaga teoretycznie
uzycia nieskonczonej liczby parametrow, gdyz o funkcjach tych mozemy a priori po-
wiedzie¢ jedynie to, ze winny by¢ wypukie. Rozwiazania tego problemu poszukiwano
w koncepcji ,,uniwersalnosci” (ang. universality). Ta czesto stosowana w fizyce kon-
cepcja zaklada obecnos¢ w rdznych procesach tego samego strukturalnego zachowania
dynamicznego, ktére moze by¢ opisane za pomoca jedynie kilku istotnych parametréw,
po uprzednim odrzuceniu nieistotnych detali jego dynamik. Koncepcja uniwersalnosci
znalazta swoje odbicie w wielu studiach dotyczacych multiplikatywnych proceséw
losowych [Gupta i Waymire 1993, 1997, Mandelbrot 1974, Lovejoy i Schertzer 1990a,
Schertzer i Lovejoy 1991, 1993]. Catkowicie nowatorskie w tym zakresie podejscie
zostato jednakze zaprezentowane przez Schertzera i Lovejoya [1987]. Autorzy ci
w przypadku ciagtych kaskad postulowali istnienie pewnych (statych, atraktorowych)
generatorow, prowadzacych do réznych klas multifraktali wykazujacych dobrze rozpo-
znawalne charakterystyczne zachowania.

Ciagle kaskady, na ktdérych skupili swoja uwage Schertzer i Lovejoy [1987],
w przypadku wielu procesdw fizycznych, moga by¢ postrzegane jako bardziej reali-
styczna alternatywa wobec dyskutowanych, jak dotad dyskretnych (multiplikatywnych)
kaskad. Te ostatnie sa konstruowane z uzyciem arbitralnych i ustalonych, zwykle cat-
kowitych wspdétczynnikéw skal dla kazdego stopnia procesu. Kaskady ciaglte maja na-
tomiast nieskonczong liczbe stopni kaskady obejmujaca szeroki zakres skal. Kaskady
ciagte moga by¢ otrzymywane z kaskad dyskretnych na drodze ich ,,zageszczania” (ang.
»densification) przez wprowadzanie coraz wigkszej liczby stopni posrednich, docho-
dzac az do nieskonczonej liczby nieskonczenie matych stopni w kaskadzie. Jak wska-
zywali na to Schertzer i Lovejoy [1987, 1989] oraz Lovejoy i Schertzer [1990a],
w przypadku kaskad multiplikatywnych efektem tego sa stabilne i atraktorowe procesy
wykazujace zachowanie ,,uniwersalne”.

Powracajac do zagadnienia wspomnianych juz generatorow multifraktali, Schertzer
i Lovejoy [1987, 1989] twierdzili, ze proces multifraktalny moze by¢ otrzymany w taki
sposoh, ze jego gestosé €, w skali rozdzielczosci A, bedzie wynosic¢:

g, ~e™ (4.55)

gdzie: T, — generator procesu.

Modelowanie multiplikatywnego charakteru multifraktalnych proceséw kaskado-
wych prowadzi do mnozenia gestosci z gestosciami. Uwzgledniajac zaleznos¢ 4.55,
mozna stwierdzi¢, ze operacja ta sprowadza si¢ w prosty sposéb do sumowania genera-
toréw do generatoréw typu T, = In(g,) [Schertzer i Lovejoy 1993], a studia nad tymi
generatorami moga by¢ prowadzone pod katem rozpatrywania procesow addytywnych.

Podstawowa relacja dotyczaca skalowania momentdw statystycznych wyrazona
wzorem 4.30, po uwzglednieniu wzoru 4.55, daje mozliwos¢ zapisania zaleznosci:
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K(q)In(x)

<gl >=<e® >= AN < ~e @ (4.56)

Analizujac powyzsza zaleznos¢, warto przyrowna¢ ja do struktury funkcji generu-
jacej kumulanty. Funkcja generujaca kumulanty moze by¢ definiowana jako logarytm
naturalny z funkcji charakterystycznej (funkcja charakterystyczna jest transformata
Fouriera rozktadu prawdopodobienstwa). Funkcja generujaca kumulanty h(q) jest czesto
nazywana druga charakterystyczna funkcja [Lukacs 1970]:

h(a)=In(E(e)), (4.57)

gdzie: i — jednostka urojona, q — liczba rzeczywista, X — zmienna losowa, a E oznacza

wartos¢ oczekiwana.

Na mocy definicji 4.57 i na podstawie zaleznosci 4.56 mozna powiedzie¢, ze funk-
cja Ky(q) = K(q)In(L) jest druga charakterystyczna funkcja generatora I';, a wiec loga-
rytmem naturalnym pierwszej charakterystycznej funkcji, czyli A@.

Generator (odstonicty) T skalowo-niezmienniczego multiplikatywnego procesu
kaskadowego winien spetnia¢ nastepujace podstawowe wymogi [Schertzer i Lovejoy
1987, 1989]:

1) generator (drobnej rozdzielczosci) jest procesem losowym szumu ograniczonym do
zakresu [1, A], co zapewnia, ze procesy beda gtadkie w skalach mniejszych niz A™;

2)  Ki(q) (awiec druga charakterystyczna funkcja generatora I",) ma zachowanie loga-
rytmiczne wraz ze skala (A—-<) w celu zapewnienia wielokrotnego skalowania;

3) rozktad prawdopodobienstwa dodatnich fluktuacji generatora T, musi opada¢
szybciej niz wyktadniczo, w celu posiadania pewnych skonczonych momentow
0=0;

4) generator musi by¢ znormalizowany tak, aby K, (1) = 0, co oznacza ze <g,> = 1,
w celu zagwarantowania (kanonicznego) zachowania strumienia.

Z uwagi na dwa pierwsze wymogi widmo energii generatora Ey jest proporcjonal-
ne do odwrotnosci liczby falowej o (Er(w) = w?). Szumy takie sa okreslane mianem
szumow rozowych (ang. pink noises) lub tez szumow 1/f (ang. one over f noises), gdyz
ich widmowa gestos¢ mocy jest proporcjonalna do odwrotnosci czestotliwosci.

Wedtug Schertzera i Lovejoya [1987, 1989] generatorem, ktory spetnia wszystkie
powyzsze cztery wymogi i ponadto jest stabilny i atraktorowy przy addycji, jest (stabil-
ny) ekstremalny (z maksymalna asymetrig) szum Lévy’ego. Szum Lévy’ego jest row-
niez przyktadem wspomnianego powyzej rézowego szumu.

Lévy dokonat generalizacji zmiennej losowej Gaussa na drodze rezygnacji z hipo-
tezy o skonczonej wartosci wariancji zmiennych losowych. W przypadku zmiennych
losowych Gaussa ograniczenie co do skonczonej wartosci ich wariancji implikowato
jednoczesnie skonczono$¢ w granicy wszystkich ich momentéw statystycznych. Po
porzuceniu powyzszej hipotezy Lévy obserwowat dywergencje momentow i wprowa-
dzit indeks o, odpowiadajacy rzedowi dywergencji tych momentow:

<|x|“><oo , dla g<« (4.58)

<|X|q>=eo dla g>a (tojest Pr(|X;|=s)=s™, s>>1). (4.59)
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Rzad dywergencji momentow o jest nazywany indeksem Lévy’ego (0<o<2). Jak
fatwo zauwazy¢ na podstawie zaleznosci 4.58, dla o = 2, nastepuje powr6t do przypad-
ku zmiennych losowych Gaussa, 0 skonczonej wartosci wariancji. Na podstawie zalez-
nosci 4.59 uzasadnionym jest nazywanie zmiennych X; zmiennymi hiperbolicznymi,
z uwagi na algebraiczne opadanie ogonow rozktadéw prawdopodobienstwa. Z tej racji
zmienne Lévy’ego sa stabilnymi i ustalonymi punktami (renormalizowanych) sum nie-
zaleznych i identycznie dystrybuowanych zmiennych hiperbolicznych.

W przypadku szumu Lévy’ego indeks o rowna si¢ rzedowi dywergencji staty-
stycznych momentéw generatora:

Pr(rzs)=s, dlas>>1 => ((-I)")2, dla >0, (4.60)

gdzie: s — poziom graniczny natezenia.

Rezultatem generatoréw spetniajacych zaleznos¢ 4.60 sa ,,uniwersalne” formuty
multifraktalnych funkcji wyktadnika opisujacych skalowanie rozktadéw prawdopodo-
bienstwa c(y) oraz momentéw statystycznych K(q). Formuly te sa wyprowadzane przez
zastosowanie centralnego twierdzenia granicznego dla addycji zmiennych losowych do
generatora kaskady. Przy czym ,,uniwersalna” formuta dla funkcji skalowania momen-
tow K(q) jest otrzymana z uwzglednieniem zachowania momentu rzedu 1, to jest dla
warunku: K(1) = 0. Formula dla funkcji skalowania rozktadéw prawdopodobienstwa
c(y) jest ustalona z wykorzystaniem transformacji Legrendre’a. ,,Uniwersalne” formuty,
sprawdzajace si¢ dla odstonietych kaskad i wielkosci w granicy A—se<, maja nastepujaca
posta¢ [Schertzer i Lovejoy 1987, 1989, Lovejoy i Schertzer 2006]:

1\
Cl(CL.Jr&j dla =1
c(y—H)= : (4.61)
Clexp(cl—lj dla a=1,
1
ac_ll(q“—q) dla =1
K(q)-aH = (4.62)
Clqln(q) dla a=1,

gdzie: we wzorze 4.62 ¢ :g—i >0, o przyjmuje wartosci z zakresu [0,2], a parametr o’

jest powiazany z indeksem Lévy’ego ponizsza zaleznoscia:

l+i.=1 dla =1, (4.63)

o o
Z przegladu formut 4.61-4.63 wynika jasno, ze sa potrzebne tylko trzy fundamen-
talne parametry dla charakteryzacji obydwu multifraktalnych funkcji wyktadnika. Pa-
rametrami tymi sa wspomniane juz wczesniej: H — odchylenie od zachowawczosci (ang.
deviation from conservation), C; — kowymiar osobliwosci sredniej (ang. codimension of
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the singularity of the mean), o — stopien multifraktalnosci (ang. degree of multifractali-
ty). Wszystkie trzy powyzsze parametry sa nazywane uniwersalnymi parametrami mul-
tifraktalnymi (ang. universal multifractal parameters).

Dwa sposrod uniwersalnych parametrow multifraktalnych: C; i oo moga by¢ uzyte
w celu oszacowania krytycznych momentow zwiazanych z multifraktalnymi transfor-
macjami fazowymi, to znaczy: gs do transformacji drugiego rzedu oraz qp do transfor-
macji pierwszego rzedu. Formua do szacowania krytycznego momentu gs moze by¢
uzyskana na mocy réwnania 4.35 i po dodatkowym uwzglednieniu zaleznosci 4.41 oraz

4.61:
~ dC(’Y) ~ D+D5 1/ a
%= gy LU ) (4.64)

Rdéwnanie powyzsze jest prawdziwe tylko dla momentow qs<qp [Tessier i in.
1993]. Zalezno$¢, z ktorej mozliwym jest wyznaczenie krytycznego momentu gp, ma
nastepujaca posta¢ [Tessier i in. 1993]:

Cl qDa_qD_ 4.65
a-1 qp-1 =D (4.69

Wielko$¢ parametru o zostata uznana za wyr6znik klas uniwersalnosci (ang.
universality classes). Przyjeto podziat catego zakresu zmiennosci parametru o na pigé
jakosciowo rozniacych sie przypadkow [Tessier i in. 1993]: o = 0, O<o<l, o = 1,
1<0<2i oo = 2. Dolna granica tego podziatu (o. = 0) odpowiada przypadkowi monofrak-
talnemu opisywanego wczesniej modelu . Przedziat O<a<1 odpowiada procesom (lo-
garytmicznym) Lévy’ego z ograniczonymi osobliwosciami. Catkowanie takich multi-
fraktali po zbiorze obserwacyjnym o zadowalajaco duzym wymiarze D moze prowadzi¢
do miekkiego (ang. soft) zachowania. W Klasyfikacji multifraktale te sa okreslane mia-
nem warunkowo twardych (ang. conditionally hard). Trzy ostatnie przypadki obejmuja-
ce przedziat oe[1,2] sa klasyfikowane jako bezwarunkowo twarde multifraktale (ang.
unconditionally hard). Catkowanie tych multifraktali po zbiorze obserwacyjnym o wy-
miarze D prowadzi zawsze do dywergencji momentéw dla wystarczajaco duzego, ale
skonczonego ich rzedu qp, niezaleznie od wartosci D. Przypadek o = 1, odpowiada
multifraktalom logarytmicznym Cauchy’ego (ang. log-Cauchy multifractals). Przedziat
1<0<2, odpowiada procesom (logarytmicznym) Lévy’ego z nieograniczonymi osobli-
wosciami. Na koniec granica gérna dla o = 2 odpowiada logarytmiczno-normalnemu
przypadkowi Gaussa.
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5. BADANIA FRAKTALNE I MULTIFRAKTALNE

Jak wynika z przeprowadzonego przegladu literatury w poprzednim rozdziale, sto-
sowanie roznego typu modeli kaskadowych potwierdzito teze, ze niezmiennicze skalo-
wo multiplikatywne procesy prowadza generalnie do powstania multifraktali. Na tej
podstawie u progu czesci badawczej pracy przyjmuije sie, ze jesli uda sie wykaza¢ mul-
tifraktalny charakter posiadanych lokalnych szeregéw opadowych z Wroctawia w za-
kresie skal czasowych od 24 godzin do 5 minut, to uzasadnionym bedzie uzycie mecha-
nizméw kaskadowych do efektywnego generowania syntetycznych szeregéw opado-
wych (na drodze skalowania np. sum dobowych opaddéw ku mniejszym skalom, ang.
downscaling), ktére beda zachowywaé lokalne charakterystyki statystyczne swoiste
naturze rzeczywistych lokalnych opaddw.

Punktem wyjscia opisywanych w rozdziale badan jest hipoteza, ze wasciwym na-
rzedziem modelowania szeregébw opadowych deszczOw w wysokiej rozdzielczosci
czasu (wynoszacej 5 minut), ktore to z pozoru przedstawiaja catkowicie chaotyczny
obraz zarejestrowanych chwilowych natgzen deszczu, jest warsztat analizy geometrii
procesow multifraktalnych. Za stawianiem takiej hipotezy badawczej moze przemawiaé
analiza rysunku 5.1, na ktorym ujawniaja sie¢ pewne analogie co do geometrii klasycz-
nych zbiorow fraktalnych Cantora oraz zbioréw powiazanych z hierarchia progowych
wartosci natezen, powstatych na bazie analizy przyktadowego hietogramu rzeczywiste-
go deszczu (podobnie jak na rys. 4.2).

Stwierdzenie, ze dany zbiér wykazuje cechy fraktalne badz tez multifraktalne wy-
maga przeprowadzenia odpowiednich studiéw. Studia te sa mozliwe przy zastosowaniu
stosunkowo prostych technik w przypadku zbioréw fraktalnych, czy tez liniowych pro-
cesOw stochastycznych, ktére moga by¢ charakteryzowane za pomoca pojedynczego
wyktadnika skalowania. Do grona tych technik naleza przede wszystkim metody: zli-
czania pudetek (ang. box-counting method), wymiaréw korelacji (ang. correlation di-
mensions), zaleznosci pole powierzchni-obwdd (ang. area—perimeter relations), wy-
ktadnikéw rozktadu powierzchni (ang. area-distribution exponents), funkcji struktury
(ang. structure functions), widma mocy (ang. power spectrum) i in. Przeglad powyz-
szych metod mozna znalez¢ w ksiazce Federa [1988], gdzie sa one stosowane dla catego
spektrum procesow fizycznych wykazujacych cechy fraktalne. W pracy niniejszej dys-
kusja nad tymi metodami nie jest prowadzona. Jak dowiedziono w dalszej czesci ba-
dawczej pracy, szeregi czasowe opadoéw z Wroctawia okazaty si¢ nie by¢ prostymi,
liniowymi procesami stochastycznymi, mozliwymi do scharakteryzowania za pomoca
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pojedynczego wyktadnika skalowania. W przeciwienstwie do tego wykazywaty one
cechy multifraktalne i studia nad nimi wymagaty uzycia bardziej skomplikowanych
metod analiz multifraktalnych. Metody analiz multifraktalnych stuza badaniu procesow
na réznych poziomach rozdzielczosci. Pozwalaja one na bezposrednie okreslenie funk-
cji wyktadnika skalowania rozktadéw prawdopodobienstwa i momentéw statystycz-
nych, ktore charakteryzuja procesy multifraktalne.

a) b)
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n=0 I -
) d) |
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Rys. 5.1. Przyklady konstrukcji zbioréw fraktalnych. Klasyczne zbiory fraktalne Cantora:
a) srodkowy-trzeci zbior Cantora, jednoskalowy, deterministyczny fraktal, b) dwu-
skalowy zbior Cantora, ze wspétczynnikami redukcyjnymi 0,25 i 0,50 odpowiednio
dla prawej i lewej strony, wieloskalowy deterministyczny fraktal, c) losowy zbiér Can-
tora powstaly przez kazdorazowa eliminacje losowo wybranych przedziatéw sposréd
trzech réwnych sobie przedziatow, fraktal losowy. Zbiory powiazane z hierarchig pro-
gowych wartosci natezen | (d), powstate w wyniku analizy przyktadowego hietogramu
rzeczywistego opadu z Wroctawia

Fig. 5.1. Examples of the construction of fractal sets. Classical Cantor fractal sets: a) the mid-
dle-third Cantor set, one-scale, deterministic fractal, b) a two-scale Cantor set with re-
ducing factors 0,25 and 0,50 for right and left sides respectively, multi-scale determi-
nistic fractal, c) a random Cantor set where each interval is divided into three equal
parts from which some are selected at random to be withdrawn, random fractal. Sets
connected with the hierarchy of threshold intensity values | (d), resulting from the
analysis of the real rainfall hyetograph example from Wroctaw

Zastosowanie wigkszosci sposrdéd metod analiz multifraktalnych do posiadanych
szeregdw czasowych rejestracji opadow z Wroctawia wymagato przeksztatcenia ich
zmiennych do postaci zmiennych bezwymiarowych. Zmiennymi tymi przy analizie
czasowej zmiennosci struktury opaddw lokalnych byty: czas i natezenie opadu.

W celu przeksztalcenia zmiennej czasu do postaci bezwymiarowej przyjmuje sig
najdtuzszy sposréd analizowanych okreséw (o czasie trwania T;) za rdwny 1. Nastepnie
dla dowolnego innego przedziatu czasu dokonuje si¢ podzielenia jego wielkosci t przez
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wartos¢ T,. Kazdorazowo iloraz ten jest odwrotnie proporcjonalny do wspétczynnika
skali A, charakteryzujacego skale czasowa odpowiadajaca czasowi t:
t 1
T (5.2)
W ramach badan wiasnych przyjeto ze analizowane beda nastepujace okresy cza-
sow: 5, 10, 15, 30, 60, 120, 180, 360, 720, 1440, 2880, 5760 i 11520 minut. W tych
uwarunkowaniach wspétczynnik skali A zmieniat si¢ w zakresie od 2304 do 1. Najdtuz-
szy z okreséw T, = 11520 minut odpowiadat 8 dniom. Uznano wstepnie, ze analiza
dtuzszych okres6w nie jest mozliwa z uwagi na ograniczenia posiadanego materiatu,
ktory sktadat sie z serii pomiarowych z kolejnych lat, nie przekraczajacych jednorazowo
218 dni (tab. 3.1). Z serii takich nie bylo mozliwe wyodrgbnienie dostatecznie duzej
ilosci dtuzszych okresow, niezbednych dla ich dalszej, wiarygodnej analizy statystycz-
nej, np. w celu obliczen ich momentdw statystycznych. Jednoczesnie, przeprowadzona
analiza widmowa posiadanych szeregow wykazata, ze przejawiaja one swoj skalowy
charakter w obrebie analizowanych okreséw czasu.
W celu przeksztalcenia zmiennej natezenia deszczu w skali rozdzielczosci A do po-
staci bezwymiarowej, wartosci natezenia dzieli si¢ przez srednie natezenie procesu dla

catego zbioru. Srednie natezenie niezalezne od skali <R1> dla szeregu wartosci natezen
R4i, dla przedziatow czasu i, gdzie i = 1,...,A wynosi:

A
Rui
<Rx>: %}LA’ . (5.2)
Tak wiec bezwymiarowe wartosci natezen €, ; dla przedziatow i to odpowiednio:
_ Ri.i
€y —W : (5.3)

Na mocy réwnan 5.2 i 5.3 mozna wykazaé, ze dla kazdego poziomu rozdzielczosci A
$rednia dla catego zbioru bezwymiarowych wartosci natgzen jest rowna 1: {sx> =1 (we
wzorze indeks i jest pominigty).

Badania multifraktalne szeregéw opadowych z Wroctawia byty prowadzone jako
osobne analizy kolejnych rocznych zbiordw danych z 38 lat (patrz tab. 3.1). Wyniki
otrzymywane w ich trakcie dla poszczeg6lnych lat byly zgodne pod wzgledem jako-
sciowym, a precyzyjne ilosciowe parametry ich opisu nie byty w zasadzie istotnymi dla
pozniejszego konstruowania generatorow kaskadowych. W nastepnych podrozdziatach
prezentowane sa szczegGtowo, zasadniczo, tylko wyniki analiz uzyskane dla przykia-
dowego szeregu opadowego z 1997 r. Szereg ten zostat wytypowany z uwagi na inten-
sywne deszcze, jakie miaty miejsce zwkaszcza w lipcu [ich sekwencja byta charaktery-
zowana szczegdtowo przez Licznar i in. 2005]. Szczegdlnie intensywne opady w 1997 r.
nie tylko we Wroctawiu, ale na terenie catego Dolnego Slaska spowodowaty Katastro-
falna powddz na rzece Odrze i jej doptywach oraz liczne lokalne podtopienia.
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5.1. Analiza widmowa szeregow czasowych
natezen deszczow

Analiza widmowa szeregdéw czasowych jest podejmowana standardowo na wstepie
badan multifraktalnych [patrz np. Gao i in. 2007, de Lima 1998, Lovejoy i Schertzer
1995, 2006, Menabde i in. 1997, Olsson 1998, Pandey i in. 1998, Pathirana i in. 2003,
Tessier i in. 1993]. Jej celem jest znalezienie odpowiedzi na tak podstawowe pytania
jak: czy badany proces wykazuje cechy skalowania, w jakim zakresie maja one miejsce,
czy wystepuja punkty ztamania skalowania? We wszystkich cytowanych powyzej pra-
cach mowi si¢ o zastosowaniu transformaty Fouriera dla przejscia z opisu procesu
w domenie czasowej do domeny czestotliwosci, w ktdrej to dopiero poszukuje sie wy-
stepowania zaleznosci potegowej pomiedzy energia a liczba falowa (patrz réwnanie
4.8). Pod tak ogolnie zapisana metodyka moze miesci¢ sie co najmniej kilka definicji
rozumienia pojecia widma energii. Zapewne najczesciej jest ono rozumiane jako ge-
stos¢ widmowa mocy (ang. power spectral density) PSD, nazywana takze czesto wid-
mem mocy (ang. power spectrum). W literaturze mozna takze odnalez¢ rozne metodyki
estymacji widma mocy [petna dyskusje roznego typu normalizacji widma mocy mozna
odnalez¢ w ksiazce Pressa i in. 1989].

W ramach badan wiasnych postanowiono skorzysta¢ z popularnej wersji estymato-
ra widma mocy, nazywanego historycznie periodogramem (ang. periodogram). Pierw-
szym etapem analizy jest przeprowadzenie szybkiej transformacji Fouriera (ang. Fast
Fourier Transform — FFT). Pozwala ona na proste obliczenie dyskretnej transformaciji
Fouriera, a wiec przeksztatcenie skonczonego ciagu N prébek sygnatu (co, ¢4, Cs,..., Cn.1)
(probek funkcji c(t) dla statych interwatow t, rbwnych A) w ciag harmoniczny (C,, Cy,
C,,..., Cn.1) wedtug wzoru [Press i in. 1989]:

Co =Y c ek k=0,..,N-1, (5.4)
j=0

gdzie: i — jednostka urojona, k — numer harmonicznej, j — numer probki sygnatu,
¢j — wartos¢ probki sygnatu, N — liczba probek.

Na podstawie znajomosci transformat opisanych wzorem 5.4, mozliwym jest obli-
czenie widma mocy dla N/2+1 czestotliwosci [Press i in. 1989]:

P(0)=P(f)=—[C:

1 2 2
P(fk)=m[|ck| i (%— j (5.5)

|2

1
P( fc) = P( fN/2) :F|CN/2|2

gdzie czestotliwosci f, sa zdefiniowane tylko dla nieujemnych wartosci:

kO k N
fk_m_Zf«:W k=0,1,.,—. (5.6)
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We wzorach powyzszych f. jest specjalna czestotliwoscia, nazywana czestotliwoscia
krytyczna Nyquista (ang. Nyquist critical frequency):

1
fo=or

W celu przeprowadzenia obliczen PSD analizowanych szeregéw opadowych opra-
cowano specjalny program obliczeniowy SPECTRUM, w ktérym wykorzystano proce-
dury obliczeniowe FOUR1 i REALFT, stuzace przeprowadzeniu szybkiej transformacji
Fouriera, podawane przez Pressa i in. [1989]. W programie tym zaimplementowano
dodatkowo procedure wygtadzania widma dla jego wysokich czestotliwosci, co jest
operacja stosowang takze przez innych badaczy [patrz. np. de Lima 1998].

Przykiady otrzymanych wynikéw sa prezentowane na rysunkach 5.2 i 5.3 dla sze-
regéw czasowych rejestracji natgzen deszczéw z dwdch wybranych lat. Oprocz roku
1997, ktéry jak juz wspominano byt interesujacym materiatem badawczym z uwagi na
intensywne opady deszczOw, wytypowano takze losowo szereg z roku 1964, ktory
z zarejestrowana catkowita wysokoscia 310 mm opadu w ciagu 209 dni byt w przybli-
zeniu przecigtnym szeregiem opadowym (srednia zarejestrowana catkowita wysokosé
opadéw w obrebie szeregow charakteryzowanych w tabeli 3.1 wynosita 298 mm,
a przecigtny czas ich trwania 181 dni). Na rysunkach 5.2 i 5.3, podobnie jak
i w przypadku pozostatych szeregéw czasowych, dla innych lat, obserwowany byt
w przyblizeniu gtadki przebieg widma dla wysokich czestotliwosci. Przebieg ten byt
zgodny z zaleznoscia potegowa, analogiczna wzgledem réwnania 4.1:

P(f)=f". (5.8)

(6.7)

Nachylenie widma w zakresie wysokich czestotliwosci byto wieksze od 1 (B>1).
Niemniej, przy spadku czestotliwosci do okoto 0,70-0,55 godz.™, odpowiadajacych
czasom w zakresie okoto 85-110 minut, obserwowane byto ,,przerwanie” widma (ang.
spectral "break™). Przerwanie to oznacza, ze w obrebie czgstotliwosci bliskich wspo-
mnianym 0,70-0,55 godz.™ obserwowany byt obszar przejsciowy pomigdzy skalowym,
zgodnym ze wzorem 5.8 charakterem widma dla czestotliwosci wyzszych i nizszych. Po
przekroczeniu obszaru przerwania, w przyblizeniu skalowy przebieg widma mocy byt
obserwowany co najmniej do czestotliwosci wynoszacych okoto 0,04 godz.™ (okoto
1 dzien), a w przypadku niektorych szeregdéw rocznych nawet do jeszcze nizszych cze-
stotliwosci rownych okoto 0,005 (okoto 8 dni). Jak tatwo zauwazy¢, w omawianym
zakresie niskich czestotliwosci wartosci widma podlegaty zdecydowanie wigkszym
wahaniom, a generalnie nachylenie tego segmentu widma bylo znacznie mniejsze

(B~03).
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Rys. 5.2. Widmo mocy 5-minutowego szeregu czasowego rejestracji deszczéw z Wroctawia
w roku 1964
Fig. 5.2. Energy spectrum for the 5-minute rainfall time-series from Wroctaw in the year 1964
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Rys. 5.3. Widmo mocy 5-minutowego szeregu czasowego rejestracji deszczéw z Wroctawia
w roku 1997
Fig. 5.3. Energy spectrum for the 5-minute rainfall time-series from Wroctaw in the year 1997
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Otrzymane wyniki pozostawaty w duzej zgodnosci z wynikami innych autorow.
Na przykfad de Lima [1998] obserwowata podobne widma energii dla szeregéw czaso-
wych natezen deszczOw 2-minutowych i 15-minutowych (zdigitalizowanych z paskéw
pluwiograficznych) z Vale Formoso w Portugali oraz dla 1-minutowego (pseudo) sze-
regu czasowego natezen deszczow (,,zrekonstruowanego” na podstawie pomiaréw wy-
konanych deszczomierzem korytkowym, ang. "tipping-bucket gauge") z Nancy we
Francji. Uzyskane wyktadniki potegowe skalowania widm wynosity odpowiednio dla
obydwu lokalizacji B = 0,73 i B = 0,96 w zakresie wysokich czestotliwosci oraz B =
0,15 i B = 0,21 w zakresie niskich czestotliwosci. Pomiedzy obydwoma rezimami ska-
lowego charakteru widm wystegpowat obszar przejsciowy przerwania, ktory dla Vale
Formoso znajdowat sie w poblizu f = 0,6 godz.™ (100 minut), a dla Nancy byt przedzia-
fem czestotliwosci odpowiadajacych czasom w zakresie od 17 do 80 minut. Gladki
przebieg widma, zgodny z zaleznoscia potggowa, uznawany za rezultat skalowania byt
obserwowany w przypadku obydwu lokalizacji dla czestotliwosci odpowiadajacych
czasowi nawet do 3 tygodni. Autorka, dzigki dostepowi do kilkuletnich ciagtych szere-
gow czasowych, obejmujacych takze okresy zimowe, mogta zidentyfikowa¢ na podsta-
wie analizy widm wyrazne wystepowanie rocznej cyklicznosci opaddw. Ponadto, na
podstawie pogiebionej analizy widm szeregbw, opartej na wyznaczeniu widm dla
n-wyktadniczo renormalizowanych danych (metodyka renoramalizacji n-wykladniczej
jest przedstawiona szczegGtowiej przy dyskusji nad metoda podwojnego momentu $la-
du), wykazata, ze przerwanie nie ma charakteru fundamentalnego. W widmach renor-
malizowanych obserwowata bowiem przesunigcie przerwania ku nizszym badz wyz-
szym czestotliwosciom, a wiec byto ono zalezne od natezenia procesu. Obserwacje te
skianiaty w potaczeniu z innymi technikami eksploracji jakosci posiadanych danych do
przyjecia hipotezy, ze dyskutowane przerwanie miato charakter sztuczny i wynikato ze
skalowo zaleznych problemdéw z pomiarem opaddw i digitalizacja paskéw pluwiogra-
ficznych.

Przyktadowe widma dla renormalizowanego szeregu rejestracji deszczéw z Wro-
ctawia z roku 1997 dla dwdch wartosci wyktadnika m = 0,7 i | = 1,4 sa przedstawione
na rysunku 5.4. W trakcie obliczen dokonano ich silnego wygtadzenia, co pozwala
fatwiej zauwazy¢, ze renormalizacja szeregu doprowadzita do przesunigcia pierwotnego
przerwania skalowania z 85 minut (patrz rys. 5.3) do odpowiednio okoto 110 i 60 mi-
nut. Analogicznie zatem, jak w przypadku wynikéw de Limy [1998], operacja renorma-
lizacji dla wartosci m mniejszych od 1 badz wigkszych od 1, prowadzaca odpowiednio
do ostabienia badz wzmocnienia natezenia procesu, owocowata odpowiednio przesu-
nigciem przerwania ku wyzszym lub nizszym czgstotliwosciom. Od poczatku badan
szeregOw rejestracji deszczdw z Wroctawia nasuwa to przypuszczenie o istotnych ogra-
niczeniach co do maksymalnego poziomu szczeg6towosci informacji o procesie opa-
dowym, jaki moze by¢ dostepny dzigki zdigitalizowanym zapisom pluwiograficznym.
To bardzo istotne zagadnienie z punktu widzenia praktycznego pozyskiwania danych do
modelowania hydrodynamicznego systemdéw kanalizacji deszczowej i ogélnosptawnej
w Kraju, nie jest w tym miejscu dalej rozwijane, stanowi jednak przedmiot pogtebionej
dyskusji w dalszej czesci pracy.
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Rys. 5.4. Widmo mocy 5-minutowego szeregu czasowego rejestracji deszczéw z Wroctawia
w roku 1997 po jego renormalizacji dla n = 1,4 (wykres gorny koloru niebieskiego)
i dlan =0,7 (wykres dolny koloru czerwonego)

Fig. 5.4. Energy spectrum for the 5-minute rainfall time-series from Wroctaw in the year 1997,
after its renormalization for n = 1,4 (top blue colour plot) and for n = 0,7 (bottom red
colour plot)

W przyblizeniu gtadki przebieg widma gestosci mocy wedtug zaleznosci potego-
wej byt takze obserwowany przez Pathirana i in. [2003] dla 18 stacji meteorologicznych
w Japonii. Niemniej, autorzy ci operowali jedynie godzinowymi sumami opaddw, co
zapewne ttumaczy brak dyskutowanego powyzej przerwania w zakresie czestotliwosci
odpowiadajacych okoto 1 godzinie. Wskazywali oni, ze skalowy charakter widma
utrzymuje sie do czestotliwosci odpowiadajacych 1 dobie lub tez nawet 2 lub 3 dniom
i moze by¢ opisywany wyktadnikiem 3 = 1,0. Wynikéw tych nie mozna jednakze po-
rownywa¢ w sposob ilosciowy z wynikami przedstawionymi na rysunkach 5.2
i 5.3, z uwagi na odmienne przyjecie metodyki estymacji widma mocy przez Pathirana
i in. [2003] (o mozliwosci stosowania wielu alternatywnych technik obliczania gestosci
widmowej mocy PSD wspominano juz na wstepie niniejszego podrozdziatu). Analo-
giczne wyniki wskazujace na skalowy charakter widma mocy w zakresie czestotliwosci
odpowiadajacych czasom od 2 godzin do okoto 3 dni byly takze prezentowane przez
Olssona [1998] dla szeregu opadowego z Lund w Szwecji. Skalowy charakter widma
energii byt rowniez obserwowany przez Menabde i in. [1997] dla 15 sekundowych
szeregdw czasowych rejestracji deszczow z Norfolk Island i Matawai w Nowej Zelan-
dii, pochodzacych ze specjalnie opracowanych precyzyjnych deszczomierzy. Przebieg
widma, zgodny z zaleznoscia potegowsa i charakteryzowany pojedynczym wyktadni-
kiem B = 1,52 (Norfolk Island) i B = 1,37 (Matawai), byt stwierdzony w catym prze-
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dziale czestotliwosci, odpowiadajacym czasom od 4 minut do 17 godzin. Mozna przy-
puszczaé, ze brak przerwania widma i jego state nachylenie na wykresie logarytmicz-
nym mogto wynikaé¢ ze znacznie lepszej jakosci danych pomiarowych. Pomimo dyspo-
nowania szeregami czasowymi rejestracji deszczOw, o niespotykanym nadal w po-
wszechnej praktyce stuzb meteorologicznych poziomie rozdzielczosci czasowej, Me-
nabde i in. [1997] w spos6b swiadomy nie rozszerzali zakresu badanych czestotliwosci
(nie rozpatrywali czaséw krétszych od 4 min) w celu uniknigcia mozliwych efektow
ubocznych, wynikajacych z kwantyzacji pomiaréw.

Podsumowujac przeprowadzona analize widmowa szeregdw opadowych z Wro-
ctawia, mozna stwierdzi¢, ze otrzymane wyniki wskazuja na skalowy charakter lokal-
nego procesu opadowego. Charakter ten nie moze jednak by¢ opisany przez pojedynczy
wyktadnik skalowania, jak dla prostego procesu monofraktalnego, co jednoczesnie
ujawnia wielkoskalowy charakter procesu, typowy dla multifraktali. Uzasadnia to po-
trzebe zastosowania narzedzi warsztatu multifraktalnego dla opisu i modelowania bada-
nych proceséw opadowych. Co jest istotne, skalowy charakter widma mocy byt obser-
wowany w zakresie czestotliwosci odpowiadajacych czasom od 5 minut do co najmniej
24 godzin. Rodzi to uzasadniona nadzieje na praktyczna mozliwos$¢ przeprowadzania
operacji skalowania ku dotowi (ang. downscaling), czyli dekompozycji dobowych sum
opadow nawet na skfadowe sumy 5-minutowe i tworzenie syntetycznych szeregow,
w spos6b mozliwie wiarygodny nasladujacych skomplikowany proces opadowy.

5.2. Metoda funkcyjnego zliczania pudetek

Metoda funkcyjnego zliczania pudetek (ang. functional box-counting metod) jest
prosta metoda estymacji wielu wymiaréw fraktalnych opisujacych pojedynczy proces
multifraktalny. Jest to w zasadzie rozszerzenie klasycznej metody zliczania pudetek,
ktéra byta stosowana w tak fundamentalnych badaniach nad zbiorami fraktalnymi, jak
cho¢by wspominana na wstepie rozdziatu 4 analiza diugosci fiordowego wybrzeza
Norwegii [Feder 1988]. W klasycznej metodzie zliczania pudetek oszacowanie wymia-
ru fraktalnego odbywa si¢ na podstawie zaleznosci 4.4. Zwykle przy tym nie mowi si¢
o hiperszescianach o boku A™, lecz po prostu o pudetkach (ang. boxes), skad nazwa
metody. Uwienczeniem metody zliczania pudetek jest wykonanie wykresu logarytmow
wartosci liczby nie-pustych pudetek N, 4 jako funkcji logarytmu wartosci A. Na tym
podwdjnie logarytmicznym wykresie skalowanie opisane potegowa zaleznoscia 4.4
manifestuje sig liniowa zaleznoscia obydwu wielkosci, a wymiar fraktalny zbioru A moze
by¢ wyznaczony jako nachylenie prostej najlepszego dopasowania tejze zaleznosci.

Metoda funkcyjnego zliczania pudetek zostata zaproponowana przez Lovejoya i in.
[1987], a jej novum w odniesieniu do klasycznego zliczania pudetek jest rozpoczecie
analizy od zdefiniowania wiasciwych zbioréw topologicznych, o skonczonych rozdziel-
czosciach, powiazanych z okreslonymi poziomami natezenia procesu. Dla kazdego
z tych zbioréw dokonuje si¢ osobnego oszacowania jego wyktadnika skalowania,
a wigc wymiaru fraktalnego, stosujac klasyczna metode zliczania pudetek. W tym celu
kazdy ze zbioréw jest kilkakrotnie pokrywany w catosci nie-zachodzacymi na siebie
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pudetkami o statym i wzrastajacym za kazdym razem wymiarze. Kazdorazowo, dla
kolejnych wymiaréw pudetek (catej sekwencji rozdzielczosci badania) zliczana jest
liczba pudetek wypetnionych przez co najmniej jeden element zbioru. Na podstawie
takich systematycznych studiow i po opracowaniu funkcjonalnych zaleznosci ich wyni-
kéw wzgledem skali wymiaréw pudetek i pozioméw granicznych natezenia procesu Ty,
mozliwe jest okreslenie funkcji wymiaru fraktalnego D(Ty,). Z funkcji tej natomiast
mozna jest otrzymac funkcje kowymiaru c(y), po uprzednim powiazaniu granicznych
natezen procesu z rzedami osobliwosci, przy wykorzystaniu przyblizenia o postaci
[Gabriel i in. 1988]:

The =AT, (5.9)

gdzie: A — wspotczynnik skali rozdzielczosci.

Metoda funkcyjnego zliczania pudetek jest bardzo prosta obliczeniowo, gdyz unika
sie w niej koniecznosci obliczania momentéw statystycznych. Jednak prostota ta jest
nieodtacznie stowarzyszona z oczywistymi ograniczeniami metodyki. Przed wszystkim
metoda ta jest ogélnikowym estymatorem multifraktalnego charakteru zbioru, gdyz
podstawowym pytaniem, jakie w niej stawiamy, jest to: czy w pudetku zawarty jest
jakikolwiek element zbioru, a nie, ile jest zawartych elementéw zbioru? Tym samym
jest to estymator typu wszystko albo nic, co czyni tg procedure znacznie mniej atrakcyj-
na w pordwnaniu z mozliwosciami bezposredniego badania samej gestosci procesu,
przy uzyciu innych metod warsztatu multifraktalnego. Dodatkowo sytuacje komplikuja
trudnosci z powiazaniem granicznych natgzen procesu z rzedami osobliwosci i tenden-
cja do ,wysycania” (ang. saturation) w pewnych okreslonych sytuacjach. Wéwczas to
wszystkie pudetka powyzej pewnej wielkosci sa zapetnione, co moze prowadzi¢
w efekcie do falszywych zataman w skalowaniu.

W celu funkcyjnego zliczenia pudetek szeregdw opadowych z Wroctawia przygo-
towano program obliczeniowy BOX w jezyku Pascal. W programie tym przyjeto trzy
poziomy graniczne intensywnosci procesu wynoszace odpowiednio: 0, 1 i 5 mm-godz.™.
Wyniki funkcjonowania programu na przyktadzie szeregu czasowego rejestracji desz-
czOw z roku 1997 sa przedstawione na rysunkach 5.5 i 5.6. Wykresy na tych rysunkach
obejmuja skale czasowe od 5 minut do okoto 114 dni.

Na rysunku 5.5 zostat przedstawiony jedynie wykres uzyskany przy zatozeniu po-
ziomu granicznego natezenia deszczu réwnego 0 mm-godz.™. Na wykresie tym wyraz-
nie zaznaczaja si¢ trzy odmienne regiony skalowej (liniowej w uktadzie logarytmicz-
nych osi) zaleznosci pomigdzy liczba nie-pustych pudetek a ich wielkoscia, a wigc skala
czasu. Dwa zewngtrzne regiony, jeden dla bardzo duzych skal czasu i drugi dla bardzo
matych skal czasu, maja zblizone wartosci nachylenia zaleznosci skalowych, wynoszace
odpowiednio: -0,91 i -1,00. Srodkowy region zawarty pomiedzy skalami czasowymi od
okoto 80 minut do okoto 2 tygodni charakteryzuje sie znaczaco r6zniacym sie nachyle-
niem, réwnym -0,58. Nachylenie to zgodnie z idea metody zliczania pudetek jest osza-
cowaniem wymiaru fraktalnego geometrycznej ,,podstawy” wystapien deszczow D = 0,58,
ktory to jest zdefiniowany w jednowymiarowej przestrzeni czasu. Wartos¢ ta jest zbli-
zona do wymiaru D = 0,50, wyznaczonego przy uzyciu tej samej metodyki przez de
Lime [1998] dla 2-minutowych szeregéw czasowych rejestracji deszczéw z Vale For-
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moso (Portugalia). Ponadto autorka ta obserwowata podobny zakres srodkowego regio-
nu, zaleznosci skalowej od okoto 2 godzin do okoto 3 tygodni.
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Rys. 5.5.  Wyniki funkcyjnego zliczania pudetek dla 5-minutowego szeregu czasowego rejestra-
cji natezen opadéw z Wroctawia w 1997 r. (wyniki jedynie dla poziomu granicznego
natezenia rownego 0 mm-godz.™)

Fig. 5.5. Results of box-counting for the 5-minute rainfall intensity time-series from Wroctaw
in the year 1997 (results for only one intensity threshold equals 0 mm-h%)

W przypadku dwoéch zewnetrznych regiondw na rysunku 5.5 uwidacznia sig
wspomniany juz problem ,,wysycenia”. Jest on oczywisty w przypadku skrajnego pra-
wego regionu, gdzie dla wzrastajacych od skali okoto 2 tygodni wymiaréw pudetek
wszystkie z nich sa juz zapetnione. W nastepstwie tego liczba nie-pustych pudetek jest
zawsze réwna tacznej liczbie pudetek, a spadek ich liczby dla zwiekszajacych sie wy-
miar6w jest prostym nastepstwem zmniejszenia si¢ ich globalnej liczby. Wysycenie
w obrebie skrajnego lewego regionu wykresu ma catkowicie odmienna genezg. Dla
bardzo matych skal czasu ponizej okoto 80 minut zbidr okresow z opadem deszczu,
opisywany przez posiadany szereg czasowy, prawie catkowicie wypetnia obserwowana
przestrzen czasu, przez co nie zdarzaja Si¢ prawie okresy bezdeszczowe. Tym samym
konsekwentny wzrost liczby nie-pustych pudetek wraz ze zmniejszaniem sig ich wy-
miaru jest zasadniczo rezultatem tylko wzrostu globalnej ilosci pudetek. Mechanizm
wypetnienia obserwowanej przestrzeni czasu przez zbior okresow z opadem dla matych
skal czasu moze wydawac¢ sie trudnym do zrozumienia. W jego rozumieniu moze istot-
nie pomoc analiza rysunku 4.1. Rysunek ten dowodzi, ze zmiana poziomu rozdzielczo-
§ci czasowej pomiaru z np. 1 sekundy do 30 sekund nie tylko zaweza odgérnie zakres
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obserwowanych wartosci, ale takze oddolnie zmniejsza liczbe okreséw bez deszczu,
a nawet wyklucza ich pojawianie si¢. Jest to jeszcze wyrazniej widoczne po przejsciu
do rozdzielczosci 5 minut, gdzie na catym wykresie nie ma juz wartosci zerowych
strumienia energii kKinetycznej deszczu. Tak wigc, wysycenie dla niskich skal jest rezul-
tatem niedoskonatosci aparatury pomiarowej w zakresie rejestracji nieciagtosci i zmien-
nosci procesu opadowego w matych skalach.
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Rys. 5.6.  Wyniki funkcyjnego zliczania pudetek dla 5-minutowego szeregu czasowego rejestra-
cji natezen opadéw z Wroctawia w 1997 r. (poréwnanie wynikdw dla trzech r6znych
pozioméw granicznych natezen: 0, 1 i 5 mm-godz.™)

Fig. 5.6. Results of box-counting for the 5-minute rainfall intensity time-series from Wroctaw
in the year 1997 (results comparison for three different intensity thresholds equal: 0, 1
and 5 mm-h)

O stusznosci implikowanej powyzej genezy wysycenia dla niskich skal przekonuje
tez poréwnanie granicznego czasu jego ujawnienia sie, czyli 80 minut z czestotliwoscia
sztucznego przerwania w skalowaniu widma mocy (rys. 5.3). Okazuje si¢ ze czestotli-
wosé 0,7 godz.™ praktycznie odpowiada wspomnianemu czasowi 80 minut. Analogicz-
ne wyniki w zakresie funkcyjnego zliczania pudetek i ich zgodnosci, co do granicznego
czasu wysycenia dla matych skal z czasami przerwania skalowania widma mocy, byty
obserwowane takze dla szeregdw czasowych z Wroctawia dla innych lat. Potwierdza to
jeszcze mocniej hipoteze o istotnych ograniczeniach co do maksymalnego poziomu
szczegotowosci informacji o procesie opadowym, jaki moze by¢ dostepny dzieki zdigi-
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talizowanym pluwiogramom. Byto to motywacja dla gtebszej eksploracji zdigitalizowa-
nych szeregébw czasowych. Przykladowe rezultaty takiej analizy dla przekonwertowa-
nych do formatu cyfrowego zapisow pluwiograficznych z roku 1997 sa zestawione

w tabeli 5.1.

Tabela 5.1
Table 5.1

Statystyki digitalizacji zapisow pluwiograficznych ze stacji Wroctaw-Swojec w roku 1997
Digitization statistics of pluviograph records from Wroctaw-Swojec in the year 1997

Czas trwania okresu
digitalizacji, At, min
Duration of the
digitizing-interval,

Udziat procentowy
w catosci zdigitalizo-
wanych okresow
z deszczem, %
Contribution to total

Sredni czas trwania
okresu digitalizacji /
jego odchylenie stan-
dardowe, min
Average duration of the

Srednie natezenie desz-
czu w okresie digitali-
zacji / jego odchylenie
standardowe, mm-h*
/Average rainfall intensi-|
ty at the digitizing-

At, min. digitized rainy- digitizing-interval / its Linterval / its standard
periods,% standard deviation, min. .. 1

deviation, mm-h

0<At<15 29,6 6,08 /3,77 5,597/ 15,852
15<At<30 24,4 20,42/ 4,12 0,852/0,778
30<At<60 16,0 43,15/9,62 0,178/0,303
60 < At<120 15,0 83,01/16,77 0,026/ 0,020
120 < At <180 45 156,60/ 4,33 0,005/ 0,002
180 < At < 360 10,5 220,89 /29,30 0,013 /0,006

Analiza informacji zawartych w tabeli 5.1 wskazuje przede wszystkim na istnienie
zaleznosci pomiedzy czasem trwania okreséw digitalizacji (czasem pomiedzy kolejny-
mi odczytami z pluwiograméw, w trakcie ich konwersji do formatu cyfrowego) a nate-
zeniem deszczu. Wysokie natezenia deszczow rzedu kilku milimetréw na minute byty
powiazane z czestszym odczytem pluwiogramow, wynoszacym érednio raz na okoto 6
minut i zwykle nieprzekraczajacym granicy 10 minut. Natomiast dla natezen nieco
ponizej 1 mm-h™ gestos¢ probkowania pluwiogramoéw wyraznie si¢ zmniejszata. Czas
pomiedzy kolejnymi odczytami pluwiograméw wydtuzat si¢ znaczaco do okoto 21
minut. Czas ten ulegal dalszemu, kazdorazowo okoto dwukrotnemu, wydtuzeniu
w przypadku spadku wartosci natezenia o okoto jeden rzad wielkosci, do odpowiednio
okoto 0,2 mm-h i 0,03 mm-h. Jak fatwo tez zauwazy¢, jedynie niespetna 30% catosci
trwania okreséw deszczowych w roku 1997 zostata zdigitalizowana ze $rednim krokiem
czasowym zblizonym do 5 minut. Tak dobrej rozdzielczosci digitalizacja dotyczyta
jedynie deszczoéw o najwyzszych natezeniach rzedu okoto 5,6 mm-h™. Dla poréwnania,
réwniez 30% okresdw deszczowych w roku 1997 zostato zdigitalizowanych ze srednim
krokiem czasowym wiekszym badz réwnym okoto 83 minutom. Ta niskiej rozdzielczosci
digitalizacja miata miejsce dla opaddéw o bardzo niskich natezeniach, mniejszych od
srednio okoto 0,03 mm-h™. Dla wszystkich okreséw o niskiej rozdzielczosci digitaliza-
cji ich pézniejszy podziat na bazowe okresy 5-minutowe przy tworzeniu szeregu cza-
sowego byt zabiegiem wykluczajacym a priori zmiennos¢ procesu w tym czasie,
a wiec w spostb sztuczny redukujacym dynamike procesu opadowego obserwowanego
w tej skali czasu.
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Wspomniany powyzej czas okoto 83 minut, jako graniczny w zakresie digitalizacji
danych pluwiograficznych, pozostaje w peinej zgodnosci z dyskutowanym juz w tym
rozdziale ,,przerwaniem” widma dla czasu 85 minut (rys. 5.3) i czasem 80 minut jako
granica wysycenia przy zliczaniu liczby nie-pustych pudetek (rys. 5.5). Analogiczne zja-
wiska byly obserwowane przez de Lime [1998] dla zdigitalizowanych pluwiograméw
z Vale Formoso. Na podstawie ich analizy autorka wnioskowata o wprowadzaniu charak-
terystycznych, zaleznych od natezen opaddw, skal w zbidr danych przez sam proces digi-
talizacji pluwiogramow. Twierdzita ona, ze mato-skalowa zmiennos¢ opadu jest tracona
zarGwno w procesie pomiaru opadu z uwagi na ograniczenia, co do dokladnosci zapisow
przez same pluwiografy, jak i w pdzniejszym procesie digitalizacji pluwiograméw,
z uwagi na ograniczenia doktadnosci pracy operatoréw digitizerébw. W ramach badan
wiasnych starano sie juz na wstepie zminimalizowa¢ wptyw tego drugiego zrddta btedow,
przez implementacje komputerowo wspomaganego rozpoznawania przebiegu krzywych
zapisow pluwiograficznych. Pomimo usuniecia elementu subiektywnego wyszukiwania
zmian w przebiegu krzywych zapisow przez cztowieka nie udato si¢ unikna¢ zamazania
mato-skalowej dynamiki procesu opadowego. By¢ moze jedynym rezultatem tego zabiegu
byty zdecydowanie wieksze wartosci standardowych odchylen $rednich czaséw trwania
okresu digitalizacji i natezen deszczow w okresie digitalizacji (tab. 5.1) w stosunku do
danych podawanych przez de Limg [1998]. Wskazuje to jednoczesnie na istotne niedo-
skonatosci uzywanego standardowo do niedawna jeszcze w Kraju instrumentarium pomia-
rowego natezen deszczdw, opartego o pluwiografy.

Powracajac do analizy wynikow funkcyjnego zliczania pudetek, warto zauwazy¢
zmiany zachodzace w przebiegu otrzymywanych zaleznosci dla réznych wartosci natezen
granicznych deszczéw (rys. 5.6). Jednoczesnie ze wzrostem natezenia granicznego zakres
lewostronnego regionu na wykresie ulegat coraz wigkszemu zawezeniu, konczac si¢ na
okoto 20 lub 10 minutach odpowiednio dla natezen rownych 1 i 5 mm-h™. Prawidtowosé
ta, podobnie jak w przypadku opisywanego powyzej czasu 80 minut i nat¢zenia granicz-
nego réwnego 0 mm-h, znajduje swoje petne odbicie w danych zawartych w tabeli 5.1.
Zgodnie z danymi tabeli srednie czasy trwania okresu digitalizacji wynoszace okoto 20 i 6
minut sa powiazane ze Srednimi wartosciami natezen deszczéw w okresie digitalizacji
réwnymi odpowiednio okoto 0,8 i 5,6 mm-h™. W lewostronnym regionie na rysunku 5.6,
dla wiekszych od zera wartosci natezen granicznych, byly takze obserwowane znacznie
mniejsze wartosci bezwzgledne nachylenia zaleznosci skalowych wynoszace odpowied-
nio: 0,72 i 0,54. Wytlumaczeniem tego jest fakt, ze ze wzrostem natezenia granicznego
spada liczba elementéw zbioru realizacji procesu opadowego, spetniajacych kryterium
przewyzszenia tego natezenia granicznego.

Charakterystyczny byt takze spadek wartosci bezwzglednego nachylenia zaleznosci
skalowych w srodkowym regionie wykresu na rysunku 5.6. Tak wigc, oszacowanie za
jego pomoca wymiaru fraktalnego dla wzrastajacych wartosci granicznych natezenia,
réwnych 1 i 5 mm-h?, malato i wynosito odpowiednio: D = 0,48 i D = 0,31. Prowadzi to
do konkluzji, ze proces opadowy nie moze by¢ charakteryzowany przez pojedynczy wy-
miar fraktalny, lecz przez cala hierarchi¢ wymiaréw fraktalnych odpowiadajacych réznym
poziomom granicznym natezenia opadu. Na tej podstawie mozna wnioskowaé¢ o multi-
fraktalnym charakterze badanych szeregdéw czasowych rejestracji deszczow z Wroctawia.
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5.3. Metoda rozktadu prawdopodobienstwa/
wielokrotnego skalowania

Metoda rozktadu prawdopodobienstwa/wielokrotnego skalowania (ang. probability
distribution/multiple scaling), nazywana w skrdcie metoda PDMS, jest technika badan
multifraktalnych ukierunkowana na oszacowanie funkcji kowymiaru c(y), skalowania
rozktadow prawdopodobiefstwa studiowanego procesu [Lovejoy i Schertzer 1990a,
Schertzer i Lovejoy 1989]. Metoda ta opiera si¢ na ponizszej zaleznosci:

Pr(e, A7) =FA ", (5.10)

gdzie: F — czynnik mieszczacy w sobie stale proporcjonalnosci stabo zalezne od vy
i wolno zmieniajace si¢ wraz z A, a Pr() oznacza rozktad prawdopodobienstwa.

W celu obliczenia rozktadow prawdopodobienstwa, podobnie jak w metodzie zli-
czania pudetek, odpowiedni region D-wymiarowej przestrzeni jest pokrywany przez
N, = AP nie-nakrywajacych si¢ pudetek o objetosci A'°. Nastepnie zlicza sig liczbe pu-
detek N, (y) z natezeniem g, spetniajacym warunek:

log (e, ) S
log (%) =

Na podstawie znajomosci liczby tych pudetek mozliwe jest oszacowanie wartosci pra-
wej strony réwnania 5.10:

(5.11)

N, (Y
Pre, 227) = 2. 512)
Operacja taka jest powtarzana dla réznych wartosci osobliwosci vy i dla zmniejsza-
jacych sig wartosci wspotczynnika skali A. Na tej podstawie otrzymywane sa kolejne
wartosci funkcji kowymiaru dla roznych wartosci y, po okresleniu bezwzglednych war-
tosci nachylenia wykresow zaleznosci logarytmu N, (y)/ N, wzgledem logarytmu A.

Pomimo pozornego, duzego podobienstwa metod funkcyjnego zliczania pudetek
i PDMS, réznia sie one bardzo istotnie. W metodzie PDMS bada si¢ poziomy natezenia
zalezne bezposrednio od rzedu osobliwosci y w skali charakteryzowanej przez A
(ex= A", podczas gdy w metodzie funkcyjnego zliczania pudetek korzysta si¢ z ustalo-
nych granicznych natezen. Tak wiec w metodzie funkcyjnego zliczania pudetek studiuje
si¢ topologiczne zbiory determinowane granicznymi wartosciami natgzenia, a w meto-
dzie PDMS dane o natezeniu procesu sa poddawane agregacji w réznych badanych
skalach.

Aby przestudiowa¢ posiadane szeregi czasowe z uzyciem metody rozktadu praw-
dopodobienstwa/wielokrotnego skalowania, przygotowany zostat specjalny program
obliczeniowy PDMS. Rezultaty jego dziatania na przykiadzie szeregu czasowego po-
miaréw opadéw z Wroctawia dla roku 1997 sa zobrazowane na rysunku 5.7.
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Rys. 5.7. Wykres w skali podwdjnie logarytmicznej zaleznosci prawdopodobiefistwa przewyz-
szenia poziomow natgzenia deszczu dla rdznych wartosci osobliwosci v wzgledem
wspotczynnika skali A, otrzymany dla 5-minutowego szeregu czasowego rejestracji na-
tezen opadéw z Wroctawia w 1997 r., dla skal czasowych od A = 2304 (5 min) do

Fig. 5.7.

A =1 (8 dni)

Log-log plot of the probability of exceeding rainfall-intensity levels for different val-
ues of singularity vy relation with scale parameter A, obtained for the 5-minute rainfall
intensity time-series from Wroctaw in the year 1997, for time scales from A = 2304
(5 min.) up to A = 1 (8 days)

Aby podnies¢ czytelnos¢ rysunku 5.7 na obszarze wykresu, zaznaczono zaleznosci
prawdopodobienstwa przewyzszenia pozioméw natezenia deszczu wzgledem wspot-
czynnika skali A, jedynie dla wybranych wartosci osobliwosci vy, aczkolwiek obliczenia
w programie PDMS zostaty przeprowadzone z wigksza liczba wartosci y. Na wykresie
widoczne jest wystepowanie generalnej zaleznosci skalowej prawdopodobienstwa
(Pr(s;=\"), zwhaszcza dla rzedéw osobliwosci v bliskich wartosci okoto 0,4. Dla przy-
padku y = 0,4 na wykresie zostat zaznaczony przebieg liniowej zaleznosci dopasowania
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log(Pr(s;=\") wzgledem log(A), z podaniem jego nachylenia réwnego -0,395. Ten
idealnie linowy przebieg zaleznosci skalowej ulegat zaburzeniu zaréwno dla niskich
natezen, jak rowniez dla wysokich natezen. Zaleznosci skalowe dla niskich natezen,
a wigc skojarzone z matymi wartosciami y (rdbwnymi na wykresie np. 0,04, 0,08
i 0,12), $ledzone od lewej strony, ulegaty widocznemu ugieciu ku gorze, po przekrocze-
niu wartosci log(A) = 2,15, co odpowiada w przyblizeniu czasowi 80 minut. W przeci-
wienstwie do tego zaleznosci skalowe dla wysokich natezen, determinowanych wyso-
kimi wartosciami y (rbwnymi na wykresie np. 0,60, 0,72 i 0,80), ulegaty wyraznemu
ugieciu ku dotowi, w przedziale wartosci od log(A) = 0,9 do log(A) = 1,5, co odpowiada
w przyblizeniu czasom od 24 do 6 godzin. Istnienie takich charakterystycznych ugigé¢
w wykresach zaleznosci log(Pr(g;>AY)) wzgledem log(A) byto takze odnotowane
w badaniach szeregow opadowych z Vale Formoso (Portugalia) i Nancy (Francja) przez
de Lime [1998]. Autorka na tej podstawie wywnioskowata, ze niskie natezenia desz-
czOw w posiadanych szeregach czasowych sa zawyzone, a wysokie natezenia zanizone.
Refleksja ta wydaje si¢ by¢ takze prawdziwa dla analizowanych szeregéw czasowych
z Wroctawia, zwhaszcza dla niskich natezen deszczow. Trudno bowiem nie kojarzy¢
zatamania zaleznosci dla czasu réwnego 80 minut z dyskutowanymi juz charaktery-
stycznymi punktami zatamania wykresow analizy widmowej (rys. 5.3) oraz funkcyjne-
go zliczania pudetek (rys. 5.5).

Zaczynajac analize wykresu na rysunku 5.8, nalezy stwierdzi¢, ze generalnie ma on
charakter nieliniowy zgodny z teoretycznym przebiegiem funkcji kowymiaru dyskuto-
wanym w rozdziale 4. Niemniej wyraznie nieliniowy charakter wykresu utrzymuje si¢
jedynie dla srodkowego zakresu rzedéw osobliwosci od okoto 0,3 do okoto 0,50. Dla
wartosci osobliwosci wigkszych od 0,50 obserwowany jest juz liniowy charakter wy-
kresu, zgodny z kierunkiem zaznaczonym na wykresie linia przerywana. Pozwala to
przypuszczaé, ze widoczna nieciagtos¢ wykresu funkcji kowymiaru jest empirycznym
dowodem istnienia multifraktalnego przejscia fazowego, a wymieniona charaktery-
styczna wartos¢ osobliwosci réwna 0,50 jest osobliwoscia krytyczna, ktéra winna by¢
oznaczana jako yp. Jak bedzie to omawiane w nastgpnym podrozdziale, krytyczna oso-
bliwos¢ jest powiazana z krytycznym rzedem momentu qp, zaleznoscia: yp = K’(gp) (co
wynika ze wzoru 4.36).

W celu diagnozy typu multifraktalnego przejscia fazowego dokonano oszacowania
wartosci maksymalnej obserwowalnej 0sobliwosci Yyax. Skorzystano przy tym z wy-
godnej zaleznosci podawanej przez Schertzera i in. [1993], ktora taczy ze soba trzy
wielkosci: catkowita liczbg struktur w posiadanej probie N-Ns, stosunek badanych skal A
oraz catkowity wymiar efektywny D+Ds:

N-N, =P (5.13)
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Rys. 5.8. Przebieg empirycznej funkcji kowymiaru uzyskany dla 5-minutowego szeregu czaso-
wego rejestracji natgzen opaddéw z Wroctawia w 1997 r., dla skal czasowych od
A =2304 (5 min) do A = 8 (24 godz.)

Fig. 5.8.  Empirical codimension function plot obtained for the 5-minute rainfall intensity time-
series from Wroctaw in the year 1997, for time scales from A = 2304 (5 min) up to
A =8(24h)

W naszym przypadku iloraz N-Ng, czyli catkowita liczba struktur w posiadanej
prébie to liczba 24-godzinnych okreséw w badanym szeregu czasowym z 1997 r.,
a wiec zgodnie z danymi tabeli 3.1: N-N, = 165. Natomiast stosunek uzytych skal A dla
badanego zakresu od 5 min do 24 godz. réwnat si¢ ilorazowi: A = 2304/8 = 288. Osta-
tecznie, obliczony wedtug zaleznosci 5.11 catkowity wymiar efektywny D+Ds réwnat
si¢ 0,90. Co za tym idzie, odczytana na tej podstawie z wykresu na rysunku 5.8 przybli-
zona wartos¢ Ymax Wynosita okoto 0,63. Jak tatwo zauwazy¢, ymax, = 0,63 byto wigksze
od yp = 0,58. Pozwala to na traktowanie uzyskanego przebiegu empirycznej funkcji
kowymiaru jako rezultatu multifraktalnej transformacji pierwszego rzedu i dla opisu
funkcji c(y) wykorzystywa¢ uktad rownan 4.54.

Cecha charakterystyczna multifraktalnej transformacji pierwszego rzedu jest li-
niowy charakter wykresu c(y), dla y>yp. Obliczenie rdwnania prostej dla tego liniowego
odcinka pozwala na oszacowanie wartosci gp (nachylenie prostej) oraz K(qp) (ujemna
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wartos¢ wyrazu wolnego), co wynika ze wzajemnego powiazania funkcji c(y) i K(q)
transformacja Legendre’a (patrz rys. 4.6). Obliczone nachylenie spadku prostej regresji
wynosito 2,42, a wyraz wolny réwnat si¢: -0,64, co za tym idzie: gqp = 2,42,
a K(gp) = 0,64. Zgodnos¢ tych charakterystyk z rzeczywistym przebiegiem funkcji
wyktadnika skalowania K(q) bedzie przedmiotem dyskusji w nastepnym podrozdziale.

Na rysunku 5.8 zaznaczono ponadto punkt charakterystyczny o wspotrzednych
(0,45,0,45). Punkt ten powstat w wyniku przecigcia linii bedacej przedtuzeniem dysku-
towanego powyzej liniowego segmentu empirycznego wykresu kowymiaru z prosta
o réwnaniu c(y) = . Zgodnie z rysunkiem 4.15 punkt ten moze by¢ traktowany jako
oszacowanie wymiaru fraktalnego geometrycznej ,,podstawy” wystapien deszczOw
D = 0,45. Wartos¢ ta jest nieco mniejsza od oszacowania D = 0,58 wedtug metody
funkcyjnego zliczania pudetek (patrz poprzedni podrozdziat). Komentujac te rozbiez-
nos¢, mozna, po pierwsze, zwrécié¢ uwage na fakt, ze podobnej skali rozbieznosci byty
w przypadku obydwu metod obserwowane takze na przyktad przez wspominana juz de
Lime [1989] dla zbioru z Vale Formoso. Po drugie, warto pamicta¢, ze jak juz to byto
wyjasniane, metoda funkcyjnego zliczania pudetek pozwala na jedynie ogdlne oszaco-
wanie wartosci calej hierarchii wymiaréw fraktalnych procesu na réznych poziomach
jego intensywnosci, w tym takze przy intensywnosci zerowej skojarzonej z ,,podstawa”
wystapienia deszczow.

Ostatnim elementem, na ktory warto zwréci¢ uwage przy analizie rysunku 5.8, jest
przebieg prostej o réwnaniu c(y) = v wzglgdem empirycznych wartosci funkcji kowy-
miaru. Prosta ta, jak wida¢, jest prawie styczna do wykresu empirycznej funkcji kowy-
miaru, co $wiadczy o w przyblizeniu zachowawczym charakterze studiowanego procesu
(miara stopnia niezachowawczosci H = 0, patrz rys. 4.11). Dla uzyskania dokfadnej
stycznosci prosta powinna by¢ przesunigta nieznacznie w prawa Strong, co sugeruje
niewielka ujemna wartos¢ parametru H (szersze omowienie wartosci parametru H be-
dzie prowadzona w podrozdziale 5.5).

5.4. Metoda momentu $ladu

Metoda momentu $ladu (ang. trace moment metod — TM method) stuzy do studio-
wania procesow multifraktalnych pod katem okreslenia funkcji skalowania momentow
K(q) oraz alternatywnej funkcji kowymiaru C(q) (patrz zaleznos¢ 4.47) [Schertzer
i Lovejoy 1987].

Bezposrednie badanie skalowania klasycznych momentéw statystycznych rzedu g
gestosci €, w réznych skalach o rozdzielczosci A napotyka na spore ograniczenia. Jak
juz to byto opisywane w rozdziale 4, w mato-skalowej granicy przy A—e< obserwowane
jest osobliwe zachowanie multifraktalne prowadzace do <e,*> = AX@—oc dla wszyst-
kich momentdw g>1, poniewaz K(q)>0 dla g>1. Dlatego tez skalowanie momentow jest
badane z uzyciem strumieni (catek) gestosci zamiast samych gestosci. Definicja samego
strumienia byla juz takze podana w rozdziale 4 (patrz formuta 4.16). Na jej podstawie
srednia momentu g strumienia dla catego zbioru A moze by¢ zapisana, jako:
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(Imeaf')=((tes0ec])

Niestety, takze stosowanie powyzszej formuty do bezposredniego badania proce-
sow multifraktalnych, w tym dla poszukiwania funkcji skalowania momentow K(q)
napotyka na oczywiste ograniczenie wynikajace z faktu, ze we wzorze 5.14 moga by¢
stosowane jedynie catkowite wartosci wyktadnika g (momenty utamkowe, niecatkowite
nie sa bowiem zdefiniowane). Warto jednak zauwazy¢, ze moment g strumienia IT,(A)
moze zostac¢ zapisany jako:

([sxd[’qu =[1.Je (X)en (%) . &0 (Xq ) dPXd X, ..dPXg. (5.15)

Jesli dokona sig zawezenia catkowania w powyzszym wzorze do catki kierunkowej
w gD wymiarowej przestrzeni, z kierunkiem pokrywajacym si¢ z przekatna ($ladem)
(ang. trace) struktury geometrycznej A%, to woéwczas X; = X, = ... = Xq. Daje to mozli-
WO0S$¢ znacznego uproszczenia prawej strony zaleznosci 5.15 i wprowadzenia wielkosci
zwanej momentem $ladu (ang. trace moment), ktéra jest usrednieniem dla zbioru A,
tego uproszczonego wyrazenia:

Tn [ &1 ] :<£(sk)“ qux>, (5.16)

gdzie: Tr,[e,%] — moment $ladu rzedu g w rozdzielczosci A.

Zastapienie zwyklych momentow przez momenty $ladu przynosi oczywista ko-
rzys¢. Sa one w przeciwienstwie do klasycznych momentow zdefiniowane takze dla
niecatkowitych wartosci . Problemem pozostaje tylko estymacja momentéw $ladu.
Moga one by¢ szacowane przy wykorzystaniu momentéw statystycznych ggstosci e,
catkowanych wzgledem pudetek (ang. boxes) o objetosci A°. W tym celu zbiér A,
o wymiarze D na poziomie rozdzielczosci A jest dzielony na A° podzbioréw (podstruk-
tur) A, (co w petnym zapisie oznacza A, ;, gdzie i = 1,...,A), przez pokrycie zbioru A
nienachodzacymi na siebie pudetkami o bokach ™. Wéwczas to strumien przez obser-
wowany zbidr A, ; rowna sig:

D
I(Au)= A{ e.d°x (5.17)
gdzie: A<A’, a wspoltczynnik skali A’ jest zdefiniowany jak stosunek zewnetrznej (naj-
wigkszej) skali zainteresowania do najmniejszej, znanej skali homogenicznosci procesu.
Natomiast €,, 0znacza natezenia w skali rozdzielczosci A’, ktére maja ,,udziat” w nate-
zeniach g, ; powiazanych ze zbiorami A, ;.

Na tej podstawie moment sladu rzedu q dla rozdzielczosci A jest obliczany przez:
po pierwsze, zsumowanie A° strumieni czastkowych podniesionych do potegi g, wyzna-
czonych dla podzbiorow A, ;, potrzebnych do pokrycia zbioru A, czyli wyznaczenie
[IL-(Ax)]° a po drugie, obliczenie sredniej dla wszystkich realizacji procesu. Co za tym
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idzie, slad (ang. trace) rzedu g moze by¢ w przyblizeniu obliczany jako suma dla
wszystkich pudetek o bokach A™:

D
(&) d“Dng(sM)q A, (5.18)
A i=
Zaleznos$¢ powyzsza jest podstawa numerycznego obliczania momentow sladu. Po
jej uwzglednieniu w definicji (5.16) momentu sladu i po wykorzystaniu zaleznosci 4.30
i 4.47 mozna dowies¢, ze moment $ladu rzedu q zalezy nie tylko od skali (), lecz takze
od wymiaru (D) podstawy usredniania procesu:

IACNE <§(em )? k’qD> =§<(5M )q>7f“D = APAK(EY 0 = K(@-aDD _  (a(C0-) (5 19)

i i=1

W praktyce obliczeniowej metody TM natgzenia €, ; dla zbioru A o wymiarze D sa
uzyskiwane przez usrednianie do wiekszych skal odpowiadajacych im natezen ,,skla-
dowych” &4, gdzie j = 1,...,(A’/A)°. Nastepnie wartosci tak usrednionego natezenia &,
w skali A sa podnoszone do potegi g. Oszacowanie momentdw $ladu odbywa sig zgod-
nie ze wzorem 5.19 na podstawie obliczenia sredniej z tych spotegowanych wartosci
pochodzacych z liczby A° podzbioréw A, zbioru A. Na koniec, wartosci funkcji K(q) dla
konkretnych rzedow momentéw sa wyznaczane jako wartosci nachylenia zaleznosci
liniowych log(Tr[e,"]) wzgledem log(A) (co znajduje uzasadnienie po obustronnym
zlogarytmowaniu zaleznosci 5.19).

W celu przebadania posiadanych szeregéw opadowych z Wroctawia z uzyciem me-
tody TM przygotowano program obliczeniowy TRACE. Program umozliwiat analize
identycznych skal czasowych odpowiadajacych czasom od 5 minut do 8 dni, jak
w programie PDMS, a rzad obliczanych momentow sladu zawierat si¢ w przedziale od 0
do 7. Rezultaty dziatania programu sa konsekwentnie zobrazowane na przyktadzie szere-
gu czasowego pomiaréw opaddw z Wroctawia dla roku 1997 na rysunkach 5.9i 5.10.

Wykresy na rysunkach 5.9 i 5.10 ulegaja charakterystycznemu wygieciu ku dotowi
i gorze w stosunku do idealnie prostoliniowego przebiegu dla zaleznosci potegowej
w uktadzie skal logarytmicznych. Analogiczne zjawisko bylo obserwowane takze przez
de Lime [1998] dla szeregéw opadowych o podobnej rozdzielczosci czasowej z Vale
Formoso (Portugalia) i Nancy (Francja). Autorka faczyla to zjawisko z nieciagtosciami
wczesniej stwierdzonymi w wykresach widma mocy szeregdw, wykresach funkcyjnego
zliczania pudetek czy tez na wykresach prawdopodobienstwa przewyzszenia pozioméw
natezenia deszczu dla rdznych wartosci osobliwosci. Na tej podstawie wywnioskowata,
ze w posiadanych zbiorach danych wysokie natezenia deszczu byty zanizone, a niskie
nat¢zenia byty zawyzone. Z pogladami takimi trudno nie zgodzi¢ si¢ takze w przypadku
wynikow z Wroctawia. Na wykresie na rysunku 5.9, sporzadzonym dla wartosci mo-
mentdw mniejszych od 1, wida¢ wyraznie zatamanie przebiegow dla skali odpowiada-
jacej czasowi okoto 80 minut. Jest wigc to po raz kolejny ten sam charakterystyczny
czas graniczny dla digitalizacji niskich natezen deszczéw. O fakcie, ze zatamanie na
wykresie na rysunku 5.9 jest powiazane z ograniczeniami w zakresie reprezentacji ni-
skich natezen w badanym szeregu, przekonuje takze jego pogtebiajacy sie charakter dla
spadajacych wartosci q. Zatamanie to jest coraz wyrazniejsze wraz ze spadkiem g, gdyz
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momenty niskiego rzedu uwypuklaja stabe, mate osobliwosci procesu, a wigc mate
natezenia deszczu.

W przeciwienstwie do tego momentu wigkszego rzedu prowadza do podkreslenia
silnych osobliwosci procesu, a wigc wysokich natezen deszczu. Zapewne, dlatego na
wykresie na rysunku 5.10 oprocz zatamania dla skali czasu odpowiadajacej 80 minutom
pojawito sie drugie zatamanie dla skali powiazanej z czasem okoto 24 godzin. Oczywi-
stym wydaje sie analogia stwierdzonego na rysunkach 5.9 i 5.10 zatamania przebiegu
wykresu dla czasu okoto 80 minut wzgledem zatamania zauwazonego poprzednio na
wykresie prawdopodobienstwa przewyzszenia pozioméw nate¢zenia deszczu dla réznych
wartosci osobliwosci v (rys. 5.7). W kontekscie drugiego zatamania dla czasu okoto 24
godzin warto zwrdci¢ uwage na jego zbieznos¢ z odgérnym ograniczeniem skalowego
charakteru widma mocy na rysunku 5.3. Zatamanie to dla czasu okoto 24 godzin nalezy
zapewne taczy¢ z zanizeniem wysokich wartosci natezen deszczOw w zdigitalizowa-
nych zapisach pluwiograficznych, na co wskazuje jego pogtebiajaca si¢ wyrazistosc,
wraz ze wzrostem wartosci rzedu momentu, prowadzacym do wyeksponowania duzych
osobliwosci procesu.
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Rys. 5.9. Wykres w skali podwojnie logarytmicznej zaleznosci $redniej wartosci momentow rzedu g
natgzenia deszczu g, wzgledem wartosci wspdtczynnika skali A, otrzymany dla 5-mi-
nutowego szeregu czasowego rejestracji natezen opadéw z Wroctawia w 1997 r., dla skal
czasowych od A = 2304 (5 min) do A =1 (8 dni) i rzedéw momentdw g mniejszych od 1

Fig.5.9. Log-log plot of the average q™ order moments of the rainfall intensity ¢, relation with
scale parameter A, obtained for the 5-minute rainfall intensity time-series from
Wroctaw in the year 1997, for time scales from A = 2304 (5 min) up to A = 1 (8 days)
and moments orders g smaller than 1
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Rys. 5.10. Wykres w skali podwojnie logarytmicznej zaleznosci sredniej wartosci momentow rzedu g
natgzenia deszczu g, wzgledem wartosci wspdtczynnika skali A, otrzymany dla 5-mi-
nutowego szeregu czasowego rejestracji natezen opadéw z Wroctawia w 1997 r., dla skal
czasowych od A = 2304 (5 min) do A =1 (8 dni) i rzedéw momentdw g wiekszych od 1

Fig. 5.10. Log-log plot of the average q™ order moments of the rainfall intensity ¢, relation with
scale parameter A, obtained for the 5-minute rainfall intensity time-series from
Wroctaw in the year 1997, for time scales from A = 2304 (5 min) up to A = 1 (8 days)
and moments orders q larger than 1

Majac na uwadze powyzsza obserwacje, systematyczne studia zmierzajace do usta-
lenia wartosci nachylen dla w przyblizeniu liniowych zaleznosci log(<e;,*>) wzgledem
log(A) dla catego szeregu wartosci rzgdow momentdéw @, podobnie jak w metodzie
PDMS, przeprowadzono takze dla zawgzonego zakresu skal czasowych od A = 2304
(5 min) do A = 8 (24 godz.). Studia te pozwolity na sporzadzenie empirycznych wykre-
sow przebiegu funkcji skalowania momentéw K(q) dla badanych szeregéw czasowych.
Wykres empirycznej funkcji K(q) dla przyktadowego szeregu opadowego z 1997 r.
z Wroctawia jest przedstawiony na rysunku 5.11.

Podobnie jak dla analizowanej w poprzednim podrozdziale funkcji kowymiaru
(rys. 5.8) na wykresie na rysunku 5.11 widoczne sa regiony o charakterze nieliniowym i
liniowym. Region pierwszy dla rzeddw momentéw mniejszych od okoto 2,4 winien by¢
utozsamiany z nieliniowym charakterem funkcji. Ten nieliniowy charakter wykresu
K(q) ulega degeneracji do charakteru liniowego poczawszy od punktu o wsp6trzednych
rownych w przyblizeniu (2,4; 0,64). Wida¢ zatem wyraznie, ze wspdtrzedne te pokry-
waja si¢ doktadnie z wczesniejszymi estymacjami qp = 2,42 i K(gp) = 0,64, na podsta-
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wie analizy przebiegu funkcji kowymiaru. Kolejnych dowodow potwierdzenia dualno-
sci empirycznie otrzymanych funkcji K(q) i c(y) (ich wzajemnego powiazania transfor-
macja Legendre’a) dostarcza analiza parametréw rownania liniowego segmentu funkcji
K(g). Na podstawie wyznaczonych wartosci nachylenia i wyrazu wolnego mozna
stwierdzi¢, ze Ymax = 0,63 i C(Ymax) = 0,91. Obydwie wartosci zgodnie z oczekiwaniami
pokrywaja si¢ prawie idealnie z wartosciami: maksymalnej obserwowalnej osobliwosci
Ymax = 0,63 i catkowitego wymiaru efektywnego D+Ds = 0,90.

Wspomniana powyzej charakterystyczna wartos¢ K(qp = 2,42) = 0,64 zgodnie
z rysunkiem 4.16 winna by¢ réwna D-(qp-1). Daje to jeszcze jedna mozliwos¢ ponow-
nego oszacowania wymiaru D. Wymiar ten, identycznie jak w poprzedniej metodzie
PDMS, réwna si¢ 0,45, co podnosi wiarygodnos¢ poprzedniego oszacowania. Prowa-
dzac dyskusjg wartosci krytycznego rzgdu momentu qp, warto takze oszacowac wartosé
pochodnej funkcji skalowania momentéw dla tej wartosci. Oszacowana graficznie na
rysunku 5.11 warto$¢ K’(gp) wynosita 0,498, a wigc byta w zaokragleniu réwna warto-
sci yp = 0,50 z poprzedniego podrozdziatu.

Wszystkie powyzsze obserwacje tworza harmoniczny obraz dualnego charakteru
obydwu empirycznie wyznaczonych funkcji K(q) i c(y). Jest to obiektywnym potwier-
dzeniem poprawnosci przeprowadzonych obliczen. Jednoczesnie zauwazalny jest wy-
raznie multifraktalny charakter otrzymanych funkcji c(y) i K(q). Generalny przebieg
funkcji K(qg), podobnie jak funkcji c(y), swiadczy o statystycznym zachowaniu zbioru
danych, okreslanym mianem multifraktalnej transformacji pierwszego rzedu. Proces ten
jest typowym dla multifraktalnych proceséw obserwowanych w skalach wiekszych od
wewnetrznej skali (homogenicznosci) procesu. Obserwacja ta jest potwierdzeniem ska-
dinad znanych i oczywistych ograniczen pomiaréw natezen deszczéw z uzyciem plu-
wiografdw. Jednoczesnie sam przebieg funkcji K(q) odpowiada jedynie czesciowo
przebiegowi funkcji Ky(q) dla procesu multifraktalnego odstonigtego i winien by¢ zatem
opisywany zaleznoscia o postaci 4.53.

Przy analizie wynikdw metody TM trzeba zwrdci¢ uwage na jeszcze jeden istotny
fakt. Przebieg funkcji K(qg) na rysunku 5.11 odbiega od teoretycznego przebiegu funkcji
wykladnika skalowania momentéw dla multifraktalnego procesu odstonictego, takze
w zakresie bardzo niskich wartosci rzedéw momentéw . Funkcja K(q) teoretycznie
powinna dazy¢, w przypadku g malejacego do 0, do wartosci —c (gdzie ¢ oznacza ko-
wymiar ,,podstawy” procesu). Biorac pod uwage wczesniej przyjete oszacowanie wy-
miaru fraktalnego (D = 0,45), kowymiar ¢ réwna si¢ (1-0,45) = 0,55. Funkcja K(q)
powinna zatem dazy¢ do -0,55 przy g dazacym do 0. Wykres K(q) wyraznie nie spetnia
tego wymogu. Deformacje wykresu K(q) dla niskich wartosci q sa zapewne nastep-
stwem deformacji zaleznosci na rysunku 5.9, wywotanych pierwotnie przez problemy z
rejestracja niskich natezen deszczéw. Podobne uchybienia w przebiegu wykreséw K(q)
byty zauwazane przez de Limg [1998] dla analizowanych danych opadowych. Jak wy-
wnioskowata de Lima [1998], praprzyczyna wszystkich deformacji wykresu K(q) dla
matych wartosci g byto mylne wiaczanie okreséw o bardzo niskim natezeniu opadu do
okreséw bezdeszczowych, powodowane ograniczeniami instrumentarium pomiarowego
deszczdw.

84



4,0

3,5 1
3,0 1
2,5 1

2,0 1

K(@

15
1,0
05 1 o

00 1 pose®

-0,5

00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 7,5
q

Rys. 5.11. Przebieg empirycznej funkcji skalowania momentdw dla 5-minutowego szeregu cza-
sowego rejestracji natezen opadéw z Wroctawia w 1997 r., dla skal czasowych od
A =2304 (5 min) do A =8 (24 godz.)

Fig. 5.11. Empirical moments scaling function plot obtained for the 5-minute rainfall intensity
time-series from Wroctaw in the year 1997, for time scales from A = 2304 (5 min) up
to A = 8 (24 hours)

5.5. Metoda podwojnego momentu sladu

Metoda podwdjnego momentu $ladu (ang. double trace moment metod — DTM
method) zostata opracowana specjalnie z mysla o bezposredniej estymacji ,,uniwersal-
nych” parametréw multifraktalnych H, C; i o [Schertzer i Lovejoy 1987]. Potrzeba jej
opracowania wzigla si¢ z trudnosci z opisem pewnych zbiordw danych geofizycznych
oraz z obrebu badan nad turbulencja. W ich przypadku inne metody estymacji parame-
tréow multifraktalnych okazaty si¢ by¢ zawodnymi, gdyz byly dostosowane jedynie dla
migkkich multifraktali, a nie do twardych multifraktali o rzadkich i gwattownych oso-
bliwosciach [Tessier i in. 1993].

Z punktu widzenia poprzednio stosowanej metody momentu sladu metoda po-
dwdjnego momentu $ladu moze by¢ traktowana jako generalizacja tej metody. Genera-
lizacje te uzyskuje sie przez wprowadzenie drugiego (podwdjnego) momentu do analizy
danych. W tym celu natgzenia procesu €,- powiazane z najdrobniejsza rozdzielczoscia
A’ procesu sa podnoszone do potegi 1, a nastgpnie przeprowadza sig ich normalizacje
przez podzielenie ich wartosci przez $rednia dla catego zbioru (g;-"), co mozna zapisa¢
nastepujaco:

&= < . (5.20)
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Celem powyzszego zabiegu jest zwigkszenie dynamicznego zakresu procesu, ktory
moze by¢ analizowany. Nastgpnie na podstawie zaleznosci 5.20 dokonuje sig transfor-
macji strumienia IT wedtug wzoru 5.17 do ,,n-strumienia” T1™:

™ (Au)= [ e:"d®x (5.21)
' A ! '
gdzie: A<A’, a wspoétczynnik skali A’ jest zdefiniowany jak stosunek zewnetrznej (naj-
wigkszej) badanej skali do najmniejszej, znanej skali homogenicznosci procesu. Nato-
miast &, oznacza m-znormalizowane natgzenia €, w skali rozdzielczosci A, ktére
maja udziat w natezeniu g, ; powigzanym ze zbiorami A, ;.

W analogiczny sposob w nawiazaniu do metody TM (patrz réwnanie 5.19) definiu-

je sig¢ w rozdzielczosci A podwdjny moment sladu:

'I'r-)L [87\(11)11] ~ ;LK(q,n)—(Q—l)D’ (522)

gdzie: K(g,n) jest (podwdjna) funkcja wyktadnika skalowania momentéw. Jak tatwo
zauwazy¢ dla n = 1, funkcja ta redukuje sie do klasycznej funkcji K(q), a z generalnej
metody DTM przechodzimy do jej szczegdlnego przypadku — metody TM.

Przy praktycznym stosowaniu metody DTM uzyskuje si¢ funkcje K(g,n) przez
okreslenie wartosci nachylenia zaleznosci liniowych log(Tr,[e,™]) wzgledem log(X)
(co wynika z obustronnego zlogarytmowania zaleznosci 5.22). Obliczenia te tym razem
nalezy jednak przeprowadza¢ nie tylko dla réznych wartosci momentow q (jak w meto-
dzie TM), lecz takze kazdorazowo dla roznych wartosci momentow .

Renormalizacja procesow multifraktalnych wedtug zaleznosci 5.20 moze by¢ po-
nadto wstepem do metody rozkfadu prawdopodobienstwa/wielokrotnego skalowania
[Schertzer i Lovejoy 1993]. Wéwczas mozliwe jest obliczanie funkcji kowymiaru dla
M-znormalizowanego procesu — c(ym), ktéra jest funkcja dualna wzgledem funkcji
K(an).

Przejscie z metody TM do DTM wiaze si¢ z nhastepujacymi transformacjami
zmiennych opisujacych procesy multifraktalne (w ponizszych wzorach wyréznik = ozna-
cza zmienne metody DTM) [Tessier i in. 1993]:

Y= ¥ =ny-K(n), (5.23)
c(v) = ¢ (v')=c(vm)=c(v), (5.24)
q— q =q/n, (5.25)
K(q)— K" (a")=K(an)=K(ng")-a'K(n). (5.26)

Funkcja K(g,1), otrzymana z uzyciem metody DTM dlan = 1, jest tozsama z funk-
cja K(q) otrzymana z uzyciem metody TM: K(q,1)=K(q). Wykorzystujac te wkasnos¢,
rownanie 5.26, mozna przeksztatci¢ do postaci [Tessier i in. 1996]:
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K(am)=K(qn1)-gK(n.1). (5.27)
Zapis formuty 5.27 mozna nastgpnie uprosci¢ jak ponizej:
K(am)=K(an)-aK(m). (5.28)

Wz6r powyzszy nabiera szczeg6lnej uzytecznosci w praktyce dopiero po uwzgled-
nieniu uniwersalnej formuty skalowania momentéw danej wzorem 4.62. Specyficzna
struktura wzoru 4.62 dla procesu zachowawczego (H = 0) pozwala wykaza¢, po jego
podstawieniu do réwnania 5.28, istnienie bardzo prostej zaleznosci [Pandey i in. 1998,
Tessier i in. 1993]:

K(a,n)=n"K(q). (5.29)

Rdéwnanie powyzsze jest gtdwna osia funkcjonowania metody DTM dla szacowa-
nia uniwersalnych parametréw multifraktalnych. Pozwala ono na estymacje parametru
o jako nachylenia wykresoéw zaleznosci log(|K(q,m|) wzgledem log(n) dla ustalonych
wartosci g. Ponadto zaleznos¢ 5.29 daje podstawe do zapisania uniwersalnej formy
funkcji K(q,n) (dla przypadku H = 0):

Ci o/ | 1
_11n (q _q) dla a#
o (5.30)
“(am)= dla o=1
Cmaln(q) |

gdzie: o przyjmuje wartosci z zakresu [0,2], a g>0 dla o2.

Podczas stosowania metody DTM nalezy pamietac, ze rownanie 5.29 jest spetnio-
ne jedynie wowczas, gdy obserwuje si¢ zbieznos¢ momentéw, a probka jest odpowied-
nio duza dla dokladnej estymacji wyktadnikow skalowania. Zjawiska te byly szczeg6-
fowo omawiane w rozdziale 4.8 — jako przyczyny pojawiania si¢ multifraktalnych trans-
formacji fazowych, a granicznymi, krytycznymi rzedami momentéw, od ktdrych sa one
obserwowane, byty odpowiednio qp i gs. Dlatego tez kiedykolwiek spetniony jest waru-
nek, ze: max(gn,q)>min(gp,gs), to funkcja K(qm) staje si¢ niezalezna od n. W praktyce
przypadek taki jest obserwowany na wykresach zaleznosci log(|K(g,n|) wzgledem
log(m) w postaci zatamania ich liniowego przebiegu i pojawienia si¢ charakterystycz-
nych S-ksztattnych przebiegow. Niestety, zatamania w liniowosci powyzszych zalezno-
sci sa obserwowane nie tylko dla wystarczajaco duzych m-momentéw, lecz takze dla
wystarczajaco matych n-momentéw (a wigc wowczas, gdy min(g,qn)<qmin). Zatamanie
dla niskich wartosci n-momentéw, a wiec wowczas, gdy analizowane sa bardzo niskie
wartosci natgzenia procesu, wynika z opanowania sygnatu pomiarowego nat¢zenia
przez szumy pomiarowe. Szumy takie moga zapetnia¢ przestrzen pomiarowa. Wiaze si¢
z nimi charakterystyczna wartos¢ kowymiaru i odpowiadajace mu krytyczne rzedy
0sobliwosci Ymin Oraz momentu qgmin. Schertzer i Lovejoy [1993] traktowali t¢ zmiang
jakosciowa zachowania statystycznego badanych zbioréw jako kolejny przyktad multi-
fraktalnych transformacji fazowych.
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W celu podjecia multifraktalnych studiéw szeregéw opadowych z Wroctawia
z uzyciem metody podwdjnego momentu sladu przygotowano kolejny autorski program
obliczeniowy DTM. Program DTM, na bazie wczesniejszych doswiadczen zdobytych
przy wykorzystywaniu metodyk PDMS i TM, zostat napisany z mysla prowadzenia
analizy skal czasowych odpowiadajacych czasom od 5 minut do 24 godzin. Program
DTM stanowit rozszerzenie wczesniej przygotowanego programu TRACE, gdyz obli-
czat on takze wartosci g-momentow, lecz dla n-normalizowanych natezen. Na wstepie
badan zdiagnozowano optymalne zakresy przedziatdw wartosci q i m, z uwagi na pla-
nowana pozniejsza identyfikacje uniwersalnych parametrow multifraktalnych. Przyjeto
nastepujace przedziaty wartosci: qe [0,90; 2,10] i ne[0,1; 10]. Rezultaty dziatania pro-
gramu DTM sa przedstawione na przykladzie szeregu czasowego pomiaréw opadow
z Wroctawia dla roku 1997 na rysunku 5.12.
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Rys. 5.12. Wykres zaleznosci log(|K(a,m|) wzgledem log(n) dla wybranych rzedéw momentdw g,
otrzymany w metodzie DTM dla 5-minutowego szeregu czasowego rejestracji natezen
opadéw z Wroctawia w 1997 r., dla skal czasowych od A = 2304 (5 min) do A =8 (24
godz.). Punkty nalezace do wykreséw dla g = 0,9 i g = 1,1 prawie catkowicie si¢ po-
krywaja. Na wykresie zaznaczono schematycznie odcinki o w przyblizeniu liniowym
charakterze

Fig. 5.12. Plot of log(|K(qg,n|) relation with log(n) for selected moments orders q, obtained at the
DTM method for the 5-minute rainfall intensity time-series from Wroctaw in the year
1997, for time scales from A = 2304 (5 min) up to A = 8 (24 h). Points belonging to the
plots for g = 0,9 and q = 1,1 almost completely cover themselves. Intervals of close to
the linear character were marked schematically on plot
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Zgodnie z oczekiwaniami na wykresie zaleznosci empirycznych wartosci
log(|K(gn|) wzgledem log(n) na rysunku 5.12 uwidaczniaja si¢ charakterystyczne row-
nolegte wzgledem siebie przebiegi S-ksztattne. Na ich podstawie oszacowano graniczne
wartosci Qmin | Gmax Momentdw krytycznych, ograniczajacych zakres wykresu, przydatny
dla estymacji uniwersalnego parametru multifraktalnego o, zgodnie z formuta 5.29.
Oszacowania wartosci Qmi, 0raz gmax Wykonane na podstawie rysunku 5.12, dla szeregu
wykresow 0 réznych wartosciach g sa zestawione w tabeli 5.2. Warto zauwazyé¢, ze
koncowe wartosci krytycznych momentOw Qmin | Omax W Obydwu tabelach sa wynikiem
ilorazéw odpowiednich wartosci q i 1, co wynika z zaleznosci 5.25.

Tabela 5.2
Table 5.2
Wartosci krytycznych momentow Qmin | Qmax, 05zacowane dla zataman wykresu na rysunku 5.12
dla wybranych krzywych dla qe [0,90; 2,10]
Critical moments g, and (max Values estimated for plot breaks in figure 5.12 for selected curves
for ge[0,90; 2,10]

Krz dl Mini{nglny moment Krytyczny Qpmin Maksymalny moment krytyczny Qmax
ywaalaq Minimal critical moment gy, Maximal critical moment ey
Curie for q — —
log(n) n Omin = N log(n) n Qmax = N

0,9 0 1,00 0,90 0,4 2,51 2,26
1,1 -0,1 0,79 0,87 0,3 2,00 2,19
1,2 -0,1 0,79 0,95 0,3 2,00 2,39
1,3 -0,1 0,79 1,03 0,3 2,00 2,59
1,6 -0,2 0,63 1,01 0,2 1,58 2,54
1,8 -0,2 0,63 1,14 0,1 1,26 2,27
2,1 -0,3 0,50 1,05 0,1 1,26 2,64

Srednia: Average: 0,99 Srednia: Average: 2,41

Komentujac wyniki zawarte w tabeli 5.2 i na rysunku 5.12, nalezy pamieta¢, ze po-
szczegOlne szacunki (min 0raz gmax dla réznych krzywych (o réznych wartosciach q) sa
dosy¢ mocno obciazone przez subiektywne i mato precyzyjne oszacowania granicznych
wartosci log(n). Pomimo tego otrzymana srednia wartos¢ qmex = 2,41 w istocie pokrywa
sig z oszacowaniem wartosci Krytycznego rzedu momentu gp = 2,42 (patrz podrozdziaty
5.4 i 5.3). Kierujac si¢ wynikami z tabeli 5.2, w celu szacowania parametréw o i C;
oparto si¢ na krzywych w zakresie od q = 1,1 do q = 2,0. Przeprowadzone obliczenia
tych parametrow zestawiono w tabeli 5.3. Parametr o dla krzywych dla réznych warto-
sci g oszacowano jako nachylenie ich liniowych sekcji. Podstawa do tego byta relacja
5.29. Przy obliczaniu parametru C; skorzystano takze ze struktury rownania 5.29. Po
obustronnym zlogarytmowaniu tego rdwnania mozna zauwazy¢, ze wyrazy wolne row-
nan liniowych segmentéw krzywych z rysunku 5.12 odpowiadaja logarytmom z warto-
sci K(q). Znajomos¢ wartosci K(q) oraz wczesniej wyznaczonych wartosci indeksu
Lévy’ego o pozwala natomiast na wyliczenie wartosci parametru C;, z nieco prze-
ksztatconej formuty 5.30:

C

K(a)=K(a1)=-"4(a"-q). (5.31)
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Zgodnie z tabela 5.3 wartos¢ indeksu o = 0,69. Powracajac do podanego na zakon-
czenie rozdziatlu 4.9 podziatu na klasy uniwersalnosci, nalezy zwréci¢ uwage, ze
ae(0,1), a co za tym idzie, mamy tutaj przyklad procesu logarytmicznego Lévy’ego
z ograniczonymi osobliwosciami. W klasyfikacji multifraktale te sa okreslane mianem
warunkowo twardych (ang. conditionally hard). Co warto podkresli¢ juz teraz, catko-
wanie takich multifraktali po zbiorze obserwacyjnym o zadowalajaco duzym wymiarze
D moze prowadzi¢ do migkkiego (ang. soft) zachowania. Swiadomos¢ tego faktu, na
tym etapie badan, ma jedynie aspekt poznawczy, jednak bedzie miata istotne znaczenie
w wyjasnieniu jakosci syntetycznych szeregéw opadowych generowanych z uzyciem
dwoch odmiennych konceptualnie typéw modeli opartych o kaskade mikrokanoniczna
i kanoniczna. Przypomnijmy, ze zwykle w wyniku wyzwalania kaskad mikrokanonicz-
nych generowane sa migkkie multifraktale, natomiast w przypadku kaskad kanonicz-
nych otrzymywane sa twarde multifraktale. Zdecydowanie mniejsza od jednosci war-
tos¢ obliczonego stopnia multifraktalnosci o = 0,69, wskazujaca na ,,miekkos¢” proce-
su, implikuje juz teraz znacznie wigkszy potencjat wykorzystania generatoréw opartych
o0 kaskady mikrokanoniczne dla generowania syntetycznych danych opadowych, wiary-
godnie nasladujacych statystyki badanych szeregow czasowych natezen deszczow.

Tabela 5.3
Table 5.3
Zestawienie obliczen wartosci indeksu Lévy’ego o i kowymiaru sredniej procesu C, dla szeregu
opadowego z Wroctawia w 1997 r.
List of Lévy index o and the mean of process codimension C, calculations for rainfall time-series
from Wroctaw in the year 1997

Q o K(qvl) C1

1,10 0,702 0,035 0,338

1,20 0,733 0,071 0,334

1,30 0,759 0,109 0,331

1,40 0,779 0,149 0,328

1,50 0,793 0,190 0,326

1,60 0,661 0,233 0,335

1,70 0,680 0,278 0,335

1,80 0,613 0,324 0,342

1,90 0,633 0,372 0,342

2,00 0,651 0,421 0,342

2,10 0,587 0,472 0,352

Srednia: Average: 0,69 Srednia:  Average: 0,34

Odchylenie standardowe: 007 Odchylenie standardowe: 0007
Standard deviation: ! Standard deviation: !

Na podstawie znajomosci wartosci parametrow o = 0,69 i C; = 0,34 mozliwym jest
wyznaczenie wartosci krytycznego momentu gp zwiazanego z multifraktalna transfor-
macja pierwszego rzedu wedtug formuty 4.65. Po przyjeciu do obliczen wymiaru frak-
talnego D réwnego 0,45 uzyskano gp = 2,46. Wynik ten jest zgodny z wczesniejszymi
szacunkami wartosci momentu krytycznego na podstawie analizy geometrii empirycz-
nych funkcji kowymiaru i skalowania momentéw. Potwierdza on jednoczesnie prawi-
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dtowosc¢ przeprowadzonej analizy i wiarygodnos¢ oszacowania stopnia multifraktalno-
sci oraz kowymiaru osobliwosci sredniej.

Ostatnim elementem uniwersalnego opisu multifraktalnego jest parametr H. Osza-
cowania miary stopnia nie-zachowawczosci procesu H dokonuje si¢ na podstawie przy-
rownania wyktadnika widma [ analizowanego procesu (patrz wzor 5.8) z wartoscia

wyktadnika dla procesu zachowawczego Ben = 1-K(2), wedlug ponizszej zaleznosci
[Tessier i in. 1996]:

~ B—Beon _[3—1+K(2)
H = 2 2

Parametr H moze zatem by¢ w praktyce obliczony na podstawie wzoru 5.32, po przy-
jeciu empirycznej wartosci K(2) lub tez jego teoretycznej wartosci wyliczonej po uprzednim
oszacowaniu wartosci o i C, i przy jednoczesnym uwzglednieniu zaleznosci 4.62:

_B-1+K(2) -1 Ci(27-2)
B 2 2 2(o-1)
Dla implementacji wzoru 5.33 oszacowano wartos¢ parametru B = 0,56, dla global-
nej zaleznosci skalowej dla widma mocy szeregu czasowego rejestracji deszczow z Wro-
clawia z 1997 r. (patrz rysunek 5.13). Wartosci teoretyczne i empiryczne K(2) byty sobie
rowne i wynosity K(2) = 0,42. Obliczona ostatecznie na tej bazie wartos¢ H wynosita
-0,01. Ta bliska 0 wartos¢ H byta catkowicie zgodna z otrzymanym wczesniej obrazem
empirycznego przebiegu funkcji kowymiaru w metodzie PDMS (patrz rys. 5.8).
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Rys. 5.13. Widmo mocy uzyskane dla 5-minutowego szeregu czasowego rejestracji deszczow
z Wroctawia w 1997 r. z zaznaczonym przebiegiem globalnej zaleznosci skalowej

Fig. 5.13. Energy spectrum obtained for the 5-minute rainfall time-series from Wroctaw in the
year 1997 with marked course of the global scaling relation
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Na koniec warto poréwna¢ otrzymane oszacowania uniwersalnych parametréw mul-
tifraktalnych przy wykorzystaniu metody DTM z wynikami otrzymanymi przez innych
autoréw. De Lima [1998] dla rejestracji z Vale Formoso (szereg czasowy 15-minutowy)
uzyskata: oo = 0,49, C; = 0,51 i H = -0,13. Wartosci te réznia sig, co zapewne znajduje
wytlumaczenie w roznicach warunkow klimatycznych wystepujacych w Vale Formoso
i we Wroctawiu. Duze rozbieznosci w wartosci parametru H wynikaja tez z nieuzasadnio-
nego w opinii autora stosowania przez de Lime [1998] we wzorach 5.32 i 5.33 wartosci B
wyznaczonej jedynie dla wycinkowego zakresu wysokich czestotliwosci, ograniczonego
przez zalamanie widma. W przypadku szeregu opadowego z Wroctawia z 1997 r. rezulta-
tem tego bytoby zawyzenie wartosci wyktadnika B z 0,56 do 1,11 (poréwnaj rys. 5.3
i 5.11). Uzyskane uniwersalne parametry dla szeregu opadowego z Wroctawia byty bar-
dzo zblizone do parametrow okreslonych przez Tessiera i in. [1996] dla 30 szeregéw
czasowych wartosci sum dobowych opadéw pochodzacych z roznych lokalizacji na tere-
nie Francji, ktore wynosity: oo = 0,710,2, C; = 0,4+0,1 i H = -0,110,1.

5.6. Ocena wzajemnego dopasowania teoretycznych
I empirycznych funkcji skalowania

Wykresy teoretycznych funkcji skalowania otrzymane dla uniwersalnych parame-
tréw multifraktalnych o = 0,69, C; = 0,34 i H = -0,01 sa przedstawione na tle empirycz-
nych wartosci funkcji skalowania otrzymanych dla 5-minutowego szeregu czasowego
rejestracji natezen opaddw z Wroctawia w 1997 r., dla skal czasowych od 5 minut do 8
dni — na rysunkach 5.14 i 5.15. Na obydwu rysunkach wida¢ wyraznie, ze zgodnos¢
przebiegu teoretycznych wykresdw funkcji skalowania, definiowanych przez uprzednio
oszacowane uniwersalne parametry multifraktalne wzgledem potozenia punktéw empi-
rycznych, ma miejsce jedynie w okreslonym zakresie argumentow funkcji. Na wykresie
funkcji skalowania momentéw (rys. 5.15) mozna zaobserwowa¢, ze dla wartosci rze-
déw momentéw q wickszych od okoto 2,4 wykresy teoretyczny i empiryczny przestaja
by¢ spdjne, a ze wzrostem g roznice pomiedzy ich wartosciami sie pogtebiaja. Obser-
wacja ta jest w petni spdjna z omawianym zjawiskiem multifraktalnej transformacji
pierwszego rzedu. Jednoczesnie wartos¢ q = 2,4 jest zgodna z wartoscia krytycznego
rzedu momentu gp = 2,42 i max 0SZacowanym w tabeli 5.2. Natomiast oszacowanie Qmin
= 0,99 takze z tabeli 5.2 wydaje si¢ by¢ réwnie trafnym oddolnym ograniczeniem za-
kresu zgodnosci funkcji teoretycznej i empirycznej skalowania momentéw. Rdznice
pomiegdzy obydwoma wykresami pogtebiaja si¢ wraz ze spadkiem wartosci rzedu mo-
mentu g ponizej wartosci qmi, = 0,99.

Wymienione powyzej odgorne i oddolne ograniczania zakresu zgodnosci funkcji
teoretycznej i empirycznej kowymiaru znajduja swoje odbicie takze w przypadku funk-
cji kowymiaru na rysunku 5.14. Dla osobliwosci wigkszych od okoto y = 0,60 wykresy
teoretyczny i empiryczny kowymiaru zatracaja wspolny przebieg. Ta graniczna wartosé
v = 0,60 jest zblizona do osobliwosci krytycznej vy = 0,50. Rysunek 5.14 uwidacznia,
ze dla osobliwosci wigkszych od okoto 0,60 empiryczne wartosci kowymiaru sa juz
zdecydowanie mniejsze od ich szacunkéw teoretycznych. Co za tym idzie, ich prawdo-
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podobienstwo pojawienia sig jest wigksze, niz wynikatoby to z modelu teoretycznego
odstonietego multiplikatywnego procesu kaskadowego. Te r6znice moga znalez¢é wyja-
$nienie w réznych sposobach konstrukcji procesu teoretycznego, ktory jest procesem
odstonigtym (a wigc drobnoziarnistym) w przeciwienstwie do procesu empirycznego,
ktory jest procesem ubranym (a wiec gruboziarnistym) (patrz rys. 4.4). Gruboziarnistos¢
w rozumieniu teorii multifraktali wynika w tym konkretnym przypadku z ograniczonej
rozdzielczosci przyrzadu pomiarowego (pluwiografu), jak réwniez jest konsekwencja
usredniania rzeczywistego, catkowicie rozwinigtego procesu do skali obserwacji.
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Rys. 5.14. Uniwersalna funkcja kowymiaru dla oo = 0,69, C, = 0,34 i H =-0,01 (0znaczona ciagta
linia) na tle empirycznej funkcji kowymiaru (reprezentowanej przez punkty), uzyska-
nej dla 5-minutowego szeregu czasowego rejestracji natezen opadéw z Wroctawia
w 1997 r., dla skal czasowych od A = 2304 (5 min) do A = 8 (24 godz.)

Fig. 5.14. Universal codimension function for o = 0,69, C; = 0,34 and H = -0.01 (showed as
continuous line) on the background of empirical codimension function (represented by
points) obtained for the 5-minute rainfall intensity time-series from Wroctaw in the
year 1997, for time scales from A = 2304 (5 min) up to A = 8 (24 h)

Zjawisko rozbieznosci wykresdéw teoretycznych i empirycznych kowymiaru jest
takze widoczne dla wartosci osobliwosci mniejszych od okoto 0,33. Wartos¢ osobliwo-
sci vy = 0,33 odpowiada w przyblizeniu, zgodnie z transformacja Legendre’a, rzedowi
momentu minimalnego gmi, = 0,99, stanowiacego oddolne ograniczenie zgodnosci teo-
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retycznej i empirycznej funkcji skalowania momentow. Wraz ze spadkiem wartosci
osobliwosci, poczynajac od v = 0,33, wartosci empiryczne kowymiaru sa coraz wigksze
w stosunku do ich szacunkoéw teoretycznych. Co sie z tym wiaze, mate osobliwosci sa
obserwowane w zbiorze danych rzadziej, niz jest to opisywane przez multiplikatywny
odstonigty proces kaskadowy. Jest to ponownie rezultatem usredniania procesu w okre-
slonych skalach oraz niewtasciwego zaliczania niskich nat¢zen deszczu do zbioru war-
tosci zerowych. De Lima 1998 w celu zdigitalizowanych pomiaréw pluwiograficznych
z Vale Formoso obserwowata dla y<0,3 juz catkowicie state wartosci kowymiaru. Przez
to réznice pomigdzy wartosciami teoretycznymi i empirycznymi funkcji c(y) zaznaczaty
si¢ znacznie wyrazniej wraz ze spadkiem v niz na rysunku 5.14, gdzie empiryczna funk-
cja kowymiaru takze dla matych osobliwosci wykazywata charakter krzywoliniowy
i malejacy wraz ze spadkiem g. Mozna przypuszczaé, ze jest to dowodem wyzszosci
zaproponowanej przez autora i zastosowanej dla danych z Wroctawia metodyki kompu-
terowo wspomaganej konwersji zapisow pluwiograficznych do formatu cyfrowego
[Licznar 2005] w stosunku do zastosowanej dla pluwiograméw z Portugalii digitalizacji
recznej. Przypuszczalnie eliminacja elementu subiektywnego wyboru przebiegu krzy-
wej przez operatora na rzecz automatycznego i obiektywnego rozpoznawania kierunku
krzywej zapisu przez komputer umozliwita precyzyjniejsze odwzorowanie zarejestro-
wanych natezen deszczow, w tym takze lepsze odréznienie okresow rzeczywiscie bez-
deszczowych od okreséw deszczowych, lecz o niskim natezeniu procesu.
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Rys. 5.15. Uniwersalna funkcja skalowania momentéw dla o = 0,69, C; = 0,34 i H = -0,01 (ozna-
czona ciagta linia) na tle empirycznej funkcji skalowania momentdw (reprezentowanej
przez punkty), uzyskanej dla 5-minutowego Szeregu czasowego rejestracji natezen opa-
dow z Wroctawia w 1997 r., dla skal czasowych od A = 2304 (5 min) do A = 8 (24 godz.)

Fig. 5.15. Universal moments scaling function for o = 0,69, C; = 0,34 and H = -0.01 (showed as
continuous line) on the background of empirical moments scaling function
(represented by points) obtained for the 5-minute rainfall intensity time-series from
Wroctaw in the year 1997, for time scales from A = 2304 (5 minutes) up to A =8 (24 h)
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5.7. Podsumowanie fraktalnych i multifraktalnych
badan szeregow rejestracji pluwiograficznych

Przeprowadzone kompleksowe badania multifraktalne posiadanych szeregéw reje-
stracji pluwiograficznych z Wroctawia z uzyciem r6znorodnego warsztatu analityczne-
go wykazaty, ze czasowa struktura analizowanych szeregdw deszcz6w ma niezmienni-
czy skalowo i multifraktalny charakter w szerokim zakresie skal. Zakres niezmienniczo-
éci skalowej w badanych szeregach rejestracji natezen deszczéw siegat od czestotliwo-
sci odpowiadajacej czasowi 5 minut do co najmniej czestotliwosci odpowiadajacej
czasowi 24 godzin. Obserwacja ta potwierdza tez¢ o potencjalnej mozliwosci genero-
wania syntetycznych szeregéw opadowych o rozdzielczosci nawet 5 minut w oparciu
0 znajomos¢ jedynie dobowych sum opad6éw. Jednoczesnie stwierdzone wystepowanie
zatlamania w widmie mocy badanych szeregéw dla czestotliwosci odpowiadajacych
czasom w zakresie okoto 80-110 minut wskazuje, ze generowanie syntetycznych szere-
goéw opadowych nie moze by¢ oparte na prostym mechanizmie skalowania ku dotowi
(ang. downscaling). Z drugiej strony, przeprowadzone badania przekonuja do tezy, ze
stwierdzone dla badanych szeregéw zatamanie w skalowym charakterze widma mocy
nie jest fundamentalnym co do swojej natury i nie znajduje wyttumaczenia na przykiad
w istotnej zmianie mechanizmu generujacego proces opadowy na granicy czasu rowne-
go okoto 80-110 minut. Jest znacznie bardziej prawdopodobnym, ze zatamanie to jest
powodowane przez ograniczenia przyrzadu pomiarowego (pluwiografu) i technik prze-
twarzania analogowych zapiséw pluwiograficznych do postaci cyfrowej. Zaobserwo-
wana przy tym zalezna od natezenia deszczu czasowa gestos¢ digitalizacji zapisow
pluwiograficznych nieodzownie prowadzi do sztucznej eliminacji zmiennosci procesu
opadowego w pewnych skalach czasowych i redukcji dynamiki obserwowanego proce-
su opadowego wzgledem rzeczywistego procesu.

Wiasciwosci statystyczne badanych szeregéw czasowych natezen deszczu z Wro-
ctawia moga by¢ opisywane za pomoca multifraktalnych funkcji wyktadnika. Wyzna-
czone empirycznie funkcje kowymiaru i skalowania momentow okazaty sie by¢ funk-
cjami silnie powiazanymi ze soba wzajemnie transformacja Legendre’a. Pozwolito to na
weryfikacje otrzymanych wynikéw z wykorzystaniem catkiem odmiennych narzedzi
warsztatu multifraktalnego: metody rozktadu prawdopodobienstwa/wielokrotnego ska-
lowania oraz metody momentu $ladu. Ten sposéb posredniej weryfikacji byt bardzo
wazny, poniewaz dotychczas nie sa znane testy statystyczne pozwalajace na ocene po-
prawnosci multifraktalnych analiz statystycznych danych pomiarowych. Wykresy empi-
rycznych funkcji skalowania miaty wyraznie nieliniowy charakter jedynie dla ograni-
czonego zakresu rzedéw osobliwosci i momentéw. Po przekroczeniu granicznych war-
tosci rzeddéw osobliwosci i momentéw empiryczne wykresy funkcji skalowania miaty
juz charakter liniowy, co wynikato ze statystycznego zachowania zbioru danych, okre-
slanego mianem multifraktalnej transformacji pierwszego rzedu. Transformacja ta jest
charakterystyczna dla multifraktalnych proceséw obserwowanych w skalach wiekszych
od wewnetrznej skali homogenicznosci procesu.

Oszacowany z wykorzystaniem metody funkcyjnego zliczania pudetek wymiar
geometrycznej ,,podstawy” wystapien deszczOw w badanych szeregach, zdefiniowany
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w jednowymiarowej przestrzeni czasu, okazat si¢ by¢ liczba niecatkowita, mniejsza od
jednosci. Na przykfad dla szeregu rejestracji deszczéw z roku 1997 D = 0,58. Wartosé
wymiaru fraktalnego wynikajaca z analizy geometrii empirycznych funkcji kowymiaru
i skalowania momentéw byta mniejsza i rownata si¢ 0,45. Wymienione tu wielkosci
wymiaru fraktalnego D dowodza fraktalnego charakteru geometrycznej ,,podstawy”
wystapien deszczOw w jednowymiarowej przestrzeni czasu, a zarazem sa miernikiem
»Zapehnienia” przez deszcze jednowymiarowej przestrzeni czasu.

Wyniki uzyskane z wykorzystaniem metody podwdjnego momentu sladu dowo-
dza, ze uniwersalny model multifraktalny (model multiplikatywnej kaskady), bazujacy
na zmiennych stochastycznych Lévy’ego, zapewnia zadowalajacy opis statystyk opa-
dowych w obrebie okreslonego zakresu osobliwosci badz tez rzeddw momentéw. Od-
gorne ograniczenie adekwatnosci stosowalnosci modelu uniwersalnego jest wynikiem
wspominanej juz transformacji pierwszego rzedu. Natomiast oddolne ograniczenie jest
wynikiem biednego zaliczania okreséw o bardzo niskim natezeniu deszczu do okresdw
rzeczywiscie bezdeszczowych. Innymi przejawami tego zjawiska byty deformacje wy-
kresow teoretycznych funkcji skalowania wzgledem ich teoretycznych wzorcéw dla
niskich rzedéw osobliwosci i momentoéw. Wszystko to jest jeszcze jednym potwierdze-
niem istotnych i niemozliwych do eliminacji ograniczen co do jakosci danych pomia-
rowych pochodzacych z pluwiograféw, na ktérych w dzisiejszych realiach opiera sie
krajowa wiedza o opadach. Wykazana na przykfadzie szeregéw pomiarowych z Wro-
ctawia mozliwos¢ stosowania uniwersalnego modelu multifraktalnego, opartego na
zestawie jedynie trzech parametréw: H — odchylenia od zachowawczosci, C; — kowy-
miaru osobliwosci $redniej i oo — stopnia multifraktalnosci, jest ciekawa propozycja dla
prostego, ale zarazem maksymalnie petnego i wiarygodnego opisu lokalnych procesow
opadowych.

Przeprowadzone studia multifraktalne posiadanych szeregdéw czasowych rejestracji
deszczéw z Wroctawia potwierdzaja takze generalna teze podnoszona przez innych
badaczy procesdw multifraktalnych, méwiaca, ze studia multifraktalne moga by¢ wia-
rygodnym testem przydatnosci posiadanych zbioréw danych opadowych dla okreslo-
nych typéw analiz. Jest to szczeg6lnie wazne dla analiz obejmujacych procesy wyzwa-
lane przez opad, takie jak sptyw powierzchniowy, erozja wodna, odptyw wdéd deszczo-
wych systemem kanatow czy tez infiltracja wod deszczowych do gruntu. Z perspektywy
samego modelowania hydrodynamicznego przeptywéw w sieciach kanalizacji desz-
czowej zastosowany warsztat multifraktalny pozwala na wiarygodna ocene jakosci
wykorzystywanych szeregéw pomiarowych natezenia deszczéw. W przysziosci ten sam
warsztat moze stanowi¢ duza pomoc w szeroko rozumianej ocenie nowych technik
pomiaru opadéw deszczOw i metod przetwarzania ich wynikow.

Konkludujac przeprowadzone studia fraktalne i multifraktalne szeregéw czaso-
wych natezen deszczéw z Wroctawia, nalezy stwierdzi¢, ze ich geometryczna ,,podsta-
wa” wystapienia ma charakter fraktalny, a wartosci zarejestrowanych, zmiennych
w czasie natezen deszczéw $wiadcza o multifraktalnym, kaskadowym charakterze pro-
cesu opadowego w jednowymiarowej skali czasu.
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6. MULTIPLIKATYWNE MODELE
KASKAD LOSOWYCH

6.1. Rys historyczny

Lata 60. i 70. ubiegtego stulecia przyniosty intensywny rozwdj teorii turbulencji
[Kolmogorov 1962, Mandelbrot 1972, 1974, Novikov i Stewart 1964, Obukhov 1962,
Yaglom 1966]. Jednym z istotnych przejawow tego rozwoju byto sformutowanie multi-
plikatywnych modeli kaskad losowych jako narzedzi modelowania turbulencji [Gao
i in. 2007]. Modele te szybko znalazty zastosowanie przy przetwarzaniu danych opado-
wych [Gupta i Waymire 1993, Lovejoy i Schertzer 1995, Over i Gupta 1994, 1996,
Schertzer i Lovejoy 1987]. Deszcz jest znacznikiem turbulencji w matych skalach,
a wigksze wiry moga mie¢ swdj udziat w mechanizmie generujacym deszcz
[Menabde i in. 1997]. Nie bez znaczenia dla upowszechnienia stosowania modeli ka-
skadowych do opisu pol opadowych byta takze rosnaca dostepnos¢ do baz danych
z empirycznymi wynikami obserwacji pol opadowych w réznych skalach czasowych
i przestrzennych, wynikajaca z doskonalenia nowych technik obserwacji satelitarnych
i radarowych. Dobrymi przyktadami tego moga by¢: Tropical Rainfall Measuring Mis-
sion (TRMM), czyli satelitarny program pomiaru deszczéw na obszarze tropikow
i subtropikow, czy tez bogata baza danych, wykorzystywana przez wielu badaczy, po-
chodzacych z tzw. fazy I i 1l programu GARP (Global Atmospheric Research Program)
— radarowych obserwacji p6l opadowych na tropikalnym obszarze wschodniego Atlan-
tyku z lata 1974 r. — okreslana skrotem GATE (GARP Atlantic Tropical Experiment).
Kampanie pomiarowe takie jak TRMM i GATE przyniosty bogate wyniki i pozwolity
na zgromadzenie informacji o opadach nad obszarami dotad praktycznie nie monitoro-
wanymi (z uwagi na brak sieci deszczomierzowych). Z tej perspektywy multiplikatyw-
ne modele kaskad losowych wyszty bezposrednio naprzeciw potrzebom poszukiwania
nowych technik przetwarzania wynikow pomiarowych z nowych zrédet pomiarowych.
Powstato przy tym sprzezenie zwrotne, gdyz wzrost dostepnosci nowych baz opado-
wych pozwolit badaczom turbulencji na praktyczna weryfikacje, czesto dotad jedynie
teoretycznych modeli, a takze stymulowat dalsze doskonalenie warsztatu.

Bezposrednie powiazanie turbulencji w matych skalach ze zjawiskiem generowa-
nia opadow nie jest mozliwe. Do dzi$ petny opis mechanizméw generujacych opady
pozostaje w znacznej mierze otwartym pytaniem. Najlepszym przyktadem tego sa nadal
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nierozwiazane w petni problemy powstawania cieptego deszczu (ang. warm rain forma-
tion). W $wietle najnowszych badan w tym zakresie [Malinowski 2007], zderzenia
kropelek (ang. droplets) w mato-skalowej turbulencji moga by¢ identyfikowane jako
mechanizm prowadzacy do formowania czastek opaddw. Przez mato-skalowa turbulen-
cje rozumie sie turbulencje w zakresie od okoto 10 cm do 1 mm, a poznanie procesow
formowania opaddéw moze by¢, z uwagi na ograniczenia posiadanego instrumentarium,
prowadzone jedynie na drodze eksperymentow laboratoryjnych i symulacji numerycz-
nych [Malinowski 2007, Malinowski i in. 2008]. W interpretacji wynikow laboratoryj-
nych oraz pomiaréw in-situ proceséw zachodzacych w chmurach w wigkszych skalach,
z uwagi na ograniczenia technik pomiarowych, stosowane sa wywodzace si¢ z badan
nad turbulencja narzedzia warsztatu fraktalnego i multifraktalnego [patrz np. Malinow-
ski i Leclerc 1994, Malinowski i Zawadzki 1993, Malinowski i in. 1994]. Badania nad
turbulencja, procesami zachodzacymi w chmurach i na ich granicy oraz formowaniem
opadow zazebiaja si¢ nawzajem. Implikuje to wystepowanie zwiazk6w pomiedzy turbu-
lencja i deszczami, ktore cho¢ nie sa mozliwe do prostego sformalizowania, to jednak
uzasadniaja proby stosowania multiplikatywnych modeli kaskad losowych w modelo-
waniu pol opadowych.

Brak sformalizowanej zaleznosci pomiedzy turbulencja a deszczem, jak i nadal
otwarte kwestie dotyczace powiazania réwnan Navier-Stockesa i kaskad, determinuja
od samego poczatku czysto fenomenologiczny charakter modeli kaskadowych. Za sto-
sowaniem multiplikatywnych modeli kaskad losowych do analizy wzorcéw opadowych
przemawia wyrdzniajaca je zdolnos¢ do odwzorowywania obserwowanej struktury
wzorcéw opadowych i ich wkasciwosci statystycznych. Potwierdzity to badania Gupty
i Waymire’a [1993], Guntnera i in. [2001], Jothityangkoona i in. [2000], Menabde’go
i Sivapalana [2000], Menabde’go i in. [1997], Molnara i Burlando [2005], Olssona
[1996, 1998], Olssona i Berndtssona [1998], Overa [1995], Overa i Gupty [1994, 1996],
Pathirana i Heratha [2002], Pathirana i in. [2003]. Wigkszo$¢ tych prac dotyczyta dwu-
wymiarowych pél opadowych, a nie uproszczonego przypadku jednowymiarowego
szeregu €zasowego rejestracji deszczOw. Zapewne, po czesci wynikato to z wigkszego
zainteresowania polami opadowymi jako ciekawszym poligonem badawczym taczacym
zarowno aspekt zmiennosci czasowej, jak i przestrzennej deszczow. Niemniej, druga
istotna przyczyna tego jest dostepnos¢ do materiatu badawczego. Zwykle dane pocho-
dzace z radaréw meteorologicznych sa tatwiej dostepne dla badaczy od danych z dziata-
jacych od dziesiatkow lat sieci deszczomierzy. Sieci deszczomierzy sa whasnoscia kra-
jowych stuzb meteorologicznych, ktére zajmujac si¢ ich obstuga, korzystaja ze standar-
dowych procedur i zwykle nie sa nastawione na wspdtprace ze $wiatem nauki. Wymogi
stawiane przez ostong meteorologiczng kraju, zapobieganie duzym powodziom itp. nie
obejmuja zwykle szczegdtowej analizy zapiséw pluwiograficznych czy tez ich konwer-
sji do cyfrowego formatu. Czesto poprzestaje sie na godzinnych odczytach zapisow
z pluwiograféw lub jedynie rejestracji dobowych sum opadéw jako minimum zaspoka-
jajacym wymogi komercyjnych odbiorcdw pomiaréw. Z tej racji analizy multifraktalne
wieloletnich szeregéw czasowych deszczéw, o rozdzielczosciach dochodzacych do
okoto 5, 10 czy tez 15 minut, takie jak zawarte w niniejszej pracy oraz w publikacjach
de Limy [1998], de Limy i Grasmana [1999], Menabde’go i Sivapalana [2000], Molnara
i Burlando [2005], nadal naleza do rzadkosci. Ponadto wielu badaczy z kregu klasycz-
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nej hydrologii nie stara si¢ przy stosowaniu kaskad podejmowaé préb ich uzycia
w skalach czasu ponizej 1 godziny, traktujac to za zbedne w aspekcie przysztego zasto-
sowania syntetycznych danych opadowych do modelowania hydrologicznego, np. zja-
wisk powodziowych na duzych rzekach.

Wspominana powyzej skala czasu 1 godziny jako docelowego poziomu rozdziatu
sum dobowych opadéw w oczywisty sposéb nie przystaje do potrzeb hydrologii miej-
skiej. Nie nalezy si¢ jednak dziwi¢, ze jeszcze do niedawna nie podejmowano préb
stosowania multiplikatywnych modeli kaskad losowych w obrgbie hydrologii miejskiej.
Nie bylo to potrzebne z uwagi na brak narzedzi symulacyjnych, na wejsciu ktorych
syntetyczne dane opadowe mozna bytoby spozytkowaé w wymierny sposéb. Chociaz
w roku 1976 powstat pierwszy dynamiczny model komputerowy hydrauliki kanalizacji
— US EPA Storm Water Management Model (SWMM) [Heaney i in. 1976], to musiaty
mina¢ jeszcze lata, a nawet dziesigciolecia, zanim w biurach projektowych i konsultin-
gowych upowszechnity si¢ odpowiednio wydajne obliczeniowo komputery, zaopatrzo-
ne w pakiety wyspecjalizowanego oprogramowania inzynierskiego dla budowy modeli
hydrodynamicznych sieci kanalizacji deszczowych lub og6lnosptawnych. Jeszcze do
niedawna programy tej klasy cechowaly si¢ sztywnymi ograniczeniami co do ilosci
rozpatrywanych weztéw i odcinkéw sieci, a czas trwania pojedynczej nawet symulacji
przeptywow w kanatach sredniej wielkosci sieci, po pojedynczym deszczu, byt liczony
w godzinach. W efekcie tego inzynier w swojej pracy musiat stosowa¢ wiele uprosz-
czen, zaczynajac od samych podstaw, a wiec opisu danych opadowych. Z tej racji
w praktyce modelowania utrwalito sie stosowanie, jako podstawy modelowania, tzw.
deszczu projektowego (ang. design storm), a wieCc pewnego wybranego catkowicie
subiektywnie opadu rzeczywistego lub syntetycznego opadu, uzyskanego na drodze
préby odwzorowania zmiennosci zarejestrowanych opadéw. Odbicie tej filozofii znaj-
dujemy nadal nawet w aktualnych wytycznych ATV [Schmitt 2000]. Jednoczesnie
przejawem postepu w warsztacie inzynierskiego modelowania systeméw odwadniaja-
cych, ktdry rysuje si¢ w tych samych wytycznych, jest traktowanie serii rzeczywistych
opaddéw nawalnych jako zalecanej podstawy prowadzenia obliczen sprawdzajacych
istniejacych systemow czy tez weryfikacji czestosci nadpigtrzania sieci [Licznar 2008a,
Licznar i in. 2008b]. Nadal jednak przy sporzadzaniu serii opadéw nawalnych postuluje
sie stosowanie metod doboru istotnych opaddw, ktére redukuja liczebnos¢ wejsciowych
zbioréw danych z hietogramami zarejestrowanych deszczéw. Przy dzisiejszym pozio-
mie wydajnosci obliczeniowej komputeréw zabiegi te traca swoje praktyczne uzasad-
nienie. llustracja postepu, jaki dokonat sie¢ w zakresie komputeryzacji i ktory moze by¢
wykorzystany w hydrologii miejskiej, jest sama dostepnos¢ do zasobow pamieci. Gene-
rowane przez autora w dalszej czesci pliki tekstowe zawierajace syntetyczne szeregi
czasowe o kroku czasowym: 5, 10, 20, 40, 80, 160, 320 i 640 minut dla 38-letniego
okresu obserwacji wedtug tabeli 3.1, przy ich 100-krotnym powtOrzeniu zajmowaty
okoto 9,25 GB pamieci na dysku. Jeszcze kilka lat temu dyskow o tego rzedu pojemno-
§ci nie instalowano na komputerach klasy PC.

Idac tym tropem rozumowania i hawiazujac do uwag zawartych we wstepie niniej-
szej pracy, uzasadnionym jest aktualnie poszukiwanie generatoréw deszczéw synte-
tycznych na potrzeby udoskonalenia krajowego warsztatu hydrologii miejskiej i dla
probalistycznego modelowania systemow odprowadzania i zagospodarowania wod
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deszczowych. Jednoczesnie, na podstawie wynikéw badan z rozdziatu 5, dowodzacych
o multifraktalnym charakterze deszczéw z Wroctawia, postanowiono generatory oprzeé
o technike multiplikatywnych modeli kaskad losowych. Z pozoru logiczna kontynuacja
badan z rozdziatu 5 bytoby bezposrednie wykorzystanie oszacowanych uniwersalnych
parametréw multifraktalnych dla opracowania modelu kaskadowego z log-Lévy proce-
sem, podobnie jak w badaniach Pathirana i in. [2003]. Powracajac jednak do fenomeno-
logicznego charakteru modeli kaskadowych, rozwiazanie to nie okazuje si¢ by¢ opty-
malnym. O przydatnosci modeli fenomenologicznych decyduje jakos¢ uzyskiwanych
wynikow. Jakos¢ wynikdéw uzyskiwanych z wspominanego modelu kaskadowego wy-
korzystujacego zmienna losowa Lévy’ego pozostawia wiele do zyczenia. Model ten nie
jest w stanie odwzorowywac¢ okreséw bez deszczu, wszystkim okresom przypisujac
niezerowe nat¢zenia opadu. Tak otrzymywane szeregi czasowe nie moga by¢ bezpo-
srednio wykorzystywane np. na potrzeby hydrologii miejskiej. Mozna jedynie podej-
mowac¢ proby ich adaptacji do tego celu przez wprowadzanie arbitralnych granicznych
wartosci natezen dla odciecia okresow deszczowych od bezdeszczowych. Molnar
i Burlando [2005] zaproponowali w to miejsce i przetestowali pod katem hydrologii
miejskiej dwa odmienne modele kaskad losowych (kanoniczny i mikrokanoniczny),
stuzace rozdziatowi dobowych sum opadéw na 10-minutowe szeregi czasowe. Modele
te w opinii autoréw zapewniaty zadowalajace rezultaty, a ich struktura pozwalata na
bezposrednie odwzorowywanie zarowno nieciagtosci (ang. intermittency) szeregu nate-
zen deszczOw, jak i zmiennosci (ang. variability) natezen w obrebie samych zdarzen
opadowych. Postanowiono zatem podja¢ probe wykorzystania tego samego typu modeli
kaskadowych dla generowania syntetycznych szeregéw opadowych we Wroctawiu.

6.2. Losowe kaskady kanoniczne

Konstrukcja losowej kaskady opiera si¢ na sukcesywnych podziatach
d-wymiarowego hiperszescianu J = [0, Lo]® na b pod-hiperszescianéw, co jest graficznie
przedstawione na rysunku 6.1. Liczba rozdziatu (ang. branching number), przy spetnio-
nym warunku, ze d>1, moze by¢ zapisana jako:

b=1Tb., 6.1)

gdzie: b; — jest liczba podpodziatow w kazdym kroku w i-tym wymiarze. Ta dosyé
skomplikowana ogélna definicja ulega uproszczeniu po praktycznym przyjeciu réwno-
$ci podpodziatdw w réznych wymiarach, co oznacza:

b, =b'?, i=12,..,d. (6.2)

Powstate w wyniku podziatu pod-hiperszesciany na poziomie n sa oznaczane jako
A',. Dhugosé boku takiego pod-hiperszescianu L, jest wyznacznikiem skali przestrzen-
nej. Na tej podstawie definiowany jest bezwymiarowy parametr skali przestrzennej
(ang. dimensionless spatial-scale parameter) A,:

_ﬁ_ -n/d
Ag=o=b7" (6.3)
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A=1/2"

A=1/2°
www,

Rys. 6.1. Schemat konstrukcji losowej kaskady dla d = 2 (w dwdch wymiarach) i liczby rozdzia-
tu b = 4 (rysunek adaptowany za Gupta i Waymire’em (1993)). Na rysunku A oznacza
skale przestrzenna, a n — liczbe kolejnej generacji (n = -2logA)

Fig. 6.1. Schematic construction of random cacsade for d = 2 (in two dimensions) and branch-
ing number b = 4 (figure adapted from Gupta and Waymire (1993)). On figure A
stands for the space scale, and n for following generation number (n = -2logA)

Tak powstata kaskada jest uzywana do rozdziatu tzw. ,,masy”. Mowi si¢ 0 rozdzia-
le ,,masy”, gdyz teoria kaskad losowych jest nierozerwalnie potaczona z matematyczna
teoria miary. Miara jest funkcja, ktéra przypisuje podzbiory pewnej przestrzeni do nie-
ujemnych rzeczywistych liczb tak, ze wartosci miary dla danego podzbioru wskazuja na
ilos¢ ,,materii” lub ,,masy” zwiazanej z podzbiorem. Dla podzbioru A i dla miary @,
ilos¢ ,,masy” jest oznaczana przez @(A). Z powyzszej definicji wynika bezposrednio, ze
miara nie moze przyjmowaé ujemnych wartosci i musi by¢ addytywna. Addytywnosé¢
oznacza, ze dla (mozliwie nieskonczonej) sekwencji roztacznych podzbiorow Ay, A,, ...,
i dla miary ® zachodzi zaleznos¢ [Billingsley 1986]:

o(VA)=Zn(A). (6.4)
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Nalezy zauwazy¢, ze rownanie 6.4 zmusza do porzucenia w dalszych rozwaza-
niach natgzenia deszczu jako wielkosci modelowanej. Natezenie deszczu nie moze by¢
bowiem kojarzone z ,,masa” lub ,,materia”, gdyz nie spetnia ono kryterium addytywnosci
okreslonego zaleznoscia 6.4. Niemniej, natezenie deszczu jest bezposrednio zwiazane
z iloscia deszczu spadajacego w pewnym czasie na okreslony obszar, a wigc w tym
przypadku z wysokoscia opadu. Z tej racji modele kaskadowe beda realizowaty rozdziat
wysokosci warstwy deszczu, a dopiero uzyskiwane na ich wyjsciu wysokosci deszczu
moga by¢ zamieniane na rownowazne im natezenia deszczu, po podzieleniu przez od-
powiednie okresy czasowe. Z punktu widzenia teorii miary — miara, ktéra bedziemy si¢
zajmowac, jest funkcja przypisujaca podzbiory (Borela) czasu do nie-ujemnych liczb
rzeczywistych, ktére okreslaja ilos¢ (wysokos¢) deszczu, deponowanego na przestrzeni
ich trwania. To, co nazywamy natezeniem deszczu, jest ta miara podzielona przez dhu-
gos¢ czasu (miare Lebesgue’a) odpowiadajacych im podzbiordw.

Podziat masy na uprzednio wygenerowanych pod-hiperszescianach kaskady roz-
poczyna sig od nielosowej poczatkowej masy RoLo". Po pierwszym pod2|ale powstatym
w jej wyniku, pod-hiperszescianom A'; przypisywane Sa masy: RoLoe™W'y/b,i=1,2, ..., b.
Przy czym przyjmuije sig, ze wartosci wag kaskady W', i =1, 2, ..., b"sa nleUJemnyml
i w pehni niezaleznymi zmiennymi losowymi. Ich wspélny rozkiad prawdopodobien-
stwa jest taki sam jak rozktad W, ktory to jest nazywany generatorem kaskady (ang.
cascade generator). Z uwagi na fakt, ze zmienne losowe generatora W', sa niezalezne
i maja identyczne rozklady prawdopodobienstwa, kaskady, ktére generuja, moga by¢
takze nazywane kaskadami losowymi o niezaleznych i identycznych rozktadach (ang.
independent and identically distributed random cascades). Mechanizm podziatu poczat-
kowej masy na pod-hiperszesciany opisany dla pierwszego stopnia kaskady jest powie-
lany nastepnie dla nastgpnych, zstgpnych stopni kaskady. W wyniku tego masa zwiaza-
na z podziatem A', na n-tym stopniu kaskady, oznaczana jako w,(A"), jest produktem
poczatkowej masy podzielonej przez liczbe pod-hiperszescianéw w tej skali oraz
wszystkich wptywajacych wartosci W', na zstepnej drodze prowadzacej od poczatku
kaskady do pod-hiperszescianu A', [Over i Gupta 1994]:

o (') = RoLa"b " TIW', (6.5)

Rozktad masy , dany rownaniem 6.5 dazy do granicy .., przy rozbudowie kaskady
dazacej do nieskonczonosci, to znaczy przy n—-e<. Granica ta moze badz tez nie by¢ zde-
generowana, to znaczy prawie na pewno réwna zeru w obrgbie catego analizowanego,
ograniczonego regionu J (hiperszescianu [0, Lo]"). Niezdegenerowana struktura .. jest
wynikiem wielkich odstepstw od sredniej (rozbieznosci wzgledem sredniej), gdyz z praw-
dopodobienstwem réwnym 1, multiplikatywny produkt WoW,W,-...-W,—0, przy n—e,
wzdtuz kazdej indywidualnej $ciezki drzewa kaskady. Prowadzi to do osobliwego zacho-
wania granicznego rozkladu kaskady. Ciekawe zachowanie struktury .. sktonito wielu
badaczy do jej studiow z punktu widzenia niedegeneracyjnosci, rozbieznosci momentow
statystycznych i wielkosci (wymiaru) jej podstawy [Mandelbrot 1974, Kahane i Peyriere
1976].

Rozwazajac wielostopniowe kaskady dazace do nieskonczonosci, warto zauwazy¢
ich silny charakter rekursyjny. Otdz, jesli obierzemy pod-hiperszescian na poziomie n
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z masa [,(A'), to kaskada ponizej tego pod-hiperszescianu jest niezalezna kaskada
z tym samym generatorem i poczatkowa masa W,(A",). ldac tym tropem, Gupta i Way-
mire [1993] postulowali, ze .. spetnia podstawowe rownanie rekursyjne:

o (A)=pa(A%)Zo (1), i=1,2,..,b", (6.6)
gdzie:
Mo (A% ) =Wo W Wob ™" (6.7)

a wartosci Z..(i) sa statystycznie niezalezne od pi,(A',). Zmienne Z.(i) sa niezalezne
i 0 identycznym rozktadzie dla wszystkich i:

e ([O,Lo]d) e ([O.Lo]d) s ([O-Lo]d)
= Lo (AO) - Lo ([O,Lo]d) - RoLod

W dalszej czesci Z.. bedzie uzywane jako oznaczenie kazdej zmiennej losowej
z powyzszym rozktadem. W mysl réwnania 6.6 masa kaskady p.. w dowolnej skali A,
sktada sig¢ z niskoczestotliwosciowego, wielkoskalowego komponentu ., oraz wysoko-
czestotliwosciowego, matoskalowego komponentu Z... Przy spetnieniu pewnych mate-
matycznych warunkéw mozna wykazaé, ze Z.. istnieje i nie jest zdegenerowane. Naj-
wazniejszym sposrdd tych warunkow jest to, ze matematyczna warto$¢ oczekiwana czy
tez $rednia zbioru jest rdwna 1, a wiec E[W] = 1 [Over i Gupta 1994]. Fizyczna inter-
pretacja tego warunku jest to, ze przy kaskadowym rozpadzie masy jest ona zachowana
jedynie jako srednia wartos¢. Niemniej, warunek ten nie gwarantuje zachowania masy
dla kazdej realizacji kaskady. Kaskady charakteryzujace sie¢ zachowaniem masy dla
sredniej sa nazywane kaskadami kanonicznymi. Kaskady spetniajace zachowanie masy
dla kazdej realizacji kaskady sa natomiast nazywane kaskadami mikrokanonicznymi
i beda one omawiane szerzej w dalszej czesci pracy. Zatozenie E[W] = 1, w powiazaniu
z réwnaniami 6.5 i 6.6, implikuje ponadto, ze E[Z.] = 1. Powracajac raz jeszcze do
réwnania 6.6, warto przeanalizowa¢ jego szczegélny przypadek. Zsumowanie obydwu
stron rownania dla wszystkich wartosci i, po dodatkowym przyjeciu n = 1, prowadzi do:

(6.8)

izl““ (a%)= é“l (4'4)Z-(i). (6.9)

Lewa strona rownania 6.9 jest po prostu catkowita graniczna masa Z.., a wystepu-
jace w obrebie jego prawej strony sktadowe mas moga by¢ zapisane jako: ui(A'y) =
W,/b. Na mocy tych obserwacji zaleznos¢ 6.9 ulega przeksztatceniu do:

b
Z. =lzwizm (i). (6.10)

i=1
Zgodnie z rownaniem 6.10 struktura losowych kaskad jest okreslana przez para-
metr b nazywany liczba rozdziatu oraz rozkiad prawdopodobienstwa W generatora

kaskady. Ten ostatni pojawia si¢ w wielu matematycznych wyrazeniach w postaci jego
zmodyfikowanej, skumulowanej funkcji generujacej x,(q) [Gupta i Waymire 1993].

103



Funkcja ta jest nazywana funkcja Mandelbrot-Kahane-Peyriere (w skrdcie funkcja
MKP) na czes¢ badaczy, ktorzy jako pierwsi wykazali jej teoretyczna waznosé¢ w kon-
tekscie kaskad losowych [Mandelbrot 1974, Kahane i Peyriere 1976]. Funkcja MKP jest
zdefiniowana jako:

% () =log, E[W ]-(q-1). (6.11)

Istotne znaczenie funkcji MKP ujawnia si¢ réwniez przy praktycznych prébach
stosowania modeli kaskadowych. Okazuje sie bowiem, ze z uzyciem funkcji MKP es-
tymacja parametrow generatoréw kaskad moze by¢ oparta o analize skalowania mo-
mentow marginalnych zbioréw. Skalowanie momentéw zbioru jest zdefiniowane zalez-
noscia [Over 1995]:

logEM, (a) _ . log,E[ M, (q) ] (6.12)
Ap—0 —IOgAn N—>eo n/d ’

gdzie:
b" .
M, (a) =2 ul (A7), (6.13)

W wzorach powyzszych -e<<g<e<, a W przypadku <0 sumowanie dotyczy jedynie
niezerowych wartosci p..(A',). Ponadto d jest wymiarem rozpatrywanego regionu prze-
strzennego. Wymiar ten w przypadku analizowanych w pracy szeregéw czasowych
deszczéw z Wroctawia wynosi d = 1.

Na podstawie réwnosci 6.6 mozna otrzymac zalezno$¢ postaci [Over 1995]:

E[M, (a)]=b"E[nt (a1)]=pd (b0 (E[W* ) E[22],  (6.14)
ktéra, po podstawieniu do réwnania 6.12 prowadzi do:

log,E[M, logy (b= *E[W* )" E[ 22 ]u§ (9)
&Wﬂﬁz { n/d }: (6.15)

iim n{(1-q)+log, E[WQJ}:;OSD (E[ng)Jrqlogbuo (J) _ (6.16)

:d(l—q+|ong[Wq])=de(Q). (6.17)

Przeksztatcenie to jest istotne, gdyz daje nam metodg estymacji generatora W w sy-
tuacji, gdy dysponujemy duza liczba niezaleznych i charakteryzowanych tym samym
rozktadem (ang. iid — independent and identically distributed) realizacji procesu.
W takim przypadku nalezy obliczy¢ srednie wartosci momentdw dla zbioréw, a nastep-
nie przeanalizowa¢ ich skalowanie, co zapewnia oszacowanie funkcji MKP i co za tym
idzie — generatora W.
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W praktyce zwykle jednak nie dysponujemy wieloma realizacjami procesu, a jesli
nawet, to trudno jest a priori zatozyc¢, ze sa one niezalezne i o tym samym rozkladzie.
Wynika stad potrzeba wypracowania odmiennej teorii bazujacej na skalowaniu tzw.
przestrzennie usrednionych momentéw [Over i Gupta 1994, Over 1995]:

_ . logyM, (q) . log,M,(q)
w(a)=lim— oA, —im— g

(6.18)

W zaleznosci 6.18 1(q) jest funkcja charakteryzujaca skalowanie momentow z po-
jedynczej realizacji procesu. Momenty te byly nazywane przez Overa [1995] prze-
strzennymi (w odréznieniu od wczesniejszych momentéw zbioréw) dla podkreslenia, ze
byty one obliczane na podstawie znajomosci pojedynczego pola opadowego (np. poje-
dynczego skanu radarowego pola opadu), a nie calego zbioru rejestracji takich pol.

Warunki, dla ktérych granica w zaleznosci 6.18 istnieje i réwna si¢ skalowaniu
usrednionych momentéw zbioru byty analizowane przez Holleya i Wymire’a. Autorzy
ci sformutowali nastgpujace twierdzenie [cytat za Overem 1995]:

Rozpatrzmy dyskretng niezalezng i o tym samym rozktadzie losowq kaskade o generato-
rze W i liczbie rozdziatu b. Dla momentdw ¢, takich ze:

E[WZQ] X
—=—=-<b, (6.19)
| (E[w")
|
E[22] <, (6.20)
woéwczas:
T(q) =dxs (), (6.21)
ponadto:
M, (q) M, (q)

l'ﬂl E|:|\/|n (q):| - rlmiDl(RoLg )qanb(Q)E[ZgJ)

=Y (q), (6.22)

gdzie: Y(q) jest zmienng losowg dla kazdego q.

Istnienie zmiennej losowej Y(q) we wzorze 6.18 $wiadczy, ze momenty M,(q) nie
sa zbiezne do ich wartosci oczekiwanej w granicy wysokiej rozdzielczosci. Dowodzi to
nieergodycznosci miar generowanych przez kaskady. Ergodycznos¢ procesu oznacza,
ze charakterystyki wyznaczone z realizacji w danym czasie sa w petni réwnowazne
charakterystykom wyznaczonym z realizacji w danych miejscach po zbiorze realizacji.
Jedynie procesy stacjonarne moga wykazywaé ceche ergodycznosci. Pomimo tego
réwnanie 6.21 udowadnia, ze funkcja 1(q) obliczona z pojedynczego zapisu w wysokiej
rozdzielczosci realizacji procesu moze by¢ uzyta do wnioskowania o rozktadzie praw-
dopodobienstwa W.

Bardzo istotna cecha modeli kaskadowych, ktéra sktania do ich stosowania w mo-
delowaniu turbulencji oraz proceséw opadowych, jest ich zdolnos¢ do odwzorowywa-

105



nia okresow i regionéw z zerowym natezeniem procesu. W przypadku kaskad kano-
nicznych efekt ten osiaga si¢ przez przyzwolenie na posiadanie przez generator W ato-
mu w zerze z prawdopodobienstwem p [Over i Gupta 1994]:

0 z prawdop.
W= prawdop. b (6.23)
W™ z prawdop.1- p
qdzie W to nieujemna czes¢ W. Po podstawieniu g = 0 do wzoru 6.11 i przy jednocze-
snym uzyciu zaleznosci 6.21, wyznaczona wartos¢ prawdopodobienstwa p wynosi:

pzl_bl—r(o)/d . (624)

Majac na uwadze strukture wzoru 6.24, istnienie atomu w zerze mozna zapisywac
w sposéb ogolny jako [Over 1995]:

Pr(W=0)=1-b" i Pr(w=w")=b", (6.25)

gdzie By jest nieujemnym parametrem.
Naturalnym nastgpstwem wprowadzenia atomu w zerze dla W jest traktowanie ge-
neratora W jako iloczynu o postaci:

W = BY, (6.26)

gdzie:
B i Y sa niezaleznymi generatorami kaskady,

B marozktad Pr(B=0)=1-b" i Pr(B:bﬁk)zb‘Bk,

Y =b”W"*, aw szczegolnosci Pr(Y >0)=1.

Analizujac strukture generatora B, warto podkresli¢, ze jest on catkowicie parame-
tryzowany przez By, przez co jest okreslany mianem modelu 3y (model ten byt juz oma-
wiany w rozdziale 4, pordwnaj réwnania 4.19 i 4.20). Deterministyczna kaskada
z tym generatorem zostata pierwotnie zaproponowana przez Novikova i Stewarta
[1964] jako model przestrzennej struktury dyssypacji energii w turbulencji ptynéw.

Drugi z generatorow Y musi takze posiada¢ pewna charakterystyczna strukture. Jak
wskazywat Gupta [1995] i co potwierdzity badania Molnara i Burlando [2005] moze to
by¢ model o postaci:

Y =preron, (6.27)

gdzie 7, jest wolnym parametrem, X, zmienna losowa 0 rozktadzie normalnym N(O,1),
a o,® parametrem definiujacym wariancje Y. Z uwagi na swoja strukture model ten jest
nazywany modelem log-normalnym (ang. log-normal model). Model ten jest zgodny
z log-normalna hipoteza turbulentnej dyssypacji energii wedtug Kolmogorova [1962]
i Obhoukova [1962]. Niemniej, dopiero Mandelbrot [1972] uzyt log-normalnego loso-
wego generatora kaskadowego jako modelu turbulencji. Model ten miesci sie takze
w klasie dyskutowanych juz uniwersalnych generatoréw kaskad, zaproponowanych
przez Schertzera i Lovejoya [1987].
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Na podstawie analizy funkcji MKP generatora Y, Over [1995] dowiddt, ze wolny
parametr y, winien by¢ rowny:

Y« =—-02nb/ 2 . (6.28)
Po uwzglednieniu 6.28 otrzymuje si¢ nastepujacy rozktad generatora W:

PI’(W =0)=1- b® i P (W — By = B0k’ b/ 2+0iXq ) —ph B, (6.29)

a funkcja MKP przyjmuje postac:

%o () = (B —l)(q—l)+6k22|nb(q2—q). (6.30)

6.2.1. Kaskada kanoniczna o statych parametrach

Jako pierwszy model do generowania syntetycznych szeregéw opadowych w ni-
niejszej pracy zastosowano, opisywany w poprzednim podrozdziale, nieciagly log-
normalny B, model kaskady kanonicznej o statych parametrach B i 6,°. Model ten za-
stosowano do rozdziatu sumy dobowej opadu na krotsze przedziaty czasu, dochodzace
do rozdzielczosci czasowej rownej 5 minut. Funkcjonowanie kaskady nie dotyczyto
zatem przypadku pola opadowego (pole dwuwymiarowe d = 2), tak jak to jest schema-
tycznie przedstawione na rysunku 6.1, lecz znacznie prostszego przypadku jednowy-
miarowego (d = 1) szeregu opadowego, co ilustruje rysunek 6.2. Zgodnie z konwencja
rysunku 6.2 w modelu kaskadowym, na kazdym z jego pozioméw przyjeto stata war-
tos¢ liczby rozdziatu b = 2. Przyjecie to, przydatne z punktu widzenia prostoty modelu,
implikuje pewne pozorne watpliwosci co do jego praktycznej przydatnosci. Przyjecie
b = 2, narzuca bowiem nastepujaca sekwencje rozdzielczosci czasowych kaskady: 1280
min— 640 min— 320 min— 160 min— 80 min— 40 min— 20 min— 10 min— 5 min.
Sekwencja ta wynika z praktycznej potrzeby otrzymywania na wyjsciu z kaskady 5-
minutowych szeregbw wysokosci warstw deszczéw, ktore odpowiadaja wymogom
uzywanych obecnie w praktyce modeli hydrodynamicznych. Co za tym idzie, na samym
szczycie kaskady u jej poczatku jest suma wysokosci opadu dla czasu 1280 min, a nie
1440 min (24 h). Jednak jak stusznie zauwazyli Molnar i Burlando [2005], prawdopo-
dobienstwo wystapienia w ciagu doby opadu lub tez kilku opadéw, ktérych taczny czas
przekraczatby 1280 min, jest bardzo niskie. Prawdziwos¢ tej tezy zostata potwierdzona
empirycznie na bazie analizy calego zbioru danych z Wroctawia, ztozonego z 38 lat
zapiséw pluwiograficznych. Na taczna liczbe 6892 dni tworzacych niniejszy zbiér
stwierdzono jedynie 24 dni, dla ktorych opady deszczu przekraczaty okres 1280 min (co
daje niespetna 0,35% prawdopodobiefstwa wystapienia takiego zdarzenia). Ponadto
w przypadku 7 sposrod tych 24 dni faczna suma dobowa opadu wynosita ponizej 10
mm (faczna suma 10 mm deszczu jest przyjmowana jako graniczna wartos¢ dla selekcji
deszczdéw istotnych do modelowania kanalizacji w Komentarzu do ATV-A 118, Schmitt
[2000]). W tym nielicznym zbiorze, tylko w przypadku 8 dni, stwierdzono sumy dobowe
opadéw w przedziale od 20 mm do 30 mm i jeden dzief z opadem w zakresie od 30 mm
do 40 mm. Wyniki te pozostaja w zgodzie z 0g6lna charakterystyka opadéw w Polsce
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przeprowadzona przez Lorenc [cyt. za Bogdanowicz i Stachy 1998], mdwiaca, ze
w warunkach klimatycznych Polski opady trwaja srednio 10% czasu, a opady 0 natgze-
niach wiekszych od 0,2 mm-min.™ od okoto 3,5 do 16 godzin na rok.

n=0,A,=1/2"

(1) wi(2)

n=1,A=172"

w(Hw(1) w.2yw,(1) w.3)W,(2) WA(HW,(2)

n=2,A,=1/2

Rys. 6.2. Schemat konstrukcji losowej kaskady dla d = 1 i liczby rozdziatu b = 2. Na rysunku A
oznacza skalg czasowa dla kolejnych generacji kaskady n =0, 1i 2 (n = -2logA)

Fig. 6.2. Schematic construction of random cascade for d = 1 and branching number b = 2.
In figure A stands for time scale of following cascade generations n = 0, 1 i 2
(n =-2logA)

6.2.1.1. Estymacja statych parametrow kaskady kanonicznej

Pierwszym etapem estymacji statych parametréw kaskady kanonicznej byto prze-
analizowanie skalowania momentéw wedtug zaleznosci 6.18. W tym celu opracowano
program komputerowy MOMENTY, ktéry pozwalat na obliczenie momentéw rzedow
w zakresie od g = 0 do q = 4,0; dla catego zbioru wysokosci opadéw dla réznych skal
czasu. Graficznie wyniki dziatania programu MOMENTY sa przedstawione na rysunku
6.3 dla wybranych, catkowitych wartosci g. Na wykresie zgodnie z oczekiwaniami
pomigdzy zlogarytmowanymi wartosciami momentow i skal czasowych rysuja sig ty-
powe zaleznosci liniowe. Jest to potwierdzeniem zjawiska skalowania (tym razem dla
szeregu wysokosci opadéw w miejsce szeregéw czasowych natezen deszczow), ktdre
doktadniej analizowano w rozdziale 5.

Empiryczne wartosci funkcji skalowania t(q) wyznaczone na podstawie skalowa-
nia momentow wedtug zaleznosci 6.18 zostaty przedstawione na rysunku 6.4. Wida¢, ze
ich uklad wyraznie odbiega od linii charakterystycznej dla prostego skalowania dla
duzych wartosci g (linia przerywana dana jest rownaniem t(q) = (B«-1)(g-1)). Potwier-
dza to ponownie multifraktalny charakter zapiséw opadéw z Wroctawia, odbiegajacych
od prostego uktadu monofraktalnego. Na mocy zaleznosci 6.21 i 6.30 oraz po uwzgled-
nieniu wymiaru rozpatrywanego regionu przestrzennego d = 1, do empirycznych warto-
sci funkcji t©(gq) dokonano dopasowania teoretycznego modelu funkcji MKP wedtug
réwnania:

20(0) = (@)= (B ~1)(a-1)+ %" (¢" —q). (6:31)
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Rys. 6.3.

Fig. 6.3.

Rys. 6.4.

Fig. 6.4.
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Wykres zaleznosci logarytmu wartosci momentow rzedu g wzgledem logarytmu war-
tosci parametru skali A, dla skal czasowych od 5 min (A = 1/2%) do 1280 min (A = 1)
Moments of order q logarithmic values relation with logarithmic values of scale para-
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MKP function fit to it
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Oszacowano przy tym wartosci By = 0,251 i 6,2 = 0,251. Wartosci te sa state i uni-
wersalne, to znaczy determinujace dziatanie kaskady dla kazdego opadu, stad tez ka-
skada kanoniczna zbudowana na ich bazie jest nazywana kaskada kanoniczna o statych
parametrach. Obrazy zaréwno otrzymanej empirycznej funkcji skalowania 1(q), jak
i dopasowanego modelu funkcji MKP byty analogiczne do uzyskanych przez Molnara
i Burlando [2005] dla danych z Zurychu w Szwajcarii. Niemniej, oszacowane przez tych
autorow wartosci parametréw By i o, byly wyzsze i wynosity B, = 0,372 i 6,° = 0,372.
Zgodnosé co do wartosci parametrow By i o,° zaréwno dla zbioru z Wroctawia, jak
i z Zurychu miata charakter jedynie przypadkowy i nie nalezy z tego wyciaga¢ dalszych
wnioskow [prywatna dyskusja autora z dr. Molnarem].

6.2.1.2. Generowanie syntetycznych szeregéw deszczéw
z uzyciem kaskady kanonicznej o statych parametrach

Do generowania syntetycznych szeregdw wartosci wysokosci deszczow z uzyciem
kaskady kanonicznej o statych parametrach opracowano specjalny program kompute-
rowy CANONICAL. Program ten pozwalat na rozdziat catkowitych wysokosci warstw
deszczu zarejestrowanych dla 1280 minut na krétsze okresy czasowe, poczynajac od
640 min (A, = 128), a sukcesywnie docierajac do 5 min (A = 1). W programie CANO-
NICAL zaimplementowano generator rozktadu normalnego wedtug metody biegunowej
(ang. polar method) Boxa-Mullera [Devroye 1986]. Na wejsciu generatora prezentowa-
ne byly wartosci wysokosci warstw deszczu dla 1280 minut wedtug danych obserwa-
cyjnych z Wroctawia. Program CANONICAL byt uruchamiany 100 razy dla catego
szeregu 1280-minutowych sum opadéw z catego okresu 38 lat. W rezultacie otrzymano
szeregi syntetycznych danych opadowych dla r6znych rozdzielczosci czasowych od 640
do 5 minut dla tacznego okresu hipotetycznych 3800 lat.

Przykfadowe wyniki dziatania kaskady kanonicznej sa prezentowane graficznie na
rysunku 6.5, na ktorym zestawiono dwa wybrane, alternatywne scenariusze rozdziatu tej
samej sumy dobowej opadu, wynoszacej 49,5 mm. Na wykresach wysokosci deszczu
zostaty przeliczone na odpowiadajace im natezenia. Jak wida¢, w rezultacie dziatania
kaskady niewielkie i wyréwnane natezenie, rowne 2,3 mm-h™, ulega coraz wigkszemu
zréznicowaniu na nizszych poziomach kaskady. W koficowym efekcie natezenia deszczu
w rozdzielczosci 5-minutowej sa juz bardzo silnie zréznicowane, widoczne sa liczne okre-
sy bez deszczu, pojedyncze okresy z natezeniem dochodzacym do 40 mm:h™ (dolny wy-
kres) czy nawet z dwa razy wigkszym natezeniem 80 mm-h™ (wykres gorny). Uzyskane
na koncu kaskady szeregi czasowe syntetycznych opaddw o rozdzielczosci 5 minut wizu-
alnie odpowiadaty rzeczywistym rejestracjom deszczéw. W ich przebiegu wida¢ charakte-
rystyczne silnie zmienne w czasie impulsy czy tez grupy (ang. clusters) opadowe, rozdzie-
lane przez okresy bezdeszczowe (odwzorowanie nieciagtosci i zmiennosci natezen opa-
du). Nie obserwowano np. wystepowania niespodziewanych pojedynczych 5-minutowych
okresdw z deszczem w obrebie dtugich okresdw bezdeszczowych. Jednoczesnie zgodnie
z zalozeniami kaskady kanonicznej wysokos¢ deszczu ulegata fluktuacjom na poszcze-
g6lnych poziomach kaskady. Na przyktad, w przypadku pierwszego ze scenariuszy waha-
fa si¢ ona od 42,5 mm (rozdzielczos¢ 160 min) do 64,5 mm (rozdzielczos¢ 640 min).
Jednak, obliczona srednia wysokos¢ opadu na wszystkich poziomach kaskady, wynoszaca
51,8 mm, byla zblizona do poczatkowej wysokosci 49,5 mm. Tak wiec w przyblizeniu
spetniony byt warunek E[W] = 1 [Over i Gupta 1994].
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Rys. 6.5. Przyktadowe wyniki dziatania kaskady kanonicznej o statych parametrach (dwa alter-
natywne scenariusze rozdziatu sumy dobowej opadu réwnej 49,5 mm)

Fig. 6.5. Examples of the canonical cascade of constant parameters functioning (two alternative
scenarios of the 49,5 mm daily precipitation depth disaggregation)
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6.2.1.3. Ocena jakosci syntetycznych szeregéw deszczow
z kaskady kanonicznej o statych parametrach

Generujac syntetyczne szeregi opadowe z uzyciem modelu fenomenologicznego, sta-
ramy sie uzyskiwa¢ prawdopodobne przebiegi zjawisk opadowych. Te syntetyczne prze-
biegi winny by¢ prawdopodobnymi realizacjami lokalnych procesdéw opadowych, a wiec
miec statystyki zblizone do zarejestrowanych archiwalnych szeregéw pluwiograficznych.

Ocene statystyczna syntetycznych szeregéw uzyskanych z kaskady kanonicznej
o statych parametrach rozpoczeto od analizy nieciagtosci opadéw. W tym celu przygo-
towano program EPO, ktory pozwalat na obliczenie prawdopodobienstw wystapienia
okresdw bezdeszczowych E(pg) (0 zerowej wysokosci opaddw) w syntetycznych szere-
gach o rdznej rozdzielczosci od 640 minut (A, = 128) do 5 minut (A, = 1). Wyniki obli-
czen programem EPO obrazuje rysunek 6.6. Na wykresie dla szeregéw syntetycznych
przedstawiono jedynie pojedynczy ukkad punktow, uzyskany jako sredni dla 100 nieza-
leznych generacji, gdyz wahania wartosci w obrebie kolejnych generacji byty nieznacz-
ne i catkowicie pomijalne, czego w peini dowodza dane zamieszczone w tabeli 6.1. Dla
wszystkich skal czasowych wartosci odchylenia standardowego wartosci E(py) byty
pomijalnie mate w odniesieniu do wartosci srednich E(pg). Wykres na rysunku 6.6
ujawnia wystgpowanie znacznych rozhieznosci pomigdzy prawdopodobienstwem wy-
stapienia okreséw bez deszczu w szeregach obserwowanych i syntetycznych. W odnie-
sieniu do wszystkich skal czasowych wartosci prawdopodobienstwa wyznaczone dla
szeregbw obserwowanych przewyzszaty odpowiadajace im wartosci prawdopodobien-
stwa dla szeregdw syntetycznych.

Tabela 6.1
Table 6.1
Srednie i odchylenia standardowe wyznaczonych wartosci E(po) dla 100 szeregéw wygenerowa-
nych z kaskady kanonicznej o statych parametrach, dla poszczegdlnych skal czasowych A, = 28"
Averages and standard deviations of the calculated E(p0) values, for 100 generated time-series
from canonical cascade of constant parameters, for different time scales A, = 28"

Rozdzielczos¢ czasowa, min
Time resolution, min
Skala czasowa A, = 28"
Time scale A, = 28"
Srednia E(po)
Average E(po)
Odchylenie standardowe E(po)
Standard deviation E(p,)

640 | 320 160 80 40 20 10 5

128 64 32 16 8 4 2 1

0,690 | 0,739 | 0,781 | 0,816 | 0,845 | 0,870 | 0,891 | 0,908

0,002 | 0,002 | 0,002 | 0,002 | 0,002 | 0,001 | 0,001 | 0,001

Szczeg6lnie duze odstepstwa byty obserwowane dla skal odpowiadajacych czasom
80, 160 i 320 minut. Rozbieznosci te jednak ulegaty prawie catkowitemu zanikowi dla
skali odpowiadajacej czasowi 5 minut. Obserwacje te nalezy uzna¢ za potencjalnie
interesujaca z punktu widzenia uzycia syntetycznych danych, wiasnie w tej najmniejszej
ze skal czasu na potrzeby inzynierii srodowiska, a wiec np. do hydrodynamicznego
modelowania systemow kanalizacji deszczowej i ogélnosptawnej czy tez modelowania
procesu rozsaczania wod opadowych. Rozbieznosci pomiedzy wartosciami prawdopo-
dobienstwa E(py) dla szeregébw obserwowanych z Zurychu i syntetycznych z modelu

112



kanonicznego byty obserwowane takze przez Molnara i Burlando [2005], chociaz ich
wielkos¢ byta zdecydowanie mniejsza. W dodatkowo rozbieznosci te zanikaty szybko
wraz ze spadkiem skali czasu.

1
@ szeregi obserwowane observed series
== szeregi syntetyczne synthetic series

0,85 A

./

0,75 A
0,7 A

0,65 -

0,6

1 10 100 1000
Skala czasu 28" — Timescale 28"

Rys. 6.6. Poréwnanie nieciagtosci opadéw w szeregach obserwacyjnych z Wroctawia oraz
w szeregach syntetycznych wygenerowanych z kaskady kanonicznej o statych parame-
trach (linia ciagta potaczono punkty uzyskane dla szeregéw syntetycznych, wyznaczo-
ne jako srednie ze 100 niezaleznych generacji)

Fig. 6.6. Comparison of the rainfall intermittency at the observed rainfall time-series from
Wroctaw and at the synthetic time-series generated by the canonical cascade of con-
stant parameters (points obtained for synthetic time-series estimated as averages over
100 independent generations were joined by the continuous line)

Analizujac rysunek 6.6, mozna zauwazy¢ zaréwno dla szeregobw obserwacyjnych,
jak i syntetycznych naturalny przyrost prawdopodobiefstwa wystapienia okresow bez-
deszczowych wraz z obnizeniem skali czasu. Jest to w petnej zgodzie z obserwacjami
(patrz rozdziat 5.2) uzyskanymi przy stosowaniu metody funkcyjnego zliczania pudetek.
Poprawa rozdzielczosci czasowej obserwacji opadéw deszczu pozwala na doktadniejsze
rozpoznawanie okresow rzeczywiscie bezdeszczowych. Na rysunku 6.6 od skali czasu
odpowiadajacej okoto 80 minutom ku nizszym skalom przyrost wartosci prawdopodo-
bienstwa E(po) jest juz niewielki i w przyblizeniu liniowy. Raz jeszcze zapewne daje
w tym miejscu o sobie zna¢ istnienie charakterystycznej skali czasowej odpowiadajacej
czasowi okoto 80 minut, na ktérej obserwowano ,,zalamanie i zaburzenie” charakterystyk
skalowych w analizie multifraktalnej szeregéw opadowych z Wroctawia (rozdziat 5).
Posrednim potwierdzeniem poprawnosci uzyskanego wykresu prawdopodobienstwa wy-
stapienia okresu bez deszczu jest jego odczyt dla czasu 10 minut (réwnego podstawowej
dziatce czasowej paskdw pluwiograficznych). Odczytana wartos¢ E(pg) = 0,89, sugeruje,
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ze we Wroctawiu opady trwaja okoto 11% czasu. Procent ten pokrywa si¢ z cytowanymi
juz wezesniej wynikami Lorenc [cyt. za Bogdanowicz i Stachy 1998], méwiacymi, ze
w warunkach klimatycznych Polski opady trwaja srednio 10% czasu.

Drugim elementem oceny statystycznej jakosci wygenerowanych z kaskady kano-
nicznej syntetycznych szeregdw opadowych byta analiza rozktadu prawdopodobienstwa
niezerowych wysokosci deszczu. Skoncentrowano sie przy tym na analizie rozktadow
prawdopodobienstwa dla szeregdw syntetycznych o rozdzielczosci czasowej 5 minut,
majac na uwadze ich zasadnicze znaczenie jako bazy do modelowania np. systemow
kanalizacji deszczowej i og6lnosptawnej. W tym celu opracowano program kompute-
rowy CDF, ktory pozwalat na wyznaczenie dystrybuanty dla szeregéw obserwowanych
i syntetycznych. Wyniki jego dziatania sa przedstawione na rysunku 6.7.

1,E+00
@ obserwowane observed
¢ @ syntetyczne (wybrana generacja) synthetic (selected generation)
1E-01 1 = syntetyczne (rednia) synthetic (average)
1,E-02 A
1,E-03 1
x
19
o
1E-04 4
1,E-05 1
1,E-06 1
1,E-07 T T
0,1 1 10 100

r (5 min), mm

Rys. 6.7. Dystrybuanty wysokosci opadu, stwierdzone dla szeregdw obserwacyjnych z Wrocta-
wia oraz dla szeregéw syntetycznych wygenerowanych z kaskady kanonicznej o sta-
tych parametrach (linia ciagta oznaczono dystrybuante dla szeregéw syntetycznych,
wyznaczona jako srednia ze 100 niezaleznych generacji)

Fig. 6.7. The cumulative distribution functions calculated for the observed time-series from
Wroctaw and for the synthetic time-series generated by the canonical cascade of con-
stant parameters (cumulative distribution function calculated as the average over 100
independent generations was marked by the continuous line)
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Dystrybuanty uzyskane dla poszczego6lnych generacji z kaskady kanonicznej byty
do siebie bardzo zblizone, co obrazuje na rysunku 6.7 — zblizony do przebiegu dystry-
buanty usrednionej przebieg dystrybuanty dla losowo wybranego szeregu syntetycznego
z pojedynczej generacji. Te zgodne wzajemnie przebiegi dystrybuant dla szeregow
syntetycznych nie pokrywaty si¢ jednak z przebiegiem dystrybuanty dla szeregéw ob-
serwacyjnych. Réznice rysowaly si¢ szczeg6lnie wyraznie dla 5-minutowych wysokosci
warstw deszczu wiekszych od 0,7 mm. Prawdopodobienstwo wystapienia w szeregach
syntetycznych wysokich warstw deszczu byto nizsze niz w szeregach obserwowanych.
Wydaje sig, ze przy ich stosowaniu do modelowania sieci kanalizacyjnych mogtoby to
prowadzi¢ do niebezpiecznego niedociazania kanatow sptywem wod opadowych. Kon-
frontujac te obserwacje z wynikami Molnara i Burlando [2005], nalezy stwierdzi¢, ze
takze dla danych z Zurychu nie udato sie uzyska¢ w petni zadowalajacej zgodnosci
rozktadow prawdopodobienstwa dla szeregéw obserwowanych i syntetycznych.

Prowadzac petna analize rysunku 6.7, a w szczegdlnosci wykresu dystrybuanty dla
szeregbw obserwowanych, warto zauwazy¢ charakterystyczny hiperboliczny spadek
dystrybucji prawdopodobienstwa ekstremalnych zdarzen, bedacy jeszcze jednym po-
twierdzeniem zjawiska dywergencji momentow. W celu opisu tego zjawiska mozna
uzy¢ formuty 4.27. Zgodnie z nia wartos¢ bezwzgledna nachylenia ,,ogonu” wykresu
prawdopodobienstwa moze by¢ utozsamiana z krytycznym rzedem dywergencji mo-
mentdw statystycznych gp. Na rysunku 6.7 linia przerywana zaznaczono prosta 0 na-
chyleniu réwnym -2,46 (wynikajacym z wartosci qp obliczonej w rozdziale 5 na bazie
uprzednio oszacowanych uniwersalnych parametréw multifraktalnych dla rejestracji
21997 r.). Wida¢, ze prosta o tym nachyleniu, oszacowana jedynie na podstawie analizy
szeregu rejestracji deszczéw z pojedynczego roku, w przyblizeniu pokrywa sie z prze-
biegiem ,,ogonu” wykresu prawdopodobienstwa dla catosci posiadanego zbioru zapisow
pluwiograficznych z Wroctawia.

Trzecim elementem oceny statystycznej syntetycznych szeregdbw 5-minutowych
byta analiza wartosci maksymalnych wysokosci warstw deszczu wystepujacych w nich
dla réznych skal czasu. Zadanie to wykonano z wykorzystaniem programu obliczenio-
wego EHT. Program umozliwit wyznaczenie rocznych maksymalnych wysokosci war-
stwy deszczu Hr dla roznych czaséw trwania T, na podstawie bazowych szeregow
0 rozdzielczosci 5 minut. Do analizy przyjeto czasy trwania odpowiadajace poszczegol-
nym poziomom kaskady: 5, 10, 20, 40, 80, 160, 320, 640 i 1280 minut. Roczne maksi-
ma wysokosci warstwy deszczu zostaty okreslone dla wszystkich 38 rocznych szeregéw
obserwacyjnych i 3800 szeregdw syntetycznych (38 lat razy 100 niezaleznych genera-
cji). W wyniku tego mozliwe bylo przeanalizowanie srednich rocznych wartosci mak-
siméw wysokosci warstwy deszczu oraz ich odchylen standardowych w obrebie szere-
gow obserwowanych i syntetycznych (rys. 6.8).
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Rys. 6.8. Srednie roczne maksima wysokosci opadu E(Hy) oraz ich odchylenia standardowe s(Hy)
dla szeregow syntetycznych z kaskady kanonicznej o statych parametrach i szeregéw ob-
serwowanych (liniami potaczono punkty odpowiadajace wartosciom E(Hy) i s(Hy) dla
réznych czasow trwania T, zaznaczono takze zakresy odpowiadajace + odchyleniu tych
wartosci w obrgbie 100 niezaleznych generacji dla szeregéw syntetycznych)

Fig. 6.8. The mean annual rainfall maximum E(Hy) and its standard deviation s(Hy) values for the
synthetic time-series generated by the canonical cascade of constant parameters and the
observed time-series (points of E(Hy) and s(Hy) values for different time scales T were
joined by lines, moreover bars of £1 S.D. ranges of these values over 100 independent
generations were marked for synthetic time-series)

Pierwszy z wykresdw na rysunku 6.8 wskazuje wyraznie na tendencje zanizania
$rednich rocznych wartosci maksiméw wysokosci warstwy deszczu w szeregach synte-
tycznych dla czaséw trwania krdtszych od 160 minut. Dla czasu trwania 5 minut E(Hy)
stwierdzone dla szeregu rzeczywistych pomiaréw wynosito 6,0 mm i bylo niemalze
dwa razy wieksze od E(Hy) dla szeregdw syntetycznych (3,4 mm). Obserwacja ta po-
krywa sie z wnioskami wyciagnietymi poprzednio z analizy wykreséw dystrybuant na
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rysunku 6.7. Drugi z wykreséw na rysunku 6.8 sugeruje bardzo dobra zgodnos$¢ zmien-
nosci wartosci rocznych maksiméw wysokosci warstwy deszczu dla okresdw mniej-
szych lub réwnych 40 minutom. Dla okresow czasu dtuzszych od 40 minut wartosci
odchylenia standardowego s(H;) dla szeregdw syntetycznych wzrastaja jednak zdecy-
dowanie szybciej od ich odpowiednikow dla szeregdw obserwacyjnych, przyjmujac
znaczne wartosci. W przeciwienstwie do tego wartosci s(Hy) dla szeregdw syntetycz-
nych dla krétkich okreséw T od 5 do 20 minut sa bardzo niskie i nawet ich dodanie do
odpowiadajacych im wartosci E(H+) nie gwarantowatoby osiagniecia zaobserwowanych
w naturze poziomow s$rednich rocznych wartosci maksiméw wysokosci warstwy desz-
czu. Wskazuje to na ograniczony potencjat wykorzystywania syntetycznych szeregow
opadowych z modelu kanonicznego o statych parametrach do zadan takich jak modelo-
wanie sieci kanalizacji deszczowych i ogdlnosptawnych czy tez innych elementéw
zagospodarowania wod opadowych, takich jak systemy infiltracyjne.

6.2.2. Kaskada kanoniczna z wymuszeniem wielkoskalowym

Omawiana we wczesniejszym podrozdziale kaskada kanoniczna byta definiowana
jedynie przez dwa state parametry B, i 6,°. Tak prosta definicja pociagata za soba zato-
zenie, ze wszystkie typy opadéw moga by¢ modelowane za pomoca tego samego gene-
ratora. Wydaje sie to by¢ mato realne, gdyz ten sam generator opisuje wowczas zaréw-
no opady frontalne, dtugotrwate i o stosunkowo wyrdwnanym przebiegu, jak rowniez
opady konwekcyjne, zwykle kréotkotrwate i o silnej dynamice zmian natezen chwilo-
wych. Obserwacja powyzsza z pozoru prosta i oczywista jest trudna w implementacji
w praktycznym przetwarzaniu danych opadowych, choé¢by z uwagi na fakt, ze dysponu-
jac jedynie zapisem opadu, np. w postaci pluwiogramu, trudno jest w sposob wiarygod-
ny sklasyfikowa¢ go jako opad frontalny czy tez konwekcyjny. Zagadnienia te, wykra-
Czajace poza ramy niniejszej pracy, w warunkach krajowych, byty szczegbtowo anali-
zowane przez Twardosza [2005] na podstawie danych z Krakowa.

Sygnalizowane powyzej problemy zostaty dostrzezone juz duzo wczesniej przez
Overa i Gupte [1994] oraz Overa [1995] przy stosowaniu kaskad kanonicznych do mo-
delowania radarowych pol opadowych. Autorzy ci postulowali uwzglednianie wptywu
na parametry kaskady tzw. wymuszenia wielkoskalowego (ang. large scale forcing).
Wymuszenie to rozumieli jako wymuszenie z uwagi na wielkoskalowe warunki mete-
orologiczne, w swoich obliczeniach w celu uproszczenia utozsamiali je z wielkoskalo-
wym $rednim natezeniem deszczu, a wiec jego srednim natezeniem dla catych, kolejno
analizowanych obrazéw radarowych.

Molnar i Burlando [2005], podejmujac probe zastosowania kaskad kanonicznych
do modelowania szeregdw opadowych w miejsce pdl opadowych, wzbogacili ja takze
0 aspekt analizy wptywu wymuszenia wielkoskalowego. Jako parametr charakteryzuja-
cy wymuszenie wielkoskalowe zaproponowali w miejsce $redniego natezenia deszczu
do kolejnych zdje¢ radarowych sume dobowsa (a dokfadniej sume dla czasu 1280 minut)
opadow ro, przyjmowana na poczatku kaskady dla jej rozbicia na mniejsze okresy. Mol-
nar i Burlando [2005] stwierdzili na podstawie analizy szeregéw z Zurychu mozliwosé
wyrazenia wptywu wymuszenia wielkoskalowego za pomoca nastepujacych zaleznosci
funkcyjnych obydwu parametrow kaskady:

117



Bi =log[ (o / rosc)™ |, (6.32)

o> =log[ (1 / Touc)” |, (6.33)
gdzie: rp i s to indywidualnie dobierane parametry dopasowania funkcji By i 6.

6.2.2.1. Estymacja parametrow kaskady kanonicznej z wymuszeniem
wielkoskalowym

W pracy niniejszej postanowiono takze zweryfikowac hipoteze istnienia wymusze-
nia wielkoskalowego w warunkach Wroctawia. W tym celu opracowano kolejny pro-
gram komputerowy LSF. Program ten obliczat wartosci parametrow By i o2 wedhug
metodyki stosowanej w podrozdziale 6.2, niemniej z istotna modyfikacja, polegajaca na
estymacji obydwu parametréw kaskady osobno dla kazdego dnia o sumie opadéw wigk-
szej od zera (ro>0). Wyniki przeprowadzonych obliczen (patrz rys. 6.9) wskazuja na
wystgpowanie w zbiorze danych z Wroctawia wymuszenia wielkoskalowego jedynie
w przypadku parametru By. Wymuszenie to moze by¢ opisane nastepujaca zaleznoscia
funkcyjna o postaci zgodnej z relacja 6.32:

B =log| (o /110)°" | przy r*=0,95. (6.34)

Wartos¢ parametru rps = 110,0 mm w formule 6.34 w zadnym razie nie powinna
by¢ rozumiana jako maksymalna dobowa suma opadéw we Wroctawiu, a jedynie para-
metr stuzacy dopasowaniu zaleznosci funkcyjnej, tak jak to byto postulowane przez
Overa [1995]. Zaréwno wspomniany parametr rpay, jak i s = -0,08 roznily si¢ w sposéb
oczywisty od wartosci stwierdzonych przez Molnara i Burlando [2005] dla Zurychu
(Fmax = 66,6 mm i s~ = -0,341), co zapewne jest kolejnym przejawem odmiennosci lo-
kalnych warunkdw opadowych. Analizujac drugi z wykreséw na rysunku 6.9, mozna
zauwazyé, ze wartosci parametru o, uktadaja sic wok6t wezesniej juz oszacowanej
wartosci 0,251 dla wartosci ry wyzszych od okoto 0,4 mm. Spadek wartosci parametru
o dla r<0,4 mm nie ma przy tym wigkszego znaczenia, gdyz wartosci te trudno
uznawac za wiarygodne. Naturalne opady o tak matych wysokosciach zdarzaja sie rzad-
ko, a ich rejestracja z uzyciem pluwiograféw jest mato wiarygodna. Jest znacznie bar-
dziej prawdopodobne, ze tak mate sumy dobowe opadéw byty wynikiem odcigcia po-
czatkéw lub tez koncowek wigkszych opadéw, przy generowaniu 1280 minutowych
sum opadow w szeregach obserwacyjnych.

Obserwacja wptywu wielkoskalowego wymuszenia na wartosci parametru parame-
tréw Py i zarazem jego brak w stosunku do parametru c,® pozostaje w petnej zgodzie
z obserwacjami Overa [1995], potwierdzonymi przez niezalezne badania Pathirana
i Heratha [2002]. Over utozsamiat parametr B, z parametrem definiujacym w sposéb
ogdlny nachylenie krzywej t(q), natomiast parametr ;> z parametrem determinujacym
krzywizneg funkcji t(g) (wynika to bezposrednio ze struktury funkcji MKP opisanej
wzorem 6.31). Na podstawie analizy zapiséw radarowych pél opadowych dowiddt on,
ze wymuszenie wielkoskalowe nie ma wptywu na krzywizne funkcji ©(q), a jedynie na
jej nachylenie. Obserwacja ta wydaje si¢ mie¢ logiczne uzasadnienie, jesli uwzgledni
si¢, ze parametr o, determinujacy krzywizne funkcji 1(q) jest zarazem pewna miara

118



multifraktalnosci procesu, rozumiana jako odstepstwo od idealnie liniowego skalowania
zarezerwowanego dla procesu monofraktalnego (rys. 6.4). Gdyby traktowac¢ za wiary-
godne wyniki prezentowane przez Molnara i Burlando [2005] w zakresie wymuszenia
wielkoskalowego parametru o2, to ich konsekwencja musiatoby by¢ stwierdzenie, ze
wynikiem wymuszenia wielkoskalowego bytaby kazdorazowo zmiana lokalnych para-
metréw multifraktalnych procesdéw opadowych. W konsekwencji lokalny proces opa-
dowy nie mogtby by¢ opisywany przez uniwersalny model multifraktalny, jak zostato to
uczynione w rozdziale 5, ale przez cala hierarchie proceséw multifraktalnych o zmienia-
jacych si¢ i zaleznych od wymuszenia wielkoskalowego parametrach. Watpliwosci
dotyczace prawidlowosci zaleznosci funkcyjnej wymuszenia wielkoskalowego parame-
tru >, prezentowanej przez Molnara i Burlando [2005], biora si¢ takze z widocznego
(pomimo tuszowania nieuzasadnionym doborem skali wykresu) duzego rozrzutu empi-
rycznych wartosci 6.
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Rys. 6.9. Wplyw wymuszenia wielkoskalowego na wartosci parametrow By i o2 generatora
kanonicznego (na wykresach z uwagi na duza liczbg punktéw obliczeniowych zazna-
czono jedynie usrednione w kolejnych przedziatach ich wartosci)

Fig. 6.9. Large scale forcing influence on B and o, parameters values (having in mind a large
number of calculated points only their averaged values for the sequence of bins were
marked on plots)
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6.2.2.2. Generowanie syntetycznych szeregow deszczow
z uzyciem kaskady kanonicznej z wymuszeniem wielkoskalowym

Stwierdzenie wystepowania wielkoskalowego wymuszenia w przypadku parametru
Bk dla zbioru z Wroctawia dato impuls do opracowania nowego generatora kanoniczne-
go uwzgledniajacego ten mechanizm. W tym celu zmodyfikowano pierwotny program
CANONICAL przez dodanie procedury modyfikujacej wartos¢ parametru B, wedtug
zaleznosci 6.34. Powstaty w ten sposob program CANLSF zostat uzyty dla ponownego
wygenerowania szeregébw syntetycznych o rozdzielczosciach czasowych od 640 do
5 minut na bazie 1280-minutowych wysokosci warstw deszczu z 38 lat. Program
CANLSF, podobnie jak program CANONICAL, byt uruchamiany 100 razy dla catego
szeregu 1280-minutowych sum opaddéw z catego okresu 38 lat. W rezultacie otrzymano
szeregi syntetycznych danych opadowych, dla réznych rozdzielczosci czasowych od
640 do 5 minut dla tacznego hipotetycznego okresu 3800 lat. Przyktadowy scenariusz
rozdziatu sumy dobowej deszczu réwnej 49,5 mm na krétsze odcinki czasowe z wyko-
rzystaniem modelu kaskady kanonicznej z wymuszeniem wielkoskalowym jest prezen-
towany na rysunku 6.10.

Rys. 6.10. Przyktadowy wynik dziatania kaskady kanonicznej z wymuszeniem wielkoskalowym
(scenariusz rozdziatu sumy dobowej opadu réwnej 49,5 mm)

Fig. 6.10. Example of the canonical cascade with large scale forcing functioning (scenario of the
49,5 mm daily precipitation depth disaggregation)

Analiza rysunku 6.10 potwierdza przede wszystkim wnioski wyptywajace uprzed-

nio z analizy wykreséw na rysunku 6.5. W wynikowych szeregach wartosci natezen
deszczéw dla wysokich rozdzielczosci czasowych (rzedu 5, 10 czy tez 20 min) przebieg
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opadéw ma charakter silnie nieciagly. Sa to praktycznie 4 odrebne impulsy lub grupy
(ang. clusters) opadowe, rozdzielane przez okresy bezdeszczowe. Wygenerowany syn-
tetyczny 5-minutowy szereg natezen deszczOw z uzyciem kaskady kanonicznej z wy-
muszeniem wielkoskalowym widoczny na rysunku 6.10, tak jak syntetyczne szeregi
z rysunku 6.5, jest podobny do rzeczywistych rejestracji opadéw naturalnych.

Zgodnie z podstawowym zatozeniem kaskady kanonicznej E[W] = 1 [Over i Gupta
1994] sumaryczne wysokosci warstwy deszczu, w scenariuszu rozdziatu sumy dobowej
49,5 mm prezentowanym na rysunku 6.10, ulegaty wahaniom na poszczegolnych po-
ziomach kaskady. Wartos¢ wysokosci warstwy deszczu wahata sie od 42,9 mm (roz-
dzielczos¢ 5 minut) do 64,8 mm (rozdzielczos¢ 80 minut). Ogdlna srednia wysokosé¢
deszczu na wszystkich poziomach kaskady wynosita 53,9 mm i byta zblizona do po-
czatkowej wysokosci 49,5 mm prezentowanej na wejsciu modelu. W kontekscie dysku-
towanych, wihasciwych kaskadom kanonicznym, fluktuacji sumarycznych wysokosci
warstw deszczu warto precyzyjniej przeanalizowa¢ poczatek wykresu na rysunku 6.10.
W pierwszym z impulséw opadowych, trwajacym przez pierwsze 155 minut, maksy-
malne natezenie chwilowe dla rozdzielczosci 5 minut byto niskie i wynosito 14,4 mm-h?,
podczas gdy dla rozdzielczosci 10 i 20 minut byto wyzsze i wynosito odpowiednio 23,6
i 17,0 mm-h™. Jest to z pozoru paradoksalna obserwacja, przeczaca doswiadczeniom z
pomiarow opaddw naturalnych, gdzie — jak to byto dyskutowane w rozdziale 5 — wy-
dtuzenie przedziatu pomiarowego powoduje wieksze usrednienie obserwowanego pro-
cesu, a co zatem idzie, zatracenie maksymalnych osobliwosci zachowania tego procesu.
Obserwacja ta jest jednak catkowicie naturalna, jesli chodzi o mechanizm funkcjono-
wania kaskady kanonicznej, ktéra — jak pamietamy — nie byla ograniczona wymogiem
zachowaniem rozdzielanej wysokosci warstwy opadu na zstepujacych poziomach ka-
skady. W analizowanym przypadku znaczna wysokos¢ opadu dla 10-minutowego prze-
dziatu zostata rozdzielona na dwa odcinki 5-minutowe z utrata znacznej czesci suma-
rycznej wysokosci warstwy deszczu.

6.2.2.3. Ocena jakosci syntetycznych szeregéw deszczow
z kaskady kanonicznej z wymuszeniem wielkoskalowym

Wygenerowane przez model oparty o kaskade kanoniczna z wymuszeniem wielko-
skalowym syntetyczne szeregi opadowe zostaty przeanalizowane z uzyciem programu
EPO, co umozliwito obliczenie prawdopodobienstw wystapienia w nich okreséw bez-
deszczowych E(pg) (0 zerowej wysokosci opadéw). Wyniki tych obliczen sa zamiesz-
czone na rysunku 6.11. Podobnie jak w przypadku syntetycznych szeregdw opadowych
wygenerowanych z kaskady kanonicznej, wahania wartosci E(p,) w obrebie kolejnych
generacji byty nieznaczne i pomijalne, przez co na wykresie przedstawiono jedynie
pojedynczy ukfad punktéw, uzyskany jako $redni dla 100 niezaleznych generacji. Po-
réwnujac rysunek 6.11 z rysunkiem 6.6, widoczny jest wzrost wartosci E(po) dla szere-
gow syntetycznych we wszystkich skalach czasowych. W jego wyniku udato sie uzy-
ska¢ dosy¢ dobra zgodnos¢ wartosci prawdopodobienstw wystapienia okresow bez-
deszczowych w szeregach syntetycznych i obserwowanych dla skal odpowiadajacych
czasom 10 i 20 minut. Dla skali odpowiadajacej czasowi 5 minut w przypadku szere-
gow syntetycznych doszto nawet do niewielkiego przekroczenia wartosci E(pg) wyzna-
czonej dla szeregéw obserwowanych. Nadal niestety w wiekszych skalach, odpowiada-
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jacych czasom dtuzszym od 20 minut, wartosci prawdopodobienstw wystapienia okre-
sow bezdeszczowych w szeregach syntetycznych byty mniejsze od stwierdzonych
w szeregach obserwacyjnych.

Dyskutowana powyzej poprawa w zakresie odwzorowania nieciagtosci opadow
w syntetycznych szeregach generowanych z modelu kanonicznego z wymuszeniem
wielkoskalowym znajduje swoje wytlumaczenie w implementacji w programie
CANLSF zaleznosci 6.34. W zbiorze prezentowanych na wejsciu kaskady niezerowych
wysokosci warstw deszczu dla 1280 minut zdecydowanie przewazaly wartosci ponizej
3 mm, dla ktorych obliczany ze wzoru 6.34 parametr B, przyjmowata wartosci wyzsze
od 0,251. Byt on zatem w wigkszosci przypadkdw wigkszy od wartosci uzywanej
w kaskadzie kanonicznej o statych parametrach. W efekcie tego wyzsze wartosci para-
metru By zgodnie z zaleznoscia 6.25 podnosity prawdopodobienstwo przyjecia przez ge-
nerator kaskady wartosci W = 0 i powstania przedziatu szeregu opadowego bez opadu.

1

5min ¢ szeregi obserwowane observed series

0.95 1 / ==f=szeregi syntetyczne synthetic series

0,85 1

/

038 A
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0,75 A
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1 10 100 1000
Skala czasu 28" — Timescale 28"

Rys. 6.11. Poréwnanie nieciagtosci opadéw w szeregach obserwacyjnych z Wroctawia oraz
w szeregach syntetycznych wygenerowanych z kaskady kanonicznej z wymuszeniem
wielkoskalowym (linia ciagta potaczono punkty uzyskane dla szeregéw syntetycznych,
wyznaczone jako srednie ze 100 niezaleznych generacji)

Fig. 6.11. Comparison of the rainfall intermittency at the observed rainfall time-series from
Wroctaw and at the synthetic time-series generated by the canonical cascade with large
scale forcing (points obtained for synthetic time-series estimated as average over 100
independent generations were joined by the continuous line)

Analiza syntetycznych szeregdw opadowych z wykorzystaniem programu CDF
pozwolita przestudiowaé¢ rozktad prawdopodobienstwa przewyzszenia poszczegélnych
wysokosci warstw deszczu. Rozkiad ten jest graficznie przedstawiony w postaci dystry-
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buanty na rysunku 6.12 zaréwno dla wybranej losowo generacji, jak i w postaci sredniej
ze wszystkich 100 generacji. Na wykresie, jako tto, jest przedstawiona dodatkowo dys-
trybuanta dla zbioru rzeczywistych obserwacji deszczéw z Wroctawia. Jak wida¢ dys-
trybuanty dla szeregéw obserwowanych i syntetycznych nie pokrywaja sie, z wyjatkiem
jedynie bardzo matych wysokosci warstw deszczu (do okoto 0,3 mm). Rozbieznosci
sa duze, a ich skala jest wigksza niz notowana uprzednio w przypadku szeregow
syntetycznych z kaskady kanonicznej o statych parametrach. Por6wnanie ,,ogonéw”
wykreséw na rysunkach 6.12 i 6.7 obnaza jeszcze wigkszy mankament syntetycznych
szeregdw opadow uzyskanych z kaskady kanonicznej z wymuszeniem wielkoskalowym.

1,E+00
@ obserwowane observed
¢ syntetyczne (wybrana generacja) synthetic (selected generation)
1E-01 - syntetyczne ($rednia) synthetic (average)
1,E-02 A
1,E-03 A
=
A
x
o
1,E-04 A
1,E-05 A
1,E-06 A
1E-07 T T
0,1 1 10 100

r (5 min), mm

Rys. 6.12. Dystrybuanty wysokosci opadu, stwierdzone dla szeregéw obserwacyjnych z Wrocta-
wia oraz dla szeregéw syntetycznych wygenerowanych z kaskady kanonicznej z wy-
muszeniem wielkoskalowym (linia ciagta oznaczono dystrybuante dla szeregdw synte-
tycznych, wyznaczong jako srednia ze 100 niezaleznych generacji)

Fig. 6.12. The cumulative distribution functions calculated for the observed time-series from
Wroctaw and for the synthetic time-series generated by the canonical cascade with
large scale forcing (cumulative distribution function calculated as the average over 100
independent generations was marked by the continuous line)
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Dystrybuanta na rysunku 6.7 sugerowata, ze prawdopodobienstwo wystapienia prze-
dziatéw 5-minutowych ze znaczna wysokoscia opadu w szeregach syntetycznych jest
mniejsze niz w szeregach obserwowanych. Z drugiej strony, w 100 generacjach synte-
tycznych szeregéw opadowych pojawialy si¢ okresy o 5-minutowych wysokosciach
opadow wigkszych od maksymalnie zaobserwowanych w ciagu 38 lat. To drugie zjawisko
jest zrozumiate, gdyz w jakim$ sensie odwzorowuje omawiany juz w rozdziale po-
przednim mechanizm, zgodnie z ktérym wydtuzenie szeregu obserwacyjnego pozwala
na wychwycenie osobliwosci wyzszego rzedu. Ten sam mechanizm nie ma juz miejsca
w przypadku dystrybuanty szeregéw syntetycznych z kaskady kanonicznej z wymusze-
niem wielkoskalowym. Dystrybuanta szeregdbw syntetycznych na rysunku 6.12 nie
wykracza poza warto$¢ 8 mm na 5 minut, podczas gdy dystrybuanta dla szeregéw ob-
serwacyjnych konczy sie na wartosci 15 mm na 5 minut. Podobnego typu problemy
z wzajemnym dopasowaniem dystrybuant dla szeregéw syntetycznych z kaskady kano-
nicznej z wymuszeniem wielkoskalowym i obserwowanych mozna dostrzec takze
w wynikach Molnara i Burlando [2005].

Obserwacje powyzsze pokrywaja sie z wynikami analizy wartosci maksymalnych
wystepujacych w szeregach syntetycznych. Podstawowe statystyki rocznych maksy-
malnych wartosci wysokosci deszczu Hy, wyznaczonych dla 5-minutowych szeregow
syntetycznych z uzyciem programu EHT, dla roznych czaséw trwania T: 5, 10, 20, 40,
80, 160, 320, 640 i 1280 minut sa przedstawione na rysunku 6.13. Na obydwu wykre-
sach na rysunku 6.13 wida¢ wyrazna tendencje do silnego zanizania zaréwno $redniej
rocznej wartosci maksiméw wysokosci deszczu E(H+), jak i ich odchylen standardo-
wych s(H+) szeregéw syntetycznych wygenerowanych z kaskady kanonicznej z wymu-
szeniem wielkoskalowym w stosunku do odpowiadajacych im wartosci dla szeregow
obserwacyjnych, dla czasow trwania krotszych niz okoto 320 minut. W tym kontekscie
nie dziwi fakt, ze co prawda generacje szeregdw 5-minutowych natezen deszczéw
przedstawione na rysunkach 6.5 i 6.10 zostaty wybrane losowo, to natezenia maksy-
malne 5-minutowe dla szeregu syntetycznego z kaskady kanonicznej ze statymi para-
metrami byty nawet kilkakrotnie wyzsze od natgzen maksymalnych dla szeregu wyge-
nerowanego przez kaskade kanoniczna z wymuszeniem wielkoskalowym.

Whioski ptynace z analizy rysunkéw 6.12 i 6.13 jednoznacznie dyskwalifikuja syn-
tetyczne szeregi opadowe o rozdzielczosci czasowej 5 minut z ich stosowania do mode-
lowania systemdw kanalizacji deszczowej i ogdlnosptawnej. Zanizanie maksymalnej
wartosci opadéw oraz zanizanie prawdopodobienstwa wystapienia deszcz6w o wyso-
kim natezeniu musi bowiem prowadzi¢ do niedoszacowania przeptywdéw w kanatach
i towarzyszacych im napetnien czy tez do niedoszacowania objetosci strumienia odpro-
wadzanych wdd opadowych. Prébujac zdiagnozowaé zrodto tych niekorzystnych zmian
zwhaszcza w zakresie redukcji maksymalnych natezen deszczéw obserwowanych
w szeregach generowanych z kaskady kanonicznej z wymuszeniem wielkoskalowym
w pordwnaniu z szeregami z kaskady kanonicznej o statych parametrach, nalezy raz
jeszcze powrdéci¢ do formuty 6.34. Trzeba przy tym pamigtaé, ze znaczne natezenia
deszczéw sa w warunkach Wroctawia notowane dla opaddw o charakterze burzowym.
Opadom takim towarzysza zwykle znaczne sumy dobowe opaddw, rzedu co najmniej
10 mm. W dalszych rozwazaniach przyjmiemy wihasnie t¢ wartos¢ 10 mm, ktéra jest,
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Rys. 6.13. Srednie roczne maksima wysokosci opadu E(Hr) oraz ich odchylenia standardowe
s(H+) dla szeregéw syntetycznych z kaskady kanonicznej z wymuszeniem wielkoska-
lowym i szeregdw obserwowanych (liniami potaczono punkty odpowiadajace warto-
sciom E(Hy) i s(Hy) dla roznych czaséw trwania T, zaznaczono takze zakresy odpo-
wiadajace = odchyleniu tych wartosci w obrebie 100 niezaleznych generacji dla szere-
gow syntetycznych)
The mean annual rainfall maximum E(Hy) and its standard deviation s(H+) values for
the synthetic time-series generated by the canonical cascade with large scale forcing
and the observed time-series (points of E(H+) and s(H+) values for different time scales
T were joined by lines, moreover bars of £1 S.D. ranges of these values over 100 inde-
pendent generations were marked for synthetic time-series)

Fig. 6.13.

jak pamigtamy, charakterystyczna dolna granica przy wyszukiwaniu deszczow istotnych
z punktu widzenia modelowania kanalizacji deszczowych i ogdlnosptawnych [Schmitt
2000]. Dla wspomnianej wartosci w wyniku zastosowania wymuszenia wielkoskalowe-
go zgodnie z formuta 6.34 otrzymujemy warto$é parametru B, = 0,192, co w konse-
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kwencji prowadzi do wartosci generatora B rownej 1,14. Dla pordwnania, wartos¢ tego
samego generatora B wyznaczona na bazie statej wartosci parametru B = 0,251 (dla kaska-
dy o statych parametrach) réwna si¢ 1,19. Pozornie zatem rdznica pomigdzy wartoscia-
mi generatora B w obydwu kaskadach kanonicznych jest niewielka i réwna 4%. Jest to
jednak réznica tylko z pozoru mata, bo dotyczaca jedynie pierwszego poziomu kaskady,
a kaskada ma strukture multiplikatywna, co za tym idzie, juz na 3 poziomie kaskady
roznica ta zwigksza sig¢ do 12%, a na ostatnim 8 poziomie urasta do 28%. Opisywany
powyzej mechanizm w przypadku sumy dobowej jedynie 10 mm bedzie miat oczywi-
scie jeszcze dynamiczniejszy przebieg dla wyzszych sum dobowych opadéw. Tiumaczy
to dyskutowane juz problemy z wiasciwym odwzorowaniem znacznych wysokosci
opaddéw w 5-minutowych syntetycznych szeregach opadowych z kaskady kanonicznej.
Wydaje sie, ze z tych samych powoddw Molnar i Burlando [2005] obserwowali analo-
giczna redukcje co do maksymalnych wysokosci warstw deszczu notowanych w kon-
cowych 10-minutowych szeregach czasowych, generowanych z kaskady kanonicznej
z wymuszeniem wielkoskalowym w stosunku do kaskady kanonicznej o statych para-
metrach. Notowana przez tych autoréw skala redukcji wartosci srednich rocznych mak-
simow wysokosci deszczu E(H+) byta w koncowych szeregach (10-minutowych) nizsza,
ale nalezy pamigtac, ze ich kaskady liczyty o jeden poziom mniej, a ponadto zaktadali
oni jednoczesna modyfikacje obydwu parametréw kaskady w ramach wymuszenia
wielkoskalowego.

6.3. Losowe kaskady mikrokanoniczne

Jak juz to byto wspomniane na poczatku niniejszego rozdziatu, alternatywa wobec
kaskad kanonicznych sa kaskady mikrokanoniczne. W kaskadach tych zaklada si¢ do-
ktadne zachowanie masy (w naszym przypadku wysokosci opadu) pomiedzy kolejnymi
poziomami kaskady. Warunek ten dla kaskady o n poziomach i o liczbie rozdziatu b
mozna og0lnie zapisac jako:

SW, (b(i-1)+k)=1 dlai=12,...b"" (6.35)
k=1

Prosty i naturalny w odniesieniu do modelowania szeregéw czasowych opadéw
warunek 6.35 komplikuje konstrukcje kaskady. W przypadku poprzednio analizowa-
nych kaskad kanonicznych nie wystgpowaty zadne ograniczenia co do typu uzywanego
generatora losowego, poza jego prosta normalizacja do jednosci. W modelach mikroka-
nonicznych pojawia si¢ problem znalezienia generatora spetniajacego warunek 6.35,
a jednoczesnie majacego prosta analityczng forme zapisu jego rozktadu prawdopodo-
bienstwa.

6.3.1. Kaskada mikrokanoniczna z generatorem beta

Menabde i Sivapalan [2000], ktorzy jako pierwsi podjeli prébe zastosowania ka-
skady mikrokanonicznej do modelowania szeregéw opadowych, a konkretnie do mode-
lowania zmiennosci natezen chwilowych deszczu w czasie trwania samych opadow,
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zaproponowali, aby przyjmowac rozkiad generatora kaskady jako zgodny z symetrycz-
nym rozktadem beta:

ps(W)=Bx(la*) W (1-w)" (6.36)

gdzie: B'(a") oznacza funkcje beta, definiowana zaleznoscia:
. « 1 ar— a*—
B (a' ): jx L1-x)"dx, (6.37)

Symetryczny rozk’:ad beta jest parametryzowany jedynie przez pojedynczy para-
metr a". Dla wartosci a” = 1 rozkad beta staje sig rozktadem jednostajnym, dla a >1
rozktad przyjmuje ksztatt dzwonu, a dla a’<1 U-ksztattny. Rozktad jest ciagtym i, co
potwierdza zaleznos¢ 6.37 zdefiniowanym na ograniczonym przedziale {0,1), z ktérego
to wiasnie winien przybiera¢ swoje wartosci generator spethiajacy warunek 6.35.

Menabde i Sivapalan [2000] zwr6cili uwage, ze pomiedzy rozktadami beta i gam-
ma zachodzi przydatny w praktyce zwiazek. Zwiazek ten wynika z nastepujacej wkasno-
sci funkcji beta:

() =w (6.38)

“(x+y)

gdzie: T oznacza funkcje gamma.

Na podstawie wzoru 6.38 mozna wykazac, ze jesli X; i X, sa niezaleznymi zmien-
nymi losowymi nalezacymi do jednego rozktadu prawdopodobienstwa gamma opisane-
go funkcja gestosci prawdopodobienstwa:

a*—1,-w
e

1
P, (W) me : (6.39)

to: Y1 = Xo/(X1+X5) i Yo = Xof (X1 +X5) sa zmiennymi losowymi o rozkladzie beta wedtug
wzoru 6.36. Co istotne, zmienne Y, i Y, automatycznie spetniaja warunek 6.35. W opar-
ciu o ten mechanizm Menabde i Sivapalan [2000] zaproponowali, aby w konstrukcji
kaskady mikrokanonicznej o liczbie rozdziatu b = 2 kolejne pary wag rozdziatu wyso-
kosci opaddw na poszczego6lnych n poziomach kaskady: wy(j,0) i wy(j,0), byty uzyski-
wane poprzez wygenerowanie dwoch liczb x; i X, z rozkladu gamma wedtug wzoru
6.39, a wowczas w,(j,0) = x1/(x1 + %) 1 Wy(J,1) = X/ (X1 + Xp).

Pojedynczy parametr a”, definiujacy symetryczny rozkfad beta, moze by¢ oszaco-
wany w prosty sposéb z uzyciem metody momentdw. Pierwszy moment statystyczny
symetrycznego rozktadu beta wynosi E[W] = 0,5, co odpowiada rownemu i symetrycz-
nemu rozdziatowi wysokosci opadu w kaskadzie na dwie réwne czesci. Moment cen-
tralny drugiego rzedu zmiennej beta o rozktadzie symetrycznym (wariancja Var[W]) jest
powiazany z parametrem a_ zaleznoscia:

_ 1
Cevar[w]

Prostota szacowania parametrow rozkladéw generatorow mikrokanonicznych wy-
nika takze z faktu, ze moga one by¢ okreslane na podstawie rozktadéw prawdopodo-

(6.40)
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bienstwa tzw. wspdtczynnikoéw rozpadu BDC (ang. breakdown coefficients), oszacowa-
nych dla danych empirycznych. Technika wspotczynnikéw rozpadu zostata opracowana
pierwotnie przez Novikova do stosowania w teorii turbulencji, po czym byta adaptowa-
na do modelowania deszczOw przez Menabde’go [cyt. za Menabdem i Sivapalanem
2000]. Wspdtczynnik rozpadu BDC, adaptowany na potrzeby modelowania deszczdw,
jest definiowany jako [Menabde i Sivapalan 2000]:

R: (1)
u(tt)= R(L)

gdzie: R.(t;) i R(t;) sa wysokosciami opadu zakumulowanymi dla przedziatow czasu 1
i t, wycentrowanych w czasach t; i t, tak, ze przedziat czasu t miesci si¢ catkowicie
w przedziale t. Zgodnie ze swoja definicja wspdtczynnik rozpadu przyjmuje wartosci
w zakresie od 0 do 1.

Menabde i Sivapalan (2000) obliczyli wspotczynniki rozpadu dla szeregéw opa-
dowych z Melbourne w Australii 0 rozdzielczosci t, = 6 minut. Obliczenia te zostaty
przeprowadzone dla kolejnych skal czasowych: t, = 2" t,, gdzien = 1, 2 ,..., 6, przy
zatozeniu T, = t,/2 co odpowiadato przyjetemu wsp6tczynnikowi rozdziatu b = 2. Co za
tym idzie, obliczone wspétczynniki rozpadu odpowiadaty zasadniczo wagom rozdziatu
stosowanym w kaskadzie mikrokanonicznej kazdorazowo do rozdziatu niezerowej
wysokosci opadu dla przedziatu czasu t, na dwa pochodne przedziaty czasu t,. Na pod-
stawie znajomosci wspotczynnikow rozpadu dla kolejnych skal czasowych Menabde
i Sivapalan [2000] wyznaczyli wartosci parametru a” rozktadu beta dla kazdej z nich.
Wykazali oni przy tym istnienie zaleznosci skalowej pomiedzy parametrem a” rozkfadu
beta a skala czasu A, 0 postaci:

dla <t, (6.41)

a* (7\4( ) = ao*kkiH* ' (642)

gdzie: a, i H" — parametry dopasowania zaleznosci.

Istota wystepowania zaleznosci skalowej pomiedzy parametrem a” rozktadu beta
a skala czasowa t byta przedmiotem pogtebionej dyskusji Menabde’go i in. [1997] oraz
Menabde’go i Sivapalana [2000]. Autorzy ci zwrdcili uwagg na praktyczna potrzebg sto-
sowania w modelowaniu deszczéw tzw. kaskad ograniczonych (ang. bounded cascades).
Kaskady te zostaty pierwotnie wprowadzone przez Cahalana i in. [cyt. za Menabdem i in.
1997] do badan nad struktura chmur, jako alternatywa wobec tzw. kaskad nieograniczo-
nych (ang. unbounded cascades), a nastgpnie zaimplementowane do modelowania szere-
gow opadowych przez Menabde’go i in. [1997]. Do grupy kaskad nieograniczonych zali-
czaja si¢ standardowe modele dyskretne, ktore byly juz dyskutowane w tej pracy,
a wiec o model [Schertzer i Lovejoy 1987] czy tez kaskady Gupty i Waymire’a [1993].
W przypadku kaskad nieograniczonych obserwuje si¢, ze widmo mocy pol przez nie ge-
nerowanych skaluje si¢ zgodnie ze wzorem 5.8, z wykladnikiem spektralnym <1. Nie-
mniej, w rzeczywistosci stwierdza sig istnienie zbioréw danych opadowych, ktdre charak-
teryzuja sig¢ widmami o wykfadniku B>1. Przykiadowo, cytowani Menabde i Sivapalan
[2000] dla szeregdw opadowych z Melbourne wyliczyli $>1,69 i na tej podstawie wnio-
skowali, ze szeregi te naleza raczej do klasy pol stochastycznie samo-powinowatych (ang.
self-affine), anizeli pdl samo-podobnych (ang. self-similar). Tego typu pola moga by¢
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w wygodny spos6b modelowane z uzyciem kaskad ograniczonych, w ktérych to multipli-
katywne wagi zaleza w sposob jawny od poziomu kaskady i sa zbiezne do jednosci wraz
z postepem kaskady [Menabde i Sivapalan 2000].

Przedstawiony powyzej kaskadowy ograniczony model mikrokanoniczny wymaga
jednakze dodatkowego uzupetnienia w celu jego stosowania do symulacji szeregow
czasowych deszczéw. Jego brakujacym elementem jest mozliwos¢ generowania okre-
sOw bezdeszczowych w szeregu opadowym. Menabde i Sivapalan (2000) proponowali,
aby generowanie syntetycznych szeregéw rozpoczynato si¢ przyjeciem pewnych gene-
ralnych parametrow impulséw opadowych, takich jak: czas trwania deszczu, jego nate-
zenia srednie oraz czas rozpoczecia z odpowiednich rozktadéw prawdopodobienstwa.
Propozycja ta nie przystaje do zadania stawianego przed kaskadowym ograniczonym
modelem mikrokanonicznym w niniejszej pracy, gdzie podstawa generowania szeregow
opadowych jest znajomos¢ szeregdw sum dobowych opadéw. Rozwiazanie w tym za-
kresie zaproponowali Molnar i Burlando [2005], postulujac, aby nieciagto$¢ deszczow
bylta modelowana w obrebie samej kaskady. Ich zmodyfikowany model dokonywat
rozdziatu kazdej niezerowej wysokosci opadu w przedziale i w skali n-1 na b = 2 prze-
dziaty (j i j+1) w skali n. Dalej mogty mie¢ miejsce dwa scenariusze. Pierwszy z nich to
wystapienie nieciagtosci (ang. intermittency), polegajace na wystapieniu dla jednego
z przedziatow zstepnych wagi rozdziatu rownej 1, a wiec przekazanie do niego calej
wysokosci warstwy deszczu z przedziatu i z jednoczesnym uczynieniem drugiego prze-
dziatu zstepnego pustym, zgodnie z wymogiem warunku mikrokanonicznego:

Pr(W,(j)=0 lub W, (j+1)=0)= poy, (6.43)

gdzie: po,w 0znacza prawdopodobienstwo wystapienia nieciagtosci (uktadu wag rozdzia-
tu 0/1 lub 1/0). Prawdopodobienstwo to Molnar i Burlando [2005] szacowali na pod-
stawie danych empirycznych dla kazdego poziomu kaskady z osobna, wykazujac przy
tym jego skalowy charakter analogiczny jak w przypadku zaleznosci 6.42. Drugi scena-
riusz jest wdrazany w kaskadzie dopiero po niezaistnieniu pierwszego i obejmuje od-
tworzenie zmiennosci wewnatrz opadu, kiedy to dla obydwu przedziatow j i j+1 wagi
rozdziatu mieszcza sie w zakresie 0<W<1. Realizacja drugiego ze scenariuszy wedtug
Molnara i Burlando [2005] winna odbywac¢ si¢ na bazie opisywanego generatora o roz-
ktadzie beta. Ten zmodyfikowany dualny model ograniczonej kaskady mikrokanonicz-
nej z generatorem o rozktadzie beta zostat wstepnie uzyty dla generowania syntetycz-
nych szeregbéw opadowych w warunkach Wroctawia jako alternatywa wobec wczesniej
studiowanych modeli kanonicznych.

6.3.1.1. Estymacja parametrow kaskady mikrokanonicznej
z generatorem beta

Estymacja parametréw kaskady mikrokanonicznej z generatorem beta zostata prze-
prowadzona w oparciu 0 posiadane szeregi obserwacyjne deszczow z Wroctawia
z 38 lat z wykorzystaniem programu BDC. Opracowany uprzednio program BDC podob-
nie jak w przypadku obliczen Menabde’go i Sivapalana [2000] oraz Molnara i Burlando
[2005] wyznaczat wspotczynniki rozpadu wedtug wzoru 6.41 na podstawie bazowych
szeregdw obserwacyjnych o rozdzielczosci t, = 5 minut, dla kolejnych okreséw czasu:
t, = 28"(tp), gdzien = 1, 2 ,..., 8, przy zalozeniu T, = t,/2, co odpowiadato przyjetemu
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wspdtczynnikowi rozdziatu b = 2. Na podstawie znajomosci wspdtczynnikéw rozpadu
program BDC wyliczat nastepnie wartosci prawdopodobienstwa wystapienia nieciagtosci
Po. Oraz parametru a’ rozktadu beta wedtug wzoru 6.40, dla poszczegdlnych skal czaso-
wych. Wyniki stosowania programu BDC sa przedstawione na rysunkach 6.14 i 6.15.

1

1280/640 min

3
S 01 A
Xw(j)w(j+1)=0/1
X
L Ow(j)w(j+1)=1/0
© sumarycznie total
0,01

1 10 100 1000
Skala czasu 28" — Timescale 28"
Rys. 6.14. Skalowanie prawdopodobienstwa po,, dla wspo6tczynnikéw rozpadu obliczonych
dla kolejnych skal czasowych A, = 25"
Fig. 6.14. Scaling of the py,, probability of the breakdown coefficients estimated at timescales
}\'k = 28-n
10

1280/640 min

01 T T
1 10 100 1000

Skala czasu 28" — Timescale 280

Rys. 6.15. Skalowanie parametru a* rozkfadu beta dla wspétczynnikéw rozpadu obliczonych dla
kolejnych skal czasowych Ay = 28"

Fig. 6.15. Scaling of the beta distribution parameter a* of the breakdown coefficients estimated
at timescales A, = 28"

Na rysunkach 6.14 i 6.15 mozna obserwowac systematyczne zmiany wartosci pa-

rametrow poy i a’” na poszczegdlnych poziomach kaskady. Na rysunku 6.14 widaé¢ wy-
razny spadek wartosci prawdopodobienstwa po,, Wraz ze spadkiem skali czasowe;j.

130



Co warto podkresli¢, prawdopodobienstwa wystapienia uktadu wag W,(j) =01 W,(j+1) =1
na wszystkich poziomach kaskady sa réwne prawdopodobienstwu sytuacji odwrotnej,
uktadu wag W,(j) = 1 i W,(j+1) = 0. Wskazuje to na rzeczywiscie losowy charakter
wystapienia przerwy w opadzie w zbiorze analizowanych wspotczynnikow rozdziatu.
Na rysunku 6.15 wida¢ natomiast systematyczny wzrost wartosci parametru a~ wraz
z obnizaniem wartosci skali czasowej. Na wykresach wyznaczono zaleznosci obliczo-
nych parametréw w funkcji skali czasu A, = 28", o postaci jak w réwnaniu 6.42:

Pow (A ) =0,0663- A, " przy r’ = 0,96, (6.44)

a’ (7\4( ) —4. xk—0,454, przy rz = 0’91 (645)

Molnar i Burlando (2005) obserwowali takze spadek wartosci prawdopodobien-
stwa pow Wraz z obnizaniem si¢ wartosci skali czasowej, jednak tendencja ta nie miata
tak wyraznego charakteru jak na rysunku 6.14. Co za tym idzie, oszacowana przez tych
autoréw zaleznos¢ funkcyjna prawdopodobienstwa po,, miata zasadniczo rozniace sig
wartosci parametrow dopasowania niz wystepujace we wzorze 6.44. W przeciwienstwie
do tego obraz zmian parametru a” rozkadu beta byt bardzo zblizony i funkcja 6.45 byt
bardzo zblizony do wyznaczonych przez Molnara i Burlando (2005) dla szeregéw opa-
dowych z Zurychu.

6.3.1.2. Generowanie syntetycznych szeregéw deszczéw
z uzyciem kaskady mikrokanonicznej z generatorem beta

Generowania syntetycznych szeregéw wysokosci warstwy deszczu z uzyciem ka-
skady mikrokanonicznej z generatorem o rozkladzie beta dokonano z wykorzystaniem
wczesniej przygotowanego programu komputerowego MIKROCAN_BETA. Program
ten podobnie jak programy CANONICAL i CANLSF pozwala na rozdziat catkowitych,
wysokosci warstw deszczu zarejestrowanych w ciagu 1280 minut na krotsze okresy
czasowe poczynajac od 640 minut, a konczac na 5 minutach. Rozdziat odbywat sie
wedtug wartosci wag rozdziatdw przyjmowanych losowo, niemniej z uwzglednieniem
regut opisanych zaleznosciami 6.44 i 6.45 na poszczegdlnych poziomach kaskady. Za-
sadnicze znaczenie przy tym miat generator wag rozdziatu zgodny z symetrycznym
rozktadem beta. W tym celu w programie MIKROCAN_BETA zaimplementowano
generator rozktadu symetrycznego beta wedtug metody biegunowej (ang. polar method)
Urlicha [Devroye 1986]. Danymi wejsciowymi do programu MIKROCAN_BETA bytly
wysokosci warstw deszczu dla 1280 minut wedtug danych obserwacyjnych z Wrocta-
wia. Program byt uruchamiany 100 razy dla catego szeregu 1280-minutowych wysoko-
$ci opaddw z 38 lat, a uzyskanym w rezultacie tego wynikiem, byty syntetyczne szeregi
opadowe dla kolejnych krokéw czasowych od 640 do 5 minut dla tacznego hipotetycz-
nego okresu 3800 lat.

Jako przyktad dziatania kaskady mikrokanonicznej z generatorem beta, na rysunku
6.16 przedstawiony jest 1 sposrdd uzyskanych 100 scenariuszy rozdziatu dobowej sumy
opadu rownej 49,5 mm. Na rysunku wida¢ wyraznie typowy mechanizm funkcjonowa-
nia kaskady mikrokanonicznej, ktérego podstawowym zatozeniem jest zachowanie
wspomnianej tacznej wysokosci 49,5 mm opadu na wszystkich poziomach kaskady.
Rezultatem tego jest zwigkszanie si¢ wartosci natezen opadu wraz ze skracaniem sig

131



facznego czasu trwania opadu przy zstepowaniu w dot kaskady. Przyrost wartosci mak-
symalnych natezen deszczu na poszczegdlnych poziomach kaskady ma charakter sys-
tematyczny i jest zgodny z logika, podpowiadajaca, ze maksymalne nat¢zenia chwilowe
deszczu dla dhuzszych czas6w trwania powinny by¢ nizszymi ewentualnie w rzadkich
przypadkach rownymi natezeniom dla krotszych czaséw trwania. Nie dochodzi zatem
do sytuacji, opisywanych dla kaskady kanonicznej na przyktadzie rysunku 6.10, kiedy
to natezenia maksymalne chwilowe w przedziatach 10-minutowych przewyzszaty nate-
zenia maksymalne w przedziatach 5-minutowych. Zastrzezen nie moze budzi¢ tez struk-
tura wygenerowanego finalnie w rozdzielczosci 5 minut szeregu opadowego. Na jego
obrazie wida¢ mogaca wystapi¢ potencjalnie w naturze, charakterystyczna strukture
kolejno nastepujacych po sobie impulséw opadowych.

Rys. 6.16. Przyktadowy wynik dziatania kaskady mikrokanonicznej z generatorem beta (scena-
riusz rozdziatu sumy dobowej opadu réwnej 49,5 mm)

Fig. 6.16. Example of the microcanonical cascade with beta generator functioning (scenario of
the 49,5 mm daily precipitation depth disaggregation)

6.3.1.3. Ocena jakosci syntetycznych szeregdw deszczow
z kaskady mikrokanonicznej z generatorem beta

Ocene jakosci syntetycznych szeregdw deszczéw rozpoczeto, podobnie jak
w przypadku wczesniej testowanych kaskad kanonicznych, od obliczenia prawdopodo-
bienstw wystapienia w nich okreséw bezdeszczowych E(po) (0 zerowej wysokosci opa-
dow). W tym celu syntetyczne szeregi opadowe zostaty przeanalizowane z uzyciem
programu EPO. Wyniki tych analiz sa przedstawione na rysunku 6.17 na tle odpowiada-
jacych im wynikow analiz rzeczywistych szeregdw obserwacyjnych deszczow z Wro-
ctawia. Na wykresie przedstawiono tylko pojedynczy uktad punktéw, uzyskany jako
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$redni dla 100 niezaleznych generacji, gdyz réznice pomiedzy kolejnymi generacjami
byty nieznaczne. Uktady punktow wyznaczonych dla szeregéw syntetycznych i obser-
wowanych pokrywaja si¢ wzajemnie prawie idealnie. Swiadczy to o bardzo dobrym,
a wrecz idealnym, w odniesieniu do szeregéw rzeczywistych deszczéw, odwzorowaniu
prawdopodobienstwa wystapienia okreséw bezdeszczowych w szeregach syntetycznych
generowanych z kaskady mikrokanonicznej. Mozna zatem wnioskowa¢, ze mechanizm
generowania okresdw bezdeszczowych oparty o zmieniajace sie na poszczegélnych
poziomach kaskady wartosci prawdopodobienstwa pg,, zaproponowany przez Molnara
i Burlando [2005] sprawdzit si¢ praktycznie bardzo dobrze w warunkach Wroctawia.
Poprawnos¢ takiego podejscia do generowania okreséw bezdeszczowych w szeregach
syntetycznych potwierdzity takze badania w warunkach Zurychu, przeprowadzone
przez wspomnianych badaczy.

1
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Rys. 6.17. Por6wnanie nieciagtosci opadéw w szeregach obserwacyjnych z Wroctawia oraz
w szeregach syntetycznych wygenerowanych z kaskady mikrokanonicznej z generato-
rem beta (linia ciagta potaczono punkty uzyskane dla szeregbéw syntetycznych, wyzna-
czone jako srednie ze 100 niezaleznych generacji)

Fig. 6.17. Comparison of the rainfall intermittency at the observed rainfall time-series from
Wroctaw and at the synthetic time-series generated by the microcanonical cascade
with beta generator (points obtained for synthetic time-series estimated as average over
100 independent generations were joined by the continuous line)

Wyniki obliczen programem EPO prezentowane na rysunku 6.17 sa zdecydowanie
lepsze od wczesniejszych wynikéw prezentowanych na rysunkach: 6.6 i 6.11. Jednocze-
$nie otwieraja one droge do praktycznego stosowania syntetycznych szeregéw opado-
wych w zakresie inzynierii srodowiska do modelowania procesow, w ktérych przebiegu
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istotne znaczenie ma wzajemne nastepstwo okresdw deszczowych i bezdeszczowych,
tak jak ma to cho¢by miejsce w przypadku systemdw rozsaczania wdd opadowych.
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Rys. 6.18. Dystrybuanty wysokosci opadu, stwierdzone dla szeregéw obserwacyjnych z Wrocta-
wia oraz dla szeregéw syntetycznych wygenerowanych z kaskady mikrokanonicznej
z generatorem beta (linia ciagta oznaczono dystrybuante dla szeregdw syntetycznych,
wyznaczong jako srednia ze 100 niezaleznych generacji)

Fig. 6.18. The cumulative distribution functions calculated for the observed time-series from
Wroctaw and for the synthetic time-series generated by the microcanonical cascade
with beta generator (cumulative distribution function calculated as the average over
100 independent generations was marked by the continuous line)

Ocene jakosci wygenerowanych syntetycznych szeregéw opadowych w zakresie
zmiennosci wystepujacych w nich wysokosci warstw deszczu rozpoczeto od analizy
tych szeregdw z uzyciem programu CDF. Obliczone w wyniku tego dystrybuanty po-
szczegolnych generacji z kaskady mikrokanonicznej z rozktadem beta byly do siebie
bardzo zblizone. Z tej racji na rysunku 6.18 zamieszczono tylko wykres usrednionego
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przebiegu dystrybuanty dla wszystkich 100 generacji oraz wykres dystrybuanty poje-
dynczej, losowo wybranej generacji. Wykresy te bliskie sobie wzajemnie sa zarazem
zblizone do wykresu dystrybuanty uzyskanej dla szeregéw obserwacyjnych. Oczywiscie
zbieznos¢ ta jest daleka od ideatu, niemniej znaczaca poprawa w zakresie odwzorowa-
nia czestosci przewyzszania kolejnych progéw wysokosci warstwy deszczu w szeregach
syntetycznych z kaskady mikrokanonicznej z generatorem beta jest wyraznie dostrze-
galna, jesli przyrdwna si¢ wyniki z rysunku 6.18 z wynikami uzyskiwanymi dla kaskad
kanonicznych (patrz rys. 6.7 1 6.12).

Rozbieznosci pomiedzy wykresami dystrybuant dla szeregéw syntetycznych i ob-
serwowanych rysuja sie dopiero po przekroczeniu wysokosci opadu okoto 2 mm, pod-
czas gdy dla szeregéw z kaskad kanonicznych roznice te rozpoczynaty sie od progu
rzedu okoto 0,7 mm. Rozbieznosci te sa dodatkowo o mniejszej skali niz wczesniej
notowane na rysunkach 6.7 i 6.12. Ich wielkos¢ jest poréwnywalna do analogicznych
rozbieznosci notowanych przez Molnara i Burlando [2005]. Niemniej, w przeciwien-
stwie do wynikéw cytowanych autoréw, dystrybuanta dla szeregéw syntetycznych na
rysunku 6.18 przebiega w wysokich progach wysokosci warstw deszczu ponizej dystry-
buanty szeregéw obserwowanych. Wskazuje to na nieco nizsza czestos¢ przekraczania
tych znacznych wysokosci warstw deszczu w szeregach syntetycznych wzgledem sze-
regéw obserwacyjnych.

Dostrzezone powyzej mankamenty syntetycznych szeregéw opadowych zostaty
potwierdzone przez przeprowadzona, z uzyciem programu EHT, analize wartosci mak-
symalnych wysokosci warstw deszczu wystepujacych w nich dla réznych skal czasu.
Wyniki tej analizy dla czaséw trwania deszczéw réwnych: 5, 10, 20, 40, 80, 160, 320,
640 i 1280 minut sa przedstawione na wykresach na rysunku 6.19, w postaci srednich
rocznych wartosci maksimoéw wysokosci warstw deszczu E(Hy) oraz ich odchylen stan-
dardowych s(Hy). Podobnie jak w przypadku kaskad kanonicznych roczne maksima
wartosci warstw deszczu zostaty okreslone dla wszystkich 100 niezaleznych generacji
38-letnich szeregdw opadowych.

Wykresy na rysunku 6.19 $wiadcza o stusznosci wnioskéw sformutowanych wcze-
$niej na podstawie analizy dystrybuanty szeregéw syntetycznych. Ich pordwnanie
Z rysunkami 6.8 i 6.13 dowodzi, ze w stosunku do wczesniej omawianych kaskad kano-
nicznych model mikrokanoniczny zapewnia uzyskiwanie syntetycznych danych opado-
wych zdecydowanie lepiej nasladujacych rzeczywiste opady we Wroctawiu. Zgodnie
z danymi na rysunku 6.19 $rednie roczne wartosci maksimow wysokosci warstw desz-
czu E(Hy) w szeregach syntetycznych odpowiadaja ich wartosciom wyznaczonym
w szeregach obserwacyjnych dla czaséw trwania dtuzszych badz réwnych 40 minutom.
Ponadto zmienno$¢ wartosci rocznych maksiméw wysokosci warstw deszczu w zbiorze
danych syntetycznych dla wszystkich czaséw trwania jest zblizona jak w zbiorze ob-
serwacyjnym, o czym przekonuje wykres wartosci s(Hy). Ten idealny obraz jest zako-
cany przez widoczne zanizenie wartosci E(Hy) dla szeregdw syntetycznych wzgledem
odpowiadajacych im wartosci dla szeregdw obserwacyjnych dla krétkich czaséw trwa-
nia deszczOw, takich jak 5, 10 czy tez 20 minut. Przyktadowo, dla czasu trwania
5 minut warto$¢ E(Hy) stwierdzona dla szeregdéw syntetycznych réwnata sie 3,4 mm,
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Rys. 6.19. Srednie roczne maksima wysokosci opadu E(Hy) oraz ich odchylenia standardowe s(Hy)
dla szeregéw syntetycznych z kaskady mikrokanonicznej z generatorem beta i szeregow
obserwowanych (liniami potaczono punkty odpowiadajace wartosciom E(Hy) i s(Hy) dla
roznych czasow trwania T, zaznaczono takze zakresy odpowiadajace + odchyleniu tych
wartosci w obrgbie 100 niezaleznych generacji dla szeregéw syntetycznych)

Fig. 6.19. The mean annual rainfall maximum E(H+) and its standard deviation s(H+) values for
the synthetic time-series generated by the microcanonical cascade with beta generator
and the observed time-series (points of E(Hy) and s(H+) values for different time scales
T were joined by lines, moreover bars of £1 S.D. ranges of these values over 100 inde-
pendent generations were marked for synthetic time-series)

podczas gdy dla szeregéw obserwacyjnych wynosita 6,0 mm. Obserwacja ta podobnie
jak w przypadku szeregdw syntetycznych z kaskady kanonicznej o statych parametrach
kaze sadzi¢, ze takze wykorzystywanie syntetycznych szeregéw opadowych z modelu
mikrokanonicznego z generatorem beta do zadan takich jak modelowanie sieci kanali-
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zacji deszczowych i ogolnosptawnych, czy tez innych elementéw zagospodarowania
woéd deszczowych moze nies¢ ze soba ryzyko ich niedociazenia prawdopodobnym
strumieniem woéd opadowych. Chociaz ryzyko to wydaje si¢ by¢ mniejszym niz
w przypadku modeli kanonicznych, to jednak istnieje i co za tym idzie, pojawit si¢
impuls do dalszego doskonalenia modelu mikrokanonicznego do generowania jeszcze
bardziej wiarygodnych syntetycznych danych opadowych.

6.3.2. Kaskada mikrokanoniczna z generatorem beta-normalnym

Doswiadczenia zgromadzone na podstawie testdw kaskady mikrokanonicznej
z generatorem beta pozwolity na stwierdzenie, ze o ile pierwszy z modutéw skfadowych
kaskady odpowiedzialny za generowanie nieciagtosci w szeregach syntetycznych funk-
cjonuje wkasciwie, o tyle drugi z modutdw odpowiedzialny za odwzorowanie zmienno-
§ci natgzen deszczOw w obrgbie samych opaddéw wymaga poprawy. Modut ten, jak
pamietamy, idac za wskazaniami Molnara i Burlando [2005] czy tez Menabde’go
i Sivapalana [2000], zostat a priori przyjety jako bazujacy na rozktadzie beta. Studia
literaturowe dotyczace kaskad losowych stuzacych rozdziatowi opaddéw z wiekszych
skal czasowych ku nizszym skalom zwrécity uwage na potrzebe dokfadniejszego prze-
analizowania wartosci wspotczynnikéw rozpadu. Menabde i Sivapalan [2000] zamiesci-
li histogramy wartosci wspotczynnikéw rozpadu dla kolejnych poziomow kaskady i na
podstawie ich ksztattu wnosili 0 mozliwosci stosowania rozktadu beta. W przeciwien-
stwie do nich Molnar i Burlando [2005] badZ to catkowicie pomingli ten etap badan,
badz tylko nie odniesli si¢ do jego rezultatdw w tresci pracy. O tym, na ile analizy takie
moga by¢ istotne przy modelowaniu z uzyciem kaskad losowych, wskazuja wyraznie
prace publikowane przez Olssona [1998], Olssona i Berndtssona [1998] oraz Giintnera
i in. [2001]. Cytowani autorzy stosowali w zasadzie podobne modele kaskad o charakte-
rze mikrokanonicznym dla rozdziatu sum dobowych opadéw lub nawet tygodniowych
na czasy krotsze. Za oddolna granice wiasciwego funkcjonowania modeli przyjmowali
rozdzielczos¢ czasowa rzedu okoto 1 h. Granica ta wynikata wiasnie z obserwacji zmie-
niajacych sig rozktaddéw wspotczynnikow rozpadu. Dla czaséw dochodzacych do okoto
1 godziny obserwowano rozkfady, ktére mozna byto w opinii autoréw uzna¢ za w przy-
blizeniu zgodne z rozktadem réwnomiernym. Dla czasdw krotszych rozktady te znacza-
o sie zmieniaty.

Majac na uwadze powyzsze spostrzezenia, doktadnie przeanalizowano wartosci
wspotczynnikow rozpadu wyznaczone z uzyciem programu BDC dla szeregéw obser-
wacyjnych z Wroctawia. W tym celu sporzadzono histogramy ich wartosci w poszcze-
go6lnych skalach czasowych rozdziatow, dokonywanych przez kaskade. Histogramy te,
przedstawione na rysunku 6.20, pozwalaja wnioskowa¢, ze zakltadanie a priori rozktadu
beta dla wszystkich sposrdd skal czasowych byto nieuzasadnione. Jedynie histogramy
dla 2-3 pierwszych pozioméw kaskady (skale czasu od 1280 do 320 lub 160 minut) sa
w przyblizeniu zgodne z rozktadem symetrycznym beta o parametrze a’<1. We wszyst-
kich pozostatych histogramach dochodzito do zaklécenia ich przebiegu zgodnego
z rozktadem beta przez szybko wzrastajaca liczbe przypadkow wartosci wspotczynnika
rozpadu rownego okoto 0,5. Przegladniecie zbioréw wartosci wspétczynnikdw rozpadu
ujawnito ciekawy mechanizm. W zbiorach tych wraz ze spadkiem rozpatrywanych skal
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czasowych notowano coraz wigkszy odsetek wartosci wspétczynnikdw rozpadu row-
nych dokfadnie 0,500. W efekcie tego histogramy dla najnizszych skal rozdziatu
w zakresie od 5 do 20 minut sa w zasadzie zdominowane przez srodkowy przedziat
zawierajacy wartos¢ 0,5. Sytuacja ta teoretycznie nie powinna mie¢ miejsca z uwagi na
dynamike czasowa przebiegu zjawisk opadowych. Wystarczy w tym miejscu pamigtac
cho¢by o tym, ze deszczomierz rejestruje opady, ktdre sa generowane przez przesuwa-
jace si¢ nad nim chmury, ktére maja niejednolita budowe o charakterze fraktalnym badz
nawet multifraktalnym [patrz np. Lovejoy 1982, Lovejoy i Mandelbrot 1985, Lovejoy
i Schertzer 1995, Malinowski i Zawadzki 1993], a opadajace hydrometeory tworza
w przestrzeni uklady o charakterze multifraktalnym [Desaulniers-Soucy i in. 2001].
Trudno zatem spodziewac¢ sie, ze w dwéch nastepujacych po sobie 5-minutowych okre-
sach w deszczomierzu zdeponuja si¢ dwie identyczne wysokosci opadu. Sytuacja ta
znajduje jednak wytlumaczenie w ograniczeniach pluwiograféw stosowanych przez lata
do ciagtych rejestracji deszczéw. Raz jeszcze nalezy wréci¢ do wnioskéw ptynacych
z rysunku 4.1 oraz danych zawartych w tabeli 5.1. Zgodnie z tabela 5.1 jedynie niespet-
na 30% #acznego czasu zdigitalizowanych deszczéw w roku 1997 charakteryzowato sie
srednim krokiem czasowym digitalizacji wynoszacym okoto 6 minut. Dla zdecydowa-
nej wigkszosci czasu trwania deszczéw ich odczyty byly prowadzone zatem z krokiem
czasowym srednio 20 minut lub tez nawet znacznie dtuzszym. Rezultatem tego, zwihasz-
cza w przypadku deszczéw o nizszych natezeniach, jest wystepowanie w wynikowym
5-minutowym szeregu licznych sekwencji okreséw o identycznych wysokosciach zde-
ponowanych opaddw. Wspotczynniki rozpadu rowne dokladnie 0,500 maja zatem cha-
rakter sztuczny i sa wynikiem ograniczen samego przyrzadu pomiarowego.

Po eliminacji nienaturalnych wartosci wspdtczynnikéw rozpadu wynoszacych
0,500, wykreslono ponownie histogramy pozostatych wspotczynnikow W,(j) (rysunek
6.21). Na podstawie analizy ksztattu histogramow zwtaszcza dla mniejszych skal cza-
sowych zaproponowano, aby ich rozkiad byt opisywany przy uzyciu rozktadu taczone-
go p.(w) dwoch klasycznych rozktadow: beta i normalnego, o postaci:

_ L g ) 1
P (W) = Pean {mw (1—W) }+(1— Pen ){G\/Ee } , (6.46)

gdzie: we (0,1), pgy — parametr charakteryzujacy procent udziat rozktadu beta w rozkia-
dzie taczonym (pene[0,1]), " — parametr dopasowania rozktadu beta; y1, ¢ — parametry
dopasowania rozkfadu normalnego.
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Rys. 6.20.

Fig. 6.20.

Histogramy empirycznych wartosci wspotczynnikéw rozpadu obliczone dla szeregéw
obserwacyjnych z Wroctawia dla poszczegélnych skal czasowych. Na wszystkich wy-
kresach na osi odcigtych zaznaczono zakresy wartosci wspdtczynnikéw rozpadu W,(j),
a na osi rzednych odpowiadajace im gestosci prawdopodobienstwa

The empirical breakdown coefficients histograms calculated for the observed time-series
from Wroctaw for different time scales. Horizontal axes show breakdown coefficients
W,(j) ranges and vertical axes their respective probability density values on all plots
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Fig. 6.21.
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Histogramy wartosci wspétczynnikéw rozpadu obliczone dla szeregéw obserwacyj-
nych z Wroctawia z pominigciem wartosci W,(j) = 0,500 i z dopasowanym do nich ta-
czonym rozktadem prawdopodobienstwa beta-normalnym. Na wszystkich wykresach
na osi odcigtych zaznaczono zakresy wartosci wspétczynnikéw rozpadu W,(j), a na osi
rzednych odpowiadajace im gestosci prawdopodobienstwa
The empirical breakdown coefficients histograms calculated for the observed time-
series from Wroctaw without W,(j) = 0,500 values and with fitted to them joined beta-
normal probability distribution. Horizontal axes show breakdown coefficients W,(j)

ranges and vertical axes their respective probability density values on all plots



6.3.2.1. Estymacja parametrow kaskady mikrokanonicznej
z generatorem beta-normalnym

Procentowy udziat wspotczynnikéw réwnych doktadnie 0,5 (pgs) W catosci zbioru
wspotczynnikow rozpadu zostat wyznaczony dla poszczeg6lnych skal czasowych
i zestawiony w tabeli 6.2. W tabeli 6.2 zamieszczono takze parametry dopasowania
rozkfadu o gestosci prawdopodobienstwa p,(w) do histograméw z rysunku 6.21. Wy-
estymowane dla rdznych skalach czasu rozktady taczone p, (w), ktére w dalszej czesci
pracy beda nazywane, z uwagi na swoje komponenty skiadowe, rozktadami beta-
normalnymi, sa takze przedstawione na rysunku 6.21. Jak tatwo zauwazy¢, ich przebieg
bardzo dobrze nasladuje stwierdzone rozktady empirycznych wartosci wspétczynnikow
rozpadu. Rysunek 6.21 ilustruje ponadto doskonale wystepujaca w hierarchii kaskady
ewolucje rozktadu beta-normalnego, poczynajac od czystego rozktadu beta widocznego
w skalach do 160 minut w strone coraz wiekszej przewagi rozktadu normalnego. Ob-
serwacje te znajduja petne potwierdzenie w danych zawartych w tabeli 6.2. Co ciekawe,
o ile wartos¢ parametru a  rozkladu beta przybiera rézne wartosci, o tyle parametry
rozktadu normalnego sa zasadniczo niezmienne. Warto$¢ parametru p = 0,5 jest oczy-
wista z uwagi na symetrig histograméw, a ¢ waha si¢ w niewielkim zakresie wokot
wartosci 0,123. Wartos¢ ta ma istotne znaczenie dla generatora kaskady, gdyz chociaz
rozktad normalny nie jest rozktadem ograniczonym (tak jak np. rozktad beta), to przy
wspomnianej wartosci ¢ i przy w = 0,5, wartosci wspétczynnikéw rozpadu opisywane
takim rozktadem normalnym nie wykraczaja w praktyce poza zakres od 0 do 1.

Otrzymanych na tym etapie wynikow badan nie mozna odnies¢ do rezultatéw prac
innych badaczy. Przede wszystkim z uwagi na fakt, ze jak dotad, zgodnie z najlepsza
wiedza autora, nikt nie zaproponowat uzycia rozkfadu beta-normalnego do opisu roz-
ktadéw wspotczynnikdw rozpadu. Chociaz analizujac histogramy zamieszczone przez
Menabde’go i Sivapalana [2000], Olssona [1998] czy tez Glntnera i in. [2001], wydaje
sie, ze takze w ich przypadku zastosowanie rozkladu beta-normalnego mogtoby by¢
wihasciwym posunieciem. Trudno jednak o tym przesadza¢ w sposéb ostateczny, chochy
z powodu niskiej rozdzielczosci podziatu na kategorie w histogramach Olssona [1998],
czy tez Guntnera i in. [2001], ktére skianiaty autoréw tych prac do wnioskowania, ze
histogramy te dla czasow dtuzszych od okoto 1 godziny mozna opisywac rozktadem
jednostajnym. Jednoczesnie Gintner i in. [2001] wskazywali w histogramach dla krot-
szych czaséw od 1 godziny na znaczny udziat wartosci rdwnych lub bliskich 0,5, przez
co ksztatt histograméw opisywali jako zblizony do trojkata. Wysoki udziat wartosci
wspotczynnikow rozpadu wynoszacych 0,5 byt szczegdlnie zauwazalny w histogramach
Menabde’go i Sivapalana [2000]. Udziat ten narastat w sposéb widoczny wraz ze spad-
kiem skali czasu od okoto 96 minut do 6 minut, analogicznie jak na rysunku 6.20.
Prawda jest, ze zjawisko to dla zbioru danych z Melbourne nie przybierato tak wyso-
kiego natezenia jak dla zbioru z Wroctawia, niemniej zapewne byto to rezultatem
dwéch czynnikéw: odmiennosci monsunowych opadéw z Australi oraz uzycia catkiem
innego typu deszczomierza z rejestratorem elektronicznym. Drugi z czynnikéw miat
zapewne takze istotny wptyw na histogramy wyznaczone przez Olssona [1998], w kt6-
rych bardzo stabo i to jedynie w najmniejszej ze skal czasowych (8/16 minut) ujawnia
si¢ swoiste pietno zwiekszonej liczebnosci wspotczynnikdw rozpadu o wartosci 0,5.
Olsson pracowat bowiem na nietypowym, eksperymentalnym zbiorze danych utworzo-
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nym z mysla o hydrologii miejskiej. Ten dwuletni szereg czasowy natezen o rozdziel-
czosci czasowej 8 minut powstatl przez agregacje pierwotnych wynikéw precyzyjnych
pomiardw natezenia opadu prowadzonych z rozdzielczoscia czasowa 1 minuty.

Tabela 6.2
Table 6.2
Udziat wspotczynnikéw rozpadu réwnych 0,500 (pgs) oraz parametry dopasowania
rozktadu beta-normalnego (pgn, @, 1, o) dla réznych skal czasowych
Participation of breakdown coefficients equal 0,500 (pgs) and fitted parameters
of the joined beta-normal probability distributions (pgy, &, 1, o) for different timescales

Czasyrozpadu |, - T 10/20 | 20/40 | 40/80 | 80/160 |160/320]320/640 [640/1280
Breakdown tlmeg_n min min min min min min min
Sﬁ?:}igg:;“ﬁ;;_n 1 2 4 8 16 32 64 128
Pos 0533 | 0,399 | 0,270 | 0,150 | 0,070 | 0,028 | 0,000 | 0,000
Pen 0,400 | 0,537 | 0,717 | 0,844 | 0,931 | 1,000 | 1,000 | 1,000
a* 0,808 | 0,858 | 0,858 | 0,788 | 0,708 | 0,646 | 0,630 | 0,646
M 05 | 05 | 05 | 05 | 05 - _ -
o 0123 | 0,129 | 0,128 | 0,220 | 0,116 | - _ -

Obserwowane zmiany wartosci zawartych w tabeli 6.2 skionity do ich glebszej
analizy w celu opracowania zaleznosci funkcyjnych wiazacych ich wartosci ze skalami
czasu, tak jak jest to czynione w przypadku klasycznych kaskad ograniczonych. Opra-
cowano w tym celu wykresy zaleznosci wartosci pos, psy Oraz @~ w funkgji skali czasu,
na ktdrych to nastgpnie wyodrebniono trzy charakterystyczne obszary tych zaleznosci
(rys. 6.22,6.23 i 6.24).

0,6
o 5/10 min
| snomin |

05 4

04 1

03 1

Pos

| 1601320 min | | 640/1280 min
02 1

0,1 A

0

-0,1

1 10 100 1000
Skalaczasu 28" — Timescale 28"
Rys. 6.22. Zaleznos¢ udziatu wspdtczynnikéw rozpadu réwnych 0,500 (pos) W tacznym zbiorze
wspotczynnikoéw rozpadu od skali czasu

Fig. 6.22. Relation of the breakdown coefficients equal 0,500 participation (pgs) at the total
breakdown coefficients set with timescale
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Rys. 6.23. Zaleznos¢ parametru charakteryzujacego udziat rozktadu beta w taczonym rozkladzie
beta-normalnym (pgy) 0d skali czasu

Fig. 6.23. Parameter (pgy) characterizing participation of the beta distribution at the joined beta-
normal distribution relation with timescale
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Rys. 6.24. Zalezno$é parametru a” rozktadu beta w taczonym rozktadzie beta-normalnym od skali
czasu

Fig. 6.24. The beta distribution parameter a” at the joined beta-normal distribution relation with
timescale

Wykres na rysunku 6.22 potwierdza wywnioskowany juz na podstawie analizy hi-
stogramOw bardzo szybki wzrost udziatu wspdtczynnikéw rozpadu pgs = 0,500 wraz ze
spadkiem skali czasu. Dla skal czaséw wiekszych od 32, te sztuczne wartosci wspot-
czynnikow rozpadu juz nie pojawiaja si¢ w zbiorach danych. Mozna to ogdlnie opisa¢
zaleznoscia 0 postaci:
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()= -0,144-In (X, )+0,5 dla A, =2°" <32
Pos {Pc) = 0 dlad, =2°" >32 '

Wykres zaleznosci parametru charakteryzujacego udziat rozktadu beta w taczonym
rozkladzie beta-normalnym od skali czasu (na rys. 6.23) jest w zasadzie odwrotnoscia
wykresu na rysunku 6.22. Przyrostom wartosci parametru pos wraz ze spadkiem skali
czasu odpowiadaja spadki wartosci parametru pgy. Dla skal czasowych wigkszych od 32,
obydwa parametry maja stale, ale diametralnie rézniace si¢ wartosci. Zmiany wartosci
parametru pgy Mmozna w przyblizeniu charakteryzowaé nastepujacymi wzorami:

(6.47)

0,173xIn (A, )+0,4 dla A, =2°" <32

, 6.48
1dlai, =2"">32 (6.48)

-]

Zestawiajac ze soba rysunki 6.22 i 6.23, jak rowniez sumujac ze soba wiersze
z wartosciami pgs i pey dla kolejnych skal czasowych w tabeli 6.2, mozna zauwazyc¢, ze
wartosci te dopetniaja sie, a sumy sa kazdorazowo w przyblizeniu réwne 1. Nie znale-
ziono jednak glebszego wyttumaczenia i interpretacji tej ciekawej obserwacji.

Analizujac trzeci z serii wykres zmiennosci parametrow rozkiadu beta-normalnego
(rys. 6.24), dotyczacy zmian wartosci parametru a” samego rozktadu beta, uznano, ze
mozna wydzieli¢ w nim trzy obszary. Pierwszy i trzeci to obszary o statej wartosci pa-
rametru a’, podczas gdy w srodkowym obszarze w zakresie skal czasu od 4 do 32 ob-
serwuje si¢ systematyczny spadek wartosci parametru a” od poziomu 0,858 do 0,646, co
mozna zapisa¢ jako:

0,858 dla A, =2°" <4
a" (A)=1-0,102-In(1, )+0,999 dla %, =2°" € [4,32] (6.49)
0,646 dla A, =2°" >32

Porownujac rysunek 6.24 z rysunkiem 6.15, nalezy stwierdzi¢, ze na obydwu wy-
kresach pokrywaja si¢ jedynie trzy ostatnie wartosci parametru a, z trzeciego obszaru
zaleznosci 6.49, kiedy to pgy wedtug wzoru 6.48 réwna sig 1.

6.3.2.2. Generowanie syntetycznych szeregéw deszczéw
z uzyciem kaskady mikrokanonicznej z generatorem beta-normalnym

Identyfikacja wystepowania rozktadu beta-normalnego w miejsce klasycznego roz-
kladu beta wymusita gruntowna zmiane oryginalnego kodu programu komputerowego
MIKROCAN_BETA. Powstaty w wyniku tego program MIKROCAN_BETA_NORM
miat pozostawiony bez zmian jedynie modut odpowiedzialny za generowanie nieciagtosci
opadu, bazujacy na zaleznosci 6.44. Catkiem zmieniony modut generowania zmiennosci
w obrebie opadu zostat oparty na nowym rozktadzie beta-normalnym z uprzednim
uwzglednieniem wystepowania z prawdopodobiefstwem pgs wag rozdziatéw réwnych
dokfadnie 0,5. W module tym na poszczegdlnych poziomach kaskady wartosci parame-
tréw rozktadu beta-normalnego oraz pgs byty przyjmowane wedtug zaleznosci 6.47, 6.48
i 6.49. Do generowania liczb losowych o rozkladach zgodnych z symetrycznym rozkia-
dem beta i rozktadem normalnym zastosowano odpowiednio metody biegunowe (ang.
polar methods) Urlicha i Box-Mullera [Devroye 1986].
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Opracowany i wstepnie przetestowany program MIKROCAN_BETA_NORM zo-
stat praktycznie wykorzystany do rozdziatu catkowitych wysokosci deszczu zarejestro-
wanych dla 1280 minut na krdtsze okresy czasowe, wedtug sekwencji zdeterminowanej
wedtug liczby rozdziatu b = 2, poczynajac od 640 minut, a skonczywszy na 5 minutach.
Na wejsciu programu MIKROCAN_BETA_NORM prezentowane byty wartosci wyso-
kosci deszczu dla 1280 minut z Wroctawia z catego 38-letniego zbioru danych obser-
wacyjnych. Program byt uruchamiany 100-krotnie, w wyniku czego wygenerowano
syntetyczne szeregi opadowe dla tacznego hipotetycznego okresu 3800 lat.

Na rysunku 6.25 przedstawione sa dwa alternatywne scenariusze redystrybucji dobo-
wej wysokosci 49,5 mm opadu na okresy 5-minutowe uzyskane za pomoca kaskady mikro-
kanonicznej z generatorem beta-normalnym. Na obydwu wykresach zgodnie z oczekiwa-
niami wida¢ zasadniczo rozniace si¢ realizacje rozdziatu poczatkowej wysokosci deszczu,
niemniej jednakowo konsekwentne co do zachowania statej wysokosci opadu w kolejnych
skalach czasowych. Struktura obydwu scenariuszy nie budzi zarzutow, jest ona zblizona do
opadéw naturalnych. W pierwszym przypadku prawie cata wysokos¢ opadu ulegta
skupieniu w obrebie pojedynczego zdarzenia, w ktorego koncowej czesci natezenie
deszczu siega nawet 175 mm-h™. W drugim scenariuszu efektem koncowym dziatania
kaskady sa dwa impulsy opadowe oddzielone krotka zaledwie 20-minutowa przerwa.
Pierwszy z tych impulséw jest wyraznie silniejszym, z natgzeniem dochodzacym do 160
mm-h?, podczas gdy w obrebie drugiego natezenie maksymalne nie wykracza ponad 61
mm-h. Powracajac do rysunkéw 6.5, 6.10 i 6.16, trzeba stwierdzi¢, ze wymienione nate-
zenia: 160 mm-h? (2,66 mm-min™) czy tez 175 mm-h™ (2,92 mm-min™) sa zdecydowanie
wyzsze od natezen notowanych w przypadku przyktadowych realizacji redystrybucji tej
samej wysokosci 49,5 mm opadu, za pomoca wszystkich poprzednich kaskad. Nie sa to
jednak wartosci nieprawdopodobnie duze. Wrecz przeciwnie, moze cieszy¢ ich zblizona
wartos¢ w stosunku do wartosci maksymalnych natezen chwilowych deszczow podawa-
nych przez innych badaczy. Wotoszyn [1964], na podstawie analizy pomiarow opadow
z Wroctawia z wielolecia 1898-1960, stwierdzit wartos¢ 3,62 mm-min™ jako najwyzsze
natezenie dla deszczu o czasie trwania w przedziale od 0 do 5 minut. Licznar i in. [20053],
na podstawie analizy zapisow pluwiograficznych takze z Wroctawia, z lat pdzniejszych
objetych analiza réwniez w tym opracowaniu, podawali wartosé¢ 3,0 mm-min™ jako mak-
simum dla opad6w o czasie trwania 5 minut. Zestawienie deszczéw o najwyzszych nate-
zeniach z Warszawy, jakie mozna odnalez¢ w ksiazce Btaszczyka i in. [1974], otwiera
deszcz o czasie trwania 9 minut i natezeniu 2,63 mm-min™. W podsumowaniu analizy
wykreséw na rysunku 6.25 mozna zatem smiato stwierdzi¢, ze widoczne na nich szeregi
opadowe w rozdzielczosci 5 minut nie budza zastrzezen zaréwno co do swojej struktury,
jak i wartosci uzyskanych natezen deszczu.
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Rys. 6.25. Przyktadowe wyniki dziatania kaskady mikrokanonicznej z generatorem beta-normalnym
(dwa alternatywne scenariusze rozdziatu sumy dobowej opadu réwnej 49,5 mm)

Fig. 6.25. Examples of the microcanonical cascade with beta-normal generator (two alternative
scenarios of the 49,5 mm daily precipitation depth disaggregation)
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6.3.2.3. Ocena jakosci syntetycznych szeregéw deszczow
z kaskady mikrokanonicznej z generatorem beta-normalnym

Klasycznie ocene jakosci syntetycznych szeregdw deszczow rozpoczeto od obli-
czenia prawdopodobienstw wystapienia w nich okreséw bezdeszczowych E(pg). Synte-
tyczne szeregi opadowe pochodzace z kaskady mikrokanonicznej z generatorem beta-
-normalnym zostaty przeanalizowane z uzyciem programu EPO. Wyniki tych analiz nie
Sa prezentowane, gdyz zgodnie z przewidywaniami pokrywaty si¢ z wynikami przed-
stawionymi na rysunku 6.17. Jest to naturalnym rezultatem pozostawienia bez zmian
w programie MIKROCAN_BETA_NORM modutu generujacego nieciagtos¢ opadow,
ktory uprzednio sprawdzit si¢ bardzo dobrze w programie MIKROCAN_BETA. Tak
wigc szeregi syntetyczne uzyskane z kaskady mikrokanonicznej z generatorem beta-
-normalnym charakteryzowaty si¢ bardzo dobrym, a wrgcz nawet idealnym w odniesie-
niu do szeregbw rzeczywistych deszczow odwzorowaniem prawdopodobienstwa wy-
stapienia okresow bezdeszczowych.

W nastepnej kolejnosci syntetyczne szeregi o rozdzielczosci czasowej 5 minut,
najciekawszej w punktu widzenia ich potencjalnego stosowania w hydrologii miejskiej,
zostaty przeanalizowane z uzyciem programu CDF, w celu dokonania oceny poprawno-
$ci zawartych w nich rozktadéw niezerowych wartosci wysokosci deszczu. Wyniki tych
analiz sa przedstawione na rysunku 6.26. Sa one zdecydowanie lepsze od wynikow
uzyskanych w przypadku wszystkich poprzednich kaskad (poréwnaj rys. 6.7, 6.12
i 6.18). Widac¢ wyraznie, ze przebieg usrednionej dystrybuanty wszystkich 100 genera-
cji doskonale nasladuje wykres dystrybuanty zbioru rzeczywistych obserwacji. Nie-
wielkie rozbieznosci pojawiaja si¢ jedynie w zakresie wartosci progowych wysokosci
warstw deszczu od okoto 0,5 do 2 mm. W przedziale tym dystrybuanta syntetyczna
zdaje sie wygtadza¢ nieco wklesty przebieg dystrybuanty obserwacyjnej. Z praktycznego
punktu widzenia stosowania syntetycznych szeregéw z kaskady mikrokanonicznej
z generatorem beta-normalnym do modelowania sieci kanalizacji deszczowej i og6lno-
sptawnej nalezy zwrdci¢ uwage na dwa bardzo istotne pozytywy zawarte w uzyskanym
obrazie dystrybuanty syntetycznej. Po pierwsze jej przebieg na catej dtugosci uktada si¢
nieco ponad dystrybuanta obserwacyjna. To 0znacza, ze czestosci przewyzszania kolej-
nych progéw wysokosci warstwy deszczu w szeregach syntetycznych z kaskady mikro-
kanonicznej z rozktadem beta-normalnym sa nieco wyzsze niz w szeregach obserwa-
cyjnych. Zatem, inzynier siegajacy po takie syntetyczne dane zbliza si¢ do parametrow
wystepujacych w naturze, pozostaje jednak po bezpiecznej stronie, gdyz w jego synte-
tycznym zbiorze prawdopodobienstwo przewyzszenia poszczegdlnych progéw wysoko-
$ci warstw deszczu jest nieco wyzsze od obserwowanego w naturze. Jedyne odstepstwo
od tego pojawia sie na poziomie najnizszego progu wartosci 0,1 mm, kiedy to dystrybu-
anta syntetyczna przybiera wartos¢ nieco nizsza od obserwowanej. Mankament ten nie
jest istotny w modelowaniu kanalizacji, gdzie zasadnicze znaczenie odgrywaja interwa-
ty opadowe o wysokich i bardzo wysokich natezeniach opadu. Druga istotna zaleta
dystrybuanty syntetycznej jest jej ,,ogon”. Wygtadza on bardzo nieregularny przebieg
dystrybuanty obserwacyjnej i co jest szczegdlnie istotne, jest wobec niej wydtuzony.
Swiadczy to o tym, ze w szeregach syntetycznych o rozdzielczosci 5 minut pojawiaja
sie wartosci wysokosci deszczu, ktdre sa wyzsze od wartosci zanotowanych w szere-
gach obserwacyjnych. Jest to bardzo pozytywnym przejawem zaprogramowanego dzia-
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fania modelu kaskadowego, ktéry miat symulowaé proces multifraktalny. Dtugi szereg
syntetyczny z takiego modelu powinien symulowa¢ szereg naturalny o podtozu multi-
fraktalnym, ktdrego cecha jest potrzeba jego wydtuzania w celu odstaniania osobliwosci
coraz wyzszego rzedu. Jest wigc naturalnym, ze w szeregu z hipotetycznego okresu
3800 lat moga pojawiaé si¢ wyzsze wartosci maksymalne opadéw niz w przypadku
szeregu jedynie z okresu 38 lat. Potwierdzenie obserwacji tej odnajdujemy takze w
obrebie samych szeregdéw syntetycznych. Na rysunku 6.26 dystrybuanta losowo wybra-
nej, pojedynczej generacji, chociaz jest zgodna z przebiegiem dystrybuanty usrednionej
sposrdd 100 generacji, to jednak konczy si¢ znacznie wczesniej. Nie osiaga ona wyso-
kich progéw wysokosci warstw deszczu, ktore to w przypadku szeregu syntetycznego z
hipotetycznego okresu 3800 lat sa osiagane, cho¢ oczywiscie czestosé ich przewyzsze-
nia jest znikoma. Generalnie, podsumowujac ocene poprawnosci odwzorowania rozkla-
déw niezerowych wartosci wysokosci opadéw w syntetycznych szeregach z kaskady
mikrokanonicznej z generatorem beta-normalnym wzgledem rozktadu w naturze, nalezy
stwierdzi¢, ze osiagnigte wyniki sa bardzo dobre (i przewyzszaja swoja jakoscia wyniki
uzyskane przez Molnara i Burlando (2005)).

Kolejnym etapem oceny jakosci syntetycznych szeregéw opadowych pozyskanych
z kaskady mikrokanonicznej z generatorem beta-normalnym byfa analiza maksymal-
nych rocznych wysokosci warstw deszczu. Wartosci te w przypadku czasdw trwania
réwnych: 5, 10, 20, 40, 80, 160, 320, 640 i 1280 minut zostaty wyznaczone z uzyciem
programu EHT dla szeregow syntetycznych z wszystkich 3800 lat. Pierwszym z ele-
mentdw oceny tak powstatych zbiorow wartosci maksymalnych byto obliczenie ich
srednich E(H+) oraz odchylen standardowych s(Hr) dla kolejnych 100 generacji. WyniKki
tej operacji sa przedstawione na rysunku 6.27, gdzie sa jak zwykle skonfrontowane
z odpowiadajacymi im parametrami dla szeregdbw obserwowanych.

Wykresy na rysunku 6.27, zwkaszcza jesli odniesie si¢ je do analogicznych wykre-
sOw na rysunkach 6.8, 6.13 i 6.19, sugeruja znaczna poprawe w zakresie odwzorowy-
wania maksymalnych rocznych wysokosci warstw deszczu w szeregach syntetycznych
z kaskady mikrokanonicznej z generatorem beta-normalnym w stosunku do trzech
weczesniejszych kaskad losowych. Istotng jakosciowo zmiana, jaka widzimy na pierw-
szym z wykreséw na rysunku 6.27, jest bardzo dobre, wrecz idealne dopasowanie war-
tosci E(Hy) dla szeregéw syntetycznych do wartosci E(H+) stwierdzonych w szeregach
obserwacyjnych w przypadku diugich czasdw trwania 640 i 1280 minut oraz bardzo
krétkich czasow trwania 5 i 10 minut. W przypadku pozostatych czaséw trwania obser-
wowane byly rozbieznosci pomiedzy wartosciami E(Hy) dla szeregéw syntetycznych
i obserwacyjnych. Nalezy zauwazy¢ jednak, ze jesli spojrzy si¢ na sasiedni wykres, to
kazdorazowo rozbieznosci te miescity si¢ w zakresie wartosci pojedynczego odchylenia
standardowego s(Hy) dla tych czaséw trwania. Co wiecej, wartosci E(Hy) w szeregach
syntetycznych w skalach czasowych od 20 do 320 minut kazdorazowo przewyzszaty
swoje odpowiedniki w szeregach obserwacyjnych. Sugeruje to, ze omawiane rozbiezno-
§ci nie powinny prowadzi¢ do niebezpiecznego niedoszacowania strumienia wéd opa-
dowych przy stosowaniu syntetycznych szeregéw opaddw z kaskady mikrokanonicznej
do modelowania sieci kanalizacyjnych, a wrecz przeciwnie, powinny dawaé pewien mar-
gines bezpieczenstwa. Potwierdzenie tego pogladu wymaga jednak dokfadniejszego prze-
analizowania zmiennosci wartosci Hy dla poszczegolnych czaséw trwania deszczow.
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W tym celu wyznaczono wartosci dodatkowych parametrow statystycznych dla zbioréw
wartosci Hy dla szeregéw syntetycznych i obserwacyjnych, takich jak: mediana, percen-
tyle 25 i 75% oraz wartosci minimalne i maksymalne. Wartosci te sa przedstawione
graficznie na rysunku 6.28.
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Rys. 6.26. Dystrybuanty wysokosci opadu stwierdzone dla szeregéw obserwacyjnych z Wrocta-
wia oraz dla szeregéw syntetycznych wygenerowanych z kaskady mikrokanonicznej
z generatorem beta-normalnym (linia ciagta oznaczono dystrybuante dla szeregéw
syntetycznych, wyznaczona jako $rednia ze 100 niezaleznych generacji)

Fig. 6.26. The cumulative distribution functions calculated for the observed time-series from
Wroctaw and for the synthetic time-series generated by the microcanonical cascade
with beta-normal generator (cumulative distribution function calculated as the average
over 100 independent generations was marked by the continuous line)
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Rys. 6.27. Srednie roczne maksima wysokosci opadu E(Hy) oraz ich odchylenia standardowe
s(Hy) dla szeregéw syntetycznych z kaskady mikrokanonicznej z generatorem beta-
normalnym i szeregébw obserwowanych (liniami potaczono punkty odpowiadajace
wartosciom E(Hy) i s(Hy) dla réznych czaséw trwania T, zaznaczono takze zakresy
odpowiadajace + odchyleniu tych wartosci w obrebie 100 niezaleznych generacji dla
szeregow syntetycznych)

Fig. 6.27. The mean annual rainfall maximum E(Hy) and its standard deviation s(H+) values for
the synthetic time-series generated by the microcanonical cascade with beta-normal
generator and the observed time-series (points of E(H+) and s(H+) values for different
time scales T were joined by lines, moreover bars of +1 S.D. ranges of these values
over 100 independent generations were marked for synthetic time-series)

Rysunek 6.28 swiadczy, w pierwszym, rzedzie o podobienstwie rozktaddw staty-
stycznych maksymalnych rocznych wysokosci opadow dla réznych czaséw trwania.
Oczywisty jest szerszy zakres przedziatdbw wyznaczonych wartosci Hr (przedziaty
maks.-min.) oraz odpowiadajacych im wartosci percentyli (przedziaty 75-25%) w sze-
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regach syntetycznych wzgledem szeregdw obserwowanych. Te pierwsze obejmowaty
bowiem hipotetycznie czas 100 razy dtuzszy od czasu rzeczywistych pomiarow. Ob-
serwacja ta jest naturalng kontynuacja wnioskow ptynacych z analizy ,,ogonéw” dystry-
buant na rysunku 6.26. Przyktadowo, maksymalna wysokos¢ warstwy 5-minutowej
deszczu stwierdzona w ciagu 38 lat obserwacji z Wroctawia wynosita 15,0 mm, pod-
czas gdy model sugeruje mozliwos¢ pojawienia sie¢ wartosci nawet 24,4 mm, chociaz
prawdopodobienstwo jej przewyzszenia zgodnie z wykresem na rysunku 6.26 jest
skrajnie niskie (P(R>r)=3-10""). Jest to takze praktyczna realizacja podstawowej prawi-
dtowosci zachodzacej w obrebie zbioréw multifraktalnych, ktéra zawarto w rozdziale 4.
Zgodnie z ta prawidtowoscia osobliwosci najwyzszego rzedu, a wiec najbardziej eks-
tremalne sa najrzadszymi, co za tym idzie, wystepuja one generalnie jedynie w niekto-
rych (bardzo licznych) zbiorach obserwacyjnych. Przez co zwigkszanie zbioru pomia-
rowego poszerza przestrzen prawdopodobienstwa, a co za tym idzie, podwyzsza prawdo-
podobienstwo napotkania na rzadko wystepujace zdarzenia, a wigc na duze osobliwosci.
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Rys. 6.28. Statystyki rocznych maksimow wysokosci opadéw Hy: mediana, percentyle 25
i 75% oraz ich wartosci minimalne i maksymalne dla obserwowanych szeregéw opa-
dowych z Wroctawia oraz szeregéw syntetycznych z kaskady mikrokanonicznej z ge-
neratorem beta-normalnym

Fig. 6.28. Statistics of annual rainfall maximum depths Hy: median, 25 and 75% percentiles and
their minimal and maximal values for the observed time-series from Wroctaw and for
the synthetic time-series generated by the microcanonical cascade with beta-normal
generator

Wydtuzenie szeregu wartosci Hy z 38 lat do hipotetycznych 3800 lat w sposéb na-
turalny implikuje takze mozliwos¢ zaobserwowania obnizonej wartosci minimalnej.
W szeregu obserwacyjnym najnizsza stwierdzona wartoscia Hy dla 5 minut byto 2,28
mm, podczas gdy w 100 razy liczniejszym szeregu syntetycznym jej odpowiednikiem
byto 1,36 mm. Generalnie, na podstawie rysunku 6.28 mozna wnosi¢, ze wyzsze warto-
éci s(Hy) dla szeregéw syntetycznych wzgledem obserwowanych na rysunku 6.27 sa
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rezultatem poszerzenia przedziatéw notowanych wartosci Hy ku wyzszym wartosciom,
a nie wynikiem odwrotnej tendencji do zanizania tychze wartosci Hy. Konkluzja ta
dowodzi prawdziwosci tezy o wystepowaniu pewnego, korzystnego z punktu widzenia
praktyki inzynierskiej, marginesu bezpieczenstwa w szeregach syntetycznych w stosun-
ku do szeregow obserwowanych, pod wzgledem zawartych w nich wartosci maksymal-
nych wysokosci deszczu.

Podobnie jak w przypadku wartosci srednich, tak tez w przypadku wartosci median
H+ dla szeregdw syntetycznych na rysunku 6.28 dostrzegalna jest ich zgodnos¢ z odpo-
wiadajacymi im medianami dla szeregdw obserwacyjnych dla czasow trwania 1280
i 640 minut oraz 10 i 5 minut. Dla czaséw od 20 dla 320 minut mediany dla szeregoéw
syntetycznych sa nieco wigksze wzgledem swoich odpowiednikéw w szeregach obser-
wowanych. Obserwowane jest tez podobne przesunigcie ku wyzszym wartosciom prze-
dziatdw oznaczajacych zakresy wartosci od 25 do 75% percentyla w zbiorach synte-
tycznych wzgledem zbiordw obserwowanych. Pomimo tego przesunigcia, przedziaty te
nasuwaja sie na siebie wzajemnie na wigkszosci swojej dtugosci dla wszystkich czasow
trwania deszczow. W wigkszosci zatem wartosci maksymalne wysokosci deszczu Hr,
w uzyskanych z kaskady mikrokanonicznej z generatorem beta-normalnym szeregach
opadowych, sa bliskimi odpowiednikami wartosci spotykanych w naturze.

Jak dotad przeprowadzone trzy niezalezne testy jakosci syntetycznych szeregdw
opadowych wygenerowanych z kaskady mikrokanonicznej z generatorem beta-
-normalnym potwierdzity ich potencjalna przydatno$¢ do rozwiazywania zagadnien
takich jak hydrodynamiczne modelowanie sieci kanalizacji deszczowej i ogolnosptaw-
nej, dobor objetosci zbiornikdw retencyjnych wod opadowych czy tez projektowanie
i symulacja systemow do rozsaczania wéd opadowych. W wygenerowanych szeregach
syntetycznych badane byty zatem kolejne takie ich charakterystyki jak: odwzorowanie
nieciagtosci deszczow, symulacja naturalnej zmiennosci chwilowych natezen deszczow
dla okresow 5-minutowych oraz wystepowanie maksymalnych wysokosci warstw desz-
czu dla réznych czasow ich trwania. W wymienionych powyzej zadaniach z zakresu
inzynierii srodowiska odpowiedz modelowanych systeméw jest wynikiem wzajemnej
superpozycji tych charakterystyk. Majac to na uwadze, postanowiono przeprowadzi¢
jeszcze jeden dodatkowy test syntetycznych szeregdéw opadowych z kaskady mikroka-
nonicznej z rozktadem beta-normalnym, polegajacy na sprawdzeniu struktury tych
szeregOw z punktu widzenia wystepujacych w nich deszczéw nawalnych, istotnych
w modelowaniu kanalizacji.

W tym celu opracowano program komputerowy EPIZODY, ktory pozwalat na
identyfikacje w obrebie zardwno posiadanych szeregéw obserwacyjnych, jak ich synte-
tycznych odpowiednikéw, wszystkich deszczéw nawalnych, ktére winno sie uwzgled-
nia¢ w procesie modelowania sieci kanalizacji deszczowych i ogdlnosptawnych, a w
szczegdlnosci w obliczeniach czestosci nadpigtrzania tych sieci. Kryteria identyfikacji
takich deszczow zostaty zaczerpnigte z Komentarza do ATV — A118 [Schmitt 2000].
Jako graniczna minimalng wartos¢ sumarycznej wysokosci takich opadéw przyjeto
10 mm, a minimalny odstgp czasu migedzy pojedynczymi opadami za réwny przynajm-
niej 4 godziny. Przy rozgraniczaniu opadéw w stosunku do okresow bezdeszczowych
przyjeto ponadto minimalna wartos¢ wysokosci warstwy opadu réwna 0,1 mm w ciagu
5 minut jako graniczna, aby przedziat ten uchodzit, ze wzgledu na czas trwania i wyso-
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kos$¢ opadu, za czes¢ zdarzenia. Analogiczne kryteria byty stosowane juz w praktyce
przez Licznara [2008a] i Licznara i in. [2008a] w celu identyfikacji deszczéw nawal-
nych do obliczen kontrolnych czestosci nadpigtrzania wybranej sieci kanalizacji desz-
czowej we Wroctawiu. Nalezy jednak pamigtac, ze kryteria te nie maja charakteru uni-
wersalnego i nie sa dopasowane do modelowania kazdej sieci kanalizacyjnej. Cho¢by
minimalny odstegp czasowy migdzy pojedynczymi zdarzeniami powinien wynikaé
z czasu oprdzniania si¢ systemu kanalizacyjnego i w bardzo duzych sieciach moze
przekracza¢ 4 godziny.

W wyniku przeprowadzonych obliczen w szeregach obserwowanych wydzielono
facznie 250 deszczow nawalnych, a w szeregach syntetycznych 25295 deszczow.
W praktyce zatem czestosci wystapienia deszczéw nawalnych w szeregach obserwowa-
nych i syntetycznych byly prawie identyczne i wynosity odpowiednio srednio 6,6 i 6,7
deszczow na rok. Dla wszystkich wydzielanych deszczdw nawalnych program EPIZODY
obliczat dodatkowo ich ogolne charakterystyki takie, jak: catkowita wysokosé¢ warstwy
Hd, czas trwania Td i $rednie natezenie Id. Podstawowe statystyki zbioréw tych obli-
czonych wartosci dla szeregéw obserwowanych i syntetycznych sa zawarte w tabeli 6.3,
a histogramy ich wartosci — przedstawione na rysunku 6.29.

Tabela 6.3
Tabela 6.3
Parametry statystyczne wartosci: catkowitych wysokosci opadu Hd, czaséw trwania Td
i $rednich natezen Id dla zbiorow deszczow nawalnych wydzielonych w szeregach
obserwowanych i syntetycznych
Statistical parameters of: total rainfall depths Hd, duration times Td
and average intensity Id values for design storms sets identified at observed and synthetic series

Szeregi obserwowane Szeregi syntetyczne
Parametry Observed series Synthetic series
Parameters Hd, Td, Id, Hd, Td, Id,
mm min, |mm-min,*| mm min, | mm-min,?
Srednia 182 439 0,077 173 288 0,102
Average
Mediana 14,8 343 0,045 14,6 245 0,067
Median
Odchylenie standardowe | g ¢ 341 0,096 8,0 204 0,107
Standard deviation
Minimum 10,0 25 0,013 10,0 10 0,010
Minimum
Maksimum
Masd 69,3 1970 0,636 92,4 1560 1,188
aximum
0,
Percentyl 25% 12,0 185 0,030 12,0 135 0,040
25% percentile
0,
Percentyl 75% 19,9 615 0,080 195 395 0,123
75% percentile
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Szeregi obserwowane — Observed series Szeregi syntetyczne — Synthetic series
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Histogramy wartosci catkowitej wysokosci opadu Hd, czaséw trwania Td i $rednich
natezen Id dla zbioréw deszczéw nawalnych wydzielonych w szeregach obserwowa-
nych i syntetycznych. Na osiach rzednych wszystkich histograméw zaznaczono warto-
sci gestosci prawdopodobienstwa

Histograms of: total rainfall depth Hd, duration times Td and average intensity Id
values for design storms sets identified at observed and synthetic series. Vertical axes
of all histograms show probability density values



Rozktady wartosci catkowitych wysokosci warstw deszczéw nawalnych wydzielo-
nych z szeregdw obserwowanych i syntetycznych opadéw maja bardzo zblizone rozkiady,
co potwierdzaja zgodnie ich statystyki zawarte w tabeli 6.3 i histogramy na rysunku 6.29.
Wsrod statystyk Hd w tabeli 6.3 widoczna rozbieznos¢ pojawia sie jedynie w przypadku
obserwowanych wartosci maksymalnych. Wsréd deszczéw nawalnych wydzielonych
z szeregow obserwowanych, maksymalna catkowita wysokos¢ opadu wynosita 69,3 mm,
podczas gdy wsrdd nawalnych deszczOw syntetycznych stwierdzono nawet deszcz o cal-
kowitej wysokosci 92,4 mm. Mozna to thumaczy¢ znacznie diuzszym czasem zawartym
w szeregach syntetycznych (w hipotetycznym ciagu 3800 lat moze wigc wystapi¢ deszcz
nawalny o wyzszej sumie catkowitej niz w ciagu jedynie 38 lat).

Poréwnanie statystyk czaséw trwania deszczéw nawalnych (tab. 6.3) wskazuje na
0g0Ina tendencje krotszego czasu ich trwania w przypadku szeregdw syntetycznych.
Swiadcza o tym nizsze o okoto 30-35% wartosci sredniej i mediany Td dla szeregow
syntetycznych. Obserwacje te uwidacznia zwtaszcza maksymalny czas trwania deszczu
dla szeregdw obserwowanych réwny az 1970 minut. Czas ten stwierdzono dla wyjat-
kowo ekstremalnego deszczu o wymienionej juz wysokosci 69,3 mm, ktory miat miej-
sce w 1997 r. Warto przypomnie¢, ze po przejsciu tak ekstremalnych opadéw nad ob-
szarem potudniowej Polski doszto do katastrofalnej powodzi na Odrze i zalania znacz-
nej czesci Wroctawia. Poza tym szczegélnym deszczem nastepny opad pod wzgledem
dtugosci czasu trwania w obrebie szeregéw obserwowanych miat juz znacznie krotszy
czas trwania rowny 1535 minut, a wiec mniejszy od maksimum stwierdzonego dla sze-
regéw syntetycznych. Analizujac czasy trwania deszczdw nawalnych, warto takze za-
uwazy¢, ze pomimo wymienionych roznic histogramy ich wartosci na rysunku 6.29
wykazuja w zasadzie duze podobienstwo co do swojego ksztattu. Wida¢ wyraznie, ze
wérod deszczow nawalnych naturalnych, jak i syntetycznych dominuja opady o czasach
trwania od 100 do 300 minut.

Petne wyjasnienie zwykle dtuzszego czasu trwania obserwowanych deszczdw na-
walnych wzgledem syntetycznych deszczow nawalnych jest trudne. Analizujac przebie-
gi tych pierwszych, mozna zauwazy¢ czgsta tendencje do ich wydtuzania przez diugie
okresy w zasadzie bezdeszczowe, po ktérych wystepuja nieliczne interwaty czasowe
z wysokosciami deszczu nieznacznie przekraczajacymi graniczna wysokos$¢ warstwy
0,1 mm. Zjawisko to moze by¢ czesciowo wyjasnione przez nieco wyzsze wartosci
prawdopodobienstwa przewyzszenia pierwszego progu 0,1 mm dla szeregéw obserwo-
wanych wzgledem syntetycznych, na co wskazuja dystrybuanty na rysunku 6.26. Jed-
noczesnie z punktu widzenia modelowania sieci kanalizacji deszczowych i ogélno-
sptawnych wspomniane okresy o niskich, bliskich zeru przyrostach wysokosci opadu
nie maja zwykle istotnego znaczenia w przebiegu symulacji hydrodynamicznych.

Bezposrednim skutkiem zwykle krétszego czasu trwania syntetycznych deszczow
nawalnych wzgledem obserwowanych deszczow nawalnych sa wigksze wartosci sred-
nich natgzen tych pierwszych. Wskazuja na to, tym razem wyzsze o okoto 30-35%
wartosci $redniej i mediany Id dla szeregdw syntetycznych, jak i podobnie wyzsze war-
tosci ich percentyli. Te zwykle wyzsze wartosci srednich natezen deszczOw moga mieé
korzystny wptyw na bezpieczenstwo prowadzonych analiz sieci kanalizacyjnych z wy-
korzystaniem danych syntetycznych. Jednoczesnie poréwnujac histogramy wartosci Id
dla deszczéw nawalnych obserwowanych i syntetycznych, mozna zauwazy¢ ogolne
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podobienstwo ich ksztattdw. Warto tez zauwazy¢ w danych w tabeli 6.3 naturalnie
szerszy zakres spotykanych nat¢zen Id w znacznie liczniejszej grupie nawalnych desz-
czéw syntetycznych (od 0,010 do 1,188 mm-min™) w stosunku do zakresu natgzen Id
wérod zaledwie 250 deszcz6w obserwowanych (od 0,013 do 0,636 mm-min™).

Podsumowujac przeprowadzong analize struktury syntetycznych szeregéw opado-
wych z punktu widzenia wystepujacych w nich deszczéw nawalnych, nalezy stwierdzi¢
jej ogdlnie pozytywny wynik. Mozna powiedzie¢, ze w syntetycznych szeregach opa-
dowych wygenerowanych z kaskady mikrokanonicznej z generatorem beta-normalnym
czestos¢ wystepowania deszczéw nawalnych odpowiada szeregom obserwacyjnym,
a ogdlne charakterystyki tych istotnych z punktu widzenia modelowania sieci kanaliza-
cyjnych deszczéw sa zblizone do ich odpowiednikow dla deszczéw naturalnych. Kwin-
tesencja tych ostatnich obserwacji moze by¢ tez w jakiejs mierze og6lne spojrzenie na
ksztalt histogramOéw na rysunku 6.29. Histogramy w prawej kolumnie, opracowane dla
szeregdw syntetycznych, wygladaja jakby stanowity wygtadzona i wyidealizowana
wersje rozkladow dla szeregéw obserwacyjnych. Histogramy wartosci Hd i Id maja
ksztatt zblizony do rozktadu wyktadniczego, a histogram dla wartosci Td — do rozkiadu
log-normalnego.



7. PODSUMOWANIE | WNIOSKI KONCOWE

Przeprowadzone w pracy analizy cech multifraktalnych pluwiograficznych szere-
gow czasowych z Obserwatorium Agro- i Hydrometeorologii Uniwersytetu Przyrod-
nicznego Wroctaw-Swojec pozwolity na opracowanie oryginalnego warsztatu przetwa-
rzania i opracowania danych opadowych na potrzeby inzynierskie. Opracowane narze-
dzia numeryczne tworza 5 bibliotek programéw komputerowych, w skiad ktérych
wchodzi 18 aplikacji (tab. 7.1) pozwalajacych na: wstepne przygotowanie danych po-
miarowych, badanie cech fraktalnych i multifraktalnych w obrebie szeregébw opado-
wych, estymacje parametrow multiplikatywnych kaskad losowych, generowanie z wy-
korzystaniem kaskad syntetycznych szeregéw opadowych oraz na koniec ocene jakosci
tychze syntetycznych szeregéw w odniesieniu do szeregdw obserwowanych.

Wykazanie multifraktalnego charakteru szeregébw czasowych natezen deszczéw
z uzyciem kilku niezaleznych metod analitycznych umozliwito opracowanie modeli
kaskadowych do opisu stochastycznego procesu opadowego. W Polsce dotad nie po-
dejmowano préb zastosowania analizy fraktalnej i multifraktalnej do analizy szeregow
opadowych, a zwhaszcza w skalach czasowych odpowiadajacym potrzebom wspéicze-
snej inzynierii srodowiska. Uzyskane wyniki maja wartos¢ poznawcza i aplikacyjna.
Przeprowadzone studia literaturowe wykazaty, ze badania nad multifraktalnym charak-
terem szeregébw opadowych o wysokiej rozdzielczosci czasowej sa przedmiotem nie-
licznych doniesien naukowych. Bariera przy prowadzeniu badan w tym zakresie jest
brak dostepu do wieloletnich szeregéw opadowych z co najmniej 5-minutowym kro-
kiem czasowym prébkowania. Badania przeprowadzono na unikalnym zbiorze danych
z 38-letnich obserwacji pluwiograficznych. Konwersji zapisow pluwiograficznych do
formatu cyfrowego dokonano z wykorzystaniem wiasnej metodyki pozwalajacej wy-
eliminowa¢ subiektywne odczyty przez operatora digitizera. Pomimo zautomatyzowa-
nia konwersji danych pluwiograficznych przenoszenie 38-letnich zapiséw pluwiogra-
ficznych z formy papierowej do formy cyfrowej z odczytem 5-minutowych natezen
opaddw deszczu zajeto az 5 lat prac kameralnych. Dzigki temu naktadowi pracy powstat
unikalny nie tylko w skali kraju zbiér danych opadowych.
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Tabela 7.1

Biblioteki oprogramowania i wchodzace w ich sktad autorskie programy komputerowe
do kompleksowego przetwarzania i modelowania danych opadowych na potrzeby inzynierskie

Lp. Biblioteka| Nazwa Cel i zakres stosowania programu
programu
115¢6 OPAD Konwersja zapiséw pluwiograficznych do formatu cyfrowego, przeskalowanie
‘é g § odczytéw ze srodowiska graficznego MicroStation
—— (&)
2 £ g = 5 MINUT Utworzenie regularnych 5-minutowych szeregdw wysokosci warstw
S oc | - i natezen deszczéw z przekonwertowanych do formatu cyfrowego pluwiograméw
3 SPEC- |Analiza widmowa szeregéw czasowych natezen deszczow
TRUM  |(szczegOty patrz rozdziat 5.1)
— < o
4 gL BOX Implementacja metody funkcyjnego zliczania pudetek
b (szczegoty patrz rozdziat 5.2)
% = Implementacja metody rozktadu prawdopodobienstwa/wielokrotnego skalowa-
5|1 && PDMS | . .
g = nia (szczegoty patrz rozdziat 5.3)
6 E g TRACE |Implementacja metody momentu sladu (szczegoty patrz rozdziat 5.4)
Implementacja metody podwojnego momentu sladu, estymacja uniwersalnych
7 DTM . - . .
parametrow multifraktalnych (szczeg6ty patrz rozdziat 5.5)
@ Estymacja parametréw modelu kanonicznego
8 § g MOMENTY (szczegobty patrz rozdziat 6.2.1.1)
— =
9 § cx‘@ LSF Estymacja parametréw modelu kanonicznego z wymuszeniem wielkoskalowym
T3 (szczegoty patrz rozdziat 6.2.2.1)
—1 E£9 - -
10| 2 = BDC Wyznaczanie wspotczynnikéw rozpadu
i (szczegoty patrz rozdziat 6.3.1.1)
1 CANNO- |Generowanie syntetycznych szeregéw opadowych z modelu kaskady kanonicz-
é NICAL (nej (szczegGty patrz rozdziat 6.2.1.2)
56 Generowanie syntetycznych szeregdw opadowych z modelu kaskady kanonicz-
12 o ? CANLSF ! . . . .
% g nej z wymuszeniem wielkoskalowym (szczegdty patrz rozdziat 6.2.2.2)
S8 | MIKRO- . . ; i
13| 268 CAN Generowanie sgntetycznyct]*szeregow 0c|j:)a_d(l)wych z modelu mikrokanonicznego
£ ‘§, BETA |2 generatorem beta (szczegbty patrz rozdziat 6.3.1.2)
2L [ MKrO-
14 % > CAN_  |Generowanie syntetycznych szeregow opadowych z modelu mikrokanonicznego
0} BETA_ |z generatorem beta-normalnym (szczegdty patrz rozdziat 6.3.2.2)
NORM
b Obliczanie prawdopodobienstwa wystapienia przedziatu czasu bez opadu
15| g EPO w szeregach opadowych obserwowanych i syntetycznych (szczeg6ty patrz
2 rozdziat 6.2.1.3)
— [&]
2 5 Obliczanie dystrybuant 5-minutowych wysokosci warstw opaddw dla szeregéw
16 § ; CDF opadowych obserwowanych i syntetycznych
T8 (szczegOty patrz rozdziat 6.2.1.3)
— c @©
> e Woyznaczanie rocznych maksymalnych wysokosci warstw deszczu Hr dla roz-
17| B % EHT nych czaséw trwania T w szeregach opadowych obserwowanych
% > i syntetycznych (szczeg6ty patrz rozdziat 6.2.1.3)
g Identyfikacja w szeregach obserwacyjnych i syntetycznych deszczéw nawal-
18| g EPIZODY |nych, ktére winno sie uwzglednia¢ w procesie modelowania sieci kanalizacji
o deszczowych i og6Inosptawnych (szczeg6ty patrz rozdziat 6.3.2.3)
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Table 7.1

Software libraries and contained by them author’s computer programs for complex processing
and modelling of the precipitation data for engineering needs

No.| Library Program Aim and the use area
name
1 E , OPAD Pluviograph records conversion into the digital format, rescaling of readings
E g_ 2 from MicroStation graphical environment
— 7]
= g § Regular 5-minute time-series of rainfall depths and intensities creation from
2| 2o 5 _MINUT R . .
o - pluviograph records converted into the digital format
SPEC- . . : s . .
3 = TRUM Spectral analysis of rainfall intensity time-series (for details see chapter 5.1)
(8]
e (]
4 '*; BOX Functional box-counting method implementation (for details see chapter 5.2)
5 = g PDMS Probability distribution/multiple scaling method implementation
-:% 2 (for details see chapter 5.3)
6| ® TRACE |Trace moment method implementation (for details see chapter 5.4)
— |5}
E Double trace moment method implementation, universal multifractal parameters
7 DTM A .
estimation (for details see chapter 5.5)
w @ < |[MOMENTY|Canonical model parameters estimation (for details see chapter 6.2.1.1)
1 © @ 9
9 “g ‘:TE.: = LSF Canonical model with large scale forcing parameters estimation
g g g (for details see chapter 6.2.2.1)
— 172}
10 =@ BDC  |Breakdown coefficients calculation (for details see chapter 6.3.1.1)
1 CANNON- |Synthetic rainfall time-series generation from canonical cascade model
] ICAL  |(for details see chapter 6.2.1.2)
g Synthetic rainfall time-series generation from canonical cascade model with
12 & CANLSF . .
e large scale forcing (for details see chapter 6.2.2.2)
T 28 [ mikro-
8 B Synthetic rainfall time-series generation from microcanonical cascade model
13 c @ CAN . .
'z S ~ |with beta generator (for details see chapter 6.3.1.2)
) BETA
3 MIKRO-
14 ‘; CAN_  [Synthetic rainfall time-series generation from microcanonical cascade model
« BETA_ |with beta-normal generator (for details see chapter 6.3.2.2)
NORM
] Probability of zero rainfall time intervals occurrence at observed and synthetic
5| .2 EPO i ) ! .
g time-series calculation (for details see chapter 6.2.1.3)
2 S Calculation of a 5-minute rainfall depths distributions for observed and synthetic
16| £ € CDF X . .
Z 3 time-series (for details see chapter 6.2.1.3)
17 “E g EHT Annual maximal rainfall depths Hr estimation for different time durations T
f g‘ at observed and synthetic time-series (for details see chapter 6.2.1.3)
| — ©
T 3 Design storms, that should be considered by the process of stromwater and
18 ‘; EPIZODY |combined sewage systems modelling, identification at observed and synthetic
wn

time-series (for details see chapter 6.3.2.3)
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Przeprowadzone badania pozwolity nie tylko na identyfikacje fraktalnego charak-
teru sekwencji wystepowania kolejnych deszczéw w czasie oraz multifraktalnego cha-
rakteru zmiennosci ich natezen chwilowych, lecz takze na okreslenie zakresu wystgpu-
jacego w nich skalowania i ocene jakosci danych opadowych. Zaobserwowano istotne
ograniczenia pluwiografdw w zakresie rejestracji opadéw o bardzo niskich i bardzo
wysokich natgzeniach oraz niekorzystny mechanizm wprowadzania charakterystycz-
nych, zaleznych od natezenia opaddéw, sztucznych skal do zbioru danych, w procesie
odczytu pluwiograméw.

W pracy przedstawiono podstawy teorii fraktali i multifraktali oraz modeli kaska-
dowych, jak rowniez metody analityczne stosowane w badaniach fraktalnych i multi-
fraktalnych: analize widmowa, metode funkcyjnego zliczania pudetek, metode rozktadu
prawdopodobienstwa/wielokrotnego skalowania, metode momentu $ladu oraz metode
podwdjnego momentu $ladu. Podano podstawy teoretyczne tych metod, zakres i cel ich
stosowania, a takze praktyczne przykiady ich uzycia z wykorzystaniem wtasnych nume-
rycznych danych opadowych. Celem tej czesci pracy byla che¢ popularyzacji w kraju
fraktali i multifraktali, nie tylko jako narzedzi abstrakcyjnych analiz geometrycznych,
ale jako wspotczesnych narzedzi analizy szeregdw czasowych. Publikacja stanowi po-
czatek ksztattowania si¢ polskiego nazewnictwa w wielu zakresach tej mtodej gatezi
wiedzy.

Opracowany warsztat przetwarzania danych opadowych z wykorzystaniem fraktali
i multifraktali do analizy szeregow opadowych pozwolit na wykazanie, czy mozliwym
jest zastosowanie losowych kaskad multiplikatywnych do modelowania szeregdw opa-
dowych, w tym do generowania syntetycznych szeregéw opadowych o wysokiej roz-
dzielczosci czasowej, w zadowalajacy sposdb odwzorowujacych opady naturalne. Prze-
testowano mozliwosci stosowania do rozdzialu dobowych sum opaddéw na szeregi
0 krétszym kroku czasowym, dochodzacym do przedziatu 5-minutowego, réznego typu
modeli multiplikatywnych kaskad losowych. Przeprowadzono badania nad modelem
kanonicznym z estymacja parametrow kaskady z wykorzystaniem funkcji MKP, mode-
lem kaskady kanonicznej z wymuszeniem wielkoskalowym, modelem kaskady mikro-
kanonicznej z klasycznym generatorem beta i z nowatorskim rozkladem beta-
-normalnym. W pismiennictwie mozna znalez¢ nieliczne publikacje dotyczace uzycia
modeli kaskadowych do modelowania szeregdw opadowych, a doniesienia naukowe
0 analizach ze skalami czasowymi minutowego rzedu naleza do rzadkosci.

Zainteresowanie zastosowaniem modeli kaskad losowych, jako narzedzia dla gene-
rowania syntetycznych danych opadowych na potrzeby hydrologii miejskiej jest obser-
wowane w ostatnim dziesigcioleciu. Kompleksowe badania poréwnawcze rdznych
modeli przeprowadzone na zbiorze danych z Wroctawia sa wyrazem dostosowania
poziomu krajowego warsztatu modelowania i symulacji deszczdw do najnowoczesniej-
szych aktualnie trenddw europejskich i $wiatowych.

W ramach badan, opisywanych w rozdziale 6, przeprowadzono wielokrotne ekspe-
rymenty numeryczne, polegajace kazdorazowo na 100-krotnym generowaniu synte-
tycznych szeregéw opadowych w sekwencji krokow czasowych: 640, 320, 160, 80, 40,
20, 10 i 5 minut dla 38-letniego okresu obserwacji z uzyciem czterech ré6znych modeli
kaskad losowych. Na podstawie kompleksowej oceny statystycznej tak otrzymywanych
bogatych zbioréw syntetycznych (przyktadowo otrzymywane kazdorazowo szeregi
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0 najwyzszej rozdzielczosci czasowej 5 minut sktadaty si¢ kazdorazowo z 176435200
wartosci) i przyrdwnaniu ich wynikéw do analogicznych statystyk dla obserwowanych
szeregdw w naturze wykazano wyzszo$¢ modeli typu mikrokanonicznego wzgledem
modeli kanonicznych.

Wskazanie kaskad mikrokanonicznych jako modeli zdecydowanie lepiej sprawdza-
jacych sie w zakresie generowania syntetycznych szeregdéw czasowych deszczédw
wzgledem modeli typu kanonicznego znajduje logiczne uzasadnienie. W kaskadach
mikrokanonicznych zaklada si¢ zachowanie catkowitej dobowej sumy opadu w trakcie
jej rozdziatu na poszczegdlnych poziomach kaskad. W rezultacie, w kolejno uzyskiwa-
nych szeregach czasowych, o coraz mniejszym kroku czasowym, sumaryczna wysokosé¢
opadu si¢ nie zmienia. Jest to catkowicie naturalnym zjawiskiem, spojnym z rzeczywi-
stymi obserwacjami deszczOw, w czasie ktorych prowadzenia, standardowo, przez dzie-
sigciolecia, zapisy pluwiografow w cyklu dobowym byty kontrolowane przez poréwna-
nie z sumami opadéw z pobliskich deszczomierzy Hellmana. W przeciwienstwie do
tego kaskady kanoniczne ze swoim znacznie fagodniejszym warunkiem E[W] = 1, za-
ktadaja mozliwos¢ wystepowania fluktuacji pierwotnej ,masy opadu” w trakcie jej
rozdziatu na kolejnych poziomach kaskad. Godzenie si¢ na wystepowanie tego typu
fluktuacji, jak zostalo dowiedzione przez Gupte i Waymire’a [1993] oraz Over’a
[1995], jest uzasadnionym w przypadku modelowania w czasie i przestrzeni wynikow
pomiaréw radarowych p6l opadowych, gdzie nie dysponuje si¢ bezposrednimi pomia-
rami natezenia badz wysokosci opadéw, lecz jedynie ich estymacjami na podstawie
pierwotnie pomierzonej odbiciowosci radarowej (Z). Kaskady kanoniczne sa zdolne,
dzigki wspomnianym dozwolonym fluktuacjom do generowania syntetycznych pdl
0 charakterze twardych multifraktali, to znaczy pol, w obrebie ktérych spotykane sa
dzikie osobliwosci. Wykazano, ze deszcze obserwowane we Wroctawiu sa migkkimi
multifraktalami, co uzasadnia wyzszo$¢ modeli mikrokanonicznych wzgledem modeli
kanonicznych.

Przeprowadzone badania nad implementacja réznego typu kaskad losowych dla
generowania syntetycznych szeregéw opadowych w warunkach Wroctawia nie miaty
tylko odtwdrczego charakteru. Poglebiona analiza wspétczynnikéw rozpadu dla catego
szeregu skal czasowych pozwolita na zaproponowanie catkowicie nowatorskiej struktu-
ry generatora, stuzacego odwzorowaniu zmiennosci natezenia deszczOw w obrebie
zdarzen opadowych. W pierwszej kolejnosci wykazano potrzebe generowania dla skal
czasu mniejszych badz rdwnych 32 (czasy rozpadu: 320/160 minut) pewnego procentu
wag rozdziatéw réwnych doktadnie 0,5. Procent ten opisywany parametrem pos wyka-
zuje silng tendencje wzrostu wartosci wraz ze spadkiem skali czasu. Potrzeba wprowa-
dzenia mechanizmu generowania wag rozdziatow réwnych dokfadnie 0,5 w kaskadzie,
jak dotad, umykata catkowicie uwadze badaczy, chociaz znajduje ona wyttumaczenie
w jakosci danych pluwiograficznych, a konkretnie we wspomnianych istotnych ograni-
czeniach co do precyzji rejestracji szybkozmiennych natezen chwilowych deszczéw za
pomoca pluwiograféw. Odstania to, po raz kolejny, zdiagnozowane na etapie badan
multifraktalnych niedoskonatosci przyrzadu, ktory przez lata byt standardowo wykorzy-
stywany w celu rejestracji natezen opadow.

Chcac modelowac¢ sieci kanalizacji deszczowej i ogolnosptawnej, jestesmy nadal
skazani bazowa¢ na wieloletnich szeregach rejestracji pluwiograficznych. Trzeba mie¢
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przy tym $wiadomos¢, ze przy wykorzystywaniu takich szeregdw o rozdzielczosci cza-
sowej réwnej 5 minut znaczacy procent wystepujacych w nich wysokosci warstw desz-
czOw jest znieksztatcony w wyniku wyraznego scatkowania w czasie silnie zmiennego
multifraktalnego procesu opadowego przez pluwiograf. W przysztosci, gdy dostgpne
beda dluzsze szeregi opadowe z doskonalszych przyrzadéw pomiarowych, blizsze od-
wzorowaniu rzeczywistej zmiennosci opaddéw naturalnych, struktura kaskady w tym
zakresie bedzie zapewne wymagata dalszego udoskonalenia. By¢ moze na podstawie
lepszych baz danych opadowych, dostosowanych na potrzeby hydrologii miejskiej, uda
si¢ w przysztosci wyeliminowac catkowicie w generatorze kaskady mikrokanonicznej
koniecznos¢ wystepowania ,,sztucznego” modutu wag rozdziatow réwnych dokfadnie
0,5. Niestety, na podstawie posiadanych aktualnie utomnych szeregow opadowych,
z klasycznych deszczomierzy trudno jest przeprowadzi¢ takie korekty, a tym bardziej
zweryfikowac¢ ich trafnosc.

Zastosowanie w kaskadzie mikrokanonicznej tacznego rozktadu beta-normalnego
jest oryginalnym osiagnieciem autora pracy. W dotychczasowych generatorach nieze-
rowe wagi rozdziatdw w kaskadach mikrokanonicznych przyjmowano zgodnie z jedno-
stajnym rozktadem dla catego zakresu skal czasu [Olsson 1998] badz zaktadano, ze
rozktady te zmieniaja sie wraz ze zmiang skal czasowych kaskady, niemniej do ich
opisu konsekwentnie uzywano tylko jednego typu teoretycznego rozktadu prawdopodo-
bienstwa (zwykle rozkladu beta), zmieniajac tylko jego parametry na poszczegdlnych
poziomach kaskady [Menabde i Sivapalan, 2000; Molnar i Bulando, 2005]. W pracy
wykazano wystepowanie wyraznej ewolucji rozktadéw wag rozdziatéw od rozktadow
typu beta dla duzych skal czasowych (wigkszych od 32), poprzez rozkiady taczone
0 zblizonej proporcji pomigdzy rozktadami: beta i normalnym, dla $redniej wielkosci
skal czasowych (w zakresie od 2 do 4), a skonczywszy na rozktadzie taczonym o zde-
cydowanej juz przewadze rozktadu normalnego w najmniejszej skali czasowej. Znajdu-
je to uzasadnienie, jesli doktadnie przeanalizuje sie strukture posiadanych szeregow
opadowych. Deszcze tacznie w analizowanych szeregach opadowych trwaja jedynie
niespetna 10% czasu w ciagu roku, ale jak wykazano na etapie analiz wstepnych, pod-
stawa ich wystapienia ma charakter fraktalny. Co za tym idzie, deszcze te wypetniaja
przestrzen szeregu, chociaz w sposéb daleki od jakiejkolwiek regularnosci w rozumie-
niu klasycznej geometrii. Poruszajac si¢ po takim szeregu i obliczajac wagi rozdziatow
dla duzych skal czasowych, odpowiadajacym czasom dtuzszym od czasu trwania poje-
dynczego deszczu, nagminng Sytuacja musi by¢ uzyskiwanie par wag rozdziatu
w(j)/w(j+1), sposrdd ktdrych jedna jest rowna badz tez bliska 1, a druga zgodnie z zasada
kaskady mikrokanonicznej rowna badz tez bliska 0. Rozktady wartosci wag rozdziatu
w duzych skalach czasowych musza zatem przybiera¢ charakterystyczny ksztatt litery U,
jak na 3 ostatnich histogramach przedstawionych na rysunku 6.21, o przebiegu zblizo-
nym do teoretycznego rozktadu beta o parametrze a’<1. Mechanizm ten ulega znacz-
nym zmianom wraz ze spadkiem skali czasu i wejsciem w strefe czasow mniejszych
badZ réwnych czasowi trwania pojedynczych deszczow. Wowczas czesta relacja po-
migdzy obliczanymi parami wag rozdziatu w(j)/w(j+1) powinna by¢ ich przyblizona
rownosé: w(j) = w(j+1) = 0,5. Tendencja ta jest wyraznie widoczna w wynikach, nawet
po odrzuceniu wszystkich, dyskutowanych juz przypadkdw, kiedy to w(j) = w(j+1) = 0,500,
jako wynurzajacy sie rozktad normalny z pierwotnego ksztattu litery U. Mozna z duza
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doza prawdopodobienstwa przypuszczaé, ze gdyby dysponowaé szeregami o lepszej
rozdzielczosci i na ich bazie mdc przeanalizowa¢ rozktady wag rozdziatéw dla jeszcze
mniejszych skal czasu, bliskich juz skali homogenicznosci, to rozkiad taczny zakonczy-
by swoja ewolucje, redukujac sie do ,,czystego” rozktadu normalnego. Bytoby to spdj-
ne z generalna koncepcja kaskad mikrokanonicznych ograniczonych, sformutowana
przez Menabde’go i Sivapalana [2000], ktdra zakfada, ze multiplikatywne wagi zaleza
w sposob jawny od poziomu kaskady i daza do jednosci (rozumianej jako w(j) = w(j+1)
= 0,500) wraz z postepem kaskady. Analizujac histogramy na rysunku 6.21, zauwazono,
ze wyrazna ewolucja rozktadu tacznego z ,,czystego” rozktadu beta do rozktadu nor-
malnego rozpoczyna sie od czasu okoto 80 minut. Czas ten jest zgodny z charaktery-
stycznym czasem granicznym, obserwowanym we wszystkich analizach multifraktal-
nych przeprowadzonych w rozdziale 5. Wskazuje to na potrzebe prowadzenia w przy-
sztosci podobnych badan, z uzyciem wypracowanego w niniejszej pracy warsztatu ana-
litycznego, dla szeregdéw opadowych pochodzacych z innych krajowych stacji meteoro-
logicznych, w celu potwierdzenia wystepowania odkrytej zaleznosci oraz lepszego
zrozumienia jej natury. Niestety, autor nie posiada aktualnie dostgpu do wieloletnich
szeregow opadowych z innych stacji krajowych, co uniemozliwia przeprowadzenie
wspomnianych badan weryfikacyjnych.

Zaproponowana po raz pierwszy w niniejszej pracy kaskada mikrokanoniczna
z generatorem beta-normalnym winna by¢ klasyfikowana jako kaskada ograniczona.
Przemawia za tym silne uzaleznienie wigkszosci parametrow jej generatorow (niecia-
gtosci i zmiennosci opaddéw) od wartosci skal czasowych (rys. 6.14, 6.22, 6.23
i 6.24), a takze jawna zaleznos¢ multiplikatywnych wag kaskady od poziomu kaskady.
Réwniez ten aspekt znajduje logiczne wyttumaczenie w rezultatach wstepnych badan
multifraktalnych. Kaskady ograniczone zostaty opracowane z mysla o modelowaniu pol
geofizycznych, dla ktérych widmo energii skaluje sie wedtug zaleznosci 4.8 z wyktad-
nikiem spektralnym B>1. Jesli powrdci si¢ do rysunkéw 5.2 i 5.3, przedstawiajacych
przyktadowe wykresy widm mocy dla 5-minutowych szeregdw rejestracji deszczow
z 1964 r. i 1997 r., to mozna w ich przebiegu wyraznie wydzieli¢ poczatkowe obszary
o wyktadniku spektralnym B>1, zakonczone wystapieniem charakterystycznych przer-
wan widma dla wartosci czestotliwosci odpowiadajacych czasom okoto 85-110 minut,
po ktorych to dopiero wartos¢ B spada ponizej 1. Warto zauwazy¢, ze w zakresie ni-
skich skal czasowych kaskady, odpowiadajacym czasom ponizej wspomnianych 85—
110 minut, parametry generatora kaskady ulegaja szczeg6lnie widocznym zmianom.
Wiasnie dla skal czasowych mniejszych od 16 (80/160 min) bardzo szybko przyrasta
udziat wspdtczynnikdéw rozpadu réwnych doktadnie 0,5 (pgs), a udziat rozktadu normal-
nego staje sie¢ coraz bardziej widoczny w rozkladzie tacznym beta-normalnym (szybki
spadek parametru pgy). THumaczy to i uzasadnia potrzebe uzycia kaskady typu ograni-
czonego do modelowania szeregéw opadowych z Wroctawia.

W catoksztatcie interpretacji wynikow stosowania modeli kaskad losowych przy-
datnymi okazaly si¢ wyniki kompleksowych badan multifraktalnych szeregéw obser-
wacyjnych. Mozna na tej podstawie wnosi¢, ze wstepne badania multifraktalne powinny
by¢ nierozerwalnym elementem konstruowania generatorow syntetycznych szeregow
opadowych. Rezultaty badan multifraktalnych moga nie tylko stuzy¢ odpowiedzi na
pytanie, czy lokalne szeregi opadowe maja charakter multifraktalny, a wiec czy istnieje
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mozliwos¢ wykorzystania kaskad losowych w ich modelowaniu, czy tez ocenie jakosci
samych zbioréw danych obserwacyjnych, lecz takze stanowi¢ wskazOwke na drodze
wyboru wihasciwego typu modelu kaskady i stuzy¢ lepszemu zrozumieniu struktury
stosowanego w niej generatora wag rozdziatow.

Wykazano, ze zaproponowana nowatorska kaskada mikrokanoniczna z generato-
rem beta-normalnym zapewnia otrzymywanie syntetycznych szeregéw opadowych
najlepiej nasladujacych szeregi obserwowane. W tym celu przeprowadzono, stosowane
standardowo réwniez przez innych badaczy w odniesieniu do modeli fenomenologicz-
nych, poréwnawcze analizy statystyczne szeregdw syntetycznych i obserwowanych.
W ich ramach rozpatrywano: prawdopodobienistwo wystapienia okreséw bezdeszczo-
wych, rozktad prawdopodobienstwa niezerowych wysokosci warstw deszczu i ksztal-
towanie si¢ wartosci maksymalnych dla réznych skal czasowych. W pracy zapropono-
wano dodatkowe rozszerzenie metodyki testowania jakosci syntetycznych szeregdw
opadowych o element weryfikacji ich struktury, z punktu widzenia wystepowania
w nich deszczéw nawalnych, istotnych dla modelowania sieci kanalizacyjnych. Ten
dodatkowy element warsztatu testowego zastosowany w odniesieniu do szeregow synte-
tycznych z kaskady mikrokanonicznej z rozktadem beta-normalnym potwierdzit wysoki
potencjat zastosowania ich w modelowaniu hydrodynamicznym dziatania sieci kanali-
zacyjnych, a w szczeg6lnosci w zagadnieniach takich jak obliczenia czestosci nadpie-
trzania w kanatach czy tez wymiarowanie kanalizacyjnych zbiornikow retencyjnych. Do
takich wnioskéw sktania zgodnos¢ czgstosci wystgpowania deszczdw nawalnych
w szeregach syntetycznych i obserwacyjnych oraz zblizone rozktady wartosci ich ogol-
nych charakterystyk (czaséw trwania i catkowitych wysokosci).

Majac na uwadze metodyczny charakter niniejszej pracy, jako podsumowanie catej
sekwencji wynikoéw z kolejnych etapéw badan, zaproponowano sformutowanie kom-
pleksowej metodyki generowania syntetycznych szeregéw opadowych na potrzeby
modelowania sieci kanalizacji deszczowej i ogélnosptawnej. Metodyka ta jest przed-
stawiona schematycznie na diagramie na rysunku 7.1. Z oczywistych wzgleddw opiera
sie ona na zastosowaniu kaskady mikrokanonicznej z generatorem beta-normalnym. Jej
stosowanie wymaga na wstepie dostepu do zasobu danych opadowych o wysokiej roz-
dzielczosci w postaci zapisow pluwiograficznych badZ wynikéw pomiarow z deszczo-
mierzy elektronicznych. Dane te sa konieczne do weryfikacji multifraktalnego charakte-
ru lokalnych szeregéw opadowych, okreslenia zakresu skalowania (weryfikacja wyste-
powania skalowania, co najmniej w zakresie skal odpowiadajacym czasom od 24 godz.
do 5 min) oraz do obliczenia wspotczynnikéw rozpadu i zwiazanego z tym oszacowania
wszystkich niezbednych parametrdw generatoréw kaskady. W celu wdrozenia metodyki
zbidér wejsciowych danych opadowych o wysokiej rozdzielczosci nie musi by¢ ciagtym
wieloletnim szeregiem obserwacyjnym. Moze to byc¢ jedynie kilkuletni szereg obserwa-
cyjny, co wigcej, wystepowanie w nim luk rejestracyjnych nie przekresla mozliwosci
jego uzycia dla estymacji parametréw kaskady mikrokanonicznej. W praktyce dane
takie moga zosta¢ nawet zgromadzone w ramach krétkoterminowej kampanii pomiaro-
wej zrealizowanej specjalnie na obszarze zlewni kanalizacyjnej przewidywanej do mo-
delowania (zwykle kampania taka jest i tak niezbedna w celach kalibracji modelu) badz
tez pozyskane z pobliskiej stacji meteorologicznej. Potrzeba ich posiadania moze zosta¢
catkowicie wyeliminowana przez przyjecie a priori gotowego zestawu wartosci para-
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metréw kaskady, np. wyznaczonych uprzednio dla pobliskiej stacji meteorologicznej.
Drugim niezbednym na wejsciu opracowanej metodyki zrédtem danych opadowych sa
dane opadowe 0 niskiej rozdzielczosci czasowej, takie jak sumy dobowe opadéw. Dane
te moga by¢ pozyskiwane z gestej sieci posterunkdw opadowych bezptatnie (np. odczy-
tane z archiwalnych rocznikéw opadowych IMGW) lub tez zakupione za niewielka
opfata. Zbidr tych danych powinien obejmowa¢ znacznie duzszy czas, dostosowany do
pozniejszego wykorzystania pochodnych syntetycznych szeregdéw opadowych do mode-
lowania hydrodynamicznego. W pewnych specyficznych przypadkach na wejsciu mo-
delu kaskadowego w miejsce dobowych sum opadéw moga by¢ prezentowane zastep-
czo wysokosci warstw deszczu o zadanym czasie trwania odpowiadajacym poziomowi
kaskady (np. 1280, 640, 320, 160 min itd.) i okreslonym prawdopodobienstwie prze-
wyzszenia, uprzednio wyznaczone np. z adekwatnych dla badanej lokalizacji zaleznosci
typu DDF lub IDF. Wowczas rezultatem generowania nie sa ciagte szeregi opadowe,
ale jedynie syntetyczne hietogramy opadow o zadanym czasie trwania i prawdopodob-
nej wydajnosci. Koncowym etapem opracowanej metodyki generowania syntetycznych
szeregdw opadowych jest ocena ich jakosci. Po pozytywnym jej przejsciu dane moga
by¢ uzywane do modelowania sieci kanalizacji deszczowych oraz ogélnosptawnych lub
w innych zagadnieniach z zakresu hydrologii.

Przedstawiona na rysunku 7.1 kompleksowa metodyka generowania syntetycznych
szeregdw opadowych moze w przysztosci by¢ dotaczona jako dodatkowy modut do
wspotczesnych komputerowych modeli hydrodynamicznych. Juz dzisiaj w niektérych
pakietach komputerowych do modelowania hydrodynamicznego sieci kanalizacyjnych
dostepne sa proste aplikacje stuzace do wstepnego przygotowania opadowych danych
obserwacyjnych, w tym wydzielania z ciagtego szeregu opadowego sekwencji desz-
czéw nawalnych. Wzbogacenie tych aplikacji o metode generowania syntetycznych
szeregow opadowych wedtug opracowanego algorytmu postepowania (rys. 7.1) utatwi-
toby prace inzynierom oraz otworzytyby nowe mozliwosci probabilistycznego podej-
$cia do modelowania sieci kanalizacji deszczowych i ogélnosptawnych. Pozwolitoby to
zwiaszcza na wyeliminowanie ograniczenia wynikajacego z opierania si¢ tylko na zare-
jestrowanych w naturze wieloletnich szeregach opadowych, ktore sa jedynie jednost-
kowymi scenariuszami mozliwych realizacji lokalnego procesu opadowego. Analizg
przysztego funkcjonowania modelowanej sieci mozna by opiera¢ na syntetycznym
szeregu opadowym o dowolnej dtugosci, opisujacym alternatywne scenariusze szere-
gow stochastycznych opaddéw deszczu. Opracowana metodyka daje mozliwosci wyge-
nerowania takich scenariuszy.

Oprécz bezposredniego wykorzystania opracowanego modelu kaskady mikroka-
nonicznej z generatorem beta-normalnym do tworzenia syntetycznych szeregdw opa-
dowych (przydatnych w modelowaniu kanalizacji deszczowych/ogdlnosptawnych)
model ten moze znalez¢ zastosowanie do uzupetniania brakujacych danych w szeregach
obserwacyjnych. Potencjalnym obszarem stosowania modelu kaskady mikrokanonicz-
nej jest mozliwos¢ generowania szeregéw opadowych uwzgledniajacych hipotetyczne
zmiany klimatyczne, wynikajace z globalnego ocieplenia, ktére pozwolityby na ocene
funkcjonowania systeméw odwodnienia w nowych warunkach. Mozna to osiagna¢
przez modyfikacje parametrow kaskady i przez zmiane wejsciowych wartosci sum
dobowych opaddéw, zgodnie ze scenariuszem zmian klimatycznych, ktéry zaktada na
przyktad zmniejszenie wysokosci opadow przy jednoczesnym wzroscie ich natgzen.
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Rys. 7.1. Schemat metodyki generowania syntetycznych szeregdw opadowych na potrzeby
modelowania sieci kanalizacji deszczowej i og6lnosptawnej
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Z uwagi na pionierski charakter pracy nie ma odpowiedzi na wszystkie pytania do-
tyczace praktycznego wykorzystania modeli kaskad losowych do generowania synte-
tycznych szeregéw opadowych na potrzeby modelowania sieci kanalizacji deszczowej
i ogolnosptawnej. Wrecz przeciwnie, praca rodzi cata game pytan, ktdre dzisiaj musza
pozostawa¢ z réznych powoddéw bez odpowiedzi. Wymagaja bowiem dalszych analiz
z wykorzystaniem danych opadowych pochodzacych z innych stacji, nie tylko na tere-
nie Polski. Dane takie, niestety, nie byty dostepne autorowi na dotychczasowym etapie
badan. Do najwazniejszych kierunkéw przysztych prac nalezy zaliczy¢ potrzebg wery-
fikacji multifraktalnego charakteru szeregdw opadowych w innych regionach Polski,
strefach klimatycznych w Europie badZ nawet na innych kontynentach. Naturalnym
rozszerzeniem tych badan winna by¢ proba regionalizacji estymowanych parametréw
kaskad, co mogtoby zaowocowaé¢ powstaniem nie tylko ogdlnokrajowych wytycznych
w zakresie przyjmowania obciazenia deszczem na potrzeby projektowania i modelowa-
nia systemow kanalizacji deszczowych lub ogélnosptawnych. Osobnym obszarem przy-
sztych badan pozostaje doskonalenie modelu kaskady mikrokanonicznej z generatorem
beta-normalnym. W obrebie tych badan kluczowym jest weryfikacja dwdch tez, pierw-
szej — dotyczacej eliminacji potrzeby stosowania generatora wag rozdziatu réwnych
doktadnie 0,5 w przypadku lepszej jakosci danych obserwacyjnych oraz drugiej — za-
ktadajacej zakonczenie ewolucji rozktadu tacznego beta-normalnego na samym rozkia-
dzie normalnym, w przypadku danych obserwacyjnych o lepszej rozdzielczosci czaso-
wej, zblizonej do skali homogenicznosci procesu. Niestety, z uwagi na brak wiarygod-
nych, wieloletnich baz danych opadowych pochodzacych z nowej generacji przyrzadéw
pomiarowych na terenie kraju wkroczenie na ten ciekawy obszar badan bedzie mozliwe
dopiero za kilka lub nawet kilkanascie lat. Z tej racji konieczne jest tworzenie i syste-
matyczne wzbogacanie krajowych baz danych opadowych na potrzeby hydrologii miej-
skiej, ktére powinny by¢ zasilane strumieniem danych z nowej generacji przyrzadéw
pomiarowych. Naturalnym rozszerzeniem multifraktalnego modelowania szeregow
opadowych powinno by¢ podjecie proby zastosowania modeli multifraktalnych w celu
opisu pdl opadowych w warunkach krajowych. Pozwolitoby to w przysziosci na
uwzglednienie wptywu przestrzennego rozkfadu opadu nad zlewniami kanalizacyjnymi
przy ich modelowaniu. Realizacja tak ambitnego zadania wymaga znacznie bogatszych
zbioréw danych z zadowalajaco gestych sieci deszczomierzy.

Przeprowadzone badania i studia literaturowe pozwalaja na sformutowanie naste-
pujacych wnioskéw koncowych:

1. Analizowane szeregi opadowe z Obserwatorium Agro- i Hydrometeorologii Uni-
wersytetu Przyrodnicznego Wroctaw-Swojec sa multifraktalem w jednowymiaro-
wej skali czasu. Analiza fraktalna jest niezbednym warsztatem do opracowania
modeli opadowych szeregow czasowych.

2. Czasowa struktura analizowanych szeregdw pluwiograficznych ma niezmienniczy
skalowo charakter w szerokim zakresie skal czasowych, odpowiadajacych co naj-
mniej czasom od 5 minut do 24 godzin. Pozwala to na generowanie syntetycznych
szeregbw opadowych o rozdzielczosci 5 minut, dostosowanych do wymogéw mo-
delowania hydrodynamicznego sieci kanalizacyjnych, w oparciu o znajomos¢ je-
dynie dobowych sum opadowych. Z uwagi na stwierdzone wystepowanie zatama-
nia w widmie mocy badanych szeregéw opadowych dla czestotliwosci odpowiada-
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jacych czasom w zakresie okoto 80-110 minut praktyczna realizacja rozdziatu do-
bowej sumy opadu na 5-minutowe przedziaty czasu nie moze by¢ oparta na pro-
stym mechanizmie skalowania ku dotowi.

W analizowanym zbiorze danych pluwiograficznych obserwowane byto staty-
styczne zachowanie, okreslane mianem multifraktalnej transformacji pierwszego
rzedu. Transformacja ta jest charakterystyczna dla multifraktalnych proceséw ob-
serwowanych w skalach wiekszych od wewnetrznej skali homogenicznosci proce-
su. Dowodzi to istotnych ograniczen jakosci danych opadowych, rejestrowanych
z uzyciem pluwiografow. Jak wykazaty réwniez inne analizy multifraktalne,
pluwiografy stosowane standardowo przez dziesigciolecia na stacjach meteorolo-
gicznych, nie pozwalaja na wiasciwa rejestracje bardzo wysokich i bardzo niskich
wartosci natezen deszczéw, a ponadto wykazuja silna tendencje do usredniania
i wygtadzania szybkozmiennych wartosci natezen chwilowych deszczéw. Roz-
dzielczos¢ czasowa zapiséw pluwiograficznych nie odpowiada zatem aktualnym
potrzebom modelowania hydrodynamicznego, gdzie wiasciwe jest operowanie sze-
regami o rozdzielczosci czasowej rzedu od 1 do 5 minut. Konieczne jest wigc pro-
wadzenie pomiaréw opaddw na terenie kraju na sieci stacji wyposazonych w przy-
rzady nowej generacji, dostosowane na potrzeby nie tylko meteorologii, lecz takze
inzynierii srodowiska.

Istnieje mozliwos¢ stosowania uniwersalnego modelu multifraktalnego, opartego
na trzech parametrach: H, C; i o [Schertzer i Lovejoy 1987, 1989] do prostego, ale
zarazem maksymalnie petnego i wiarygodnego opisu lokalnych statystyk szeregdw
opadowych z Wroctawia. Okreslona wartos¢ stopnia multifraktalnosci o dla szere-
gow opadowych z Wroctawia mniejsza od 1 wskazuje, ze sa one multifraktalami
warunkowo twardymi, podczas gdy bliska O wartos¢ parametru H dowodzi zacho-
wawczego charakteru szeregu obserwowanych natezen deszczow.

Opracowana losowa kaskada mikrokanoniczna z generatorem beta-normalnym
umozliwia modelowanie czasowej zmiennosci i nieciagtosci deszczéw dla skal
czasowych od 24 godzin do 5 minut. Generowane, z wykorzystaniem tego modelu
kaskady w oparciu jedynie 0 znajomos¢ dobowych sum opad6w, syntetyczne sze-
regi opadowe cechuja si¢ parametrami statystycznymi blisko nasladujacymi para-
metry statystyczne ustalone dla rzeczywistych szeregéw obserwacyjnych.
Histogramy wartosci wspétczynnikdw rozpadu dla szeregéw opadowych z Wro-
ctawia dla skal czasowych mniejszych badz réwnych 32 (czasy rozpadu mniejsze
badz rowne 320/160 minut) sa silnie zakldcane przez wystgpowanie wspdtczynni-
kéw rozpadu réwnych doktadnie 0,5. Poziom tego zakldcenia narasta wyraznie
wraz ze spadkiem skali czasowej i jest rezultatem silnych ograniczen rozdzielczo-
$ci pomiardw prowadzonych z wykorzystaniem pluwiografu. Chcac w sposob
wierny nasladowaé szeregi obserwacyjne pochodzace z pluwiograféw, konieczne
jest w generatorze zmiennosci kaskady wprowadzenie dodatkowego modutu od-
powiedzialnego za generowanie wspotczynnikéw rozpadu réwnych doktadnie 0,5.
Histogramy wartosci wspotczynnikow rozpadu dla szeregéw opadowych z Wro-
ctawia, po odfiltrowaniu z nich wspdtczynnikdéw rozpadu réwnych doktadnie 0,5,
nie moga by¢ w sposéb zadowalajacy opisywane przez pojedynczy teoretyczny
rozktad prawdopodobienstwa dla wszystkich skal czasowych. Histogramy winny
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by¢ charakteryzowane taczonym rozktadem beta-normalnym. Przy przechodzeniu
od wysokich do niskich skal czasu obserwowana jest systematyczna ewolucja roz-
ktadow od rozktadéw beta (symetrycznych o parametrze a’'<1) ku rozktadom ta-
czonym beta-normalnym z coraz wigkszym udziatem rozktadu normalnego.
Zastosowanie kompleksowej metodyki generowania syntetycznych szeregéw opa-
dowych w modelowaniu systeméw kanalizacji deszczowej czy ogdlnosptawnej
eliminuje powszechny obecnie na terenie kraju problem braku dostgpu do wielo-
letnich rejestracji deszczow w wysokiej rozdzielczosci czasowej. Jednoczesnie, ko-
rzystanie z syntetycznych szeregéw opadowych otwiera droge do probalistycznego
podejscia w realizacji tak istotnych zadan w inzynierii $rodowiska jak: ocena cze-
stosci nadpigtrzania w kanatach, wymiarowanie kanalizacyjnych zbiornikdw reten-
cyjnych czy wymiarowanie systeméw rozsaczania wod opadowych, itd. Korzysta-
jac z danych syntetycznych, mozna analizowa¢ odpowiedzi modelowanego syste-
mu na dowolna liczbe potencjalnych scenariuszy przebiegu lokalnego procesu
opadowego, ktdre moga wystapi¢ w naturze. W przysztosci podejscie takie powin-
no zastapi¢ obecna praktyke modelowania systemdw kanalizacyjnych, w ramach
ktérej analizuje sie tylko odpowiedz systemu na zarejestrowana, archiwalna seri¢
opadowa, a wiec pojedyncza realizacje procesu opadowego.

Konieczne sa dalsze badania, ktére winny skupi¢ sie¢ na rozpoznaniu multifraktal-
nego charakteru szeregéw opadowych oraz na weryfikacji stosowalnosci zapropo-
nowanej metodyki generowania syntetycznych szeregéw opadowych w przypadku
innych krajowych stacji meteorologicznych. Uzupetnieniem tych badan powinny
by¢ prace ukierunkowane na doskonalenie zaproponowanej struktury kaskady
mikrokanonicznej z generatorem beta-normalnym, w tym przede wszystkim nad
mozliwoscia eliminacji potrzeby generowania wspotczynnikéw rozpadu réwnych
doktadnie 0,5 oraz weryfikujace tez¢ o docelowym zakonczeniu ewolucji rozktadu
beta-normalnego na rozktadzie normalnym. Do realizacji tych badan konieczny
jest dostep do nowych zbioréw danych, pochodzacych z lepszej klasy przyrzadéw
pomiarowych pozwalajacych na ciagly pomiar opaddéw z krokiem prébkowania
mniejszym niz 5 minut.
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SYNTHETIC RAINFALL TIME-SERIES GENERATORS
FOR NEEDS OF STORMWATER AND COMBINED SEWAGE
SYSTEMS MODELLING

Summary

The main obstacle of current stormwater and combined sewage hydrodynamical
simulation is the lack of credible rainfall data of sufficient time resolution. This book
presents the practical attempt of multifractals and random cascades theories implemen-
tation as tools for local rainfall time-series analysis and synthetic rainfall scenarios
generation suitable for hydrodynamical modeling of stormwater and combined sewage
systems and for modelling of stormwater reservoirs and infiltration systems.

The first part of the book contains the theoretical basics of multifractal description
of highly non-linear processes that exhibit wide variability as, well as intermittency over
a broad range of time and space scales. This theory is practically implemented for
Wroclaw local 5-minute rainfall time-series (digitized pluviograph paper strips) analy-
sis. The presence of scale invariant and multifractal properties in the rainfall process
was investigated with spectral analysis, functional box counting method and by study-
ing the multiple scaling of probability distributions and statistical moments of the rain-
falls intensities. The empirical multifractal scaling exponent functions that describe the
statistics of the rainfall process were derived. Theoretical universal multifractal model
based on Levy stochastic variables was applied for their description. Observation that
the temporal structure of Wroclaw rainfalls exhibited scale-invariant and multifractal
properties across a wide range of scales (at least from a 24 hour scale up to 5 minute
scale) was the key result of the first part of the research. This finding allowed for ran-
dom cascades models application for rainfall modelling and disaggregation.

The second part of the book contains the basics of canonical and microcanonical
random cascades models theory. Both types of cascade models were applied in practice
to the stochastic fine graining of rainfall observations into high resolution data. Their
performance at disaggregation of 1280-min (quasi daily precipitation totals) into 5-min
rainfall data was studied for a 38-year record period from Wroctaw. Differences be-
tween the models and parameter estimation techniques were explored on a base of simu-
lated data with a special focus on three important properties of observed rainfalls: in-
termittency and their depths distribution and extremes. Weak capabilities of canonical
cascades with constant parameters and large scale forcing at the imitation of intermit-
tency and variability of the natural rainfalls were found. Better performance especially
in case of intermittency preservation was observed for microcanonical cascade model
with beta generator. Detail breakdown coefficients (BDC) studies were made for the
purpose of microcanonical cascade model correction. BDC histograms were characte-
rized by visible domination of plots by BDC values equal exactly 0,5 for short time
durations. After elimination of BDC values equal exactly 0,5 a clear evolution of BDC
histograms from purely beta distributions (for long times) to joined beta-normal distri-
butions (for short times) was observed. Incorporation of these findings into new micro-
canonical random cascade model with beta-normal generator allowed for generating
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synthetic rainfall time-series capturing very well both the variability and intermittency
of natural precipitations. The developed rainfall time-series modelling workshop can be
used in practice for generating precipitation data for multiple needs of urban hydrology.

Key words: stormwater and combined sewage systems, hydrodynamical modeling,
rainfall intensities, multifractals, random cascade models

GENERATORY SYNTETYCZNYCH SZEREGOW OPADO-
WYCH NA POTRZEBY MODELOWANIA SIECI KANALIZACJI
DESZCZOWYCH | OGOLNOSPLAWNYCH

Streszczenie

Gléwna przeszkoda wspotczesnego hydrodynamicznego symulowania systemow
kanalizacji deszczowych i ogdlnosptawnych jest brak wiarygodnych danych opadowych
0 zadowalajacej rozdzielczosci czasowej. Praca prezentuje praktyczna prébe zastoso-
wania multifraktali i kaskad losowych jako narzedzi analizy lokalnych szeregéw cza-
sowych deszczOw i generowania syntetycznych scenariuszy deszczéw przydatnych do
hydrodynamicznego modelowania systemow kanalizacji deszczowych i ogdlnosptaw-
nych oraz do modelowania zbiornikdw retencyjnych i systeméw rozsaczania wdd opa-
dowych

Pierwsza czes¢ pracy zawiera teoretyczne podstawy multifraktalnego opisu wysoce
nieliniowych procesow, ktore wykazuja duza zmiennos¢ i nieciagtos¢ na przestrzeni
szerokiego zakresu skal czasowych i przestrzennych. Teoria ta jest praktycznie stoso-
wana do analizy lokalnych 5-minutowych szeregéw czasowych deszczow z Wroctawia
(zdigitalizowanych papierowych pluwiograméw). Wystepowanie skalowo niezmienni-
czych i multifraktalnych wiasciwosci w procesie deszczowym byto badane z uzyciem
analizy spektralnej, metody funkcyjnego zliczania pudetek i przez studiowanie wielo-
krotnego skalowania rozkfadéw prawdopodobiefistw oraz momentéw statystycznych
natezen deszczow. Wyprowadzono empiryczne multifraktalne funkcje wyktadnika
skalowania opisujace statystyki procesu opadowego. Do ich opisu zastosowano teore-
tyczny uniwersalny model multifraktalny bazujacy na stochastycznych zmiennych
Lévy’ego. Podstawowym wynikiem pierwszej czesci badan byla obserwacja, ze czaso-
wa struktura deszczow z Wroctawia przejawia skalowo niezmiennicze i multifraktalne
wihasciwosci poprzez szeroki zakres skal (przynajmniej od skali 24 godz. az do skali
5 min). Odkrycie to umozliwito zastosowanie modeli kaskad losowych do modelowania
i rozdzielania (ang. disaggregation) deszczow.

Druga cze$¢ pracy zawiera podstawy teorii kanonicznych i mikrokanonicznych
modeli kaskad losowych. Obydwa typy kaskad stosowano w praktyce do stochastycz-
nego rozdzielania zarejestrowanych sum opadowych na szeregi czasowe 0 wysokiej
rozdzielczosci. Analizowano ich funkcjonowanie w zakresie rozdzielania 1280-
-minutowych sum opadéw (w przyblizeniu dobowych sum opadéw) na 5-minutowe
szeregi dla 38-letniego okresu rejestracji deszczdw z Wroctawia. Roznice pomiedzy
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modelami i technikami estymacji ich parametréw przebadano na podstawie symulowa-
nych szeregbw, ze szczegdlnym uwzglednieniem trzech istotnych wasciwosci obser-
wowanych deszczOw: nieciagtosci oraz rozktadéw i ekstremdw ich wysokosci. Stwier-
dzono stabe mozliwosci kaskad kanonicznych o statych parametrach i z wymuszeniem
wielkoskalowym w nasladowaniu nieciaglosci i zmiennosci naturalnych deszczow.
Lepsze funkcjonowanie zwlaszcza w zakresie zachowania nieciagtosci obserwowano
dla kaskad mikrokanonicznych z generatorem beta. Przeprowadzono szczeg6towe stu-
dia wspbtczynnikéw rozpadu (BDC) w celu korekty modelu kaskady mikrokanonicznej.
Histogramy BDC dla krotkich czasow trwania charakteryzowaty si¢ widoczna domina-
cje wykresow przez wartosci BDC réwne dokfadnie 0,5. Po eliminacji wartosci BDC
rownych dokfadnie 0,5 obserwowano wyrazna ewolucje histograméw BDC z rozkila-
dow czysto beta (dla dtugich czasdw) do taczonych beta-normalnych rozktadéw (dla
krétkich czasow). Wprowadzenie tych obserwacji do modelu losowej kaskady mikro-
kanonicznej z generatorem beta-normalnym pozwolito na generowanie syntetycznych
szeregdw czasowych deszczOw bardzo dobrze odwzorowujacych zaréwno zmiennosé
jak i nieciagto$¢ naturalnych opadéw. Opracowany warsztat modelowanie szeregow
czasowych deszczéw moze by¢ uzywany w praktyce dla generowania danych opado-
wych na wiele potrzeb hydrologii miejskiej.

Stowa kluczowe: systemy kanalizacji deszczowej i og6lnosptawnej, modelowanie
hydrodynamiczne, natezenia deszczdw, multifraktale, modele kaskad
losowych
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