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Kolejna, XXXIV Ogolnopolska Konferencja Naukowa im. Profesora Wiadystawa Bu-
kietynskiego, organizowana corocznie przez najwazniejsze osrodki naukowe zajmuja-
ce si¢ dziedzing badan operacyjnych, w roku 2015 odbyta si¢ w pigknym, zabytkowym
1 $wiezo odremontowanym zespole patacowo-parkowym w Lagowie koto Zgorzelca.
Konferencje zrealizowana pod nazwg Metody i Zastosowania Badan Operacyjnych
przygotowata Katedra Badan Operacyjnych Uniwersytetu Ekonomicznego we Wro-
ctawiu pod kierownictwem dr. hab. Marka Nowinskiego, prof. UE.

Konferencje te maja juz dlugoletnia tradycje — sa to coroczne spotkania
pracownikoéw nauki specjalizujacych si¢ w badaniach operacyjnych. Gtéwnym ce-
lem konferencji byto, podobnie jak w latach ubieglych, stworzenie (przede wszyst-
kim dla mtodych teoretykow, a takze praktykdéw dyscypliny) forum wymiany mysli
na temat najnowszych osiggni¢¢ dotyczacych metod ilosciowych wykorzystywa-
nych do wspomagania procesdOw podejmowania decyzji, a takze prezentacja nowo-
czesnych zastosowan badan operacyjnych w réznych dziedzinach gospodarki. Ten
cenny dorobek naukowy nie moze by¢ zapomniany i jest publikowany po konferen-
cji w postaci przygotowywanego przez organizatorow zeszytu naukowego zawiera-
jacego najlepsze referaty na niej zaprezentowane.

W pracach Komitetu Naukowego Konferencji uczestniczyli czotowi przedsta-
wiciele srodowisk naukowych z dziedziny badan operacyjnych w Polsce; byli to:
prof. Jan B. Gajda (Uniwersytet £.6dzki), prof. Stefan Grzesiak (Uniwersytet Szcze-
cinski), prof. Bogumit Kaminski (SGH w Warszawie), prof. Ewa Konarzewska-Gu-
bata (Uniwersytet Ekonomiczny we Wroctawiu), prof. Donata Kopanska-Brodka,
prof. Maciej Nowak i prof. Tadeusz Trzaskalik (Uniwersytet Ekonomiczny w Kato-
wicach), prof. Dorota Kuchta (Politechnika Wroctawska), prof. Krzysztof Piasecki
(Uniwersytet w Poznaniu) i prof. Jozef Stawicki (Uniwersytet Mikotaja Kopernika
w Toruniu).

Zakres tematyczny konferencji obejmowat teoretyczne i praktyczne zagadnienia
dotyczace przede wszystkim:

* modelowania i optymalizacji proceséw gospodarczych,

* metod wspomagajacych proces negocjacji,

* metod oceny efektywnosci i ryzyka na rynku kapitalowym i ubezpieczeniowym,
* metod iloSciowych w transporcie i zarzadzaniu zapasami,

* metod wielokryterialnych,

* optymalizacji w zarzadzaniu projektami oraz analizy ryzyka decyzyjnego.

W konferencji wzieto udziat 43 przedstawicieli r6znych srodowisk naukowych,
licznie reprezentujacych krajowe osrodki akademickie. W trakcie szesciu sesji ple-
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narnych, w tym dwdch sesji rownoleglych, przedstawiono 27 referatow, ktorych
poziom naukowy w przewazajacej czg¢sci byl bardzo wysoki. Zaprezentowane refe-
raty, po pozytywnych recenzjach, zostaja dzi§ opublikowane w Pracach Naukowych
Uniwersytetu Ekonomicznego we Wroctawiu w postaci artykulow naukowych
w specjalnie wydanym zeszycie konferencyjnym.

Przypominajac przebieg konferencji, nie mozna nie wspomnie¢ o konkursie
zorganizowanym dla autoréw referatoéw niebedacych samodzielnymi pracownikami
nauki. Dotyczyt on prezentacji najcickawszego zastosowania badan operacyjnych
w praktyce gospodarczej. Komitet Organizacyjny Konferencji powotat kapitute kon-
kursu, w ktorej sktad weszli: prof. Ewa Konarzewska-Gubata — przewodniczaca,
prof. Jan Gajda, prof. Stefan Grzesiak i prof. Donata Kopanska-Brodka. Cztonkowie
Komisji Konkursowej oceniali referaty ze wzgledu na:

* innowacyjno$¢, oryginalno$¢ metody bedacej przedmiotem zastosowania,
* znaczenie zastosowania dla proponowanego obszaru,
* stopien zaawansowania implementacji metody w praktyce.

Sposrod 15 referatow zgloszonych wyrdzniono: 1. miejsce: dr Michat Jakubiak
i dr hab. Pawet Hanczar (Uniwersytet Ekonomiczny we Wroctawiu), Optymaliza-
¢ja tras zbiorki odpadow komunalnych na przyktadzie MPO Krakow; 2. miejsce:
mgr Dagmara Piesiewicz i dr hab. Pawel Hanczar (Uniwersytet Ekonomiczny we
Wroctawiu), Logistyka odzysku — optymalizacja przepbywow w systemie gospodarki
komunalnej; 3. miejsce: dr Dorota Goérecka i dr Malgorzata Szatucka (Uniwersytet
Mikotaja Kopernika w Toruniu), Wybor sposobu wejscia na rynek zagraniczny —
wieloaktorska analiza wielokryterialna a podejscie oparte na dominacjach stocha-
stycznych.

Przy okazji prezentowania opracowania poswigconego XXXIV Konferencji
Metody i Zastosowania Badan Operacyjnych i jej bardzo wartosciowego dorobku
nie mozemy nie podzickowa¢ cztonkom Komitetu Organizacyjnego Konferencji,
w ktérego sktad wchodzili mtodzi, acz doswiadczeni pracownicy Katedry Badan
Operacyjnych Uniwersytetu Ekonomicznego we Wroclawiu: dr Piotr Peternek (se-
kretarz), dr hab. Marek Ko$ny, dr Grzegorz Tarczynski oraz mgr Monika Stanczyk
(biuro konferencji). Zapewnili oni w sposob profesjonalny sprawne przygotowanie
i przeprowadzenie calego przedsigwzigcia oraz zadbali o sprawy administracyjne
zwigzane z realizacjg konferencji, a takze byli odpowiedzialni za dopilnowanie
procesu gromadzenia i redakcji naukowych materiatow pokonferencyjnych, ktore
mamy okazje Panstwu dzi§ udostepnic.

Juz dzisiaj cieszymy si¢ na nasze kolejne spotkanie w ramach jubileuszowej
XXXV Ogélnopolskiej Konferencji Naukowej im. Profesora Wtadystawa Bukietyn-
skiego, ktora tym razem bedzie organizowana przez naszych przyjaciot z Katedry
Badan Operacyjnych Uniwersytetu Ekonomicznego w Poznaniu pod kierownic-
twem prof. dr. hab. Krzysztofa Piaseckiego.

Marek Nowinski
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TESTOWANIE NIELINIOWYCH
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Streszczenie: Praca przedstawia specjalnie dobrany zestaw klasycznych funkcji testujacych
jako$¢ dziatania nowo tworzonych lub modyfikowanych algorytméw optymalizacyjnych.
Opisywane testy typu benchmark umozliwiaja poréwnywanie efektywnosci réznych algo-
rytmoéw minimalizujacych funkcje, ktore sa sumami kwadratow funkcji nieliniowych. Ocena
ta dotyczy poszukiwania ekstremow lokalnych lub globalnych dla prostych (pod wzgledem
liczby zmiennych i sktadowych funkcji), ale sprawiajacych duze trudnosci w procesie znaj-
dowania rozwigzan optymalnych przez swoja silng nieliniowo$¢, wielomodalnos¢, bardzo
skomplikowany uktad warstwic, brak rozniczkowalnosci itp. Przydatno$¢ przedstawionych
testow zbadano na przykladzie zaproponowanej przez autora modyfikacji jego wtasnego al-
gorytmu optymalizacyjnego dla metod najmniejszych kwadratow, ktory nie wykorzystuje
pochodnych funkcji w procesie obliczeniowym. Jest to udoskonalona, hybrydowa wersja
metody Marquardta-Levenberga, zapewniajaca nicosobliwo$¢ macierzy numerycznych
oszacowan pochodnych, polaczona ze zmodyfikowang metoda uaktualniajaca pierwszego
rz¢du Broydena do ustalania kierunku i dhugos$ci kroku poszukiwania. Praca zawiera zesta-
wienie i ocen¢ uzyskanych wynikoéw numerycznych, ktdre potwierdzajg uzytecznos$¢ zapro-
ponowanego zestawu testow oraz wstepnie pozytywnie weryfikujg efektywno$¢ zmodyfi-
kowanego algorytmu optymalizacyjnego.

Stowa kluczowe: algorytm optymalizacyjny, nieliniowa metoda najmniejszych kwadratow,
testy typu benchmark.

Summary: The paper presents a specially selected set of classic test functions evaluating
the performance of newly created or modified optimization algorithms. Described bench-
mark tests can be used to compare the effectiveness of different algorithms minimizing the
sums of squares of nonlinear functions. The assessment relates to the effectiveness of meth-
ods searching for the local or global extremes of simple tests (in terms of number of varia-
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bles and sub-functions), but causing great difficulties in the process of finding optimal solu-
tions due to their strong nonlinearity, multimodality, very complicated system of contour
lines or non-differentiability. Usefulness of this tests set was examined for the modification
of the optimization algorithm for least squares methods (proposed by the author), not using
any derivatives of functions through a calculation. This is an improved hybrid version of the
Levenberg-Marquardt method (ensuring non-singularity of the matrix of numerical esti-
mates of derivatives) combined with modified Broyden’s first row updating method for set-
ting the direction and length of searching steps. The paper also includes a summary of the
numerical results and its evaluation, which proves the usefulness of the dedicated set of tests
and pre-validates the effectiveness of the proposed optimization algorithm.

Keywords: optimization algorithm, nonlinear least squares method, benchmarks for algo-
rithm testing.

1. Wstep

Artykut poswigcono testowaniu algorytméw minimalizujacych funkcje, ktore sa
sumami kwadratow funkcji nieliniowych. Metody uwzgledniajace specyfike tych
funkcji podczas procesu minimalizacji nazywane sg skrotowo metodami nielinio-
wych najmniejszych kwadratéw i stanowig od wielu lat obiekt szczegoélnego zainte-
resowania badaczy. Jest to uzasadnione z wielu powodow. Zagadnienia nieliniowych
najmniejszych kwadratow pojawiajg si¢ we wspotczesnej nauce bardzo czegsto i w
wielu jej dziedzinach. Matematycy formutujg ten problem jako znajdowanie punktu
w danej podprzestrzeni, ktory jest najblizszy pewnemu punktowi w przestrzeni funk-
cji. Statystycy wprowadzaja rozktady prawdopodobienstwa do swojej koncepcji tego
zagadnienia 1 nazywaja je analizg regresji nieliniowej. Inzynierowie, fizycy i chemi-
cy spotykaja si¢ z tym zagadnieniem przy podejmowaniu takich tematow, jak: okre-
$lanie wspotrzednych trajektorii lotu, filtracja lub opracowywanie danych ekspery-
mentalnych. Ekonometrycy na co dzien majg do czynienia z metodami nieliniowych
najmniejszych kwadratow przy estymacji parametrow nieliniowych modeli ekono-
metrycznych oraz dopasowywaniu krzywych. W réznych dziedzinach nauk $cistych
mozna zetkna¢ si¢ z uktadami réwnan rézniczkowych oraz ponadokre§lonymi ukta-
dami réwnan nieliniowych, ktore mogg by¢ rozwigzywane przy uzyciu tych metod.

Z tych powodow zachodzi potrzeba jednolitej oceny przydatnosci dotychczas
znanych metod nieliniowych najmniejszych kwadratdow oraz stworzenia na ich bazie
prostego i skutecznego algorytmu, ktdory moglby by¢ stosowany we wszystkich opi-
sanych przypadkach. Widzimy tez, ze konieczno$¢ rozwijania tego rodzaju metod
oraz badania ich efektywno$ci jest oczywista. Wynika to z obserwacji, ze procedury
wykorzystujace charakterystyczng posta¢ minimalizowanej funkcji sa, w ogromnej
wigkszosci przypadkow, znacznie bardziej efektywne od ogdlnych algorytméw op-
tymalizacyjnych. Metody te sa zawsze procedurami iteracyjnymi, polepszajacymi na
kazdym etapie wstgpne oszacowanie rozwigzania optymalnego, co umozliwia znaj-
dowanie rozwigzan praktycznych zagadnien optymalizacyjnych, w wigkszosci nie-
mozliwych do rozwigzania w sposob analityczny.
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2. Algorytm optymalizacyjny

W niniejszym artykule zasadniczg uwage zwrdcono na algorytmy optymalizacyjne
dla metod najmniejszych kwadratoéw, ktore nie wykorzystujg pochodnych funkcji w
procesie obliczeniowym. Jest to cecha istotnie zwickszajaca zakres ich stosowania.
W tym przypadku odpada bowiem koniecznos$¢ zalozenia rozniczkowalnosei funkceji
bedacej obiektem minimalizacji. W praktycznych zagadnieniach optymalizacyjnych
wigkszos¢ funkcji jest tak skomplikowana, ze uniemozliwia to lub w bardzo znacz-
nym stopniu utrudnia zaprogramowanie formut dla obliczania przyblizen pochod-
nych w praktycznych realizacjach algorytmoéw obliczeniowych. Zawsze jednak wy-
magajg one wykorzystania olbrzymich liczby operacji arytmetycznych i duzej po-
jemnosci pamigci maszynowej, nawet przy nieskomplikowanych i niezbyt rozbudo-
wanych zagadnieniach optymalizacyjnych.

Proponowany przez nas algorytm jest udoskonalong wersja metody Marquardta-
-Levenberga, stuzaca do rozwigzywania zagadnien minimalizacyjnych dla sum kwa-
dratow funkcji nieliniowych bez uzycia pochodnych'. Problem ten mozemy zapisa¢
najbardziej og6élnie w postaci:

Niech funkcja f:R™ - R™ , gdzie m = n, bedzie danym wektorem funkcji
fi € R. Szukamy punktu x* = [x7, ..., x;,], dla ktorego funkcja, kryterium bedaca
suma kwadratow funkcji f; ,

FO) = llf (lI* = Z2, f7 (x) (1)

osiaga przynajmniej minimum lokalne, a co najmniej jedna z funkcji f; jest funkcja
nieliniowa.

Proponowany algorytm na charakter hybrydowy, wigc niemozliwe bedzie udo-
wodnienie jego zbieznosci nawet dla do$¢ ograniczonych klas funkcji. Dowod zbiez-
nosci zostal zastgpiony szerokg gama badan empirycznych potwierdzajacych prak-
tyczng przydatnosc i efektywno$¢ algorytmu.

Algorytm skonstruowany zostal z uzyciem techniki siecznej wielu zmiennych
(zmodyfikowana metoda uaktualniajagca pierwszego rzedu Broydena [Kvaalen
1991]) do aproksymacji jakobianu funkcji celu. Jakobian ten nast¢pnie uzywany jest
do otrzymania iteracji typu Marquardta-Levenberga, zapewniajgcej nieosobliwosé¢
macierzy w catym procesie obliczeniowym. Jest on zachowywany w postaci sfakto-
ryzowanej 1 uaktualniany podczas kazdej iteracji za pomoca techniki dekompozycji
ortogonalnych typu QR, a wystepujace cyklicznie liniowe podzagadnienia najmniej-
szych kwadratow rozwigzywane sg za pomocg metody Goluba [Golub, van Loan
1996]. W procesie obliczeniowym zastosowano rowniez metody zabezpieczajace
przed niezbiezno$cig algorytmu w przypadku szczegdlnie ztego uwarunkowania
zadania. Sg to mianowicie tzw. kroki uboczne, zapobiegajace liniowej zaleznosci
kolejnych kierunkow poszukiwania generowanych przez algorytm, oraz procedura

! Opracowano na podstawie [Marquardt 1963] oraz wczesniejszych publikacji autora [Nowifiski
1985; 1986; 2007].
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restartow, stosowana w przypadku niemoznosci zmniejszenia wartosci funkcji celu
na danym kierunku poszukiwania.

W pracy ograniczono si¢ jedynie do krétkiego opisu algorytmu, gdyz stuzy on
tylko do zaprezentowania zestawu funkcji testowych (benchmark) oceniajacych
efektywnos¢ algorytméw minimalizacyjnych dla catej klasy nieliniowych zagadnien
bez ograniczen, czyli tzw. optymalizacji bezwarunkowej. Nalezy podkresli¢, ze kie-
runek poszukiwania p* w klasycznej metodzie Gaussa-Newtona dany jest wzorem:

pk = —[(x¥) Y ()T (xK) F k), )

za$ w zmodyfikowanej, w celu zapewnienia odwracalno$ci macierzy, wersji Marqu-
ardta i Levenberga:

Pk = =) |7 (k) + =1y () £, 3)

gdzie wszystkie u* musza by¢ nieujemne, a symbol J oznacza macierz jakobianu
funkcji wektorowej f, czyli macierz pierwszych pochodnych czastkowych tej funkcji
lij = {6 fi(x)/ ax,-}. W wypadku réwnania (3) nicosobliwo$¢ macierzy w nawiasach
kwadratowych jest oczywiscie zapewniona, gdy tylko u* # 0.

Mozna zauwazy¢, ze rdwnanie (3) reprezentuje rownanie normalne dla liniowego
zagadnienia najmniejszych kwadratow (gdzie symbol = oznacza rozwigzanie danego
zagadnienia w sensie najmniejszych kwadratow)

J(x") s [f(x")]

W21
ze wzgledu na p*. Zagadnienie to ma rozwigzanie niezaleznie od rzedu wystepu-
jacych w nim macierzy, chociaz rozwigzanie to jest jednoznaczne tylko wtedy, gdy
1zad jest pelny. Wektor p* minimalizujacy zagadnienie (4) mozna na przyktad uzy-
ska¢ dzigki metodzie Goluba, wykorzystujacej elementarne transformacje ortogonal-
ne [Golub, van Loan 1996]. Stosujac proste podstawienia i opuszczajac numer itera-
cji (zastgpujac rzeczywisty Jakobian przez jego aproksymacje¢ uzyskang przy wyko-
rzystaniu zmodyfikowanej metody Broydena, oznaczona jako M), mozemy zapisaé
zalezno$¢ (4) z uwzglgdnieniem wymiaréw macierzy jako:

4)
0

M(m+n)xnpnx1 = _f(m+n)x1- (5)

Wtedy dla kazdej macierzy ortogonalnej O zachodzi oczywiscie zalezno$¢

|(Mp + NIl = ||@Mp + Qr||. (6)

Mozna skonstruowac¢ taka macierz ortogonalng Q jako produkt innych macierzy
ortogonalnych tak, by przetransformowaé wyrazenie Mp + f do postaci:
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[olp=~[1 @)

w ktorej n x n podmacierz R jest gorng macierza trojkatng. Wektor p musi wtedy by¢
wybrany jako taki, ktory rozwigzuje liniowy uktad trojkatny w sensie najmniejszych
kwadratow:

Rp = —s, (8)

co jest numerycznie znacznie tatwiejsze do uzyskania niz bezposrednie rozwigzywa-
nie zagadnienia (5).

3. Funkcje testowe

3.1. Wlasciwosci funkcji typu benchmark

Ocena efektywnosci i mocy algorytmu przeznaczonego do rozwigzywania zagadnien
programowania nieliniowego bez ograniczen wymaga doboru do$¢ szerokiej klasy
réznorodnych problemow testowych oraz rozsadnych kryteriow poréwnawczych.
Algorytmy mogg by¢ badane z teoretycznego punktu widzenia oraz przez testy eks-
perymentalne. To pierwsze podejScie mozna stosowaé niestety jedynie do waskich
klas zagadnien i nie do wszystkich algorytméw. Dlatego tez w naszym przypadku
zajmiemy si¢ badaniem jakosci algorytmu oraz porownywaniem z innymi znanymi
metodami jedynie przez analize oraz porownywanie uzyskiwanych wynikdw nume-
rycznych. Algorytmy moga by¢ testowane na zagadnieniach o duzej lub malej liczbie
zmiennych, réznigcych si¢ miedzy sobg stopniem nieliniowo$ci 1 uwarunkowania
macierzy charakterystycznej badanej metody. Mozna je bada¢ na zagadnieniach czy-
sto teoretycznych, zaproponowanych jako testy przez znanych badaczy, oraz na
zagadnieniach powstalych przy rozwiazywaniu problemow praktycznych. Pierwsze z
nich majg t¢ zalete, ze sa specjalnie dobrane pod katem badania wrazliwosci algo-
rytmu na konkretne i znane niedogodno$ci zadania testowego, takie na przyktad, jak
skomplikowany uktad warstwie funkcji, bardzo strome stoki powierzchni utworzonej
przez zbiér wartosci funkcji, osobliwosci macierzy charakterystycznej metody w
punkcie startowym lub optymalnym, duze wartosci reszt w punkcie bedacym roz-
wigzaniem itp. Umozliwiaja one rdwniez szerokie poréwnania testowanego algoryt-
mu z innymi metodami, gdyz autorzy w swych pracach bardzo czgsto przedstawiaja
wyniki numeryczne uzyskane przez proponowane metody dla tego typu zagadnien
numerycznych. Natomiast grupa druga, zawierajaca mi¢dzy innymi problemy roz-
wigzywania wigkszych uktadéw rownan nieliniowych oraz zagadnienia estymacyjne,
sprawdza dziatanie algorytmu na konkretnych zagadnieniach praktycznych, co po-
twierdza faktyczng moc badanego algorytmu.

W naszym konkretnym przypadku stosowalismy nowy algorytm do catlej klasy
zagadnien pierwszego typu, co pozwala na dokonanie poréwnan z wynikami nume-
rycznymi osiggnigtymi przez inne algorytmy. Badajac efektywnos$¢ algorytmu przez
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rozwigzywanie caltej gamy zagadnien testowych, mamy nadziej¢ przewidzie¢ ogdlng
efektywnos$¢ tej metody przy problemach podobnego typu.

Aby problem testowy byl uzyteczny, powinien mie¢ jedno znane ekstremum
lub co najwyzej niewielka, ograniczong ich liczb¢. Na aktualnym etapie rozwoju
wiedzy nie mozna si¢ jeszcze spodziewac, ze algorytm znajdzie minimum globalne,
gdy w badanym zagadnieniu wystepuje wiecej niz jedno minimum, ale powinien on
przynajmniej osiggna¢ minimum lokalne, aby mogt by¢ uwazany za skuteczny. Jed-
nakze jesli rozpatruje sie zagadnienie, w ktorym w punkcie x* znajduje si¢ minimum
lokalne i oprocz tego funkcja celu ma minimum globalne w —o, to interesujace jest
pytanie, czy jesli konkretna technika minimalizacyjna spowoduje zbieznos$¢ do tego
minimum globalnego, to nalezy to traktowaé jako sukces czy jako porazke danej
metody.

Eksperymentalne poréwnywanie algorytmow zalezy w znacznym stopniu od
sposobu ich zaprogramowania. Drobne szczegdty w procesie programowania moga
czesto wywiera¢ zasadniczy wpltyw na jakos¢ dziatania algorytmu. Male zmiany
kryteriow zakonczenia obliczen, technik poszukiwania liniowego, testow na osobli-
wos$¢ macierzy i procedur ich odwracania mogg powodowac duze zmiany efektyw-
nosci algorytmow, co istotnie utrudnia ich obiektywne poréwnywanie.

Generalnie w literaturze akceptuje si¢ poglad, ze podstawowym kryterium oceny
algorytméw minimalizacyjnych dla zagadnien bez ograniczen jest to, czy algorytm
potrafi rozwigza¢ wickszo$¢ postawionych zagadnien testowych, czyli moc badanego
algorytmu. Oczywiscie kazda metoda moze zawie$¢ przy specjalnie skonstruowa-
nym (patologicznym) problemie, ale nawet dla zagadnien innych niz patologiczne
nie jest celowe pytanie o to, czy algorytm moze rozwigza¢ wszystkie mozliwe za-
gadnienia. Latwo jest bowiem znalez¢ zagadnienia programowania nieliniowego bez
ograniczen, ktore prowadza do uzyskania ujemnych argumentdw, nieciagtosci, dzie-
lenia przez zero i innych podobnych trudnos$ci. Ale moc algorytmu jest jednak zaw-
Sze sprawa najwazniejsza.

Drugim kryterium jest osiggniecie pozadanego poziomu precyzji rozwigzania,
tzn. wartosci funkcji celu w punkcie ekstremalnym oraz sktadowych wektora zmien-
nych w tym punkcie. Zazwyczaj stopien doktadnosci rozwigzania zalezy od uzytych
kryteriow zakonczenia obliczen. Aby zapewni¢ jednolitos¢ tych kryteriow, przyjeto,
by ta sama wzgledna precyzja wektora optymalnego x~ lub wartosci funkcji celu F(x)
byta wspdlng baza dla zakonczenia poszukiwania w kazdym z przedstawionych algo-
rytméw. Zakladajac, ze ustalono jednolite kryteria zakonczenia obliczen, przyjgto
jednoczesnie, ze nastepnym miernikiem oceny jakosci algorytmu bedzie jego efek-
tywno$¢, mierzona za pomoca liczby obliczen wartosci funkcji celu (tzw. oszacowan
funkcji) potrzebnych do osiagnigcia pozadanej. Oczywiscie kryterium liczby osza-
cowan funkcji (a w przypadku porownywania metod niewykorzystujacych pochod-
nych funkcji tzw. ekwiwalentnych oszacowan funkcji (leof) , kiedy jedno oszacowa-
nie funkcji plus n-numerycznych oszacowan pochodnych czastkowych liczone jest
jako (n + 1)-ekwiwalentnych oszacowan wartosci funkcji) jest znacznie lepsze od
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poréwnywania liczby cykli iteracyjnych, gdyz w wielu algorytmach cykl taki znaczy
zupetnie co$ innego, niz tylko obliczenie nowego kierunku poszukiwania, i zawiera
bardzo r6zng liczbe oszacowan funkcji.

Nie jest to jednakze kryterium doskonate, gdyz pomija ono zagadnienie wkiadu
pracy obliczeniowej niezwigzanej z obliczaniem warto$ci funkcji, a ktora rozni si¢
znacznie w poszczegolnych metodach. Poza tym mozna stara¢ si¢ specjalnie zredu-
kowac¢ liczbe koniecznych oszacowan, wartosci funkcji przez ro6znego rodzaju czaso-
chtonne testy, specjalne operacje heurystyczne, dziatania macierzowe itp. Jednak w
naszych warunkach wykorzystanie liczby ekwiwalentnych oszacowan funkcji do
ocen i porownan algorytmoéw uwazamy za rozwigzanie najlepsze. Czas obliczen
algorytmu nie znajduje zazwyczaj zastosowania, gdyz porownanie czasow wymaga
uzywania tego samego rodzaju sprzetu obliczeniowego do wykonywania testow
numerycznych, a tworcy nowych algorytmow korzystajg przede wszystkim z danych
zamieszczanych w pracach réznych autorow, co oczywiscie wigze si¢ z uzytkowa-
niem przez nich réznorodnego sprzetu. Dlatego tez czas obliczen moze by¢ umiesz-
czony jedynie jako porownanie pracochlonnosci poszczegdlnych zagadnien testo-
wych dla nowego algorytmu.

3.2. Przyklady funkcji testowych i wyniki numeryczne

W tym podpunkcie zaprezentowano kilka zagadnien testowych uzywanych do ba-
dania nowego algorytmu. Bedg one opisane w sposob standardowy: najpierw numer
zagadnienia testowego (oznaczony liczba rzymska) i jego nazwa oraz zrédto pocho-
dzenia. W nastepnej kolejnosci oznaczono literami:

(a) definicja funkcji testowej F(x) typu (1) i jej krotka charakterystyka,

(b) wymiary zagadnienia, gdzie m to liczba podfunkcji, a n to liczba zmien-
nych,

(c) punkt startowy x°, warto$é funkeji celu w tym punkcie F°,

(d) punkt minimalny (lub punkty) x* oraz warto§¢ minimalna funkcji F*,

(e) wyniki numeryczne, gdzie uzyto skrotow: leof — liczba ekwiwalentnych
oszacowan funkcji, F' — biezaca wartos¢ funkcji testowej, za$ gwiazdka (*) ozna-
czono cykl, w ktorym speliony zostat po raz pierwszy warunek F(x) — F* < 107,

(f) wartosci sktadowych wektora zmiennych x odpowiadajace uzyskanej, mi-
nimalnej sumie kwadratow,

(g) wartos¢ sredniego tempa zbieznosci, czyli pewnego kryterium efektywno-
$ci algorytmu zaproponowanego przez Broydena [Kvaalen 1991]

R =1/zIn[F°/(F?-F"),

gdzie F° to poczatkowa warto$é funkcji celu w punkcie startowym, F' to  znana
warto$¢ minimalna, a z to catkowita liczba oszacowan funkcji celu koniecznych do
uzyskania FZ, czyli najmniejszej wartosci tej funkcji mozliwej do osiggnigcia za
pomoca badanej metody.



166 Marek Nowinski

Drugi z tych miernikow ma postac:
R* = 1/rIn[F° / (F" - F"),
gdzie r to liczba oszacowan funkcji celu niezbednych do zredukowania wyrazenia:
F(x)-F"

do warto$ci < 107, F7 to pierwsza warto$¢ funkcji spetniajaca ton warunek. Warto$é
ta odgrywa wazna rolg, gdyz w zalezno$ci od koncowego tempa zbieznosci moze
ona by¢ bardzo rézna. Wartosci tych miernikow zawarte sg w przedziale (, + ), a
rezultaty wigksze od 0,4 uwazane sg za wyniki bardzo dobre.

W dalszej czesci tekstu zaprezentowano opis zagadnien testowych wykorzysty-
wanych do badan numerycznych oraz wyniki stosowania nowego algorytmu do tych
zagadnien.

I — funkcja Zangwilla [Zangwill 1967]:

(@) F(x) = (g — 2 +x3)% + (=x1 + %2 + x3)% + (1 + %2 — x3)%

prosty uktad rownan liniowych rozwigzywany za pomocg redukcji kwadratow
reszt;

(b) m=3,n=3;

(c) x° =[100;-1;2,5]", F* =29 726,75;

(d) x*=1[0,0,0]" F=0;

(e) wyniki numeryczne:

Numer cyklu leof F
1 1 29 726,750
12 (*) 53 0,170e-07
13 39 0,717e-08
14 42 0,611e-16
15 45 0,248e-23

(f) x = [0,909¢ — 12; 0; 0];
(9)R =1.437  R*=0,805.

II — funkcja Himmelblau nr 28 [Himmelblau 1972]:
(@) F(x) = (x> + 2, = 11)% + (x; + x> = 7)%;

prosty uktad réwnan nieliniowych z czterema minimami lokalnymi, ktére stanowig
jednoczesnie minimum globalne; funkcja ta ma rowniez jedno maksimum globalne;
(b) m=2,n=2;
(c) x° =[;11", F*=106;
(d) x* =1[3,58443, -1,84813]" lub x* =[3;2]", lub

x*=[3,77931,-3,283186]", lub x*=[-2,805118;3,131312]" F=0
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(e) wyniki numeryczne:

oo

Numer cyklu leof F
1 1 106
4 17 0,597¢-01
5 21 0,518¢-02
6(*%) 24 0,941e-07
7 39 0,940e-07

) x = [3,0;1,9999256];

(g) R =0,534

R* = 0,868.

III — funkcja Himmelblaua nr 30 [Himmelblaul1972]:

X1+Xo

(@) F() = (10[x3 — (2212 + (1 - x)2 + (1 - x2)%

(b) m=2,n=3;

(c) x° =[-1,2;2;0]", F°=8,40;
(d) x*=[1; ;11"

F'= 0;

(e) wyniki numeryczne:

Numer cyklu leof F
1 1 8,40
13 52 0,756¢-03
15(%) 60 0,163e-04
19 7 0,162¢-08
(f) x =[1,000035;1.000017;1,000052];
(€9 R =0,257 R*=0,295.

IV — funkcja Rosenbrocka [Rosenbrock 19601]:

(@) F(x) = [(10[x, — x:°])?]? + (1 —x,)? — lukowata dolina o bardzo
stromych stokach, co bardzo utrudnia minimalizacjg;
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(b)) m=2,n=2;
(c) x° =[-1,2:1,0]", F*=24,20;
@ x*=[1;1]"  F=0;
(e) wyniki numeryczne:
Numer cyklu leof F
1 1 24,20
20 61 0,243
27(%) 64 0,176¢-09
29 9 0

wej

(f) x=[1,0;10]";
(9 R=+0 R*=0,195.

V — sze$cienna, multimodalna funkcja Leona [Himmelblaul972]:

(a) F(x) = (10[x, — x13])2 + (1 — x1)? — bardzo wagska dolina wzdtuz krzy-

(b)) m=2,n=2;

(¢) x° =[-12:1.0]", F° = 749,04;
(d x*=[1;1"  F=0;

(e) wyniki numeryczne:
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Numer cyklu leof F
1 1 749,04
20 60 0,308
35(%) 107 0,260e-07
4 131 0,355¢-12

(f) x = [1,0;0,999999]T ;
(9 R=0211 R*=0,173.

VI — kombinacja funkcji Rosenbrocka i Leona [Himmelblau 1972]:
(@) F(x) = (10[x; — %, 2])% + (VZ(1 = x))” + (10[x, = 2,°?  — jedno

minimum lokalne i jedno globalne;
(b) m=3,n=2;
(c) x"=[-3:0]", F°=81031,938;
(d) globalne x* =[1;1]" F’=0;lokalne x~ =[0,35;0,081]" F '=1,161925;
(e) wyniki numeryczne:

Numer cyklu leof F
1 1 81031,938
1 42 1,250
15(%) 59 1,1619270
17 84 1,1619264

(f) x = [0,346954;0,081069]7;
(2R =0,299 R*=0,427.

VII — funkcja Beale’a [Beale 1958]:

(a) F(x)=[1,5—x(1—x)1>+[2,25 —x; (1 —x3)]* + [2,625 — x; (1 —x3)]? —

zagadnienie posrednie miedzy klasycznym przyktadem testowym a prostym proble-
mem estymacji parametrow;
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(b) m=3,n=2;
(c) x° =[2;0;2]", F*=0,52978;
d) x*=[3;05]", F=0;
(
(e) wyniki numeryczne:
Numer cyklu leof F
1 1 0,52978

5 18 0.347¢-01
8(%) 29 0,139¢-05
24 90 0,120¢-05

(H x=1[3,002739;0,500689]";
(&) R=0,124 R*=0,443.

VIII — funkcja Freudensteina-Rotha [Freudenstein, Roth 1963]:

(@) F(x) =[x, + (5 —x)x, — 2)x, — 13]2 + [xy + ((x2

+ 1)x, — 14)x, — 29]°

— uktad réwnan nieliniowych o bardzo skomplikowanym utozeniu warstwic;

b)) m=2,n=2;

(c) x°=[15;-2]", F’ = 1256;

(d) globalne x* =[5;4]", F'=0; lokalne x = [11,41
48,9842;

(e) wyniki numeryczne:

...;=0,08968...1" , F'=

Numer cyklu leof F
1 1 1256,0
6 31 80,981
156 1268 48,984192

(H x=1[11,429215;—-0,89574832]" ;

(g) warto$ci R oraz R” nie moga by¢ wyliczone z powodu zbyt matej doktad-
no$ci rozwigzan optymalnych podanych przez autora problemu testowego.
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IX — funkcja Powella [Powell 1964]:

(@) FCO) = [ + 102,17 + [V5(x, — 2] + [(r — 260717 + [VIOGr, — 2,07 —
uktad réwnan nieliniowych z podwojnie osobliwym jakobianem funkcji F* w punk-
cie optymalnym;

(b) m=4,n=4;
(© x’=[3;-1;0;11", F’=215;
(d) minimum globalne x* =[0;0;0;0]", F'=0;

(e) wyniki numeryczne — jest o jedyna funkcja testowa, dla ktorej nie udalo si¢
uzyska¢ przynajmniej zadowalajgcej zbiezno$ci do punktu optymalnego, mimo
korzystania jedynie z numerycznych oszacowan pochodnych funkcji.

X — funkcja Himmelblau nr 29 [Himmelblaul972]:

(a) F(x) = (%% + 12x, — 1)? + (49x% + 49x%+84x, + 2324x, — 68)?; przykiad
skomplikowanego ukiadu rownan nieliniowych z minimum lokalnym i globalnym,
dla ktérego macierz J'J jest osobliwa w punkcie startowym [1;1]";

b)) m=2,n=2;

(c) x* =[L;11", F*=3,330768¢ + 06;

(d) minimum globalne x* = [-21,026653; —36,760090]", F'= 0; lokalne
x =[0,28581;0,27936]", F"'=5,9225;

(e) wyniki numeryczne:

Numer cyklu leof F
1 1 3,330768¢ + 06
16 56 6,674
41 149 5,92503

(f) minimum lokalne x = [0,28581;0,27936]7;
(g) R =0.114 , R* nie jest mozliwe do obliczenia ze wzglgdu na niewystar-
czajaca doktadnoéé znalezionego rozwiazania F(x) — F* > 1075 .

4, Zakonczenie

Przeanalizowane przez autora przektady prostych w zapisie funkcji testowych, ktore
(chociaz niektore dosy¢ wiekowe) stanowig dosy¢ skomplikowane problemy obli-
czeniowe, mogg by¢ traktowane jako doskonaty wstepny test jakoSci dziatania algo-
rytméw minimalizujgcych sumy kwadratow funkcji nieliniowych. Sg one réwniez
przydatne do badania efektywnosci innych, bardziej ogdlnych metod optymalizacyj-
nych, gdyz zawieraja zagadnienia testowe o niewielkiej liczbie zmiennych, ale po-
wodujace duze trudnosci obliczeniowe dla wszystkich algorytméw. Spowodowane



172 Marek Nowinski

jest to wystepowaniem takich specyficznych wlasnosci badanych funkcji, jak: silna
nieliniowo$¢, wielomodalnos¢, bardzo skomplikowany uktad warstwic, osobliwos¢
(lub nawet podwdjna osobliwo$¢) w punkcie startowym lub optymalnym, co elimi-
nuje mozliwo$¢ wykorzystania metod gradientowych oraz bardzo utrudnia nume-
ryczng aproksymacj¢ pochodnych.

W tych trudnych warunkach zaproponowany algorytm optymalizacyjny (hybry-
dowy, bezgradientowy i minimalizujacy wykorzystywang liczbe oszacowan wartosci
funkcji) okazat si¢ narzedziem bardzo efektywnym i odpornym na prawie wszystkie,
opisane putapki procesu poszukiwania ekstremum. Tylko funkcja Powella (silnie
nieliniowa, z podwdjnie osobliwym jakobianem funkcji w punkcie optymalnym)
okazata si¢ odporna na proby znalezienia jej minimum globalnego. Jednakze inne
badania przeprowadzone przez autora® potwierdzity efektywnosé tej metody, a takze
przydatnos¢ przedstawionego w artykule zestawu funkcji testujacych do wstgpnego
okres$lania jako$ci dziatania nowotworzonych algorytméw optymalizacyjnych.
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