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Od autora

Zaprezentowany w ksiazce materiat jest wynikiem kilkuletnich prac autora w za-
kresie identyfikacji w Zakladzie Identyfikacji i Modelowania Instytutu Informatyki
Technicznej (obecnie Instytutu Informatyki) Politechniki Wroctawskiej. Prace te sa
kontynuacja badan w zakresie identyfikacji systemoéw ztozonych, powadzonych
w zespole pod kierunkiem [Profesora Zdzistawa Bubnickiego|.

Tematem ksiazki sa wybrane problemy identyfikacji obiektow statycznych. Na
wstepie przedstawiono rolg modelu w badaniach systemowych, wprowadzono pojecia
dotyczace zadania identyfikacji oraz wskazano aktualne problemy identyfikacji sys-
temow ztozonych. Nastgpnie sformutowano podstawowe zadania identyfikacji obiek-
tow statycznych. Omoéwiono zadania wyznaczania parametréw charakterystyk sta-
tycznych oraz zadania wyboru optymalnego modelu w warunkach deterministycznych
i w warunkach losowych, czyli takich, gdy na obiekt dzialaja pewne wielkosci losowe,
a wyniki eksperymentu sa znieksztatcone zaktoceniami pomiarowymi.

Zasadnicza cze$¢ ksiazki dotyczy identyfikacji statycznych systemow zlozonych,
czyli identyfikacji takich obiektow, w ktorych wyrdzniono elementy sktadowe i1 wska-
zano powiazania migdzy nimi. Dokladniej omoéwione wybrane zagadnienia to:

» ldentyfikacja przy ograniczonych mozliwos$ciach pomiarowych.
Jest to zadanie identyfikacji systemu ztozonego, w ktorym — dla zadanych warto$ci
wejs¢ zewnetrznych — tylko wyrdznione wartosci wyj$¢ sa dostepne do pomiaru. Roz-
wazono problem mozliwosci wyznaczenia parametrow charakterystyk statycznych
poszczegdlnych elementéw systemu ztozonego na podstawie dostepnych, ograniczo-
nych pomiarow.

» Identyfikacja globalna.
W odroznieniu od zadania identyfikacji lokalnej, ktore polega na wyznaczeniu opty-
malnego modelu kazdego z elementdw systemu ztozonego z pominigciem struktury,
zadanie identyfikacji globalnej polega na wyznaczeniu optymalnego modelu systemu
ztozonego z uwzglednieniem jego struktury.

» ldentyfikacja dwustopniowa.
Koncepcja identyfikacji dwustopniowej wynika z metodologii prowadzenia badan,
organizacji eksperymentu lub dekompozycji zadania identyfikacji. Przedstawiono
dwustopniowe zadanie estymacji parametrow charakterystyki statycznej oraz dwu-
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stopniowe zadnie wyboru optymalnego modelu. Zbadano warunki rownowaznos$ci
podejscia dwustopniowego i bezposredniego.

Ksiazka jest przeznaczona dla osob zainteresowanych tworzeniem modeli matema-
tycznych obiektow ztozonych. W szczegolnosci adresowana jest do studentow i pra-
cownikow naukowych kierunkow: automatyka i robotyka, ekonometria, informatyka,
matematyka.

Autor pragnie podzigkowaé recenzentom — Panu profesorowi Antoniemu Niederlinskiemu
oraz Panu profesorowi Maciejowi Niedzwieckiemu — za cenne uwagi i tworcza krytyke, ktore
uksztattowaty ostateczna zawarto$¢ ksiazki.

Dzigkuj¢ Panu dr. inz. Wojciechowi Pieniazkowi za udostgpnienie wynikéw eksperymen-
tu pozwalajacych na ilustracj¢ zadania identyfikacji wielostopniowej oraz Kolegom z zespotu
za uwagi, ktore wykorzystatem w redakcji ksiazki. Oddzielne podzigkowania przekazujg
wspotpracownikom — Panu mgr. inz. Jarostawowi Drapale oraz Panu mgr. inz. Krzysztofowi
Brzostowskiemu — za wsparcie podczas przygotowywania rekopisu. Pragng wyrazi¢ szcze-
g6lna wdzigczno$¢ za owocna wspotprace Pani mgr Alicji Kordas, ktéra podjeta si¢ trudu
opracowania redakcyjnego i korekty ksiazki.

Jerzy Swiatek



Wykaz wazniejszych oznaczen

A — macierz powiazan pomigdzy wejsciami i wyjsciami elementow systemu
ztozonego

B — macierz wskazujaca wejscia zewngtrzne systemu ztozonego

C — macierz wskazujaca wyrdznione wyjscia systemu zlozonego

D, — podzbior przestrzeni wejs¢, D, cU <R §

F (u) — charakterystyka statyczna obiektu z wektorem wejs$¢ u

F (u, 9) — charakterystyka statyczna obiektu z wektorem wej$¢ u oraz wektorem

parametrow 6

F (u, g, a)) — charakterystyka statyczna obiektu z wektorem wejs¢ u, wektorem pa-
rametrow 6 oraz wektorem wielkosci losowych @

F (x) — charakterystyka statyczna systemu ztozonego z wektorem wejs¢ ze-
wngtrznych x

F (x,§ ) — charakterystyka statyczna systemu ztozonego z wektorem wejs¢ ze-
wngetrznych x oraz wektorem parametrow 0

Fl(ul,Hl) — charakterystyka statyczna obiektu na pierwszym stopniu z wektorem
wejs¢ u; oraz wektorem parametrow 6,

F, (u2 , 6’2) — charakterystyka statyczna obiektu na drugim stopniu z wektorem wejs$¢ u,
oraz wektorem parametrow 6,

F,(u,) — charakterystyka statyczna m-tego elementu systemu ztozonego z wekto-
rem wejs¢ u,,

F, (u,,0,) —charakterystyka statyczna m-tego elementu systemu zlozonego z wekto-
rem wejs¢é u,, oraz wektorem parametréw 6,
f (u, y) — funkcja gestosci rozkladu prawdopodobienstwa pary zmiennych loso-

wych (g, Z) okreslonana U xY
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£, (u) — funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienstwa wejscia u okreslona
na U
S (w, H;u) — funkcja gestosci rozktadu prawdopodobiefistwa zakloconego pomia-

ru wyjécia w dla obiektu z wektorem parametréw & i ustalonym
wejsciu u

f (y|u) — funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienstwa wyjscia y pod wa-
runkiem, Ze na wejsciu zmienna losowa u przyjgta warto$¢ u

f. (z) — funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej z
okreslona na Z

fg(H) — funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej 6 okre-
slona na @, funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienstwa a priori

f ’(6’|WN;U N) — funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej 6 okreslona
na @ pod warunkiem, ze na wyjsciu uzyskano macierz wynikéw po-

miarébw Wy przy serii identyfikujacej Uy, funkcja gestosci rozktadu
prawdopodobienstwa a posteriori

So (a)) — funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej @
okreslona na 2

g, (u) — funkcja wagi jakosci przyblizenia okreslona na zbiorze D,

Jr —macierz Jakobiego (jakobian przeksztatcenia odwrotnego £ N

J, — macierz Jakobiego (jakobian przeksztatcenia odwrotnego /')

L — wymiar przestrzeni wyj$¢ obiektu i modelu

/ — indeks /-tego wyjscia obiektu i modelu

L, — wymiar przestrzeni wyj$¢ opisu m-tego elementu systemu zlozo-
nego

I —indeks /,-tego wyjscia obiektu i modelu m-tego elementu systemu
ztozonego

L(H, 7] ) — funkcja strat

Ly (WN ,,U ) — funkcja wiarogodnosci dla obiektu z wektorem parametrow 6, zada-
nej serii identyfikujacej Uy, oraz macierza wynikow pomiarow Wy
Ly, (WNIn2 313U v, ) — funkcja wiarogodnosci na pierwszym stopniu dla obiektu

z wektorem parametréw 6, , zadanej serii identyfikujacej U, y,,, ,

ny?

ustalonej warto$ci wejscia na drugim stopniu u, =u,, oraz macie-

n

rzg wynikéw pomiaréw Wy,
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1>

Ly, (_1 NINZ,HZ;UI NNy Uo Nz) — funkcja wiarogodno$ci na drugim stopniu dla obiektu
z wektorem parametrow @,, zadanych serii identyfikujacych U, NNy s

U,y, oraz wynikami estymacji na pierwszym stopniu = .

Ly,y, (WN1 Ny Ui, U Nz) — funkcja wiarogodnosci przy podejsciu bezposrednim

dla obiektu z wektorem parametréw 6,, zadanych seriach identyfi-
kujacych U,y,y,, U,y, oraz macierza wynikow pomiarow WNI N

M — liczba elementéw systemu zlozonego

m — indeks m-tego elementu systemu zlozonego

N — dhugos¢ serii pomiarowe;j

n — indeks n-tego pomiaru

Ny — dlugos¢ serii pomiarowej na pierwszym stopniu
n — indeks 7n;-tego pomiaru na pierwszym stopniu
N, — dhugos¢ serii pomiarowej na drugim stopniu

ny — indeks n,-tego pomiaru na drugim stopniu

0, — m-ty element obiektu ztozonego

df
q(y, )7)=q(F (u),@(u,@)) — ocena réznicy pomiegdzy funkcja aproksymowanag a funk-

cja aproksymujaca dla zadanego punktu u €D,

df

q(»,.v,)=q(y,.®(u,,0)) —ocena réznicy pomigdzy zmierzona wartoscia wyjscia
obiektu a warto$cia wyznaczona z modelu dla zadanego wejs-
cia u,

Q(H)d:f” F (u)— <D(u,¢9) ||D — ocena roéznicy pomigdzy funkcja aproksymowana a funk-

cja aproksymujaca zbiorze D,

dr
Q(d?)z E [q( ,@(g))] —ocena réznicy pomigdzy wyjéciem obiektu i wyjsciem

yo=

1=

nieparametrycznego modelu w warunkach losowych przy pelnej in-
formacji probabilistyczne;j

O, (191) —wskaznik jako$ci identyfikacji na pierwszym stopniu dla zadanej
serii identyfikujacej U,, ~ oraz ustalonego wejscia na drugim stop-

niu U, =y, Z wektorem parametrow 6
2

Oy, (492) — wskaznik jakosci identyfikacji na drugim stopniu dla obiektu z wek-

torem parametréw 0, i zadanej serii identyfikujacej U,
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Oy, (6’2) — wskaznik jakos$ci identyfikacji przy podejsciu bezposrednim dla
obiektu z wektorem parametréw 6, i zadanych seriach identyfikuja-

cych U,y y, oraz U,y

df
06,)= E [ql( v =®(u,,u,,0, ))] —ocena roznicy pomigdzy wyjsciem obiektu
U,y -
1 wyjéciem modelu przy podejsciu bezposrednim oraz pelnej infor-
macji probabilistycznej
dr _ : . . .
0 (Gl,uz) =E [ql (y, y=9, (21591 ))‘uz] —ocena réznicy pomiedzy wyjsciem obiektu
uy,y -
1 wyjsciem modelu na pierwszym stopniu przy ustalonym wejsciu
na drugim stopniu u, oraz pelnej informacji probabilistyczne;j

dr _
0, (6’2) =E [q2 (6’1*, 0,=2, (g 5,0, ))] —ocena roznicy pomigdzy wyjsciem obiektu
U

1 wyjsciem modelu na drugim stopniu przy peinej informacji proba-
bilistycznej

YmNm - anm (am) U

zmierzonych wartosci sktadowych wektora wyjs¢ m-tego elementu

systemu ztozonego Y, a macierza warto$ci sktadowych wektora
m

d
O, ©,) =‘ — lokalna ocena réznicy pomigdzy macierza

mNy,

wyj$¢ wyznaczonych z modelu m-tego elementu systemu ztozonego
?mNm (0) dla zadanej serii identyfikujacej U v, (lokalny wskaznik
jakosci identyfikacji)

Oy (6’)dzf H Y, - 17,\, (6?)”U — ocena roznicy pomi¢dzy macierza zmierzonych wartosci
N

sktadowych wektora wyjs¢ obiektu Yy a macierza wartosci sktado-
wych wektora wyjé¢ wyznaczonych z modelu ¥, (9) dla zadanej se-
rii identyfikujacej Uy

QN (H)Clzfu Vy—Vy (0)”){ — globalna ocena rdznicy pomiedzy macierza zmierzonych
N

wartosci sktadowych wektora wyr6znionych wyj$¢ systemu zlozonego
Vy a macierza warto$ci sktadowych wektora wyj$¢ wyznaczonych
z modelu systemu zlozonego V), (9) dla zadanej serii identyfikujace;j
wej$¢ zewngtrznych Xy (globalny wskaznik jakosci identyfikacji)

— df [~ q

04 (0) ZH(0y(0). 05 (6). Qs (6). ... Oy (6,)) — syntetyezny wskaznik jakosci
identyfikacji uwzgledniajacy zaréwno oceng globalna, jak i oceny
lokalne
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0, (cb(u))dsz [q(y,@(u))‘u :u] — ocena roznicy pomiedzy wyjsciem obiektu i wyj-
v it

$ciem nieparametrycznego modelu w warunkach losowych dla usta-
lonego wejscia u, przy pelnej informacji probabilistyczne;j

af My
O, (@(u, ))zZq(ynm,d?(un )) — empiryczne oszacowanie oceny réznicy pomigdzy

m=1

wyjsciem obiektu i wyjsciem nieparametrycznego modelu na
podstawie obserwacji wyjscia o dtugosci M, przy ustalonym wej-
sciu u,

R(Y_’ ) — ryzyko podjecia decyzji z wykorzystaniem algorytmu ¥ przetwo-
rzenia danych pomiarowych Wy, Uy

r(§ WU N) — warunkowe ryzyko podjecia decyzji, ze skladowe wektora parame-
trow przyjma warto$é @, pod warunkiem, iz w wyniku pomiaroéw
wyjscia otrzymano macierz wynikéw pomiaréw Wy, a na wejscie
podano seri¢ identyfikujaca Uy

;3(51,,2 Wy, U Nlnz) — warunkowe ryzyko podjgcia decyzji, ze sktadowe wektora pa-
rametrOw przyjma wartos$¢ glnz na pierwszym stopniu, pod warun-
kiem, iz w wyniku pomiaré6w wyjscia otrzymano macierz wynikow

pomiarow W, , a na wejScie podano serig identyfikujaca U, y,,,

”2(52951N1N2§U2N2) — warunkowe ryzyko podjgcia decyzji, ze sktadowe wektora
parametrow przyjma warto$¢ 52 na drugim stopniu, pod warun-
kiem, iz w wyniku estymacji na pierwszym stopniu otrzymano
macierz oszacowaf =y , a na wejScie podano serig identyfiku-
jaca U,y,

r(@,WNl Ny ;U Vv, Ul Nz) — warunkowe ryzyko podjgcia decyzji, ze sktadowe wektora
parametrow przyjma warto$¢ 6_?2 przy podejsciu bezposrednim, pod
warunkiem, iz w wyniku pomiarow wartosci sktadowych wektora
wyjs¢ otrzymano macierz wynikow pomiarow Wy, , a na wejscia

podano serie identyfikujace U, nn, oraz Uy,

R — wymiar przestrzeni parametrow opisu obiektu

r — indeks r-tego parametru opisu obiektu

R — zbior liczb rzeczywistych

R, — wymiar przestrzeni parametrow opisu m-tego elementu systemu

ztozonego
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P — indeks 7,-tego parametru opisu m-tego elementu systemu ztozonego
S — wymiar przestrzeni wejs¢ obiektu
s —indeks s-tego wejscia obiektu
S — wymiar przestrzeni wej$¢ m-tego elementu systemu ztozonego
Sm — indeks s,,-tego wejscia m-tego elementu systemu ztozonego
T — transpozycja wektora

4O

2)

u=| . — S-wymiarowy wektor wej$é obiektu, ucU R ¥

4
UcR?® — przestrzen wejs$¢ obiektu, podzbior S-wymiarowej przestrzeni liczb

rzeczywistych

u — S)-wymiarowy wektor wejs$¢ na pierwszym stopniu #, eU, R 5
U cR?® — przestrzen wej$¢ obiektu na pierwszym stopniu, podzbior S;-wy-

miarowej przestrzeni liczb rzeczywistych

Ui, = [“mz Up,, - U Nl,,z] — macierz wynikoOw pomiaréw wartosci sktadowych

wektora wejs¢ na pierwszym stopniu w 7,-tym eksperymencie na dru-
gim stopniu, tj. dla ustalonego wektora wej$¢ na drugim stopniu
u, =u,, , seria identyfikujaca na pierwszym stopniu

Uiy, = [U1 vi Ui 0 Uy, Nz] — macierz wynikoOw pomiaréw wartosci wszyst-

kich sktadowych wektorow wejs¢ na pierwszym stopniu dla zadanej
serii pomiarowej na drugim stopniu

U — S>-wymiarowy wektor wej$¢ na drugim stopniu #, eU, cR 52

U,cR ™ — przestrzen wej$¢ obiektu na drugim stopniu, podzbidr S,-wymiaro-
wej przestrzeni liczb rzeczywistych

Usy, = [u21 Uy oo Uy, ] — macierz wynikéw pomiarow wartosci sktadowych wek-
tora wej$¢ na drugim stopniu, seria identyfikujaca na drugim stopniu
A
u?
u, =/ " — S,-wymiarowy wektor wejs¢ m-tego elementu systemu ztozonego
2 5n) u, €U, cR
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U, cR %
UN—[”1 U,
1)

(2)

v= ' | P=
V(L)

V

Vary

WN1N2 = [WNll

— przestrzen wejs¢ m-tego elementu systemu ztozonego, podzbior
S,-wymiarowej przestrzeni liczb rzeczywistych
u N] — macierz wynikow pomiaréw wartosci sktadowych wektora
wejs$¢ obiektu, seria identyfikujaca
5O

=(2)
v ~ . s o .
— L -wymiarowy wektor wyrdznionych wyjs¢ systemu ztozonego
_('L) i jego modelu, odpowiednio: v,v eV <R £
7

— przestrzen wyrdznionych wyj$¢ systemu zlozonego oraz wyjsc jego
modelu — podzbior L -wymiarowej przestrzeni liczb rzeczywistych
— empiryczna wariancja wyznaczona na podstawie N obserwacji
vN] — macierz wynikéw pomiaréw wartosci sktadowych wektora
wyréznionych wyjs¢ systemu ztozonego
— zaktocony wynik pomiaru — opis systemu pomiarowego
wN] — macierz zakldéconych wynikéw pomiaréw wartosci skla-

dowych wektora wyjs¢ obiektu

vT/N] — macierz zaktoconych wynikéw pomiaréw wartosci skta-
dowych wektora wyrdznionych wyjs¢ systemu ztozonego

Wy, lenz] — macierz zaktéconych wynikdw pomiarow warto-

$ci sktadowych wektora wyjs$¢ obiektu w np-tym pomiarze na drugim
stopniu, tj. dla ustalonego wejscia na drugim stopniu u, =u,, , Wy-

niki eksperymentu na pierwszym stopniu

Wyao o Wy, ] — macierz zaktdconych wynikow pomiar6w wszyst-

kich wartosci sktadowych wektora wyj$¢ na pierwszym stopniu dla
zadanej serii pomiarowej na drugim stopniu

Wyny = h( Vons ,znlnz) — wynik pomiaru wartosci sktadowych wektora y, .z zakloce-

niem z,,

- S -wymiarowy wektor wejs¢ zewngetrznych systemu ztozonego,

xeX cR §
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X cR § — przestrzen wej$¢ zewngtrznych systemu ztozonego, podzbior S -Wy-
miarowej przestrzeni liczb rzeczywistych
Xy = [xl X, X N] — macierz wynikéw pomiaréw wartosci sktadowych wektora
wejs¢ zewnetrznych systemu ztozonego, seria identyfikujaca
y(l) )—}(1)
2) y(Z)
y=|"_ | y=|". | —L-wymiarowy wektor wyjs¢ obiektu i modelu, odpowiednio,
y& FO y,yeY cR*
Y cR* — przestrzen wyj$¢ obiektu i modelu — podzbior L-wymiarowej prze-
strzeni liczb rzeczywistych
i i
(2) 5(2)
_| Ym - _| Vnm . .
Y=~ bVn=|". — L,-wymiarowy wektor wej$¢ m-tego elementu systemu
(: : (' : ztozonego i jego modelu, odpowiednio:
L —(L
Ym" Ym" VusVn €Y, CR
Y, cR ™ — przestrzen wyjs$¢ obiektu i modelu m-tego elementu systemu ztozo-
nego i jego modelu, podzbioér L,~wymiarowej przestrzeni liczb rze-
czywistych
Y, = [ Vi Yy Y N] — macierz wynikéw pomiarow warto$ci sktadowych wektora
wyj$¢ obiektu, wyniki eksperymentu
Yy, = [y1n2 Vo, "7 le,,z] — macierz wynikow pomiaréw warto$ci sktadowych

wektora wyj$¢ obiektu w n,-tym pomiarze na drugim stopniu, tj. dla
ustalonego wejscia na drugim stopniu u, =u,, , wyniki ekspery-

mentu na pierwszym stopniu

z — zaklocenia w n-tym pomiarze, warto$¢ zmiennej losowej z,

z,eZ cR*

Z cR* — przestrzen zakldcen, podzbior L-wymiarowej przestrzeni liczb rze-
czywistych
PI0
e
0= . — R-wymiarowy wektor parametrow charakterystyki statycznej obiektu,
9(.13) fcOcR®
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0 — R-wymiarowy wektor parametréw charakterystyki statycznej obiek-
tu — w modelu Bayesa wartos¢ zmiennej losowej ¢

OcR* — przestrzen parametrow charakterystyki statycznej obiektu — pod-
zbiér R-wymiarowej przestrzeni liczb rzeczywistych

~R -wymiarowy wektor parametrow charakterystyki statycznej systemu
g® zlozonego 0O cR k
R

Oc R — przestrzen parametrow charakterystyki statycznej systemu ztozonego
— podzbidr R -wymiarowej przestrzeni liczb rzeczywistych
0=r (6’) — zalezno$¢ pomigdzy parametrami charakterystyki statycznej systemu
ztozonego, systemu zlozonego a parametrami wszystkich elementéw
— optymalna warto§¢ wektora parametrow funkcji aproksymujacej przy
zalozeniu, ze u € D, z funkcja wagi jakosci przyblizenia g, (u)
e — dopuszczalny zbidr parametréw systemu ztozonego zapewniajacy
zadana doktadno$¢ modeli lokalnych
6, — R;-wymiarowy wektor parametréw charakterystyki statycznej na

pierwszym stopniu, 6, € &, cR Ry

B

— Ri-wymiarowy  wektor wyj§¢ modelu drugim stopniu,
0,e0, cR™
O, cR Ry —przestrzen parametroOw charakterystyki statycznej na pierwszym

stopniu oraz wyj$¢ modelu na drugim stopniu, podzbior R;-wymia-
rowej przestrzeni liczb rzeczywistych

0, — optymalna warto$¢ wektora parametrow na pierwszym stopniu przy
petnej informacji probabilistycznej
— oszacowanie warto$ci wektora parametrow 6, charakterystyki sta-

tycznej na pierwszym stopniu, wynik identyfikacji na pierwszym
stopniu dla zadanej serii identyfikujacej U,y , oraz ustalonego wej-

Scia na drugim stopniu u, =u,,

0, — Ry-wymiarowy wektor parametrow charakterystyki statycznej na

drugim stopniu, 8, €@, cR
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0, cR ke — przestrzen parametrow charakterystyki statycznej na drugim stopniu,
podzbidr R,-wymiarowej przestrzeni liczb rzeczywistych

— optymalna warto$¢ wektora parametréw modelu na drugim stopniu
przy pelnej informacji probabilistycznej
— oszacowanie warto$ci wektora parametrow 6, charakterystyki sta-

tycznej na drugim stopniu, wynik identyfikacji na podstawie N, po-
miaréw na drugim stopniu

13

)Ny — oszacowanie wartosci wektora parametrow 6, charakterystyki sta-
tycznej, wynik identyfikacji z wykorzystaniem algorytmu bezpo-
sredniego na podstawie N; pomiaréw na pierwszym stopniu i N, po-
miarow na drugim stopniu

0,=| " — R,~wymiarowy wektor parametrow charakterystyki statycznej
m-tego elementu systemu ztozonego, 6, €@, <R *»

e, cR ™ — przestrzen parametréw charakterystyki statycznej m-tego elementu

systemu ztozonego, podzbior R,-wymiarowej przestrzeni liczb rze-
czywistych

O, — lokalnie optymalna warto$¢ wektora parametrow m-tego elementu sys-
temu ztozonego wyznaczona na podstawie N,, pomiardw

Oy — oszacowanie wartosci wektora parametréw charakterystyki statycz-
nej 6, wyznaczone na podstawie N pomiaréw

Oy —optymalna warto§¢ wektora parametrow modelu wyznaczona na
podstawie N pomiaréw

Oy — globalnie optymalna warto$¢ wektora parametrow modelu systemu
ztozonego wyznaczona na podstawie N pomiarow

0, =0y —numeryczne przyblizenie optymalnej wartosci parametréw mo-

delu 6

Oy —optymalna warto$¢ wektora parametrow modelu systemu ztozo-

nego wyznaczona na podstawie N pomiardOw przy syntetycznym
wskazniku jako$ci identyfikacji
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~ ke

Oy — globalnie optymalna warto$¢ wektora parametrow modelu systemu

ztozonego wyznaczona na podstawie N pomiaréw, przy zatozeniu,
ze modele lokalne spetniaja zadana doktadnos¢

M= — wejscie neuronu £

0_ g [ 340000 1 g0
1 N s 1& A1
uy' =g, z W05 + 6,7 | —wyjscie neuronu Ej;
s=1
Sy, = [91 mi Oy o By Nz] — macierz oszacowan wartosci wektora parame-

trow 6, wyznaczonych na pierwszym stopniu dla zadanej serii identy-
fikujacej U, y, na drugim stopniu

¢; — funkcja aktywacji neuronu Ej;

<D(u,¢9) — model obiektu statycznego — przyblizenie charakterystyki statycznej
z wektorem wejs$¢ u 1 wektorem parametrow 6

cD(x, 9) —model obiektu statycznego — przyblizenie charakterystyki statycznej
systemu zlozonego z wektorem wejs¢ zewnetrznych x i wektorem pa-
rametrow €

(D(u) —nieparametryczny model — przyblizenie charakterystyki statycznej
z wektorem wejs¢é u

@ — optymalny nieparametryczny model przy pelnej informacji probabi-
listycznej

Q, (u1 , 91) — model obiektu statycznego — przyblizenie charakterystyki statycznej

obiektu na pierwszym stopniu z wektorem wejs$¢ u; i wektorem pa-
rametréw 6,

D, (u2 ,0, ) — model obiektu statycznego — przyblizenie charakterystyki statycznej obiek-
tu na drugim stopniu z wektorem wejs¢ u, i wektorem parametrow 6

¥y (U N4 N) — algorytm identyfikacji, algorytm przetworzenia macierzy pomiarow
wejscia 1 wyjscia obiektu

'z v (X N VN) — algorytm identyfikacji dla systemu ztoZonego, algorytm przetworze-

nia macierzy pomiard6w wej$¢ zewngetrznych i wyroznionych wyjsé
systemu ztozonego
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Piv, (U Ny > Y, ) — algorytm identyfikacji na pierwszym stopniu

YN, (U 2N, ey NNy ) — algorytm identyfikacji na drugim stopniu

2

]

NN, (Ul v, Vo, » WN] N, ) — algorytm identyfikacji otrzymany w wyniku zloze-
nia algorytmow z pierwszego i drugiego stopnia

' (171 v, Uan, s WNI N, ) — bezposredni algorytm identyfikacji

QcR*t — przestrzen wielkosci losowych w obiekcie, podzbiér L-wymiarowej
przestrzeni liczb rzeczywistych
10} — L-wymiarowy wektor wielkosci losowych, warto§¢ zmiennej loso-

we] w, we2cR £



1. Identyfikacja systemow zlozonych
— poje¢cia podstawowe

1.1. Wstep

Problematyka identyfikacji obiektow, tj. ustalania modeli obiektéw na podstawie
badan eksperymentalnych, po pewnym okresie stagnacji przezywa obecnie nowy in-
tensywny etap rozwoju. Wiaze si¢ to z jednej strony z praktyczna koniecznoscia roz-
patrywania nowych obiektow i celéw identyfikacji, a z drugiej strony — z nowymi
mozliwosciami realizacji algorytméw identyfikacji. W pierwszym przypadku chodzi
o aktualne problemy identyfikacji systemow zlozonych, rozumianych jako obiekt,
w ktorym wyrézniono podstawowe elementy sktadowe i wskazano powiazania mig-
dzy nimi. Elementy sktadowe takiego systemu zlozonego stanowia samoistne obiekty,
a ich ztozenie pozwala na opis procesow ztozonych. W drugim przypadku mamy na
mysli nowe mozliwos$ci realizacji komputerowej, a mianowicie zastosowania technik
komputerowych w rozproszonych systemach gromadzenia i przetwarzania informacji.
Obszar aktualnych zagadnien metodologicznych i technicznych lezy na pograniczu
automatyki i informatyki, z wyrazna przewaga po stronie informatyki.

Nowe problemy identyfikacji wiaza si¢ z aktualnymi problemami zautomatyzowa-
nych komputerowych systemoéw zarzadzania i sterowania. Dotyczy to zdecentralizo-
wanego sterowania systemami ztozonymi [2, 22, 42, 53-55, 71] i elastycznymi proce-
sami produkcji [18, 19, 22, 112, 115, 130] oraz sterowania w wielopoziomowych
systemach zarzadzania i sterowania [3, 23, 80, 84]. Zwicksza si¢ takze rola metod
i technik identyfikacji w zadaniach praktycznych, ktorych celem jest poznanie obiek-
tu. Dotyczy to zwlaszcza komputeryzacji prac eksperymentalnych w laboratoriach
badawczych [7, 23, 70, 72], a takze identyfikacji obiektoéw o réznej naturze, np. biolo-
gicznych [6, 45, 90, 91, 93, 97, 98, 107], ekonomicznych lub technicznych [4, 35, 103,
109, 111, 114]. Czgsto modele obiektow sa wykorzystywane do celow decyzyjnych
lub diagnostycznych [11, 12, 104, 106]. Znaczacy obszar aktualnych zadan identyfi-
kacji zwiazany jest z opracowaniem algorytméw identyfikacji dla specjalnych modeli
[52, 60, 61, 113, 117, 133, 134].

Niniejsza praca dotyczy obszernej problematyki zwigzanej z identyfikacja syste-
moéw zlozonych. Wérdd systemoéw zlozonych mozna wyrdzni¢ systemy wejsciowo-
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-wyj$ciowe [2, 3, 46] oraz systemy sieciowe [17—-19]. Wejsciowo-wyjsciowe systemy
ztozone to takie, w ktorych wyrdzniono elementy sktadowe z okreslonymi wejsciami
1 wyjéciami, a struktura systemu zadana jest przez podanie powiazan pomig¢dzy wej-
$ciami 1 wyjSciami elementow systemu. Systemy sieciowe to takie, w ktoérych wy-
rozniono elementy sktadowe, a powiazania pomigdzy elementami zadane sa uwa-
runkowaniami czasowymi [18]. Przyktadem takich systeméw stosowanych do opisu
systemow produkceji sa kompleksy operacji, gdzie czas wykonania operacji zalezy
od wielkos$ci zadania lub zasobu przydzielonego do operacji, a struktura kompleksu
— od uwarunkowan czasowych. Kolejne operacje moga si¢ rozpoczaé po zakoncze-
niu wezesniejszych. Wynika to z procesu produkcyjnego. Uwarunkowania te okre-
slaja sieciowa strukture kompleksu.

W dalszych rozwazaniach ograniczymy si¢ do systemow wejsciowo-wyjsciowych
[122, 132, 135].

Rozdziat 1. to wprowadzenie w problematyke identyfikacji obiektow. Przedstawiono
w nim rol¢ modelu w badaniach systemowych, sformulowano zadanie identyfikacji
obiektow oraz zaproponowano opis wejsciowo-wyjsciowych systemow ztozonych.
Wstepnie okreslono podstawowe zagadnienia identyfikacji systemow ztozonych. W roz-
dziale 2. przedstawiono podstawowe zadania identyfikacji obiektow. Ograniczono si¢ do
identyfikacji charakterystyk statycznych. Zaznaczono w ten sposéb podziat na charakte-
rystyczne, typowe zadania identyfikacji, ktore moga wystapi¢ przy réznych zalozeniach
dotyczacych sytuacji pomiarowej oraz znajomosci obiektu. W rozdziale 3. omoéwiono
zadanie identyfikacji statycznego systemu zlozonego, w ktoérym tylko wybrane wielkoSci
moga by¢ mierzone. Prowadzi to do zadania identyfikacji systemow przy ograniczonych
mozliwosciach pomiarowych. W rozdziale 4. podano opis zadania identyfikacji lokalne;j
i globalnej statycznego systemu ztozonego, a takze algorytm identyfikacji dla struktury
szeregowej oraz sformulowano zadania identyfikacji globalnej z uwzglednieniem jakosci
modeli lokalnych. W rozdziale 5. przedstawiono zagadnienie identyfikacji wielostopnio-
wej. Skoncentrowano si¢ na dwustopniowych algorytmach estymacji parametrow oraz
dwustopniowym zadaniu wyboru optymalnego modelu.

1.2. Rola modelu w badaniach systemowych

Badanie obiektow o réznej naturze (np. technicznych, biologicznych, ekonomicz-
nych) prowadzi do zebrania spostrzezen, danych, informacji na temat obserwowanych
zjawisk. Zebrana i uporzadkowana wiedza na temat obserwowanego obiektu tworzy
model badanej rzeczywistosci. Model ten jest stosowany do celow badawczych. Na bazie
wiedzy o badanym obiekcie formutowane sa nowe problemy poznawcze. Model stuzy do
formutowania zadan projektowych. Jest podstawa do formutowania diagnozy. Wartosci
parametrow modelu niosg informacj¢ o aktualnym stanie badanego obiektu. Na podsta-
wie wiedzy o obiekcie formulowane sa metody i algorytmy sterowania i zarzadzania.

Biorac pod uwage posta¢ modelu, jego zakres oraz sposob wykonania, a takze hi-
storyczny rozwoj, mozemy wyroznic nastgpujace modele:
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Modele konceptualne — odpowiadaja na pytania: Jak system jest zbudowany? Jaki
jest cel i zakres dziatania danego systemu? Zwykle modele te oddaja koncepcje funk-
cjonowania badanego procesu, obicktu czy zjawiska. Pokazuja one, jak taki system
jest zorganizowany. Wskazuja na jego elementy sktadowe i powiazania mi¢dzy nimi.
Modele te czgsto sa przestawiane w postaci schematdéw blokowych lub tez opisu dziata-
nia systemu. Na rysunku 1.1 przedstawiono koncepcje funkcjonowania dwupoziomo-
wego systemu zarzadzania. Wyodrgbniono w nim system nadrzedny oraz M podsyste-
mow: Py, P,, ..., Py. Okre$lono zmienne decyzyjne x;, X, ..., Xy, przekazywane
z systemu nadrzednego do podsystemow, oraz zmienne koordynacyjne ki, ko, ..., ki,
pochodzace z podsystemow. Zwrdécono uwage na wzajemne powiagzania pomigdzy
systemami poprzez zmienne w;;, i = 1,2, ..., M, j=1,2, ..., M.

System
nadrzedny

LN ]
A W2 P, Wa3 Wyt —1,m Py
> [ ———— ]

Rys. 1.1. Dwupoziomowy system zarzadzania

Modele fizyczne umozliwiaja badanie danego zjawiska lub obiektu w skali labora-
toryjnej. Czesto sa to modele uproszczone i pomniejszone, ale z zachowaniem fizycz-
nej natury badanego procesu. Zmiana skali jest zwykle podyktowana kosztem budowy
modelu. Uproszczenia maja na celu uwypuklenie badanego zjawiska. Przyktadem
zastosowania modelu fizycznego jest badanie w tunelu aerodynamicznym oporu po-
wietrza stawianego przez dany model samochodu. Badanie nie wymaga kompletnego
modelu pojazdu. Wystarczy zamodelowac¢ jego ksztalt.

Modele analogowe korzystaja z analogii fizykochemicznych pomigdzy badanymi
procesami. Na przyktad: rezystancja, opdr hydrauliczny oraz opor cieplny sa opisane
podobna zaleznos$cia. W modelu analogowym taki obiekt jest elementem proporcjo-
nalnym i opisujemy go zaleznoscia y =6 u, gdzie: u, y sa — odpowiednio — wejsciem
1 wyjsciem obiektu, natomiast 6 jest wspotczynnikiem proporcjonalnosci.

Takie ujgcie problemu pozwala na abstrahowanie od natury zjawiska. Badane
zjawisko moze by¢ przedstawione za pomoca proceséw o innej naturze fizyczne;j.
Stwarza to nowe mozliwosci badawcze. Zmiana natury zjawiska moze by¢ podyk-
towana wzgledami bezpieczenstwa lub przestankami ekonomicznymi. Zmiana natu-
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ry zjawiska moze ponadto zmieni¢ skalg czasu. Na przyktad wolnozmienne procesy
cieplne mozemy zasymulowac¢ szybkimi procesami elektrycznymi. Poczytne miej-
sce w problemach modelowania, ze wzgledu na ich uniwersalno$¢ i dostgpnosé
w poprzednim okresie, znalazly analogowe modele elektryczne. Opracowano ze-
stawy typowych blokéw umozliwiajacych modelowanie obiektéw, ktore zyskaty
nazwe¢ komputeré6w analogowych.

RP
e =, &
U, u, ip

Rys. 1.2. Przyktady elementow proporcjonalnych:
a) rezystancja R, b) opor przeptywu Rp, ¢) opér cieplny R¢

Modele matematyczne przedstawiaja zwiazki pomiedzy wielkosciami w badanym
procesie. Opisuja wlasnosci statyczne obiektu, podawane zwykle w postaci zaleznosci
funkcyjnych, rownan i nierownosci. Wtasnosci dynamiczne sa przedstawiane za po-
mocg rownan i nieréwno$ci rozniczkowych dla proceséw ciaglych oraz réwnan
i nierdwnosci roznicowych dla procesow dyskretnych. Na rysunku 1.3 przedstawiono
uktad regulacji przekaznikowe;.

u(t )= Obiekt y Q

regulacji

Rys. 1.3. Uktad regulacji

Celem uktadu jest stabilizacja wyjscia y(t) obiektu catkujacego, z inercja o wej-
sciu u(t), na zadanym poziomie y*. Obiekt regulacji jest opisany zaleznoscia

S30) 1 bl)

St =Kult), (1.1)

z warunkami poczatkowymi
d y(t)
dt

gdzie: parametr K jest stata wzmocnienia, a 7 jest stata czasowa.

()] 10 = Yo |0 =1, (1.2)
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Na wyjsciu regulatora przekaznikowego otrzymujemy znak btgdu regulacji, czyli

u(t)=sign(s(t)), (1.3)
gdzie blad regulacji

elt)=y" - (). (1.4)

Réwnania (1.1)—(1.4) to model matematyczny rozpatrywanego uktadu regulacji.
Modelem matematycznym sa tez zestawy zdan logicznych wypowiedzianych na temat
obserwowanego obiektu. Ogolniej — zebrane obserwacje dotyczace badanego obiektu
tworza baz¢ wiedzy, a jesli ograniczymy si¢ do konkretnego obszaru, zbior ten jest
wiedza dziedzinowa, przydatna do projektowania systemow ekspertowych [20, 73].

Modele komputerowe sa opracowane na bazie opisow matematycznych. Biorac
pod uwage sposob wykonania, mozemy wyrdzni¢ modele cyfrowe lub analogowe. Do
symulacji ciaglych procesé6w dynamicznych czesto byly stosowane tzw. komputery
analogowe. Komputer analogowy stanowi zestaw specjalizowanych typowych blokow
(m.in. elementow catkujacych, wzmacniaczy, sumatoréw, elementow nieliniowych),
realizowanych za pomoca uktadéw elektronicznych. Odpowiednie potaczenie elemen-
tow umozliwia symulacje¢ badanego procesu. Takie modele badanego procesu przyjgto
si¢ nazywa¢ modelami analogowymi.

Na rysunku 1.4 przedstawiono model analogowy obiektu opisanego réwnaniami

(1.1)~(1.4).

Obiekt

dy(t)

dt

£()=y" - ()

Regulator

Rys. 1.4. Przyktad modelu analogowego

Modele cyfrowe to zwykle symulacja badanego obiektu za pomoca odpowiedniego
programu komputerowego, opracowanego na podstawie modelu matematycznego.
Rozwdj techniki obliczeniowej, metod numerycznych oraz inzynierii oprogramowania
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dostarczyt wiele gotowych bibliotek i pakietow, ktore umozliwiaja modelowanie pro-
cesOw o roznej naturze, jak na przyktad dyskretnych proceséw produkcyjnych, proce-
sow ekonomicznych, uktadow regulacji czy tez proceséw biologicznych. Mozna tutaj
wymieni¢ migdzy innymi biblioteki dostgpne na platformie programowej MATLAB,
w tym pakiet SIMULINK, oraz system MULTI-EDIP z aplikacja SYMULATOR [70,
72, 87]. Wyspecjalizowane pakiety pozwalaja na modelowanie proceséw ciaghych,
zdecydowanie wypierajac wczesniej wspomniane modele analogowe. Istotna przewa-
ga modeli cyfrowych nad analogowymi polega na prostej mozliwosci modelowania
wielowymiarowych ztozonych proceséw. Wspotczesne mozliwosci techniki oblicze-
niowej zapewniaja odpowiednia doktadno$¢ oraz czas uzyskania wynikow symulacji.
Bardzo waznym i aktualnym zagadnieniem jest wykorzystanie bazy wiedzy na temat
obserwowanego obiektu, zwanej wiedza dziedzinowa, do modelowania [20, 73]. Wie-
dza dziedzinowa wraz z regutami wnioskowania sa podstawa do budowy systemow
ekspertowych. Zadanie eksploracji wiedzy na bazie zaobserwowanych faktow mozna
porownac z tradycyjnie rozumianym zadaniem identyfikacji.

Proces tworzenia modelu oraz sposob jego wykorzystania przedstawiono na ry-
sunku 1.5. Badacz — w celu poznania obiektu, procesu lub zjawiska — prowadzi ekspe-
ryment. W wyniku otrzymuje dane pomiarowe, informacje i spostrzezenia na temat
badanego zjawiska. Uporzadkowane wyniki eksperymentu, podawane w postaci wzo-
row, rownan, regul i zdan logicznych, tworza model badanego procesu. Model taki nie
od razu zadowala eksperymentatora.

Poréwnanie wynikdéw eksperymentu z danymi uzyskanymi z modelu czgsto pro-
wadzi do koniecznosci doskonalenia modelu. Model jest zwykle budowany w kon-
kretnym celu. Na podstawie uzyskanego modelu formutowane sg zadania poznawcze,
zadania projektowe, problemy zarzadzania i sterowania obiektem oraz zadania dia-
gnozy. Po rozwiazaniu tych zadan wysnuwamy wnioski i hipotezy, uzyskujemy reko-
mendacj¢ dla projektow nowych obiektow, opracowujemy metodyke tworzenia algo-
rytméw zarzadzania, sterowania i diagnozy. Wnioski i hipotezy sa weryfikowane
przez badanie rzeczywistego obiektu. Daje to nowa wiedzg o badanych zjawiskach
i procesach. Algorytmy zarzadzania i sterowania sa wykorzystywane do projektowa-
nia systemoéw zarzadzania oraz urzadzen sterujacych. Opracowane algorytmy diagno-
styczne sa podstawa do budowy urzadzen pomiarowo-kontrolnych.

W celu ilustracji zadania tworzenia modelu i jego wykorzystania w procesie po-
znawczym 1 projektowym pokrétce omowimy badania kolumn destylacyjnych, pro-
wadzone w Instytucie Inzynierii Chemicznej Urzadzen Cieplnych Politechniki Wro-
ctawskiej [57, 76, 77]. Do przyktadu tego wrocimy w rozdziale 5.

Rozdzielenie cieklego roztworu na odpowiednie frakcje lub poszczegblne czyste
sktadniki wymaga budowy kolumn o duzej zdolnos$ci rozdzielczej. Tradycyjne roz-
wiazania wiazaly si¢ z projektowaniem kolumn destylacyjnych o duzej wysokosci Iub
tez kaskada kilku nizszych, co si¢ wiaze z duzymi kosztami. Prowadzone badania nad
zjawiskami towarzyszacymi przeplywowi faz i wymianie masy pokazaty, ze intensy-
fikacje wymiany masy w ukladzie ciecz—gaz osiaga si¢ przede wszystkim przez
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zwigkszenie powierzchni kontaktu faz i zmniejszenie sumarycznego oporu przenika-
nia masy, zaktocajac stabilno§¢ warstw granicznych na powierzchni styku. Efekt ten
mozna uzyskaé przez zwigkszenie burzliwosci naturalnego przepltywu faz, stawiajac
przeszkody na drodze naturalnego przepltywu, jak rowniez wywotanie dodatkowego,
zewngetrznego zaburzenia przeptywu.

Efekt:

» nowa wiedza

» nowe obiekty

» procedury zarzadzania
» urzadzenia sterujace
» aparatura pomiarowo-

Wyniki:

» wnioski i hipotezy
> metody projektowania || odniesienie wynikow
> metody zarzadzania do obiektu
» algorytmy sterowania

! -kontrolna
» metody diagnostyczne
\
zjawisko,
proces, obiekt
eksperyment wyniki
badacz
Cel:
» poznanie
» projektowanie y y
> zarzadzanie DE— model poréwnanie
» sterowanie Prad
» diagnostyka
doskonalenie

(poprawa) modelu

Rys. 1.5. Model w badaniach systemowych

Na tej podstawie zaprojektowano kolumng destylacyjna wypetniona z pulsacja fazy
parowej (rys. 1.6). Zadaniem wypeknienia oraz pulsacji jest zwigkszenie powierzchni
kontaktu faz. Przed badaczem staje pytanie: Jaki jest wplyw rodzaju wypeienia kolum-
ny oraz wielkosci charakteryzujacych zaburzenie przeptywu na oceng sprawnosci ko-
lumny w stanie ustalonym? Inaczej mowiac, celem badan eksperymentalnych jest opra-
cowanie modelu kolumny destylacyjnej wypelionej z pulsacja fazy parowej, ktory
opisze wptyw strumienia przeptywu u;, czgstotliwosci u, oraz amplitudy pulsacji 3 na
sprawnos¢ y wypetionej kolumny z pulsacja. Miara sprawnosci kolumny y moze by¢
liczba potek teoretycznych lub wartos¢ objetosciowego wspotczynnika przenikania masy.
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woda
chlodzaca

I<7 Yy l kondensator
destylat

U, - wypehienie kolumny

u, o
natgzenie v

O przeptywu
} pary u, - czestotliwosé pulsacji

U, - amplituda pulsacji

Rys. 1.6. Destylacyjna kolumna

kociot . f .
naped pulsatora wypelniona z pulsacja fazy parowej

W celu opracowania modelu matematycznego opisanego obiektu identyfikacji
przeprowadzono szereg pomiarow dla kolumny wypeklionej konkretnym rodzajem
wypehnienia. W pierwszej kolejnosci, dla zadanej serii wartosci strumienia przeptywu
uy, mierzono sklad fazy parowej i na tej podstawie okreslano liczbg potek teoretycz-
nych oraz warto$¢ objgtosciowego wspotczynnika przenikania masy. Pozwolito to na
okreslenie zaleznosci sprawnos$ci kolumny z ustalonym wypetieniem od strumienia
przeptywu. Nastgpnie pomiary przeprowadzono dla zadanych serii czgstotliwosci u,
oraz amplitudy pulsacji u;. Kolejno badania te powtorzono dla kolumn z réznym wy-
pelieniem. Na podstawie uzyskanych danych pomiarowych opracowano odpowied-
nie modele matematyczne kolumn wypetionych z pulsacja fazy parowe;.

Opracowane modele matematyczne byly podstawa do dalszych prac badawczych
i projektowych. Wyniki badania wrazliwo$ci wielkosci charakteryzujacych sprawnosé
kolumny na zmiang strumienia przepltywu, amplitudy i czestotliwosci pulsacji byty
podstawa do opracowania rekomendacji dla projektantéw wypelionych kolumn de-
stylacyjnych z pulsacja fazy parowej [57, 77, 138].

1.3. Zadanie identyfikacji obiektu

W celu wprowadzenia oraz ujednolicenia oznaczen sformutujemy podstawowe za-
dania identyfikacji obiektu. Problematyka ta jest dokladnie przedstawiona w wielu
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ksiazkach na temat identyfikacji [8, 14, 29, 43, 44, 68, 69, 74, 83, 88]. Zawarte w tym
podrozdziale rozwazania oparto przede wszystkim na ujgciu przedstawionym w pracy
[14] i ograniczono si¢ do identyfikacji obiektow statycznych, stacjonarnych.

Celem identyfikacji jest stworzenie modelu matematycznego badanego obiektu na
podstawie zebranych obserwacji (danych pomiarowych). Obiekt, dla ktérego bedzie-

my ustala¢ zalezno$¢ wielkosci y“), y(z), s y(L) od uV, u®, .., u®, nazwiemy obiek-

tem identyfikacji, a wielkosci y(l), y(z), s y(L) oraz u'V, u®, ..., u® — odpowiednio —

wielko$ciami wyj$ciowymi i wejsciowymi (rys. 1.7).

e —— ———>
e obiekt H@) _ u obiekt Y
. identyfikacji : - identyfikacji
U y(L)

Rys. 1.7. Obiekt identyfikacji z wektorem wejs¢ u i wektorem wyjs$é y

W dalszych rozwazaniach bedziemy zaktadaé, ze wejscia i wyjscia obiektu identyfi-
kacji sa — odpowiednio — S- oraz L-wymiarowymi wektorami, zapisywanymi w postaci:

4O y
2) 2)
u

u=|"1, y=|7 |, (1.5)
u® P

gdzie: u — wektor wej§¢ obiektu, u e % — RS, U — S-wymiarowa przestrzen wejsc,
y — wektor wyjs¢ obiektu, y e & < R", &/ — L-wymiarowa przestrzen wyjsc.
Podstawa do okreslenia modelu matematycznego obiektu sa informacje aprioryczne
oraz wyniki pomiarow. Na rysunku 1.8 przedstawiono wyniki pomiaréw jednowymiaro-
wego obiektu identyfikacji (L = § = 1), dla ktérego doktadna charakterystyka statyczna
ma posta¢ y = F(u). Oznaczymy przez y, wynik n-tego pomiaru wartosci sktadowych
wektora wyjs¢ obiektu przy zadanej warto$ci sktadowych wektora wejs¢ u,, n =1, 2, ...,
N, gdzie N jest liczba wykonanych pomiarow. Wyniki pomiaréw zapisujemy w postaci:

UN=[”1 U, - ”N]v YN=LV1 Voo o yN]’ (1.6)

Uy, Yy sa macierzami, ktérych kolumnami sa wyniki kolejnych pomiaréw — odpo-
wiednio — wejs¢ u 1 wyjsc y.

Teraz naszym zadaniem jest wyznaczenie algorytmu identyfikacji, to jest algorytmu
przetworzenia danych pomiarowych w celu wyznaczenia modelu obiektu. Posta¢ algo-
rytmu identyfikacji zalezy od informacji apriorycznej o obiekcie, informacji o pomiarach
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oraz przyjetej metody. Zrealizowany w postaci systemu komputerowego lub pewnego
urzadzenia technicznego (,,hardware’owego”) algorytm identyfikacji zwany jest identyfi-
katorem [14]. Obiekt identyfikacji wraz z identyfikatorem stanowi uktad identyfikacji

(rys. 1.9).

YN|[TTTTT T

R
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u obiekt Y,
identyfikacji

Flu)

Rys. 1.8. Zestaw pomiardéw charakterystyki statycznej y = F(u) jednowymiarowego obiektu

u, obiekt

identyfikacji

algorytm
identyfikacji

model

Na rysunku 1.9 pokazano przeptyw in-
formacji, tj. dane uzyskane w wyniku ekspe-
rymentu, przetworzone wedlug odpowied-
niego algorytmu identyfikacji, tworza model
obiektu.

Rys. 1.9. Uktad identyfikacji

Jak wida¢ z przytoczonych rozwazan (rys. 1.5), na proces tworzenia modelu ma-
tematycznego sktadaja si¢ rdézne czynnos$ci i zadania. Mozna je usystematyzowac

[14]:

1. Okreslenie obiektu identyfikacji.
2. Okreslenie klasy modeli.
3. Organizacja eksperymentu.

4. Opracowanie algorytmu identyfikacji.
5. Realizacja algorytmu identyfikacji.
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Proces tworzenia modelu matematycznego czgsto nie jest czynnoscia jednora-
zowa. Wymienione czynnosci sa $cisle powiazane i nie moga by¢ wykonane nieza-
leznie. Czasami wstgpna analiza wynikow eksperymentu powoduje, ze konieczny
jest powrot do okreslenia klasy modeli. Omowimy pokrétce zaproponowane czyn-
nosci. Pozwoli to na przyjecie nomenklatury i oznaczen przydatnych w dalszych
rozwazaniach.

Okreslenie obiektu identyfikacji

Jest to bardzo wazny element zadania identyfikacji. W tym momencie nalezy okre-
$li¢, jaki jest cel identyfikacji, tzn. w jakim celu tworzymy model obiektu. Ten etap
wymaga $cistej wspotpracy projektanta modelu z jego uzytkownikiem. Od tego zale-
zy, jakie wielkosci zostana uwzglednione w modelu. W tym miejscu nalezy odpowie-
dzie¢ na pytania: Czy badamy charakterystyki statyczne czy tez wtasnosci dynamiczne
obiektu? Pomigdzy jakimi wielko$ciami szukamy zalezno$ci?

Odpowiedzi na te pytania prowadza w konsekwencji do okreslenia wektora wiel-
kosci wejsciowych u oraz wektora wielko$ci wyjsciowych y (rys. 1.10). Analiza
obiektu identyfikacji moze ponadto wskaza¢ na wielkosci, ktore wptywaja na wyjscie
obiektu, a nie sa wskazanymi wielkosciami wejSciowymi. Moga to by¢ zaktocenia
mierzalne g lub niemierzalne .

Pl

u obiekt Y
identyfikacji

Rys. 1.10. Wielkosci charakterystyczne obiektu identyfikacji

Okreslenie klasy modeli

Waznym elementem zadania identyfikacji jest dobor postaci opisu do badanego
obiektu. Sprowadza si¢ to do ustalenia odpowiedniej postaci funkcji dla charakterystyk
statycznych. W praktyce polega to na ustaleniu postaci opisu z doktadnos$cia do parame-
trow. Podpowiedzia w doborze odpowiedniej postaci moze byc¢:

» Analiza zjawisk fizykochemicznych, ktora sprowadza si¢ do opisu procesu na
podstawie znanych praw fizyki, chemii, biologii, ekonomii itp. Zwykle w wyni-
ku otrzymujemy opis obiektu znany z doktadno$cia do parametrow.

» Analiza wymiarowa, ktora na podstawie analizy jednostek wystepujacych przy
wielkosciach wejsciowych 1 wyjsciowych moze sugerowac sposob ich prze-
ksztalcenia, a tym samym posta¢ modelu.

» Analiza danych eksperymentalnych, w wyniku ktorej mozemy uzyskac¢ pod-
powiedz co do ksztattu funkcji opisujacych dane eksperymentalne. Na przy-
ktad dla danych przedstawionych na rysunku 1.11a zaproponujemy charakte-
rystyke liniowa, natomiast przedstawione na rysunku 1.11b zarejestrowane
sygnaly ciaglte kojarzymy z zaktécona odpowiedzia liniowego uktadu drugie-
go rzedu z opdznieniem, na ktory podano skok jednostkowy.
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Czgsto projektant modelu decyduje sig¢ na wybor arbitralny, ktory jest podyktowa-
ny wzgledami praktycznymi, wynikajacymi z celu modelowania. Na przyktad analiza
zjawisk daje zlozona nieliniowa posta¢ rownan, ktore opisuja obiekt identyfikacji, ale
ze wzgledu na przewidywane wykorzystanie modelu wygodniej jest przyblizy¢ obiekt
modelem liniowym w okolicy punktu pracy.

a)

\

Rys. 1.11. Przykladowe wyniki obserwacji: a) identyfikacja charakterystyki statycznej,
b) identyfikacja charakterystyki dynamicznej

Podczas okreslania klasy modeli nalezy zwroci¢ uwage na dwa istotnie rozne
przypadki. Zarowno analiza zjawisk fizykochemicznych, jak i analiza wymiarowa
moga dostarczy¢ doktadnego opisu obiektu, w ktorym znane sa zalezno$ci funkcyj-
ne i one dokladnie opisuja badana rzeczywisto$¢. Jest to przypadek idealny. Pro-
blem sprowadza si¢ tutaj do wyznaczenia parametréw w tych zalezno$ciach. Mo-
wimy wowczas, ze opis jest znany z doktadnoscia do parametrow, a czasami [14]
uzywamy okres$lenia: ,,prawdziwy” opis nalezy do klasy modeli.

W przypadku charakterystyki statycznej dany jest opis

y=F(u,0), (1.7)

gdzie: F jest znang funkcja opisujaca zaleznos¢ wektora wyjs¢ y od wektora wejs¢ u,
natomiast @ jest wektorem parametrow.

Na rysunku 1.12 przedstawiono jednowymiarowy obiekt identyfikacji (L =S = 1)
o charakterystyce statycznej y = F(u, 8). W tym przypadku (rys. 1.12b) niezakldcona
warto$¢ pomiaru wyjscia y,, przy zadanej wartos$ci wejscia u,, jest punktem z badanej
charakterystyki. Obliczona warto$¢ wyjscia modelu, przy znanej wartosci sktadowych
wektora parametréow 6, pokrywa si¢ z wartoScia zmierzong y, dla tej samej wartosci



Identyfikacja systeméw ztozonych — pojecia podstawowe 35

wejscia u,. Zadanie identyfikacji sprowadza si¢ do wyznaczenia nieznanych wartosci
parametrow opisu. Parametry te moga mie¢ sens fizyczny.

a)
“n | obiekt identyfikacji | Y
F(u,0)
b)
y
A
y=F(u,0)
S ,
5 u

u

n

Rys. 1.12. ,,Prawdziwy” opis nalezy do klasy modeli: a) charakterystyka statyczna obiektu
znana z doktadnos$cia do parametrow, b) niezaktocone wyniki pomiarow

Przypadek drugi — znacznie czestszy — to taki, kiedy w wyniku analizy danych eks-
perymentalnych, lub arbitralnej decyzji, przyjmujemy model, ktory daje przyblizony
opis badanej rzeczywistosci. Rzeczywista charakterystyka statyczna obiektu y = F(u)
istnieje, ale nie jest znana. Dla charakterystyki statycznej proponujemy przyblizony
opis, dalej zwany modelem

y=(u,0), (1.8)

gdzie: @ jest zaproponowana (zadang) funkcja opisujaca zalezno$¢ wektora wyjsé
modelu y od wektora wej$¢ u, natomiast 6 jest wektorem parametréw modelu.

W tym miejscu slowa ,,zaproponowana (zadana) funkcja” wymagaja komentarza.
Czesto propozycja ta jest wynikiem wielu préb doboru funkcji sposrod tych nowych
uniwersalnych aproksymatorow [1] oraz wynikiem badan majacych na celu dobor



36 Rozdziat 1

odpowiedniej struktury modelu. Moze to by¢ charakterystyka statyczna w postaci sieci
neuronalnej [75, 82, 136].

Na rysunku 1.13 przedstawiono jednowymiarowy obiekt identyfikacji (L =S = 1)
o charakterystyce statycznej y = F(u) i proponowanym modelu y = CD(u, 0). Tym razem
obliczona, na podstawie modelu (1.8), warto$¢ wyjscia y, moze si¢ rézni¢ od wartosci
otrzymanej w wyniku niezaktéconego pomiaru y, tej samej wartosci wejscia u, (rys.
1.13b). Zadanie identyfikacji polega na wyznaczeniu takich warto$ci parametréow mode-
lu, dla ktérych oceniona réznica pomigdzy wartosciami obliczonymi z modelu a wyni-
kami pomiaréw warto$ci wyjscia obiektu bedzie minimalna w sensie przyjetego kryte-
rium jakosci identyfikacji. Tym razem méwimy o zadaniu wyboru optymalnego modelu.

a)
Un | obiekt identyfikacji | V»
' (u) ' )
ocena q(yn > yn )
roznicy
model Vn 1
7 =®(u,0)
b) _
»,y
A
y=F(u)
3 =®(u,0)
yn ___________________ |
) i G ;
i u
- >

Rys. 1.13. Wybor optymalnego modelu: a) obiekt identyfikacji
o nieznanej charakterystyce statycznej y = F(u) oraz proponowany model y = @(u,@) ,
b) niezaktécone wyniki pomiaréw @ oraz odpowiednie warto$ci wyj$cia modelu o
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Organizacja eksperymentu
W wyniku eksperymentu uzyskujemy nastgpujace dane: dla zadanej sekwencji
warto$ci sktadowych wektora wejs¢ obiektu

UNz[ul U, - ”N]’ (1.9)

mierzymy odpowiednie wartosci sktadowych wektora wyjs¢ i zapisujemy je w postaci
macierzy

Yy=[n » - wl (1.10)

gdzie N jest liczba pomiarow.

Sekwencja (1.9) jest zwana seria identyfikujaca, a macierz (1.10) — wynikiem eks-
perymentu [14]. W praktycznych sytuacjach wynik pomiaru jest obarczony blgdem
pomiarowym. Znaczy to, ze w n-tym pomiarze, dla zadanych wartosci sktadowych
wektora wej$¢ u,, mierzymy wartosci sktadowych wektora wyj$¢ y,, a na mierzona
wielko$¢ naktadaja si¢ przypadkowe zaklocenia pomiarowe z,. W wyniku pomiaru
otrzymujemy warto$¢ w, 16zna od y,, czyli

w, =h(y,.2,), (1.11)

gdzie & jest znana funkcja opisujaca sposob naktadania si¢ zaklocen pomiarowych na
mierzong wielko$¢.
W tym przypadku wyniki eksperymentu zapiszemy w postaci macierzy

Wy=[w w, - wy] (1.12)

Przeprowadzenie eksperymentu wymaga ustalenia wielu czynnikoéw, ktore maja
wplyw na jego wynik [14, 56]. Naleza do nich:

» Ustalenie charakteru eksperymentu
wiaze si¢ z okresleniem mozliwo$ci przeprowadzenia eksperymentu czynnego
lub biernego. Eksperyment czynny umozliwia wybor serii identyfikujacej, co
jest zwiazane z planowaniem eksperymentu. W przypadku eksperymentu bier-
nego pozostaje monitorowanie wartosci wejs¢ i wyjs¢ obiektu.

> Planowanie eksperymentu
dotyczy wylacznie eksperymentu czynnego i polega na odpowiednim wyborze
serii identyfikujacej. Przestanki tego wyboru moga by¢ rézne [56]. Zasadnicza
przestanka jest dobor serii identyfikujacej, ktora zapewni odpowiednia jako$¢
modelu oraz mozliwos$¢ jego weryfikacji, inne moga dotyczy¢ kosztow prze-
prowadzenia eksperymentu oraz prostoty obliczen w algorytmie identyfikacji.

» Okreslenie parametrow eksperymentu
dhugosci serii pomiarowej i zakresu zmian wielkosci wejsciowych.

» Ustalenie techniki eksperymentu
jest Scisle zwiazane z poprzednimi czynnikami, a polega na technicznym zabez-
pieczeniu wykonania i rejestracji pomiarow, tzn. na doborze odpowiednich czuj-
nikow, przyrzadow i uktadow pomiarowych zapewniajacych wykonanie zapla-
nowanych pomiarow oraz ich przekazanie do identyfikatora.
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Opracowanie algorytmu identyfikacji

Zebrane dane pomiarowe sa podstawa do wyznaczenia modelu obiektu. Opraco-
wanie algorytmu identyfikacji wiaze si¢ z zaproponowaniem pewnego przepisu na
przetworzenie danych pomiarowych w celu obliczenia parametrow modelu w przy-
padku modeli parametrycznych lub wyznaczenie modelu nieparametrycznego. Postaé
algorytmu identyfikacji zalezy w duzej mierze od informacji apriorycznych o obiekcie
oraz sytuacji pomiarowej. Gdy opis obiektu jest znany z doktadnoscia do parametrow,
méwimy o zadaniu wyznaczenia parametréw w przypadku deterministycznym lub
estymacji parametréw w przypadku probabilistycznym. Podobnego podziatu, biorac
pod uwagg sytuacje pomiarowa, mozna dokona¢ dla zadania wyboru optymalnego
modelu.

W rozdziale 2. dokonano przegladu podstawowych zadan identyfikacji obiektéw
statycznych w warunkach deterministycznych oraz losowych.

Realizacja algorytmu identyfikacji

W zaleznosci od postaci danych pomiarowych oraz techniki ich przetwarzania al-
gorytm identyfikacji moze by¢ zrealizowany w technice cyfrowej lub analogowe;.
W pierwszym przypadku jest to zwigzane z opracowaniem odpowiedniego programu
komputerowego, a w drugim — z zaprojektowaniem odpowiedniego analogowego
przetwornika rejestrowanych w czasie eksperymentu sygnatow. Czasem algorytm
opracowany w formie programowej lub analogowej zwany jest identyfikatorem [14].
Mozemy tez méwi¢ o identyfikatorach uniwersalnych i specjalizowanych. Identyfika-
tory uniwersalne to na ogdt oprogramowanie wspierajace prace laboratoryjne i badaw-
cze. Obecnie sa projektowane systemy komputerowe, ktore oprocz odpowiedniego
oprogramowania realizujacego algorytmy identyfikacji zapewniaja organizacje ekspe-
rymentu, a poprzez uktad wejs¢ 1 wyjs¢ analogowych i cyfrowych dla zadanych serii
pomiarowych automatycznie, w czasie rzeczywistym, rejestruja wyniki pomiardw.
Jako przyktad mozemy tutaj wymieni¢ system MULTI-EDIP — system wspomagajacy
prace laboratoryjne i badawcze [72], pakiet ,,identyfikacja systemow” na platformie
MATLAB [65, 70]. Identyfikatory specjalizowane czgsto stanowia fragmenty kompu-
terowych systemow sterowania, np. jako elementy sterowania adaptacyjnego.

1.4. Opis systemu zlozonego

Obecnie skupimy sig¢ na wejsciowo-wyjsciowych, statycznych systemach ztozo-
nych, czyli takich obiektach, w ktérych wyrdzniono powiazane miedzy soba elemen-
tarne czesci sktadowe. Wyrdznione elementy opisuja fragmenty ztozonego procesu
1 moga stanowi¢ niezalezne obiekty. W przypadku kazdego z nich wskazujemy na
wielkosci wejsciowe 1 wyjsciowe. Podane zalezno$ci pomiedzy poszczegdlnymi skta-
dowymi elementami, czyli podane zaleznosci pomigdzy wejsciami i wyj$ciami po-
szczegolnych elementoéw, tworza opis struktury takiego systemu ztozonego.
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Przyktadem zlozonego systemu jest system produkcji. Rozwazmy problem realiza-
cji podzielnego zadania o zadanym calkowitym rozmiarze (rys. 1.14). Zadanie jest
realizowane rownolegle przez trzech wykonawcow. Czas oraz koszt wykonania zada-
nia jest rozny dla kazdego wykonawcy i zalezy od rozmiaru przydzielonego zadania.
W celu optymalnego zarzadzania procesem wytworczym konieczna jest znajomosé
charakterystyki wykonawcow, a zwlaszcza znajomo$¢ zaleznosci czasu oraz kosztu
wykonania zadania w funkcji wielkosci przydzielonego zadania. W powyzszym pro-
cesie wytwarzania wyrdznimy elementarne czynnosci. Sa to: rozdziat zadan dla po-
szczegblnych wykonawcow, realizacja zadan przez wykonawcdw, ocena kosztu wy-
konania zadania.

rozmiar

‘ koszt wykonania
zadania 1

zadania 1

rozmiar
zadania

Rozdziat zadan
do

wykonawcow | fozmiar
zadania 2

Wykonawca 1
>

czas wykonania
zadania 1

rozmiar
zadania 3

koszt wykonania

Wykonawca 2

zadania 2

—

czas wykonania
zadania 2

koszt wykonania
zadania 3 | Koszt

»| Wykonawca 3 N >

czas wykonania
zadania 3

wykonania
calego zadania

Rys. 1.14. Schemat ideowy realizacji podzielnego zadania przez trzech wykonawcow

Zadania te stanowig elementy ztozonego systemu wytwarzania (rys. 1.15). Dla kaz-
dego z nich wskazemy wielkosci wejSciowe i wyjsciowe. Rozdziat zadan dla wyko-
nawcow O, jest elementem, w ktorym wielkoscia wejsciowa u, jest rozmiar catkowi-

tego zadania do wykonania, natomiast wyjsciem jest wektor y, o sktadowych yl(l),
yl(z), yl(S), ktore sa rozmiarami zadan dla poszczegodlnych wykonawcow. Opis zasad
podziatu zadan — yl(l) = Fl(l)(ul ), yl(z) = Fl(z)(ul ) yl(3) = FI(S)(u1 ), a w zwartym zapisie
V= Fl(ul) — zalezno$¢ pomigdzy wyjsciem y, a wejsciem u, jest charakterystyka

statyczna tego elementu. Realizacje zadan przez poszczegdlnych wykonawcow stano-
wig kolejne elementy O,, O, oraz O, procesu wytwarzania. W elemencie O, wiel-

kos$cia wejSciowa u, jest rozmiar zadania do wykonania przez pierwszego wykonaw-

cg, a wyjSciem jest wektor y,, o sktadowych ygl), y§2>, ktorymi sa — odpowiednio —

koszt y

(1)

y,’ oraz czas y;

jace te zaleznosci to: yg) =F2(1)(u2) oraz y&z) =F2(2)(u2), a w zwartym zapisie

(1)
5/ oraz czas y,

(2)

(2)

wykonania zadania przez pierwszego wykonawce. Koszt

wykonania zadania zalezy od rozmiaru zadania u, ; funkcje opisu-
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v, =F, (uz), zalezno$¢ pomigdzy wyjSciem y, a wejSciem u, stanowi charaktery-
styke statyczna tego elementu. Analogicznie sa okreslone wejscia w3 1 1y oraz wyjscia
3 14 dla obiektow O; 1 O,, ktore odpowiadaja drugiemu i trzeciemu wykonawcy.
Kolejny element O, stanowi oceng kosztow wykonania zadania. Wektorem wejs¢ us,
o sktadowych ugl), ugz), u?), elementu O, sa koszty realizacji zadan przez poszcze-
golnych wykonawcow, wyjsciem ys jest catkowity koszt wykonania zadania, czyli

ys=F; (u ) = ugl) + ugz) + u? ), a funkcja Fs jest charakterystyka statyczna tego elementu.

U] o)

« u N B%)
1
1 > O] 02 v() -~
(2) o
V>
(1)
Y3
2
01 v( ) _
@ v
€ Py
(1) >
M 3 [, @),
0, Us s | Us
(2) Vs O

N
Y v¢

2 >

Rys. 1.15. Statyczny system zlozony — realizacja podzielnego zadania przez trzech wykonawcow

Zauwazmy, ze wyroznione elementy stanowia odrgbne obiekty wejsciowo-wyjs-
ciowe, w ktorych wyrozniono wielko$ci wejsciowe 1 wyjsciowe oraz wskazano na
zalezno$¢ statyczng pomigdzy tymi wielkoSciami. Wyrdznione sa elementy powiazane
miedzy soba, a konkretnie wyjscia jednych elementow sa wejSciami innych. Powiaza-
nia te okreslaja strukture systemu. W rozpatrywanym przyktadzie przydziat zadan do
realizacji dla poszczegdlnych wykonawcow — O,, O, oraz O,— jest wynikiem roz-
dziatu zadan O,, tj. kolejne wyjscia yl(l), yl(z) oraz y1(3) sa wejsciami do O,, O, oraz

(1)

0O,. Powiazania pomigdzy tymi elementami sa dane zaleznoSciami: u, =y,’,
U, = yl(z) oraz u, = y1(3). Podstawa do oceny kosztow O; sa koszty realizacji zadan
przez wykonawcow, a zatem skladowymi wektora u; sa wyjscia ygl), ygl) oraz ygl),
czyli ugl) = ygl), ugz) = ygl) oraz u?) = ygl).

Zwr6é¢my uwage na catkowity rozmiar zadania: wejscie u, nie jest wyjsciem zad-
nego elementu — jest ono wej$ciem zewngtrznym x =u,.

Ze wzgledu na oceng rozpatrywanego procesu wytwarzania istotne sa czasy wyko-
nania poszczegolnych zadan oraz koszt catkowity wykonania zadania. Wskazuje to na
wyrdznione wyjscia sposrod wszystkich wyjs¢ sytemu ztozonego. W naszym przykta-
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dzie jest to wektor v, o sktadowych W = yl(l), v = yl(z), W) = y1(3), ktore sa czasami

wykonania poszczegdlnych zadan, oraz v = v5 — catkowity koszt zadania.

Po uwzglednieniu wejs¢ zewnetrznych x oraz wyroznionych wyjs¢ v system zlozo-
ny moze by¢ potraktowany jako nowy obiekt o wejsciach x i wyjsciach v, ktérego
charakterystyke statyczna v=F (x) wyznaczamy na podstawie charakterystyk po-
szczegolnych elementéw oraz struktury systemu ztozonego. L 4

Jako kolejny przyklad wejsciowo-wyjsciowego, statycznego systemu zlozonego
(rys. 1.16) rozwazymy proces produkcji aspiryny [58, 62, 67, 137]. Aspiryng otrzymu-
je sig z kwasu salicylowego przez acetylowanie bezwodnikiem octowym w roztworze
benzenowym. Proces ten jest prowadzony w reaktorze przez ogrzewanie — w ciagu
okreslonego czasu — mieszaniny bezwodnego benzenu, bezwodnika octowego oraz
kwasu salicylowego. Po ukonczeniu reakcji goracy roztwor przetlacza sig przez filtr
cisnieniowy do krystalizatora I. Podczas chtodzenia i mieszania zachodzi krystalizacja
aspiryny. Krystaliczny produkt jest filtrowany na nuczy prozniowej i przemywany
zimnym benzenem. W wyniku tego procesu otrzymujemy pierwszy rzut surowego
kwasu acetylosalicylowego. Produktem ubocznym jest tug pokrystaliczny, zawieraja-
cy znaczne ilo$ci aspiryny. Lug pokrystaliczny jest rozpuszczany i kierowany do apa-
ratu destylacyjnego, gdzie oddestylowuje si¢ benzen, a nastgpnie kwas octowy. Pozo-
stato$¢, podobnie jak poprzednio, oczyszcza si¢ przez krystalizacje II i filtracje,
w wyniku czego otrzymujemy drugi rzut surowego kwasu acetylosalicylowego. Za-
réwno pierwszy, jak i drugi rzut surowego kwasu acetylosalicylowego jest nastgpnie
suszony w suszarce prozniowej i w wyniku tego procesu otrzymujemy aspiryne.

benzen
surowy kwas
benzen o
—_— ] acetylosalicylowy (1 reut) -

kwas salicylowy : FOZIWOr krystalizacja |
————————— acylowanie “filiracia
bezwodnik octowy - )

aspiryna

\J

Tug pokrystaliczny

surowy kwas
acetylosalicylowy (11 rzut)

krys b
2 kwas oclowy,
benzen,
benzen ZaniecEysTCEENia

Rys. 1.16. Schemat ideowy produkcji aspiryny

W omawianym procesie wyrdznimy nastgpujace elementarne procesy jednostkowe
(rys. 1.17): acylowanie — O,, krystalizacja I i filtracja — O,, rozpuszczanie, destylacja,
krystalizacja I i filtracja — O, oraz suszenie — O,. Wyrdznione procesy stanowia od-
rebne obiekty wejsciowo-wyjsciowe, a ich polaczenie stanowi zlozony proces produkc;ji.
Dla kazdego procesu jednostkowego wskazemy jego wielkosci wejsciowe 1 wyjsciowe.
Acylowanie O, jest elementem, w ktorym sktadowymi wektora wej$¢ u, sa: ilo$¢ ben-



42 Rozdziat 1

1 . , o, . 2 . ;. .
zenu u", ilos¢ kwasu salicylowego u'> oraz ilos¢ bezwodnika octowego u'”,

a wyj$ciem — ilo$¢ roztworu powstatego wskutek acylowania y,. Wektor u,, o skla-

1 1. s 1 s . .
dowych ug) — ilo$¢ benzenu oraz uéz) — 1lo$¢ roztworu przekazanego do pierwszej

krystalizacji i filtracji, jest wektorem wej$¢ elementu O, — krystalizacja I i filtracja,

a wektor wyj$¢ y, ma sktadowe: yé” — ilo$¢ surowego kwasu acetylosalicylowego

(pierwszy rzut) oraz yéz) — ilo$¢ tugu pokrystalicznego. W procesie rozpuszczanie,

destylacja, krystalizacja II i filtracja O, wektor wejs¢ u; ma skltadowe: ugl) — ilo$¢

tugu pokrystalicznego oraz u§2) — ilo¢ benzenu, a wektor wyjs¢ y,: pi" — ilo§é su-

rowego kwasu acetylosalicylowego (drugi rzut) oraz y§2) — iloé¢ produktéw odpado-
wych, tj.: kwasu octowego, benzenu i zanieczyszczen. Sktadowymi wektora wejs¢ u,
w procesie suszenia O, sa: ilo$¢ surowego kwasu acetylosalicylowego (pierwszy rzut)
u’ oraz ilo$¢ surowego kwasu acetylosalicylowego (drugi rzut) uf) , a 1lo$¢ uzyska-
nej aspiryny y, jest wyjsciem tego procesu. Zaleznosci pomigdzy iloScig produktow
wejsciowych a iloscia produktéw wyjsciowych, uzyskanych w wyniku kazdego z pro-
cesOw elementarnych, sa charakterystykami statycznymi odpowiednich elementow.
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e ) Y2 Uy !
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2 2 >
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Rys. 1.17. Przyktad systemu ztozonego — produkcja aspiryny

Powiazania pomiedzy poszczegdlnymi elementarnymi procesami wynikaja z faktu,
ze produkty uzyskane w jednych procesach sa wielko$ciami wejsciowymi kolejnych
procesow. W rozpatrywanym przyktadzie mamy: ilo$¢ roztworu powstatego wskutek
acylowania jest przekazywana do pierwszej krystalizacji i filtracji, czyli u{® =y,
ilo§¢ tugu pokrystalicznego powstatego w procesie pierwszej krystalizacji i filtracji jest
przekazywana do procesu — rozpuszczanie, destylacja, krystalizacja Il i filtracja, czyli

ugl) = y§2>, ilo§¢ surowego kwasu acetylosalicylowego uzyskanego w pierwszym

i drugim rzucie jest przekazywana do procesu suszenia, czyli uil) = yél) oraz

u® = y{V. Zaleznosci te okreslaja strukture powiazan pomiedzy elementami systemu.
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/2 . 2) 1 s . o, .
Tloé¢ kwasu salicylowego u'>, ilos¢ bezwodnika octowego u\” oraz ilosci benze-

nuu®, u® |

) potrzebne do przeprowadzenia procesow O,, O,, Oy —sa produk-
tami podstawowymi do produkcji aspiryny i sa wejsciami zewngtrznymi systemu zto-

zonego. Wektor wej§¢ zewnetrznych x ma skladowe: x :ugl), @ :ul(l),

@ 1@ O

X

) _,0

xP =u oraz x {2 Istotnymi, wyrdznionymi wyjéciami omawia-

nego procesu sa: ilos¢ wyprodukowanej aspiryny y, oraz ilo§¢ produktow odpado-
wych, tj.: kwasu octowego, benzenu i zanieczyszczen yéz), zatem v\ = y, oraz

) = y{?) sq sktadowymi wektora wyréznionych wyjsé.

Biorac pod uwage wektor wejs¢ zewngtrznych x oraz wektor wyrdéznionych wyjsé
v, system zlozony mozemy potraktowaé jako nowy obiekt o wektorze wejs¢ x,
1 wektorze wyjs$¢ v, ktorego charakterystyke statyczna v =F (x) wyznaczamy na pod-
stawie charakterystyk poszczegdlnych elementow oraz struktury systemu ztozonego.

*

Mowiac o wejsciowo-wyjsciowym statycznym systemie zlozonym, mamy na mysli
obiekt, w ktorym wyrdézniamy powiazane migdzy soba elementy sktadowe. W opisie
takiego systemu nalezy poda¢ charakterystyki statyczne poszczegoélnych elementow
systemu oraz wskaza¢ powiazania pomi¢dzy wejsciami i wyjsciami elementow.

Rozwazymy wejsciowo-wyjsciowy system ztozony, w ktorym wyrdzniono M ele-
mentéw O,, O,, ..., 0,,. Niech

Vo =F,(u,) (1.13)

oznacza charakterystyke statyczng m-tego elementu o wejsciach u,, i wyjsciach y,,
a F,, jest znana funkcja.
Wejscie i wyjscie m-tego elementu sa wektorami z odpowiednich przestrzeni, tj.:

) ()

( Vi
u(z) . y(z) ) .

um: r‘n ex@//mg%m, ym: '.'1 eqmg%mﬁ (114)
ufnsm) yfn;‘m)

gdzie: S,, oraz L,, sa, odpowiednio, wymiarami przestrzeni wejs¢ i wyjs¢, m = 1,2, ..., M.
Oznaczymy przez u i y, odpowiednio, wektory wszystkich wejs¢ i wyjs$¢ obiektu, tj.

u 1 y(l) bgl
(2) |ar (2) |ar
4 U, y(L) Vs
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gdzie wektor wszystkich wejs¢ u nalezy do przestrzeni

M
U =UxUx-xU, cR, S=Y S, (1.16)
m=1
a wektor wszystkich wyjs$¢ y nalezy do przestrzeni
M
& = xSy x-x Yy <R", L= L, (1.17)

m=l

Struktura systemu jest zadana przez podanie powiazan pomigdzy wyjsciami i wej-
sciami poszczegolnych elementow systemu. W szczegdlnoscei nalezy podac, ktore wej-
scie dla wskazanego elementu jest wyjSciem innego elementu. Zwr6émy uwage, ze
W systemie pojawiaja si¢ wejscia, ktore nie sa wyjsciami innych elementow (rys. 1.18).
Takie wejscia x nazwiemy wejsciami zewnetrznymi systemu ztozonego, gdzie

0

x= (1.18)

jest S -wymiarowym wektorem wejé¢ x € 2 = U z przestrzeni 7 = R

) (1)
) o) b4 Us y(l) (1)
X 1 > 01 L 03 3 A% >
) [ v R
ul) s
e 0, NO ‘
g W

Rys. 1.18. Przyktad systemu ztozonego

Strukture systemu zlozonego opisujemy zaleznoscia
u= Ay + Bx, (1.19)

w ktorej: 4 jest SxL-wymiarowa zero-jedynkowa macierza, definiujaca powiazania
pomigdzy elementami systemu, tj.:

A=[a,] (1.20)

s=1,2,...,8 ?
1=1,2,...,.L

1 edy w) =y
710 gdy wl) gy

natomiast zero-jedynkowa § x S-wymiarowa macierz B wskazuje wejscia zewngtrzne,
czyli:
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| () _ 5)
s asl :{ gdy . * (121)

0 gdy ul) = x &

Wyrézniamy ponadto pewne wyjscia, ktore maja znaczenie dla wykorzystania opra-
cowanego modelu, np. wyjscia te moga by¢ istotne dla zadania sterowania lub zarzadza-
nia. Wyjscia te nazwiemy wyjsciami wyrdznionymi przez projektanta modelu. W jed-
nym przypadku moga to by¢ wyjscia, ktore sa dostgpne pomiarowo, a w innym
— wyj$cia systemu zlozonego istotne do wykorzystania opracowanego modelu. Wyr6z-
nienie tych dwoch przypadkow jest istotne dla dalszych rozwazan. Pierwszy przypadek
— gdy tylko wyrdéznione wyjscia systemu ztozonego moga by¢ mierzone oraz znane sa
charakterystyki statyczne elementow systemu z doktadnoscia do wektora parametrow,
tj. charakterystyki statyczne naleza do klasy modeli — w dalszych rozwazaniach prowa-
dzi do sformulowania zadania identyfikacji systemu zlozonego przy ograniczonych
mozliwosciach pomiarowych. Drugi przypadek — gdy projektant modelu wyroznit wy-
brane wyjscia, mimo ze wszystkie moga by¢ mierzone i nie sa znane charakterystyki
statyczne elementow — w dalszych rozwazaniach prowadzi do sformulowania zadan
wyboru optymalnego modelu z lokalnym i globalnym wskaznikiem jakosci identyfika-
cji. Zadania te beda precyzyjniej sformutowane w dalszej czesci pracy.

Wyroéznione wyjscia oznaczymy przez

v= : (1.22)

gdzie L jest liczba wybranych wyj$¢ sposrod wszystkich L wyjsé.
Wyjscia v sa wskazane przez macierz zero-jedynkowa C o wymiarze LxL, tj.

v=Cy, (1.23)
w ktore;j:
1 0= ,0
C= [071] T=1.2...1° gdzie ¢, = {O :?1;, :(7) 4 ;(z) (1.24)
I=12,..,L
oraz
veWz{v:Vyec?/,v=Cy}g9%Z. (1.25)

Na rysunku 1.18 przedstawiono przyktad systemu ztozonego, w ktorym wyrodznio-
no elementy sktadowe w postaci obiektow O;, O, i O;. Wskazano wejécia zewngtrzne
X, wyr6znione wyjscia v oraz wewngtrzne powiazania.

Roéwnania (1.19) 1 (1.23), dla systemu ztozonego przedstawionego na rysunku 1.18,
maja postac:
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u®] fo 0 0 0 0]f[,®] [1 0
ud | 01 00 0ffy®| [0 0 o
u? =10 0 0 0 0| y"|+|0 1 {(2)}, (1.26)
w110 0 0 ofy@] |0 oftF
w100 1 0 0]y ]| [0 0]
)
@l oo o0 o0 1],®
@1=l0 0 1 0 0Oy | (1.27)
@10 0 0 1 0ffy®
)
LV3" ]

Zwroémy uwage, ze na system zlozony mozemy spojrze¢ jak na nowy obiekt
identyfikacji z wektorem wejs¢ zewnetrznych x oraz wektorem wyrdznionych wyjs¢ v
wskazanych przez (1.23). Korzystajac z charakterystyk statycznych poszczegoélnych
elementow (1.13), rownania (1.19), opisujacego strukturg systemu ztozonego, oraz za-
leznosci (1.23), wskazujacej wyrdznione wyjscia, wyznaczamy charakterystyke statycz-
na nowo okreslonego obiektu identyfikacji, czyli systemu ztozonego jako catosci.

Przyjmujemy oznaczenie

N Fl(”l)
ve| 2| P ), (128)
Yu FM(”M)

gdzie F jest funkcja okreslajaca zalezno$¢ pomiedzy wszystkimi wejéciami i wyj-
$ciami systemu ztozonego.
Po podstawieniu w miejsce u w réwnaniu (1.28) zaleznos$ci (1.19) otrzymujemy

y=F(A4y+ Bx). (1.29)
Rozwiktanie réwnania (1.29) wzgledem y daje

y=F, (x;:4,B), (1.30)

gdzie 17 , 0znacza rozwiazanie rownania (1.29) wzgledem y.

W dalszych rozwazaniach ograniczymy si¢ do przypadku, gdy takie rozwigzanie
istnieje.
Po podstawieniu wzoru (1.30) do zaleznosci (1.23) otrzymujemy
df

v=CF, (x;4,B)=F(x). (1.31)
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Zaleznos¢ (1.31) jest charakterystyka statyczna obiektu z wektorem wejs¢ ze-
wngetrznych x 1 wektorem wyrdznionych wyjs$¢ v. Dla tak opisanego systemu zlozone-
go sa formutowane nowe zadania i problemy identyfikacji.

Latwo zauwazy¢, ze dla systemu ztozonego o strukturze szeregowej, z wektorem
wejs¢ zewnetrznych x, bedacym wektorem wejs¢ pierwszego elementu, tj. x = v, i wek-
torem wyroznionych wyjs¢ v, ktorym jest wektor wyjs¢ ostatniego M-tego elementu, tj.
v = yy, charakterystyka statyczna systemu ztozonego (1.31) przyjmie postac

v=F, (F, (.. F(x))=F(x). (1.32)

1.5. Problemy identyfikacji systemow zlozonych

W problematyce identyfikacji systemow zlozonych mozna wyrdzni¢ nastepujace,
mniej lub bardziej rozwinigte, koncepcje:

1. Identyfikacja przy ograniczonych mozliwos$ciach pomiarowych.

2. Identyfikacja globalna.

3. Identyfikacja wielostopniowa.

Identyfikacja przy ograniczonych mozliwo$ciach pomiarowych

Identyfikacja wejsciowo-wyjsciowego systemu zlozonego przy ograniczonych
mozliwosciach pomiarowych dotyczy obiektu, w ktorym wyrézniono elementy skta-
dowe. Zaklada si¢ znajomos$¢ struktury systemu, tj. znane sa powiazania pomigdzy
poszczegdlnymi elementami. Opisy poszczegolnych elementéw sa znane z doktadno-
$cig do parametrow. Odpowiada to problemowi wyznaczenia parametrow charaktery-
styki obiektu lub estymacji parametréw w przypadku losowym. Dana jest konfiguracja
punktow pomiarowych, czyli zestaw tych wyjs$¢, ktore sa dostgpne do pomiaru przy
zadanych wartoéciach wejs¢ zewngtrznych. Pojawia si¢ pytanie: Czy na podstawie
zadanej konfiguracji pomiaréw mozliwe jest jednoznaczne wyznaczenie parametrow
opisOw poszczegdlnych elementéw? OdpowiedZz na to pytanie prowadzi do wprowa-
dzenia pojgcia separowalnosci systemu ztozonego, analogicznego do pojecia identyfi-
kowalnosci dla zadania identyfikacji obiektu. Okazuje si¢, jak mozna pokaza¢ nawet
dla prostych przypadkéw deterministycznych, ze problem ten zalezy zaréwno od
struktury systemu ztozonego, jak i od charakterystyk statycznych jego elementow
[25-27, 92, 95]. Ten problem omoéwiono w rozdziale 3., w ktérym formutuje si¢ zada-
nie identyfikacji z ograniczonymi mozliwo$ciami pomiarowymi. Dla réznych przy-
padkow podano warunki separowalnosci. Wskazano tez na mozliwo$¢ uzyskania sepa-
rowalnos$ci dzigki dodatkowej informacji a priori o obiekcie.

Identyfikacja globalna

Koncepcja identyfikacji globalnej systemu zlozonego zaktada znajomo$¢ struktury
systemu, okreslonej powiazaniami pomigdzy poszczegdlnymi elementami. W odroznie-
niu od poprzedniej sytuacji, zaktada si¢ mozliwos¢ pomiaru wszystkich wejs¢ 1 wyjsc¢
poszczegdlnych elementéw systemu, czyli dla zadanych wartoéci wej$¢ zewngtrznych
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wyjscia wszystkich elementow sg dostgpne do pomiaru. Dla kazdego elementu przyjmu-
jemy model parametryczny. W zadaniu wyboru optymalnego modelu systemu ztozonego
mozna zastosowac rozne koncepcje oceny jakosci modelu, co prowadzi do réznych kry-
teriow jakos$ci identyfikacji. Z jednej strony, niezaleznie od powiazan, dla kazdego ele-
mentu, traktowanego jako obiekt wyodrgbniony z sytemu, mozna sformutowac osobng —
lokalna oceng jakos$ci modelu. W ten sposob okreslimy lokalny wskaznik jakosci identy-
fikacji. Rozwiazujac dla kazdego elementu niezalezne zadanie wyboru optymalnego
modelu, otrzymamy lokalnie optymalne modele poszczegolnych elementow. Korzystajac
ze struktury systemu zlozonego, wyrdznionych wyjs¢ oraz uzyskanych lokalnie optymal-
nych modeli, wyznaczamy model systemu zlozonego z wejsciami zewngtrznymi i wy-
réznionymi wyjsciami. Taki model nazwiemy lokalnie optymalnym. Z drugiej strony,
biorac pod uwage zamierzone wykorzystanie modelu systemu ztozonego, mozemy by¢
zainteresowani wyrdznionymi wyjsciami systemu zlozonego. Wynika stad celowos¢
stosowania innej niz poprzednio oceny jakosci modelu. Teraz, korzystajac ze struktury
systemu ztozonego, wyrdznionych wyj$¢ oraz przyjetych postaci modeli, wyznaczamy
model systemu ztozonego z wejsciami zewngetrznymi i wyréznionymi wyjsciami. Mozna
juz zatem sformutowa¢ oceng jakosci modelu jako catego systemu. Oceng t¢ nazwiemy
globalna. Globalny wskaznik jakosci identyfikacji ocenia réznic¢ pomigdzy wyrdznio-
nymi wyjsciami systemu ztozonego a odpowiednimi wyjsciami modelu. W wyniku roz-
wiazania zadania wyboru optymalnego modelu z globalnym wskaznikiem jakosci uzy-
skamy model, ktéry nazwiemy modelem globalnie optymalnym. Koncepcja identyfikacji
globalnej zostata sformutowana w pracy [14], a nastgpnie rozwinigta w pracach [15, 17,
19, 28, 94].

Problematyke identyfikacji lokalnej i globalnej statycznego systemu ztozonego
omoéwiono w rozdziale 4. Przedstawiono tam ogolne sformulowanie zadania identyfi-
kacji globalnej. Dla struktury szeregowej zaproponowano algorytm identyfikacji opar-
ty na metodzie programowania dynamicznego. Korzystajac z podej$cia wielokryte-
rialnego, zaproponowano rézne mozliwosci wyznaczenia parametrow globalnie
optymalnych, z uwzglednieniem jakosci modeli lokalnych. Przedstawiono tez mozli-
wos¢ zastosowania sieci neuronowych w modelowaniu statycznych systemow ztozo-
nych.

Identyfikacja wielostopniowa

Istota koncepcji identyfikacji wielostopniowej dla dwoch stopni jest nastepujaca:
Dla pewnego obiektu (rys. 1.19) — procesu, zjawiska, urzadzenia — badamy zaleznos$¢
wielko$ci wyjsciowej y od wielkoSci wejsciowe] u; 1 wyznaczamy parametr w opisie
tej zaleznosci 6,. Jest to zadanie identyfikacji na pierwszym stopniu. Nastgpnie zwra-
camy uwage na pewna wielkos¢ u,, ktora w czasie identyfikacji na pierwszym stopniu
byta stata. Zmieniamy warto$¢ tej wielko$ci i powtarzamy identyfikacj¢ na pierwszym
stopniu, uzyskujac na ogot inng warto$¢ parametru opisu ;.

Powtarzajac wielokrotnie identyfikacj¢ na pierwszym stopniu dla ro6znych wartosci u,,
uzyskamy dane do zbadania zalezno$ci pomigdzy parametrem opisu na pierwszym stop-
niu 0, a wielkoscia wejsciowa u,. Teraz mozemy zbada¢ zalezno$¢ wartosci parametru 6,
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od wartosci wielkosci wejsciowej u, 1 wyznaczy¢ parametr tej zaleznosSci 6,. Jest to za-
danie identyfikacji na drugim stopniu, gdzie 6, jest wyjsciem, a u, — wejsciem obiektu.

U obiekt identyfikacji | ¥
na stopniu 1.

A

o

obiekt identyfikacji
na stopniu 2.

“u | obiekt identyfikacji
na stopniu M

Rys. 1.19. Wielostopniowy obiekt identyfikacji

Ideg t¢ mozna tatwo uogo6lni¢ iteracyjnie na wiele stopni, zwracajac uwage na ko-
lejne wielkos$ci i uwzglednienie ich w opisie obiektu przez zmiang parametréw stopnia
poprzedniego (rys. 1.19).

Wracajac do identyfikacji dwustopniowej, zauwazmy, ze oba stopnie moga doty-
czy¢ tego samego obiektu, a zadanie identyfikacji dwustopniowej mozna potraktowac
jako swego rodzaju dekompozycje zadania identyfikacji z wyj$ciem y oraz wejsciami
u; 1 up. Dekompozycja taka moze by¢ podyktowana sposobem prowadzenia ekspery-
mentu, a takze wzgledami obliczeniowymi. Moze tez by¢ naturalna konsekwencja
zadania identyfikacji, zwlaszcza wtedy, gdy pierwszy stopien dotyczy badania obiek-
tow tego samego typu, rozniacych si¢ pewna wielkoScia u,, a drugi stopien —
uogolnienia badan na zbior takich obiektow.

Koncepcja identyfikacji wielostopniowej zostata sformutowana w pracach [16, 64],
a nastepnie rozwinigta dla identyfikacji dwustopniowej w monografii [109].

W rozdziale 5. ograniczono si¢ do przedstawienia zadania identyfikacji dwustop-
niowej, wskazujac na mozliwos¢ uogodlnienia na zadanie identyfikacji wielostopnio-
wej. Oméwiono tam dwustopniowe algorytmy estymacji parametréw obiektu oraz
algorytmy wyboru optymalnego modelu w warunkach losowych.



2. Podstawowe zadania identyfikacji
obiektow statycznych

Obecnie skupimy si¢ na podstawowym zadaniu identyfikacji. Przytoczone tutaj
rozwazania ograniczaja si¢ do zadania identyfikacji obiektow statycznych. Maja one
na celu omoéwienie zadan identyfikacji, do ktorych bedziemy si¢ odwolywaé¢ w zada-
niach identyfikacji systemow zlozonych. Omoéwimy zadania wyznaczania algorytmow
identyfikacji dla typowych przypadkow.

OBIEKT
IDENTYFIKACII

nieznana charakterystyka
statyczna obiektu

znana charakterystyka
statyczna obiektu

CHARAKTERYSTYKA ,
WYBOR
STATYCZNA OBIEKTU
NALEZY DO KLASY o T&g}?gﬁ‘]&(}o
MODELI

/N

pomiar doktadny zaklocenia pomiarowe obiekt deterministyczny obiekt losowy
WYZNACZENIE ESTYMACJA . WYBOR
PARAMETROW PARAMETROW WYBOR OPTYMALNEGO
CHARAKTERYSTYKI CHARAKTERYSTYKI OPTYMALNEGO MODELU
STATYCZNEJ STATYCZNEJ MODELU W WARUNKACH
OBIEKTU OBIEKTU LOSOWYCH

Rys. 2.1. Typowe zadania identyfikacji
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Ze wzgledu na informacje aprioryczne o obiekcie mozemy wyr6zni¢ dwa przypadki:

1. Znamy opis obiektu z doktadno$cia do parametrow. Znamy zatem funkcyjna po-
sta¢ zaleznosci pomig¢dzy wejSciami 1 wyjsciami obiektu, ale nie znamy parame-
trow tej zaleznosci. Mowimy wowczas, ze charakterystyka statyczna obiektu na-
lezy do klasy modeli, a zadanie identyfikacji sprowadza si¢ do wyznaczenia
nieznanych parametrow opisu.

2. Posta¢ funkcyjna nie jest znana. Tworca modelu przyjmuje postac tej funkcji,
proponujac przyblizanie zalezno$ci pomigdzy wejsciami i wyjsciami obiektu.
W tym przypadku méwimy o zadaniu wyboru najlepszego (optymalnego) modelu.

Kolejny podziat dotyczy informacji o zaktoceniach pomiarowych i wielko$ciach

losowych w obiekcie identyfikacji. Prowadzi to do wyodrebnienia kolejnych zadan:

» Charakterystyka obiektu jest znana z doktadnoscia do parametréw, a na obserwowa-
ne wielkosci naktadaja si¢ zaktocenia lub tez w obiekcie pojawiaja si¢ losowo zmien-
ne wielko$ci niemierzalne, méwimy wtedy o zadaniu estymacji parametrow.

» Obserwacje obiektu wskazuja na jego losowe zachowanie sig, a charakterystyka
obiektu nie jest znana, wtedy mowimy o zadaniu wyboru optymalnego modelu
w warunkach losowych. W konkretnych przypadkach prowadzi to do regresji
pierwszego i drugiego rodzaju.

2.1. Wyznaczanie parametrow charakterystyki statycznej obiektu

Zatozymy, ze znamy charakterystyke statyczna obiektu, lecz nie znamy jej parame-
trow. Przyjecie takiego zalozenia jest mozliwe wowczas, gdy badany proces jest do-
brze opisany i na podstawie analizy zjawisk mozna ustali¢ doktadna funkcyjna postac
charakterystyki statycznej, w ktorej pewne parametry nie sg znane (rys. 2.2). Inaczej
mowiac — charakterystyka statyczna ma postac

y=F(u,0), 2.1)

gdzie: F jest znana funkcja opisujaca zalezno$¢ wektora wyjs¢ y od wektora wejsé u,
natomiast @ jest wektorem parametréw tej zaleznoSci.

Sktadowe wektora parametrow 6 maja praktyczne znaczenie i odnosza si¢ do ba-
danej rzeczywistosci. W przypadku konkretnych obiektow parametry te moga ozna-
cza¢ wartosci statych, jak na przyktad wspotczynnik tarcia w uktadzie mechanicznym
lub stopa procentowa w opisie procesu ekonomicznego. W dalszych rozwazaniach
bedziemy zaktada¢, ze wejscia i wyjscia oraz parametry obiektu identyfikacji sa —
odpowiednio — S-, L- oraz R-wymiarowymi wektorami:

u® U o0
el @ )
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gdzie: u — wektor wejs¢ obiektu, ueU <R 5, I/ — przestrzen wejs¢, y — wektor wyjsé
obiektu, yeY <R L, 7/ - przestrzen wyjs¢, & — wektor parametrow charakterystyki

statycznej obiektu, € @ cR *, @ — przestrzen parametrow.

" Fwe) .

Rys. 2.2. Obiekt identyfikacji

Podstawa do wyznaczenia parametrow charakterystyki statycznej sa wyniki ekspe-
rymentu. W tym przypadku zatozymy, ze pomiary nie s obarczone blgdem. W n-tym
pomiarze dla zadanego wektora wejs¢ u, mierzymy wektor wyjs¢ y,, n = 1, 2, ..., N,
gdzie N jest dlugoscia serii pomiarowe;.

Wyniki pomiaréw mozemy zebra¢ w postaci macierzy:

UN=[U1 U, - ”N]’ YN=[J’1 Voo o J’N]v (2.2)

gdzie: Uy, Yy sa macierzami, w ktorych kolumnami sa kolejne wyniki pomiarow war-
tosci sktadowych wektora wejs¢ u i wektora wyjsé y.

Poniewaz charakterystyka statyczna obiektu nalezy do klasy modeli i brak jest big-
du pomiarowego, uzyskane w wyniku eksperymentu pomiary sa wybranymi punktami
charakterystyki statycznej obiektu (rys. 2.3).

y

A

yzF(u,g)

Y

\/

1
1
1
1
1
1
1
1
1
|
1
1 u
1
u,

Rys. 2.3. Obserwacja obiektu o znanej z doktadnos$cia do wektora parametréow 6
charakterystyce statycznej jednowymiarowego obiektu (L =S=1)

Znaczy to, ze przy znanych wartosciach sktadowych wektora parametréw 6, dla
zadanych wartosci sktadowych wektora wejs¢ u,, na podstawie zaleznosci (2.1) jest



Podstawowe zadania identyfikacji obiektow statycznych 53

mozliwe wyznaczenie wartosci sktadowych wektora wyjs¢ y,. Warto$¢ ta pokrywa sig
z wynikiem niezaktoconego pomiaru wartosci sktadowych wektora wyjs¢, czyli jest
spetniony nastgpujacy uktad rownan

y, =Fu,,0), n=1,2,...,N. (2.3)

To proste i oczywiste spostrzezenie jest podstawa konstrukcji algorytmu identyfi-
kacji. Zgodnie z (2.2) uktad rownan (2.3) mozemy zapisac

bﬁ Yoo oo yN]:[F(ul’e) F(”z’e) F(”N>6)]' (2.4)
Po przyjeciu oznaczen
ar _
[F(ulﬁg) F(“Z’G) F(”N:H)]:F(UNae)a (25)
uktad rownan (2.3) ma zwarta postac
Yy =F(Uy,0). (2.6)

Rozwiazanie uktadu (2.6) wzgledem wektora parametrow € daje algorytm identy-
fikacji, tj.

_ df
9:F9_1(UNaYN):5UN(UNaYN)s (2.7)

gdzie: F,' oznacza funkcje odwrotna wzgledem 6, czyli rozwiazanie réwnania (2.6)
wzgledem 6, natomiast ¥y jest algorytmem identyfikacji.

Nalezy zwroci¢ uwagg, ze uktad roéwnan (2.3), zapisany w zwartej postaci (2.6), nie
zawsze musi mie¢ rozwiazanie. Zalezy to od organizacji eksperymentu, jak tez od wia-
snosci badanego obiektu. W tym momencie nasuwa si¢ spostrzezenie, ze rozwiazanie
uktadu réwnan (2.3) zalezy od serii identyfikujacej Uy. Jej dtugosé, czyli liczba pomia-
réw N, musi zapewni¢ odpowiednia liczbg rownan w uktadzie (2.3), ktora pozwala wy-
znaczy¢ wektor nieznanych parametréw. Seria powinna spetnia¢ oczywisty warunek

NL>R, (2.8)

ktory gwarantuje, ze liczba rownan bgdzie nie mniejsza niz liczba nieznanych parame-
trow. Seri¢ identyfikujaca Uy nalezy za§ dobraé tak, aby zalezno$¢ (2.3) tworzyta
uktad rownan niezaleznych. Nie zawsze taka seria istnieje. Zalezy to od wlasnosci
obiektu. Z tym zwiazane jest pojgcie identyfikowalnosci [14].

Definicja 2.1. Obiekt statyczny nazywamy identyfikowalnym, jezeli istnieje taka seria
identyfikujaca U, = [u1 Uy, - U N] , ktora — wraz z macierza pomiaré6w wyjs$¢
Y, = [ YV Yy Y N] — jednoznacznie okresla parametry charakterystyki statyczne;.

Innymi stowy — obiekt jest identyfikowalny, jezeli istnieje taka seria identyfikujaca

Uy, dla ktorej uktad rownan (2.3), zapisany w zwartej postaci (2.6), ma jednoznaczne
rozwiazanie wzgledem 6.



54 Rozdziat 2

Przyklad 2.1. Obiekt o jednym wyjsciu (L = 1) jest opisany charakterystyka linio-
wa wzgledem parametrow, czyli opis (2.1) ma postaé

y=F(u,0)=0"f(u), (2.9)
gdzie f(u) jest R-wymiarowym wektorem znanych funkcji
/)
flu)- f(z.)(u) - (2.10)
f(R.) (u)

Jak tatwo zauwazy¢, z warunku (2.8) wynika, ze konieczna jest liczba pomiarow
N = R. W tym przypadku uktad rownan (2.3) ma postaé

y,=0"f(u,), n=1,2,...,R, (2.11)

a w zapisie zwartym (2.4)

YRd:f[Vl Yo J’R]:[‘grf(ul) grf(uz) Hrf(”R)] (2.12)
lub (2.6)
Ye = fT(U)0, (2.13)

gdzie: f (U R) jest macierza kwadratowa, ktérej kolumnami sa wartosci funkcji (2.10)
w kolejnych punktach serii identyfikujacej Uk, tj.
- df
f(UR):[f(ul) f(”z) f(“R)] (2.14)
Warunek identyfikowalnos$ci jest tutaj nastgpujacy:
det[77(U,)] =0, 2.15)

co oznacza, ze wartosci funkcji (2.10) w kolejnych punktach pomiarowych musza by¢
liniowo niezalezne.
Po pomnozeniu lewostronnie réwnania (2.13) przez macierz odwrotna do macierzy

j_” T(U R) otrzymujemy algorytm identyfikacji
df _
HzWR(URﬂyR)z[fT(UR)] 1YRT- (2.16)

W szczeg6lnym przypadku, gdy f (u) =u, czyli dla klasy charakterystyk linio-
wych, uktad rownan (2.13) ma postac

Ye =Ux0, (2.17)
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a jego rozwiazanie, czyli algorytm identyfikacji

oy
0=¥,(UyY,)=UL] 'YL (2.18)
W tym przypadku warunek identyfikowalno$ci ma postaé
det[U,]#0, (2.19)
co oznacza, ze pomiary w poszczeg6lnych punktach pomiarowych u,,n=12,..., N,
musza by¢ liniowo niezalezne.
L 2

W tym miejscu warto zwrdci¢ uwage na to, ze wyznaczenie wektora parametrow
wedhug algorytméw (2.15) i (2.18) wymaga odwrdcenia macierzy f (U R) oraz Uk.

Naktada to oczywisty warunek na dobor serii identyfikujacej, tak aby wspomniane
macierze byly dobrze uwarunkowane.

2.2. Estymacja parametrow charakterystyki statycznej obiektu

W podrozdziale 2.1 przedstawiono przypadek wyznaczenia parametréw znanej
charakterystyki statycznej obiektu na podstawie doktadnego pomiaru wielkosci wej-
$cia i wyjScia obiektu. Obecnie uwzglednimy fakt, ze dla zadanego wejscia wynik
pomiaru wyjscia obiektu jest obarczony zakloceniami pomiarowymi (rys. 2.4).
W obiekcie moga ponadto wystepowac niemierzalne wielkosci losowe. Taka sytuacja
prowadzi do nowych zadan.

niemierzalne '
wielkosci zaklocenie
losowe l n pomiaroweJ Zy
un _ obiekt y,, - System Wn -
wejscie identyfikacji wyjécie pomiarowy wynik
pomiaru

algorytm
estymacji

oszacowane l A
parametry obiektu y ¥

Rys. 2.4. Zadanie estymacji parametréw obiektu

Ogolnie nazwiemy je zadaniami estymacji parametrow charakterystyki statycz-
nej w warunkach losowych. Z zadaniem estymacji parametrow obiektu wiaze sig,
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wazne w dalszych rozwazaniach, pojecie estymowalno$ci (odpowiadajace identyfi-
kowalnosci — definicja 2.1 — w przypadku deterministycznym), wprowadzone
w publikacjach [25-27, 95].

Definicja 2.2. Obiekt nazywamy estymowalnym w sensie okre$lonej wtasnosci,
jezeli dla kazdego wektora parametrow obiektu & istnieje taka seria identyfikujaca

Uy, dla ktorej istnieje estymator é v =¥y (U N4 N) o okreslonej wtasno$ci, w kto-
rym W, jest wielowymiarowa zmienng losowa, ktdrej realizacjq jest macierz po-
miardow wyjs¢ Wy dla zadanej serii pomiarowej Ul.

Definicja 2.3. Obiekt nazywamy estymowalnym okreslona metoda estymac;ji,
jezeli dla kazdego wektora parametrow obiektu & istnieje taka seria identyfikuja-
ca Uy, dla ktorej wraz z macierza pomiardw wyjs¢ Wy istnieje oszacowanie

éN =¥, (U, W, ) ta metoda.

Wyréznimy tutaj nastgpujace przypadki, dla ktorych zaproponujemy algorytmy es-
tymacji:
» Obiekt jest deterministyczny, lecz wynik pomiaru wartoéci wyjs$cia obiektu jest
obarczony zaktéceniami pomiarowymi.
» Pomiary sa doktadne, lecz w obiekcie wystgpuja niemierzalne wielkosci losowe.
» W obiekcie wystegpuja niemierzalne wielkosci losowe oraz wynik pomiaru war-
tosci wyjscia obiektu jest obarczony zakldéceniami pomiarowymi.

2.2.1. Estymacja parametrow charakterystyki statycznej obiektu
na podstawie zakléconych pomiaréw wyjscia

Obecnie rozwazymy przypadek, gdy deterministyczny obiekt jest opisany charaktery-
styka statyczna, ktora jest znana z doktadnos$cia do parametréw. Uwzglednimy fakt, ze —
dla zadanego wejscia — wyjscie obiektu mierzymy z zakléceniami pomiarowymi.
W celu wyznaczenia nieznanych parametrow charakterystyki obiektu wykonalismy
eksperyment. W n-tym pomiarze, dla zadanego wektora wejs¢ u,, dokonalismy pomiaru
wartosci skladowych wektora wyjs$¢ y,. Na mierzong warto$¢ natozyly si¢ przypadkowe
zaktécenia z, €eZ (X jest przestrzenia zaklocen) i w wyniku pomiaru otrzymujemy
wartosci sktadowych wektora w,. W dalszych rozwazaniach (dla uproszczenia zapisu)
bedziemy zaklada¢, ze wymiar wektora y oraz zaklocen z jest taki sam i rowny L
(dimy=dimz=L), czyli z, eZ <R *. Przypadek, gdy dim y > dim z, wymaga dodat-
kowych przeksztalcen (zob. Dodatek). Sposob nakladania si¢ zaktocen na mierzona war-
to$¢ moze by¢ rézny — zalezy on od systemu pomiarowego. Ze wzgledu na losowy charak-
ter bfedu pomiarowego, powtarzajac wielokrotnie pomiar wartosci sktadowych wektora
wyjsc¢ dla tego samego wektora wejs¢, otrzymamy rézne wyniki pomiarow (rys. 2.5).

Opiszemy precyzyjnie aktualny uktad identyfikacji (rys. 2.6). Charakterystyka sta-
tyczna obiektu jest znana z doktadno$cia do wektora parametrow & i ma posta¢ (2.1).
Zatozymy ponadto, ze znany jest opis systemu pomiarowego, a konkretnie znany jest
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sposob nakladania si¢ zaklocen na mierzona warto$¢ sktadowych wektora wyjs¢ obiektu
1 jest okreslony zalezno$cia

w=h(y,z), (2.20)

w ktorej: & jest znang funkcja, taka ze h:Y xZ —W , weW , T jest przestrzenia
zakloconego wyniku pomiaru.

Y, W
A

y:F(u,H)

Yn |77

KR b —0--00-

u

n m

Rys. 2.5. Zaktécona obserwacja jednowymiarowego (L =S =1)
wyjscia obiektu o znanej charakterystyce statyczne;j

Rys. 2.6. Estymacja parametrow charakterystyki statycznej obiektu
w obecnosci zaklocen pomiarowych

W przypadku zaklocen addytywnych funkcja (2.20) ma postac
w=h(y,z)=y+z, (2.21)
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a zaklocen multiplikatywnych
w=h(y,z)=yTZ, (2.22)

co w jednowymiarowym przypadku (L = 1) daje w = yz.

W dalszych rozwazaniach (dla uproszczenia zapisu) zatozymy, ze funkcja % jest
wzajemnie jednoznaczna wzgledem z. Znaczy to, Ze istnieje funkcja odwrotna /'
wzgledem z, czyli

z=h, (y,w). (2.23)

Rezygnacja z powyzszego zalozenia wymaga dodatkowych przeksztatcen, a kon-
kretnie podzielenia zbioru zaklocen & na rozlaczne podzbiory, w ktorych funkcja 4
jest roznowartosciowa. Uzupelniajace rozwazania sa podane w Dodatku.

W n-tym pomiarze dla zadanej wartosci wejscia u, zarejestrowaliSmy warto$¢ w,
ktora jest wynikiem zaktoconej obserwacji wyjscia y,. O zaktoceniach z, w n-tym
pomiarze bedziemy zaktadaé, ze sa niezaleznymi warto§ciami L-wymiarowej zmien-
nej losowej z.

W dalszych rozwazaniach przyjmiemy, ze zmienna losowa z przyjmuje wartosci
ze zbioru ciaglego X, a funkcje gestosci rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej lo-
sowej z okres$long na X oznaczymy przez f. (z) W wyniku eksperymentu, dla zada-
nej serii identyfikujacej o dlugosci N, uzyskaliSmy wyniki pomiaréw wartosci wyjsc.
Dane pomiarowe zebrano w macierzach:

UN=[”1 U - uN]’ WN:[WI Wy - WN]‘ (2.24)

Teraz zadanie identyfikacji sprowadza si¢ do oszacowania nieznanego wektora
parametrow 6 charakterystyki statycznej obiektu. Poszukujemy algorytmu estymacji
(rys. 2.6)

0, =¥, (U W), (2.25)

ktory dla zebranych danych pomiarowych Uy, Wy umozliwi wyznaczenie wartoSci
oszacowania ¢, wektora € (¥, oznacza algorytm estymacji dla serii pomiarowych
o dtugosci N).

W zalezno$ci od informacji, jakie posiadamy o systemie pomiarowym, oraz od wa-
runkow, jakie spetniaja zaklocenia, aby uzyskac¢ oszacowania o oczekiwanych wiasno-
$ciach [78] stosujemy rozne metody estymacji.

Metoda najmniejszych kwadratow

Metodg najmniejszych kwadratow przedstawimy dla obiektu o jednym wyjsciu
(dim y = dim z = L = 1). Nie ogranicza to ogélnosci rozwazan. Obiekt identyfikacji
0 L-wymiarowym wektorze wyj$¢ mozna zdekomponowaé na L obiektow o jednym
wyjsciu, odpowiadajacemu [-tej sktadowej wektora wyjsciowego (rys. 2.7). W przy-
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padku obiektu z /-wymiarowym wektorem wyj$¢ wyznaczenie estymatora sprowadza
si¢ do minimalizacji empirycznego oszacowania sladu macierzy kowariancji zakldcen

pomiarowych.
()

n
(1 D

}H n
F(u,0) .
(2)
Z” Z”
u Y W, u o w'?
" n + n n ,_ n + gl
— o F(u,0) = > FO(u,0) -

. 7:;.}
* “n
L
‘v" ) W[ L)
"Ef‘ « N + n
F"u,0) _

Rys. 2.7. Dekompozycja obiektu identyfikacji o L-wymiarowym wektorze wyjs¢
na L obiektow o jednowymiarowym wyjsciu Y = F0(u,0),1=1,2, ..., L

Jesli zaklocenia pomiarowe sa addytywne, tj. funkcja /#, ktéra opisuje system po-
miarowy, ma postac¢ (2.21), oraz zakldcenia pomiarowe sa wartosciami zmiennej lo-
sowej z, o zerowej wartosci oczekiwanej i skonczonej wariancji [14, 79], tj.

E[z]=0, Var[z]<, (2.26)

mozemy skorzysta¢ z metody najmniejszych kwadratow. W takim przypadku wy-
znaczenie oszacowania (2.25) sprowadza si¢ do wyznaczenia takiej wartosci 6,
ktora minimalizuje empiryczng wariancj¢ btedu pomiarowego. Empiryczna warian-
cja Var, , wyznaczona na podstawie zbioru N obserwacji, zalezy od pomiarow Uk,

Wy oraz wektora parametrow obiektu 6 i wyraza si¢ wzorem

af 1 Y 1 &
Var, (UN,WN,0)=WZ(WU -,) =ﬁ2(wn ~F(u,,0))". (2.27)
n=1 n=l

Problem wyznaczenia oszacowania metoda najmniejszych kwadratéw sprowa-
dza si¢ do rozwiazania nastgpujacego zadania optymalizacji: wyznaczy¢ taka wartosé
oszacowania éN =Y, (U N,WN), dla ktorej wyrazenie (2.27) przyjmuje warto$§¢ mini-
malng wzgledem & ze zbioru dopuszczalnego 6, tj.

by =¥y (Uy.Wy) : Var (U 1,,6, )= minVar, (U, 7,.0).  (228)

Przyklad 2.2. Obiekt (rys. 2.7) o jednym wyjsciu (L = 1) jest opisany charaktery-
styka liniowa wzgledem parametrow jak w przykladzie 2.1 (2.9). Dla zadanej serii
identyfikujacej wyjscie obiektu jest obserwowane z addytywnymi (2.21) zaktocenia-
mi, ktore spetniajq warunek (2.26).
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Przyjete zatozenia upowazniaja do zastosowania metody najmniejszych kwadra-
tow. Empiryczna wariancja zaktocen (2.27) przyjmuje postac

Var, Uy Wy 0) =3, 3, P = LS (o, 0w, ) @29
n=1 n=1

Minimalizacja (2.29) wzgledem & daje algorytm estymacji postaci

éN UN’W |:Zf n n i| iwnf(un ) (230)
n=1 ’

Dla wybranych postaci charakterystyk (2.1) mozna uzyska¢ analityczne (np.
(2.30)) rozwiazanie zadania (2.28). Dla dowolnej postaci nieliniowej funkcji /' w za-
lezno$ci (2.1) moze pojawié sig problem z analitycznym rozwiazaniem zadania (2.28).
W takim przypadku do rozwiazania tego zadania korzystamy z numerycznych metod
optymalizacji.

Metoda maksymalnej wiarogodnosci

Teraz zaldézmy, ze zaklocenia z,, w n-tym pomiarze, sa niezaleznymi warto$cia-
mi L-wymiarowej zmiennej losowej z, dla ktorej jest znana funkcja gestosci roz-
ktadu prawdopodobienstwa f, (z) okreélona na . Sposob nakladania sig zaktocen

na mierzong warto$¢ na wyjsciu obiektu (rys. 2.8) jest opisany znana zaleznoscia
(2.20), w ktorej & jest dowolna, znana funkcja, wzajemnie jednoznaczna wzgle-

dem z.
l z,

— "l F(u,0) oLl h(y,z) -

\

Rys. 2.8. Pomiar warto$ci wyjscia obiektu o charakterystyce statycznej F(u, )
z zaktoceniami pomiarowymi

Zbiér wartosci w,, n=1,2,..., N, mozemy potraktowac jako zbior niezaleznych
realizacji L-wymiarowej zmiennej losowej w, ktora jest wynikiem przeksztatcenia
zmiennej losowe]j z zgodnie z zaleznoscia (2.20), czyli

w=h(y,z), (2.31)

a po uwzglednieniu (2.1)
w=h(F(u,0),z). (232)
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Funkcje gestosci rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej w mozemy wy-

znaczy¢, korzystajac z przeksztatcenia (2.32). Zwro¢my uwage, ze wektor wejs¢ u
i wektor € sa parametrami tego przeksztalcenia. Dla ustalonego u funkcje gestosci
rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej w — fw(w, o, u) z wektorem para-

metrow 6 wyznaczamy wedtug wzoru

£ 050)= 1.2 (Flw,0)w)),

w ktorym J), jest macierza Jakobiego (jakobianem) przeksztatcenia odwrotnego (2.23)
(48, 79]

(2.33)

on'
g, = lvw) (2.34)
ow
W wyniku eksperymentu dla ustalonej serii identyfikujacej Uy otrzymujemy ma-
cierz zaktéconych wynikéw pomiarow wyjs¢ Wy. Jest to zbior niezaleznych realizacji
zmiennej losowe] w, ktdrej funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienstwa jest dana

zaleznoscia (2.33). Dla zadanego u,, w n-tym pomiarze, wektor parametrow € nie jest
znany w tej zalezno$ci. Mozemy go wyznaczy¢, korzystajac z metody maksymalnej
wiarogodnos$ci. Funkcja wiarogodnosci Ly, wyznaczona na podstawie macierzy po-
miarow Wy dla zadanej serii Uy, zalezy od parametréw charakterystyki statycznej
obiektu € i wyraza si¢ wzorem

di

.6U, Hf w ,e;un)=ﬁfz(h21(F(un=9)=Wn))

Jl-

(2.35)

Wyznaczenie oszacowania metoda maksymalnej wiarogodnoS$ci sprowadza sig
do rozwiqzania nastqpujapego zadania optymalizacji: wyznaczy¢ taka warto$¢ osza-

cowania 9 (U VoW ) dla ktérej wyrazenie (2.35) przyjmuje warto$¢ maksy-
malng Wzglqdem 6 ze zbioru dopuszczalnego 0, tj.

Oy =¥y Uy ) : LyWy.0,:0, )= max L, (¥,,6:U,, ) (2.36)

Przyklad 2.3. Obiekt o jednym wyjsciu (L = 1) jest opisany charakterystyka linio-
wa wzgledem parametrow, jak w przykladzie 2.1 (2.9). Dla zadanej serii identyfikuja-
cej wyjscie obiektu jest obserwowane z addytywnymi (2.21) zaktéceniami. Zaktada
si¢, ze w kolejnych pomiarach zaktocenia sa niezaleznymi wartosciami zmiennej lo-
sowej z o rozkladzie normalnym z warto$cia oczekiwana m, i odchyleniu standar-

dowym o,, czyli

202

z

fi(z)=—" eXp{—M}. (2.37)
GZ
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W rozpatrywanym przyktadzie funkcja odwrotna 4.', z uwzglednieniem charakte-

z

rystyki statycznej (2.1), wyrazajaca si¢ zaleznoscia (2.9), ma postac
z=h ' (F(u,0),w)=w—-6" f(u). (2.38)

Jakobian (2.34) przeksztatcenia odwrotnego (2.38) jest rowny

on.'(F(u,0), d
J, ZWZE(W_QT £(w))=1, (2.39)

a zatem funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienstwa (2.33) wartosci obserwowa-
nych na wyjsciu obiektu ma postacé

2
z

exp {_ (W— HTf(u)_ m, )2 :I |1| (2.40)

Funkcja wiarogodnosci (2.35)

20,

N T _ 2
LN(WN,Q;UN)=HO_ \l/ﬁeXp [_ (Wn 0 f(uzn) mz) ]’ (2.41)
n=1 z

a po przeksztalceniach

Ly(Wy,0,Uy)= (G—\l/ﬂJ exp [ZN:_ (W,, = QTJ;S; )- mZ) } : (2.42)

n=1

Maksymalizacja funkcji wiarogodnosci w tym przypadku sprowadza sig¢ do opty-
malizacji wykltadnika wyrazenia (2.42). Przyréwnanie gradientu wyrazenia (2.42)
wzgledem & do zera daje uktad réwnan, ktorego rozwiazanie

by =10, ,) St »}é(wﬂ—mz)f(un) s

jest algorytmem estymacji. Zwro¢my uwage na intuicyjnie oczywisty wynik (2.43),
ktory od kazdego pomiaru w, nakazuje odja¢ systematyczny btad pomiaru m, .

*

Przyklad 2.4. Rozwazmy liniowy jednowymiarowy obiekt (rys. 2.8 — o jednym
wejsciu 1 jednym wyjsciu, czyli S = L = 1). Charakterystyka (2.1) ma postac¢

y=F(u,0)=0u. (2.44)
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W celu skupienia uwagi zaktadamy, Ze nieznany parametr 6 (R = 1) przyjmuje
warto$ci  dodatnie @z{@eR ! :6’>0}. Dla zadanej serii identyfikujacej wyjscie
obiektu jest obserwowane z multiplikatywnymi (2.22) zakléceniami. W kolejnych
pomiarach zaktdcenia sa niezaleznymi warto§ciami zmiennej losowej z o rozkladzie

jednostajnym na odcinku [O, 1] , czyli

1 gdy zelo,1]
f.(2)= : (2.45)
0 gdy ze [O, 1]
Zatozymy ponadto, ze wejscie moze przyjmowac tylko wartosci dodatnie, tj.
Vn=12,...,N, u,>0. (2.46)

W rozpatrywanym przyktadzie funkcja 4, z uwzglednieniem charakterystyki sta-
tycznej (2.44), ma postac

w=h(y,z)=h(F(u,0),z)=0 u z, (2.47)

a funkcja odwrotna 4. (2.23)

2= h (Fu,0),w)=——. (2.48)
u

Jakobian przeksztatcenia odwrotnego ((2.34)) ma postac

B0k 4 () 1 o
h ow dw\ O u Ou’ .

a zatem funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienstwa (2.33) wartosci obserwowa-
nych na wyjsciu obiektu ma postac
HL gdy —=<fo.1]
£ (w,0u)=1 7" ; : (2.50)
w
0 gdy —¢f0,1]
Ou

Funkcja wiarogodnosci (2.35)

gdy Vn=12,...N 2el0,0]

N

un
L,(w,.0,U,)= o] ]u, . (251)

n=1

0 gdy I=1,2,...N rglo,0]
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a po przeksztatceniach

1\} gdy HZmax{W”}

1<n<N u,

Ly(Wy.0:Uy )= o1 1w : (2.52)

n=1

0 gdy 6< max{w”}

1<n<N un

Maksymalizacja funkcji wiarogodnos$ci (2.52) wzgledem 6 daje

by =¥, (U,.7,)= max{ﬁ}. (2.53)

1<n<N u,

Ponownie zwro¢my uwage na wynik. Z tresci problemu opisanego w przyktadzie
2.4 wynika, ze obserwowane wyjscie jest pomnozone przez liczbg z przedzialu [0, 1].
Inaczej méwiac — obserwacje wyjscia sa thumione, a algorytm estymacji (2.53) propo-
nuje wybra¢ taki pomiar, ktory jest najmniej sttumiony (pomnozony przez najwigksza
liczbg z przedziatu [0,1]), co tatwo zauwazy¢ po podstawieniu réwnania (2.47) do
wzoru (2.53), tj.

éN = max{&} = max{e U Zn } =6 max {zn}. (2.54)

1<n<N u, 1<n<N u, 1<n<N

*

Metody Bayesa

Teraz — dodatkowo w stosunku do poprzednich rozwazan — zalozymy, ze badany
obiekt zostal wylosowany z pewnej populacji. Moze to by¢ partia obiektow, w ktorych
parametry poszczegodlnych egzemplarzy roznia si¢ migdzy soba. Dla danej partii
obiektow wielkosciami charakterystycznymi sa: warto$¢ s$rednia parametrow oraz
wariancja. Informacja taka moze by¢ pomocna w rozwiazaniu zadania identyfikacji.
Precyzyjniej rzecz ujmujac, zaktadamy teraz, ze dla badanego obiektu (rys. 2.8) znana
jest charakterystyka statyczna (2.1) z dokladno$cia do parametrow. System pomiaro-
wy jest opisany zalezno$cia (2.20), zakldcenia w n-tym pomiarze sa niezaleznymi
warto$ciami zmiennej losowej z, dla ktorej znana jest funkcja gestosci rozktadu

prawdopodobienstwa fz(z), okre$lona na przestrzeni zaktocen <. Dodatkowo wek-
tor parametrow 6 jest warto$cia ciaglej, R-wymiarowej zmiennej losowej 6, ktora
przyjmuje wartosci ze zbioru @ cR *. Znana jest funkcja gestosci rozktadu praw-
dopodobienstwa fg(H) zmiennej ¢, okre§lona na @. Jest to dla zadania identyfika-
cji informacja aprioryczna, a funkcja gestosci fg(ﬁ) zwana jest funkcja gestosci
rozktadu prawdopodobienstwa a priori. Do wyznaczenia oszacowania wektora pa-
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rametrow charakterystyki statycznej obiektu wykorzystamy bayesowski model po-
dejmowania decyz;ji.
Przez 6@ oznaczymy dowolne oszacowanie wektora parametrow €, uzyskane za

pomoca algorytmu ¥, ktory przetwarza macierze pomiaréw Uy, Wi, tj.
0=vU,.Wy). (2.55)
Warto$¢ 6 jest oszacowaniem uzyskanym za pomoca pewnego algorytmu #. Do
oceny jakosci algorytmu wprowadzamy funkcje strat L(Q, 7] ), ktéra ocenia roznice

pomiedzy wartoscia nieznanego wektora parametrow 6 a jego oszacowaniem 6,

uzyskanym za pomoca algorytmu ¥ . Za kryterium wyboru algorytmu przyjmiemy
ryzyko podjgcia decyzji, zdefiniowane jako warto$¢ oczekiwana funkcji strat, czyli

®(7)=g [o.2)] & [orw,m,)]

- I JAL(H’Q_/(UN’WN))f(HaWN;UN)deWN,

(2.56)

N

gdzie: W, =W xW x --- xW jest przestrzeniag zbioru N wynikow pomiarow,
af (0, WU N) — funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienstwa pojawienia si¢ wek-
tora parametrow o wartosci € oraz macierzy wyniku pomiardw wyjscia Wy przy
zadanej serii identyfikujacej Ul.

Zauwazmy, ze ryzyko (2.56) zalezy od algorytmu ¥. Wyznaczenie optymalnego
algorytmu sprowadza si¢ do wyboru takiego algorytmu ¥,,, dla ktorego ryzyko (2.56)
przyjmuje minimum, czyli

v, R(st):ngnR(y_/). (2.57)

Funkcje gestosci rozktadu prawdopodobienstwa [ (6’, wyU N) mozna przedstawic
W postaci

f(g’WMUN): fl(0|WN;UN)f”(WN;UN)’ (2.58)

gdzie f ’(¢9|WN;U N) jest warunkowa gestoscia rozkltadu prawdopodobienstwa zmien-
nej losowej @, pod warunkiem, ze seria L-wymiarowych niezaleznych zmiennych
losowych W o dlugosci N przyjeta warto§¢ Wy, czyli realizacja wielowymiarowej
zmiennej losowej W, jest rowna macierzy Wy, przy zadanej serii identyfikujacej Uy,
a f ”(WN;U N) jest funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej
W, przy zadanym Uy. Funkcja gestosci rozkladu prawdopodobiefistwa

f ’(6| Wy U N) jest zwana funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienstwa a posteriori.
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Funkcje gestosci rozktadu prawdopodobienstwa a posteriori wyznaczamy z zaleznosci

f,(9|WN ;UN): fe(a){WN (V'VN|0;UN) = fg(e)fWN (WN 03UN) ’
f"WyUy) Ifg(e)fWN (w,le:U, )do

(2.59)

w ktorej fy (WN ;U N) jest warunkowa gestos$cia rozktadu prawdopodobienstwa

uzyskania macierzy pomiaré6w Wy, pod warunkiem, ze zmienna losowa @, opisujaca

wektor parametrow obiektu, przyjeta wartos¢ 6, a na wejscie podano seri¢ identyfiku-
jaca Uy.

Pomiary w,, n =1, 2, ..., N, sa niezaleznymi warto$ciami zmiennej losowej w,
pod warunkiem, ze wektor parametrow przyjal warto$¢ 6, a na wejscie podano u,.
Funkcjg gestosei fy,  obliczymy ze wzoru

|o:u,), (2.60)

Twy (WN QQUN)Zwa(W

w ktorym f, (Mﬁ;u) jest warunkowa funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienstwa
zmiennej losowej w, pod warunkiem, ze zmienna losowa @ przyjgta warto$¢ 6 i skta-

dowe wektora wejs¢ obiektu przyjety wartos¢ u,. Inaczej moéwiac — jest to funkcja
gestosci rozktadu prawdopodobienstwa zdarzenia, ze w n-tym pomiarze na wyjsciu
zmierzono w,, przy wektorze parametréw charakterystyki rownym 6 i wektorze
wejsC u,.

Funkcja ta, podobnie jak (2.33), zalezy od funkcji gestosci rozktadu prawdopodo-
bienstwa zaktocen fz(z), opisu systemu pomiarowego (2.31) oraz charakterystyki

statycznej obiektu (2.1) i jest okreslona zalezno$cia
fw(w H;u)z f. (hz_l(F(u,H), w))|Jh

w ktorej J, jest jakobianem przeksztatcenia odwrotnego 4. (2.34).

: (2.61)

Ostatecznie, po podstawieniu (2.60) do (2.59), z uwzglgdnieniem (2.61), funkcja
gestosci rozktadu prawdopodobienstwa a posteriori wyraza si¢ wzorem

£ T/ (Fuy. 0,10

S ’(GIWN;U ME = . (2.62)
[ 1@ 17 0 (Flu,.0)w,))7,|do
[l

n=1

Korzystajac z zaleznosci (2.58), ryzyko (2.56) mozemy zapisaé
RW)= [ [Llo. 7y m))f(Owy:Uy)do f'(wy:Uy)dw,.  (2.63)
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Dla zadanej serii identyfikujacej Uy uzyskujemy macierz pomiarow Wy. Po wyko-
naniu pomiardw mozemy stwierdzi¢, ze wielowymiarowa zmienna losowa W, przy-

jela warto$é Wy. Dla ustalonych macierzy wynikéw pomiaréw Uy, Wy funkcja ¥
przyjmuje warto$¢ 6. Mozemy zdefiniowa¢ ryzyko warunkowe podjecia decyzji, ze
wektor parametréw 6 przyjmie warto$é @ dla macierzy pomiaréw Uy, Wy

Ho.mu, )= [L(_ ) wy;Uy ] = jL O =T (U ,)) 10| Wy;U )do.  (2.64)

Rozwiazanie zadania optymahzacp (2.57) jest rownowazne wyznaczeniu takiej
wartoéci oszacowania 6 = ¢9N, ktéra minimalizuje ryzyko warunkowe (2.64). Zadanie

minimalizacji ryzyka (2.56) wzgledem funkcji ¥ jest rownowazne zadaniu minima-
lizacji ryzyka warunkowego (2.64) wzgledem wartoci funkcji ¥ dla ustalonych
macierzy wynik(')w pomiaréw Uy, Wy 1 sprowadza si¢ do wyznaczenia takiej warto$ci

oszacowania 9 (U v Wy ) dla ktorej wyrazenie (2.64) przyjmuje warto§¢ mini-

malna wzgledem € ze zbioru dopuszczalnego O, tj.
Oy =, Uy : 6y WUy )= minr(0,17,:U,,). (2.65)

W przypadku roéznych postaci funkcji strat otrzymujemy rézne metody estymacji.
Wskazemy tutaj dwa wazne przypadki. Dla kwadratowej funkcji strat

L(6.0)=(0-0)"(0-0) (2.66)

otrzymujemy metode Sredniej a posteriori. Ryzyko warunkowe (2.64) ma postac

Ha.mu,) [L "(o-0)

Na
o (2.67)
=E [Q 9 WN;UN]—zE [QT| WN;UN]+9 0.
(2 (4
Przyrownanie gradientu wzgledem @ (2.67) daje uktad rownan
grad (@, WU, ).~ =—2E[0W ;U J+26, =0,, (2.68)
o 0 =0y 0

gdzie 0z oznacza R-wymiarowy kolumnowy wektor zerowy, a jego rozwiazanie daje
algorytm estymacji

Oy =¥, (U W,)= [9|WN,U,,] jef owy:U, )de, (2.69)
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ktory sprowadza si¢ do wyznaczenia wartosci oczekiwanej zmiennej losowej €, pod
warunkiem, ze wielowymiarowa zmienna losowa W , przyjela wartos¢ Wy przy za-
danej serii identyfikujacej Uy. Dla funkcji strat w postaci

L(6.0)=-5(0-0), (2.70)

gdzie &() oznacza funkcj¢ delta Diraca,
ryzyko warunkowe (2.64) przyjmuje postac

H0.wysuy )=-[slo-0)r(6lwysuy)ao =-rl@lw:uy). @71
2]

W tym przypadku rozwiazanie zadania optymalizacji (2.65) sprowadza si¢ do mak-
symalizacji funkcji ggstosci rozktadu prawdopodobienstwa a posteriori wzgledem 6,
czyli

A

Oy =¥y Uy 1y) fl(éN|WN;UN): rgg@)(f/('g'WN;UN)’ (2.72)

a metoda nosi nazwe metody maksymalnego prawdopodobienstwa aposteriori.

Zwro¢my uwage, ze dla ustalonych macierzy pomiarow Wy, Uy calka w mia-
nowniku wyrazenia (2.62) jest wartoscia stala i nie zalezy od 6. Wyznaczenie
oszacowania metoda maksymalnego prawdopodobienstwa a posteriori jest zatem
rownowazne maksymalizacji licznika wyrazenia (2.62) wzgledem 6 i sprowadza
si¢ do rozwiazania nastgpujacego zadania optymalizacji: wyznaczy¢ taka wartosc¢
oszacowania éN =%, (U,.W,), dlaktorej

fe(ézv)ljfz (1 (F .6, Jow, o) =fgggfe(g)lf[fz(hzI(F(un,g)awn Dol @73)

=1

Przyklad 2.5. Rozwazmy liniowy jednowymiarowy obiekt (rys. 2.8 — o jednym
wejsciu i1 jednym wyjsciu, czyli S = L = 1). Charakterystyka statyczna (2.1) ma postac
y=F(u,0)=60u. Wyjscie obiektu jest obserwowane z addytywnymi (2.21) zakloce-
niami. W kolejnych pomiarach zaktocenia sa niezaleznymi warto$ciami zmiennej

losowej z, ktora ma rozktad normalny, o zerowej wartosci oczekiwanej (E[g]:O)
i odchyleniu standardowym o_. Parametr 6 jest wartoscia zmiennej losowej €

o warto$ci oczekiwanej m, i odchyleniu standardowym o,. Funkcja ggsto$ci rozkta-

du prawdopodobienstwa zmiennej losowej z ma postac

fi(z)=—" eXP[— z } (2.74)

2
20,
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natomiast zmiennej €

1 _(0-m,)
fg(e)—% \/ECXI{ 20 } 2.75)

Przyjmujemy ponadto, ze funkcja strat jest postaci (2.70).
Wyznaczenie oszacowania parametru & sprowadza si¢ do rozwiazania zadania

(2.73). W rozpatrywanym przyktadzie funkcja odwrotna 4 ', po uwzglednieniu cha-
rakterystyki statycznej (2.1), danej zaleznoscia (2.44), ma postac

z=h'(F(u,0),w)=w-06u. (2.76)

Jakobian przeksztatcenia odwrotnego (2.34)

1
S Oh (F(u,0),w) ~ 4 (w_bu)=1, 2.77)
ow dw

a zatem funkcja gestoéci rozktadu prawdopodobienstwa (2.61) wartosci obserwowa-
nych na wyjsciu obiektu

fo(w

exp{ v ‘9” }|1| (2.78)
2n

W zadaniu (2.73) wyrazenie

fe@)ﬁfz(h;l (Flu,.0)w, )]

__ 1 _(g_me)z . 1
‘%me"p[ 207 h}@m

po przeksztatceniach ma postaé

(2.80)
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Maksymalizacja wyrazenia (2.80) wzgledem 6 daje

2
N

Oy

4| 2w,

mﬁ(
N O
0, =¥, (Uy.W,)= 2/ _ncl . (2.81)

o g
1+ =% u?
[U J Z !

z n=1

Warto zwréci¢ uwage na dwa skrajne przypadki. Pierwszy, gdy N jest mata liczba
i wariancja zaklécen jest duzo wieksza od wariancji parametrow (o >> o ). Opisuje
to sytuacjg, gdy pomiary sa mato warto§ciowe i eksperyment niewiele wnosi do po-
znania obiektu. Dla takich danych mozemy przyjac, ze éN ~m,. Decyzja jest oparta
gtéwnie na informacji apriorycznej. Taka decyzje mozna bylo przewidzie¢ przed wy-
konaniem eksperymentu. Odwro¢my sytuacjg. W drugim przypadku, gdy N jest duza
liczba (N - oo) oraz wariancja zaktocen jest duzo mniejsza od wariancji parametrow
(0'22 <o, ), w wyniku eksperymentu zebrano duza liczbg bardzo dobrych pomiarow.
Takie zalozenia pozwalaja przyja¢ oszacowanie

N
2ty
~ n=1
I
2
2

n=1

N (2.82)

W oszacowaniu tym istotna rolg¢ odgrywaja wyniki pomiarow, a rola informacji aprio-
rycznej jest pomijalnie mala. Zwr6¢my uwage, ze pomijajac informacjg¢ aprioryczna,
analogiczne rozwiazanie uzyskamy metoda najmniejszych kwadratow (2.30), przyjmujac
R =S =1 oraz f(u) = u. Jest to uzasadnione, gdyz informacja aprioryczna nie odgrywa
roli, a pozostate zatozenia sa spetnione, czyli E(g) =0, Var(g) =0’ <w orazw=y+z.

*

2.2.2. Estymacja parametréw charakterystyki statycznej obiektu
ze zmiennymi niemierzalnymi wielko$ciami losowymi

W podrozdziale 2.1 przedstawiono zadanie wyznaczania parametrow charaktery-
styki statycznej obiektu. Zaktadano tam, ze obiekt jest deterministyczny. Obecnie
wzbogacimy rozwazania przedstawione w podrozdziale 2.1, uwzgledniajac w opisie
niemierzalne, zmienne wielko$ci losowe @ (rys. 2.9).

lwn

Uy F( 0 ) Yn Rys. 2.9. Obiekt identyfikacji z niemierzalnymi
u,0,o zmiennymi wielko$ciami losowymi
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Czgsto si¢ zdarza, ze na wyjscie badanego obiektu w znany sposob oddzialuja
wielkosci losowe. Podajac wielokrotnie t¢ sama warto$¢ u, na wejscie obiektu, moze-
my uzyskac rozne wartoSci wyjscia y,, pomimo ze obserwacje sa bez zaktocen. Powo-
dem tych roznic jest losowa zmiennos$¢ wielkoSci @ wystepujacych w obiekcie.
W konsekwencji mozemy stwierdzié, ze obserwujemy rodzing charakterystyk statycz-
nych, indeksowang losowa wielkoscia o (rys. 2.10).

Opiszmy precyzyjnie aktualny obiekt identyfikacji (rys. 2.9). Charakterystyka sta-
tyczna obiektu o wektorze wejs¢ u 1 wektorze wyj$¢ y jest znana z doktadnoscia do
wektora parametrow 6. Na obiekt dziataja pewne niemierzalne wielkosci losowe @

z przestrzeni Q cR *. Charakterystyka statyczna (2.1) jest uzupetiona o wektor
wielkos$ci losowych @, czyli dana jest zalezno$cia

y=F(u,0,0). (2.83)

Yl T

Yn
ym _________________

1
1
1
I
[}
r
1
1
1
1
I
I
!
!
1
1

u, u u

n m

Rys. 2.10. Obserwacja charakterystyki statycznej obiektu jednowymiarowego (L= S = 1)
z losowa wielkoscia @

W dalszych rozwazaniach (dla uproszczenia zapisu) bedziemy zaktadac, ze wy-
miar wektora y oraz wektora wielkosci losowych @ jest taki sam i réwny L
(dim y=dimw :L). Funkcja F jest wzajemnie jednoznaczna wzgledem w, czyli ist-

nieje funkcja odwrotna F'

w=F'(u,0,y). (2.84)
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Powyzsze zatozenia mozna ostabi¢. Gdy dim y > dim @, wystarczy przeksztalcenie
F uzupehi¢ o dodatkowe przeksztalcenie prowadzace do jednoznacznosci, a dla funk-
cji F, ktora nie jest wzajemnie jednoznaczna, zbidr okreslonosci wielkosci losowej 2
nalezy podzieli¢ na roztaczne podzbiory, w ktorych funkcja F jest réznowartosciowa.
Rozwazania te mozna znalez¢ w Dodatku.

W celu wyznaczenia nieznanego wektora parametrow charakterystyki statycznej
(2.83), w n-tym pomiarze, dla zadanej wartosci sktadowych wektora wejs¢ u,, zmie-
rzono wartosci sktadowych wektora wyjs¢ y,. W wyniku eksperymentu, dla zadanej
serii identyfikujacej o dtugosci &, uzyskano wyniki pomiaréw, ktore zebrano w ma-
cierzach

UN:[ul U, - ”N]: YN:Lyl Yo oo yN]' (2.85)

O losowo zmiennym wektorze wielkosci w obiekcie zaktadamy, ze w n-tym po-
miarze jest on rOwny @, 1 jest warto$cig L-wymiarowej zmiennej losowej o, dla kto-
rej znana jest funkcja ggstosci rozkladu prawdopodobienstwa f,, (aJ) Zadanie identy-

fikacji sprowadza si¢ do wyznaczenia oszacowania wektora nieznanych parametrow
@ charakterystyki (2.83). Poszukujemy algorytmu estymacji

0, =¥, (U,.Y,), (2.86)

ktory dla zebranych danych pomiarowych w macierzach Uy, Yy umozliwi wyznacze-
nie wartosci oszacowania ¢, wektora 6.
W zaleznosci od informacji, jaka posiadamy o zmiennej losowej @, charakterysty-

ce (2.83) oraz jej parametrach €, w celu uzyskania oszacowania o oczekiwanych wila-
snosciach stosujemy rozne metody estymacji.

Metoda najmniejszych kwadratow

Podobnie jak w punkcie 2.2.1, metode najmniejszych kwadratow przedstawimy dla
obiektu o jednym wyjsciu (dimy =dimz=L =1).

Metoda najmniejszych kwadratow w tym przypadku ma bardzo ograniczone zasto-
sowanie. Moze by¢ wykorzystana dla szczeg6lnej postaci charakterystyki statycznej
(2.83)

y=F(u,0,0)=F(u,0)+ o, (2.87)

w ktorej wyrdzniono (rys. 2.11) cze$¢ deterministyczna, opisang funkcja F, do ktorej
dodaje si¢ losowa wielko$¢ @ wystepujaca w obiekcie.
Losowa wielko$¢ jest warto$cig zmiennej losowej @, ktora spetnia warunki

E[w]=0, Var[o]<wx. (2.88)

Jest to przypadek analogiczny do przedstawionego w punkcie 2.2.1, z tym ze woOw-
czas byla mowa o addytywnych zakldceniach pomiarowych, a teraz méwimy o wielkosci
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losowej wystepujacej w obiekcie, ktora powoduje, ze obiekt na te same wymuszenia
odpowiada w sposob losowy.

un ~ + " yn
> F(u,0) 4,%7_,

Rys. 2.11. Obiekt identyfikacji z addytywnymi niemierzalnymi
zmiennymi wielko$ciami losowymi

Wyznaczenie oszacowania (2.86) sprowadza si¢ do wyznaczenia takiej warto$ci éN,
ktora minimalizuje empiryczna wariancj¢ losowego parametru wzgledem 6. Empi-
ryczna wariancja Var, , wyznaczona na podstawie N obserwacji, zalezy od macie-

rzy wynikow pomiarow Uy, Yy oraz wektora parametrow charakterystyki obiektu &
1 wyraza si¢ wzorem
T

Var, (UN,YN,H)zﬁZ:(yn —F(un,ﬁ))z. (2.89)

Wyznaczenie oszacowania metoda najmniejszych kwadratow sprowadza si¢ do
rozwigzania nastepujacego zadania optymalizacji: wyznaczy¢ taka warto$¢ oszacowa-

nia éN =¥’N(U N,YN), dla ktorej wyrazenie (2.89) przyjmuje warto$¢ minimalna

wzgledem 6 ze zbioru dopuszczalnego &, tj.

Oy =, (Uy.Yy) : Var, (U,.7,.0, )= minVar,, (U,,Y,0).  (2.90)

Metoda maksymalnej wiarogodnosci

Teraz zalozymy, ze wartosci sktadowych wektora wielkosci losowych @ w obiekcie
opisanym charakterystyka statyczna (2.83) w n-tym pomiarze sa niezaleznymi realiza-
cjami @, L-wymiarowej zmiennej losowej @, dla ktorej znana jest funkcja ggstosci
rozktadu prawdopodobienistwa f, (a)) Obserwowany zbior wartosci sktadowych wek-
tora y,, n=1,2,...,N, mozemy potraktowa¢ jako zbidr niezaleznych realizacji
L-wymiarowej zmiennej losowej y, ktora jest wynikiem przeksztalcenia zmiennej

losowej @ zgodnie z zaleznoscia (2.83), czyli

y=F(u,0,0). (2.91)
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Funkcje ggstosci rozktadu prawdopodobienstwa obserwowanej zmiennej losowej
y mozemy wyznaczy¢, korzystajac z przeksztalcenia (2.91). Zwré¢my uwage, ze

wektor wejs¢ u 1 wektor 6 sa parametrami tego przeksztatcenia. Dla ustalonego wek-
tora wejs¢ u funkcje gestosci rozkladu prawdopodobienstwa fy(y,é’;u) zmiennej

losowej y wyznaczamy wedlug wzoru
1,000 = £,(F; (0. 0.9) |-

w ktorym Jp jest macierza Jakobiego (jakobianem) przeksztalcenia odwrotnego
(2.84) [48, 79]

: (2.92)

-1
J, _OF,'(w.0.y) (2.93)
oy

Oszacowanie nieznanego wektora parametrow 6 charakterystyki statycznej (2.83)
otrzymamy, maksymalizujac funkcje wiarogodnos$ci

LN(YN,H;UN)diny(yn,e;un)=wa(F;‘(un,e,y,, )PA (2.94)
n=1 n=l1

wzgledem 6.
W tym przypadku zadanie wyznaczenia oszacowania metodg maksymalnej wia-
rogodnosci sprowadza si¢ do rozwiazania nast¢pujacego zadania optymalizacji: wy-

znaczy¢ taka warto$§¢ oszacowania éN =9’N(U N,YN), dla ktoérej wyrazenie (2.94)
przyjmuje warto$¢ maksymalng wzgledem € ze zbioru dopuszczalnego O, tj.

by =¥ (Uy.Yy) : LYy 03Uy )= max Ly (¥,,0:U ). (2.95)
Metody Bayesa

Zalt6zmy, dodatkowo w stosunku do rozwazan z poprzedniego punktu, ze badany
obiekt jest wylosowany z pewnej populacji. Oznacza to, ze wektor parametrow 6 jest
warto$cia ciaglej zmiennej losowej @, dla ktorej znana jest funkcja gestosci rozktadu
prawdopodobienistwa f, (0) Teraz obydwa wektory — parametréw 6 oraz wielkosci
losowych @ — wystepujace w opisie (2.83) sa warto$ciami R-, L-wymiarowych
zmiennych losowych — odpowiednio — € i @. Istotna ré6znica pomigdzy tymi parame-
trami polega na tym, ze z chwila wylosowania obiektu do badan wektor parametréow 6

jest staty, natomiast wektor wielkos$ci losowych @ zmienia si¢. Dalej zaktadamy, ze
znane sa funkcje gestosci rozkladéw prawdopodobienstwa zmiennych losowych €

oraz @. Podobnie jak w punkcie 2.2.1, dla ustalonych macierzy wynikéw pomiarow

Uy, Yy warunkowe ryzyko podjecia decyzji 0 = 5’7(U N N) ma postac
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r8.7,:U,)=E [£(0.9)] YUy |=[L0.0 =7 Uy, (0]7y:U,)d0 . 2.96)
4 o

W tym przypadku warunkowa funkcje¢ gestosci rozktadu prawdopodobienstwa
zmiennej losowej y, obserwowanej na wyjsciu, pod warunkiem, ze wektor parame-

trow przyjat wartos¢ 6, a wektor wejs¢ przyjat warto$¢ u, wyznaczamy na podstawie
So (a)) oraz charakterystyki (2.83), zgodnie ze wzorem

7,00 6:0)= 1, (F; ,6,9) | 1] (2.97)

w ktorym J jest jakobianem okreslonym zaleznoscia (2.93).
Odpowiednio — funkcja gestosci rozkladu prawdopodobienstwa a posteriori
f ’(6’| YU N) dana jest zaleznoscia

1O E w,,0,))| I |
] , (2.98)

£lF ,.0,,))| 7 |40

=

f'(9|YN;UN):

=

[7:00)

2] n

Il
—_

a wyznaczenie oszacowania sprowadza si¢ do wyznaczenia takiej wartosci
éN =Y, (U vo Yy ), dla ktérej wyrazenie (2.96) przyjmuje warto$¢ minimalng wzgle-

dem @ ze zbioru dopuszczalnego 6, tj.

by =, (U YY) : 7(6y. 7,30 )= minr(9,Y,:U, ). (2.99)

2.2.3. Estymacja parametrow charakterystyki statycznej obiektu
ze zmiennymi niemierzalnymi wielko$ciami losowymi
na podstawie zakléconych pomiaréow wyjscia

Teraz przeanalizujemy zadanie estymacji parametrow charakterystyki statycznej
obiektu z losowo zmiennymi niemierzalnymi wielkosciami oraz zakt6conym pomia-
rem warto$ci wyjscia (rys. 2.12).

l @, l z,

— " Fwo.e)

h(y,z) -

\ 4

Rys. 2.12. Zaktocony pomiar wartosci wyjscia obiektu
z losowo zmiennymi niemierzalnymi wielko$ciami
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Jest to przypadek, ktory taczy zadania przedstawione w punktach 2.2.1 oraz 2.2.2.
Charakterystyka statyczna obiektu o wektorze wejs¢ u i wektorze wyj$¢ y jest znana
z doktadno$cia do wektora parametrow 6. Na obiekt dzialaja pewne niemierzalne wiel-
kosci losowe @. Obiekt jest opisany zaleznos$cia (2.83). Znany jest opis systemu pomia-
rowego. Sposob naktadania si¢ zakldcen na mierzong warto$¢ wyjscia jest dany zalezno-
scia (2.20). Podobnie jak w punktach 2.2.1 1 2.2.2, w celu uproszczenia zapisu, przyjeto,
ze dim y = dim w = dim z = L oraz funkcja F' (2.83) jest wzajemnie jednoznaczna wzgle-
dem z. Rezygnacja z powyzszych zatozen wymaga dodatkowych przeksztalcen, przedsta-
wionych w Dodatku. W n-tym pomiarze dla zadanej warto$ci sktadowych wektora wejs¢
u, zarejestrowano warto$¢ w,, ktéra jest wynikiem zakldconej obserwacji wartosci skta-
dowych wektora wyjs¢ y,. Przyjeto, ze zaklocenia z, w n-tym pomiarze sa niezaleznymi
warto$ciami zmiennej losowej z, dla ktorej znana jest funkcja ggstosci rozktadu prawdo-
podobienstwa. W dalszych rozwazaniach zalozono, ze zmienna losowa z przyjmuje war-
tosci ze zbioru ciaglego =, a funkcje gestosci rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej
losowej z, okreslonej na %, oznaczono przez fz(z). Losowo zmienny wektor wielkosci
 jest wartoscig zmiennej losowej @, dla ktorej znana jest funkcja gestosci rozktadu
prawdopodobienstwa f,, (a)), okreslona na zbiorze . Zmienne losowe @ oraz z sa
niezalezne. W wyniku eksperymentu, dla zadanej serii identyfikujacej o dtugosci N, uzy-
skano wyniki pomiaréw wartosci sktadowych wektora wyjs¢, ktore zebrano w macierzach
Uy, Wy (2.24). Zadanie identyfikacji sprowadza si¢ do wyznaczenia oszacowania wektora
nieznanych parametrow 6 charakterystyki statycznej obiektu.

Poszukujemy algorytmu estymaciji

Oy =¥y (Uy.Wy),s (2.100)

ktory dla zebranych danych pomiarowych w macierzach Uy, Wy umozliwi wyznacze-
nie warto$ci oszacowania éN wektora 6, gdzie ¥,,.

Podobnie jak poprzednio, w zaleznosci od informacji, jakie posiadamy o obiekcie
i systemie pomiarowym, oraz od warunkéw, jakie spetniaja zaklocenia, mozemy sto-
sowac rézne metody estymacji.

Metoda najmniejszych kwadratow

Podobnie jak w punkcie 2.2.1, metode najmniejszych kwadratow przedstawimy dla
obiektu o jednym wyjsciu (dimy=dimz=L =1).

Metoda najmniejszych kwadratow moze by¢ zastosowana jedynie do obiektu, ktorego
charakterystyka statyczna ma posta¢ (2.87) oraz zaktocenia sa addytywne (rys. 2.13).

Zaklocenia z i losowo zmienna wielko$¢ sa warto$ciami zmiennych losowych —
odpowiednio — z i @, ktore spetiaja warunki (2.26) oraz (2.88). Wyniki pomiaréw
wartos$ci sktadowych wektora wyj$¢ obiektu sa wartosciami zmiennej losowe;j

w=Fu,0)+o+z, (2.101)

w ktorej mozna wyrdzni¢ czes¢ deterministyczna oraz przypadkowa.
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> f(u,@)

Rys. 2.13. Obiekt identyfikacji z addytywna, niemierzalna, zmienna wielko$cia losowa
oraz addytywnymi zakloceniami

Czgs$¢ losowa jest suma wartosci losowej wystepujacej w obiekcie i losowych za-
ktocen. Korzystajac z warunkow (2.26) oraz (2.88), zauwazmy, ze suma zmiennych
losowych @ 1 z spelnia warunek

E [0+z]=0, Var|o+:z]<w. (2.102)

o+z o4z

Jest to przypadek analogiczny do przedstawionego w punkcie 2.2.1, z tym Ze teraz
losowym sktadnikiem jest suma zakldcen i niemierzalnej, zmiennej wielko$ci losowe;.

Wyznaczenie oszacowania (2.100) sprowadza si¢ do wyznaczenia takiej warto$ci 0y,
ktéra minimalizuje empiryczna wariancje sumy bl¢du pomiarowego i losowego para-
metru. Empiryczna wariancja Var,,,)y, Wyznaczona na podstawie zbioru N obser-

wacji, zalezy od macierzy pomiaréw Uy, W)y oraz wektora parametrow charakterystyki
statycznej obiektu 6 1 wyraza si¢ wzorem

dfl

N
Var,. (U, Wy, 0) :NZ (w, - F(u,.0)) . (2.103)

n=

Wyznaczenie oszacowania metoda najmniejszych kwadratéw sprowadza si¢ do
rozwiqzania nastgpujacego zadania optymalizacji: wyznaczy¢ taka warto$¢ oszacowa-

nia 6? (U oWy ), dla ktorej wyrazenie (2.103) przyjmuje warto§¢ minimalna
wzglqdem 0 ze zbioru dopuszczalnego 6, tj.

Oy =7y (U Yy) : Var, Uy 7,.0, )= minVa,..)y (U, 7y.0).  (2.104)

Metoda maksymalnej wiarogodnosci

Teraz zatdozmy, ze warto$ci wektora wielkosci losowych @ w obiekcie opisanym
charakterystyka (2.83) w n-tym pomiarze sa niezaleznymi warto$ciami o, L-wy-
miarowej zmiennej losowej @, dla ktorej znana jest funkcja gestosci rozktadu praw-

dopodobienstwa f, (@) okreslona na zbiorze Q. Dodatkowo na mierzona warto$c
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sktadowych wektora wyjs¢ naktadaja si¢ zaktocenia opisane zalezno$cia (2.20)
1 w n-tym pomiarze zakldcenia z, sa niezaleznymi warto§ciami ciaglej zmiennej
losowej z o znanej funkcji ggstosci rozkladu prawdopodobienstwa f, (z) okreslone;j

na zbiorze .
Zbidér wartosci y,, n=1,2, ..., N, mozemy potraktowac¢ jako zbior niezaleznych

warto$ci zmiennej losowe] L-wymiarowe] y, ktéra jest wynikiem przeksztatcenia

zmiennej losowej @ zgodnie z zaleznoscia (2.83), czyli
y=F(u,0,0), (2.105)

a zbior wartosci w,, n=1,2, ..., N, jest zbiorem realizacji L-wymiarowe]j zmiennej
losowej w, ktora jest wynikiem przeksztatcenia zmiennych losowych y oraz z zgod-

nie z zaleznoscia (2.20), czyli

w=h(y.z). (2.106)

Funkcje gestosci rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej w nalezy wy-

znaczy¢, korzystajac z przeksztatcenia (2.106), z uwzglednieniem (2.105). Zwro¢my
uwagg, ze wektor wejs¢ u i wektor 6 sg parametrami tego przeksztalcenia. Dla usta-
lonego wejscia u funkcjg gestosci rozktadu prawdopodobienstwa f), (y,H;u) zmien-

nej losowej y wyznaczamy wedtug wzoru (2.92). Przeksztatcenie 4 (2.106) nie jest
wzajemnie jednoznaczne ze wzgledu na parg zmiennych losowych y oraz z. Mo-
zemy je uczyni¢ wzajemnie jednoznacznymi, dopisujac do (2.106) tozsamo$¢ y =y,

i tak otrzymamy

w= h (ya E)a
= (2.107)
r=J
Przeksztalcenie odwrotne przyjmuje postaé

z=h'{y,w),

- (Z —) (1.108)

y=7

a jakobian tego przeksztalcenia
on’ on!
za(y’ W) z a(ya W) ahz—l (y, W) ahz—l (y, W)
J= W Yoo = 2.109

5w ay OL><L ]L><L
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gdzie: O,,; jest L-wymiarowa macierza zerowa, I;,; jest L-wymiarowa macierza

jednostkowa.
Wyznacznik jakobianu (2.109)

on'(y,w) on;'(y,w)
|J]= ow dy
0L><L [L><L

_|on (v, w)

” =| 4| (2.110)

Ostatecznie funkcja ggstosci rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej w
ma postaé

£y w0:0)= [ 1.2 ()1, (3. 050)] 7 |y, @.111)

a po uwzglednieniu (2.92) oraz (2.110) otrzymujemy
£ 0s0)= [ 1.0 (o)1 (5 0,0 )y 2.112)
Y

Oszacowanie nieznanego wektora parametrow € charakterystyki statycznej (2.83)
otrzymamy w wyniku maksymalizacj 1 funkcji wiarogodnosci

.6, Hf w,,0u,

S | AR A G ORRs) VR[VA

(2.113)

wzgledem 6.
W tym przypadku zadanie wyznaczenia oszacowania metoda maksymalnej wia-
rogodnosci sprowadza si¢ do rozwiqzania nastqpujqcego zadania optymalizacji: wy-

znaczy¢ taka warto$¢ oszacowania 6’ (U oYy ), dla ktorej wyrazenie (2.113)
przyjmuje warto$¢ maksymalna wzglqdem 6 ze zbioru dopuszczalnego 0, tj.

b, =%, (Uy.Yy) : LN(WN,éN;UN)zrga@xLN(WN,H;UN). 2.114)

Metody Bayesa

Zatozenia dotyczace obiektu sa identyczne z podanymi w punkcie 2.2.2, dotycza-
cymi metod Bayesa. Znaczy to, ze wektor parametrow 6 charakterystyki statycznej
(2.83) jest wartoScia ciagltej zmiennej losowej &, dla ktorej istnieje funkcja gestosci
rozktadu prawdopodobienstwa fg(ﬁ). Teraz wektory parametrow 6 oraz losowo
zmiennych wielkosci @ (2.83) sa wartosciami R-, L-wymiarowych zmiennych loso-
wych — odpowiednio — € i ®. Istotna réznica pomigdzy tymi wektorami polega na
tym, ze z chwila wylosowania obiektu do badan wektor parametrow 6 jest staly, na-
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tomiast wektor @ zmienia si¢ w sposob losowy. Dalej zaktadamy, ze znane sa funkcje
gestosci rozktadow prawdopodobienstwa zmiennych losowych 6 oraz @w. W odrdoz-

nieniu od rozwazan z punktu 2.2.2, na mierzong warto$¢ wyjscia nakladaja si¢ zakto-
cenia opisane zaleznoscia (2.20) i w kolejnych pomiarach zakldcenia z, sa niezalez-
nymi warto§ciami cigglej zmiennej losowej z o znanej funkcji ggstosci rozktadu

prawdopodobienstwa f, (z) Zbiér wartosci wyjs¢ obiektu y,, n=1,2,..., N, nalezy
traktowa¢ jako zbior niezaleznych wartoSci warunkowej zmiennej losowej y, pod
warunkiem, ze zmienna losowa @ przyjeta warto$é 6, a wartos¢ sktadowych wektora
0;u) wy-
znaczamy wedtug wzoru (2.97). Zaobserwowany zbidr wartosci w,, n=1,2,..., N

na wejsciu wynosi u,. Funkcjg gestosci rozkladu prawdopodobienstwa f), (y

jest zbiorem warto$ci warunkowej zmiennej losowej w, pod warunkiem, ze zmienna
losowa @ przyjeta wartos¢ 6, a warto§¢ sktadowych wektora wejs¢ wynosi u,. Jest ona
wynikiem przeksztalcenia warunkowej zmiennej losowej y pod warunkiem, ze
zmienna losowa @ przyjeta wartos¢ 6, oraz zmiennej z zgodnie z zalezno$cig (2.20).
Funkcje gestosci rozktadu prawdopodobienstwa fw(w|9;u) wyznaczamy tak jak
fw(w,e;u), z tym ze w zaleznosci (2.111) w miejsce funkcji ggstosci fy(y,ﬁ;u)
wstawiamy funkcj¢ gestosci warunkowej fy(y|6?;u), czyli

£uwlos)= [ 1.6 ow)s, Olesu)| 7|y, 2.115)
Y
a po uwzglednieniu rownania (2.97) mamy
Fwlosa)= [ 1.0 o)) £, (2 0,9 (2.116)
Y

Ostatecznie funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienstwa a posteriori f '(0| Y;U N)
jest dana zaleznoscia

J-fz ( ( n’a y )|JF||J]1|dy
rewy:uy )= — @117
J-fg Ifz ( a)_l(un’09y))|JF||Jh|dyd0
n=1y

Wyznaczenie oszacowania sprowadza si¢ do wyznaczenia takiej wartosci
0, =¥, (Uy.Yy), dlaktorej ryzyko warunkowe

r(é,YN;UN)d:fEH [L(Q,§)|YN;UN]=jL(@,é:sr_/(UN,YN))f'(.9|YN;UN)d9 (2.118)
= [C]
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przyjmuje warto$¢ minimalna wzgledem 6 ze zbioru dopuszczalnego O, tj.

@:ﬂ@ﬁmyA@mﬂmF%y@nyﬁ. 2.119)

2.3. Zadanie wyboru optymalnego modelu
w warunkach deterministycznych

Obecnie skupimy si¢ na przypadku, gdy proponowany opis (model) rézni si¢ od
badanej rzeczywistosci. Rdzne moga by¢ tego przyczyny. Jedna z nich to fakt, ze
analiza zjawisk fizykochemicznych nie prowadzi do okreslenia charakterystyki
statycznej obiektu identyfikacji. Posta¢ charakterystyki statycznej nie jest znana.
Tworca modelu, positkujac si¢ wynikami wstepnych danych pomiarowych, narzuca
pewien opis, arbitralnie wybierajac klase modeli. W innym przypadku analiza zja-
wisk moze prowadzi¢ do nieliniowego opisu, a taki moze by¢ nieuzyteczny. Do
dalszych zastosowan nalezy opis uprosci¢, wowczas, pomimo znajomosci charakte-
rystyki statycznej obiektu, poszukujemy uproszczonego, przyblizonego modelu.
W przypadku znajomosci charakterystyki statycznej obiektu wyznaczenie uprosz-
czonego modelu prowadzi do zadania aproksymacji. Gdy charakterystyka statyczna
obiektu nie jest znana, ale w zamian dysponujemy wynikami pomiaréw wejscia
i wyjscia obiektu, zadanie sprowadza si¢ do najlepszego przyblizenia wynikow
pomiaréw modelem z zadanej klasy modeli. Mowimy wowczas o zadaniu wyboru
optymalnego modelu [14].

W tym miejscu nalezy skomentowaé sformutowanie ,,tworca modelu narzuca pe-
wien opis”. Za tym sformutowaniem kryje si¢ metodyka wyboru klasy modeli sposrod
szerokiej gamy uniwersalnych funkcji aproksymujacych [1, 8, 29], popartych doborem
struktury modelu.

Zanim sformulujemy zadanie wyboru optymalnego modelu przytoczymy zadanie
aproksymacji. Jest ono bardzo podobne do zadania wyboru optymalnego modelu, z ta
roéznica, ze w zadaniu aproksymacji charakterystyka statyczna obiektu jest znana,
a w zadaniu identyfikacji dysponujemy tylko pomiarami wartosci wejécia i wyjscia
obiektu, czyli wybranymi punktami charakterystyki statyczne;j.

2.3.1. Aproksymacja charakterystyki statycznej

Teraz rozwazymy przypadek, kiedy charakterystyka statyczna obiektu jest znana
i ma postac

y=F(u), (2.120)

gdzie: u — wektor wej$é obiektu, ueU <R ¥, 7/ — przestrzen wejs¢, y — wektor

wyjsé obiektu, yeY <R *, IJ - przestrzen wyjsé.
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Charakterystyke (2.120) proponuje si¢ aproksymowac charakterystyka
y=o(u,0), (2.121)

gdzie: @ jest przyjeta przez tworcg modelu funkcja opisujaca zaleznos¢ wektora wyjsé
modelu y od wektora wej$¢ u, natomiast 6 jest wektorem parametréw modelu (rys.
2.14).

R
y="F(u)
y= @(u,@)
Plommmmmm e §
g =
s .
Dlt
g, (u)
A
| I K
D

Rys. 2.14. Charakterystyka statyczna F(u), funkcja aproksymujaca @(u,a),
funkcja wagi jakosci przyblizenia g,(u) dla jednowymiarowego obiektu (L =S = 1)

Wektory u, ¥ i 6 sa elementami — odpowiednio — przestrzeni wejsé 77, wyjsé 7
oraz parametrow @, czyli: ueU <R 5, veY cR L oraz 6e®cR *. Czesto
funkcja F (u) jest nazywana funkcja aproksymowana, a funkcja @(u,é?) — funkcja
aproksymujaca. Dalej zakladamy, ze aproksymacji dokonujemy w pewnym podzbio-
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rze D, przestrzeni wejsé, tji. D, cU <R °. Na zbiorze D, jest okreslona funkcja
wagi jakosci przyblizenia g, (u) Funkcja ta nadaje wage jako$ci przyblizenia w po-
szczeg6lnych punktach zbioru D, (rys. 2.14). W celu pordéwnania funkcji aproksy-
mowanej z funkcja aproksymujaca, dla kazdego punktu zbioru D, okreslamy miarg

roznicy pomiedzy warto§ciami funkcji w tym punkcie, czyli
vueD, q(y.7)=q(F(u).®(u,0)), (2.122)

gdzie g jest funkcja, ktorej warto$¢ jest oceng réznicy pomig¢dzy wartoscia funkcji
aproksymowanej F (u) a wartoscia funkcji aproksymujacej @(u,é’) w kazdym punk-
cie zbioru D, .

Funkcja ¢ moze by¢ dowolna funkcja spetniajaca wlasnosci funkcji miary. Przy-
ktadowe funkcje ¢ maja postac:

g(3,7)=Y (" -5O) (2.123)

=1
lub
L
g(y,5)= Y [p" -3

I=1

, (2.124)

a dla obiektow jednowyjsciowych ocena (2.123), (2.124) ma postaé, odpowiednio:
(v, 7)=(v=7)" = (Fu)- 2(u.0)), (2.125)

q(v.7)=ly =7 =|F ()~ 2(,0)|. (2.126)

Jako miarg jakosci przyblizenia funkcji F(u) funkcja @(u,0) w zbiorze D, wpro-

wadzamy miarg w przestrzeni funkcyjnej, okreslonej na zbiorze D,

0(0)=[F(u)-2(u.0)|, - (2.127)

Przyktadowe funkcje Q(H) maja postac:

0(0)= [(F(u).(u.0)) g, (u) du (2.128)
lub u
0(0)=maxlg(F(u) ©(.0)) g, (1)} (2.129)

Funkcja O jest miara jako$ci przyblizenia, zalezy od parametrow & i umozliwia
wybor najlepszego przyblizenia. Funkcja Q(H) stanowi kryterium wyboru optymalne;j
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funkcji aproksymujacej, a konkretnie jej parametrow. Problem wyznaczenia optymalne;
funkcji aproksymujacej, z danej klasy funkcji, sprowadza si¢ do rozwiazania nastgpuja-
cego zadania optymalizacji: wyznaczy¢ taka warto$¢ wektora parametrow 6, dla ktorej
miara jakosci przyblizenia Q(H) przyjmuje warto$§¢ minimalng wzgledem 6 ze zbioru
dopuszczalnego 0, tj.

*

6" : 0(6")=min0(0). (2.130)

0O

gdzie: @ jest optymalna warto$cia wektora parametrow funkcji aproksymujacej,
a funkcja (2.121) z optymalnymi parametrami &', t;.

7=au0"), (2.131)

jest optymalna funkcja aproksymujaca z danej klasy funkcji.

Dla obiektéw jednowymiarowych (L =S =1), po przyjeciu konkretnej postaci
miary roznicy pomigdzy funkcja aproksymowana i aproksymujaca (2.122), wartosci
kryterium Q(H) mozna nada¢ interpretacj¢ geometryczna. I tak, dla q(y,y) postaci
(2.126) i kryterium (2.128), tj.

0(0)= [ |F(u)-(u.0)| g, (u) du, (2.132)

D,

u

w przypadku stalej funkcji wagi jakosci przyblizenia g, (u), miarg rdznicy pomigdzy
funkcja aproksymowana a funkcja aproksymujaca jest pole powierzchni pomigdzy
F(u) i @(u,0) nad zbiorem D,. Dla dowolnej funkcji g, (1) pole to jest modyfiko-
wane zgodnie z zalezno$cig (2.132). W tym przypadku wybor optymalnych parame-
trow funkcji aproksymujacej sprowadza si¢ do minimalizacji zmodyfikowanego przez
g, (u) pola powierzchni pomigdzy F (u) i @(u,&) nad zbioremD,. Dla Q(H) postaci

(2.129) i q(y,¥) (2.126), tj.

0(6)=max{|F(u) - &(u.0)| g, ()} (2.133)
ocena jakos$ci przyblizenia jest najwigksza rdznica pomigdzy F (u) i cD(u,Q) w zbio-
rze D,, skorygowana warto$cia funkcji wagi g, (u), a wybor optymalnej charaktery-
styki sprowadza si¢ do minimalizacji — skorygowanej funkcja wagi g, (u) — najwigk-
szej roznicy pomigdzy funkcja aproksymowang i aproksymujaca.

Ze wzgledu na liczne zastosowania jednym z wazniejszych przypadkéw dla obiek-
tow o jednowymiarowym wyjsciu (L = 1) jest funkcja aproksymujaca postaci

3 =0u,0)=0"p(u), (2.134)
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gdzie: @” jest transpozycja R-wymiarowego wektora parametréw 6, natomiast

2 (”)

(o(u )d:f (/’2‘(’4)

(2.135)

Pr (” )

jest R-wymiarowym wektorem funkcji, stanowiacym jadro przyblizenia.

u
| ) ,
.
o) ——
) Y

Rys. 2.15. Aproksymacja charakterystyki statycznej

Odpowiedni dobor funkcji ¢, (u), @, (), ..., pz(u) prowadzi do roznych funkcji
aproksymujacych. Po przyjeciu

olu)=| " (2.136)

otrzymujemy aproksymacj¢ za pomocg wielomianow.
Przyjmujemy kryterium jako$ci przyblizenia (2.128) postaci

0(0)= [(Flu)-2(w,0)) g, (u)du. (2.137)

Dll
Po podstawieniu do (2.137) funkcji aproksymujacej postaci (2.134) otrzymujemy
2
0(0)= [(F(u)-0"p))" g, () du (2.138)
DM

Jest to tak zwany przypadek liniowo-kwadratowy, w ktorym funkcja aproksymuja-
ca postaci (2.134) jest liniowa wzglgdem wektora parametrow, a w kryterium (2.138)
ocena jakosci przyblizenia jest kwadratem roznicy pomigdzy funkcja aproksymujaca
i aproksymowana.
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Optymalny wektor parametrow @ funkcji aproksymujacej spetnia uktad réwnan
grad 0(0)= —2[j (Fu)- 67 o)) plw)g, () du] =0y, (2.139)
Dll

gdzie 0z jest R-wymiarowym wektorem zerowym.
Po rozwiazaniu powyzszego ukladu wzgledem 6° otrzymujemy algorytm

[ [ol)e () g, (u ] [Flu (2.140)

Zwr6é¢my uwage na posta¢ macierzy I¢(u) 9" (u) g, (u)du w réwnaniu (2.140) po
Dll
podstawieniu (2 135) czyli

_[40 u) du
Joabis i [ollob 0 - [ao b
jcoz u) ey (w)g, (u) du jcoz ) oo (u)g, (u)du - j% Voo (e)g, () |- 214D

[o e, @i [ora) ol e -+ [o)pelule, o)

W algorytmie (2.140) nalezy wyznaczy¢ odwrotno$¢ macierzy (2.141). Operacja
ta ulega znacznemu uproszczeniu po odpowiednim doborze funkcji jadra przyblize-

nia g(u).
Przyjmujemy, ze zbidr funkcji {(p1 (u),(p2 (u), cees Qg (u)} tworzy uklad ortonormal-
ny, czyli spetnia warunek

Joho ) o)~

1 dla i=; .

, ,j=1,2, ..., R, (2.142)
0 dla i#j
wowczas I olu (pT (u) (u)du (2.141) jest macierza jednostkowa, a algorytm aprok-

symacji (2. 140) przyjmuje postac
0" = [Flu)p(u)g, () du. (2.143)
D,
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Przyklad 2.6. Charakterystyke statyczng obiektu y =F (u)z u® nalezy przyblizyé

1 M
funkcja y = @(u,@): ,9T(p(u)= 0" +0Pu, w ktorej: (o(u)z [J , 0= {Z(z)} , W prze-

dziale D, = {u eR :0<u< 1} z funkcja wagi w postaci

()= u dla uelo,1]
S0 dla uelo,1]

\

v,y
A
y=u’
1 ——— = = —— - ———
N\ P =12u-03
! u
/ 1 ]
_0’3/
g, (u)
A
T I .
1

Rys. 2.16. Przyktad aproksymacji charakterystyki statycznej
W rozpatrywanym przypadku kryterium jakosci przyblizenia (2.138) ma postac

0(0)= j (F(u)-070()) g, () du =j (uz o 6] BDZ wdu, (2.144)

D, 0
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rownanie (2.139)

1
« o]l ] 1
gradQ(@)z—Zl:I (uz—[ﬁ(l) o ][ D{ }u du}:()R, (2.145)
0 0 ul)|u
a jego rozwiazanie (2.140)
1 1 -l
LTy -1 . ju du qu du J.u3 du
9*{][ }[1 u]udu:l J.u{ }uduz 0 0 0 (2.146)
u u
0 0 J.uz du J.u3 du J.u4 du
0 0
Po prostych przeksztatceniach algebraicznych otrzymujemy
1 1 1 1
J.u3 du J.u3 du—ju4 du qu du
0 0 0 0
1 1 1 2
3 5 2
0 _([u du!u du L[u duJ
0 = o =| | | . . , (2.147)
Iu4 du J-u du —J-u3 du J-uz du
0 0 0 0
1 1 1 2
Iu du J-u3 du—(juzdu}
L o0 0 0 J
a po obliczeniu odpowiednich catek mamy
(1 01 40 1 sp 1 5] 11 11 ]
phaet- el 3ed] [4a-1)
4 104 1o 5 13 o 44 53
1 2‘11 4‘1 (1“3‘1j2 11 (1)2
o 2 4 |3 24 |3 -03
4 :{ (2)*}2 12 1014 10 1 31 1O 1T 2141 131 Z[ 12}' (2.148)
o 7u5‘ 7u2‘ At 7u3‘ 77777 ,
S 02 o 4 3 'o 52 43
Lol Lt (L T 1y
| 2 g7 o (37 0) | |24 (3) ]
Optymalna funkcja aproksymujaca z klasy y=0"u+60% ma postaé:

F=12u—-0,3 (rys. 2.16).

*
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2.3.2. Zadanie wyboru optymalnego modelu
na podstawie ciagu niezakléconych obserwacji

Teraz rozwazymy przypadek, kiedy doktadna charakterystyka statyczna obiektu
F (u) istnieje i ma posta¢ (2.120), ale nie jest znana. W zamian dysponujemy wyni-
kami eksperymentu, w ktorym dla zadanej serii wejS¢ ze zbioru D, zmierzono, bez

zaklocen, wartos¢ sktadowych wektora wyjs¢ badanego obiektu (rys. 2.17).

v,y
y=F(u)

<
[
S
=
>
SN—"

=
|
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
. WP

=
<
N
<
B
= }
=
E
\/

Rys. 2.17. Badanie nieznanej charakterystyki statycznej jednowymiarowego obiektu
identyfikacji (L=S=1)

W wyniku eksperymentu dla zadanej serii identyfikujacej, o zadanej dlugosci N,
dokonano pomiaru wartosci sktadowych wektora wyjs¢. Wyniki przedstawiono
w macierzach:

UNz[ul U, - MN]’ YN=[J’1 Yo oo yN]’ (2.149)
ktorych kolumnami sa — odpowiednio — kolejne pomiary wejscia i wyjécia obiektu.

Tworca modelu proponuje przyblizy¢ wyniki pomiaréw funkcja @(u,6) (2.121).
Sytuacja jest analogiczna do opisanej w punkcie 2.3.1, z ta r6znica, ze zamiast petnej
znajomosci charakterystyki statycznej F (u) w zbiorze D, dysponujemy serig pomia-
réw w wybranych punktach tego zbioru, czyli seria: u,, y, = F (un ), n=12, ..., N.

W celu poréwnania wynikéw pomiardw charakterystyki statycznej badanego
obiektu z proponowanym modelem, dla kazdego punktu pomiarowego okre§lamy
miarg réznicy pomigdzy warto$cia wyjscia obiektu i wartoscia wyjscia wyznaczona
z modelu, czyli
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vn=12, ..., N q(»,.7,)=q(»,.9,.0)). (2.150)

gdzie g (analogicznie do (2.122)) jest funkcja, ktorej wartos¢ ocenia roznice pomiedzy
zmierzonymi wartosciami skladowych wektora wyj$¢ obiektu a warto$ciami sktado-
wych wektora wyj$§¢ modelu y,, wyznaczonymi dla wektora wejs¢ u,, czyli

y n = @(un 2 0)
Jako miare oceny jako$ci przyblizenia wynikow pomiarow wartosci sktadowych
wektora wyjs¢ obiektu zebranych w macierzy Yy dla zadanej serii identyfikujacej Uy

z warto$ciami sktadowych wektora wyj$é modelu zawartych w macierzy Y, N (6’), wy-
znaczonych dla zadanej serii identyfikujacej Uy, wprowadzamy

0y(0)=[ v, ~7,6)], . (2.151)
gdzie
7, (0) 2 [0(,0) Bu,,0) - Bluy.0). (2.152)

Jest to kryterium jakosci przyblizenia, czgsto zwanym kryterium jakosci identyfikacji.
Przykladowe funkcje Q,, (9) (analogiczne do (2.128), (2.129)) maja postaé, odpowiednio:

N N
0. (0)=>4,.5,)=> a(r,.®(u,.0)) (2.153)
n=1 n=1
lub
Oy (0)=max{q(y,.5,) = maxig(y,. 2(u,.0));. (2.154)

Zwro¢my uwage, ze w kryteriach (2.153) 1 (2.154) brak jest funkcji wagi jakosci
przyblizenia g, (u), ktora wystepuje w (2.128) i (2.129). Funkcja ta moze byé
uwzgledniona poprzez odpowiednia organizacj¢ eksperymentu, a konkretnie — seria
identyfikujaca powinna by¢ generowana zgodnie z funkcja wagi g, (u)

Bardzo czgsto stosowang ocena roznicy pomigdzy wektorem wyjs¢ badanego obiektu
a wektorem wyj$¢ modelu jest warto$¢ funkcji q(yn ,)7,,) postaci (2.123). Przy tej postaci
funkcji q( Yy ,)7n) kryterium (2.153) zwane jest kwadratowym wskaznikiem jakosci iden-
tyfikacji. Wyznaczenie optymalnych modeli z wykorzystaniem wskaznika jakosci identy-
fikacji (2.153) z ocena roznicy pomigdzy wyjsciem obiektu i modelu postaci (2.123)
zwane jest metoda najmniejszych kwadratow. W tym miejscu zwro¢my uwage na rozni-
cg pomigdzy zadaniem estymacji parametrow obiektu z wykorzystaniem metody naj-
mniejszych kwadratow (omoéwiona w punkcie 2.2.1) a zadaniem wyboru optymalnego
modelu z kryterium kwadratowym. W pierwszym przypadku méwimy o znajomosci
charakterystyki statycznej z doktadnoscia do wektora parametrow. Roznica pomigdzy
mierzong wartoscia sktadowych wektora wyjs¢ obiektu a faktyczna wartosécia sktado-
wych wektora wyj$¢ wynika z zaklocen pomiarowych (rys. 2.5). W drugim przypadku
charakterystyka statyczna obiektu nie jest znana. Rdznica pomigdzy bezblednie mierzona
warto$cia sktadowych wektora wyjs¢ obiektu a warto$cig wyznaczona z modelu wynika
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z nieznajomosci charakterystyki statycznej (rys. 2.17). Pomimo Zze w obu przypadkach
otrzymujemy podobne algorytmy identyfikacji, r6zna jest ich interpretacja. W pierwszym
przypadku otrzymujemy oszacowania wektorow parametréw charakterystyk statycznych,
ktére maja fizyczna interpretacje. W drugim przypadku, tj. zastosowania kryterium kwa-
dratowego do wyboru optymalnego modelu, uzyskujemy wektor optymalnych parame-
tréw, ktory nie ma fizycznych interpretacji. Jedyne pordwnanie, jakiego mozemy ocze-
kiwag, to odniesienie wyniku identyfikacji do zadania aproksymacji.

W przypadku obiektéw jednowymiarowych (L =S5= 1), po przyjeciu konkretnej
postaci miary réznicy pomiedzy wyjsciem obiektu i modelu (2.150), wartosci kryte-
rium Qy (9) mozna nada¢ interpretacj¢ geometryczna. I tak, dla funkcji q(y,,,)_/n)
postaci (2.126) i kryterium (2.153), tj.

On(O)=D 1y, = 7.|=D |y, —@(u,.0) (2.155)
n=l n=1

miarg réznicy pomigdzy zaobserwowanym zbiorem warto$ci wyjs¢ obiektu Yy a zbio-
rem wartosci wyj$¢ modelu Y,,, dla zadanej serii identyfikujacej Uy, jest suma roznic

pomigdzy wyjsciem obiektu i modelu, czyli suma odcinkow o dlugosci | v, —V,|,adla
kryterium (2.154), tj.
0y (0)=max{]y, - 7,| |= max{|y, - @(x,.0)|}. (2.156)

1<n<N 1<n<N

jest to najwigksza zaobserwowana roéznica pomigdzy warto$cia wyjscia obiektu a obli-
czona warto$cia wyjscia modelu, czyli najdtuzszym odcinkiem | v, —¥,|. Funkcja

Oy (49) stanowi kryterium wyboru optymalnego modelu, a konkretnie kryterium wy-
boru jego parametrow.

U, | obiekt Yn
"] identyfikacji
v
Oy
oyO)
3 Y
D(u,0) -

Rys. 2.18. Zadanie wyboru optymalnego modelu

Problem wyznaczenia optymalnego modelu sprowadza si¢ do rozwiazania nastgpu-
jacego zadania optymalizacji: wyznaczy¢ taka warto$é wektora parametrow 6, dla
ktorej miara jakosci przyblizenia Q, (6) przyjmuje warto$§¢ minimalng po 6 ze zbioru

dopuszczalnego 6, tj.
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6y Oyl6y)=min0, (), (2.157)

gdzie 49;, jest optymalna warto$cia wektora parametrow modelu, a funkcja (2.121)
z parametrami 6}, tj.
F=o(u.0}). (2.158)

jest nazywana modelem optymalnym z danej klasy modeli.
Nalezy podkresli¢, ze model (2.158) jest optymalny dla:
» uzyskanych wynikow pomiarow (2.149),
» przyjetej klasy modeli (2.121),
» przyjetego kryterium (2.150) i (2.151).

Znaczy to, ze zmiana dowolnego z wyzej wymienionych elementéw daje inny, nie-
poréwnywalny model. Pozostaja pytania: Jaka jest relacja pomigdzy optymalnym mode-
lem (2.158), uzyskanym na podstawie ciagu obserwacji, a optymalna funkcja aproksy-
mujaca (2.131), wyznaczona przy petnej znajomosci charakterystyki statycznej obiektu?
Czy po zwickszeniu liczby punktéw pomiarowych uzyskamy lepsze przyblizenie 6 ?
W $wietle powyzszych uwag zwigkszenie liczby pomiarow da inny, a nie lepszy model.
O porownaniu modeli (2.158) i (2.131) mozna moéwic¢ jedynie wowczas, gdy ekspery-
ment zostanie odpowiednio zaplanowany. Dobierajac odpowiednia seri¢ identyfikujaca,
generowang zgodnie z funkcja wagi jako$ci przyblizenia g, (u), mozna bada¢ relacje

pomigdzy 6’; (2.157)1 6" (2.130). Mozna pokazaé, ze jesli seria identyfikujaca Uy jest
generowana zgodnie z funkcja wagi jakoSci przyblizenia g, (u), to przy zwigkszajacej
si¢ liczbie pomiaréw N optymalna warto$¢ wektora parametréw @), wyznaczona przy

kryterium (2.153), jest zbiezna do wartosci wektora parametrow @~ (2.130) optymalnej
funkcji aproksymujacej (2.131) przy kryterium (2.128).

Przyklad 2.7. Rozwazmy obiekt o jednym wyjsciu (L = l), w przypadku ktorego
dla zadanej serii identyfikujacej Uy zebrano wyniki pomiaréw Yy. Do opracowania wy-
nikow zaproponowano model liniowy wzgledem parametrow postaci (2.134). Przyjeto
kryterium kwadratowe, tj. w kryterium (2.153) zastosowano funkcje ¢ postaci (2.125).
Jest to tak zwany przypadek liniowo-kwadratowy. W tym przyktadzie kryterium jako-
$ci modelu przyjmuje postaé

N N
>0, -5,) =Y, -0 0lw,)). (2.159)
n=1 n=1

Przyréwnanie gradientu kryterium (2.159) wzgledem 6 do R-wymiarowego wek-
tora zerowego (0, ) daje uktad réwnan

grad0, (6 ——22( 0 olu, ol )= 0. (2.160)
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z ktorego wyznaczamy wektor parametrow optymalnego modelu

Oy :[iw(un)cf(un )} 71 > vl ). (2.161)

Dla szczegélnego przypadku (rys. 2.19) przy jednowymiarowym wejsciu (S =1)

oraz po przyjeciu
1 210
ow)=| | 0=| o (2.162)

7=0"pu)=06" + 0%y, (2.163)
a jego optymalne parametry mozna wyznaczy¢ za pomoca wzoru

(8
o v

model (2.134) ma postac

Oy = { g | N R y (2.164)
v Nzynun _(zunJ(zynj
n=l1 n=l1 n=l1
N N 2
NZuf - Zun
n=1 n=1

Yn
Yn

u

n

Rys. 2.19. Zestaw pomiaréw i model liniowy
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2.3.3. Zadanie wyboru optymalnego modelu
z wykorzystaniem sieci neuronowej

Jednym z czgsto stosowanych opisow jest model (2.121) w postaci sieci neurono-
wej [60, 63, 82, 136]. Do modelowania charakterystyk statycznych stosowany jest
opis w postaci wiclowarstwowej jednokierunkowej sieci neuronowe;j. Sieci te sa popu-
larnymi, uniwersalnymi ,,aproksymatorami”. Dobér struktury sieci, czyli liczby
warstw oraz liczby neuronéw w warstwie, stanowi odrebny problem. Zauwazmy, ze
sie¢ z jedna warstwa ukryta daje szeroka klasg¢ modeli. Na rysunku 2.20 zapropono-
wano schemat J-warstwowej sieci dla obiektu statycznego z S-wymiarowym wejsciem
u oraz L-wymiarowym wyjsciem y.

y=o(u,0)

Rys. 2.20. Wielowarstwowa jednokierunkowa sie¢ neuronowa

W j-tej warstwie znajduje si¢ /; elementéw zwanych neuronami. Oznaczymy przez
Ej;; i-ty neuron w j-tej warstwie, i = 1,2, ..., [, j =1, 2, ..., J. Narysunku 2.21 przed-
stawiono schemat neuronu £j,.

Dla elementu E;; z wejSciami

Mg =| " s (2.165)
I
ﬂﬁ—jl l)

oraz wyjsciem ,u‘(].i) proponujemy opis postaci

1_/71
) = ¢U,[z H 68+ 0},0)] : (2.166)
s=1
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gdzie: 4915;)’ s=0,1, ..., 1, jest zestawem wspotczynnikow wagowych, a ¢, funkcja

aktywacji.
1O =1
a8
(1) v
u?,)l'—@ij
lugzjc— 9;.2) ¢, H—> ,Uﬁ-i)
(7)1 )._ (£,)
Hia 9% Rys. 2.21. Neuron B,
Po oznaczeniu przez
» 5(1)1 _
0]
_a[u9] | H
Hiq= = Hia s (2.167)
Hij :
_ﬂ_gj—jfl)_

gdzie ,u(l(i)l =1, oraz zdefiniowaniu wektora wspotczynnikéw wagowych

6.= v |, (2.168)

‘9'(1.,'71)

if
model (2.165) neuronu E; mozemy przedstawi¢ w zwartej postaci
1 =g, (@"0,). (2.169)

Zestawienie neuronow Ej;, i = 1, 2, ..., I;, daje j-ta warstwg. Zakladamy, ze wejScia
kazdego neuronu w j-tej warstwie sa takie same i okreslone przez (2.165). W konse-
kwencji opis j-tej warstwy przyjmuje postac
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1

,U(E)) ¢1/ /uj 1 1/)
2 df
Hj= ﬂ{ & ,U, “a =¢j(/71—1=91)’ (2.170)

/Uﬁ[j) ¢1 (ﬂj 1 1 )

gdzie ¢, jest wektorem funkeji charakteryzujacej j-ta warstwg z wejsciami 4, oraz

macierza parametrow
91(;?) 92(3) . 91(?3
df oW oV ... W
0=, 0 - 0= S (2.171)

0(1'/'71) 9(1'}‘71) 0(1},])

1j 2j 1;j

Potaczenie kolejnych warstw daje sie¢ neuronowa, ktorej rekurencyjny opis przyj-
muje postaé
;uj:¢j(ﬁj—17€j),]:1327 'aJ (2172)

W sieciach tych nalezy wyrdzni¢é warstwe wejSciowa ( j= 1), warstwy ukryte
( j=2,3,...J— 1) oraz warstwe wyjsciowa ( j=J ) . Powracajac do zadania modelowa-

nia charakterystyki statycznej (2.121) za pomoca sieci neuronowej, przyjmujemy, ze
wejsciami warstwy pierwszej sa wejscia obiektu, czyli g, =u oraz [, =S, a zatem

1= h(H.0)=$0.6,). (2.173)
Dla warstw ukrytych obowiazuje rekurencyjna zaleznos¢
w=0(E,..0,), =23, ..,J-1. (2.174)

Wyjscia warstwy J-tej sa wyjsciami modelu, tj. ©, =y oraz I, =L, czyli
y=u,=¢,(,1.0,) (2.175)

Ztozenie (2.173), (2.174) oraz (2.175) daje charakterystyke (2.121) postaci

50 ﬂ(g)) &(u,0)
5@ 2 at| (3. 9) |t
v=7 = =06, h(0)...0,,).0,)= (” ) =®(u,0), (2.176)

)—/(L) /uSIJ) @(L)(u, 9)
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gdzie O jest zestawem parametrow ztozonych z macierzy (2.171) parametrow kolej-
nych warstw, czyli
df

6=16,,6,,...,0,}. (2.177)

Wyznaczenie optymalnych parametréw modelu postaci (2.176) jest zwane ,,ucze-
niem sieci”. Problem ten, dla zadanej serii identyfikujacej wraz z wynikami ekspery-
mentu (2.149), sprowadza si¢ do rozwigzania zadania optymalizacji (2.157), w ktorym
w kryterium jako$ci przyblizenia (2.151) w miejsce @(un, 0), n=1,2,.., N, wstawi-
my model postaci (2.176). Ze wzgledu na ztozona posta¢ modelu (2.176) oraz r6zne
kryteria (2.151) z reguly natrafimy na problem analitycznego wyznaczenia rozwiaza-
nia optymalnego, dlatego tez do rozwiazania (2.157) sa stosowane numeryczne meto-
dy optymalizacji [47, 85]. Zastosowanie roznych metod daje liczne, znane w literatu-
rze [63, 82, 136], algorytmy uczenia. Tutaj ograniczymy si¢ do przytoczenia tzw.
algorytmu wstecznej propagacji btedu. Konstrukcja tego algorytmu jest oparta na me-
todzie gradientu prostego. Przyjmuje si¢ kwadratowy wskaznik jakosci przyblizenia,
czyli w kryterium (2.153) ocena roznicy pomigdzy zmierzong wartoscia wyjscia
obiektu a warto$cia wyjscia modelu dla zadanego wej$cia ma postac (2.123). Wskaz-
nik (2.151)

=30 L AR 5 3 3 AL O00) RTERERS

n=l I=

Korzystajac z numerycznej metody optymalizacji do rozwiazania zadania (2.157)
z kryterium (2.178), w kolejnych krokach algorytmu optymalizacji otrzymujemy ciag

wartosci 6,,6,, ..., 6’ , takich ze QN( )>QN( j ---QN(gN), ktére po N kro-

kach sa przyblizeniem optymalnych wartosci parametrow 6, modelu (2.176), czyli

oy ~6’ oraz QN( ) QN( ) Zastosowanie metody gradientu prostego daje na-

stepujacy algorytm

,s=0,1,...,1,_1,1':1,2,...,1,,]'=1, 2,...,J, (2.179)

gdzie 7, jest parametrem procedury optymalizacji, zwanym wspotczynnikiem ucze-
nia, natomiast

df

0.0, 0l OV T, -2l =300 -0 0 =36 150

=1
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jest n-tym sktadnikiem sumy (2.178), ktory odpowiada n-temu wynikowi pomiarow, a

df
W=y 50 -0 _g0(y ) 1=1,2, ..., L (2.181)

jest r6znica pomigdzy wyjsciem /-tym obiektu a odpowiednim wyjSciem sieci.
Po zrozniczkowaniu wyrazenia (2.180) wzgledem poszczegdlnych parametrow,
z uwzglednieniem modelu neuronu (2.166), otrzymujemy

aq"(e) i s
o0 | T 254 (2.182)
y Q(Y)_ﬁ(f)

7 " Vij,n

gdzie /1_5.‘1)1,” =1, a ,uff‘;)l,n, s=L2, ..., 1, sa wartosciami wejs¢ w j-tej warstwie,

w n-tym takcie procedury uczenia

. gl dla j=J
Eﬁfq) =) L ~ (2.183)
Yol 0%, dlaj=J-17-2,..1
p=1
oraz
)
5L 50 2 (’8 ) : (2.184)
dx! =
7 lep)-of)
gdzie

Ostatecznie, po podstawieniu powyzszego do (2.178), algorytm wstecznej propa-
gacji bledow przyjmuje postac

1), =00 423,804 s=0,1,. 0, 21,2, 15, j=1,2,., . (2.185)

Zwroémy uwage na dwie fazy dziatania algorytmu, zaczynajacego si¢ od podania na
wejscie sieci n-tego wzorca uczacego (n-tego elementu z serii identyfikujacej). Zostaje
on przetworzony w kolejnych warstwach sieci wedtug wzorow (2.173)~2.175), co za-
pisano w zwartej postaci (2.176). W wyniku tych obliczen, dla n-tego elementu z serii
identyfikujacej, otrzymujemy wartosci wyjs¢ kolejnych warstw sieci wlacznie z ostat-
nig warstwa. Teraz, znajac warto$¢ sktadowych wektora wyjs¢ obliczonych z modelu
(2.176), tj. wartosci wyjs¢ z ostatniej warstwy sieci, obliczamy wedtug (2.181) blad
odpowiadajacy n-temu pomiarowi wartosci sktadowych wyjscia. Wykorzystujac regu-
te¢ delta (2.185), z uwzglednieniem (2.183) i (2.184), mozemy zmodyfikowaé wagi
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neuronow ostatniej warstwy. Zauwazmy, ze ze wzgledu na rekurencyjna zaleznosc¢
(2.176), ktéra jest konsekwencja zaleznosci (2.173)—~(2.175), minimalizowana funkcja
(2.180) zalezy nie tylko od warto$ci wag ostatniej warstwy, ale takze od wartosci wag
ukrytych. Dlatego tez blad warstwy wyjsciowej propagowany jest wstecz (od warstwy
wyjsciowe]j do warstwy wejsciowej), co pokazuje druga czgs¢ wzoru (2.183). Teraz,
wykorzystujac regute delta (2.185), z uwzglednieniem (2.184), mozemy zmodyfiko-
wac wagi neuronéw warstw ukrytych.

Ze stosowaniem sieci neuronowych wiaze si¢ wiele dodatkowych problemow po-
dejmowanych w pracach [74, 75, 136], ktore nie sa tutaj omawiane. Naleza do nich:
wybor struktury sieci, wybdr poczatkowych wartosci wag, ktoéry ma istotny wpltyw na
uzyskanie rozwigzania optymalnego, oraz dobor wspotczynnika uczenia 7, , ktory jest

zwiazany z zapewnieniem zbieznosci przedstawionej procedury.

2.4. Zadanie wyboru optymalnego modelu
w warunkach losowych

W tym podrozdziale rozwazymy przypadek, w ktorym zaréwno wektor wejs¢, jak
1 wektor wyjs¢ sa warto$ciami zmiennych losowych. Sa dwie zasadnicze przyczyny
losowosci. Pierwsza z nich tkwi w obiekcie. Podajac wielokrotnie t¢ sama warto$¢
u, na wejscie obiektu, na wyjsciu otrzymujemy rozne losowe wartosci y,. Jest tak
wtedy, gdy w badanym obiekcie pewne wielkoSci niemierzalne @ zmieniajg sig
W sposob losowy (rys. 2.22).

la)n

> F(u,a))

\J

Rys. 2.22. Obiekt identyfikacji z losowo zmienna
niemierzalna wielkoscia @

W konsekwencji mozemy przyjaé, ze badany obiekt jest opisany rodzing charakte-
rystyk indeksowang wielkoscia losowa @ (rys. 2.23). Podajac warto$¢ u, na wejscie
obiektu, na wyjsciu otrzymujemy rozne wartosci y, z charakterystyki, w ktorej losowa
wielkos¢ przyjeta wartos¢ w,. Opiszmy precyzyjnie aktualny obiekt identyfikacji. Dla
badanego obiektu istnieje charakterystyka statyczna postaci

y=F(u,o). (2.186)

Na obiekt dziataja pewne niemierzalne wielkoséci losowe @ z przestrzeni 2 cR *.
O losowo zmiennym wektorze @ zaktadamy, ze w n-tym pomiarze jest on réwny w,



100 Rozdziat 2

1 jest wartoscia L-wymiarowej zmiennej losowej @, dla ktorej istnieje funkcja gesto-
$ci rozktadu prawdopodobienstwa f, (aJ) Dla ustalonego wejscia u na wyjsciu obiek-
tu obserwujemy wigc warto$¢ L-wymiarowej zmiennej losowej y, ktora jest wyni-

kiem przeksztalcenia zmiennej losowej @ zgodnie z (2.186), czyli

y=Fu,0) (2.187)

Rys. 2.23. Charakterystyka statyczna jednowymiarowego obiektu identyfikacji
(L=S=1) z losowo zmienna, niemierzalna wielko$cia w

Przy zalozeniu, ze funkcja F jest wzajemnie jednoznaczna wzgledem @ 1 istnieje
funkcja odwrotna wzgledem o, czyli

0="F,"(uy), (2.188)



Podstawowe zadania identyfikacji obiektow statycznych 101

mozemy wyznaczy¢ warunkowa gesto$¢ rozkladu prawdopodobienstwa wyjscia y,

pod warunkiem, ze wejscie przyjeto okreslona wartos¢ (_ = u), czyli

1,000)= 1, (5 )7, (2.189)
gdzie
oF !
Ir =—”ai”’y). (2.190)

Mozna ostabi¢ zalozenia dotyczace wzajemnej jednoznacznosci funkcji F wzgle-
dem w. W tym celu nalezy podzieli¢ zbidr (2 na roztaczne podzbiory, w ktorych
funkcja F jest rownowarto$ciowa, i skorzysta¢ z przeksztatcenia przedstawionego
w Dodatku.

W ten sposob pokazalismy, ze wystepujaca w obiekcie losowo$¢ moze by¢ opisana
przez warunkowa gestos¢ rozktadu prawdopodobienstwa wyjscia przy ustalonym wej-
sciu. W dalszej czgsci bedziemy zaktadac, Zze opis (2.186) nie jest znany. Przedstawio-
ne rozwazania maja na celu uzasadnienie przyczyn losowosci w obiekcie identyfikacji.

Druga mozliwa przyczyna losowosci to losowe wejscie. Dalej zatozymy, ze wejScie
jest wartoscia zmiennej losowej u 1 istnieje funkcja gestosci rozktadu prawdopodobien-
stwa f, (u) okreslona na przestrzeni wejs¢ obiektu (rys. 2.23).

Podsumowujac dotychczasowe rozwazania, stwierdzamy, ze wejscia u i wyjscia y
sa warto§ciami pary zmiennych losowych (g, Z)‘ Zmienne losowe przyjmuja warto-
$ci ze zbiordw wejsé i wyjs¢ obiektu, tj. u — wektor wej$é obiektu ueU <R ¥,
11 — przestrzen wejsé, y — wektor wyjs¢ obiektu, yeY <R *, 7 — przestrzen wyjsé.
Istnieje taczny rozktad prawdopodobienstwa pary zmiennych losowych (g , Z) okreslo-
ny na U xY . Funkcje gestosci rozkladu prawdopodobienstwa pary zmiennych lo-
sowych ( u, X) oznaczymy przez f (u, y) . Warunkowa funkcje gestosci rozktadu praw-
dopodobienstwa zmiennej losowej y, pod warunkiem, ze zmienna losowa u przyjmie
warto$¢ u, oznaczymy przez f, (y|u), a funkcje brzegowego rozktadu prawdopodo-

bienstwa zmiennej losowej u oznaczymy przez f,(u).

Mozliwe sa dwa nastepujace przypadki:

1. Funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienstwa f (u, y) lub funkcja gestosci
warunkowego rozktadu prawdopodobienstwa wyjscia, pod warunkiem, ze wej-
Scie przyjelo okreslona wartos¢ f, (y|u), oraz funkcja gestosci rozktadu prawdo-
podobienstwa wejscia f,, (u) sa znane. Przypadek ten nazwiemy ,,pelna informa-
cja probabilistyczng”.

2. Rozktad prawdopodobienstwa pary zmiennych losowych (g, y) istnieje, ale nie

jest znany. W zamian dysponujemy zbiorem obserwacji pary zmiennych loso-
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wych (g, y), czyli zbiorem: (un, Vv, ), n=1,2,..., N. Przypadek ten nazwiemy

»hiepelng informacja probabilistyczng”.

2.4.1. Pelna informacja probabilistyczna

Rozwazymy przypadek, w ktorym wektory wejs¢ u 1 wyjs¢ y obiektu identyfikacji
sa wartosciami pary S-, L-wymiarowych zmiennych losowych (g, Z)‘ Zmienne losowe
przyjmuja wartosci ze zbiorow wejs¢ i wyjs¢ obiektu, tj. u — wektor wejs¢ obiektu
ueU cR 5, 1 — przestrzen wejsé, y — wektor wyjs¢ obiektu, yeY <R *, 7/ -
przestrzen wyjs¢. Znana jest funkcja gestosci tacznego rozktadu prawdopodobienstwa
f (u, y) pary zmiennych losowych (g, y), okreslona na U xY , lub funkcja gestosci
warunkowego rozktadu prawdopodobienstwa wyjscia f, (y|u) , okre$lona na 7 dla kaz-

dego ustalonego u €U , oraz funkcja gestosci rozkltadu prawdopodobienstwa wejscia
£, (u) okreslona na 7, bowiem

Fley)= 1, ()1, (u (2.191)

Zaproponujemy dwa zadania wyboru optymalnego modelu.

Model nieparametryczny
W pierwszym przypadku do opisu badanego obiektu zaproponujemy model postaci

y=d(u), (2.192)

gdzie @ jest nieznana funkcja, opisujaca zalezno$¢ wyjscia modelu y od wejscia
u obiektu. Wektory u oraz ¥ sa elementami — odpowiednio — przestrzeni wejs¢ — 1/

oraz wyjé¢ modelu 7/, czyli: ueU cR 5, a yeY <R *. Jest to tak zwany przypa-
dek nieparametryczny.

Podobnie jak w punkcie 2.3.1, nalezy wprowadzi¢ ocen¢ r6znicy pomigdzy ba-
danym wyjsciem obiektu a wyjsciem proponowanego modelu. Biorac pod uwage
losowy charakter badanego obiektu, adekwatna ocena modelu bedzie wartos¢
oczekiwana oceny réznicy pomigdzy wyjsciem obiektu i proponowanego modelu,
czyli

Q(cb)z E j I (3, ®())f (u, y)dy du, (2.193)

gdzie wartos¢ funkcji g jest ocena réznicy pomigdzy wyjsciem obiektu i modelu dla
ustalonego u €U 1 jest zdefiniowana tak, jak w podrozdziale 2.3 (2.122).

Funkcjonat (2.193) jest miara jakosci przyblizenia i zalezy od postaci funkcji @.
Funkcjonat Q(d?) stanowi kryterium wyboru modelu, a konkretnie kryterium wyboru
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funkcji opisujacej zalezno$¢ pomigdzy wejsciem obiektu i wyjsciem modelu. Problem
wyznaczenia optymalnego modelu sprowadza si¢ do rozwiazania nastgpujacego zada-
nia optymalizacji: wyznaczy¢ taka funkcje @°, dla ktérej miara jakoéci przyblizenia
Q(CD) (2.193) przyjmuje warto$¢ minimalng wzgledem @, tj.

> Q(é*)zngnQ(cD), (2.194)

gdzie @ jest optymalna postacia funkcji, natomiast

y=®" (u) (2.195)
jest optymalnym modelem.
Po uwzglednieniu zaleznosci (2.191) w (2.193) otrzymujemy

Q(@)zl;i{]i [q(Z, |u u} I {J-q v, y|u)dy] ( )du. (2.196)

Korzystajac z postaci (2.196) kryterium wyboru optymalnego modelu, zauwazmy,
ze zadanie (2.194) — optymalizacji funkcjonatu po funkcjach @ — mozemy zastapi¢
zadaniem optymalizacji fragmentu funkcjonatu (2.196) — warunkowej wartosci ocze-
kiwanej przy ustalonym u, wzgledem wartosci funkcji QD(u). Przyjmujemy oznaczenie

0,(@(u))=E gy, @) =)= [y, @ ()1, () . (2.197)

Obecnie problem wyznaczenia optymalnego modelu sprowadza si¢ do nastgpuja-
cego zadania optymalizacji: dla ustalonego u nalezy wyznaczy¢ optymalna warto$¢

funkcji Q*(u), dla ktorej O, (@(u)) (2.197) przyjmuje warto$¢ minimalna wzgledem
wartosci funkcji @(u), czyli

@'(u): 0,[@"(u))=min0,(#)). (2.198)

Analityczny wynik rozwiazania zadania (2.198) uzyskamy dla kryterium kwadra-
towego, czyli po przyjeciu

9(y.7)=(-5) (»-), (2.199)
kryterium (2.197) ma postac
0,(@w)=E [(y - #(w)) (v~ #(uu=r]= [( @)} (v~ @(u))s, () dy. (2.200)

a optymalny model (2.195)

fztp*(u)zE [ﬂgzu]z ny(y|u)dy. (2.201)

4 Y
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Zaleznos¢ (2.201) nazywamy regresja pierwszego rodzaju (rys. 2.24).

Ay,y
fz@"(u)zE Mg:u]
» v
A R
A y=alu,0)
EME:”'] ~
v ‘/'
1
S (v
e | i u
! >
fu(w)
A
u

Rys. 2.24. Funkcje regresji dla jednowymiarowego obiektu (L = S=1)

Przyklad 2.8. Rozwazymy przypadek, w ktorym wejscia u i wyjscia y obiektu
identyfikacji sa warto$ciami pary zmiennych losowych ( u, y). Zmienne losowe przyj-
muja warto$ci — odpowiednio — z S- oraz L-wymiarowych przestrzeni liczb rzeczywi-
stych, tj. ueR ®, yeR *. Para zmiennych losowych ma L+S-wymiarowy rozklad

normalny, a funkcja gestosci tacznego rozktadu prawdopodobienstwa pary zmiennych
losowych (u, Z) ma postac

Fly)=(n) 5 zl‘i exp _%Em_{ZyDTZI{BHZD . (2202)

gdzie: m, oraz m, sa warto$ciami oczekiwanymi zmiennych losowych — odpowiednio
—uoraz y,natomiast X jest macierza kowariancji postaci




Podstawowe zadania identyfikacji obiektow statycznych 105

Zult le
= L s y}, (2.203)

yu pag

gdzie: X, jest macierza kowariancji wektora zmiennej losowej u, 2, jest macierza

kowariancji wektora zmiennej losowej y, jest macierza kowarlancp wektorow

uy

zmiennych losowych u oraz y, a X' jest macierza kowariancji wektorow zmiennych

yu
losowych y oraz u.
W tym przypadku warunkowy rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej y

pod warunkiem, ze zmienna losowa u przyjeta wartos¢ u, jest L-wymiarowym rozkta-
dem normalnym, a funkcja gestosci warunkowego rozktadu prawdopodobienstwa

wyjscia dla ustalonego wejscia f, (y|u) ma postac

£(olu)=@a) 2]z ! exp{_ %(y —m,, )Tz;‘lu (y ~m,, )} , (2.204)

gdzie macierz kowariancji Ey‘u wyraza si¢ zaleznos$cia [79]

y‘u

Z =2 = 20Ty (2.205)
a warto$¢ oczekiwana m,, ma postaé
my, =m, + 5, S u—m,). (2.206)
W konsekwencji otrzymamy optymalny model (2.201)
y=@'@=Eplu=ul=m, =m +2, 5 u-m,), (2.207)
¥

ktory po prostych przeksztatceniach algebraicznych przyjmuje postaé

y=®"(u)= Au+b, (2.208)
gdzie: macierz 4 o wymiarach L xS dana jest zaleznos$cia
A=2,5., (2.209)
a wektor b
b=m —ZWEWm (2.210)

Przyktadem tym pokazalismy, ze jezeli para zmiennych losowych (g, X)’ opisuja-

cych wejscie 1 wyjécie obiektu, ma rozklad normalny, to optymalny model ma postac
(2.208).
*
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Model parametryczny
W drugim przypadku, w zadaniu wyboru modelu, do opisu badanego obiektu pro-
ponujemy model parametryczny postaci

y=o(u,0), (2211)

gdzie: @ jest zaproponowana funkcja opisujaca zalezno$¢ wyjscia modelu y od wej-
$cia u, natomiast @ jest wektorem parametréw modelu. Wielkosci u, ¥ i € sa elemen-
tami — odpowiednio — przestrzeni wej$¢ 7/, wyj$é modelu 7 oraz parametréow 0, czy-
li: ueU cR 5, yeY <R L oraz 0eO®cR .

Podobnie jak w podrozdziale 2.3, nalezy wprowadzi¢ oceng roéznicy pomigdzy
wyjsciem badanego obiektu a wyjsciem proponowanego modelu. Tak jak w przypad-
ku nieparametrycznym (2.193), uwzgledniajac losowy charakter badanego obiektu, do
oceny modelu wyznaczymy warto§¢ oczekiwana oceny roznicy pomig¢dzy wyjsciem
obiektu i proponowanego modelu, czyli

Q E [q y, u 9 IIq v,@ u 9 u y)dydu. (2.212)

Funkcja Q(é’) (2.212) jest miara jakos$ci przyblizenia i zalezy od wartosci sktado-
wych wektora parametréw 6. Funkcja Q(Q) stanowi kryterium wyboru optymalnego
modelu, a konkretnie wyboru optymalnych wartosci sktadowych wektora parametrow
6 w funkcji (2.211), opisujacej zaleznos¢ pomigdzy wejsciem obiektu 1 wyjSciem
modelu. Wyznaczenie optymalnego modelu sprowadza si¢ do rozwiazania nastgpuja-
cego zadania optymalizacji: wyznaczy¢ taka wartos$¢ sktadowych wektora parametrow

0", dla ktérej miara jakosci przyblizenia Q(&) (2.212) przyjmuje warto$¢ minimalna
wzgledem 6 € O, tj.

*

0" (0°)=min0(0), (2.213)

0O

gdzie @ jest optymalna wartocia sktadowych wektora parametrow modelu, a funkcja

y=o(wo) (2.214)

jest optymalnym modelem parametrycznym z danej klasy modeli.

Czgsto stosowana funkcja ¢ w kryterium (2.212) ma posta¢ (2.199), woéwczas mo-
wimy o kryterium kwadratowym, a model (2.214) z optymalnym wektorem parame-
trow ', wyznaczonym dla tej postaci funkcji g, nazywany jest regresja drugiego
rodzaju (rys. 2.24).

Zbadajmy relacje pomigdzy modelem (2.195) a (2.214) dla kryterium kwadratowe-
g0, tj. zalezno$¢ pomigdzy regresja pierwszego i drugiego rodzaju.

Nie zmniejszajac ogolnosci rozwazan, w tym miejscu ograniczymy si¢ do jedno-
wymiarowego wyjscia (L = l), wowczas kryterium (2.212) z (2.190) przyjmuje postac
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00)=E [y~ 0w o) |- [ [(r-0o) rley)avan @215)

Po uwzglednieniu (2.191) otrzymujemy

= [ [~ @)+ (0" 0)-2w.0)) 1, blu)s,(ayan. @2216)

Po podniesieniu do kwadratu wyrazenia pod catka otrzymujemy

J.J.y @ )Zf y|u dydu

+ IUI Y@

Biorac pod uwage (2.201), widzimy, ze drugi sktadnik sumy (2.217) przyjmuje
warto$¢ rowna zeru. W konsekwencji, uwzgledniajac (2.191) w pierwszym skladniku
oraz catkujac wzgledem y w sktadniku drugim, otrzymujemy

”y @ ()] 1, y)dy du + j( "()-0(w.0)) f,()du. (2218)

—ZJ. J.y @ O (u)-@ (u,H)yy(y|u)dy £, (w)du (2.217)
(

)) L), () dy .

Zwro¢my uwagg, ze pierwszy sktadnik sumy (2.218) odpowiadajacy optymalnej
wartosci funkcjonatu (2.193) dla modelu (2.201) jest wartoscia stata. Ostatecznie roz-
wiazanie zadania (2.213) sprowadza si¢ do minimalizacji wzgledem 8 € @ drugiego
sktadnika sumy (2.218), stad wynika wniosek: Funkcja regresji drugiego rodzaju

@(u,a*) jest optymalnym przyblizeniem funkcji regresji pierwszego rodzaju @*(u)
przy kwadratowym wskazniku jakosci z funkcja wagi jakosci przyblizenia f, (u)

2.4.2. Niepelna informacja probabilistyczna

Teraz zajmiemy si¢ przypadkiem, gdy rozktad prawdopodobienstwa pary zmien-
nych losowych (g, y) istnieje, ale nie jest znany. W zamian dysponujemy zbiorem

(U, 9,)s n=12, ..., N, (2.219)

pomiarow wartosci skladowych wektorow wejscia i wyjscia obiektu (rys. 2.25). Za-
ktadamy, ze wyniki pomiaréw sa niezaleznymi warto$ciami pary zmiennych losowych

(u.p).
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“y

u

Rys. 2.25. Pomiary wejScia i wyjscia jednowymiarowego obiektu (L =S=1)

Zebrane, w wyniku eksperymentu, dane pomiarowe umozliwiajg zastosowanie jed-
nego z dwoch nastgpujacych podejsé, tj. wykorzystanie empirycznych oszacowan
wartosci oczekiwanych (2.197) oraz (2.212) lub wykorzystanie empirycznych rozkta-
déw prawdopodobienstwa.

Empiryczne oszacowania wskaznikow jakoSci

Przystepujac do empirycznego oszacowania wskaznika jakosci (2.197), zauwazmy,
ze jest on warunkowa warto$cia oczekiwana dla ustalonego wejscia u. Empiryczne
oszacowanie warunkowej wartosci oczekiwanej wymaga odpowiedniej organizacji eks-
perymentu, tj. dla ustalonego wejscia u, nalezy powtorzy¢ pomiar wartosci sktadowych

wyj$cia obiektu y,,,. W konsekwencji otrzymujemy nastgpujace wyniki pomiarow:
(,,y,,), m=1,2,....M,, n=1,2,..., N, (2.220)
gdzie: M, jest liczba powtdrzen pomiaréw wyjscia dla ustalonego wejécia u,, N — liczba

N
roéznych wartosci sktadowych wektora wejsé, a N = Z M, — liczba wszystkich pomiarow.

n=1
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Empiryczne oszacowanie wskaznika (2.197) dla ustalonego u, na podstawie M,
powtorzonych pomiarow wyjscia ma postac

QuM,, (@(un )): Zn:q(ynm7¢(un )) (2221)

Optymalna warto$¢ @L” (u,) oszacowania wartosci funkcji (2.195) dla ustalonego
u, wyznaczamy w wyniku minimalizacji (2.221) wzgledem wartosci funkcji @(un),
czyli

dj;/[n (un) : QuMn (@;4” (un )): min uM , (dj(un )) (2222)

(p(”n)

Powtarzajac zadanie (2.222) dla roznych wartosci u,, otrzymamy ciag oszacowan
(DL" (un), n=1,2,...,N. W szczegdlnym przypadku, przyjmujac kwadratowy wskaz-
nik postaci (2.199), otrzymamy oczywisty wynik

1 & —
y,=—o ,n=12,..., N, 2.223
= Zy (2.223)
ktory jest oszacowaniem regresji pierwszego rodzaju.

Empiryczne oszacowanie wskaznika (2.212) nie wymaga specjalnej organizacji
eksperymentu. Oszacowanie to, wyznaczone na podstawie zbioru N pomiarow
(2.219), ma postac

QN(0)=—§4( 2 @(u,0)), (2.224)

n=1

2»—

a na podstawie pomiarow (2.220)

N M,
0v(0)=="> (1 @(u,.0)). (2.225)
=1 m=1

s

N n
Optymalna warto$¢ wektora parametrow modelu 49;, wyznaczamy, minimalizujac

empiryczng warto$¢ oczekiwang (2.224) lub (2.225) wzgledem 6 € ©, czyli

0y + 0y(0)=min0, (0) (2.226)

Empiryczne oszacowania gesto$ci rozkladéw prawdopodobienstwa

Kolejne podejscie sprowadza si¢ do zastapienia ggstos$ci rozktadu prawdopodo-
bienstwa zmiennych losowych (g, y) estymatorami uzyskanymi na podstawie zbioru

pomiardw (2.219). Wyrdéznimy dwa nastgpujace przypadki nieznajomos$ci ggstosci
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rozktadu prawdopodobienstwa. Pierwszy to taki, kiedy znana jest posta¢ funkcji ge-
stosci rozktadu prawdopodobienstwa zmiennych losowych (g, vy, nie sa natomiast

znane parametry tego rozktadu. W drugim przypadku zakladamy, ze nie jest znana
posta¢ funkcji gestosci rozktadu prawdopodobienstwa zmiennych losowych (y, y)

i korzystamy z estymatoréw nieparametrycznych.
W pierwszym przypadku zaktadamy, ze funkcja ggstosci rozktadu prawdopodo-
bienstwa pary zmiennych losowych (g, Z) ma postac

f.y)= 1, w.y.a), (2.227)

gdzie: f, jest znana funkcja, natomiast & €A  jest wektorem nieznanych parame-

trow, a warunkowa funkcje gestosci rozktadu prawdopodobienstwa wyjscia przy usta-
lonym wejsciu wyznaczamy z zaleznoS$ci

f (y|u)=M. (2.228)
T

Y
W tym przypadku, na podstawie pomiarow (2.219), oszacowanie wartosci wektora

parametrow « otrzymamy metoda maksymalnej wiarogodnos$ci. Funkcja wiarogod-
nosci ma postac

N

LyUy.Yy.a)=]]/.(u,.,.a). (2.229)

n=1

Oszacowanie @, =¥, (U, .Y, ) wektora parametréw rozktadu uzyskamy w wyni-
ku maksymalizacji wzgledem o €A funkcji wiarogodnosci (2.229), czyli

Gy =¥, Uy, YY) : LN(UN,YN,&N)zngN(UN,YN,a). (2.230)

Po podstawieniu do (2.227) oraz (2.228) oszacowania &, W miejsce & mozemy

wyznaczy¢ odpowiednie wskazniki zdefiniowane w punkcie 2.4.1. W wyniku podsta-
wienia w kryterium (2.198) funkcji gestosci (2.228) z parametrami ¢, otrzymujemy

O (@), )= jq Sult.y.d) dy. (2.231)
' jf (,v,dy )y

Wskaznik (2.231) zalezy od a,. Optymalny model uzyskamy w wyniku minima-
lizacji wyrazenia (2.231) wzgledem @(u), czyli

y=a; (way) : QudN(%N(u,&N),&N)ﬂg(iur)lQudN(@(u),o%N). (2.232)
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Po przyjeciu kwadratowego wskaznika jakosci (2.199) otrzymamy regresj¢ pierw-
szego rodzaju postaci

y:qD;‘N(u,&N)=jy fulu:7.) dy. (2.233)
¥

a(u’y’(’%N)dy

Podobnie dla kryterium (2.212), po podstawieniu funkcji gestosci rozktadu praw-
dopodobiefistwa (2.227) z parametrami @, otrzymujemy

0;, (0.6)= [ [ @(0.0) £, (. y.cy )dy . (2.234)
uy

Teraz optymalne wartosci wektora parametréw modelu QZN zaleza od wektora pa-

rametrow funkcji gestosci rozktadu prawdopodobienstwa ¢,. Warto$¢ wektora 192N

uzyskamy w wyniku minimalizacji wzgledem 6 € @ wyrazenia (2.234), czyli
6, : O, (HEN,dN)zrgéng&N 6,6,). (2.235)

Kolejny przypadek to taki, w ktérym rozktad prawdopodobienstwa istnieje, ale nie
jest znany. Mozemy wowczas skorzysta¢ z nieparametrycznych estymatorow gestosci
rozktadow prawdopodobienstwa [51].

W dalszych rozwazaniach skorzystamy z estymatora Parzena. Istota estymatora Pa-
rzena jest nastgpujaca:

Dla P-wymiarowej zmiennej losowej x istnieje funkcja gestosci rozktadu prawdo-

podobienstwa f (x), ale nie jest znana. Dysponujemy zbiorem N niezaleznych obser-
wacji zmiennej losowej x, tj.
[x, x, - xy ] = X (2.236)

Estymator Parzena nieznanej ggstosci f, (x) ma postac (rys. 2.26)

/}xN(X;XN): ;} ZKX(%} (2.237)

Ve (V)i (Y

gdzie h(N ) jest ciagiem liczbowym, spetniajacym warunki:
A(N)>0, lim A(N)=0, lim 2”(N)=co, (2.238)
N—>o© N—>o©
natomiast K, — jadro estymatora — jest funkcja mierzalna, okreslong na P-wymiaro-

wej przestrzeni obserwacji, ktora spetnia warunki:

sup K, (x)] <o, jK )dx =1, “K x)|dv<oe, lim K, ()| =0 (2.239)
xeX
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Rys. 2.26. Estymacja funkcji gestosci rozktadu prawdopodobienstwa (P = 1)

Jako przyktad ciagu h(N ) spetniajacego warunki (2.238) mozna podaé
h(N)=cN"“, (2.240)

gdzie: ¢ oraz o sa liczbami rzeczywistymi spetniajacymi warunki:

c>0, 0<a<%. (2.241)

Jako przyklady funkcji K, ktore spetniaja warunki (2.239), mozna podac:

ldla | x| <1 P L o)
KX(x):{Odla||x||>l’ K. (x)=n)2e 2 ,K (x)=n Plp_:L/lJr‘x” ‘ (2.242)

Korzystajac z estymatora Parzena, funkcje ggstosci tacznego rozktadu prawdopo-
dobienstwa pary zmiennych losowych (g, Z)’ tj. funkcje f(u, y), przyblizamy estyma-

torem

(s I SR I R
ot o Je ) e

n=1
gdzie: h(N ) jest ciagiem liczbowym spetniajacym warunki (2.238), natomiast K, (u)
oraz K, ( y) sa jadrami estymatora, skojarzonymi — odpowiednio — ze zmienna losowa

u oraz y, spetniajacymi warunki (2.239).
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Podobnie funkcje gestosci rozktadu prawdopodobienstwa wejscia fu( ) przybli-
zamy estymatorem

A 1 ul u—u
Uy )=———=) K,| —/— |, 2.244
fuN(u N) NhS(N); (h(N)J ( )
a estymator gestosci warunkowego rozkladu prawdopodobienstwa wyjscia f), (y|u)
wyznaczamy
A (33U Y,
Fou U N):fN(Au »Uy:Yy)

Juv (”§UN )
i (u—u j (y y,,j (2.245)
Lo ) ey )
h*(N) i . ( J
n=1
Po podstawieniu w kryterium (2.197) gqstos'ci (2.245) otrzymujemy

0,/ (@)U, Yy) qu, Vo sU Yy ). (2.246)

Zauwazmy, ze wskaznik (2.246) zalezy od wynikow eksperymentu Uy, Yy, dlatego
optymalny model, uzyskany w wyniku minimalizacji wyrazenia (2.246) wzgledem
cD(u), zalezy od Uy oraz Yy, czyli

y:¢;(M;UN’YN)_)QuN(Qj;(u’UN’YN)’UN’YN):lg(iul} w( @MUYy ). (2247)

Po przyjeciu kwadratowego wskaznika jakosci (2.200) otrzymamy funkcje regresji
pierwszego rodzaju postaci

y:@;(u;UN’YN): jyj}yzv(y N)dy
Y

N>

ﬁKu(u—unJIyKy(yh(—;jzjdy (2.248)
Y

1 n=1

() Sk, [ u j

n=1

Przy dodatkowym zatoZeniu, ze funkcja K, (y) jest symetryczna, K (y): K, (— y),

mamy
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1 Y= Vu | g
. (N)Yj y Ky( ) j dy=y,, (2.249)

a zatem funkcja regresji pierwszego rodzaju (2.248) upraszcza si¢ do postaci
N
Yy |
byd * n=1 h(N)
YZCDN(”;UN’YN): N .
u—u
k(5
( h(N) j

n=1

(2.250)

Podobnie dla kryterium (2.212), po podstawieniu ggstosci (2.243) otrzymujemy
QN(‘Q;UNaYN): j jq(yﬂ@(u’e))fN(u’y;UN’YN)dydu' (2.251)
Uy
Teraz wskaznik (2.251) zalezy od wynikow eksperymentu i optymalna warto$¢

wektora parametrow modelu, ktora uzyskamy po minimalizacji wzgledem €€ ® wy-
razenia (2.251), zalezy od Uy oraz Yy, czyli

HZ/ :TN(UN’YN) - QN(G;I;UNﬂYN):lglengN(e;UN’YN)’ (2.252)

gdzie ¥y jest algorytmem identyfikacji.



3. ldentyfikacja obiektow ztazonych przy ograniczonych
mozliwosciach pomiarowych

Identyfikacja statycznego systemu zoego przy ograniczonych rdavosciach
pomiarowych dotyczy obiektu, w ktérym wymdiono elementy sktadowe. Znana jest
struktura systemu, tj. znane gowigzania pomgdzy poszczegblnymi elementami
(1.19). Charakterystyki statyczne poszczegolnya@mehtow (1.13) asznane z do-
kltadnaicia do parametrow. Mamy zatem Wepwo-wyjsciowy system zigony,

w ktorym wyr@nionoM elementowQ,, O, ...,O,,. Niech

Yon = Fon (U O (3.1)

oznacza charakterystylstatyczi elementuO,, 0 wektorach Wég un, i wyjs¢ ym, gdzie
Fm jest znaa funkcja, a @, nieznanym wektorem parametrow charakterystykiego
elementu. Jest to idealny przypadek, gdy charagighks statycznan-tego elementu
nalezy do klasy modeli.

Wektor wep¢ i wyjs¢ oraz wektor parametrow charakterystyki statycandggo
elementu g wektorami z odpowiednich przestrzeni, tj.

uf) v oY
u® y(2) i)

u,=| ™ |OU,0ORS,y =|’™ |OY, OR™ g, = ™ |06,0R", (3.2
(s yfo) oiF)

gdzie:S,, Ln orazR, 1 — odpowiednio — wymiarami przestrzeni wejwyjs¢ i para-
metrow,m =1, 2, ..., M.
Przyjmujemy oznaczenie (1.15)

Y= 7T (3.3)
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gdzie wektor wszystkich w&j u jest elementem przestrzeni

M
U =U;xU,x--xU,, DR S, S=>'§, (3.4)
m=1

a wektor wszystkich wyf y jest elementem przestrzeni

M
Y =Y xY,xxY, ORY, L=) L, (3.5)
m=1
Struktura systemu zionego jest zadana réwnaniem
u=Ay+Bx (3.6)

w ktérym: x jest §-Wymiarowym wektorem wéf zewretrznych x(OX 0OU oraz

X OR . MacierzA jest SxL-wymiarowq zero-jedynkow macierza (1.20), ktora
definiuje powazania pomgdzy elementami systemu, natomiast zero-jedynkowa
Sx S-wymiarowa macierB wskazuje wejcia zewrtrzne (1.21).

W dalszych rozwzaniach zaktadamye wszystkie wejcia zewrtrznex oraz wy-
réznione wygcia v sa dostpne pomiarowo. Wyr:mlone wypuav s wskazane przez

macierz zero-jedynkogvC (1.24), o WymlarzeL xL, gdzie L jest liczly wskaza-
nych, dostpnych wypé¢ sparod wszystkich wyjsé, tj.

v=Cy, (3.7)
gdzie mierzone wygia
vov ={v:0y0yYy , v=Cy}OR". (3.8)

Struktura systemu zionego, opisana zadeosicia (3.6), wraz z sytuagjpomiarovy
dary zaleencscia (3.7), okréla nowy obiekt identyfikacji — system ziony jako catéc
z wefciem zewRtrznymx oraz wyr@nionymi, pomiarowo dogpnymi wyjsciamiv.

Pojawia s¢ pytanie: Czy na podstawie danej sytuacji pomiajon@zliwe jest jed-
noznaczne wyznaczenie parametréw opiséw poszcaggoblementow?

Podane dalej przyktady ilusteupgraniczone maiwosci pomiarowe.

Rozwaymy system zipony z dwoch szeregowo pokonych jednowymiarowych
elementéw (rys. 3.1).

X _
U Y=, Y, v

> Ol > 02 >

Rys. 3.1. Szeregowe peokenie dwéch elementéw

Zatozymy, ze dosgpne do pomiaru jest wagjie zewntrzne, ktorym jest weégie
pierwszego elementu, oraz \igie drugiego elementu, ktére jest wgigm catego sys-
temu. W tym przypadku zalros¢ (3.6), ktéra opisuje strukteisystemu, ma posta
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M MEH M,

natomiast zatenos¢ (3.7)

v=[o 1]{y1 =y,. (3.10)
Yo |
Przyktad 3.1. Charakterystyka statyczna pierwszego elementuostap
Y =ut, (3.11)
a drugiego
Y, = 6,u,. (3.12)

Po uwzgkdnieniu zalenosci (3.9) oraz (3.10) charakterystyka statycznaesyst
ztozonego (1.31) przyjmuje posta

v=6,x% =ghhxiné: (3.13)

gdzie 8" =[Hl 6?2] jest wektorem nieznanych parametrow.

W celu wyznaczenia wektora parametréwykonano dwa pomiarfN = 2), przy
zatazeniachze: x, >0, x, > 0 oraz x, # X, .

Z ukfadu réwna

& & Inx +In &,
izl oel (3.14)
V2 92 X§L eel nx,+In G,
otrzymujemy
Inv, —Inv,
o _
Lo Iy (3.15)
Ing, Inv, Inx, =Inv, Inx
Inx, —=Inx
L 4
Przyktad 3.2. Zatozymy, ze oba elementyadiniowe, czyli
=64 (3.16)
oraz
Y, =6,u,. (3.17)

Po uwzgédnieniu (3.9) oraz (3.10) charakterystyka statycgpstemu ziponego
(1.31) przyjmuje posta
v=260,Xx, (3.18)

gdzie 8" =[6’1 6’2] jest wektorem nieznanych parametrow.
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W celu wyznaczenia wektora parametréwwykonano dwa pomiar{(N = 2) przy

zatazeniu,ze x, # x, # 0.
Vi _ 6,6,% (3.19)
Vs, 6,0, x, .

Z uktadu rowna
nie jest maliwe wyznaczenie wartei sktadowych wektora parametrow elementéw
systemud’ =[6?1 6?2]. Mozliwe jest natomiast wyznaczenie iloczynu parameftw
6,6,="1 n=12 (3.20)
Xn
L 2
Podane przykiady sktanigglo doktadniejszego zbadania odpowiedzi na pyt&Pug:
i kiedy na podstawie ograniczonych #iwosci pomiarowych ména jednoznacznie
wyznaczy parametry charakterystyk statycznych poszczegblmfementow systemu
ztozonego? Pojawia siproblem separowalioi, tj. mazliwosci jednoznacznego wyzna-

czenia wartéci parametrow charakterystyk poszczegoélnych eleéverstystemu zho-
nego. Prowadzi to do tzw. problemu separowan25, 27].

3.1. Separowalné¢ deterministyczna

Zwréémy uwag, ze struktura systemu oraz sytuacja pomiarowa stkraowy
obiekt identyfikacji widziany jako ca$é systemu zieonego, z wektorem w&j ze-
wnetrznych x oraz wyr@nionym, pomiarowo dogpnym, wektorem wy v. Przyj-
mujemy oznaczenie

VA Fl(ul’el)
y=| 77 |= FZ(”?’QZ) 2F(u.0), (3.21)
Ym Fu (UM O )

gdzie 6 jest wektorem parametrow, ziinym z wektorOw parametrow poszczegél-
nych elementow, tj.

ov7 e
0= HFZ) 108 (3.22)
o e.M
M
00=0,x0,x---x0, OR F,R=) R, (3.23)

m=1
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Po podstawieniu w miejseew réwnaniu (3.21) zafmaosci (3.6) otrzymujemy
y = F(Ay+Bx6). (3.24)
Rozwigzanie réwnania (3.24) wzglemy daje
y=F, (x.8;AB), (3.25)
przy zatgeniu,ze F, istnieje.
Po podstawieniu réwnania (3.25) do wzoru (3.7)yotrzjemy
v=CF, (x,8;AB) ZF(x.6). (3.26)

Zaleznosé (3.26) jest charakterystykstatyczm systemu zioonego, z wektorem
wejs¢ zewrgtrznychx i wyréznionym, pomiarowo dogpnym wektorem wyc v.

Przyktad 3.3. Rozwaymy system zigony zM elementow. Charakterystyka sta-
tycznamtego elementu (3.1) ma poéta

Ym = =mUn, M=12,...,M, (3.27)

gdzie =, jest L, xS, maciera parametrow, tj.

“m= [er(rlfs)] 1212 Ly (3.28)
s=12,...,Sy
Dla rozpatrywanego przyktadu zafes¢ (3.21) przyjmuje posta
Y1 = 0 - Oy
Y2[_|O =2 = O | (3.29)
Ym O O - =ZyUu
a po przygciu oznaczenia
= O o
_d#lo =, - O
== . - : (3.30)
o O - =,

mamy
y==u. (3.31)
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Po podstawieniu zatacsici (3.6) do rownania (3.31) otrzymujemy

y==(Ay+Bx), (3.32)
a rozwiktanie (3.32) wzgtemy daje
y=(-=A)"=Bx (3.33)
przy zatageniu,ze (I — = A) jest macierz nieosobliva.

Ostatecznie charakterystyka statyczna systenmozégo (3.26), z wektorem wéj
zewrgtrznychx i pomiarowo dosipnym wektorem wyc v, przyjmuje posta

v=C(l -= A" =Bx (3.34)

Ten przyklad pokazujeze system zhony z elementdéw liniowych daje obiekt
liniowy, tj.

v==X, (3.35)

gdzie
Z=c(l-=A)*"=B. (3.36)
.

Zauwamy, ze sytuacja pomiarowa, dana zaieicia (3.7), dla systemu zlonego
o strukturze (3.6), z elementami o charakterystigkstatycznych (3.1), okéa nowy

obiekt identyfikacji o wektorze w& xOX OR ° i wektorze wy§é vOV OR ",
ktérego charakterystyka statyczna ma posta

v=F(x,6), (3.37)

gdzie 6 jest wektorem parametrow charakterystyki (3.37gg@ sktadowymi s wek-
tory parametrow charakterystyk statycznych posziimggh elementéw systemu zto-
zonego (3.22), i#0OOR § (3.23).

Teraz powraca pytanie: Jakig mozliwosci jednoznacznego wyznaczenia parame-
trow charakterystyk statycznych poszczegolnych eldgw systemu zimnego przy
ograniczonych maiwosciach pomiarowych? Charakterystyka statyczna (oB@ktu
0 wektorze wei¢ zewrgtrznychx i wektorze dosipnych do pomiaru wyf v zalery od
wektora 8 parametrow wszystkich charakterystyk elementowar@kterystyk (3.37)
otrzymujemy w wyniku przeksztatcenia (3.26). Prztékcenie to zaley od struktury
systemu, charakterystyk poszczegolnych element@a oraliwosci pomiarowych.
W konsekwencji wektor parametrééulega pewnemu przeksztatceniu.

Identyfikowalnag¢ obiektu z wejciami zewrtrznymi x oraz dosgpnymi do po-
miaru wygciami v nie zawsze jest rownowaa maliwosci wyznaczenia parametrow
poszczegdlnych elementow. €r0 na podstawie ograniczonych timosci pomia-
rowych maemy wyznaczy parametry zagpcze, ktore gfunkcja parametréwd. Dla
systemu zléonego pojawia siwtedy potrzeba wprowadzenia dodatkowegcegiaj
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okreslajacego maliwosci wyznaczenia parametrow poszczegoélnych elemerdada;
logicznego do peria identyfikowalnéci obiektu.

Nowo okrelony obiekt identyfikacji z charakterystylstatyczi (3.37) umaliwia
wprowadzenie pgria separowalri@i systemu ztgonego, ktora jest rozumiana jako
mozliwos¢ jednoznacznego wyznaczenia parametrow charaky&rgsatycznych po-
szczegolnych elementéw.

Definicja 3.1. System ztaony o zadanej strukturze z elementami o charakierys
kach statycznych, znanych z dokiaéiti@ do parametréw, nazywamy separowal-
nym, jezeli obiekt identyfikacji, okrélony przez struktur systemu, jego elementy
oraz sytuagj pomiarov, jest identyfikowalny.

Korzystapc z definicji identyfikowalnéci (definicja 2.1), mgemy stwierdz, ze
system ztaony o strukturze (3.6) z elementami o charaktekgstly statycznych (3.1),
przy dosgpnych do pomiaru wygiach wskazanych przez (3.7), jest separowalsly, je
istnieje taka seria identyfikaga

Xp =4 % - %), (3.38)

ktéra wraz z macieszwynikOw pomiaréw wartéci sktadowych wektorow wyrio-
nych wyg¢

V= v, vy (3.39)

jednoznacznie okiéta wartag¢é sktadowych wektora parametrow charakterystyki
obiektu (3.27).

Innymi stowy — system zimny jest separowalny,jeli istnieje taka seria identyfiku-
jacaXy, ktéra wraz z maciegavynikéw pomiaréw wyjcia Vy tworzy uktad réwna

v, =F(x,,6), n=12...,N, (3.40)

dla ktérego istnieje jednoznaczne rozménie wzgédem 6.

Zauwamy, ze ze wzgtdu na ograniczone mliwosci pomiarowe, identyfikowal-
nos¢ kazdego elementu z osobna nie daje identyfikowadnaowo okrélonego
obiektu identyfikacji — systemu ztonego jako cakzi, tj. obiektu z wektorem wé}
zewrgtrznychx i wektorem wysc v.

Wektor parametréwd charakterystyki statycznej systemu zinego (3.37) ulega
pewnemu przeksztatceniu. Charakterysty8.26) maemy przedstawi w postaci

v=CF(x,8;AB)=F(x, «9)d——f IE(X,§), a ostatecznie
v= E(x,g), (3.41)

gdzie: wektor parametréw charakterystyki statyczBe}l1) 6 dany jest zatenoscia

~df

0=r(8), (3.42)
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a I~ jest znaa funkcja, taky ze 7 : O — O, é—{é-mam@ 5-/’(49)}DR R R jest
wymiarowacia wektora parametrow charakterystykl statycznej B. F jest nato-

miast znan funkcja taka, ze F:X xO V. FunkCJeF oraz /- zaleza od charakte-

rystyk statycznych poszczegoéinych elementow (3stiyktury systemu (3.6) oraz
sytuacji pomiarowej (3.7).

Wracapc do przyktadow, charakterystylstatyczi (3.13) z przyktadu 3.1 nie-
my przedstawd w postaci

v=6, X8 = ghinx+ing, _ eél In x+|n§2’ (3.43)
gdzie
~ [@a 6
g=|%=| 4|, (3.44)
6, In &,
natomiast charakterystyka statyczna (3.18) z padiki3.2 ma posta
V=6,6,x=6Xx, (3.45)
gdzie
0=606,. (3.46)

Zaleznosci (3.44) oraz (3.46) przedstawqaprzyktadowe funkcje/, natomiast

(3.43) oraz (3.45) — funkcj€&. Podobnie zal;os¢ (3.36) w przyktadzie 3.3. Funkcja
/- ma istotne znaczenie podczas badania separagabystemu ztdonego. Zgodnie

z przykta definicja 3.1, system zlmony z przyktadu 3.1 jest separowalny, natomiast
system z przyktadu 3.2 nie jest separowalny.

Twierdzenie 3.1.Jezeli obiekt identyfikacji, okrélony przez system zkony

o strukturze (3.6) z elementami o charakterystyksteltycznych (3.1) oraz sytu-

acje pomiarowy damy przez (3.7), ma charakterystyktatyczi (3.41), jest iden-

tyfikowalny oraz funkcja/~ (3.42) jest wzajemnie jednoznaczna wezigim 6, to
system ztaony jest separowalny.

Dowdd: Poniewa obiekt identyfikacji o charakterystyce statyczrfdj41) jest
identyfikowalny, istnieje taka seria identyfilkop (3.38), ktéra wraz z macigravyni-
kéw pomiaréw wyranionych wyg¢ (3.39) jednoznacznie oléla parametry charakte-
rystyki statycznej (3.41). Innymi stowy — istniegka seria identyfikuaca Xy, ktora
wraz z macierg wynikéw pomiaréwvy tworzy uktad réwna

v, =F(x,,8), n=12...,N, (3.47)

dla ktérego istnieje jednoznaczne rozméinie wzgédem 8. Uklad réwna (3.47)
mozemy zapiséa

[vl V, e VN]=[I5(X1,§) If(xz,ﬁ) IE(xNﬁ)]. (3.48)
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Po przygciu oznaczenia

[F(x.6) F(x,,6) - F(xy.8)|=F(Xy.0). (3.49)
uktad rowna (3.47) ma zwast postad
Vy =F(X,.8), (3.50)

a jego rozwizanie wzgédem wektora parametr()@ daje algorytm identyfikacji, tj.
~ = df ~
0=F, (XN1VN)=WN(XN'VN)' (3.51)

gdzie: F,* oznacza rozwizanie rownania (3.50) wzglem g, natomiast‘ﬁN jest
algorytmem identyfikaciji.

Poniewa funkcja /~ jest wzajemnie jednoznaczna, z zal&ci (3.42) maemy
wyznaczy 6, czyli

o=r), (3.52)

gdzie /" jest funkcj odwrotry funkciji /~ wzgledem 6.
Po uwzgkdnieniu algorytmu identyfikacji (3.51) w (3.52) pymujemy algorytm
identyfikacji
0= 7 (X, Yy )= % (Xn Vo) (3.53)

dla systemu zkmonego z wejciami zewrtrznymix oraz dosgpnymi do pomiaru wyj-
sciamiv i charakterystyk statyczm (3.26). Tym samym pokazange obiekt identyfi-
kacji, okrelony przez sytuaejpomiarove darg (3.7) oraz system ztony o strukturze
(3.6) z elementami o charakterystykach statyczr{@ch), jest identyfikowalny, a tym
samym, zgodnie z definigB.1, system zlmny jest separowalny.

Q.E.D.

Przyktad 3.4. Problem dotyczy badazwiazanych z ochrapsrodowiska [139].
W wybranych punktach terenu badanezanieczyszczenia poprzez monitorowanie
stezenia wybranych pierwiastkbw oraz zwkéw chemicznych. Dalej wybrane,
szkodliwe pierwiastki oraz zwikki chemiczne &dziemy nazywé sktadnikami za-
nieczyszcze. Zanieczyszczenia te €mitowane przez e zrodia, m.in. zaklady
przemystowe ulokowane w terenie. Wynik pomiaru sty zanieczyszczepocho-
dzacych z poszczegolnychrodet (rys. 3.2). Pojawia gipytanie: Jaka jest wielké
emisji poszczegoélnycirodet?

Dla przedstawionego problemu przyjmujemy QpsjaCy uproszczony opis

Yy =99l s=12..,S m=12...,M,n=12..,N, (3.54)

mn?
gdzie: S oznacza licz monitorowanych sktadnikéw zanieczysztz® — liczbg zrédet
zanieczyszcze N — liczby punktow pomiarowychﬁ,ﬁf) — wielkas¢ emisji stego skiad-
nika zanieczyszcaeprzezm-e zrodto, u,ﬂf% — wspotczynnik propagadjitego sktadnika
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zanieczyszczez mtegozrédia, ktory zaley od potaeniazrodta w stosunku do punktu
pomiarowego, uksztattowania terenu, zydwiatrow”, pogody itp. (zaktadamyze te

wielkosci charakterystyczne dla badanego termmne),yfﬁr)] — udziatstego sktadni-
ka zanieczyszcheemitowanego przezte zrodio wn-tym punkcie pomiarowym.

(s) uls) y(S) v
X1 1 . QJFS)U J(-s) 1 0
(s) (s) (s)
X u y
2 2 > 62(5)u£5) 2 V(S)
(s) (s) (s)
X u M
N T PO i

Rys. 3.2. Struktura systemu monitorowania zanieazs

Pomiar wielkdci udziatu zanieczyszciaepochodzcych z poszczegolnyckrodet
nie jest maliwy. Wynik pomiaru jest sumzanieczyszczepochodzcych ze wszyst-
kich zrédet (rys. 3.2), a zatem

M M
v =D Y =D oS+, s=12,...,S, n=12,..,N, (3.55)
-1

m=1

gdzie: v{¥ oznacza steniestego sktadnika zanieczyszdze n-tym punkcie pomia-
rowym, v — znane stale tie-tego sktadnika zanieczyszdéze n-tym punkcie po-

miarowym, a x& =u® — wefcia zewrtrzne systemu, ktoreaswspotczynnikami
propagacii.

Ponownie pojawia gipytanie: Czy na podstawie tak oltomych warunkéw pomia-
rowych maliwe jest jednoznaczne wyznaczenie wiétioemisji skladnikéw zanie-
czyszczé przez poszczegOllngddia? Odpowietl na to pytanie zaky od liczby punk-

t6w pomiarowych. W uktadzie (3.55) margrowna, aR = MS niewiadomychg®®.
Przy odpowiednio diej liczbie punktéw pomiarowych, czy = M, mazna zapewrdi
istnienie rozwazania. Zwykle jednak, ze wzglu na koszty instalacji i utrzymania stacji
monitorupcej, liczba punktow pomiarowych jest znacznie naziejod liczbyzrodet
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zanieczyszcZe ti. N < M, a najcgsciej w regionie mamy jednstacg monitorupca,
czyliN = 1. W tym przypadku uktad réwng3.55) nie ma jednoznacznego rozzeinia
wzgledem 8. Obiekt okrélony przez system ziony oraz sytuagjpomiarova nie jest
identyfikowalny, czyli system zimny nie jest separowalny. W takiej sytuacji pomiaro
wej nie maemy jednoznacznie wyznaezwielkosci sktadnikow zanieczyszcaemito-
wanych przez poszczegoélamdia. Czy do kaca jestémy bezradni?

Bardzo czsto znana jest charakterystykeddta zanieczyszche Wiadomo, ze
emitowane zanieczyszczenia majpecyficzny sklad i dla kdego zrédta znane &
proporcje pomidzy poszczegélnymi skladnikami zanieczys#czezyli znana jest
zaleznosé

OV 6@ :....0 =gW.9P:....09 m=12,..,M, (3.56)
lub
I - O z12..8 m=12..M, (3.57)
S Say
s=1 s=1

w ktorej: 0,62 ,....6%9, m=12,...,M, s=12,...,S 3 znanymi wartéciami.

Ta dodatkowa informacja aprioryczna pozwala na gedaczne wyznaczenie
wielkosci emisji sktadnikéw zanieczyszazeczyli na uzyskanie separowafico Za-
leznoéé (3.56) zawiera(S-1)M réwna i nawet przy jednym pomiarzél(= 1), wraz
ukladem réwna (3.55), istnieje jednoznaczne rozawénie, przy zatzeniu, ze liczba
monitorowanych sktadnikbw zanieczyszfizest rowna liczbiezrddet, czyliS = M.
Ogolnie liczba rownéa z uktadow (3.55) i (3.56) powinna zapewmvyznaczenieMS
parametréw, a zaterS< (NS)+(S-1)M, co daje warunek

M < NS (3.58)

wiazacy liczbe punktéw pomiarowych z liczbzrédet zanieczyszcae liczba monito-
rowanych sktadnikow zanieczyszézpozwalajcych uzyska separowaln& rozpa-
trywanego systemu ztonego.

L 2

Podany przykiad pokazujee dodatkowa informacja o badanym systemie pozwala
uzyska& separowaln& nawet wtedy, gdy sytuacja pomiarowa dla danegoesys
zlozonego czyni system nieseparowalnym. Precyzyjnigjly-funkcja/~ w zaleznosci

(3.42) nie jest wzajemnie jednoznaczna, a tak\&stczas, gdyI5< R, dodatkowa
informacja aprioryczna postaci

6=r(8), (3.59)

gdzie I~ jest znaa funkcja, taky ze 7 :©@ - O, 5={§:DOD9, 6 = F(H)}DR RR
pozwala uzyskaseparowaln& systemu zivonego.
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{5} [/' (B)T:,%(H) (3.60)

| | ()

Wprowadzamy oznaczenie

s

7

Twierdzenie 3.2. Jezeli obiekt identyfikacji, okr&ony przez system ziony
o strukturze (3.6) z elementami o charakterystylstatycznych (3.1) oraz sytuacj
pomiarows dary zaleznoscia (3.7), ma charakterystykstatyczia (3.41), jest iden-

tyfikowalny, a funkcja /~ (3.60) jest wzajemnie jednoznaczna wzegim 6, to

system ztaony jest separowalny.

Dowdd: Podobnie jak w twierdzeniu 3.1, zauaany, ze jezeli obiekt identyfikacji
o charakterystyce statycznej (3.41) jest identyfiliimy, to istnieje taka seria identyfi-
kujaca (3.38), ktora wraz z wynikami pomiarow (3.39Jreznacznie okiéa parame-
try charakterystyki statycznej (3.41). Innymi stowyistnieje algorytm identyfikacji
(3.51) umaliwiajacy wyznaczenie wektora parametr@v czyli

8 =%, (X Vy ), (3.61)

gdzie (ﬁN jest algorytmem identyfikacji.

Poniewa funkcja /; jest wzajemnie jednoznaczna, z zalgci (3.60) maemy
wyznaczy 6, czyli
6=r *(5] -7 'ﬂgD , (3.62)

gdzie /;‘l jest funkci odwrotrq/;.
Po uwzgkdnieniu algorytmu identyfikacji (3.61) w (3.62) pymujemy algorytm

identyfikacji
o=F- ﬂw (XHN’V )D @ (X, Vi, 8) (3.63)

dla obiektu identyfikacji z wégiami zewrtrznymi x, pomiarowo dospnymi wyj-
sciami v i charakterystyk statyczm (3.26) oraz informagj aprioryczn (3.59).
Tym samym pokazanae obiekt okrélony przez sytuaegj pomiarovy dary (3.7)
oraz system ztmony o strukturze (3.6), z elementami o charaktgkesth statycz-
nych (3.1), jest identyfikowalny, a zatem — zgodnidefinicgh 3.1 — system zim-
ny jest separowalny.

Q.E.D.

W podsumowaniu naky zwrocik uwag; na dwa przypadki separowakeo syste-
moéw ztazonych. Pierwszy — w ktérym watznie wyniki pomiaréw zapewnigjsepa-
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rowalna¢ (twierdzenie 3.1), i drugi — w ktorym pomiary wrainformacj apriorycz-
na umazliwiaja jednoznaczne okékenie parametrow elementéw charakterystyk sta-
tycznych systemu zimnego (twierdzenie 3.2).

3.2. Separowalnéé probabilistyczna

Teraz rozwaymy problem separowaldci w warunkach probabilistycznych.
Omowimy przypadki estymacji parametréow charaktedysstatycznych poszcze-
golnych elementéw systemu ztinego oraz charakterystyki statycznej obiektu
okreslonego przez system zony oraz sytuaej pomiarowa. Sa to zadania analo-
giczne do tych, ktore przedstawitly w podrozdziale 2.2, dotygezych estymacji
parametrow obiektu, z uwzaglnieniem zakiéce pomiarowych oraz wielldi lo-
sowych, wys¢pujacych w obiekcie. Zanim przejdziemy do oméwienia wsmia-
nych przypadkdéw, wprowadzimy odpowiednie ¢ zwigzane z separowallcia
probabilistyczg [25-27, 92, 95], ktére koresponduy estymowalngcia obiektu
(definicje 2.21 2.3).

Definicja 3.2. System ztaony o zadanej strukturze z elementami o charalterys
kach statycznych znanych z dokiladcia do parametréw nazywamy probabili-
stycznie separowalnym w sensie gkvaej wlasndci (okreslona metody), jezeli
obiekt identyfikacji okrélony przez struktur systemu oraz sytuacjpomiarovy
jest estymowalny w sensie oklene] wtasndci (okreslona metod).

W przedstawionych dalej roze@niach zwrécimy uwagna probabilistycznsepa-
rowalng¢ systemu zigonego. W zalencici od informaciji, jaly posiadamy o identy-
fikowanym obiekcie i systemie pomiarowym, oraz odrunkow, jakie spetniajza-
ktécenia, maemy stosowa rézne metody estymacji. W dalszych punktach skupimy
sig na metodzie maksymalnej wiarogodaiooraz metodach Bayesa, co koresponduje
Z rozwaaniami przedstawionymi w podrozdziale 3.1, gdzieng@naczenia parame-
trow systemu zionego wykorzystadimy wylacznie informagi pomiarows, a nastp-
nie uzupetnimy ja o informacg aprioryczn.

3.2.1. Estymacja parametrow charakterystyk statyczych systemu zt@onego
na podstawie zakidconych pomiaréw wyrgnionych wyjsé

Rozwaymy przypadek, kiedy wytiione wyfcia systemu zimnego o zadanej
strukturze g mierzone z zaktdéceniami pomiarowymi. Innymi stowyrozpatrujemy
wejsciowo-wyjsciowy system ztoony, w ktérym wyréniono M elementowO;, O,,
..., On, dla ktoérych znana jest charakterystyka statyqastaci (3.1) z doktadioia
do parametréw. Struktura systemu dana jestzmadeia (3.6). W celu wyznaczenia
nieznanych parametrow charakterystyk statycznyementow systemu ztonego dla
zadanej serii wartei wejs¢ zewretrznych zmierzono z zaktoceniami waitowyroz-
nionych wygé. Wyréznione wygcia & opisane réwnaniem (3.7). W konsekwencji
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charakterystyka statyczna systemuzattego, z wektorem w&j zewretrznych x

i wektorem wyrénionych, pomiarowo dogbnych wygé v, dana jest zaimoicia
(3.26). Zaktadamy, tak jak w punkcie 2.2z&,znany jest opis systemu pomiarowego
i w wyniku pomiaru wy§¢ v z zaktéceniamiz otrzymujemy

W=h(v,2), (3.64)

gdzie: h jest znan funkcja, taka ze h:V ><Z~ _.W~, “z'DZ~, \TvDW~, Z~ jest
przestrzeni zaktoce, aw - przestrzeniwyniku zaktbconego pomiaru.

W dalszych rozwzaniach kdziemy zaktadd ze wymiar wektoray oraz zakioce z
jest taki sam i rowny. (dimv=dim'z‘ = E). Funkcjaﬁ jest ponadto wzajemnie jedno-
znaczna wzghlem Z. Znaczy toze istnieje funkcja odwrotnE{1 wzgledem z, czyli

7 =h (v, W). (3.65)

Tak jak w punkcie 2.2.1, zatenia dotycice zaréwno wymiarow&ei wektora

wyjs¢ oraz zakiocs, jak i reznowartgciowasci funkcji h mozna ostabi. Wymaga to
dodatkowych przeksztatagrzedstawionych w Dodatku.

W celu wyznaczenia nieznanych parametrow charastigtystatycznych elemen-
tow systemu zionego wykonalimy eksperyment. Wi-tym pomiarze, dla zadanych
wartasci wejs¢ zewretrznychx,, dokonalémy pomiaru wartéci wyréznionych wyjpé
V. Na mierzon wielkos¢ natazyly sie przypadkowe zaktdcenia i w wyniku pomiaru
otrzymujemy warté¢ w,. O zaktoceniactz, w n-tym pomiarze zatymy, ze s nie-
zaleenymi wartgciami zmiennej losoweg. W dalszych rozwzaniach przyjmiemy,

ze zmienna losow& przyjmuje wartéci ze zbioru cigtego z , & funkcg gestasci
rozktadu prawdopodobistwa zmiennej losoweg oznaczymy przezfz(i). W wy-

niku eksperymentu, dla zadanej serii identyfikej o dtugdci N, uzyskujemy wyniki
pomiaréw, zebrane w macierzach:

XN:[Xl Xy oo XN]- Vsz[Wl W, - VTIN]' (3.66)

Zadanie identyfikacji sprowadzaegilo wyznaczenia oszacowania wektora niezna-
nych parametréwgd (3.22), ktérego skladowymigswektory parametrow charaktery-
styk statycznych poszczegélnych elementéw systelmiozego. Poszukujemy algo-
rytmu estymacji

by =% (X Wy ), (3.67)

ktory dla danych pomiarowycKy, W, pozwoli wyznaczy wartcs¢ oszacowania

éN wektora g, gdzie ¥4 oznacza algorytm estymaciji dla serii pomiarowyctio-
gosci N.
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Metoda maksymalnej wiarogodndci

Korzystapc z metody maksymalnej wiarogodwo (jak w punkcie 2.2.1 — zada-
nie (2.36)), oszacowanie wektora parametrow charg&tyk statycznych elemen-
tow systemu ziponego uzyskamy po rozgdaniu nastpujacego zadania optymali-

zacji: wyznaczy taka wartg¢ oszacowaniady =¥, (XN,WN), dla ktérej funkcja
wiarogodndci Ly, wyznaczona na podstawie macierzy pomiaréWs’miijT/N dla
zadanej serii identyfikagej Xy, przyjmuje warté¢ maksymala wzgledem & ze
zbioru dopuszczalneg®, .

9N :WN(XN,VVN): LN(VV ,éN;XN):r?D%xLN ~N,H;XN), (3.68)

gdzie funkcja wiarogodrioi ma posta

-~ N e
LN6N ,e;xN): |‘l fz(hgl(F(xn,H),vT/n)) Jﬁ\, (3.69)
a jakobian przeksztatcenia odwrotnego (3.65) wyist zaleznoscia
oh. (v, W)
J. =22\ 7/ 3.70
h oW ( )

Przyktad 3.5. Rozwaymy system zioony z réwnolegle patzonych dwaoch li-
niowych, jednowymiarowych elemento@, i O, z nieznanymi parametrang, oraz
6, (rys. 3.3). Zalaymy, ze pomiarowo dogpne jest wejcie zewrtrznex oraz war-
tos¢ wyjscia v, ktéra jest sumwartasci wyjs¢ poszczegolnych elementéw. W wyniku
pomiaru wyr@nionego wyjciav z addytywnymi zaktdceniami otrzymujemy

W=h(v,Z)=v+Z. (3.71)
YU o Y1 5
X + V +y+ W
—
u Y.
2= 02 2

Rys. 3.3. Réwnolegte pmtzenie dwdch elementéw

W kolejnych pomiarach zaktécenia siezalenymi wartgciami zmiennej losowej
Z o rozktadzie normalnym z wastia oczekiwam m; i odchyleniem standardowym

o5, czyli
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Sy 1 _(Z-m)?
fz(z)—az @ex;{ 202 } (3.72)

W wyniku eksperymentu, dla zadanej serii identyfiikej Xy o dtugaci N, uzy-
skalismy zaktécone wyniki pomiaréw w§¢, zebrane w macierz\j;f/N (3.66).

W celu zachowania konwencji opisu struktury systertaionego postaci (3.6)
wprowadzimy dwa dodatkowe elementy (rys. 3.4). Wiy (O,), na wejciu sys-
temu zlazonego, ktory powiela wégie zewrtrzne, oraz drug(O4), ktéry jest su-
matorem.

Ul yl -
I :
x |uy v ufL Yo VI w
- 03 y(2) u (2)— O, h(V1 Z )__>
3 4
U, Y>
0,

Rys. 3.4. Réwnolegte patzenie dwdch elementéw

W rozpatrywanym przypadku zateos¢ (3.6), ktéra opisuje strukteisystemu, ma
posta&

w] o0 100][y] 0] [y@]
u, 0 00 10|y, 0 y
u; [=/0 0 0 0 Offy® [+|1|x=| x |, (3.73)
u| |1 0 0 0 O||y®?] |0 v,
uP] (0100 0]y, | [0] [y,]

a pomiarowo dogpne, wyr@nione wygcia dane gréwnaniem (3.7) postaci

Y1
Y,
v=[o 0 0 0 1|y®|. (3.74)
ys?
Ya |

Po uwzgédnieniu charakterystyk statycznych poszczegélnyementow systemu
zlozonego réwnanie (3.21), podag zalenos¢ wszystkich wy§é systemu w funkciji
wszystkich wej¢, przyjmuje posta
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Y1 A
Y1
y Yo 6, u,
y=[21=[y9 1= w | (3.75)
Y3 @
y Y3 u,
Yol [uf +ul® ]

Ostatecznie charakterystyka statyczna systemiomzémo (3.26), z wégiem ze-
wnetrznymx oraz wyré@nionym, dostipnym do pomiaru, wygiemyv, przyjmuje posta

v=(6,+86,)x. (3.76)

W rozpatrywanym przykiadzie funkcja odwrotmﬁl, Z uwzgkdnieniem cha-

rakterystyki statycznej systemu ztmego (3.26) postaci (3.76), dana jest zale
noscia

7=h*(F(x,.6)w)=w-(8,+86,)x. (3.77)
Jakobian (3.70) przeksztatcenia odwrotnego (3.71)
oh 1 (F(x,6)w) _ d
J; =%—%(W—(Hl+ﬁz)x)=l. (3.78)

Funkcja wiarogodnizi (3.69) w rozpatrywanym przyktadzie ma pdsta

EN (VT/N . XN): ﬁ Lexp|:_ (Wn _(01 +62)Xn - m2)2:| , (379)

2
n=: O-‘Z- 27[ 20-2

a po przeksztalceniach

Lo Wi, 6: xN):[J—\l/EJN exp{ZN:— (w, - (6 +‘922 o mf)T. (3.80)

n=1 202

Maksymalizacja funkcji wiarogodioi w tym przypadku sprowadzagsilo opty-
malizacji wyktadnika wyraenia (3.80). Przyréwnanie gradientu wyktadnika wgra
nia (3.80) wzgidem 6 do zera daje uktad rowna

i( - (6, +¢9~§xn m; ),

0
grsld Ly (W, 6: X, )= nN—l( (@ +g)x _— —M. (3.81)
z 1 02:2 n
n=1 z

Uklad rowna (3.81) nie ma jednoznacznego rozménia wzgtdem &, oraz &.
W zaleznosci (3.76) maemy wprowadzi parametr zagpczy, ktory jest sum po-
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szczegOlnych parametrow, i wowczas — w wyniku r@zamia rownania (3.81) — uzy-
skamy wartéc¢ oszacowania%’vN parametru zagbczego
6=6,+6, (3.82)

a algorytm estymacji wyra St wzorem

(3.83)

n=1 *

W rozpatrywanym przyktadzie system nie jest sepatowprobabilistycznie me-
toda maksymalnej wiarogodioi.

Przez analogi do sytuacji deterministycznej, przedstawionej vdnoadziale 3.1,
rozwazymy przypadek, kiedy charakterystyktatyczia (3.26), a tym samym (3.37),
systemu zt@onego, z wektorem w&j zewrgtrznychx i pomiarowo dosfpnym wek-
torem wyré&nionych wyg¢ v, mazemy przedstawiw postaci (3.41), z wektorem pa-
rametrow zagpczych 8, okrelonym zalenaoscia (3.42), czyli

V=CF, (x8;AB)=F(x8)=F(x8), (3.84)
gdzie
~ df
0=r(8). (3.85)

Post& funkcji /~ ma istotne znaczenie dla badania separowelnd/ przyktadzie
3.5 system zhmony z charakterystyk statyczm (3.26), czyli obiekt identyfikaciji
Zz wektorem we§¢ zewretrznychx oraz pomiarowo dogbnym wektorem wyranio-
nych wyjé v, przyjmuje posta(3.76). W tym przyktadzie niemy okréli¢ parametr
zastpczy 6, ktéry jest sum parametréw poszczegollnych elementow. Zabét
(3.42) ma posta(3.82). Funkcja ta nie jest wzajemnie jednoznaczrngledemé i 6.
Spostrzeenie z przyktadu 3.5 tatwo mwa uogoéint. Po uwzgtdnieniu charaktery-
styki statycznej systemu zionego (3.84) funkcja wiarogodfwm (3.69) ma posta

Lol 8% )= T 5 (52 (F 6, (0., )

i
Jﬁ\d_—fEN(\i\?N,é‘;xN).

Oszacowanie wektora parametrow gastych 7 uzyskamy po rozwzaniu nasfpu-

" (3.86)
=[]+ b 2) )

1

jacego zadania optymalizacji: wyznaézapky wartcé oszacowaniaéN = (ﬁN (XN ,VVN )
dla ktorej funkcja wiarogodrici EN (3.86), wyznaczona na podstawie zbidiwb-
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serwacji wycia V\~/N dla zadanej serii identyfikagej Xy, przyjmuje warté¢ maksy-
malm wzgledem 6 ze zbioru dopuszczalneg@, czyli

~

N =W~N(XN,VT/N): [N(VT/N,éN;XNj:rEQXEN ~N,§;XN). (3.87)
be

Jezeli funkcja /- jest wzajemnie jednoznaczna, to znaczyjstnieje funkcja od-

wrotna /=™, przy czym I jest cihgta, to z istnienia estymatora zgodnego dla
wynika probabilistyczna separowakiow sensie zgodrci dla systemu ztmnego.

Rzeczywicie, j&li 6, (estymator dla 5) zthza stochastycznie dod to

~

8y =/"1(§N) zthza stochastycznie da9=/"1(§). Podobnie, z istnienia funkgcji

odwrotnej /- oraz estymowalri@i obiektu z charakterystyka statyaz{8.26) meto-
da maksymalnej wiarogodioi wynika probabilistyczna separowa#dosystemu zto-

zonego 4 metod. Jeli bowiem EN MN,H;XN) jest funkch wiarogodnéci dla ]
(dla ustalonej serii identyfikagej Xy), to funkcp wiarogodnéci dla & jest
Ly ~N .0, XN) i funkcje te, zgodnie z (3.86)a sobie réwne, czyli

Ly (Wi, 8; X )= Cy Wiy 7 (6); X ). (3.88)

Latwo wiec zauwayc, ze jesli §N =¢/7N (XN,VVN) maksymalizujce EN (3.87) jest
jednoznacznie okéne przez macierze pomiaro), oranT/N tq é?N =¥ (XN ,VVN)

maksymalizujce Ly (3.68) jest take jednoznacznie okilone przezXy oraz V\~/N
i zachodzi rownéc

6, = r'l(éNj . (3.89)

Twierdzenie 3.3. Jezeli obiekt identyfikaciji, okréony przez system ziony

o strukturze (3.6), z elementami o charakterystykstatycznych (3.1), oraz sytu-

acje pomiarows dary przez (3.7) i (3.64), ma charakterystyktatyczmn (3.41)

i funkcja /I~ (3.42) nie jest wzajemnie jednoznaczna wdgm &, to system zio-

ny nie jest probabilistycznie separowalny metothksymalnej wiarogodgoi.

Dowdd: Jezeli obiekt identyfikacji okrélony przez system ziony oraz sytuagj
pomiarovy jest estymowalny metadmaksymalnej wiarogodsoi, to zgodnie z (3.88)

dla ustalonej wartai 8, = /() maksymalizuicej L, ~N,§;XN) wzglkdem & ist-
nieja rzne wartgci 9N maksymalizujce L ~N .G, XN) wzgledem €, gdyz funkcja/~

nie jest wzajemnie jednoznacznasliJebiekt okrelony przez system ziony oraz sytu-
acje pomiarow nie jest estymowalny metgdnaksymalnej wiarogodioi, to nie istnie-
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je jedna wartét 9N maksymalizujca L ~N .G, XN) wzgledem 8, bo wbéwczas istnia-

taby jedna warté 6, =/ (6) maksymalizujca L ~N,§;XN) wzgledem 6.

Metody Bayesa

Przez analogi do przypadku deterministycznego, po uzupetientisio systemu
ztozonego o dodatkogvinformacg mozemy uzyské separowaln&. W przypadku
probabilistycznym tak dodatkowy informacp (analogicza do (3.59)) mae by zato-
zenie,ze obserwowany system ztiy zostat wylosowany z pewnej populacji i znana
jest funkcja gstasci rozktadu prawdopodohistwa parametrow systemu. Takie zato-
zenie prowadzi do bayesowskich metod estymaciji. Wsk&wencji mee sk okaza,
ze stosuyjc bayesowskie metody estymacji, uzyskamy separ@ia@lmimoze system
zlozony nie jest probabilistycznie separowalny innynatadami.

Teraz, dodatkowo w stosunku do poprzednich réaivezatlazymy, ze wektor para-
metrow obiektu@ jest realizagj ciagtej zmiennej losowep, ktora przyjmuje warkri

ze zbioru©@ OR R. Znana jest funkcjaegtaici rozkladu prawdopodohistwa fg(H)

a priori zmiennejd, okreslona na®. Korzystajc z metod Bayeséiak jak w punkcie

2.2.1 — zadanie (2.65)), oszacowanie wektora pdramecharakterystyk statycznych
elementow systemu ztonego uzyskamy po rozgzianiu nasfpujacego zadania optyma-

lizacji: wyznaczy taky wartas¢ oszacowaniaSA?N =\ Xy ,WN), dla ktorej ryzyko wa-
runkowe, wyznaczone na podstawie macierzy pomiaﬂé\,wprzy zadanej serii identyfi-
kujacej Xy, przyjmuje wartéé minimalra wzgledem & ze zbioru dopuszczalned® t.

6, =¥, (XN,VVN) : r(éN ,VVN;XN)zr%Qr(g,VT/N;XN). (3.90)
gdzie ryzyko warunkowe ma poéta

(., )2E [L(g,é)\vT/N;xN]:J'L(e,é)f'(e\vT/N;xN)de, (3.91)
4 )

a funkcja gstasci rozktadu prawdopodohinetwa a posteriori wyra sk wzorem

i fg(e) f(h (F(x,.6).%,)) F
f'(H‘WN;XN) _ (3.92)

l—l f, (0 (F (x,,6).%,))|3;|de

Przyktad 3.6. Rozwaymy system zigony jak w przyktadzie 3.5. Wzbogacamy
wiedz o systemie o informagjaprioryczm. Niech parametry,; oraz &, beda warto-
sciami niezalenych zmiennych losowycl#, i 8, o rozktadach normalnych z warto-

sciami oczekiwanymi — odpowiedniom, i m, oraz wariancjamo; i o;.
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Przyjmupc funkcg strat postaci (2.70), otrzymujemy meiadaksymalnego prawdo-
podobidstwa a posteriori, a wyznaczenie oszacowania wek@rametrow sprowadza si
do maksymalizacji gstasci rozktadu prawdopodohistwa wzgtdem 8 W naszym przy-
ktadzie funkcja gstadsci rozktadu prawdopodohistwa a posteriori wyta st zaleznoscia

1 (J%J“exp[_e(@,az,xwvm)]

2n0,0,

f'(e‘VVN;XN)z 2 o - (3.93)
'[ J-Znalaz (] eXp[_G(‘gl’ezlXN,WN)]dé’ldHZ
w ktorej
ola.0, .= 425 i AL L) ST

207 202 o 207

Oszacowanie nieznanych parametrow otrzymujemy w ikmyrmaksymalizacji
funkcji gestasci rozktadu (3.93), co sprowadza slo minimalizacji wyraenia (3.94)
wzgledem parametréwd; oraz 6. Przyrownujc pochodne funkcji (3.94) wzglem
6, oraz@, do zera, otrzymujemy uktad rowia

0G(6,,6,, X, Wy

06, _
06(8,6, X, Wy, )
06, QF%N
=t (3.95)

z ktérego wyznaczamy oszacowadlg i &,

Y m)—(mem)>

m +0.12 n=1 - n=1
5 of +(of +o2) Y
{EN}: \ N (3.96)
é
2N D (wy =m; )x, = (my +my) D" 2
m, + 05 = =

N
(o2 +at)d xe
n=1
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Teraz otrzymujemy jednoznaczne Wédiooszacowaniaém [ §2N, ktérych nie

otrzymalsmy metod maksymalnej wiarogodioi.
L 2

Zwroémy uwag na maliwosé stosowania rinych podesjc do estymacji parame-
trébw charakterystyk statycznych systemuzaftego. WynlkH =¥ (XN,WN), mini-

malizujacy ryzyko (3.91), oznacza wastooszacowania wektora parametréw charakte-
rystyk statycznych wszystkich elementoéw systemuariego. Biosic pod uwag obiekt

okreslony przez system ziony i sytuagt pomiarows z opisem postacv = F(x 6?)
(3.84), maemy sformutowé zadanie estymacji wektora parametréw gastych
6=r (6?) Oszacowanie wektora parametrow gastych 2] charakterystyki statycznej
systemu zleonego (3.41) uzyskamy po rozmaniu nasipujacego zadania optymaliza-
Cji: wyznaczy taka wartasé oszacowaniagfN =¢/7N (XN ,WN), dla ktérej ryzyko warun-
kowe, dla uzyskanej macierzy pomiard;()?lN przy zadanej serii identyfikagej Xy,
przyjmuje wartéé minimalma wzgledem 8 ze zbioru dopuszczalnegﬁ, tj.

~

N =W~N(XN,VT/N): F(gN,VT/N;XN) mlnr(HW X ) (3.97)

0o
gdzie ryzyko warunkowe ma poéta
Fle.wy:x, )= [L \w X ] Lle e)F’(é“:r(e)\vT/N;xN)dé', (3.98)
9

a funkcja gstasci rozktadu prawdopodohistwa a posteriori wyta sk wzorem

h

f,
f(H r(6)| Wi X rl o) (3.99)

Egé |‘|fnl F(x,.8), ))ﬁ\dé“

oraz fé(é) — funkcja gstasci rozkladu prawdopodobistwa a priori zmiennej

losowej é jest okrélona przez funke / i fg(H) — funkcg gestadsci rozktadu
prawdopodobigstwa a priori zmiennej losowd]. Je&li przeksztatcenig™ jest wza-
jemnie jednoznaczne, czyli istnieje przeksztatceatbnrotne wzgidem 6, tj.
6=/"1(§), to

t5(8)=,(r )9, 1, (3.100)
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gdzie jakobian przeksztalcenia odwrotnego ma gosta
-1lA
3, :%‘ﬁ. (3.101)

Gdy funkqa/‘ w opisie (3.42) nie jest wzajemnie jednoznacznakgest wtedy,
gdy dimg =R <dimé@= R, uzupetnienie o przeksztatcenfe, postaci

_df _
0=r(6), (3.102)
jezeli takie istnieje, pozwala uzyskazajemnie jednoznaczne przeksztatcenie zmiennych
losowych (zob. Dodatek). Teraz funkdfe i /~ tworz, przeksztatcenig™
= df 18)|df =
0= o _( ) =r(e), (3.103)
gl [7(6)

ktore jest wzajemnie jednoznaczne wigim g, czyli

6= /"1(9) r'ﬂgD , (3.104)

gdzie r jest funkcj odwrotry funkcji r.
Ostatecznie funkgj f; (6’) gestaéci rozktadu prawdopodohistwa a priori zmien-

nej losowejd wyznaczamy ze wzoru

A o

w ktorym jakobian przeksztatcenia odwrotnego (3)184 posta

J =L@. (3.106)

r 06

Przypadek, gdy}lim§ =dimé@ czyli R= R, a funkcja/~ nie jest ranowartacio-
wa, wymaga dalszych przeksztatc@olegagcych na rozbiciu zbior® na rozhczne
podzbiory, w ktérych/~ jest r&nowartgciowa, i zastosowania przeksztatcenia analo-
gicznego do (3.100) w tych podzbiorach.

Prz&ledzmy te r@ne podejcia do estymaciji na przyktadzie.

Przyktad 3.7. Rozwaymy system zioony z M réwnolegle paiczonych liniowych
jednowymiarowych elementé®;, O,, ..., Oy z nieznanymi parametrart, &, ..., 6y
(rys. 3.5). Zalaymy, ze do pomiaru jest dagine wejcie zewrtrznex oraz wyr@-
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nione wyjgcie v, ktore jest sum wyjs¢ poszczegoélnych elementow. Wegie v mie-
rzymy z addytywnymi zaktoceniami, czyli
w=h(v,Z)=v+Z (3.107)
W kolejnych pomiarach zaktécenia siezalenymi wartgciami zmiennej losowej
Z o rozktadzie normalnym z zerawvartdicia oczekiwam i odchyleniem standardo-

wym o5, czyli

o 1 _(2y
fZ(Z)_JZ\/ﬂeX{ 2022}. (3.108)
U Y1
> ()1

X

- 0o

Rys. 3.5. System ziony o strukturze réwnolegtej

W wyniku eksperymentu, dla zadanej serii identyffikej X, o dtugcci N, uzy-

skalismy zaktdcone wyniki pomiaréw w§g, zebrane w macierzyg\iN (3.66). Dodat-
kowo zaktadamyze wektor parametréw systen#l jest wartdcia zmiennej losowe;j
& o wielowymiarowym rozktadzie normalnymM-wymiarowym wektorem wartei

oczekiwanychm, i maciera kowariancji 2, tj.
1
f,(6)=(2n) 3 |2, 2 exp[—%(e—mg)T z;l(e-mg)] (3.109)

Charakterystyka statyczna (3.26) rozpatrywanegtesys ztazonego, z weciem
zewretrznymx oraz pomiarowo dogbnym wygciemyv, przyjmuje posta

v= F(x,6)=(iﬁmj x=11, 8, (3.110)

m=1
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gdzie1,, oznaczaM-wymiarowy, kolumnowy wektor, w ktérym kea sktadowa przyj-
muje wartd¢ jeden, czyli

1, =| .|t M. (3.111)

W pierwszym podefciu dla rozpatrywanego systemu zémego wyznaczymy
oszacowanie wektora parametrow charakterystyk ctafch poszczegoélnych ele-
mentow. Po przyciu w réwnaniu (3.91) funkcji strat postaci (2.7&yzymujemy
metod: maksymalnego prawdopodobswa a posteriori, a wyznaczenie oszacowania
sprowadza sido maksymalizacji gstasci rozkladu prawdopodohistwa a posteriori
(3.92) wzgkdem 6. W naszym przyktadzie funkcjaegtosci rozktadu prawdopodo-
bienstwa a posteriori wyta skt zaleznoscia

f'(H‘VT/N;XN)zw (fn)‘Mz+N|zg|‘§exp[—G(e,xN,vT/N)] 12
j J'(Zn)_L;N|ZH|_% exp[—G(H, Xy ,VVN)]dH
w ktorej o
N
G(e,xN,VT/N)d%(e—mg)ngl(e—mg)+?i§nZ:; (wn -1, exn)z. (3.113)

Oszacowanie wektora nieznanych parametréw otrzymyje wyniku maksyma-
lizacji funkcji ggstaéci rozktadu prawdopodohistwa (3.112), co sprowadza; sio
minimalizacji wyraenia (3.113) wzgldem wektora parametro@ Po przyréwnaniu
gradientu funkcji (3.113) wzgtlem & do M-wymiarowego wektora zeroweddy
otrzymujemy ukfad réwna

N

grgadG(H, X, ,VT/N)‘Q:éN = 516y -me) -2 (w1, 8%, ) 1 %, =0y, (3.114)

05 ‘a1

a rozwhzanie wzgédem 9N daje algorytm estymacji

ixnv*vn -1, meiﬁ

Gy =m, +-=L L 5Ly (3.115)
o + 1, Syl ) %
n=1

W rozpatrywanym przyktadzie charakterysiydtatyczr (3.110) systemu zione-
go maemy sprowadzi do postaci (3.41), czyli
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v= E(x,g)zgx, (3.116)

gdzie zalenos¢ (3.42), ktéra okréda parametr zagpczy 7 , Zapisujemy
- M
6=r(6)=1,6=>6, (3.117)

Teraz, stosug drugie podejscie, wyznaczymy oszacowanie parametru gaste-
go charakterystyki statycznej (3.116). Jak widarzeksztatcenie (3.117) daje para-
metr zastpczy w postaci sumy parametréw poszczegoélnych eleme

Przyjmupc w réwnaniu (3.98) funkgj strat postaci (2.70), otrzymujemy metod
maksymalnego prawdopodoh@wa a posteriori, a wyznaczenie estymatora spreavad

sie do maksymalizacji gstasci rozkladu prawdopodohistwa wzgédem 6. W naszym
przyktadzie f; (6’) — funkcja gstasci rozktadu prawdopodohistwa a priori, okrédona

przez funkag /~ (3.117) oraz funkejgestasci fg(é?) (3.109), przybiera posta

1 exp| - 1(9 1{Am9}
J2ndl, 5,1, 2 1351, |

a funkcja gstasci rozktadu prawdopodohistwa a posteriori (3.99) wyia sk zaleznascia

f§(§)=

i) ool
F(g‘VT/N;XN)Z \/2an 21y \/_0'~ i | o118
1 = ~ ~
j Jznf 5,1, [ z,ng eXp[‘G(Q,XN.WN)]de
w ktorej
G(g,XN,VVN)dfl(Q 1, me) + 12i(Wn_§Xn)2. 3.119)

2 11,51, 204

Oszacowanie nieznanego parametru otrzymujemy whkuymiaksymalizacji funk-
Cji gestadsci rozktadu (3 118), co sprowadza slo m|n|mal|zac1| wyraenia (3.119)

wzgledem parametrtﬂ Po przyréwnaniu pochodnej wzgem 2] funkgcji (3.119) do
zera otrzymujemy réwnanie

dGla, X, Wy )

dé

:M_ii( )x =0, (3.120)

=0y 11, 5,1,

Z n=1

a rozwhzanie wzgédem §N daje algorytm estymacji
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N
~ 1-I\I—/I mHU§ +1-I\I—/I ZﬁlM ZXan
6, = = . (3.121)
7 + 15 1w D%
=1

*

Dwa kroki w zadaniu estymacji

Takie dwoiste spojrzenie na zadanie estymacji pana@iw charakterystyk statycz-
nych poszczegoélnych elementéw systemu oraz estympagmetrow charakterystyki
statycznej obiektu identyfikacji okilenego przez struktgri sytuacg pomiarove
pozwala na wyznaczenie oszacowania parametrow kikayatyk poszczegoélnych
elementow systemu ztonego w dwdch krokach.

Naturalne dwa krokisswidoczne wtedy, gdy system jest probabilistyczeparo-
walny w sensie ok&onej metody, a funkcjd™ (3.42) jest wzajemnie jednoznaczna,
wowczas Wkroku pierwszym wyznaczamy oszacowanie

~

By =Py (X Wy ) (3.122)

wektora parametréw§ charakterystyki statycznej (3.41) systemu zalwego.
W metodzie maksymalnej wiarogodid odpowiada to rozvaizaniu zadania (3.87),
a w przypadku metod Bayesa zadaniu (3.97).

Krok drugi polega na wyznaczeniu oszacowafligwektora parametrow charak-

terystyk statycznych poszczegélnych elementow syst8, z wykorzystaniem prze-
ksztatcenia odwrotnegb ™, czyli

6, = r'l(éNj . (3.123)

Po uwzgédnieniu zalenosci (3.122) we wzorze (3.123) ostatecznie otrzymyjem

G, = r‘l(tﬁN (xN W, ))&UN (xN W, ) (3.124)

Zadanie staje siciekawsze, gdy funkcj@ (3.42) nie jest wzajemnie jedno-
znaczna i system ztony nie jest separowalny (twierdzenie 3.3). Inacnéjviac —
wyniki pomiaréw nie wystarczajdo jednoznacznego wyznaczenie oszacowania
6, wektora parametrovd. Siggnigcie po informagj aprioryczm pozwala na uzy-
skanie separowaldoi. Mozliwe 53 dwa przypadki. Pierwszy, analogiczny do przy-
padku deterministycznego (twierdzenie 3.2), w kbdrylodatkowa informacja

0 badanym systemie zZonym, w postaci funkcji~ (3.59), pozwala uzyskasepa-
rowalna¢ systemu ztponego.



142 Rozdziat 3

W tym przypadku wkroku pierwszym, korzystagc z metody maksymalnej wia-
rogodndci (3.87), wyznaczamy oszacowarﬁﬁ (3.122) wektora parametrow zgst

czych 7 charakterystyki statycznej (3.41). Ngstie, wkroku drugim , korzystaic
z informaciji opisanej funkaj/~, tworzymy uktad réwna

6, dzf{%'v]{/’; qNﬂdsz(éN). (3.125)

QN
Teraz funkcja/~ tacznie z I~ tworz przeksztatcenie/-, ktdre jest wzajemnie

jednoznaczne wzgtlem 8, . Z zalenosci (3.125) wyznaczamy@N czyli

by=T ‘1(§NJ=F ﬂgﬂn (3.126)
g

gdzie I~ * jest funkcj odwrotry /.

Po uwzgédnieniu algorytmu estymacji (3.122), uzyskanegorakla pierwszym,
otrzymujemy oszacowanie wektora parametréw changdtigk statycznych po-
szczegoblnych elementéw syste@uczyli

6, =T ‘ﬂ% (xg W )D 27, (X Wy B). (3.127)

Drugi przypadek to informacja aprioryczna w posthagikcji ggstosci rozkiadu
prawdopodobigstwa a priori zmiennej losowd], tj. funkcji fg(H). W kroku pierw-
szym, w wyniku rozwazania zadania (3.87) lub (3.97), otrzymujemy osuacne
§N =¢N (XN,VVN) wektora parametrow zagiczych 2] charakterystyki statycznej
(3.41) systemu zfmnego. Wkroku drugim oszacowanie wektora parametréw cha-

rakterystyk statycznych poszczegdlnych elementéstesyud uzyskamy w wyniku
minimalizacji ryzyka

GE E[L(Q,é)]: [Lle.8)t,(6)ae, (3.128)

o
wzgledem @ przy ograniczeniu
6,=r8). (3.129)

Oznaczamy przeB,, zbiér dopuszczalnych decy#i
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QN:{§DQDRR:§N:/'(§)}. (3.130)

Ostatecznie wyznaczenie oszacowania wektora paramel sprowadza gido
rozwiazania nasfpujacego zadania optymalizacji: wyznacziaka wartags¢ oszaco-
wania 6 =¥ \Xy ,WN), dla ktorej

R, )= min rR@). (3.131)
W szczegdllnym przypadku, po prasiu funkcji strat w postaci (2.70), ryzyko
R(@)=-1,8). (3.132)

a zadanie (3.131) sprowadza db maksymalizacji funkcji getasci rozktadu prawdo-
podobigstwa a priori f9(¢9) przy ograniczeniach (3.129), (rys. 3.6), a zatem

6, =¥, (XN,V\~/N) ; fg(éN):gB%;dg(ﬁ). (3.133)

Rys. 3.6. Estymacja parametréw systemuahego w dwoch krokach

W kroku pierwszym wykorzystujemy wieglzdobyt w wyniku eksperymentu. Gdy
ta wiedza nie pozwala na jednoznaczne wyznaczeaicowania parametréw, w kroku
drugim korzystamy z informacji apriorycznej, ktfmawadzi do separowaléa.

Przyktad 3.8. Ponownie rozwaymy system rownolegle pgizonych elementéw
opisanych tak jak w przyktadzie 3.7. Zastosujemykiwkowe poddicie do rozwi-
zania tego zadania. W kroku pierwszym skorzystanmyerody maksymalnej wiaro-
godnaci w celu wyznaczenia oszacowania parametrugpaségo 5, a w drugim —
opierajc sk na informacji apriorycznej — wyznaczymy oszacowanektora parame-
tréw 6, przy zataeniu,ze funkcja strat ma posi#2.70).

Krok pierwszy. W rozpatrywanym przyktadzie funkcja wiarogodoo(3.86) ma
post&
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CN@VN-@XN){ : JNex{i—M

oN2n 202

. (3.134)

n=1

Oszacowanie zagiczego parametru otrzymujemy w wyniku maksymalizacj
funkcji wiarogodnéci (3.134), co sprowadzagsilo maksymalizacji wytgenia w wy-
ktadniku wzgkédem parametrid. Po przyréwnaniu pochodnej wyktadnika wigaia
(3.134) wzgédem & do zera otrzymujemy réwnanie
d & (w-8x) 1Y 2

P (A A

CTZ n=1

da| < 207

z

ktérego rozwiazanie wzgtdem §N daje algorytm estymacji

g, =¥, (xN,vT/N)z I S (3.136)

Krok drugi. Oszacowanie wektora parametrow charakterystyk ctatich ele-
mentoéw systemu zkonego otrzymamy w wyniku maksymalizacji funkcgstosci
rozktadu prawdopodohistwa a priori zmiennej losowe]

t,(6)= (2n)‘%|zg|‘% exp{—%(g -m,) 516 - mg)} (3.137)

wzgledem 8, przy ograniczeniu
6, =r(6)=1,8, (3.138)
co jest rownowzne maksymalizacji wyktadnika wytania (3.137) przy ograniczeniu
(3.138).

W rozpatrywanym zadaniu optymalizacji z ograniceemiréwndgciowym (3.138)
funkcja Lagrange’a ma posta

— df — — — =
Lag(8,1) = -%(e -m,) 546 - m9)+/l(1L 8 —3N), (3.139)
gdzie A jest wspotczynnikiem Lagrange’a.
Korzystapc z warunkoéw koniecznych, otrzymujemy uktad rowna

gradLag(g ,A)‘g:@N =56y ~my )+ 41, =0y, (3.140)
8

d _ .2
aLag(H,A)‘gzéN =178, -6, =0, (3.141)
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z ktérego wyznaczamy

- _ T
N :wN(XNvWN):ma"'WZlM, (3.142)
M <4y

a po podstawieniu algorytmu estymacji (3.136) wjste §N oraz prostych prze-
ksztatceniach otrzymujemy algorytm estymacji paratwe elementéw systemu

ztozonego
N N
ZXnVT/n _11l\—/l mHZxﬁ
G, =¥, (xN ,vT/N)z m, +-1=L W (3.143)
1 21y D %
=1

Zauwamy, ze wynik uzyskany w pod&jiu dwukrokowym nie zawsze jest roOw-
nowany z wynikiem uzyskanym w podeju bezpdrednim metod bayesowsk,
przedstawiog w zadaniu (3.90). Wynik (3.143) w przykladzie uyskany w podej-
sciu dwukrokowym, rani sie od wyniku (3.115), uzyskanego w poftajl bezpéred-
nim w przyktadzie 3.7. W dwuetapowym pogteyi w kroku pierwszym mieemy sko-
rzysta z r&znych metod estymacji, w zaieosci od posiadanej informacji. Gdykypy
w ostatnio analizowanym przypadku w kroku pierwszyostyli sie metod, mak-

symalnego prawdopodoliistwa a posteriori i w miejsc@N w (3.142) podstawili
algorytm estymacji (3.121), otrzymamy

N
T 2 4T ~
Iy myos +1y 2,1y ZXan
n=1 T
N _1M My
2 4T 2
03 *1w 251y an

Gy =¥, (xN ,vT/N)z m, + _— 1, (3.144)
1, 51,

a po prostych przeksztatceniach widzimage jest on identyczny z algorytmem
(3.115).

Problem badania rownovmosci podefcia bezpéredniego i dwukrokowego jest
otwarty i wymaga dalszych prac. Niektére wyniki @dstawiono w publikacjach
[25- 27, 92, 95].

3.2.2. Estymacja parametrow charakterystyk statyczych systemu zt@onego
ze zmiennymi niemierzalnymi wielk@ciami losowymi

Rozwaymy przypadek, kiedy w elementach systemuat@go wskazano niemie-
rzalne zmienne wielkigi losowe. Innymi stowy — rozpatrujemy wejowo-wyjscio-
wy system zt@ony, w ktorym wyréniono M elementéwO,, O,, ...,0,,, dla ktérych
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charakterystyka statycznentego obiektu, o weégiu u, U  OR * i wyjsciu

y,OY OR '™, jestznana z doktadétia do wektora parametrow, 0@, OR
Na obiekt dziataj zmienne niemierzalne wielka losowe

o)
w2
w,=| ™ |0Q,0R "™ (3.145)

wgﬁ)

Charakterystyka statyczna elementu jest uzupetniondelkas¢ losowa a, czyli
charakterystyka statyczna eleme@tgidana jest zalmoscia

Y = Fo(U,6,,0,), M=12,..., M. (3.146)

W dalszych rozwzaniach kdziemy zaktadé ze wymiar wektoray,, oraz wiel-
kosci przypadkoweja, jest taki sam i rowny, (dimym =dima,, = Lm). Funkcja
Fm jest wzajemnie jednoznaczna wadgm ), czyli istnieje funkcja odwrot-

-1
na me

m

W = Fir (s O Vi) - (3.147)

O losowo zmiennym wektorze parametréw zaktadarayjest wartécia L-wymia-
rowej zmiennej losoweg,,, dla ktorej znana jest funkcjgsicsci rozktadu prawdopo-

dobieistwa f,, («,). Zakladamy ponadtoze zmienne losowew;, @, ..., @, S

niezalene. Struktura systemu zianego jest dana zaleicia (3.6), a wyranione, mie-
rzalne wygcia & opisane rownaniem (3.7). Przyjmujemy oznaczenie

Y1 Fi(u, 6, @)

df __
y=| Vo |2 Pl 12 g 54, (3.148)

Ym Fu (Uy 1By )

gdzie w jest wektorem wartkei losowych ztagonym z wektoréw wielkéci losowych
poszczegdllnych elementdw, tj.

e @

_| @] @

w (3.149)

S| |y
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M
wlQ=0QxQ,x-xQ,OR", L=>L,. (3.150)
m=1
Wektor w jest wartdcia zmiennej losowegw, dla ktérej funkcja gstasci rozktadu

prawdopodobigstwa jest
M

fol@) =T fan (@h)- (3.151)

m=.

Po podstawieniu w miejseew réwnaniu (3.148) zammosci (3.6) otrzymujemy
y=F(Ay+Bx8,0) . (3.152)
Rozwiktanie (3.152) wzgdemy daje
y=F, (x,6,wAB), (3.153)
a po podstawieniu zalrosci (3.153) do (3.7) otrzymujemy
v=CF, (x,6,w,AB) 2 F(x,0,0). (3.154)

Zaleznos¢ (3.154) jest charakterystykstatyczm systemu ztdonego z wektorem
wejs¢ zewretrznychx i wektorem wyréanionych, dosgpnych do pomiaru, wyg v.

W celu wyznaczenia wektora parametréw charaktekystgtycznych elementow
systemu zteonego dla zadanej serii wagtd wejs¢ zewrgtrznych zmierzono warkoi
wyréznionych wygé. Dla zadanej serii identyfikagej o dtugdci N uzyskano wyniki
pomiaréw wartéci wyréznionych wygé systemu ziponego. Wyniki eksperymentu
zebrano w macierzach:

XN:[X1 X, oo XN]' VN:[\/1 v, e VN]- (3.155)

Zadanie identyfikacji sprowadzagsio wyznaczenia oszacowania wektora parame-
trow @ charakterystyki statycznej (3.154). Poszukujengpitmu estymaciji

Gy =¥ (X V), (3.156)

ktory dla danych pomiarowycKy, Vy umaliwi wyznaczenie wartéci oszacowania
6y wektorad.

W zaleznosci od informacii, jakie posiadamy o zmiennej lospwe, charaktery-
styce statycznej (3.154) oraz jej parametrécimazemy stosowa rézne metody es-
tymacji.

Korzystapc z metody maksymalnej wiarogodndci (tak jak w punkcie 2.2.2 —

zadanie (2.95)), oszacowanie wektora parametrovaktexrystyk statycznych elemen-
téw systemu zizonego uzyskamy po rozagzaniu nasfpujacego zadania optymaliza-
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cji: wyznaczy: taka wartasé oszacowaniad,, =%, (X .,V ), dla ktérej funkcja wiaro-
godnaci Ly (3.158), wyznaczona na podstawie macierzy pomiavgvdla zadanej
serii identyfikupcej Xy, przyjmuje warté¢ maksymala wzgledem & ze zbioru do-
puszczalneg®, tj.

6, =%, (X Vy) : Ly (\/N,éN;XN)zrym%xLN(VN,H;XN), (3.157)

gdzie funkcja wiarogodrigi ma posta
Ly (V.6 X, l—l £ (Fo (%, 0.v,)) 96| (3.158)

gdzie: F)! jest funkch odwrotry funkcji (3.154) wzgtdem ¢y a jakobian przeksztat-

cenia odwrotnego wyra St zaleznoscia

oF 1(x,6,v)
ov '

Podobnie jak w poprzednich przypadkach, parameyrstapujace w charaktery-
styce statycznej systemu zémego § wynikiem przeksztatcenia parametréw charak-
terystyk statycznych poszczegélnych elementéw systea charakterystyka (3.154)
przyjmuje posté

Jo = (3.159)

df ~
v=CF, (x,H,w,A,B)=F(x,H,w)=F(x,6?,w), (3.160)
gdzie
~ df
0=r(8). (3.161)
Po uwzgédnieniu charakterystyki statycznej postaci (3.1f6@kcja wiarogodnéi
przyjmie posta

fa,( Yx,.r (6 )|J |
' (3.162)

=[] lfatbo. v )loe =L Bix),

gdzie: I%;l jest funkcy odwrotry funkcji (3.160) wzgtdem i a jakobian przeksztat-
cenia odwrotnego jest dany zaiescia

_OF(x8.v) (3.169

F ov
Oszacowanie wektora parametrcﬁv charakterystyki statycznej systemuzgnego
(3.160) uzyskamy po rozedaniu nasipujacego zadania optymalizacji: wyznac¢zaka

. E

Ly (V.6 Xy)=

=}
I

J

wartas¢ oszacowaniady, =%, (X,,Vy ), dla ktérej funkcja wiarogodioi L, (3.162),
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wyznaczona na podstawie macierzy pomiakGwdla zadanej serii identyfikagej Xy,
przyjmuje warté¢ maksymala wzgledem 8 ze zbioru dopuszczalned®, tj.

Oy :l'pN(XN’VN) : EN(VN’HN;XNJ:?aXEN(\/N’g;XN)' (3.164)
06

Zauwamy, ze istotry rolg w uzyskaniu separowald@ probabilistycznej ma po-
stat funkcji /= Mozna przeprowadzi dyskusg zagadnienia separowakwoo analo-
gicznie do przedstawionej w punkcie 3.2.1 (twierdege3.3).

Zatozymy, dodatkowo w stosunku do poprzednich rozafiaze badany system
zlozony jest wylosowany z pewnej populacji. ZnaczyAowektor parametrovd jest
wartcicia ciagtej zmiennej losowef, o znanej funkcji gstcéci rozktadu prawdopo-
dobieistwa f,(8). Korzystajc z metod Bayesa(jak w punkcie 2.2.2 — zadanie
(2.99)), oszacowanie wektora parametréw charaktdaygatycznych elementéw sys-
temu zt@zonego uzyskamy po rozgzaniu nasipujacego zadania optymalizacji: wy-
znaczy taky wartai¢ oszacowaniady, =%, (X,.Vy ), dla ktérej ryzyko warunkowe,
wyznaczone na podstawie macierzy pomiaNprzy zadanej serii identyfikaggej
Xn, Przyjmuje warté¢ minimalm, wzgledem @ ze zbioru dopuszczalned® tj.

By =W (X V) = 1l Vi X )= minr @V, X, ), (3.165)
gdzie ryzyko warunkowe ma poéta

(@7 %) = EL@.8) Vi X, ]
. _ (3.166)
= [L(6.8) 1 (6]vyi: X ) a6,
o
a funkcja gstasci rozktadu prawdopodohistwa a posteriorif (¢9|VN ; XN) wyraza sk

wzorem
N

£4(0) [ fulFoH (0 6v0))|9% |

1@ tlFtcom)ocloe

t(6|VaiUy )= (3.167)

Biorac pod uwag charakterystyk statyczm postaci (3.160) dla systemu zéme-
go, oszacowanie wektora zgstzych parametrév@ =/ (6?) uzyskamy po rozwgza-
niu nasgpujacego zadania optymalizacji: wyznaézyaky wartcd¢ oszacowania
Gy =%, (Xy.Vy ), dla ktérej ryzyko warunkowe, wyznaczone na podstanacierzy
pomiarow Vy przy zadanej serii identyfikagej Xy, przyjmuje warté¢ minimalm
wzgledem @ ze zbioru dopuszczalnegé tj,
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By =P (X V) F(é}, Vyi XNJ = %puigF(E,VN;XN), (3.168)

gdzie ryzyko warunkowe ma poéta
F(6.vy: Xy) E[LL [\/N,x]
= [Le.8) 1 {ov.i x, ),

a funkcja gstasci rozkladu prawdopodohistwa a posterior'rf~’(§|\/N ; XN) wyraza sk
wzorem

(3.169)

@t'—: ‘

)] olf )

=l . (3.170)
(1,6 ”fw( F(,,80v,))| 92|08

F’(ﬁ[\/N;XN)=

Funkcja fé(é) gestasci rozktadu prawdopodohistwa a priori zmiennej losowej

é jest okrglona przez funkegj /~ oraz fg(H) funkcje gestaéci rozktadu prawdopo-
dobienstwa a priori zmiennej losowef i dana jest wzorem (3.100) lub (3.105),

w zaleznosci od funkcji /-

Zauwamy, ze istotry role w uzyskaniu separowaldc probabilistycznej gra
posta funkcji /. Mozna przeprowadzidyskusg zagadnienia separowaku ana-
logicznie do przedstawionej w punkcie 3.2.1 (twimdie 3.3). Podobnie jak
w punkcie 3.2.1, mma zastosowadwukrokowe poddgrie do zadania estymacji
parametrow, uwzgbniajpc wzajemm jednoznaczn& przeksztatcenia™ w przy-
padku systemu probabilistycznie separowalnego. Elnignie zadania dodatkaw
informacp aprioryczm w postaci dodatkowych relacjT pomiedzy parametrami
charakterystyk statycznych elementow systemuartego (3.125) lub funkejge-
stdéci rozktadu prawdopodohistwa fg(e) zmiennej losowejd pozwala na uzy-

skanie separowalidoi.

3.2.3. Estymacja parametrow charakterystyk statyczych
systemu zt@onego ze zmiennymi niemierzalnymi wielkéciami losowymi
na podstawie zaktdéconych pomiaréw wyrgnionych wyjsé systemu ztagonego

Rozwaymy zadanie estymacji parametréw systemuaariego z losowo zmiennymi
wielkosciami w elementach wchogizych w sklad systemu, przy zaémiu, ze pomiar
wyroznionych wypé systemu ziponego jest obarczony dglem pomiarowym. Innymi
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stowy — rozpatrujemy weégiowo-wyjsciowy system ztgony, w ktorym wyré@niono M
elementéwQ,, O,, ...,0,,, dla ktorych charakterystyki statyczne mapsta (3.146).
Struktue systemu opisuje rownanie (3.6), a wyribne, pomiarowo dogbne, wygcia
sa opisane rownaniem (3.7). W konsekwencji charaktgka statyczna systemu zto-
zonego, z wegciami zewrtrznymi x i wyrdznionymi, dos¢pnymi do pomiaru, wyj-
sciamiv, dana jest zammaoscia (3.154). W zalenosci tej wystpuje wektor nieznanych
parametréwé oraz losowo zmienny wektor wafto «, dla ktérego znana jest funk-
cja gstaici rozkladu prawdopodohistwa fw(w). Tak jak w punkcie 3.2.1, wektor
wyréznionych wygé v mierzony jest z zaktéceniami pomiarowymi i opis systemu
pomiarowego dany jest zateoscia (3.64). W celu wyznaczenia nieznanych parame-
trow charakterystyk elementow systemuzpioego dla zadanegoagu wartgci wejsé
zewretrznych zmierzono warfoi wyréznionych wygé z zakldceniami. Dla zadanej
serii identyfikupcej o diugdci N uzyskano wyniki pomiarow wargoi wyréznionych
wyjs¢ systemu ztponego. Wyniki eksperymentu zapisano w macierzach:

Xu=le % ox ] Woslw ® o W (3.171)

Zadanie identyfikacji sprowadza¢stlo wyznaczenia oszacowania wektora nie-
znanych parametroW charakterystyki (3.154). Poszukujemy algorytmuymstcii

~

6y =% (X Wy ), (3.172)

ktory dla danych pomiarowycKy, Wy, umazliwi wyznaczenie wartéci oszacowania

éN wektoraé.
W zalenosci od informaciji, jakie posiadamy o systemie pomwvaym, zakiéce-
niach pomiarowychz, zmiennej losowejw, charakterystyce statycznej (3.154) oraz

jej parametract¥, mazemy stosowarozne metody estymaciji.

Korzystapc z metody maksymalnej wiarogodndci (jak w punkcie 2.2.3 — zada-
nie (2.114)), oszacowanie wektora parametrow changstyk statycznych elementow
systemu ztgonego uzyskamy po rozq\zanlu nasfpujacego zadania optymalizaciji:

wyznaczy taka wartas¢ oszacowanlaé’ =4 XN,WN), dla ktérej funkcja wiaro-
godnaci Ly, wyznaczona na podstawie macierzy zakiéconych kdmipomiaréw
wartasci wyrédznionych wygé V\~/N dla zadanej serii identyfikagej Xy, przyjmuje
wartas¢ maksymaln wzgledem@ ze zbioru dopuszczalned® tj.

by =% (X W) © Ly ~N,éN;xN)=ryD%xLN No.B;Xy),  (3.173)
gdzie funkcja wiarogodrigci ma postéa

~ N ~
L, N,H;UN)=|]jfz(z‘l(v,\Tvn))fw(Fajl(xn,ﬁ,v))|JF|‘Jﬁ‘dv, (3.174)
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jakobian przeksztatcenia odwrotnegjonvyraza st zaleznoscia

oF,*(x,6,v)
Jp =—2 14, 3.175
F W ( )
a jakobian przeksztatcenia odwrotnego
~
J,; = ahi—(vw) (3.176)
ov

Podobnie jak w poprzednich przypadkach, parametigrakterystyki statycznej
(3.154) systemu zimnego g wynikiem przeksztatcenia parametrow charakterystyk
statycznych poszczegoinych elementow, a charakyéeystatyczna przyjmuje posta

_ df —f ~
V=CF, (x.6,01AB)=F(x8,0) =F(x.8,), (3.177)

gdzie

~df

0=r(8). (3.178)

Po uwzgtédnieniu charakterystyki statycznej postaci (3.160kcje wiarogodno-
$ci zapiszemy

F Hz_
F (ﬁz_

a oszacowanie wektora parametréw @astych 6 charakterystyki statycznej
(3.177) systemu zfmnego uzyskamy po rozgdaniu nasfpujacego zadania opty-

) oEat 0,7 (0)) |92 95 av

L, ~N,e;xN)=|‘|ij
= jf

n=lvy

N
n

1
iy

(3.179)

z

v, W
1(v,vT/n))fw(lz,;l(xn,§,v))‘JF~HJﬁ‘dviEN ~N,H~;XN),

malizacji: wyznaczy taka wartas¢ oszacowania§N =@N (XN ,WN), dla ktorej funk-
cja wiarogodnéci EN (3.179), wyznaczona na podstawie macierzy pomiaVEQN
dla zadanej serii identyfikagej Xy, przyjmuje warté¢ maksymala wzgledem 2]
ze zbioru dopuszczalneg}) tj.

~ ~

o, :t,UN(xN,VT/N) 5 EN(WN,HN;XN):%%XEN ~N,§;XN). (3.180)

Dodatkowo, w stosunku do poprzednich rozafa zakladamyze badany sys-
tem zt@ony jest wylosowany z pewnej populacji. Znaczy#® wektor parametrow
@ jest wartdcia zmiennej losowej, dla ktérej znana jest funkcjastosci rozkta-

du prawdopodobigstwa fg(H). Korzystajpc z metod Bayesa(jak w punkcie 2.2.3
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— zadanie (2.119)), oszacowanie wektora parametidarakterystyk statycznych
elementéw systemu zionego uzyskamy po rozwd#aniu nasfpujacego zadania

optymalizacji: wyznaczy taka warte¢ oszacowaniady =%, (XN,WN), dla ktorej
ryzyko warunkowe, wyznaczone na podstawie macipmyiaréwVVN przy zadanej

serii identyfikupcej Xy, przyjmuje warté¢ minimalm wzgledem @ ze zbioru do-
puszczalneg@®, t;.

By =W (X Wy, ) = 16y Wi X, )= r;ggr(ew Xy), (3.181)

gdzie ryzyko warunkowe ma poéta

(6. X, E[L(ge ] HH)f(H‘VVN;XN)dH, (3.182)

9
a funkcja gstasci rozktadu prawdopodohistwa a posteriorif (H‘VT/N ; XN) wyraza sk

wzorem

)T £ (02 ) (Pt (6,0 600) 3¢ |35 v

f'(H‘VVN?XN)z N

(3.183)
(. )5 (F 50, 6.)] 9 35 vt

Biorac pod uwag post& (3.160) charakterystyki statycznej systemuzatce-
go, 0szacowanie wektora parametrow gastych 0=r (6?) uzyskamy po rozvir
zaniu nasfpujacego zadania optymalizacji: wyznadziaka warte¢ oszacowania
§N =¢N (XN ,VVN), dla ktérej ryzyko warunkowe, wyznaczone na posganacierzy
pomiaréwVT/N przy zadanej serii identyfikage] Xy, przyjmuje warté¢ minimalrng
wzgledem @ ze zbioru dopuszczalne@, tj.

By =Py (X Wy ) F(EN,V\?N X j rgr?jlgr(a Wy Xy ), (3.184)

gdzie ryzyko warunkowe ma poéta
F(e.Wy: X, [LL 8)| W x] ( Xy )dd,  (3.185)

a funkcja gstdsci rozktadu prawdopodohistwa a posteriorif’(gr\/T/N ; XN) wyraza Sk
wzorem
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F'(é Ny xN)z n=l . (3.186)
j s (ﬁ{l(v,vT/n))fw(ﬁajl(xn,§,v))‘JEHJﬁ‘dvd§
\

w ktorym jakobiany przeksztatteodwrotnych wyraaja si¢ zaleznosciami (3.170)
oraz (3.176).

Funkcja @gstacsci rozktadu prawdopodohistwa a priori zmiennej Iosoweﬁ
f5 (5) jest okrdlona przez funke /~ oraz funkcg gestasci rozktadu prawdopodo-

bienstwa a priori zmiennej losowe§ fg(é?) i dana jest, w zammaosci od funkcji 7,
wzorem (3.100) lub (3.105).

Zauwamy, ze istotry role w uzyskaniu separowaléc probabilistycznej ma po-
stat funkcji /. Mozna przeprowadzidyskusg zagadnienia separowalitd analogicz-
nie do przedstawionej w punkcie 3.2.1 (twierdze®i8). Podobnie jak w punkcie
3.2.1, mana zastosowadwukrokowe poddrie do zadania estymacji parametrow,
uwzgkdniajac wzajemmn jednoznaczn& przeksztatceniad™ w przypadku systemu
probabilistycznie separowalnego. Uzupeinienie zadainformacy aprioryczn
w postaci dodatkowych relacir pomidzy parametrami charakterystyk statycz-
nych elementéw systemu zfmnego (3.125) lub funkgjgestasci rozktadu prawdo-
podobigstwa a priori zmiennej losowe§ fg(e) pozwala na uzyskanie separowal-
nosci.



4. Wybor optymalnego modelu systemu zlozonego

Przedstawimy teraz zadanie wyboru optymalnego modelu dla systemu zlozonego.
Rozwazymy wejSciowo-wyjsciowy system zlozony, w ktorym jest wyrdznionych
M elementow O,, O,, ..., O0,,. Zakladamy, zZe struktura systemu jest znana, tzn. znane
sa powiazania pomigdzy poszczegdlnymi elementami (1.19). Opisy poszczegdlnych
elementéw (1.13) nie sa znane. Dla m-tego elementu o wektorach wej$¢ Blad! Nie
zdefiniowano zaktadki.u,, oraz wyjs¢ y,, przyjmujemy model

J_/m=cpm(um’0m)’ (41)

w ktorym: y, jest wektorem wyj$¢ modelu, @, — znana, zadang funkcja, a 6, — nie-
znanym wektorem parametrow modelu m-tego elementu.

Wektory wejs¢, wyj$¢ obiektu oraz modelu, a takze wektor parametrow modelu
m-tego elementu sa wektorami z odpowiednich przestrzeni, tj.

1) (1) =(1) oW

ul

2) (2) =(2) (2)
P L R I R P A 4.2)
u’(nsm ) y’(an ) _’(an ) H’SlRm )

S = L R
l/lmGUng ", ymsymEYng ", QmEQmQR ",

gdzie: S, L,, oraz R,, sa — odpowiednio — wymiarami przestrzeni wej$¢, wyjs¢ obiektu
i modelu oraz parametrow, m =1, 2, ..., M.
Przyjmujemy oznaczenia

=2 at|
R e A i I e N 2 R I el PR O
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gdzie: wektor wszystkich wejsc u jest elementem przestrzeni
U =U,xU, x---xU,, cR ¥, S:fsm, (4.4)
m=1
a wektory wszystkich wyjs¢ obiektu y i modelu y sg elementami przestrzeni
Y :lesz---xYMgRL,L:f:Lm. (4.5)
m=1

Struktura systemu jest dana rownaniem
u=Ay+Bx, (4.6)

w ktorym: x jest S -wymiarowym wektorem wej$é¢ zewnetrznych xeX , X <R 5.
Macierz 4 jest S X L-wymiarowa macierza zero-jedynkowa postaci (1.20). Macierz ta
definiuje powiazania pomigdzy elementami systemu, natomiast zero-jedynkowa
SxS -wymiarowa macierz B wskazuje wejscia zewngtrzne (1.21).

W dalszych rozwazaniach zakladamy, ze ze wzgledu na przewidywane wykorzy-
stanie modelu wyrozniono pewne wyjscia v, wskazane przez macierz zero-jedynkowa
C (1.24), o wymiarze LxL (Z jest liczba wyrdznionych wyjs¢ sposrod wszystkich
L wyjsé), tj.

v=Cy, (4.7)
gdzie wyr6znione wyjscia

df -
veV ={v:‘v’er ,v=Cy}gRL. (4.8)

Struktura systemu dana réwnaniem (4.6) oraz wyrdznione réwnaniem (4.7) wyjscia
okreslaja nowy obiekt jako calos¢, z wektorem wejs¢é zewngetrznych x oraz wyrdznio-
nych wyjs¢ v. Dla tak okre$lonego obiektu identyfikacji mozemy wyznaczy¢ model
oparty na modelach poszczegdlnych elementéw (4.1) oraz strukturze systemu danej
réwnaniami (4.6) 1 (4.7), czyli struktura modelu jest okreslona zaleznos$ciami:

u= Ay + Bx, (4.9)
v=Cy, (4.10)
gdzie wyrdznione wyjscia modelu
o - I
veV ={r:VyeY ,v=CyjcR"*. (4.11)
Przyjmujemy oznaczenie
i) D (uy,6,)

Vo | | Py(uy,0)) d:f—

<l
I
|
S
=
=
D
N

(4.12)

Yu Dy (uy,0y)
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gdzie @ jest wektorem parametrow, ktorego sktadowymi sa wektory parametréw mo-
deli poszczegdlnych elementow, tj.

oW 6,
() | 4¢ 2]

0= 9: =l 2 (4.13)
o) 0,

M
0cO=0,x0,x-x0, cR* R=)"R

m=l

(4.14)

me

Po podstawieniu w miejsce u w rownaniu (4.12) zaleznosci (4.9) otrzymujemy
y=@(4y + Bx,0). (4.15)
Rozwiktanie rownania (4.15) wzgledem y daje

y=0,(x,0;4,B), (4.16)

gdzie d_i} jest wynikiem rozwiklania,
a po podstawieniu (4.16) do (4.10) mamy

df

v=C®, (x,0;4,B) = D(x,0). (4.17)

Zaleznos$¢ (4.17) jest modelem systemu ztozonego jako catosci, z wejSciami ze-
wngetrznymi x i mierzonymi wyjsciami v.

W obecnej sytuacji mozliwe sa dwa roézne sformutowania zadania wyboru opty-
malnego modelu. Pierwsze polega na tym, ze wyznaczamy modele optymalne postaci
(4.1) dla poszczegolnych elementow, niezaleznie od struktury systemu. Nastgpnie,
uwzgledniajac potaczenia pomigdzy elementami, wyznaczamy model systemu zlozo-
nego. Taki model nazwiemy lokalnie optymalnym. Drugie podejécie polega na wy-
znaczeniu optymalnego modelu z uwzglednieniem jego struktury i opisu systemu zlo-
zonego jako catosci postaci (4.17). Ten model nazwiemy globalnie optymalnym.

4.1. Lokalnie optymalny model systemu zlozonego

Zatozymy, ze kazdy z elementow systemu zlozonego jest obserwowany niezalez-
nie. W przypadku m-tego elementu, w wyniku eksperymentu, dla zadanej serii identy-
fikujacej o dlugosci »,,, dokonano niezaktéconego pomiaru wartosci sktadowych wek-
tora wyjs¢. Wyniki zebrano w macierzach:

df

Umng[“ Upy “mN,,,]a YmNm:[yml Ymo ymNm]' (4.18)

ml
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Dla m-tego elementu proponujemy model (4.1). Tak jak w punkcie 2.3.2, jako
miar¢ poréwnania macierzy pomiarow wartosci sktadowych wektora wyjs¢ obiektu

Yy, » dla zadanej serii identyfikujacej U, z macierza wartosci sktadowych wek-

tora wyjs$¢ modelu anvm (Hm) wyznaczonych dla U,y , wprowadzimy

df

QmN,,Z (Hm) = HY mN,, YmNm (em )

, (4.19)

mN

U,

gdzie
7o 0,)2 [0, 000.0,) @plnsr8,) @l 6,).  (@20)

Jest to lokalne kryterium jakosci przyblizenia, zwane lokalnym kryterium jakosci
identyfikacji. Przyktadowe funkcje QO , (Hm) maja postac, odpowiednio:

N’n N’n
QN,,,m (em ) = z m (ymn ’ ymn ) = z m ( mn> Qm (umn > em )) (42 1)
n=1 n=l1

lub
QmNm (em ) = max { m (ymn 7ymn ) } = max {qm( mn> ¢m (umn > em )) } . (422)

1<n<N,, 1<n<N,,

gdzie g, jest funkcja, ktérej wartos¢ ocenia rdznice pomig¢dzy zmierzona wartoscia
sktadowych wektora wyj$¢ m-tego elementu y,, a warto$cia skladowych wektora
wyj$¢ modelu m-tego elementu y, , wyznaczona dla wektora wejs¢ u,,, czyli

.)_/mn = Q)(umn’gm )
Funkcja O,y (Qm) stanowi kryterium wyboru optymalnego modelu dla m-tego ele-

mentu, a konkretnie kryterium wyboru wektora optymalnych warto$ci jego parametrow.

n ()

_> 3
N d)l(u“él) > Qu (6.1)_> ->¢3(u3:93) » O3y (93)—>
7 W Y +
o ! ! N HO
1 O, » 0 3 .
L o T—2 .
2
y u3 »
ud) )
u® >
z 9
g R >
Ya
S0 3 \
Ly EN
L—p| $2(u2392) - )= QZN (92)—>
2
Y2

Rys. 4.1. Lokalnie optymalne modele systemu ztozonego
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Problem wyznaczenia optymalnego modelu sprowadza si¢ do rozwiazania nastgpu-
jacego zadania optymalizacji: wyznaczy¢ taka wartos¢ wektora parametrow H:;Nm , dla

ktorej miara jako$ci przyblizenia O, (Hm) przyjmuje wartos¢ minimalna ze wzgledu

na @, ze zbioru dopuszczalnego &, czyli

*

HmNm = 5IImN,,, (UmNm .Y, MmN, ) : QmNm (9:1Nm ): min mN (em ) > (4.23)

0,,€0,,

gdzie: 9;Nm Jest optymalnym wektorem parametrow m-tego modelu, ¥, — algoryt-

mem identyfikacji, a funkcja (4.1) z wektorem parametrow 6, N, U

ym = ¢m (um > er:Nm )’ (424)
jest nazywana lokalnie optymalnym modelem m-tego elementu z danej klasy modeli.
Zadanie identyfikacji powtarzamy kolejno dla poszczegdlnych elementow, tzn.
m=1,2,...,M.
Teraz, korzystajac z rownan (4.9) 1 (4.10), uzyskamy model systemu ztozonego
danego zaleznoscia (4.17). Wektor wszystkich optymalnych wektorow parametréw
modeli lokalnych oznaczymy przez

911\'1
Ldf| o)
O,=| " |, (4.25)
O,
M
gdzie N = ZNm.
m=1
Model (4.17) z parametrami (4.25), tj.
_ . df B
v=C®, (x,0,;4,8)=(x,0}), (4.26)

nazywamy lokalnie optymalnym modelem systemu ztozonego z danej klasy modeli.

4.2. Globalnie optymalny model systemu zlozonego

Inne spojrzenie na model wejsciowo-wyjsciowy systemu ztozonego, czyli poréwna-
nie tylko wyréznionych, wskazanych przez projektanta modelu, wyj$¢ systemu ztozone-
g0 z wyj$ciami modelu systemu zlozonego, danego zaleznoscia (4.17), prowadzi do
okreslenia modelu globalnie optymalnego (rys. 4.2). Teraz zalozymy, ze dla zadanej
serii wej$¢ zewnetrznych x o dlugosci N dokonano pomiaru wartosci wyroznionych
wyj$¢ systemu zlozonego v. Pomiary zebrano w nastepujacych macierzach:
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XN:[xl Xy e xN]’ VN:[VI Vy o VN]v (4.27)

gdzie: Xy jest seria identyfikujaca, a Vy jest wynikiem eksperymentu.
Tak jak w punkcie 2.3.2, jako miar¢ poréwnania macierzy pomiaréw wartosci
wskazanych wyj$¢ systemu zlozonego Vy, dla zadanej serii identyfikujacej Xy,

z macierza wartosci wskazanych wyjs¢ modelu systemu zlozonego I7N(0), przyj-

mujemy
0v(0)=|ry -7 0)], (4.28)
N
gdzie
_ ., df
7(0)=[2(x.0) @(x,,0) - @(xy.0)]. (4.29)
0 u) y u) W | L
» O, O, >
NER @) R
(1) (1)
l/l2 y
2 o, : _e) R
(2)
U, yﬁz) \ A 2 /
QN(Q) -
<0 (1) 2 4 4
® yl M3 (1) =(3)
u » Y
> @l(ulagl) @3(“3:93) > v >
w0 50 ‘
ugl) Jygl) _(1)
~ @z(uzagz) i N
uy” W
f:@(xﬁ)

Rys. 4.2. System zlozony z modelem globalnie optymalnym

Funkcja QN (0) (4.28) stanowi globalne kryterium jakosci identyfikacji. Przykta-
dowe funkcje QN (0) maja posta¢:

Zq v,V qu @(x,,0)) (4.30)

n=1

lub

Oy (0)= max{g(v,,v,) }= maxig(v,.@(x,,0)) } . (4.31)

1<n<N 1<n<N
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Teraz wartos¢ funkcji ¢ jest miarg r6znicy pomigdzy, zaobserwowanymi w n-tym
pomiarze, wyréznionymi wyjsciami systemu zlozonego v, a wyréznionymi wyjsciami
modelu v, danego zalezno$cia (4.17) dla zadanego wejscia x,, czyli v, =cD(xn,6’).
Globalnie optymalny wektor parametrow modelu systemu ztozonego otrzymujemy
w wyniku minimalizacji kryterium (4.28) wzglgdem 6, tj.

~ ~

0 =SI/N(XN:VN) : QN(@;):I?EQQN(G)’ (4.32)

gdzie: §N* jest optymalnym wektorem parametrow systemu ztozonego, ¥, — algo-

rytmem identyfikacji, a model (4.17) z parametrami 5; , czyli

df

§=C®, (x.0;:4,8)=0(x.0; ), (4.33)

jest modelem globalnie optymalnym systemu ztoZzonego z danej klasy modeli.

4.3. Model globalnie optymalny
z uwzglednieniem jakosci modelu lokalnego

W poprzednich podrozdziatach przedstawiono dwa rézne modele systemu ztozone-
g0, tj. modele optymalne lokalnie i globalnie. Pojawia si¢ pytanie: Ktéry z proponowa-
nych modeli jest lepszy? Odpowiedz: zalezy to od projektanta modelu, a konkretnie — od
celu, jaki projektant zamierza osiagna¢, budujac model systemu ztozonego. Do wyzna-
czania lokalnych decyzji celowe jest budowanie modeli lokalnie optymalnych. W innym
przypadku podstawa do projektowania zarzadzania nadrzednego bedzie model globalnie
optymalny. W dwupoziomowym systemie zarzadzania istotna jest zar6wno jako$¢ mo-
delu globalnego w zarzadzaniu nadrzednym, jak i jako$¢ modeli lokalnych w podejmo-
waniu decyzji na dolnym poziomie. Takie postawienie problemu prowadzi do wielokry-
terialnej oceny modelu systemu zlozonego. Z jednej strony stosuje si¢ oceng lokalna
(4.19), osobno dla poszczegdlnych elementow systemu, a z drugiej strony kryterium
(4.28), ktére ocenia model systemu ztozonego jako catlo$¢. Korzystajac z podejscia wie-
lokryterialnego [85], mozemy zaproponowac nowe sformulowania zadania wyznaczania
optymalnych modeli systeméw ztozonych.

Jedno z mozliwych sformutowan polega na wyznaczeniu globalnie optymalnych
parametrow modelu, dla ktorych syntetyczny wskaznik jako$ci identyfikacji przyjmuje
warto$¢ minimalna. Syntetyczny wskaznik jakosci identyfikacji jest definiowany jako
funkcja poszczegdlnych wskaznikow, czyli

Oy O)=H (QN (0), Oy (6), Qoy(6,), -, Quy (O )), (4.34)

gdzie H jest funkcja M + 1 zmiennych, wypukla ze wzgledu na kazda ze sktadowych.
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Najprostszym przyktadem funkcji H jest funkcja liniowa, wowczas syntetyczny
wskaznik jakos$ci identyfikacji okreslamy zaleznoscia

0,(0)= 1,0, (0)+ 32,0, (0 (435)
m=1
w ktorej «,, @y, ..., a,, jest zbiorem nieujemnych wspotczynnikow wagowych, spet-
niajacych warunek
M
Ya,=1, a,20, m=01, ..., M. (4.36)
m=0
W tym przypadku wspotczynniki wagowe ¢, &y, ..., @,, przedstawiaja udzial glo-

balnego wskaznika oraz poszczeg6lnych, lokalnych wskaznikéw w syntetycznym
wskazniku jako$ci identyfikacji. Optymalny wektor parametréw modelu systemu zlo-
zonego otrzymamy w wyniku minimalizacji syntetycznego wskaznika jakoSci identy-
fikacji (3.34) wzgledem 6, tj.

Oy =, (X,.7y) - 0y(03)=min, (0), (437)

gdzie: @), jest optymalna warto$cia wektora parametrow modelu systemu ztozonego,

¥, jest algorytmem identyfikacji, a model (4.17) z wektorem parametrow 51:;, czyli

5=C®, (x.0,:4,8) = o(x.7;). (4.38)

jest globalnie optymalnym modelem systemu z syntetycznym wskaznikiem jakos$ci
modelu dla zadanej klasy modeli.

Inny spos6b uwzglednienia jakos$ci modeli lokalnych polega na wyznaczeniu glo-
balnie optymalnych parametréw modelu przy zalozeniu, ze modele lokalne sa zadowa-
lajaco doktadne. Znaczy to, ze wektory parametrow poszczegolnych modeli 6, spel-

niaja warunek
0l0.)< B, B> 0mlOin). m=1.2....M, (4.39)

gdzie g, jest ,,miarg zadowolenia” — spodziewana doktadnoscia dla m-tego lokalnego

modelu.
Warto$¢ ta jest wigksza od optymalnej wartosci lokalnego wskaznika jakos$ci

optymalizacji Q,, (19,:,\,). Tak sformulowane zadanie wyznaczenia optymalnego
modelu wymaga modyfikacji zbioru dopuszczalnych wartosci wektora parametrow
modelu €. W zbiorze tym dodatkowo nalezy uwzgledni¢ ograniczenia (4.39), ktore
zapewniaja wymagana doktadno$¢ modeli lokalnych. Zmodyfikowany zbioér dopusz-

czalnych warto$ci parametrow modelu systemu ztozonego ma wigc postaé

0 LlocoOcR ™ 0(0,)< B, Bu>O0mlby). m=12...M}.  (4.40)
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Teraz optymalna warto$¢ wektora parametrow modelu systemu ztozonego z za-
dowalajacymi wartosciami wektorow parametréw modeli lokalnych otrzymamy
w wyniku minimalizacji globalnego wskaznika jakosci identyfikacji (4.28) wzgle-
dem 6, przy ograniczeniach (4.40), czyli

e =Z5(Xy.Vy) : 0,67 )=min 0, (0), (4.41)

OeO*

gdzie: 5;* jest optymalna wartos$cia wektora parametrow systemu ztozonego, 5;; —al-

gorytmem identyfikacji, a model (4.17) z parametrami 5,:;*, czyli
- Nk df Nk
v=Co, (x,HN ;A,B) = @(x, Oy ), (4.42)

jest globalnie optymalnym modelem systemu ztozonego z zadowalajaco dobrymi mo-
delami lokalnymi.

4.4. Algorytm identyfikacji dla systemu zlozonego
o strukturze szeregowej

Bardzo waznym przypadkiem obiektu ztozonego jest system o strukturze szerego-
wej. System ztozony, ktory nie zawiera sprz¢zen zwrotnych (rys. 4.3), mozna sprowa-
dzi¢ do systemu o strukturze szeregowej (rys. 4.4).

‘ o 200
i3 ity P
. : : RN
TR0 ; g
ER S 0 ”,
: : )i : i 553)
: : BENS : s
; O, g —E : >
: 2R

Rys. 4.3. System zlozony

o
ks
| S
J

Przyjmiemy modele elementow O;, O, oraz O; systemu ztozonego z rysunku 4.3,

odpowiednio:
y = {yl(l)} _ {Q(l) “1(1),91
= =
J’1(2) ¢1(2)

”1(1),‘91

} =,(u,,6,), (4.43)
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(1) m(,,m @)
B) Dy Nuy ' uy”, 0,
= = =@, (u,,0,), 4.44
Y L}gz)} {@2(2) ug),ugz),@zﬂ z( 2 2) ( )
V3= [ygl)]z [d)3(1)(“§1),93 )]= d)3(“3,93)> (4.45)
vi =)= [e0.u?.6, )= @, (u..6,). (4.46)
Zdefiniujemy nowe, pomocnicze wejscia i wyj$cia w nastgpujacy sposob:
) 70 iy
ar[ () daf| 2 ar| 3 ar | 77(2)
= |t o v ) B I ) B e L
M= _)p Ya= U | Us=|Us |, Ug=] _(3) |5
U 17(3) 17(3) Uy
2 3 17(4)
4
" (4.47)
_ _ y _
df yl(l) df ygl) df y?Z) af y‘(‘l)
ylz yl(Z) 7?22 .)_/§2) ay3: )_;23) s _4= yé(lZ) .
) w o W

Teraz mozemy zdefiniowa¢ nowe elementy O,, 0,, 0, oraz O,, dla ktorych pro-

ponujemy modele:

y(l)_ @(1) Lj(‘) 0
— 0| 500 ) 5
== 97w ,6, =€Dl(u1,6’1), (4.48)
wiloay
s07 T —(1)
y?z) 0) 5)2 ) = =
Y=y = D9 %72 iy, 0 =d72(u2,02), (4.49)
)—}gs) _@2(2) 52(1)’172(2),02
)—;§l) L_l:,(l)
=(2) me o
S B L N A ) (4.50)
V3 Uy
5] |00
0] [ola0)],
vo=| 7P |= e = @,(i,.6,). (4.51)
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Przy tak zdefiniowanych elementach system ztozony o strukturze przedstawionej
na rysunku 4.3 sprowadza si¢ do systemu o strukturze szeregowej (rys. 4.4).

u, — y u. — y u. — y u, — y
1 1 2 2 3 3 4 4
—L 0 o O, | 0, s 0,

Rys. 4.4. System ztozony o strukturze szeregowe;j

Specyfika systemu o strukturze szeregowej umozliwia zastosowanie metody pro-
gramowania dynamicznego do wyznaczenia algorytmu identyfikacji. Przyjmujemy, ze
system o strukturze szeregowej zawiera M elementow, dla ktorych zaktadamy modele
postaci (4.1).

X u y u v U y V(M)
1= O] 1 2, 02 I ' OM M :
v.m
V(l) l v Vv
QN (9) >
A A A
5(0) =(1)
"l (59,0, v
5(0) 51 - 5(2)
P00 ——lat.0,) :
5(0) (1) 5(2) 1) (1)
Yoo, 7. 0) 1 : > 2,600, AN SRAEN A .4,) Y
v =d(x,0)

Rys. 4.5. System ztozony o strukturze szeregowej z modelem globalnie optymalnym
gdy wyrdzniono wszystkie wyjscia

W najogodlniejszym przypadku jako wyrdznione wyjscia systemu ztozonego wy-
bierzmy wszystkie wyjscia (rys. 4.5). Macierz C w rownaniu (4.7) jest macierza jed-
nostkowa o wymiarze L X L, tj. C=1, , , czyli rOwnanie (4.7) ma postac

v=y. (4.52)

Po uwzglednieniu proponowanych modeli (4.1) dla poszczegélnych elementow
struktury systemu ztozonego oraz réwnania (4.52), model systemu ztozonego (4.17)
przyjmuje postac
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) ?,(x,6,)
V= V@ = @Aﬁm%) , (4.53)
00| o, 50,4,
a po podstawieniu modeli (4.1), m =1, 2, ..., M, do (4.53) otrzymujemy
v @,(x,6,)
V=V@== ¢MQQﬂl%) (4.54)

y(M) Dy (QM—I( (pl(x’el )a Opr1 ):QM)

Zauwazmy, ze elementy wektora v (4.53), odpowiadajace wyjsciom poszczego6l-
nych elementow modelu, mozemy przedstawi¢ w postaci rekurencyjnej, tj.

v(m+l) :@m(‘j("ﬂ,em)’ m =O, 1,...,M, (455)
gdzie

df
v =x. (4.56)

W dalszych rozwazaniach ograniczymy si¢ do zadania wyboru modelu globalnie
optymalnego, przedstawionego w punkcie 4.2.3, przyjmujac globalny wskaznik jako-
$ci identyfikacji (4.28) postaci (4.30), czyli

N N

0y(0)=> q(v,.%,)=2 q(v,.®(x,,0)). (4.57)

n=1 n=1
Przypomnijmy, ze zgodnie z (4.52) wektor wyroznionych wyjs¢ v jest wektorem
wszystkich wyjs¢ poszczegolnych elementow. Zaproponujemy funkcje ¢ w kryterium
(4.57), ktora pozwoli na oceng roéznicy pomigdzy — zaobserwowanymi w n-tym po-
miarze — warto$ciami sktadowych wyjs¢ poszczegdlnych elementéw systemu ztozo-
nego a wartosciami sktadowych wyjs$¢ ich modeli. Niech

M
a0,:7,)= X 4 0, 01 5)

! (4.58)
m(¢m—l(.“¢1(xn’91)“" Hm—l)’ Hm))’

Il
NgE
EA)
<
3
=</—\

3
S

gdzie: warto$¢ funkcji ¢,, jest miara roznicy pomigdzy — zaobserwowanymi w n-tym
pomiarze — wartosciami sktadowych wektora wyj$¢ m-tego elementu systemu ztozonego
v 3 wartogciami sktadowych wektora wyj$¢ modelu m-tego elementu \7,5'”) (4.54)

n

dla zadanej wartosci sktadowych wektora wejs¢ x,, natomiast A,,, m =1, 2, ..., M, jest
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zestawem wspotczynnikow wagowych umozliwiajacych swobodne uwzglgdnienie
modeli poszczegolnych elementow w modelu globalnym.
Zestaw wspotczynnikow spetnia warunek

0<A,<l, m=12,...,M~1, 4, #0. (4.59)

W szczeg6lnym przypadku, gdy 4, =1, m=1,2,..., M, model globalny przyjmuje
strukturg jak na rysunku 4.5, jezeli natomiast 4,, =1 oraz 4, =0, m=1,2,...,. M -1,

model globalny przyjmuje struktur¢ jak na rysunku 4.6, czyli oceniamy wylacznie
wektor wyjs$¢ ostatniego elementu.

u, 24! ) ig) Uy Vi

» O, > O, > e —> OM—l

V(M )

<|
—>

\ 4

" 26.0)

@2(\7(1),92)_’ et T @\/1(‘_}1\4-[)’@\4)

V= @(x,@): D, (@M—l ("'@1 (x’gl )7.“9M—1 )7 0, )

Rys. 4.6. Globalnie optymalny model o strukturze szeregowej
gdy wyrdznione wyjscie jest wyjSciem ostatniego elementu

Po uwzglednieniu rekurencyjnej postaci modelu globalnego (4.55) w funkcji (4.58)
otrzymujemy

g, ,7)= izm g, (W) 7)< iﬂm 0,02, .0,).  (@460)
m=1 m=1

Ostatecznie globalny wskaznik jakosci identyfikacji (4.57) mozemy zapisaé
- N M N M
04(0)=>3"2,0,00"5)=3> 4,4,0". 2,6 0,), @61
n=1 m=1 n=1 m=l
a po zamianie kolejno$ci sumowania otrzymujemy

M N M N
0v0)=3 143 a,005")=32,5 ¢, 0@, 6,). @62
m=1 n=1

n=1 m=1

4.4.1. Globalnie optymalny model systemu o strukturze szeregowej

Globalny wskaznik jakosci postaci (4.62) oraz rekurencyjny model (4.55) umozli-
wiaja zastosowanie metody programowania dynamicznego do rozwiazania zadania
(4.32) [126, 127]. Po wyodrebnieniu wektorow parametrow modeli poszczegdlnych
elementéw zadanie (4.32) sprowadza si¢ do wyznaczenia takiego zestawu wektorow
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parametréw modeli elementéw 51;,, gz*N’ e 51\;]\,, ktoéry minimalizuje wskaznik (4.62),
czyli

glj\f’ Or»---s0 Z’i qu( nm > m( nWI)agr:n))

el (4.63)

= min i A ﬁ: G (V,(qm), D, (Vrgmil)’ 0, ))

0,0,y ,...0),€0xOrx..xO) Ty =1

Zastosowanie metody programowania dynamicznego daje nastgpujacy algorytm
identyfikacji przy globalnym wskazniku jakos$ci (4.62) dla struktury szeregowe;j:

Krok 1. Oznaczamy ostatni M-ty sktadnik sumy w kryterium (4.62) przez
Ou (01)= 2y ZqM( @, 5,0, ) (4.64)

Okreslamy optymalny wektor parametréw 5;;,\,, ktéry minimalizuje wskaznik

(4.64). Zadanie sprowadza si¢ do wyznaczenia takiego algorytmu identyfikacji ‘}N’MN

5;1]\, = 5;MN (Vj\(/M), 7§M71))9 (4.65)
ktory minimalizuje wskaznik (4.64) wzgledem 6, czyli
O =P VT ) 2 0,01 )= min 01 01,). (4.66)

gdzie ngM ) jest macierza pomiaréw wartosci sktadowych wektora wyjs¢ M-tego ele-
mentu, tj.

p 0 = [y o) 0], (4.67)

natomiast 17,\§M ) jest macierza warto$ci sktadowych wektora wejs¢ modelu M-tego
elementu, ktora jest rowniez macierza wartosci sktadowych wektora wyj$s¢ modelu
M — 1. elementu, czyli

17151\471): [‘71(11/171) ng—l)”.‘—}](VM—l)jI. (4.68)

W algorytmie (4.65) wystepuje macierz (4.68), ktdra nie jest znana i zalezy od ma-
cierzy wartosci sktadowych wektora wyjs¢ poprzedniego M—1. elementu.
Po podstawieniu do (4.64) algorytmu wyznaczania optymalnego wektora parame-

r N . . . .
trow 6,,, modelu M-tego elementu, uzyskanego w wyniku rozwiazania zadania

(4.66), otrzymujemy optymalna postac kryterium, zalezna od macierzy I7A§M ) (4.68)

Oun B )= Br (P (700, 70 D) 2 5 (7000, 7070, (4.69)
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Po uwzglednieniu zaleznos$ci (4.55) w macierzy (4.68) mamy

7o <o, GM 0, ) @, G20, ) - 0,600, )]

df (4.70)
_¢M 1(V(M 2 9M—1 )a
a po podstawieniu (4.70) do (4.69) otrzymujemy
Oy V4. 710)= Gy 701, @, (742,04, (471)

Krok 2. Oznaczamy sume przedostatniego M — 1. sktadnika w kryterium (4.62)
i QLN — optymalnej postaci (4.71) sktadowej kryterium, wyznaczonej w kroku 1., przez
d

Opran (O 1) =2s IZQM 1( o Pur- 1( - Ou- 1)) (4.72)
n=1 ’

+ QIT/[N (V/\(/M)a Py (7/\51\472) Oy ))
Okreslamy optymalny wektor parametrow 5;;_1 ~» ktory minimalizuje wskaznik
(4.72). Zadanie sprowadza si¢ do wyznaczenia takiego algorytmu identyfikacji ¥7M_1 I
5]:1—1N = ¥~/M—1N (VlsfM)’VI\(/M_l)’V]\gM_Z))a 4.73)
ktory minimalizuje wskaznik (4.72) wzgledem 6, , czyli

Orr-in =P (V(M)astMil)sVAgMiz)) : QM—IN (HM—IN)
= min QM IN(HM—I)’

O 1601

(4.74)

gdzie V,\(,M ) jest macierza pomiaréw wartosci sktadowych wektora wyjs¢ M — 1. ele-
mentu, tj.

p D [y o o] (4.75)

natomiast VI\EM -2) jest macierza wartosci sktadowych wektora wejs¢ modelu M — 1.

elementu, ktdra jest jednoczes$nie macierza wartosci sktadowych wektora wyj$¢ mode-
lu M — 2. elementu, czyli

M=) < 5 M2) G-2) v}VM*Z)]. (4.76)

W algorytmie (4.73) wystepuje macierz (4.76), ktéra nie jest znana i zalezy od ma-
cierzy wartosci sktadowych wektora wyjs¢ poprzedniego M — 2. elementu.
Po podstawieniu do (4.72) algorytmu wyznaczania optymalnego wektora parame-

r N . . . .
trow 6,,_,y modelu M — 1. elementu, uzyskanego w wyniku rozwiazania zadania

(4.74), otrzymujemy optymalna postaé kryterium, zalezna od macierzy ¥, (4.76)



170 Rozdziat 4

QM lN( M IN) QM IN( M IN(V]\(/M)’VJS/Mil)’VYJ\sMiz)))

~ _ (4.77)
N ARG AL
Po uwzglednieniu zaleznosci (4.55) w macierzy (4.76) mamy
V (M-2) [¢ (VlM B QM 2) cprz(vz(M%)a‘ngz) ¢M72(‘71(\/M73)90M72):|
df (4.78)

= 5M—2 (VAEM_D Oy )a
a po podstawieniu (4.78) do (4.77) otrzymujemy

Oryoan WAV 70 2)= B3 W V0.8, (70, 0). @79)

Krok m. Oznaczamy sum¢ M — m + 1. sktadnika w kryterium (4.62) i é;_m ON —
optymalnej postaci sktadowej kryterium wyznaczonej w m — 1. kroku — przez

N
At mat Z::, Gt 0Dy G0, 00 ) (4.80)

+ Q}Tx[—m+2N(V]£7M)5 cees V]SIM_n1+2):QN>M—m+1 (VI\EM_m)a Orv_mn ))

df

éM—erlN (GM—erl ):

Okre$lamy optymalny wektor parametréw gﬂlmﬂ ~» ktory minimalizuje wskaznik

(4.80). Zadanie sprowadza si¢ do wyznaczenia takiego algorytmu identyfikacji 5’7M7m+1 N

%

9M—m+1N = ﬁM—mHN (VISIM)a sy V]\(/M_m+l): VAEM—M)) s (48 1)
ktory minimalizuje wskaznik (4.80) wzgledem 6/ 41, czyli

gﬂz—m+1N = ij—mHN (V]\(/M)7 ceey V]S[M—WIH)’ I7]\(71‘/[_m)) : QM—m+lN (QAZ—WH-IN)

= min Oy -miin (QM—mH ),
gM —m+1 e@Mﬂn+l

(4.82)

gdzie V(M ~m+l) jest macierza pomiaréw warto$ci sktadowych wektora wyjs¢ M —m + 1.
elementu, tj.

y(-m) [VI(M—mH) yQm) v%/[—m-%—l)], (4.83)

natomiast VJ\EM ) jest macierza wartosci sktadowych wektora wejs¢ modelu M —m + 1.

elementu, ktdra jest jednoczesnie macierza wartosci sktadowych wektora wyj$¢ modelu

M — m-tego elementu, czyli

I71§M_m)‘i -

plam) L gam|. (4.84)
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W algorytmie (4.81) wystepuje macierz (4.84), ktéra nie jest znana i zalezy od ma-
cierzy wartosci sktadowych wektora wyj$¢ poprzedniego M — m-tego elementu.
Po podstawieniu do (4.80) algorytmu wyznaczania optymalnego wektora parame-

trow 6, .,y modelu M—m + 1. elementu, uzyskanego w wyniku rozwiazania zada-
nia (4.82), otrzymujemy optymalna posta¢ kryterium

*

éM—mHN (gM—erlN ): QM—erlN (ﬁM—mHN (Vl\(/M)’ teo V]\(/M7m+1)’ I7]\£M7”1)))
df . (4.85)
S N e )

Po uwzglednieniu zaleznosci (4.55) w macierzy (4.84) mamy
VJ\EM_W) = [¢M—m (‘71(M_m_l): gM—m ) ¢M—m (Vz(M_m_l)v gM—m ) e Q)M—m (‘71(\7M_m_1)’ ‘9M—m )]

df
=&, 7.6, (4.86)
a po podstawieniu (4.86) do (4.85) otrzymujemy
Q;/I—WHIN (V]S/'M), ey V]\([M—m-f—l), VI\SM—W[))

~ ) & (4.87)
:QM—erlN(V]ng)""’V]\(/M l)a‘pM—m(Vz\gM 1)’0M—m)j'

Krok M - 1. Oznaczamy sumg 2. sktadnika w kryterium (4.62) i Q; y — optymal-
nej postaci sktadowej kryterium wyznaczonej w M — 2. kroku — przez

0,40)2 83 e.(0. 0, . (0.6,)
n=1

B 8 700,).

(4.88)

Okre$lamy optymalny wektor parametrow 52*1\,, ktéry minimalizuje wskaznik

(4.88). Zadanie sprowadza si¢ do wyznaczenia takiego algorytmu identyfikacji S;z v

~y

by = 0, v O 7). (4.89)
ktory minimalizuje wskaznik (4.88) wzgledem 6, czyli

*

521\/ = SzzN(VJSIM)a cees Vz\(/z):VJ\gl)) : QZN(g;N): glei@nz szv(‘gz ) > (4.90)

gdzie: VZS,Z) jest macierza pomiaréw wartosci sktadowych wektora wyjsc 2. elementu, tj.
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r= [0, (4.91)

natomiast 17161) jest macierza wartosci sktadowych wektora wejs¢ modelu 2. elementu,

ktora jest jednoczesnie macierza wartosci sktadowych wektora wyjs¢ modelu 1. ele-
mentu, czyli

FO=[F0 50 50] (4.92)

W algorytmie (4.89) wystgpuje macierz (4.92), ktora nie jest znana i zalezy od ma-
cierzy wartosci sktadowych wektora wyj$¢ poprzedniego — pierwszego elementu.
Po podstawieniu do (4.88) algorytmu wyznaczania optymalnego wektora parame-

trow modelu 2. elementu 6,,, uzyskanego w wyniku rozwiazania zadania (4.90),
otrzymujemy optymalna posta¢ kryterium
o e\~ [~ o A, _
QzN(‘gzN)z QzN (5”21\7 (VJ\(/M)""7 V1572)9V]\$1))) = QM—m+lN (V]\(/M)""7 VISTZ)’V]\EI))' (4.93)

Po uwzglednieniu zaleznos$ci (4.55) w macierzy (4.92) mamy
_ df
7 =lo, ,69.0) @, ,6.0) - o, ,69.6)]=87.6) @
a po podstawieniu (4.94) do (4.93) otrzymujemy
O v@ 7)) = g5, (P, v, &, (7). 6,). (4.95)

Krok M. Oznaczamy sumg 1. sktadnika w kryterium (4.62) i Q; y — optymalnej
postaci sktadowej kryterium wyznaczonej w M — 1. kroku — przez

0 (0) 13 000,50+ 05, (... V. 870.6)). @96
n=1

Okreslamy optymalny wektor parametrow 91;,, ktory minimalizuje wskaznik

(4.96). Zadanie sprowadza si¢ do wyznaczenia takiego algorytmu identyfikacji ‘iN’l N
Oy =Z 0, v ), (4.97)
ktory minimalizuje wskaznik (4.96) wzgledem 6, czyli
v =P Y ): 0(85 )= min D, (6). (4.98)

gdzie V](vl) jest macierza pomiaréw wartosci sktadowych wektora wyjs¢ 1. elementu, tj.

yO=[0 0. 0], (4.99)
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natomiast 17]\50), zgodnie z (4.56), jest macierza warto$ci sktadowych wektora wejs¢
zewngtrznych, czyli

o df
70 - [vl(()) 5 0)... V](VO)]= [, x, -+ xy ]= Xy (4.100)

Dopiero teraz wszystkie wystepujace w algorytmie (4.97) macierze, z uwzglednie-
niem (4.100), sa znane jako macierze pomiarow. Mozliwe jest wyznaczenie wartosci
sktadowych wektora parametréw modelu 1. elementu.

~ %

Optymalne warto$ci sktadowych wektorow parametrow 5,‘*4]\,, Orins-ees 52*1\,, wy-

znaczone w krokach 1., 2., ..., M — 1., oprocz wynikdw pomiardéw wyjsé¢
y ey (4.101)
zaleza od macierzy warto$ci sktadowych wektoréow wyjs¢ modeli
AR AL 08 (4.102)

Dopiero wektor gljv zalezy od macierzy pomiarow warto$ci sktadowych wektora
wej$¢ zewngtrznych Xy oraz macierzy pomiarow wartosci sktadowych wszystkich wek-
torow wyjsé V](vl), VZS,Z), - VZS,M).

Powracajac do algorytméw identyfikacji okreslonych w kolejnych krokach, mozemy
wyznaczy¢ optymalne warto$ci parametrow poszczegélnych elementow systemu. I tak:

Krok M + 1. Po uwzglednieniu w (4.97) macierzy pomiaréw wejs¢ zewngtrznych
(4.100) otrzymujemy algorytm
B =7 0,70, X)), (4.103)
ktory na podstawie macierzy pomiaréw wartosci sktadowych wektora wejs¢ ze-
wngtrznych, tj. serii identyfikujacej Xy, oraz macierzy pomiarow wartosci sktadowych
wszystkich wektorow wyjs¢ V,\(,l), V,S,z), cee V,(VM ) umozliwia wyznaczenie wartosci opty-

malnego wektora parametréw modelu 1. elementu 671;, .

Krok M + 2. Teraz, po podstawieniu do (4.94) w miejsce 6, optymalnych warto-

sci 519;\,, okreslonych przez (4.103), otrzymujemy macierz wartosci sktadowych wek-
tora wyjs¢ modelu 1. elementu systemu z optymalnym wektorem parametréw dla za-
danej serii identyfikujacej Xy, tj.
o df —_ )~ -
V=8, (X80 )=, (x g . Z (70, v x ). (4.104)
Po podstawieniu w zaleznos$ci (4.89) w migjsce 17131) macierzy wartosci sktado-
wych wektora wyj$¢ modelu optymalnego, okreslonego przez (4.104), otrzymujemy

Gry =P M, .., v 730) (4.105)
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Krok M + m. W kroku M +m—1. wyznaczyliSmy macierz wartosci sktadowych
wektora wyjs¢ 17];(’”_2) modelu m — 2. elementu systemu z optymalnym wektorem
parametrow dla zadanej serii identyfikujacej Xy, ktora jest jednoczesnie macierza war-
tosci sktadowych wektora wejs¢ do m — 1. elementu modelu. Umozliwia to wyznacze-
nie macierzy wartosci sktadowych wektora wyjs¢ modelu m — 1. elementu I7;(’”_1)

z optymalnym wektorem parametrow 5,:71 N> b
5 ¥ df >~ 5k =~
VN(m_l) =0, (VN(m—z)’ ‘9m—1N)

=%

(4.106)
- (5'"*1 (VN(m—z)’ sIN/mle (V]\(/M), cens V]S[m_l),V]J(m_Z))).

=%

Wartos$¢ optymalnego wektora parametrow modelu m-tego elementu 6,, wyzna-
czamy wedtug zaleznosci

~x

00 =2 00,y 7)) 4.107)

m

Krok 2M. W kroku 2M — 1. wyznaczyliSmy macierz wartosci sktadowych wektora
wyjsc V;(M =
dla zadanej serii identyfikujacej Xy, ktora jest jednocze$nie macierza wartosci sktado-
wych wektora wejs¢ do M — 1. elementu modelu. Umozliwia to wyznaczenie macierzy

wartosci sktadowych wektora wyj$¢ modelu M — 1. elementu 17;(M )

) modelu M — 2. elementu systemu z optymalnym wektorem parametrow

z optymalnym

wektorem parametrow 5;,_1 N U

—ary_ 4~ —x(M_2) F*
L, () g ) 4.108)

= 5/\/{—1 (V;(M—Z)’ S;M—IN(VI\(]M)’ L VA(/M—l), VN(M_z)))-

Ostatecznie, po podstawieniu do algorytmu (4.65) macierzy VJ(M _1), okreslonej
przez (4.108), otrzymujemy

Ed

Orpy = Py (P00, 75010 (4.109)

warto$¢ optymalnego wektora 5;,]\, parametrow modelu M-tego elementu.

Przyklad 4.1. Rozwazymy wejSciowo-wyjsciowy system ztozony o strukturze sze-
regowej, w ktérym wyrdzniono trzy jednowymiarowe elementy (M =3, S,,= L, =1,
m =1, 2, 3). Dla poszczegdlnych elementéw o wejsciu u,, i wyjSciu y,, przyjmujemy
modele liniowe, czyli model (4.1) ma postaé

Vo=@, w,,0,)=0,u,, m=1,23, (4.110)
gdzie: y, jest wyjsciem, a €, —nieznanym parametrem modelu.

Wejsciem zewnetrznym x systemu zlozonego jest wejscie pierwszego elementu,
a wyrdznionymi wyjsciami wszystkie wyjscia (rys. 4.5 dla M = 3), czyli

x=u, v =y v =y v =y 4.111)
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W rozpatrywanym przyktadzie model systemu ztozonego (4.53) przyjmuje postac

() @(xe) 0,x
7= =@ (V 9) = Hv() , (4.112)
O o, 0,) 931/()

a w rekurencyjnej postaci (4.55) zapisujemy
v =@, ",0,)=0,v", m=0,1,2, (4.113)
gdzie
df
v =x. (4.114)

Przyjmujemy kwadratowy wskaznik jakosci identyfikacji, czyli funkcja ¢, w kry-
terium (4.62) ma postac

4, "5 )= () -5 (4.115)

Przyjmiemy ponadto wartosci wspotczynnikow A, =1, m=1,2,3, co znaczy, ze
w globalnym wskazniku jakos$ci z taka sama waga uwzgledniamy wszystkie wyr6z-
nione wyj$cia systemu ztozonego. Ostatecznie, po uwzglednieniu (4.113), (4.114) oraz
(4.115), globalny wskaznik jakosci identyfikacji (4.62) mozemy zapisac

2

3 N 3N
0)=3>q,0".@,5,0,) =33 (" -0,57) . @116)
m=1 n=1 m=1 n=l1

Zadanie identyfikacji sprowadza si¢ do wyznaczenia optymalnych wartosci para-

metrow modeli elementow 01 N> 02 N> 03 v» dla ktorych wskaznik (4.116) przyjmuje
warto$¢ minimalna, czyli
3N 3N
lN’ 2N’ z ( m rgm B ) = min ZZ(VI(;” mn nm - )2 (4 117)
m=1 n=1 0),6,.0 m=1 n=1
Zastosowanie metody programowania dynamicznego dla rozpatrywanego przykta-
du daje nastepujacy algorytm identyfikac;ji:

Krok 1. Oznaczamy ostatni — 3. sktadnik sumy w kryterium (4.116) przez

D-

N
00y (6,) =3 (-0, 5), 4.118)

n=1

Minimalizacja wyrazenia (4.118) wzgledem 6, daje algorytm identyfikacji 973 N
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AL 7N S ) R — (4.119)
_2))?
;(vn )

gdzie: V,(V3 ) jest macierza pomiaréw wartosci wyjs¢ 3. elementu, tj.

=00, (4.120)

natomiast 17152) jest macierza wartosci wejs¢ modelu 3. elementu, ktora jest rowniez
macierza warto$ci wyj$¢ modelu 2. elementu, czyli

7250 50, (4.121)
Po podstawieniu algorytmu (4.119) w wyrazeniu (4.118) w miejsce 6, otrzymujemy
2
3)=
o2
O, (05 )= 0ol 0. 70 )= 02, (79, 7 ) = >0 ) - 25— v,fz’ L @122)
n=1 2(17(2 )Z

n=1

N

3

Po uwzglednieniu zaleznosci (4.55), tj.

) =o,).6,)=0,7, (4.123)
w macierzy (4.121) mamy
_ df ~ [(—
7=l 50 o5 - o 70|28, 0.0,). (4.124)
a po podstawieniu (4.124) do (4.122), po prostych przeksztalceniach, otrzymujemy
v 2
S S

v @125

n

Q;N(Vzg)rfzéﬂ):Q;N(V1£I3)a52(71\9)a‘92))22 V,(z3) -

=l ZN:(‘ZSI))Z
n=1

Krok 2. Oznaczamy sume¢ przedostatniego — 2. sktadnika w kryterium (4.116) i é: N

— optymalnej wartosci (4.125) sktadowej kryterium, wyznaczonej w kroku 1. — przez
2

df

0,y(6,)= r=—0h (4.126)

n

z( J
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Zwréémy uwagg, ze 2. sktadnik wyrazenia (4.126) nie zalezy od 6,. Minimaliza-

cja (4.126) wzgledem 6, daje algorytm identyfikacji 5’72 N

N
ZV,(f)V,gl)
By =P VO VP TD) = (4.127)
_(1) 2
)

gdzie: V,S,z) jest macierza pomiaréw wartosci wyjs¢ 2. elementu, tj.
v =20 (4.128)

natomiast 17151) jest macierza wartosci wejs¢ modelu 2. elementu, ktora jest jednocze-
$nie macierza wartosci wyjs¢ modelu 1. elementu, czyli

0B UEON ‘71(\/1)]. (4.129)

Algorytm (4.127) nie zalezy od macierzy pomiarow V,\(,3). Jest to uzasadnione,
gdyz 2. sktadnik wyrazenia (4.126) nie zalezy od 6,.
Po podstawieniu algorytmu (4.127) w wyrazeniu (4.126) w miejsce 8, otrzymujemy

ézzv(gz*]v):QzN(Tzw(Vz\(/z’)aVzgz)aVASl))) QZN( 1\(/)’V]\(/ ), (l))

2 2

N N
v > v N PR (4.130)
_ z vr(lz) n;l V,El) i z V£3) _ =l ‘7151)
n=1 z (‘7(1 )2 n=1 z (‘7151))2
n=1 n=1

Po uwzglednieniu zaleZnosm (4 55), 1.

=o,(\",0)=6,7", (4.131)
w macierzy (4.129) mamy
da
_[659 670 ... 679]=8(70.0,). (4.132)

a po podstawieniu (4.132) do (4.130), po prostych przeksztatceniach, otrzymujemy

O VT, )QZN( V.87,

2 2

N
Zvn v, N 2 0 (4.133)



178 Rozdziat 4

Krok 3. Oznaczamy sumg 1. sktadnika w kryterium (4.166) i Q;N — optymalnej
wartosci sktadowej kryterium wyznaczonej w kroku 2. — przez

N
>opey
NS 3 L RTC) P ol Y =R
n=l1 n=l1 Z (‘7750) )2

2

(4.134)

2

Zwro¢my uwagg, ze 2. i 3. sktadnik wyrazenia (4.134) nie zaleza od 6, . Minimali-
zacja (4.134) wzgledem 6, daje algorytm identyfikacji 5’71 N

AN A A7) B E— (4.135)

gdzie: V]\(,’ ) jest macierza pomiaréw warto$ci wyjs¢ 1. elementu, tj.

s MURNORNO] (4.136)

natomiast I7N(°), zgodnie z (4.114), jest macierza wartos$ci wejs¢ zewnetrznych, czyli
_ df
70 =[50 50 50| [x, x, - xy ] = Xy (4.137)

Algorytm (4.135) nie zalezy od macierzy pomiarow V]S3) oraz VS ). Jest to uzasad-
nione, gdyz sktadniki 2. i 3. wyrazenia (4.134) nie zaleza od 6, .

Dopiero teraz wystgpujace w algorytmie (4.135) wszystkie macierze, z uwzgled-
nieniem (4. 137) sa znane jako wyniki pomiarow. Optymalne warto$ci parametrow

193*,\, oraz 192 v» Wyznaczone w krokach 1. i1 2., oprocz macierzy pomiar6w wyjs¢
V,\(,3),V,\(,2), V]\(,1 ), zaleza od macierzy wartosci wyj$¢ modeli VN( ), V,é ), Jedynie wartos¢
optymalnego parametru éjv zalezy od serii identyfikujacej X, oraz macierzy pomia-

row wszystkich wyjs¢ VA(,3) , V]\(]Z), V,\(,1 )
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Powracajac do algorytmow identyfikacji wyznaczonych w kolejnych krokach, mozemy
wyznaczy¢ optymalne wartos$ci parametrow poszczegdlnych elementow systemu. I tak:

Krok 4. Po uwzglednieniu w (4.135) serii identyfikujacej (4.137) otrzymujemy al-
gorytm

by =P VO VD ) x, )= (4.138)

ktory pozwala wyznaczy¢ optymalna wartos¢ 51; — parametru modelu 1. elementu.

Krok 5. Po podstawieniu w macierzy (4.132) w miejsce 6, optymalnej wartosci

51;,, okreslonej przez (4.138), otrzymujemy macierz warto$ci wyjs¢ modelu 1. ele-
mentu systemu ztozonego dla zadanej serii identyfikujacej X, tj.

—x(]

1 e ) R NP e N CAED)

Po podstawieniu w algorytmie (4.127) w miejsce I7A$1) macierzy wartosci wyjsé¢
optymalnego modelu (4.139) otrzymujemy algorytm

N N N
SIS NP x> i,
Gy =P (70,0 750 ) = 2t = 2] =l (4.140)

N N
SEO O YEs) 0,
n=1 n=1 n=l1

a biorac pod uwagg algorytm (4.138), po prostych przeksztalceniach otrzymujemy algorytm

o, = = , (4.141)

umozliwiajacy wyznaczenie optymalnej wartosci parametru modelu 2. elementu sys-
temu ztoZonego.

Krok 6. Podobnie jak w kroku poprzednim, po podstawieniu w macierzy (4.124)
w miejsce €, optymalnej wartosci 52*]\,, okreslonej przez (4.141), otrzymujemy ma-
cierz warto$ci wyjs¢ optymalnego modelu 2. elementu systemu zlozonego, t;.
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* * *(1

—x(r) 4l ~ ~x % — —* o - NE — Nk
VN(Z):¢2(XN392N):[VI @) Vz(z) vN(z)]:[02N Vi o O, Vz() e Oy VN(I)]' (4.142)

Po podstawieniu w algorytmie (4.119) w miejsce 17152) macierzy (4.142) otrzy-

mujemy
Z 3 L 3)p* =*(1) 3 (2
~ = (3) *(2) _;V n ;Vn 2N vn ;vn
by =, (V0,752 = 22 . (4143)
X Y A e;Nzl(v:I)z

a biorac pod uwage (4.139) oraz algorytm (4.141), po prostych przeksztatceniach
otrzymujemy algorytm

Oy =—! = ! =l (4.144)

umozliwiajacy wyznaczenie optymalnej warto$ci parametru 3. elementu systemu zto-
ZONnego.

*

4.4.2. Globalnie optymalny model z uwzglednieniem jako$ci modelu lokalnego
dla systemu o strukturze szeregowej

Analogiczne algorytmy identyfikacji systemu zlozonego o strukturze szeregowej
(rys. 4.7), oparte na metodzie programowania dynamicznego, mozna zaproponowac
dla zadan wyboru globalnie optymalnego modelu z uwzglednieniem jakosci modeli
lokalnych (podrozdziat 4.3).

W przypadku systemu o strukturze szeregowej zaleznosci pomigdzy wejSciami
1 wyj$ciami systemu zlozonego (przy zatozeniu (4.52)) sa nastgpujace:

UN

xzulzv(o), U, =y, =v/, (Mfl).

sU =Yy =V
W wyniku eksperymentu, dla zadanej serii identyfikujacej o dtugosci &, dokonano

niezaktoconego pomiaru wartosci wszystkich wyj$¢ systemu ztozonego. Wyniki ze-
brano w macierzach

V]\(,O)zXNz[x1 X, e xN], ng,m)z[vl(m) vg'”) vg")], m=1,2,...,.M, (4.145)

gdzie: Xy jest seria identyfikujaca o dlugosci N, a V,\(,”’), m=1,2, ..., M, sa macierzami
pomiaréw wartosci sktadowych wektoréw wyjs¢ poszczegoélnych elementow systemu
ztozonego.
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1 1 1

QIN (91 ) QZN (92) QMN (QM)

J | J | J |
B cD1(7”1>91) |‘>@2(”‘2>92) Q%I(MM>%)
X u1= 0 J/1| Uy s O yz| L. Uy O Yu
1 2

A

\4

M

YV v
QN(Q) I
A A A

—=(0) (1)

"l .50, v

=(0) (1) 5(2)

LA YY) LN YTy -

=(0) = =(2) F-1) )

Y 0: @1(\7(0),91) v > @2(\7(1)’52) v, i ces 2 " %(‘7(%1)’@\4) v

v =a(x,6)

Rys. 4.7. Globalnie optymalny model systemu ztozonego o strukturze szeregowej
z uwzglednieniem jakos$ci modelu lokalnego

Teraz lokalny wskaznik jakos$ci identyfikacji (4.19) dla m-tego elementu (m =1, 2,
..., M) ma postac

(4.146)

Ow(0,)=V"-73",)

V]E[m—l) 5
gdzie
7"(0,)= [0, (.0, )@, (" .0,)... @, (.0, ), (4.147)

m

a po przyjeciu lokalnego kryterium jakosci identyfikacji postaci (4.21) otrzymujemy

O(6,)= iqm (. 5m)= iqm (., (.0, ). (4.148)
n=1 n=1

Syntetyczny wskaznik jakos$ci identyfikacji
Dla globalnego wskaznika (4.62) oraz lokalnych wskaznikéw jakosci identyfikacji
postaci (4.148) syntetyczny wskaznik (4.35) jest okreslony zaleznoscia
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WY, bl.0.)

C . (4.149)
a, qu (v,(;“), D, (vf,’"“), 0, ))

1 n=1

Q :0‘0

M=

3
I

+

M=

3
I

Syntetyczny wskaznik postaci (4.149) oraz rekurencyjny model (4.55) ponownie
pozwalaja zastosowa¢ metode programowania dynamicznego do rozwiazania zadania
wyznaczenia globalnie optymalnego wektora parametréw modelu systemu ztozonego
z uwzglednieniem jako$ci modeli lokalnych (4.37). Po wyodrgbnieniu wektorow pa-
rametrow modeli poszczegdlnych elementéw zadanie (4.37) z kryterium (4.149) spro-
wadza si¢ do wyznaczenia takiego zestawu wektoréw parametrow modeli elementdéw

Ory»0yys.... Oy, dlaktorych wskaznik (4.149) przyjmuje wartos¢ minimalna, czyli

glj\/aéz*/va-- ’_A;N : 0!022, zqm( Vi s m( nmjl)ag;zv))

m=l

+Za qu( Va s m( Vn 71)’§n:N))

n=1

:91,02,.. e {aOZl qu( \CIE m( ”m 1)’9’”))

(4.150)

OV €OXO) x.. . XO)

+ i a, Z 4 (v,(,'”), @, (v,(,"’_l), 0, ))}
m=l  n-l

Zastosowanie metody programowania dynamicznego daje nastgpujacy algorytm
identyfikacji przy syntetycznym wskazniku jako$ci identyfikacji (4.149) dla systemu
o strukturze szeregowe;j:

Krok 1. Oznaczamy ostatni M-ty sktadnik sumy w kryterium (4.149) przez

QMN ao MZqM( @ ( lgMil)’eM ))

Tay qu (Vr(zM)’ Dy (VSIM_I)’ Ou ))

n=1

(4.151)

Okreslamy optymalny wektor parametrow 5;;]\,, ktéry minimalizuje wskaznik

(4.151). Zadanie sprowadza si¢ do wyznaczenia takiego algorytmu identyfikacji ¥,

Gy = P 1), 70, 7010, 4.152)
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ktory minimalizuje wskaznik (4.151) wzgledem 6y, czyli
Oy =Ty WV M) 0,y (Bi )= min Oy (0), (4153)
M ECM

gdzie: VJS,M _1), VZSM ) sa macierzami pomiaréw (4.145) dla m = M — 1, M, natomiast
17]\§M ) jest macierza wartosci sktadowych wektora wejs¢ modelu M-tego elementu, ktdra
jest rowniez macierza wartosci sktadowych wektora wyjs¢ modelu M — 1. elementu, czyli

) 2 [ ) ] (4.154)

W algorytmie (4.152) wystgpuje macierz (4.154), ktdra nie jest znana i zalezy od
macierzy wartosci sktadowych wektora wyj$¢ modelu poprzedniego M — 2. elementu.
Po podstawieniu do (4.151) algorytmu wyznaczania optymalnego wektora parame-

, a* . . . .
trow 6,,, modelu M-tego elementu, uzyskanego w wyniku rozwigzania zadania

(4.153), otrzymujemy optymalna posta¢ kryterium zalezna od macierzy 171$M -
(4.154)

QMN( MN) QMN( ( M)’V/\(fM_l)’71§M_1)))if§AZN(V15M)aVz\(/M_l)aVzéM_l))- (4.155)

Po uwzglednieniu zalezno$ci (4.55) w macierzy (4.154) mamy

VAgM B [(DM 1(V1(M ) .0y ) Dy 1(V2(M ) Oy ) Dy, 1(Vz(v 5 Oy 1)]
df

(4.156)
—¢M 1(V(M ) gM—l )a

a po podstawieniu (4.156) do (4.155) otrzymujemy
Q]:[N (V]\(/M)’ VI\(/M_I)’ I7I\gM_l))z Q;[N (VISM)’ V]EIM_I)’ 5M—1 (VI\gM_Z)’ gM—l )) . (4157)

Krok 2. Oznaczamy sume¢ przedostatniego sktadnika w kryterium (4.149) i Q:;N
— optymalnej postaci (4.157) sktadowej kryterium, wyznaczonej w kroku 1. — przez:

df

B N
QM—]N(QM—I) :aoﬂ’M—lqu—l (V;(zM ! Dy 1(V(M 2 Oy 1))

n=1

N
vay Y a0, (000, ) (4.158)

n=1

+ QAZN (V]\(/M)’ VlsfM_l)’ V]sM_Z)éM—l (VZ\SM_Z)’ eM—l ))

Okreslamy optymalny wektor parametrow 5;;_1 ~» ktory minimalizuje wskaznik

(4.158). Zadanie sprowadza sie¢ do wyznaczenia takiego algorytmu identyfikacji ¥,,_,
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5/\*/1—11\/ = 57M—1N (VI\(/M)’ VJ\(JMil)a V/\(/Miz)s VI\EMQ)): (4.159)
ktory minimalizuje wskaznik (4.158) wzgledem 6,1, czyli
gAZ—IN = y_/ (V(M)a V]\(/M_l) VISTM_z): I7I\gM_z)) : QM—IN (g;l—lN)

ngfflelgM 1QM 1N(‘9M 1)

(4.160)

gdzie: V( ) V(M 1), V]\(,M -2) sa macierzami pomiaréw (4.145)dlam =M -2, M - 1, M,
natomiast V,\S 2) jest macierza wartosci sktadowych wektora wejs¢ modelu M — 1. ele-

mentu, ktora jest jednoczesnie macierza wartosci skladowych wektora wyjs¢ modelu
M —2. elementu, czyli

I7]\51\472) _ [‘71(M—2) ‘—)2(M—2)”.‘—}](VM—2)]‘ (4.161)

W algorytmie (4.159) wystepuje macierz (4.161), ktora nie jest znana i zalezy
od macierzy wartosci sktadowych wektora wyj$¢ modelu poprzedniego M — 3. ele-
mentu.

Po podstawieniu do (4.158) algorytmu wyznaczania optymalnego wektora parame-

, A* . . . .
tréw 6,,_,y modelu M — 1. elementu, uzyskanego w wyniku rozwigzania zadania

(4.160), otrzymujemy optymalna posta¢ kryterium zalezna od macierzy 17]\51\4—2)
(4.161)

QM lN(_M lN) QM lN( M lN(V(M)’VlsfM_l)’V]\(/M_z)’Vi\gM_Z)))

(4.162)

AN ORI N

Po uwzglednieniu zaleznos$ci (4.55) w macierzy (4.161) mamy

V[\sM e [@M 2 (Vl(M ) Oy 2) Dy, (‘72(M73)a6M72) Dy, (‘71(\/M73)’ Opr > )]
&« (4.163)
=Dy, (VI\EM_3) Oy )a
a po podstawieniu (4.161) do (4.162) otrzymujemy
Oy e, CNL ") (4.164)
=0yv (VJ\(/M)= V]SfM_l)a V]SIM—2)’ Dy, (szgM_3)a Oy ))

Krok m. Oznaczamy sum¢ M — m + 1. skladnika w kryterium (4.149) i O, .,
— optymalnej postaci sktadowej kryterium wyznaczonej w m — 1. kroku — przez
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df

o N
QM —m+1N (QM —m+1 ) = aO/ﬂtM—mH Z qM —m+1 (v;(1M 7m+1)’ @M —m+1 (V(M 7M)’ eM —m+1 ))

n=1

N
Ty z M -m-1 (VSIM_m_l): Dy (VS,M_m), O )) (4.165)

n=1

+ Q/C[—m-#ZN (Vz\(/M)a e Vl\(/Mim)’aM—mH (V]&Mfm)’ Orr_mn ))

Okreslamy optymalny wektor parametrow 5;,_,” 4> ktory minimalizuje wskaznik
(4.165). Zadanie sprowadza sig¢ do wyznaczenia takiego algorytmu identyfikacji ‘{_’M_m LN
Oty = Poga P, ) 7 0m) (4.166)
ktory minimalizuje wskaznik (4.165) wzgledem 6/ ,.+1, czyli

—x

Ovi—miiy = 5l_/M—m+11\/ (Vz\(/M)’ e stM_m)’ fo(fM_m)) : QM—mHN (gA;—mHN)

= min QM—m+1N(9M—m+1 ):
HM —-m+1 eQM —m+1

(4.167)

gdzie: V,\(,M), cees Vjstm) sa macierzami pomiarow (4.145)dlam=M-m, M-m+1, ..., M,
a I7,§M ) jest macierza warto$ci sktadowych wektora wej$¢ modelu M — m + 1. ele-

mentu, ktéra jest jednoczesnie macierza wartosci sktadowych wektora wyj$¢ modelu
M — m-tego elementu, czyli

Fom) 2 [t um) s larm)] (4.168)

N =" 1%) N

W algorytmie (4.166) wystgpuje macierz (4.168), ktora nie jest znana i zalezy od
macierzy warto$ci sktadowych wektora wyjs¢ modelu poprzedniego M — m — 1. ele-
mentu.

Po podstawieniu do (4.165) algorytmu wyznaczania optymalnego wektora parame-

tréw modelu M —m + 1. elementu 5,\;_,” .1y » uzyskanego w wyniku rozwigzania zada-
nia (4.167), otrzymujemy optymalng posta¢ kryterium

—%

QM—mHN (HM—mHN ): QM—mHN (SI_/M—mHN (VI\(/M)’ EARS] V]STM_m): I7]\(7M_m)))

=0 - (4.169)
= O P, o) e )
Po uwzglednieniu zaleznosci (4.55) w 6,;_,,., (4.168) mamy

I7]\£M ) = [@M -m (‘71(M ) > HM —-m )CDM—m (VZ(M Hnil)’ HM —m ) h @M -m (‘71(VM . ’ GM —m )]

af .
=Dy, (VzéM"”‘”, Ortm ) (4.170)
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a po podstawieniu (4.170) do (4.169) otrzymujemy
QﬁtlﬂnHN (V]\(]M), vy VA(/M””)’ I7A(/M—m))

—, L (4.171)
:QM—mHN (stfM)v--aV/s/M m)’mM—m(V]\(/M " 1)’9M—m))‘

Krok M — 1. Oznaczamy sumg 2. sktadnika w kryterium (4.149) i Q;N — optymal-
nej postaci sktadowej kryterium wyznaczonej w M — 2. kroku — przez

df

QZN (92 ) =y, ZN:% (V}Sz), Dyt (‘7(1)» 0, ))+ a, ﬁ‘, q, (VSIZ)» D, (V;(ql)a 0, ))
n=1

n=1

(4.172)
O .08, (7. 6,)

Okreslamy optymalny wektor parametrow 52*1\,, ktéry minimalizuje wskaznik

(4.172). Zadanie sprowadza si¢ do wyznaczenia takiego algorytmu identyfikacji ¥,

by =T (P, v .7 0), 4. 173)

ktory minimalizuje wskaznik (4.137) wzgledem 6, czyli
gz*N = y_/21\/ (VISfM)» e V]\(;)’Vj\gl)) : §2N (EZ*N): gzmei@nz QZN(HZ) ’ (4.174)
gdzie: V,(VM ),..., V]\(,l) sa macierzami pomiarow (4.145) dlam =1, 2, ..., M, natomiast

17,\51) jest macierza wartosci sktadowych wektora wejs¢ modelu 2. elementu, ktora jest
jednoczesnie macierza wartosci sktadowych wektora wyjs¢ modelu 1. elementu, czyli
_ . df

FOZFO 0. 70, (4.175)

W algorytmie (4.173) wystepuje macierz (4.175), ktora nie jest znana i zalezy od
macierzy wartos$ci sktadowych wektora wyj$s¢ modelu poprzedniego — pierwszego
elementu.

Po podstawieniu do (4.172) algorytmu wyznaczania optymalnego wektora parame-

trow modelu 2. elementu 6,, , uzyskanego w wyniku rozwiazania zadania (4.174),
otrzymujemy optymalng posta¢ kryterium

—x

_ o oA, _
Oy )= 00 (@, (P10, VO 7 )= By e P, V.7 0). (4176)
Po uwzglednieniu zaleznos$ci (4.55) w macierzy (4.175) mamy

Vj\gl) = [@M—Z (‘71(0)’ 91 ) cDM—m (‘72(0)’ 61 ) o @M—z (‘71(\/0)’ ‘91 )] if 51 (171\50), 91 )’ (4 1 77)
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a po podstawieniu (4.177) do (4.176) otrzymujemy
O i, v 7 )=0p 0, v @, (7). 6)). (4.178)

Krok M. Oznaczamy sume 1. sktadnika w kryterium (4.149) i Q; y — optymalnej
postaci sktadowej kryterium wyznaczonej w M — 1. kroku — przez

G0(0)% @iy 0 (00,5005 3, 000,V 0. B70.0). @179
n=1

Okre$lamy optymalny wektor parametrow 51;, ktory minimalizuje wskaznik

(4.179). Zadanie sprowadza si¢ do wyznaczenia takiego algorytmu identyfikacji %,
By =Ty P, V0L 7)), (4.180)
ktory minimalizuje wskaznik (4.179) wzgledem 6, czyli
O =Zn i O T): 0403 )= minD(6). @18y

gdzie: VIS,M), cees V,\(,O) sa macierzami pomiarow (4.145)dlam =0, 1, ..., M.

Zauwazmy, ze dopiero teraz wystepujace w algorytmie (4.180), z uwzglednieniem
(4.100), wszystkie macierze pomiaréw sa znane i mozliwe jest wyznaczenie optymal-
nego wektora parametréw modelu pierwszego elementu.

Optymalne wartosci sktadowych wektorow parametrow 6, 0y, _(ys-.., Ory » WY-
znaczone w krokach 1., 2., ..., M — 1., oprécz macierzy pomiaréw wartosci sktado-
wych wektora wyj$¢ poszczegolnych elementow

v ey vo), (4.182)

zaleza od macierzy warto$ci sktadowych wektora wyj$¢ modeli
i) i, (4.183)
Dopiero wektor 671; zalezy od serii identyfikujacej X, =V\" = = 17,\50) oraz macie-

rzy pomiaréw wartosci sktadowych wektoréw wszystkich wyjs$¢ VA(,I),VA(,Z) . V,SM )
Powracajac do algorytméw identyfikacji okreslonych w kolejnych krokach, mozemy
wyznaczy¢ optymalne wartosci sktadowych wektoréw parametréw modeli poszcze-
gblnych elementow systemu. I tak:

Krok M + 1. Zgodnie z (4.56) oraz (4.100)
x, =y =yl (4.184)

a zatem macierz pomiaréw wartosci sktadowych wektora wejs¢ zewngtrznych spetnia
X, =r9=y (4.185)
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Po uwzglednieniu (4.185) w (4.180) otrzymujemy algorytm
O =7, 700, w0, x ), (4.186)

ktory na podstawie macierzy pomiarow wartosci sktadowych wektora wej$¢ zewnetrz-
nych X, oraz macierzy pomiarow wartosci sktadowych wszystkich wektorow wyjs¢
Vl\(,1 ), VA(,Z),. vos VA(,M) umozliwia wyznaczenie wartosci optymalnego wektora parametrow

modelu 1. elementu 6, .

Krok M + 2. Teraz, po podstawieniu do (4.177) w miejsce 6, optymalnego wek-

tora té_’ljv , okreslonego przez (4.186), otrzymujemy macierz wartosci sktadowych wek-
tora wyj$¢ modelu 1. elementu systemu z optymalnymi parametrami dla zadanej serii
identyfikujacej Xy, tj.

70 2@, (x .00 )= @, (. 7, 00, v x, ). (4.187)

Po podstawieniu w zaleznosci (4.173) w miejsce I7N(1) macierzy wartosci skta-
dowych wektora wyj$¢ modelu optymalnego, okreslonego przez (4.187), otrzymu-
jemy

—x

Oy =T 0, v 70, (4.188)

Krok M + m. W kroku M +m—1. wyznaczyliSmy macierz warto$ci sktadowych
wektora wyjs¢ 17;('”_2) modelu m — 2. elementu systemu z optymalnym wektorem pa-

rametrow dla zadanej serii identyfikujacej Xy, ktdra jest jednocze$nie macierza wartosci
sktadowych wektora wejs¢ do m — 1. elementu modelu. Umozliwia to wyznaczenie

macierzy wartosci sktadowych wektora wyjs¢ modelu m — 1. elementu 17,:('”71) Z opty-
malnym wektorem parametrow 5,:_1 v e
dr
*(m-1 i~ 17 ¥(m=2
VN( = D, (VN( )"9m lN) (4.189)

Ok

Warto$¢ optymalnego wektora parametrow modelu m-tego elementu 6, wyzna-
czamy wedtug zaleznos$ci

—x

Oy =T 00,y ) 7)) (4.190)
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Krok 2M. W kroku 2M —1. wyznaczyliSmy macierz wartosci sktadowych wekto-

(M2

ra wyjs¢ 17; ) modelu M — 2. elementu systemu z optymalnym wektorem parame-

trow dla zadanej serii identyfikujacej Xy, ktora jest jednoczesnie macierza wartosci
sktadowych wektora wejs¢ do modelu M — 1. elementu. Umozliwia to wyznaczenie

macierzy wartosci sktadowych wektora wyjs¢ modelu M — 1. elementu I7;(M =

z optymalnym wektorem parametrow 5,; vs U

df > 5k — bt
VN(M_I) =@, I(VN(M 2)"9M—1N)

o M _ (4.191)
= @M—l (VN(M_2)5 SUM—]N (Vl\(/M)a seey V]\(/M_l)a VN(M_Z))).

Ostatecznie, po podstawieniu do algorytmu (4.157) macierzy V;(Mfl), okreslonej
przez (4.191), otrzymujemy

%

Ory =Py (700, (10 otia-0)). (4.192)

warto$¢ optymalnego wektora parametréw modelu M-tego elementu gAZN .

Globalny wskaznik jakoSci identyfikacji z zadowalajacym modelem lokalnym

Zastosowanie metody programowania dynamicznego wymaga drobnej modyfikacji
poprzednio przedstawionego algorytmu identyfikacji, przy globalnym wskazniku ja-
kosci (4.62) oraz zadowalajacym modelu lokalnym (4.41) dla struktury szeregowe;.

Po uwzglednieniu (4.62) oraz wyodrgbnieniu wektorow parametrow modeli po-
szczegolnych elementow zadanie (4.41) sprowadza si¢ do wyznaczenia takiego zesta-

wu wektoréw parametréw modeli elementéw 67135:;, 672*;,..., 5;;;, ktéry minimalizuje
wskaznik (4.62) wzgledem 6, 6, ..., Oy, czyli

elj\j H 02*:/ LR HA;*N : Z ﬂ’m Z qm (vr(zM)’ ¢m (‘715’”71)’ 9':;’ ))
m=1 n=1

= min i /1,,1 i qm (ng)’ Qjm (‘71517171)’ em ))’

£ £ S
01 ,0,,...0, €0 xOyx..xOy 7| =1

(4.193)

przy czym
dt

0., ={0, 26, cR ™ : O (@.)< . B >OmOn). m=12,...M|. (4.194)

W tym przypadku algorytm identyfikacji jest analogiczny do algorytmu przed-
stawionego w punkcie 4.4.1 dla globalnie optymalnego modelu, z ta réznica, ze
w kolejnych krokach procedury w zadaniach optymalizacji nalezy uwzglednié
ograniczenia (4.194). W konsekwencji m-ty oraz M + m-ty krok procedury przyjmie
postac:
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Krok m. Oznaczamy sumg¢ M — m + 1. sktadnika w kryterium (4.62) oraz Q;;_m AN
— optymalnej postaci sktadowej kryterium wyznaczonej w m — 1. kroku — przez

df

~ N
Ortmiin Ort i) = 2t nzzl: Dut-m+ (ngme), Prt-me (V(MW), - )) (4.195)

+ Q;;—m+2N (VI\(/M)’ s Vz\(/M7m+2)a 5M—m+1 (V]\ngm)’ Ors—m ))

Okreslamy optymalny wektor parametrow gﬂlmﬂ ~» ktory minimalizuje wskaznik
(4.195). Zadanie sprowadza si¢ do wyznaczenia takiego algorytmu identyfikacji

*

TM—mHN
Orr iiw =P e 00y (Mo 7 m) ) (4.196)

ktory minimalizuje wskaznik (4.195) wzgledem 6/ ,.+1, czyli

~ sk

Ovi—main = TA;—m+1N(V]S’M)’ e VI\(/M_WI):VAgM_m)) : QM—m+1N(§A;*—m+1N)

= min Ovremiin (eM—erl )’
Ot —m+1€OM —m+1

(4.197)

gdzie: V,\(,M ag jest macierza pomiarow wartosci sktadowych wektora wyjs¢ M —m + 1.

elementu, tj.
V]sM—mﬂ) _ [VI(M—mH) ng—mH) VJ(VM—m-H):I’ (4.198)
natomiast V,éM ) jest macierza wartos$ci sktadowych wektora wejs¢ modelu M —m + 1.

elementu, ktora jest jednoczesnie macierza wartosci sktadowych wektora wyjs¢ mode-
lu M — m-tego elementu, czyli

pom [ ) loom) G aem] (4.199)

1 2 N

Po podstawieniu do (4.195) algorytmu wyznaczania optymalnego wektora parame-
trow modelu M —m + 1. elementu 6, ., , uzyskanego w wyniku rozwiazania zada-
nia (4.197), otrzymujemy optymalna posta¢ kryterium

~ e

QM—erlN (6M7m+1N ): QM,,,,HN (‘P;ImeN (VA(/M)’ o VlstmH), I7}\$M7m)))

i — (4.200)
= Q;—mHN (V157M), cens V]\(/M‘m“)’ V;\EM_m)).
Po uwzglednieniu zaleznosci (4.55) w macierzy (4.199) mamy
IZ&M —-m) = I:CDMfm (\_/1(M*m71) 5 erm ) @Mfm (\_/Z(M*mfl) , erm ) .. @M—m (‘—}Z(VMﬂn—l) , erm )]
(4.201)

=, 0 0,),
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a po podstawieniu (4.201) do (4.200) otrzymujemy
P Gt A S

e e L (4.202)
:QM—nz+1N(VI\(/M)""’V]\(JM " 1)’¢M—m(V]\$M " 1)’HM—m))'

Analogicznie, w kroku M + m-tym nalezy skorzysta¢ z optymalnych wartosci pa-
rametrow 6,

"y oraz algorytméw ¥, i ¥, czyli:

m?

Krok M + m. W kroku M +m—1. wyznaczyliSmy macierz warto$ci sktadowych

wektora wyjs$é 17,;*(’”_2) modelu m — 2. elementu systemu z optymalnym wektorem

parametrow dla zadanej serii identyfikujacej Xy, ktora jest jednoczesnie macierza war-
tosci sktadowych wektora wejs¢ modelu m — 1. elementu modelu. Umozliwia to wy-

. . , . . _**(m—l)
znaczenie macierzy warto$ci wektora wyj$¢ modelu m — 1. elementu V), Z opty-

malnym wektorem parametrow 67,;: N> U

7=, (7.8,

(4.203)
- QNim_l (VN (m—z), Y/n:—lN (V]\(/M), L V/\(/m_l), 17]\:*(’"‘2))).

Ostatecznie wartos¢ optymalnego wektora parametréw modelu m-tego elementu

6,y wyznaczamy wedlug zaleznosci

m.

O = i, v, 7 D) (4.204)

4.5. Modelowanie systemow zlozonych
Za pomoc3 sieci neuronowych

Jak wspomniano w punkcie 2.3.3, jednym z czgsto stosowanych opisoOw systemow
jest model w postaci sieci neuronowej. Teraz zatozymy, ze dla kazdego elementu sys-
temu ztozonego proponujemy model w postaci wielowarstwowej sieci neuronowe;j

(rys. 4.8).
Tak jak w punkcie 2.3.2, w j-tej warstwie sieci, ktora modeluje m-ty element systemu

zlozonego, znajduje sig /; neuronéw. Przez E,,; oznaczymy i-ty neuron w j-tej warstwie,
i=12,...1; , jn=1,2, ..., J, Schemat neuronu E,,; przedstawiono na rysunku 4.9.

Dla neuronu E,,; z wejsciami

Hpyj1 = . (4.205)
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oraz wyjsciem /1,(,;.) proponujemy model

:um] mz; z:umjl my my) s (4206)
gdzie: 19,(,”]), s=0,1,...,1; _ jest zestawem wspélczynnikow wagowych, a ¢, — funk-
cja aktywacji.

=@, (,.6,)

Rys. 4.8. Wielowarstwowa jednokierunkowa sie¢ neuronowa dla m-tego elementu

(0)

/umjfl = 1
P2 1)
niij
/ur(nj)—l 67(”11])
o, — e P ——
I et
lufﬂjj:nl ) —07(:;1

Rys. 4.9. Neuron E,;;;
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Po oznaczeniu przez

Iur(n(;‘)—l
df /1(0')1 H ’(”lj)—l
Boya=| """ =] a2 |, (4.207)
mj-1 :
i
_ﬂifi"l 1)_

przy czym 4y, =1,

oraz uwzglednieniu wektora wspotczynnikéw wagowych

or)
0 : 9511; (4.208)
mij : .
6,(1,‘,,,1)

mij

model (4.206) neuronu £,,; mozemy przedstawi¢ w zwartej postaci

,uf,;) = i (ﬂrz;j—lgmij ) (4.209)
Model j-tej warstwy przyjmuje postaé
/ur(r}/) ¢1/ /lej 1 ]/)
(2)
Huy ¢\, 165 e
/umj = Zj = ’ _] ! = mj (/u_/‘—laemj): (4210)

ﬂ,(;f,j) ¢1 » (ﬂmj 1 1 j)

gdzie ¢, jest wektorem funkeji charakteryzujacej j-ta warstwe m-tej sieci z wejsciami

M,y Oraz macierza parametrow

0 0 0
gr(rt 1)/' 951 2) Jj o gr(n[)jm j
ar grg), 9511)‘ NN
O = O Omaj - 9’"11',,,/’]: :lj :Zj . m[.jmj - (421D

9(1;,,,—1) 9(11',”—1) 9(’./‘.,71—1)

mlj m2j mI_/-mj

Potaczenie kolejnych warstw daje sie¢ neuronowa, ktorej rekurencyjny model
przyjmuje postac

Huj :¢mj(ﬁmj—l’9mj)’ J=L2,0 0, (4.212)
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Wejsciami do warstwy wejsciowej sa wejscia m-tego elementu systemu ztozonego,

czyli u,,=u, oraz I,,=S,, azatem
Hnt = P (l_‘mOa O ) = (“m 2O ) (4.213)
Dla warstw ukrytych mamy rekurencyjng zaleznos¢
Hng = G5 s =230 T, — 1. (4.214)

Wyjscia warstwy wyjsciowe] sa wyjéciami modelu m-tego elementu systemu zto-
zonego, fj. u,,;, =y, oraz I, =L, czyli

o =ty = @ 160, ). (4.215)

Ztozenie (4.213), (4.214) oraz (4.215) daje charakterystyke (4.1) postaci

)_/m = ¢me (¢mjm_1(‘ . ¢m1 (um ’eml )’ e "ame—l leJm )

®(u,.0,)
@}’(an )(um b gm )

gdzie 6, jest zestawem parametréw ztozonych z macierzy (4.211) parametrow kolej-
nych warstw, czyli

df
0, =100 0200 - 4.217)

Teraz, biorac pod uwage rozwazania przedstawione w podrozdziatach 4.1 oraz 4.2,
mozemy zaproponowac lokalnie optymalny Iub globalnie optymalny algorytm uczenia
sieci dla systemu zlozonego.

4.5.1. Algorytm uczenia sieci neuronowej dla systemu zlozZonego
z lokalnym wskaznikiem jakos$ci identyfikacji

Wyznaczenie lokalnie optymalnych parametréw modelu postaci (4.217) dla zada-
nej serii identyfikujacej wraz z wynikami eksperymentu (4.18), czyli dla tak zwanego
zbioru uczacego postaci (4.18), sprowadza si¢ do rozwiazania zadania optymalizacji
(4.23), w ktorym w kryterium jakos$ci przyblizenia (4.19) w miejsce @, (umn,ﬁm ),
n=1,2,..., N, wstawimy model postaci (4.216).

Podobnie jak w punkcie 2.3.2, ograniczymy si¢ do algorytmu wstecznej propagacji big-
du, przy kwadratowym wskazniku jakosci przyblizenia. Wskaznik (4.19) ma zatem postac
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QmNm (Hm ) = b/mn m ( mn?>~m )] b/mn m ( mn?>~m )]
=l (4.218)
Nm Lm
= ( 1(7521 - djr(nl)(umn 2 0))2

Korzystajac z numerycznej metody optymalizacji do rozwiazania zadania (4.23)
z kryterium (4.218), w kolejnych krokach algorytmu otrzymujemy zbiér wartosci

9 1’9m29 ,gmNm takICh ze QmN ( ml)>QmN (~n12)>'”> mN ,, (gmij’ ktore po

N,, krokach sa przyblizeniem optymalnych wartosci parametrow 9:1,\,”1 modelu

(4.217), czyli gmNm zﬁ*sz oraz Q,y [g)mNm)szNm (19,:]\,’” ) Zastosowanie metody

m

gradientu prostego daje algorytm wstecznej propagacji btedu przy lokalnym wskazni-
ku jakosci identyfikacji postaci

O O a61mn 6,,)
mij ,n+1 mij,n 80 K ?
i |s)_5() (4.219)

mij ~ Y mij,n
s=0,L....1, 4, i=L2,...,1, , j=L2,....J,,
gdzie: 7,,, jest wspotczynnikiem uczenia, natomiast

df

4 0,)2 L = @t 0, [0 — @ <,,m, 0,)
S0 0,0, ) =30

=1 1=1

(4.220)

jest n-tym sktadnikiem sumy (4.218), ktory odpowiada n-temu elementowi ciagu
uczacego, a

df
eV =30 _50 0 g0, 0 ) 1=1,2,..,L, (4.221)

mn = ymn m
jest roznica pomigdzy /-tym wyjsciem obiektu a odpowiednim wyj$ciem sieci.
Rézniczkujac wyrazenie (4.220) po poszczegélnych parametrach, z uwzglednie-
niem modelu neuronu (4.206), otrzymujemy

aqmn 0}?’! s
TH(;V) 25;51/)nﬂr(nj)—l,n > (4222)
mi |ple)_50)
mij ~ “mij,n
gdzie: ,u,(,g)_m =1,a ,u,(,f].)_lyn, s=1,2,...,1, | sa wartoSciami wejs¢ w j-tej warstwie,

w n-tym kroku procedury uczenia
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daf 81(7;)1 dla .] = Jm’
ggyn =41, - (4.223)
z é‘r(nfll,nerr(t;q)jﬂ,n dla ] = Jm - 1? Jm - 2’ cee 1’
p=1
df o dd (&)
o = e, i 24

mo|pe)56)

mij ~ “imj,n

oraz

I
\ df gmt
Ko = D o0 +6)).
s=1
Ostatecznie, po podstawieniu powyzszego do (4.219), algorytm wstecznej propa-
gacji bledow z lokalnym wskaznikiem jakos$ci identyfikacji przyjmuje postac

5rr(lfj),n+l = gritgj),n + 277mn5(l)n/ur(n;)—l,n b

mj

s=0,1 L, 4, i=12000, , j=12,00,,

(4.225)

Obliczenia wykonujemy niezaleznie dla kazdego elementu systemu ztozonego,
czylidlam=1,2, ..., M.

4.5.2. Algorytm uczenia sieci neuronowej dla systemu zloZonego
z globalnym wskaznikiem jakoSci identyfikacji

Wyznaczenie globalnie optymalnego modelu systemu zlozonego z zastosowaniem
sieci neuronowych do opisu poszczegolnych elementéw wymaga opracowania odpo-
wiedniego algorytmu uczenia sieci [31, 32, 34, 128]. Bazujac na modelu w postaci
sieci neuronowej (4.216), dla kazdego z elementéw systemu zlozonego oraz po
uwzglednieniu struktury modelu zadanego réwnaniami (4.9) i (4.10) otrzymamy mo-
del (4.17). Wyznaczenie globalnie optymalnych parametrow modelu postaci (4.17),
dla zadanej serii identyfikujacej wraz z wynikami eksperymentu (4.27), sprowadza sig
do rozwigzania zadania optymalizacji (4.32), w ktorym — w kryterium jakoS$ci przybli-
zenia (4.28) — w miejsce @(xn,ﬁ), n=1,2,..., N, wstawimy model postaci (4.17),
z uwzglednieniem (4.216).

Dla dowolnej struktury systemu ztozonego, roznych typow sieci z dowolnymi posta-
ciami modeli neurondéw oraz réznych kryteriow jakosci przyblizenia otrzymujemy ztozo-
ne zadanie optymalizacji. Stosujac wybrana numeryczng metod¢ optymalizacji do roz-
wigzania zadania (4.32), otrzymamy globalnie optymalne algorytmy uczenia sieci dla
systemu zlozonego.

Po przyjeciu dodatkowych zalozen dotyczacych struktury systemu, rodzaju sieci
oraz metody optymalizacji mozna uzyska¢ konkretne algorytmy uczenia. Podobnie jak
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w punkcie 2.3.2, ograniczymy si¢ do algorytmu wstecznej propagacji btedu, przy
kwadratowym wskazniku jakos$ci przyblizenia oraz dla systemu o strukturze szerego-
wej (rys. 4.5). Teraz model (4.53) z uwzglednieniem modeli (4.216) tworzy model
systemu ztozonego w postaci sieci neuronowej, przy czym w modelu (4.216) przyjmu-
jemy: y, = \7(’"), u, = _(’”’1), m=1,2,...,.M,a 70 =y,

Potaczenie kolejnych warstw daje sie¢ neuronowa modelujaca system ztozony, kto-
rej rekurencyjny model przyjmuje postaé

,Umj = ¢mj (/umjfl ’ 9’7?/ )’

(4.226)
j=12,...,J,, m=1,2,....M.

m?>

Teraz — oprocz warstw: wejsciowej, ukrytych oraz wyjsciowej — pojawiaja si¢ do-
datkowe warstwy ukryte, ktore odpowiadaja polaczeniu poszczegélnych elementow
systemu ztozonego. Wejscia zewnetrzne x systemu ztozonego pokrywaja si¢ z wej-
$ciami warstwy wejsciowej, czyli g, =u, =x oraz [, =S, a zatem

/ull:¢11(:u10’611)=¢11(x’911)' (4.227)

Dla warstw ukrytych mamy rekurencyjna zalezno$¢

/’Imj = ¢mj (/umj—l > Hmj )’

(4.228)
j=2,3,...,J,- 1, m=1,2,... M- 1.
Wyjscia dodatkowych warstw sa wyj$ciami modelu m-tego elementu systemu zto-
df
z0nego, f.: f,,; =Y, =3 oraz I, =L,, czyli

‘7(’") =V, = Mg, = ¢me (/Umjm—laemjm ): (4.229)
m=1,2,....M.
Ztozenie (4.227), (4.228) oraz (4.229) daje
[ m)
5(m2)
—(m v (i
V( ): : :¢me (¢me—1( ¢m1(V( l)’e’”l)“ ’em‘]m’ll "”Jm)
_(mLm)
(4.230)
[ oW v(m—l),a ;
dar 2) (5 (m-1) df
— djm v ' ,gm :®m (—(Wl—l),gm )’ 1’ 2’ , M ,
_(D(Lm)(‘j(m—l)’gm)

gdzie: 6, jest zestawem parametréw (4.217), natomiast v =x.
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Ostatecznie, po podstawieniu (4.230) do (4.53), otrzymamy model systemu ztozo-
nego w postaci sieci, gdzie

df
0=16,.0,,....0,}, (4.231)

jest zestawem parametroOw sieci neuronowej modelujacej system zlozony, ktorego
sktadowymi sa parametry poszczegolnych elementow sieci okreslone przez (4.217).

Kryterium jakosci przyblizenia (4.28) dla struktury szeregowej i kwadratowego
wskaznika jakos$ci przyjmuje postac

=332, b st T e -5t

n=lm=l (4.232)

N M

- Z Zﬂ’m [vr(1m) - @m (vrfm_l)’ em )]T [vr(zm) - (pm (vrgm_l)’ em )]’

n=1 m=1

a po uwzglednieniu (4.230) otrzymujemy

0)-3 34, Z( -8, )) (4.233)

n=l m=1

Korzystajac z numerycznej metody optymalizacji do rozwiazania zadania (4.32)
z kryterium (4.233), w kolejnych krokach algorytmu otrzymujemy ciag wartosci

671,52, HN, takich ze QN( j>QN( j --->§N(§NJ, ktore po N krokach sa
przyblizeniem optymalnych wartosci wektora parametréw 5,:; modelu (4.217), czyli

0, ~0; omz 0,(0, )=0,(07).

Zastosowanie metody gradientu prostego daje algorytm wstecznej propagacji biedu
przy globalnym wskazniku jako$ci identyfikacji postaci

50 _50 _, 00,0
emlj n+l T Hmlj n " n aer(ml)

o) _5(s) (4.234)

mi] —mij,n
s=0,1,...,IJm_1, i=12,. J , j=12,...,J,, m=12,.... M,
gdzie: 77,,, jest wspdtczynnikiem uczenia, natomiast

L

ZLZM(V”” 0.0, ) =34, 350 (4.235)

m=1 =1 m=1 =1

jest n-tym sktadnikiem sumy (4.218), ktory odpowiada n-temu elementowi zbioru
uczacego, a

df
D=y _ @y g ) 1=1,2,....L,. (4.236)

mn n n
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W wyniku zrézniczkowania wyrazenia (4.200) po poszczegodlnych parametrach,
z uwzglednieniem modelu neuronu (4.206), otrzymujemy

oq,(6

1 (()) =250 (4.237)
O0ni 1o)-35),

gdzie: y,(,g)_l’n =1, a y,(,fj)_l,n, s=1,2,...,1; _| sa wartosciami wejs¢ w j-tej warstwie,

w n-tym takcie procedury uczenia,

A, 8 dla j=J,,
1.

Lodf | Tmt s ~

57221 = z (é‘n(iijr)lnHH(Ip)jJrln +ﬂ’m€r£u2) dla J Jm’ m=M - 1 M - 2 1 (4238)

p=1
[jm+1 ~
S50, s 2l mel2
p=1

g(,-) d_fg(,») d%y(’ﬁ%})

mjn mjn dl('(l) (4239)

B

o)_50)

mij =Cimj .n

oraz
Ijm_
z:um] 1 my ml]

Ostatecznie, po podstawieniu (4.238) do (4.237), globalnie optymalny algorytm
wstecznej propagacji bledow przyjmuje postac
56  _50) @) ()
gmlj n+l T Hmy n + 277mn5mjn/umj—l no (4240)
s=0,1,...,ljm_l, i=12,. J , j=12,...,J, m=L2,... M

Zadanie wyznaczenia globalnie optymalnych parametrow sieci dla systemu zlozo-
nego z uwzglednieniem jakosci modeli lokalnych przedstawiono w pracach [33, 36,
37, 124, 125, 129]. Problem identyfikacji ztozonych systemow dynamicznych z wyko-
rzystaniem sieci neuronowych podj¢to takze w publikacjach [38—42].



5. Identyfikacja dwustopniowa

Koncepcje identyfikacji wielostopniowej wprowadzono wstepnie w pracach [16, 64],
a nastgpnie rozwinig¢to w publikacjach [96, 100-102, 108—110].

W niniejszym rozdziale ograniczymy si¢ do przedstawienia wybranych zadan identy-
fikacji dwustopniowej, wskazujac na mozliwo$¢ ich uogolnienia na przypadek wielu
stopni.

Istota koncepcji dla dwoch stopni jest nastgpujaca: W przypadku pewnego obiektu
(procesu, zjawiska) na pierwszym stopniu (rys. 5.1) badamy zalezno$¢ wektora wyjs¢ y
od wektora wejs$¢ U; i wyznaczamy wektor parametrow 6, tej zaleznoSci. Jest to zadanie
identyfikacji na pierwszym stopniu. Nastgpnie zwracamy uwage na pewien wektor Uy,
ktorego wartos¢ w czasie identyfikacji na pierwszym stopniu byla stata. Zmieniamy war-
to$¢ tego wektora i powtarzamy identyfikacjg na stopniu pierwszym, uzyskujac na ogot
inng warto$¢ ;. Powtarzajac wielokrotnie identyfikacje na pierwszym stopniu dla r6z-
nych warto$ci Uy, mozemy zbadaé zaleznos¢ 6, od u,, a doktadniej — wyznaczy¢ warto$é
wektora parametrow 6, w opisie tej zaleznosci. Jest to identyfikacja na drugim stopniu.

Implikuje to okreslony sposéb organizacji eksperymentu (rys. 5.1), mianowicie: dla
statej wartosci wejScia na drugim stopniu U, =U,, uzyskamy macierze wynikow pomia-

row wartosci sktadowych wektora wejs¢ oraz wyjs$¢ i na pierwszym stopniu

df df
U Z[Unnz Upn, - ulNlnz]’ YNlnzz[ylnz Yon, lenz]a (5.1)

INin,
gdzie N, jest liczba pomiaréw na pierwszym stopniu.

Dla uproszczenia zapisu zakladamy, ze w kolejnych pomiarach na drugim stopniu
liczba ta jest stala. (Mozna przyjac, ze dla np,-tego pomiaru na drugim stopniu liczba

pomiar6w na pierwszym stopniu jest rozna i wynosi N;, , wowczas we wszystkich

dalszych zalezno$ciach w miejsce N; nalezy wstawi¢ N,, ). Stosujac odpowiedni

algorytm identyfikacji dla pierwszego stopnia, wyznaczamy wektor parametréw cha-
rakterystyki na pierwszym stopniu 6, , odpowiadajacy stalemu wektorowi wejs¢ na

drugim stopniu U, =U,,,

A

HINIHZ :y/lNl (UlNlnz ’YNlnz)' (5‘2)
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A

elN]nz

algorytm
= identyfikacji na |-
stopniu 1.

U

Lngr, . ‘)b_ICkl i3 yn.l;I:

= identyfikacji na -
stopniu 1.
A

u, obiekt o,
identyfikacji na
stopniu 2.

Y

algorytm
identyfikacji na
stopniu 2.

Y
A

A

92N2

Rys. 5.1. Koncepcja identyfikacji dwustopniowej

Zwroémy uwage, ze wyjscie na drugim stopniu nie jest mierzone, lecz jest wyni-
kiem obliczen, zgodnie z algorytmem identyfikacji na stopniu pierwszym. Powtarza-
nie zadania identyfikacji na pierwszym stopniu dla réznych wartosci sktadowych
wektora wejs¢ na stopniu drugim, czyli U, =U,, ,n, =1,2,...,N,, jest eksperymen-

tem na drugim stopniu, gdzie N, jest liczba pomiaréw na drugim stopniu. Dla zadane;j
serii identyfikujacej na drugim stopniu, tj.
df
Uy, = [uzl Uy - UZNZ]’ (5.3)

w wyniku rozwigzania zadania identyfikacji na pierwszym stopniu dla kazdego ele-
mentu serii (5.3) wyznaczamy wektor parametrow na pierwszym stopniu. Znaczy to,

ze dla ustalonego U, =U,, wyznaczamy élNlnz zgodnie z (5.2). Wartos$ci te traktuje-
my jak pomiar wyjscia na drugim stopniu i dla zadanej serii identyfikujacej (5.3) two-
rZ3 one macierz

dafr . A A
1N]N2:[01N]1 91N12 ‘91N1N2]- (5.4)

[I])
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Teraz na drugim stopniu, na podstawie serii identyfikujacej (5.3) i macierzy warto-
Sci sktadowych wektora parametrow (5.4), wyznaczonych na pierwszym stopniu, wy-
znaczamy warto$¢ sktadowych wektora parametrow 6,, korzystajac z algorytmu iden-
tyfikacji

O, :TZNz(UZNz’élN,Nz)- (5.5)

W niektérych zadaniach praktycznych identyfikacja na pierwszym stopniu ma
charakter pomocniczy, a celem jest wyznaczenie wektora parametrow 6, obiektu
o wektorach wejs$¢ Uy oraz U, 1 wyjs¢ Y, ktorego opis jest ztozeniem opisow z pierw-
szego 1 drugiego stopnia, a wyniki eksperymentu sa zebrane w macierzach (5.1),
dlan,=1,2, ..., N, i(5.3).

Zastosowanie koncepcji dwustopniowej, czyli rozroznianie dwdch stopni, oznacza
pewnego rodzaju dekompozycj¢ zadania identyfikacji obiektu o wyrdéznionych wekto-
rach wej$¢ U, 1 U, oraz wektora wyj$¢ y. Mozna wymieni¢ powody takiego postgpowa-
nia, ktére sa czesto ze soba zwiazane i moga wystepowaé tacznie, uzasadniajac stoso-
wanie podejscia dwustopniowego.

Pierwszy z nich dotyczy przypadku, gdy badamy oddzielne realne obiekty o tej
samej naturze (urzadzenia, procesy), charakteryzujace si¢ stalymi U,. Jest to czgsty
przypadek w badaniach do$wiadczalnych. Poszczegélne obiekty moga by¢ badane
w roznych laboratoriach i w kazdym z nich badana jest zalezno$¢ pomigdzy tymi sa-
mymi wejsciami U; 1 wyjsciami Yy, lecz obiekty te r6znia si¢ stalymi U,. Przyktadem
zastosowania takiego podej$cia jest wspomniane w rozdziale 1. badanie destylacyjnej
kolumny wypelnionej z pulsacja fazy parowej. Identyfikacja na pierwszym stopniu
moze dotyczy¢ badania kolumny z konkretnym ustalonym wypelieniem. Drugi sto-
pien natomiast to uwzglednienie parametréw wypeltnienia w opisie. Zwrdé¢my uwage,
ze zmiana wypehienia to przebudowa kolumny. Podobnie w badaniach populacyj-
nych mozna ustali¢ zalezno$¢ pomigdzy wejsciami U; i wyjsciami y dla réznych
osobnikow. Celem identyfikacji na drugim stopniu jest uwzglednienie w ostatecz-
nym opisie wynikow uzyskanych z réznych laboratoriow lub badan przeprowadzo-
nych dla pewnej populacji. Ogoélnie omawiany przypadek mozna nazwa¢ dekompo-
zycja przestrzenna, w ktorej celem identyfikacji na drugim stopniu jest zbadanie
zbioru realnych obiektow identyfikowanych na pierwszym stopniu.

Kolejny przypadek dotyczy organizacji eksperymentu na obu stopniach. Réwnocze-
sna zmiana U; oraz U, jest niewygodna lub niemozliwa nawet wtedy, gdy oba stopnie
dotycza tego samego obiektu. Na pierwszym stopniu badany jest obiekt, a w trakcie eks-
perymentu utrzymywana jest stala warto$¢ drugiego wejscia. W kolejnych etapach badan
powtarzany jest eksperyment na pierwszym stopniu dla réznych wartosci drugiego wej-
$cia. Przyktadem takiego dwustopniowego zadania jest badanie wptywu zmian tempera-
tury na warto$¢ parametrow obiektu. W takim przypadku na pierwszym stopniu badamy
obiekt w ustalonej temperaturze i wyznaczamy parametry obiektu jej odpowiadajace.
Nastgpnie zmieniamy temperatur¢ i powtarzamy zadanie identyfikacji na pierwszym
stopniu, w wyniku ktorego otrzymamy parametry na ogot inne, odpowiadajace tej tempe-
raturze. Powtarzajac zadanie identyfikacji na pierwszym stopniu dla zadanej serii warto-
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$ci temperatury, otrzymamy odpowiednia seri¢ warto$ci parametréw. Teraz mozemy
bada¢ wpltyw temperatury na zmiang parametréw obiektu na pierwszym stopniu. Jest
to zadanie identyfikacji na drugim stopniu. Przypadek ten mozna okresli¢ jako de-
kompozycje czasowa, w ktorej z koniecznosci, ze wzgledu na rdzny charakter wejsc
lub dla wygody, eksperyment zorganizowany jest tak, ze utrzymywana jest stata war-
tos¢ U, w kolejnych jego etapach, w ktoérych zmieniaja sig U; 1Y.

Nastepny przypadek wyodrgbnienia pierwszego stopnia jest zwiazany z sytuacja,
gdy pewne wielko$ci 6, nie moga by¢ mierzone bezposrednio, ale mozna je wyzna-
czy¢ jako parametry innej zalezno$ci. Podstawowym celem identyfikacji jest wige
zbadanie zaleznosci pomigdzy 6, a U,, a identyfikacja na pierwszym stopniu odgrywa
role pomocnicza jako pewnego rodzaju uklad pomiarowy, w ktérym mierzy si¢ po-
mocnicze wielko$ci U; oraz Yy i na tej podstawie oblicza si¢ niedostepna do pomiaru
wielko$¢ 6.

A

92N 2
algorytm
- identyfikacji na -
stopniu 2.
”irr,u:
Y * A
”3,,: obickt 9|”: obickt algorytm 91 Niny
» identyfikacji na = identyfikacji na identyfikacji na -
stopniu 2, stopniu 1. stopniu 1.
? system pomiarowy
—/
.vn,fr:

Rys. 5.2. Pierwszy stopien jako system pomiarowy

Wyodrgbnienie pierwszego stopnia moze by¢ takze podyktowane wzgledami obli-
czeniowymi. Dekompozycja bezposredniego zadania identyfikacji i wyodrgbnienie
pierwszego stopnia moze si¢ wiaza¢ z rozproszonym przetwarzaniem wynikow ekspe-
rymentu na pierwszym stopniu, a nastepnie ich koordynacja na drugim stopniu. W tym
przypadku aktualny jest problem poréwnania podejscia bezposredniego z podejsciem
dwustopniowym.

Przedstawiona koncepcje¢ identyfikacji dwustopniowej latwo jest uogdlni¢ na
przypadek identyfikacji wielostopniowej, dodajac w kolejnych stopniach badanie
zaleznos$ci pomigdzy parametrami opisu poprzedniego stopnia a nowym, kolejnym
wejsciem. Rozwazmy obiekt statyczny o M stopniach (rys. 1.19), opisany zalezno-
$ciami:
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y:Fl(ulﬁel)’
6, = Fz(uza‘gz)a
6, = F,(u;,6,), (5.6)

O 1 = Fu (Upg -0 ):
czyli na m-tym stopniu

Oy =Fnlu,.6,) dlam=1,2,....M, 6, =Y. (5.7)

Jeden pomiar do identyfikacji na m + 1. stopniu wymaga okre$lonej serii pomia-
row na potrzeby identyfikacji na m-tym stopniu, w czasie ktorej mierzymy (lub nasta-
wiamy) kolejne wartosci Up i obliczamy odpowiadajacy im wektor parametrow G
na stopniu m — 1. Jedynie dla pierwszego stopnia wyjscie, tj. y, mierzymy bezposred-
nio. Jesli oznaczymy dlugo$¢ serii na m-tym stopniu przez Ny, to jeden pomiar do
identyfikacji na m + 1. stopniu wymaga jednej serii, czyli Ny pomiar6w na m-tym
stopniu, co z kolei wymaga N, pomiarow, czyli N, N, _, pomiardw na m — 1. stop-
niu itd. Wymagana liczba pomiarow na pierwszym stopniu jest zatem rowna
N;N, ... N,. Ma to okreslone implikacje dla formy i organizacji zbioru danych.

Po wprowadzeniu oznaczen poszczegolnych pomiarow mozemy dla m-tego stop-
nia i k-tego pomiaru na m + 1. stopniu wprowadzi¢ oznaczenia serii wartosci wejsé
1 wyj$¢ w postaci macierzy, podobnie jak (5.3) i (5.4):

df

[uml,k Uk umNm,k:IZUmNm,k’ (5.8)
R n . af
[em—l,l,k Oniok Hm—l,Nm,k ]::’m—l,Nm,k’ (5.9)

gdzie ém—l,n,k oznacza wynik identyfikacji na m — 1. stopniu dla wartosci U, .
Dla uproszczenia pominigto tu indeks wskazujacy na to, ze chodzi o wyznaczenie war-
tosci 6, , dla N, , pomiaréw. Dokladniej powinno by¢ 6, ,

Lk Dla m-tego stopnia

em,Nm,k :Tm,Nm (UmNm,k;Em—l,Nm,k )’ (5~10)

gdzie: 6,y Jest oszacowaniem wektora parametrow 6, dla stalej wartoSci Up,,

nam+ 1. stopniu, a ¥, oznacza algorytm identyfikacji.

W dalszej czesci ograniczymy si¢ do dwustopniowego zadania estymacji parame-
trow 1 wyboru optymalnego modelu w warunkach losowych.
5.1. Dwustopniowe algorytmy estymacji parametrow obiektu

Rozwazymy dwustopniowy obiekt statyczny (rys. 5.3), dla ktorego charakterysty-
ka na pierwszym i drugim stopniu dana jest zalezno$ciami:



Identyfikacja dwustopniowa 205

y=F(u,.8), (5.11)
6, =F,(u,.6,), (5.12)

w ktorych:u, eU, cR 3 jest wektorem wej$¢ na pierwszym stopniu o S, sktadowych;
u, ey, cR 2 jest wektorem wej$¢é na drugim stopniu o S, skladowych;
6, €6, cR Rl jest Rj-wymiarowym wektorem parametrow charakterystyki statycznej
na pierwszym stopniu; 6, €@, cR R jest R-wymiarowym wektorem parametrow
charakterystyki statycznej na drugim stopniu; yeY <R " jest L-wymiarowym wek-
torem wyj$¢ na pierwszym stopniu; F;, F, sa znanymi funkcjami, takimi ze:

F:U,x®Y , F:U,x0,—->06,.

U, y
— Fl (ul’gl) I
A 91
u,
— >
F, (Uza 02)

Rys. 5.3. Obiekt statyczny o dwoch stopniach

Funkcje F, i F, s3 znane. Zadanie identyfikacji na pierwszym stopniu sprowadza
si¢ zatem do wyznaczenia oszacowania wektora parametréw 6 na podstawie wyni-
kéw zakloconych pomiaréw wartosci sktadowych wektora wyj$¢ dla zadanej serii
warto$ci sktadowych wektora wej$¢ u;. Na drugim stopniu nalezy wyznaczy¢ oszaco-
wanie wektora parametrow &, na podstawie wynikow estymacji na pierwszym stopniu
dla zadanej serii warto$ci sktadowych wektora wejsc u,.

Zauwazmy, ze warto$¢ sktadowych wektora wyj$¢ dla drugiego stopnia, tj. &, nie
jest mierzona bezposrednio, lecz jest wynikiem estymacji na pierwszym stopniu. Je-
den pomiar do identyfikacji na drugim stopniu wymaga calego procesu estymacji,
czyli okreslonej serii pomiardw na pierwszym stopniu, w czasie ktérej U, jest state. Do
oznaczenia wynikow eksperymentu wprowadzimy nastgpujaca notacje:

Uy, » Oy, sa—odpowiednio — warto$ciami sktadowych wektorow U, i 6, w ny-tym
pomiarze na drugim stopniu, N, =1,2,..., N,,
Uinn, > Ynn, S&—odpowiednio —wartosciami sktadowych wektoréw u; oraz y w n-tym

pomiarze na pierwszym stopniu dla statej wartosci wektora u,, , m=1,2,..., Ny,
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dr
UlNlnzz[ullnz Upon, ulNlnz] (5.13)

jest serig identyfikujaca na pierwszym stopniu w N,-tym pomiarze na drugim stopniu,
tj. dla u, =u,, ,

Wony =N (Yony 2o, ) (5.14)
jest wynikiem pomiaru wartosci skladowych wektora wyjs¢ y,, z zakloceniem

Zyn, €2 CR L h jest znana funkcja (2.20), majaca whasnosé (2.23),

nn

df
Wy :[W1n2 Won, - WNlnz] (5.15)

1n2

jest macierza pomiaréw na pierwszym stopniu w Np-tym pomiarze na drugim stopniu,

df

UlNlNz = [U1N11 U1N12 UlNlNz]a (5.16)
_ df
WNINZ = [WN,l Wle WNlNZ]’ (5.17)
daf
Uy, = [UZI Uy UZNZ] (5.18)

sa macierzami wynikow pomiaréw dwustopniowego eksperymentu.
Dla poszczeg6lnych pomiardow zalezno$ci (5.11) 1 (5.12) przyjmuja postaé

yn1ﬂ2 = Fl (Ulnlnz 791n1 )’ (5'19)
O, = F (U, . 6). (5.20)

W dalszych rozwazaniach zatozymy, ze z,, jest realizacja ciaglej zmiennej loso-
wej Z,, . Przy czym zmienne losowe z,. sa niezalezne dla kolejnych pomiarow
i maja t¢ sama gestos¢ rozkladu prawdopodobienstwa fz(z). Na pierwszym stopniu

dla ustalonego U, =U,, na podstawie serii pomiaréw (5.13) oraz (5.15) wyznaczamy
elNlnz :BUINl (UlNlnz ’WNlnz)’ (5.21)

gdzie: 6,y ,, jest oszacowaniem nieznanego wektora parametrow 6, , a ¥ ozna-

cza algorytm estymacji na pierwszym stopniu.
Estymacje na pierwszym stopniu zilustrowano na rysunku 5.4.
Na drugim stopniu, dla zadanej serii (5.18) wyznaczamy

HZNz :szNz(UZNz’élN]Nz)a (5.22)
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gdzie: 0, jest oszacowaniem nieznanego wektora parametrow 6,, ¥, oznacza
2 2

algorytm estymacji na drugim stopniu, a

. i n n
EININZ = [91N11 91N12 ‘91N1N2] (5.23)
jest macierza wynikow estymacji na pierwszym stopniudla n, =1,2,..., N,.

u y
nyn, nn,
> I:l(ulnlnz ’Hlnz)

y
\

Y

h(ynln2 > ann2 ) D

W

mny

> llulNl (UlNlnz ’WNlnz) <

A

glNlnz

Rys. 5.4. Estymacja parametrow na 1. stopniu

Oszacowanie élN]nz jest traktowane jak wynik pomiaru wartosci sktadowych wek-

tora wyjscia w N,-tym kroku eksperymentu na drugim stopniu, z btedem estymacji

A

é:nz = UINn, _elnz’ (5-24)

analogicznym do zaklocenia z,, na pierwszym stopniu.

Estymacje na drugim stopniu zilustrowano na rysunku 5.5.

o

u2n2

n,

> F2 (u2n2 , 092)

y

YIZNz (U2N2 ,‘lelNZ }
|

| &,

Rys. 5.5. Estymacja parametrow na 2. stopniu
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Wektor parametréw 6, moze by¢ tez estymowany bezposrednio po przyjeciu opisu
df
y:Fl[ul’Fz(uzsgz)]:F(ulauza‘gz)a (5.25)
czyli
Yoy = F Uiy, sUan, 65 ), (5.26)

z wykorzystaniem wynikoOw pomiarow wartosci U;, U,, Y. Wynik estymacji oznaczymy
przez

02N1N2 = TN, (LTlNlNz’U2N2’VVN]Nz)’ (5.27)

gdzie: HleNz jest oszacowaniem wektora parametrow 6 przy podej$ciu bezposred-

nim, a 5’72N]N2 oznacza algorytm estymacji bezposredniej (rys. 5.6).

Uinn

112
Ynn,

I:(ulnlnz =UZr12 "92) >

Usn, v

Yy v

| P

s Do Uy Wy, ) [+
1N1N2’ 2N2’ N1N2

lgleN2

Rys. 5.6. Bezposrednia estymacja parametrow

— 5U2N1N2

W dalszych punktach przedstawimy metodyke postgpowania z zastosowaniem
dwoch metod estymacji, przedstawionych w punkcie 2.2.1, tj. metody maksymalne;j
wiarogodnosci oraz podejscia bayesowskiego. Dla typowych przypadkow podane
zostang algorytmy estymacji.

Istotne jest takze poréwnanie wyniku estymacji bezposredniej z wynikiem estyma-
cji dwustopniowej, ktora mozna traktowac jako zastosowanie pewnego rodzaju de-
kompozycji, czyli porownanie wartosci ézwz (5.22) 1 §2N1N2 (5.27) za pomoca tej
samej metody estymacji. Algorytm ¥72N1N2 nalezy porowna¢ z kompozycja algoryt-

moéw (5.21) 1 (5.22). Po wprowadzeniu oznaczen

élNlsz[y/lNl(UlNllaWNll) TlNl(UlNlNzaWNlNz)]dzfl{_llNlNz(LTlNlNzrvalNz) (5.28)
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i wstawieniu (5.28) do (5.22) otrzymujemy

A — __ _ df ~ __ _
Orn, =¥, [U2N2 PN, (Un\nlN2 Wy, )]: PN, (UININZ Uon, s Wi, ) (5.29)
Podejscia bezposrednie i dwustopniowe sa rownowazne, jesli algorytmy (5.27)
i (5.29) sa identyczne, tzn. dla tych samych wynikow pomiaréw otrzymujemy iden-

tyczne oszacowania 6,y . 1 Oy, .

5.1.1. Metoda maksymalnej wiarogodnos$ci

W wyniku zastosowania metody maksymalnej wiarogodno$ci nalezy na obu stop-
niach wyznaczy¢ i maksymalizowaé funkcje wiarogodnosci. Postgpowanie na pierw-
szym stopniu sprowadza si¢ do znanej metody estymacji parametrow obiektu statycz-
nego, przedstawionej w punkcie 2.2.1. Zadanie dla drugiego stopnia jest nieco bardziej
ztozone, wymaga bowiem wyznaczenia funkcji gestosci rozktadu prawdopodobien-
stwa nie wyniku obserwacji, lecz wyniku estymacji na pierwszym stopniu dla kolej-
nych pomiaréw na drugim stopniu. Procedura wyznaczania algorytmow estymacji jest
zatem nastgpujaca:

Krok 1. Dla pierwszego stopnia, gdy U, =U,, , wyznaczamy funkcj¢ wiarogodnosci

N;

LlN] (\NNlnz ’elnz > UlNlnz ): H 1:WnQ (Wn1n2 ’elnz 5 ulnlnz )a (530)

ny =1
gdzie funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienstwa fwn2 — obserwowanej zmiennej

losowej W, .z wektorem parametrow 6, 1zadanym U, — dana jest zaleznosScia
Ly, 2

NNy
fum, (Wnlnz »O1n, sUinin, )= f, (hj (F1 (ulnlnz »Ohn, ), Wi n, )) |‘]h| , (5.31)

w ktorej: h;' jest funkcja odwrotna do (5.14) wzgledem z |Jh| jest jakobianem

nny 2
przeksztalcenia h;' z argumentem W,n,» Przy zalozeniu, ze przeksztalcenie h jest
ciagte 1 wzajemnie jednoznaczne.

Krok 2. Maksymalizujemy (5.30) wzgledem 6, i otrzymujemy algorytm estyma-
cji (5.21), gdzie élN]nz oznacza wynik maksymalizacji.

Krok 3. Na podstawie zaleznosci (5.21), po podstawieniu (5.20) do (5.14), wyzna-
czamy funkcje¢ gestosci rozktadu prawdopodobienstwa

fo, (elNlnz 203U 1nn, 3u2n2) (5.32)
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dla zmiennej losowe;j élNlnz. Ggstos¢ t¢ mozemy tez wyznaczy¢ z zaleznosci (5.21),

po podstawieniu (5.26) do (5.14) oraz skorzystaniu ze znajomosci f, (z)

Krok 4. Dla drugiego stopnia wyznaczamy funkcjg wiarogodnosci
A — Nl ~
|—2N2 (EININZ .0y UlNlNz sU2N2 ): H fal (elNlnz .0y UlNlnz »Uan, ), (5.33)
n;=1
bowiem z niezaleznosci z,,, dla kolejnych pomiarow wynika niezaleznos¢ 6, , dla

r6znych n,.

Krok 5. Maksymalizujemy (5.33) wzgledem 6, i otrzymujemy algorytm estymacji
(5.22), gdzie ézmz oznacza wynik maksymalizacji.
W podejsciu bezposrednim funkcja wiarogodno$ci ma postac

N, N;

LNZNI(\N_NlNzﬂe Ui, » 2N2) HHf ( nlnza‘925uln1n2:u2n2)a (5.34)

ny=1n;=1

przy czym funkcjg gestosci rozktadu prawdopodobienstwa f, — obserwowanej zmien-
nej losowej W, .z wektorem parametréw 6, i zadanymi U, oraz U,, - otrzy-

mamy po podstawieniu w zaleznosci (5.31) w migjsce 6, zaleznosci (5.20), czyli

fW(Wnlnz 5035 Uppn, > Uop, )= f, (hj (Fl (ulnlnz . F (Uzn2 .0, ))7 Wh,n, )) |‘]h| > (5.35)

a po uwzglednieniu (5.25) przyjmuje ona postaé

fW(Wnlnz ’ HZ; ulnlnz 9u2n2 )= fz (h;1 (F (u1n1n2 9u2n2 792 ), Wnlnz )) |".J h| . (536)
W wyniku maksymalizacji funkcji wiarogodnosci (5.34) wzgledem 6, otrzymujemy

algorytm estymacji bezposredniej (5.27), gdzie 6~'2N1N2 oznacza wynik maksymalizacji.

Rozpatrzymy w charakterze przykladow typowe przypadki, kiedy mozna anali-
tycznie wyznaczy¢ algorytmy estymacji.

Przyklad 5.1. Niech S, =L =R, =1, S, =R,, zaleznosci (5.19), (5.20) i1 (5.14) sa
— odpowiednio — postaci:
ynlnz Hlnzulnlnz > (5-37)

Bhn, =03 Uy, (5.38)

In,

(5.39)

nlnz yn1n2 n1n2 °
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Ostatecznie zaleznos¢ (5.26) przyjmuje postac

T
Yon, = 0, Usn, Uinn, » (5.40)
a zatem

_nT
Wnln2 - 92 u2n2u1n1n2 + ann2 ° (5‘41)

Niech zakt6cenie ma rozktad normalny

1 -7’
f,(z)= exp( j (5.42)
o,\2n

2
20,

Latwo w tym przypadku (tak jak w przyktadzie 2.3) otrzymac analityczny wynik dla
pierwszego stopnia. Funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienstwa (5.31) ma postac

(Wnn _Hln ulnn )2
exp| ——2 el (5.43)

1
fW”z (Wnlnz > 91”2 ;ulnlnl ): o \/2_

2
, V2T 20

z

a funkcja wiarogodnosci (5.30)

N;

LlNl (\NNln2 ’Hlnz 5 UlNlnz )= mexp [_#Z(Wnlnz — glnzulnlnz )z:l . (544)
, z n=

Maksymalizacja funkeji (5.44) wzgledem 6, daje algorytm estymacji na pierw-
szym stopniu (5.21) postaci

N
zulnlnzwmnz T
A =1 UIN WN
) _ = _ 1N 1N 4
s =" TR (5.45)
Zuz 1N1n2 N1n2
1n1n2
n1=1

Po wstawieniu zaleznosci (5.41) do (5.45) otrzymujemy
N;

uln1n2 Zn1n2
1

n=
N
2
zuml“z
n1:1

Zmienna losowa élNlnz , ktora jest wynikiem przeksztatcenia (5.46) zmiennej lo-

Oin, =05 Uy, + (5.46)

. , . ;. . A T
sowej Z, ma réwniez rozklad normalny z wartoscia oczekiwang E (@ =6,u
= INjny 2 ¥2m,

1 wariancja
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Var(g, )= — = D=0 (5.47)

Funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienstwa (5.32) zmiennej losowej élNlnz

jest zatem nastgpujaca

2
~ 1 (Hln _02Tu2n )

f (6,020 )= P R (5.48)

6, \YIN INyn, 2 Y2 >

ny? 1 n o, l 2 2

2 n
Ny
2
Zulnlnz
n1=1
(o2

2n

a po uwzglednieniu (5.47)

N 1
fo (elNlnzaez;UlNan:Uan): exp{— = (1n2 ‘9Tu2n ) Z:ulnln2 . (549)
z

W konsekwencji funkcja wiarogodnosci (5.33) ma postacé

Lon, (:‘1N1N2 ’02;U1N1N2=U2N2)

(5.50)
N, N,
H zulnmz Z( 1n2 HTUZn ) Zulnlnz
n, =1

W wyniku maksymalizacji funkcji wiarogodnosci (5.50) wzgledem 6, otrzymuje-
my algorytm estymacji (5.22) na drugim stopniu postaci

-1
K R Ny
2N2 {ZUZnZUZnZ Zuln1n2:| ZHINanUZnZ Zulznlnz’ (5‘51)
=l k=1 m =l
czyli
A —1 s
‘92N2 :(U2N2 DN2U2TN2) UzNZDNZ‘ZlTNlst (5.52)

gdzie Dy, jest macierza diagonalna

T T T
diag DN = [U1N11U1N11:U1N12U1N12: U1N1N2U1N1N2] .
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Macierz Dy, wystepuje jako parametr algorytmu (5.22) postaci (5.52), bowiem

wariancja a , w odroznieniu od statej wariancji ¢, na pierwszym stopniu zalezy od

Ny, a dokiadnlej od U,

mn”
W rozpatrywanym przyktadzie w podejsciu bezposrednim funkcja gestosci roz-
ktadu prawdopodobienstwa (5.35) ma postaé

1 (W —6,u, U )2
mn 2 ¥n, ¥ nin
fW(Wnlnz’929“mlnz’“znz):6\/E -——= 2022 =2s (5.53)
z z

a funkcja wiarogodnosci (5.34)

L, (VV_N]Nz’ez;UlNlNQ ’UZNz)

Ny Ny T 2
Z z( Wayn, — 02 u”2u”l”2) (5.54)

1 I']2 lnl

(az x/ﬂ)NlNz 205

W wyniku maksymalizacji funkcji wiarogodnosci (5.54) wzgledem 6, otrzymuje-
my algorytm estymacji bezposredniej (5.27) postaci

~ Ny Ny
6)2N1N2 :|:Z ZUanu-zrnzulznm] Z ZUanulnlnz nn, » (5-55)
ny=1 ny=l1 np=1 n=
czyli
~ -1
02N1N2 :(UZNzDNzugNz) U2NzBN2’ (5.56)
gdzie By, jest wektorem
BLZ (U W, UpWil, o U Wi ] (5.57)
K INIVYNGE YNy 2VVN,2 INKKVNKK - .

Latwo zauwazy¢, ze po wstawieniu (5.45) do (5. 51) lub (5.52) w macierzy (5.23)
i po prostych przeksztalceniach otrzymujemy 02N HleNz , a zatem w rozpatrywa-
nym przypadku dwustopniowa i bezposrednia estymacja 6, daja ten sam wynik.
*
Przyklad 5.2. Rozpatrzymy ponownie przypadek z przyktadu 5.1 dla jednowymia-
rowej zalezno$ci na drugim stopniu, tzn. S, =S, =L =R, =1, czyli zaleznosci (5.19)
1 (5.20) przyjmuja — odpowiednio — postac:
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Yon, = Hlnzum]nQ, (5.58)
O, =6Us, - (5.59)

Zatdézmy ponadto, ze zaklocenia sa multiplikatywne, tj. zaleznos¢ (5.14) jest postaci
Won, = Ynn, Znn, - (5.60)

Ostatecznie zalezno$¢ (5.26) przyjmuje postac
Yon, = quznzumlnz, (5.61)
a zatem

Wy, = quznzulnlnz Znin, - (5.62)

Zatozmy rownomierny rozktad prawdopodobienstwa zaktdécen w przedziale [, f],
B> a> 0, co oznacza, ze funkcja ggstosci rozkladu prawdopodobienstwa zmiennej
losowej Z ma postac

1
fZ(Z)Z —ﬂ—a dla Ze[a,ﬂ] (5.63)

0 da zela,pl

Obecnie (tak jak w przyktadzie 2.4) funkcja ggstosci rozktadu prawdopodobien-
stwa (5.31) ma postac

1 Wn1n2
da — clag, B0, |
f ( o - )_ (ﬂ_a)alnzulnlnz ulnlnz 5.64
wny Wnlnz’ 1n2 ’ulnlnz - W ( . )
0 da —" ¢[00, .50,.].

1niny
a po przeksztatceniu

fWI']Z (Wnlﬂz ’glnz ;ulnlnz )

i (ﬂ_a)‘;lnzulnlnz dia W, el@b, U, B0 Un,]| (565
0 dla wnlnze[aemzumlnz,ﬂ@lnzumlnz].
Funkcja wiarogodnosci (5.30) przyjmuje postac
Lin, (\NNlnz ’elnz 3U1N1n2)
e et e
(B-2) 0, )" T [t PN U, @ S i, | g o
= n =1

W, W,
0 dla 6, e{i max &,l min ﬂ}

IB 1< <N; ulnln2 o 1<n <N ulnln2
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Poniewaz funkcja (5.66) jest funkcja monotoniczna, malejaca wzgledem 6,

w przedziale

1 W, 1 . Wan
— max —>, — min —=|, (5.67)
ﬂ 1<n; <N; ulnln2 o 1€n <N, ulnlnz

maksymalizacja tej funkcji wzgledem 6, daje zatem nastgpujacy algorytm estymacji
(5.21) na pierwszym stopniu
. W,
L nax o (5.68)

f1smsN ulnlnz

1IN, —
Na podstawie znanego sposobu wyznaczania rozkladu zmiennej losowej W, ,
przeksztatconej wedlug zaleznosci (5.68) [30, 48], oraz z (5.64) po podstawieniu
O, =65U,,, otrzymujemy funkcjg (5.32) gestosci prawdopodobienstwa zmiennej

ln2

losowej 0y,
f (‘91N1n2 203U 1n, s Uan, )

N -1
BYMN| 6. —%ou
1
1( 1N, ,3 242n2

A a
dla 01N1n2 < |:_02u2n2 ’92u2n2 } (5.69)

- (B-a)" 6y uy! B
A a
0 dla O, ¢[592u2n2’92u2n2:|'

Ostatecznie funkcja wiarogodnosci (5.33) ma postaé

I—2N2 (élNlstez;UlNlstuzNZ) (5.70)
N, N -1
N A o
(ﬂNl K) ’ 1—[(‘91N1n2 - ﬁgzuznzj
ny =1

6 4
dla 6, e[lmax L ,ﬁ min &}

snsNa Uy, o 10, <N, Usp,

N
N, 1

- (ﬂ_a)NlNzaleNz[l quan
n2:1

4 4
0 dla &, e{ max &,ﬁ min &]

1<n, <N, Uz, o 1S <N, Uz,
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Jest to monotoniczna, malejaca funkcja €, w przedziale

6, 6,
max —2 s min —2 | (5.71)

<Ny < <n,<
1<ny <N, U2n2 o 1sm<N;y U2r12

W wyniku jej maksymalizacji wzglgdem 6, otrzymujemy nastgpujacy algorytm
estymacji (5.22) na drugim stopniu

A

n 6,
6,y, = max —hin (5.72)

2 <<
1<y <N, U2r12

W rozpatrywanym przyktadzie w podejsciu bezposrednim funkcja ggstosci roz-
ktadu prawdopodobienstwa (5.35) ma postac

fW (Wnln2 ’02;u1n1n2 5u2n2 ) (573)
1 1 W, 1 . W,
(h—a)o dla 6, € — max $,—lmn'1“ —
-a)o,u u <m=N; y u a =m=Npy u
2 1n1n2 2n2 1gnng2 lﬂ1n2 2”2 ISHZSNZ 1n1n2 2n2
1 W, 1 . W,
0 dla 6, ¢| — max il ,— Inin o
<mn < <
t<m =Ny ulnlnzuznz a =N=M u1n1n2u2n2
1<n, <N, 1<n, <N,
a funkcja wiarogodnosci (5.34)
LN2N1(\NNlNz’gz;UlNlNz’UzNz) (5.74)
1 Wnlnz . Wn1n2

dla 6, ¢ max » Inin
<m < <n <
PENE By Upg, SNy U

N, N;
NiN
((ﬂ - 0[)(92) 172 1_[U2n2 l_[umln2 1<my <N, 1<m <N,
n1:l

= n2:l
W, W,
nn . mn
0 dla 6,¢  max 2 , min —2
<m< <m<
N B, U, 1EMEN oy Uy
1< <N, 1<n, <N,

Funkcja (5.74) jest monotoniczna, malejaca funkcja 6, w przedziale

! max Wiy ! min Wy
2
frEmEN Uy Uy, EEN U Uy
1£n25N2 lﬁnngz

(5.75)
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W wyniku jej maksymalizacji wzglgdem 6, otrzymujemy nastgpujacy algorytm
estymacji (5.22) na drugim stopniu

2 1 Wnlnz
Oy, =~ max —n (5.76)
12 ﬂ 1<n <N; u u
< Inyn, Y2n,
<ny<N,

Latwo zauwazy¢, ze po wstawieniu (5.68) do (5.72) otrzymujemy éZNZ = §2N]N2 ,
a zatem takze w tym przypadku dwustopniowa i bezposrednia estymacja @, daja ten
sam wynik.

*

Analiza algorytmow estymacji przedstawionych w przyktadach 5.1 i 5.2 sktania do
postawienia pytania: Czy zawsze estymacja bezposrednia i dwustopniowa daja ten
sam wynik?

Teraz sformulujemy ogdlny warunek wystarczajacy rownowaznosci dwustopnio-
wej 1 bezposredniej estymacji wektora parametrow 6, z zastosowaniem metody mak-

symalnej wiarogodnosci:

Twierdzenie 5.1. Jesli estymator (5.21) na pierwszym stopniu jest dostatecznym
estymatorem wektora parametrow 6, , a estymatory na drugim stopniu (5.22)

i bezposredni (5.27) zostaly wyznaczone metoda maksymalnej wiarogodnosci, to
estymatory dwustopniowy i bezposredni sa sobie rownowazne, czyli oszacowania
uzyskane metodami dwustopniowa oraz bezposrednia dla tych samych danych po-
miarowych sg sobie rowne.
Dowo6d: Wprowadzimy funkcje

df

by, =73, Wi, ). By, €B <R EF (5.77)
taka, ze dla funkcji
al a é yle (Uan ’WNn )
A\ 9] — | Nim | _ 1 1N 12 578
Ny ( Nin, » 1N1n2) |:bN1r12 :l |: FNI(\NNlnz ( )

istnieje funkcja odwrotna wzgledem W .

WNlnz = 1:M7h111 l(élNlnz ’lenz )’ UlNlnz J’ (5.79)

gdzie I:W’,il Jest funkcja odwrotna funkeji (5.78) wzgledem Wy . .
Funkcjg gestosei rozktadu prawdopodobienstwa (5.32) mozna przedstawi¢ nastgpujaco:

A

A be(HINn 5an 502;U1Nn 5u2n )
fgl (elNlnz ’92;U1N1n2 ’u2n2): : =2 = = 2 ) (5~80)

fb\el (bN1n2 392‘ Oinyn, sY 1inyn, - Uz, )
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gdzie: fgb jest funkcja gestosci tacznego rozktadu prawdopodobienstwa pary zmien-

nych losowych (@ (—lNlnz Dy, ), natomiast fb‘g jest warunkowa gestoscia by élNlnz
po wstawieniu (5.20), a funkcja wiarogodnosci (5.33)
A 0y By sy 585Uy U,
L2N2 (EININZ,HZ ININZ’ ZNz) H 91b 1N1n2 N1n2 2 INny 2ny ] (5‘81)

- fb\e (lenz’ ‘HIN]nZ’UlN,nQ’UZnZ)

Okreslony przez (5.21) wektor élNlnz jest estymatorem dostatecznym wektora pa-

rametrow 6, [30, 48], warunkowa gestos¢ prawdopodobienstwa f,, nie zalezy

bley
wige od 6, , a w konsekwencji — po podstawieniu (5.20) — nie zalezy od 6,, a zatem
ézNZ , ktore jest wynikiem maksymalizacji funkcji wiarogodnosci (5.81), nie zalezy od

mianownika wyrazenia (5.80). Z drugiej strony, korzystajac z przeksztatcenia (5.78),
iloczyn funkcji gestosci prawdopodobienstwa (5.36), wystepujacy w funkcji wiaro-
godnosci (5.34) w podejsciu bezposrednim, mozemy wyrazi¢ przez mianownik wyra-
zenia (5.80), tj.

N, B
H fw(Wn1n2 5033Upn 0, s Usp, )= fglb(FNl (VVN]nzsulNlnz )’HZ;UINan »Usn, )|Jr| , (5.82)

gdzie J, jest jakobianem przeksztatcenia (5.78), ktory nie zalezy od 6,.
W tym przypadku funkcja wiarogodnosci (5.34) przyjmuje postac

LN2N1 (VV_N1N2 a925U1N1N2 auzNz)

N
= 1_2[ fon (le (WNm2 Uingn, )’92;U1N1n2 >Uzn, )

ny =1

(5.83)

stad otrzymane w podejsciu bezposrednim §2N1N2, tji. 6, maksymalizujaca (5.83), jest

réwne ézwz maksymalizujacej (5.82) Wzglqdem 0, dla tych samych macierzy pomiarow
UmlNQ, Usn, VVNINZ, czyli algorytmy ¥’ g, (G- 27)i ¥, g, (5-29) sa identyczne.

Q.E.D.

W rozpatrywanych przyktadach estymatory na pierwszym stopniu byly dostatecz-

ne. Autor w pracy [99] podaje przyktad, w ktorym estymacje dwustopniowa i bezpo-

$rednia byly rbwnowazne, cho¢ estymator na pierwszym stopniu nie byt dostateczny.
Nie jest to zatem warunek konieczny rownowaznosci.
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5.1.2. Metoda maksymalnego prawdopodobienstwa

Podejscie bayesowskie do estymacji parametréow dla obiektu statycznego przed-
stawilisSmy w punkcie 2.2.1. Stosujac roézne postacie funkcji strat, otrzymamy rézne
metody estymacji. Metoda maksymalnej gestosci prawdopodobienstwa a posteriori —
zwana dalej w skrocie metoda maksymalnego prawdopodobienstwa — jest szczegodl-
nym, najczgsciej wystepujacym przypadkiem podejscia ogolnego, w ktorym funkcja
strat ma posta¢ (2.71). Dla tej metody rozpatrzymy dalej typowy przypadek naszego
problemu oraz kwestig¢ rownowaznosci.

Zaczniemy jednak od przypadku ogoélnego. Teraz zatozymy, ze 6, jest wartoscia

ciagtej zmiennej losowej €, o znanej funkcji ggstosci rozktadu prawdopodobienstwa
fo, (492 ) Zgodnie z zaleznoscig (5.20) takze 6, jest wartoscia odpowiedniej zmien-
nej losowej 6, i-— znajac f, (6,) oraz funkcje F, w (5.20) — mozemy wyznaczyé
funkcje gestosci rozkladu prawdopodobienstwa fgln2 (91n2 sUzn, ) Gdy stosujemy metodg

minimalnego ryzyka, nalezy na obu stopniach minimalizowac¢ ryzyko $rednie dla okreslo-
nej funkgcji strat, co — jak wiadomo — mozna sprowadzi¢ do minimalizacji odpowiedniego
ryzyka warunkowego. Na pierwszym stopniu zadanie identyfikacji sprowadza si¢ do za-
stosowania znanej metody estymacji bayesowskiej dla obiektu statycznego, przedstawio-
nego w punkcie 2.2.1. Zadanie na drugim stopniu, podobnie jak w metodzie maksymal-
nej wiarogodnosci, jest bardziej zlozone, wymaga bowiem wyznaczenia odpowiedniego
warunkowego rozktadu prawdopodobienstwa. Procedura wyznaczania algorytmow es-
tymacji jest nastgpujaca:

Krok 1. Dla danej funkcji ggstosci rozktadu prawdopodobienstwa f, (02) wyzna-
czamy na podstawie (5.20) funkcj¢ gestosci

falnz (Hlnz 5 u2n2 ): f6’2 (FH;IZ (u2n2 ’91n2 ))“] Fy

przy czym ngz jest przeksztalceniem odwrotnym (5.20) wzgledem 6, przy zatozeniu

: (5.84)

wzajemnej jednoznacznosci funkcji F,, czyli 6, = nglz (Uzn2 NS )

Krok 2. Przez analogi¢ do (2.60) oraz (2.62) wyznaczamy funkcje gestosci warun-
kowych rozktadéw prawdopodobienstwa

N
fWNl‘gl 6NNlnz 91”2 ;U Niny ): 1—1[ fZ(h;I (Fl (ulnlnz ’elnz )’Wnlnz ))|‘]h| (5.85)
n=1

f91n2 (elnz sUan, )fWNl ‘91 (\NN1”2 91"2 U Nin, )

J‘ 1:¢91n2 (anz sUan, )fWN1 ‘01 6NN1n2 Oin, U N1n2) dé
2]

oraz

fl'(H WNlnz;UN1n2=u2n2): . (5.86)

lnz

1n2 4 1n2
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Krok 3. Na pierwszym stopniu, przy danej funkcji strat L, (anz »Ohn, ), minimalizu-
jemy wzgledem 6, n, Tyzyko warunkowe

(8, Wiy s Uy E [L 010,01, Wy lnz], (5.87)

1”2

a korzystajac z (5.86), otrzymujemy

(glnz WN]HZ ;U Nlnz ’u2n2 )
1:91nz (91”2 sUzn, )fWNl ‘91 (VVNan

)

o O ), |, W
v[f5’1n2 elnz’uznz fWNl‘el Niny
6

Poniewaz licznik wyrazenia (5.86) dla ustalonych pomiaréw jest wartoscig stata
i nie zalezy od ¢, , minimalizacja wyrazenia (5.88) wzgledem 6, sprowadza si¢ do

Oiny3Unin, ) (5.88)

O, :Unp, ) 40

1]']2 4 1n,

= ILI (6’1n2 ,51
6

minimalizacji wyrazenia
(elnz ’W ]n2 ;UN1n2 ’u2n2)
J-L Iny > 1”2 6’1n2 (91”2 sUzn, )fWNl‘Bl (VVNlnz

) (5.89)

1n,

U Nin; )de

1n,

wzgledem §1n2. W wyniku minimalizacji (5.89) wzgledem §1n2 otrzymujemy algo-
rytm estymacji (5.21), przy czym élNznz oznacza wynik minimalizacji. Warto zauwa-
zy¢, ze U,, wystepuje tu jako parametr algorytmu (5.21).

Krok 4. Na podstawie zaleznosci (5.21) oraz po podstawieniu (5.20) do (5.14) wy-
znaczamy funkcj¢ gestosci rozktadu prawdopodobienstwa

fa10,\0 ( gy | 623U 10, 5 Yo, ) (5.90)

dla zmiennej losowej élNlnz . Funkcje te¢ mozemy takze wyznaczy¢ z zaleznosci (5.21), po
podstawieniu (5.26) do (5.14) oraz skorzystaniu ze znajomosci fz(z). W konsekwencji
warunkowa funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej E INgN, |Q2

ma postac
Ny

f:*l‘gz (élNlNz | 0,; LT1N1N2 Uon, )= H fgl\.gz (élNlnz | 053U npn, »Uan, ) (5.91)

ny =1
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Krok 5. Dla danej funkcji strat L, (92,52) minimalizujemy wzgledem 52 ryzyko
warunkowe, tzn.
df

r2(492=ElN1N2;U2N2)_§ [Lz 92352)‘51N1N2] (5.92)
(%3
co, podobnie jak w kroku 3., sprowadza si¢ do minimalizacji wzgledem 6, wyrazenia

A df _ . _
F2(023EIN1N2 ’ UzN2 ): J.L(‘gzsez)fez (Hz)fgl‘@ (~31N1N2 | 0,; UlNlNz :UzN2 )d92 , (5.93)
©
stad otrzymujemy algorytm estymacji (5.22), przy czym ézNz oznacza 52, ktory mi-
nimalizuje (5.93).
W podejsciu bezposrednim minimalizujemy wzglgdem &, ryzyko warunkowe

"(‘6_’25\/71\111\12 ;LTININZ ,U1N2 )dsz [Lz(Qz’gz)‘VleNz ], (5.94)
2

co sprowadza si¢ do minimalizacji wzglgdem 6, wyraZzenia

F(§2’V\_/NK;LT1N1N2 Ui, )d:f jLz(gz,@)fz(ez)wa]Nz (\N_NIN2|92;lTIN1N2 Usn, )de, (5.95)

6,
gdzie funkcje gestosci fWNlNz wyznaczamy wedlug zaleznosci

N, Ny

fWNlNz (\N_NIN2|02;LT1N1N2 ’U2N2): fz(h_l (F(uln1n2 ’u2n2 ’Hz)vwnlnz )) (596)
1

np=l n=

W wyniku otrzymujemy algorytm estymacji (5.27), przy czym §2N1N2 oznacza

wektor 52, ktoéry minimalizuje (5.95).

Jak wiadomo, po odpowiednim doborze funkcji strat, minimalizacja ryzyka sprowa-
dza si¢ do maksymalizacji funkcji gestosci rozktadu prawdopodobienstwa a posteriori dla
nieznanego wektora parametréw. Po pominigciu mianownikow niezaleznych od zmien-

nych maksymalizujacych élNlnz Jest wektorem 6, , ktory maksymalizuje iloczyn gesto-

$ci w zaleznosci (5.89), tj.
f91n2 (91”2 s Uan, )fWNl ‘91 6NN1H2

Podobnie éZNz i §2N1N2 otrzymamy w wyniku maksymalizacji wzglgdem 6,, od-

Oy Un ) - (5.97)

powiednio:

f02 (Qz)fgl‘gz (é1N1N2|02;U1N1N2’U2N2) (5.98)
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oraz B B
f92 (ez)walN2 (\NN1N2|92;U1N1N2’U2N2)' (5.99)

Rozpatrzymy w charakterze przyktadu typowy przypadek, kiedy mozna analitycz-
nie wyznaczy¢ algorytm estymacji metodq maksymalnego prawdopodobienstwa.

Przyklad 5.3. Rozpatrzymy dwustopniowy obiekt, ktorego warto$ci wyjscia i wej-
$cia sa mierzone z zakldceniami. Zaleznosci (5.19), (5.20) i (5.26) sa takie same jak
w przykladzie 5.1, tzn. maja postac¢ (5.37), (5.38) i (5.40). Zaklocenia pomiarowe sa
addytywne i maja rozktad normalny (5.42), a funkcja h ma posta¢ (5.39). Zaktadamy
ponadto rozktad normalny wektora &,, tj.

2
2n) 2 1 T o
f92(92)=( ; exp[—a(ﬁz—mgz) zzl(ez—mgz)}, (5.100)
%]
gdzie: m, 1 2, oznaczajq — odpowiednio — wektor warto$ci oczekiwanych i macierz
kowariancji zmiennej losowej 6,.
Po uwzglednieniu zaleznosci (5.38) oraz rozktadu (5.100) zmienna losowa 6,

ma rozktad normalny z warto$cia oczekiwana i wariancja, odpowiednio:
E(sz)zm;zumz, Var(gan):ugnzzzuznz, (5.101)

czyli funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienstwa (5.84) przyjmuje postaé

2
1 T
(elnz - m62u2n2 )

Fony (ﬁmz;uznz)=(2nulnzfzuzn2)76><p o0 s , (5.102)
2n,<2%2n,

a wyrazenie (5.97)

femz (Hlnz;uznz )fWNl‘al (\NNlnz 6

1”2;UN1”2)

Ny

+ -0 ’
(27t)_N12 : (elnz - mgzuznz )2 _ E(Wnlnz 1”2u1”1”2) (5‘103)

T P 2u3,, 2,U 20,
0, 4/Uzn, 25Usp, 2n, <2Y2n, z

W wyniku maksymalizacji funkeji (5.103) wzglgdem 6, otrzymujemy algorytm

estymacji dla pierwszego stopnia
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T
ml U+ Uz, 25Unn, U T
R oUan, T 5 Yinm, VN,
— z
O, = T : (5.104)
1 Uy, 25Un0, U. Ut
+ 0_2 lN1n2 lN1n2

z

Na podstawie (5.41) i (5.104) tatwo zauwazy¢, ze rozklad warunkowy 01N1n2
wzgledem @, jest rozkladem normalnym, z warunkowa wartoscia oczekiwang i wa-

runkowa wariancja rownym, odpowiednio:

2T T T T
E(: )_ O-Z m02u2n2 + u2n2 22u2n2U1N1n2U1N1n2 m92u2n2 (E‘
1N1n2 -

2 T T oy
05 + Uy, 25U Uy 0, Ui,

(5.105)

1N1n2

T 2 T
u Ju U U df
( 2n, <2 2n2) IN{ny ~ INyny _Glznz’ (5106)

Var(QINmz |92)= ( P )2
o, Uy, 25Uy,

czyli funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienstwa (5.90) przyjmuje postac

A 2
(91N1”2 B m91n2 )

f o0 16,:U ..U, |= exp| — . (5.107
61\92(1N1n2| 25> 21N, 2n2) Ulnz\/g p 20_12n2 ( )

a wyrazenie (5.98) zapisujemy

f¢92 (gz)f_él‘gz (~§1N1N2|‘92;L71N1N2 sU2N2)

ey | m ) e om,) G, Mg, ) sy
O1n, |22| 2 2o-lznz

W wyniku minimalizacji wyrazenia (5.108) otrzymujemy algorytm (5.21) estyma-
¢ji na drugim stopniu postaci

-1
T
O, = Z:Umln2 1N1n2u2n2u2n2 (5.109)
Z n2—1
T
u,, u ~
_ 1N1n2 1N1n2 2|’12 2n2 “2 T
[I 2 Z U 2 u ] Z(U ZU U1N1n2U1N1n2JHIN1n2u2nZ >
2n2 2n2 Z ny 1 2n2 an

gdzie | oznacza macierz jednostkowa odpowiedniego wymiaru.
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W podejsciu bezposrednim wyrazenie (5.99) przyjmuje postaé

fo (62 g o, Whin 032010, Vs, ) (5.110)
_R2+N1N2 N N
2 1 B 1 2 1
B [_5(92 RN IR R 3 T )2}.
2 z ny=1 =

Maksymalizacja wyrazenia (5.110) wzgledem 6 daje nastepujacy bezposredni al-
gorytm estymacji (5.27)

~ N, N - N, N
92N1N2 |+_2 Zzu2n2u2n2u1n1n2 G 2 ZZUanuln,nz nny , (5.111)
z

ny=In =1 ny=In;=1

Po wstawieniu (5.104) do (5.109) i po przeksztatlceniach mozna sprawdzi¢, ze

O, = §2N1N2 , a zatem w rozpatrywanym przypadku dwustopniowa i bezposrednia

estymacja 6, sa rOwnowazne.

*

Ogdlny warunek wystarczajacy dla rownowaznosci estymacji dwustopniowej
i bezposredniej 6, jest tu identyczny z warunkiem dla metody maksymalnej wiaro-
godnosci (twierdzenie 5.1).

Twierdzenie 5.2. Jesli estymator (5.21) na pierwszym stopniu jest dostatecznym
estymatorem wektora parametrow 6, , a estymatory na drugim stopniu (5.22)

i bezposredni (5.27) zostaly wyznaczone metoda maksymalnego prawdopodobien-
stwa a posteriori, to estymatory dwustopniowy i bezposredni sa sobie rownowazne,
czyli oszacowania uzyskane metodami dwustopniowa oraz bezposrednia dla tych
samych danych pomiarowych sa sobie rowne.

Dowdd: Dowdd jest analogiczny do dowodu twierdzenia 5.1. Po wprowadzeniu bNln2

(5.77) 1 funkeji Iy, (5.78) funkcjg gestosci rozktadu prawdopodobienstwa (5.90)

mozna przedstawic nastgpujaco:

falb\92 (‘glNln2 :Bryn, | 05U nn, U, )

fb\9192 ( 1”2| 0 glNan ) U1N1n2 sUan, )

gdzie: fﬂlb\ﬁz jest warunkowa funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienstwa pary

f91\92 (91N1n2|92;U1N1n29u2n2): ,  (5.112)

zmiennych losowych 6, |02, a fb‘g s, Jest warunkowa funkcja gestosci roz-

12 =Ny

ktadu prawdopodobienstwa zmiennej gNl”Z 0

0,.

INny > =
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Po wstawieniu (5.112) do (5.91) otrzymujemy

A

N .
f = 0.-U. U _ ; f‘91b\92 (9”\‘1“2’le”2|92’U1N1”2’u2n2)
26, ‘—’1N1N2| 259NN, s Y 2N, )T ~ :
=l fb‘glgz bN]n2|92,‘91N]n2 ,UlNlnz au2n2

Okreslony przez (5.21) wektor élNlnz jest estymatorem dostatecznym wektora parame-

(5.113)

trow 6, [30, 48], warunkowa funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienstwa fb‘ 016, nie

zalezy wige od 6, , a w konsekwencji, po podstawieniu (5.20), nie zalezy od 6, zatem

éZNZ — ktdre jest wynikiem maksymalizacji wyrazenia (5.98), z uwzglednieniem (5.113) —

nie zalezy od mianownika wyrazenia (5.113). Korzystajac jednak z przeksztatcenia (5.78),

iloczyn funkcji gestosci prawdopodobienstwa (5.36), wystepujacy w funkcii (5.99) w podej-

sciu bezposrednim, czyli funkcje gestosci rozktadu prawdopodobienstwa mozemy wyrazié
fWNlNz (\NNINZ | 0,; U1N1N2 :UzN2 )

(5.114)

b

N,
= H felb‘ez (FNI (Vlen2 ’UlNlnz )| 92; U1N1n2 ’u2n2 )|Jf
n2=1
gdzie J jest jakobianem przeksztatcenia (5.78), ktory nie zalezy od 6,.
Stad otrzymane w podej$ciu bezposrednim §2N,N2 , §j. warto$¢ 6, maksymalizujaca

(5.99) z uwzglednieniem (5.114), jest rbwne wartosci éZNZ maksymalizujacej wyra-

zenie (5.98) wzgledem 6, dla tych samych macierzy pomiaréw Ui, Yo,

Wy,n,» czylialgorytmy ¥\ (5.27)1 5%2N1N2 (5.29) sa identyczne. Q.E.D.

Latwo zauwazy¢, ze twierdzenie 5.2 mozna uog6lni¢ na metod¢ minimalnego ry-
zyka z dowolnymi funkcjami strat.

Twierdzenie 5.3. Jesli estymator (2.6) na pierwszym stopniu jest dostatecznym es-
tymatorem parametréw 6, a estymatory na drugim stopniu (2.7) i bezposredni
(2.10) zostaly wyznaczone metodaq minimalnego ryzyka z ta sama funkcja strat L,
to estymatory dwustopniowy i bezposredni sa sobie rownowazne, czyli oszacowa-
nia uzyskane metodami dwustopniowa oraz bezposrednia dla tych samych danych
pomiarowych sa sobie rowne.
Dowéd: Wystarczy skorzysta¢ z dowodu poprzedniego twierdzenia i zauwazy¢, ze
minimalizacja ryzyka (5.93) wzgledem 52 sprowadza si¢ do minimalizacji wyrazenia

(5.94). Podobnie, minimalizacja ryzyka (5.94) wzgledem 52 sprowadza si¢ do mini-
malizacji (5.95) po wstawieniu (5.114), a zatem zalezno$ci éZNz i 6~'2N1N2 od LTININZ ,

U,n,» Wy, saidentyczne. Q.E.D.
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5.2. Dwustopniowe zadanie wyboru optymalnego modelu
w warunkach losowych

Rozwazymy dwustopniowy obiekt statyczny o wektorach wej$¢ U, i U, oraz wyj-

$¢ y, takich jak w podrozdziale 5.1. W dalszym ciagu, podobnie jak w punkcie 2.4.1,
bedziemy zaktadaé, ze (ul,uz, y) sa wartosciami zmiennych losowych (gl,gz, y), dla

ktorych istnieje funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienstwa f (ul,uz, y). Charakte-
rystyki statyczne na pierwszym i drugim stopniu nie s znane. Proponujemy modele

na pierwszym i drugim stopniu — odpowiednio — postaci:

y=o,u,,6,), (5.115)
6, =D, (u,,0,), (5.116)
gdzie:u, eU, cR S jest S;-wymiarowym wektorem wej$é na pierwszym stopniu;
u,eUd,cR %2 jest S,-wymiarowym wektorem wej$¢ na drugim stopniu;
6, €6, cR Ri jest R;-wymiarowym wektorem parametrow modelu na pierwszym stop-
niu; 51 €® cR Rl jest Rj-wymiarowym wektorem wyijé¢ modelu na drugim stopniu;
0,€0,cR R2 jest R-wymiarowym wektorem parametréw modelu na drugim stopniu;
y,yeY cR‘' s L-wymiarowymi wektorami wyjéciowymi — odpowiednio — obiek-

tu i modelu na pierwszym stopniu; @,, @, sa zadanymi funkcjami takimi, ze

QU x0,->Y , @,:U,x0,>06,.

Wprowadzimy definicje precyzujace, w jakim sensie beda optymalne rozpatrywane

modele.

Definicja 5.1. Model na pierwszym stopniu (5.115) nazwiemy modelem optymal-
nym dla danego U,, jesli 6, =6,", gdzie 6 jest warto$cia 6,, minimalizujaca kry-
terium jakosci identyfikacji

Q Hl’u [ql X y=o 1))‘“2]
(5.117)
= jj% ya@l Ulael))fl(ulay Uz)duldy
Y Uy
czyli
Q1(91*=U2)=glian(91,uz), (5.118)
(S|

gdzie: ql(y, 7) jest zadana funkcja, ktorej warto$¢ ocenia réznicg pomigdzy wyj-
sciem obiektu i wyjsciem modelu na pierwszym stopniu, ¢,:Y xY —R,

ql(y, 7)2 0, ql(y, V): 0&< y=Y, a f, oznacza warunkowa funkcjg ggstosci roz-
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ktadu prawdopodobienstwa zmiennych losowych U;,y pod warunkiem, ze zmien-
na losowa U, przyjeta warto$¢ U,.
W wyniku minimalizacji (5.117) wzgledem 6, dla danego u, otrzymamy zalez-
no$¢ 6, od u,
df
0r =G(u,). (5.119)
Jest to model dla drugiego stopnia, wyznaczony w wyniku optymalizacji na stopniu
pierwszym. Wartosci 6 mozna pordéwnywaé z warto$ciami 51, wyznaczonymi
z modelu (5.116) dla tych samych warto$ci U,, i wyznaczy¢ optymalny wektor para-

metrow modelu (5.116), tj. najlepsza aproksymacj¢ zaleznosci (5.119) za pomoca
wzoru postaci (5.116).

Definicja 5.2. Model na drugim stopniu (5.116) nazwiemy modelem optymalnym dla
0, =0;, gdy 6, jest warto$cia 65, minimalizujaca kryterium jako$ci identyfikacji

df _
Q,(6,)=E[0,(0.8, = ,(u,.0,)) jqz ®,(u,,0,)f,(u,)du,,  (5.120)
up
czyli
Qz(%*):;nig (), (5.121)
2€0)

gdzie: qz(éﬂ*,g1 ) jest zadana funkcja (g2 R " xR ® >R 0 wiasno$ciach takich

jak ;) porownujaca warto$¢ 6,, wyznaczong na pierwszym stopniu, z warto$cia

6_'1, wyznaczong z modelu (5.116) na drugim stopniu, a f, oznacza brzegowa

funkcje gestosci rozktadu prawdopodobienstwa dla u,.

Gdy zastosujemy podejscie bezposrednie, wyznaczamy optymalng wartos¢ 6, dla
modelu bezposredniego o zadanej postaci Y = di(ul,uz,é’2 ) W dalszym ciagu bedzie-

my rozpatrywaé¢ model bezposredni (rys. 5.7), otrzymany w wyniku kompozycji mo-
deli (5.115) 1 (5.116), tzn.
df

y=@(u,u,,6,) =2, (u,,®,(v,.6,)). (5.122)
U, y U, _
- cz)1(ul:‘91) - -
_— u, @(u;,u,,6,) ——
o
u \
—— ¢2(U29‘92)
Rys. 5.7. Model dwustopniowy i bezposredni
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Oznacza to, ze pierwotnie mamy okreslone modele na obu stopniach, tzn. okresle-
nie postaci modeli ma charakter dwustopniowy, natomiast wybor optymalnej wartosci
6, moze by¢ dwustopniowy lub bezposredni.

Definicja 5.3. Model bezposredni (5.122) nazwiemy modelem optymalnym dla
0, = 52*, minimalizujacego kryterium jakos$ci identyfikacji

Q(ez ) d:ful’E’y [ql (Yaz = ¢(Hl Uy 592 ))]

= I I qu(y,cb(ul,uz,ez))f (ulsuzs y)du1du2dya

Y Uy U,

(5.123)

czyli

Q)= min Q(6,). (5.124)

Podejscie dwustopniowe i bezposrednie nazwiemy podejSciem rownowaznym, jesli
0 =0,

W przypadku peinej informacji probabilistycznej, tj. przy znajomosci funkcji
gestosci rozktadu prawdopodobienstwa f(ul,uz,y), problem dwustopniowego wy-
boru optymalnego modelu polega na wyznaczeniu zaleznosci (5.119), minimalizu-
jacej (5.117), oraz warto$ci 6,, minimalizujacej (5.120), dla danych funkcji @,

®,, ¢,, Q,. Procedura dwustopniowego wyboru najlepszego modelu jest zatem

nastgpujaca:

Krok 1. Wyznaczamy funkcje gestosci rozktadu prawdopodobienstwa f; i fi:

f,(u)= [ [ F(u,u,,y)dudy, (5.125)
Y U,
fl(ul,y|u2):M. (5.126)

f,(u,)
Krok 2. W wyniku obliczenia catki (5.117) wyznaczamy funkcje Q,(6,,u,).

Krok 3. Minimalizujemy funkcjg Q, (Gl,uz) wzglgdem 6, przy ograniczeniu

6, € O, i otrzymujemy zalezno$¢ (5.119).

Krok 4. W wyniku obliczenia catki (5.120) dla wyznaczonej funkcji (5.119) wy-
znaczamy funkcje Q,(6,).

Krok 5. Minimalizujemy Q, (62) wzgledem 6, przy ograniczeniu 6, € ©,.
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Nawet bez ograniczef narzuconych na wybor 6, i 6, (tzn. ©, =R R 0, =R R2)
wyznaczenie funkcji Q; i Q; oraz ich minimalizacja moga by¢ zadaniami trudnymi lub
niemozliwymi do rozwigzania analitycznego i konieczne jest stosowanie odpowied-
nich procedur numerycznych. Wyniki analityczne mozna uzyskaé¢ dla przypadku li-
niowo-kwadratowego, przedstawionego w punkcie 5.2.1. Podobnie jak w estymacji
dwustopniowej, do wyboru optymalnego modelu na drugim stopniu nie mozna zasto-
sowa¢ wprost podejs¢ i wzordw przedstawionych w podrozdziale 2.4. Wyjscie na

drugim stopniu, tj. €, nie jest wprost realizowane i ewentualnie obserwowane, lecz
jest wyznaczane w wyniku identyfikacji na pierwszym stopniu. Dlatego tez nie mozna
wprost postugiwac si¢ taczna gestoscia f ( ) jako dana.

Gdy brak jest pelnej informacji probabilistycznej, a wigc w praktycznej sytuacji,
nalezy postugiwac si¢ danymi pomiarowymi, uzyskiwanymi tak jak w punkcie 2.4.2,
czyli:

df
U z[ullnz Ugn, U1N1n2], (5.127)

INin,

df
Nl”z [ylnz Yon, lenz]a (5.128)

gdzie:U,y,,, Yy, sa macierzami pomiaréw — odpowiednio — wartosci sktadowych
wektora wej$¢ 1 wyj$¢ na pierwszym stopniu dla ustalonego U, =U,, ,a na drugim
stopniu

df
U2N2=[u21 Uy - UZNZ]’ (2.129)

U,y, Jest serig identyfikujaca na drugim stopniu.

Podobnie jak w punkcie 2.4.1, algorytmy identyfikacji na obu stopniach i identyfi-
kacji bezposredniej otrzymamy, postugujac si¢ empirycznymi rozktadami, uzyskany-
mi na podstawie wynikow pomiaréw, lub minimalizujac empiryczne oszacowania
wskaznikow jakosci identyfikacji. W tym drugim przypadku zamiast (5.117) minima-
lizujemy

QlNlnz qu (ynlnz (ulnlnz 9‘91 )) (5' 130)
l n=
wzglegdem 6, i otrzymujemy algorytm identyfikacji na pierwszym stopniu

0“\‘1”2 :5UIN1 (UlNlnz =YN1n2)' (5.131)

Zamiast (5.120) minimalizujemy

Qun, (6, Zqz( o @2 (s, ,0))) (5.132)

2n2
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wzgledem 6, 1 otrzymujemy algorytm identyfikacji na drugim stopniu
gle p) ymujemy algory ty ] g p

02*N2 =¥, (U2N2,51*N1N2), (5.133)
gdzie
. dafp X .
:1N1N2:[91N11 91N12 91N1N2:|- (5.134)

Wreszcie, w wyniku minimalizacji

ZZ qu(yﬂlnz ( 1n1n2 ,UZHZ,HZ)) (5135)

2n21n1

Qu N2

NN

wzgledem 6,, otrzymujemy algorytm identyfikacji bezposredniej

‘92*N1N2 :ylz*NlNz (LTININZ’UZNZ’Y_NlNz)ﬂ (5.136)
gdzie:
_ df . df
UININZZ[UlNll U1N12 U1N1N2], YNIN2 =[YN11 Yle YN1N2:|' (5.137)

5.2.1. Przypadek liniowo-kwadratowy

Rozpatrzmy blizej przypadek liniowo-kwadratowy, dla ktéorego mozna uzyskaé
wyniki analityczne. Przyjmiemy dla obu stopni modele liniowe postaci:

y=5u, (5.138)
0,=5,U,, 1=1,2,...,L, (5.139)

gdzie: 6] jest |-tym wierszem macierzy =,, =, jest (LxSl)—macierzq parame-
trow na pierwszym stopniu, =, sa (S1 XSZ)-macierzami parametrow na drugim
stopniu.

W celu wprowadzenia wektorow parametrow 6, i 6,— jak w zapisie ogdélnym
(5.115)1(5.116) — zaleznosci (5.138) 1 (5.139) mozna zapisaé nastgpujaco:

y=4,u)8, (5.140)
6, = 4,(u,)0,, (5.141)
gdzie:
df
gzl o, - o] R=Ls). (5.142)

df df
of =l o - o] en=len, en, - 6] 1=12...L (5.143)
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HZT,p oznacza p-ty wiersz macierzy =,, p=1,2,...,S,, a zatem (R,=LS,S,),

A,(u,), A,(u,) sa macierzami — odpowiednio — o wymiarach (LxR,) i (R, xR, ):

u’ 0% - 0F ul 0L - Of
al o ol ... Of alof  ul ... 0O
A= T T Ay) =R T TR (5144
()gl ()gl o) ()g2 ng ool

gdzie O; , 0;2 sa — odpowiednio — S;- oraz S,-wymiarowym, transponowanym wekto-

rem zerowym, czyli
Sy

Sy
0 =[0 0 - 0] oy =[o 0 - o]

Zgodnie z podanymi oznaczeniami, model bezposredni (5.122) przyjmuje
postaé

y=4,(u)4,(u,)6,. (5.145)
Niech
a,(y.9)=(y-9(y-9), (5.146)
0,(0:.6,)=(6r -a) 6: -9)). (5.147)
wowecezas kryteria (5.117), (5.120) 1 (5.123) przyjmuja — odpowiednio — postac:
Q (61 ): U]Ey [(X -4, (91 )91 )T (X -4, (91 )91 )‘ u, ]a (5.148)
Q.(0.)=E| 67 - 4,(u,)0,) (67 - 1,(u)63) |- (5.149)

u

Q(‘gz): E [(X‘Al(gl)Az(Hz)ez)T(X‘A1(91)A2(92)92)]- (5.150)

upury

Przez przyrownanie do zera gradientéw tych funkcji wzgledem wektorow parame-
tréw tatwo otrzymac nastgpujace wyniki:

o :{E[AT‘ (HI)AI(QI)\uZ]}-I uFY[ATl (u,)yu. (5.151)
0; ={E2 [/12(92)/12(92)]}_1E[Az(gz)el*], (5.152)

N ARV (TR VXN S P APRVA{PY RERES

up,Up Up,Uy.y
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Ostateczny wynik dla zadania wyboru optymalnego modelu na drugim stopniu
otrzymamy po wstawieniu (5.151) do (152). Zauwazmy, ze do wyznaczenia 6, i 92*
wystarczy jedynie znajomo$¢ odpowiednich momentéw rozktadu f(ul,uz,y), nato-

miast ostateczne wyznaczenie warto$ci €, wymaga znajomosci rozktadu brzegowego
f, (uz) 1 moze by¢ trudne lub niemozliwe do uzyskania analitycznie nawet dla naj-

prostszych rozktadéw, z powodu trudnosci z catkowaniem w drugim czlonie wyraze-
nia (5.152).

Zaleznosci liniowe (5.138) 1 (5.139) dogodnie jest zapisywaé z uzyciem iloczynu
Kroneckera macierzy [86]

a,B a,B - a,B
A®B£ az'lB aZ?B az,.\‘B ’
ag,B ag,B -+ anB

gdzie A=[a,] jest macierza (K xN).
Wyniki (5.151), (5.153) oraz (5.154) mozna przepisa¢ w innej formie, po podsta-
wieniu:

Au)=1_ ®u, (5.154)
Ay(uy)=1_®15 ®uj, (5.155)

gdzie: 1 i lg sa—odpowiednio — macierzami jednostkowymi (LxL) oraz (S,xS,).
Z zapisu tego skorzystamy w punkcie 5.2.2, w dowodzie twierdzenia o rownowaz-
nosci.
Rozpatrzmy szczegélny przypadek S, =L=R =1, S,=R,, tzn. zaleznosci
(5.138) 1 (5.139) maja postac:

y=6u, (5.156)
6,=6;u,, (5.157)
wowcezas wyniki (5.151), (5.152) oraz (5.153) sa nastepujace:
-1
o :{E[glz‘uz]} E Ju,y|u,). (5.158)
Uy upy® —
-1
o ={E[gzg;]} Elu,0 . (5.159)
U, U,

52*={ E [!1292!;]}_1 E [uzulx]- (5.160)

Up,uy upus.y
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Aby ostatecznie wyznaczy¢ 6, , nalezy obliczy¢ drugi czton (5.159), czyli

F@zﬁl*)zj'{u]g[gf‘uz]}lu [ly‘ 6w )du, (5.161)
U J, (o] up,y

Trudnos$ci, o ktérych byla mowa, wiaza si¢ z calkowaniem (5.161). Trudnosci
takich nie ma natomiast w sytuacji empirycznej podczas wyznaczania algorytmu iden-

tyfikacji (5.133), bowiem obecnie dostepne sa realizacje 91*,\,[“2 dla danego Uy, czyli
wyniki identyfikacji na pierwszym stopniu. Zgodnie z (5.151), (5.152) 1 (5.153) algo-
rytmy identyfikacji (5.131), (5.133) oraz (5.136) maja nastgpujaca postac, otrzymana
po wstawieniu momentow empirycznych:

-1y
1N1n2 {ZAT ( Inny ) (u1n1n2 ):| ZIAI (ulnlnz )yn1n2 > (5-162))

ny =1

_1 N2
2N2 [ZAT( 2n, ) (uzn2 )] ZAE (Uzn2 )al*Nlnza (5.163)
n,=1
- N, N; -l
02*N1N2 = [z ZA; (u2n2 )A-lr (ulnlnz )Al (u1n1n2 )AZ (u2n2 ):l
M=t (5.164)
Ny N;
Z ZAT( Uz, )AT (ulnlnz )ynlnz
ny=1n;=1

W szczegdlnym przypadku, gdy modele na pierwszym i drugim stopniu maja po-
sta¢ (5.156) 1 (5.157), algorytmy identyfikacji sa nastepujace:

N,
zulnmz Yo,
ng=l1
N;
2
zulnmz
n1:1

*

O, = , (5.165)

1
K
2Nz [ZUZHZUZHZJ ZUanglNlnzs (5166)
n2:1

N, N TN N
2N1N2 [Zzulnlnzumzumz} ZZUZnZ lnlnzynlnz' (5'167)

ny 1n1 ny= 1n1
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Przyklad 5.4. Niech w (5.156) oraz (5.157) S, =R, =1, tzn.:
y=6u, (5.168)

6, = 0,u,. (5.169)

Zatozymy rozktad normalny dla (X,gl ,gz) z wektorem wartos$ci oczekiwanych

Ho
[y’ ]2/1: H (5.170)
Y u1 U —
Hy
oraz macierza kowariancji
Oy 0T Oy
cov [y, ] Y=|o, of o] (5.171)

RACIELY]

W celu wyznaczenia 6 (5.158) nalezy ustali¢ odpowiednie momenty, ktore dla
przyjetego rozktadu maja postac:
E [gly‘ uz]zo(')al' +ol, (5.172)
upy  —

oraz
F[le‘uz]:(ﬂf)z +(o]), (5.173)
up

gdzie: u, 4, o], o}, oznaczaja — odpowiednio — momenty warunkowe, ktore
mozna obliczy¢ ze znanych zalezno$ci dla rozktadu normalnego [79].
Po przeksztatceniach otrzymamy (5.172) postaci

[u y‘u ] a, + o, +ayu;, (5.174)
uly
gdzie:
(X (o2 O 0,0
g =010 = 2T 4 g1, u2£u1—2§+u0—1§]+ 227, (5.175)
0'2 0, 2 2
O O ,,O
=H 20 /10_122_ ﬂzLA‘lza (5.176)
P P 0,
a, =227 (5.177)
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oraz (5.173)

F[uf uz]=ﬂo + B, + BoU3, (5.178)
U
gdzie:
2 52 O :
By=0r ——5+| th =5t | (5.179)
) P
o o
B zz(ﬂl __122/”2]_122: (5.180)
0, 2
o2
By =—=. (5.181)
P!

Ostatecznie, zgodnie z (5.158),
. Oyt +ayUu;

1 2"
By + By + Bou;

(5.182)

Na podstawie (5.159)

2
. +oa,U, +a,u
sz%E{gzao A5 7R | (5.183)
u
Oy T4 92| Sy + fiu, + B,

Wartosci oczekiwanej wzgledem U, nie mozna tu wyznaczy¢ analitycznie i nalezy

stosowa¢ odpowiednia metodg catkowania numerycznego dla konkretnych warto$ci
liczbowych momentéw rozktadu normalnego.

W celu wyznaczenia 52* (5.160) mozna skorzysta¢ z poprzednich wynikow

E [92 !EX [le‘ u, H E [Hz (ao +ou, + 0‘295 )]

* U,

L, = = . (5.184)
2 2
E{giE[gf‘uzﬂ E[Hz(ﬂo"’ﬂlgz +ﬂ292)]
U, Uy 16
Po przeksztatceniach otrzymamy
672* ___ Hothth ¥ O 0Ot 010 (5.185)

(0'12 +:U12)(‘722 +,L122)+4/11/120'12 +2O-122

Zadanie znacznie si¢ upraszcza, gdy o), =0, wowczas a, =, =4,=0 i 6;,
okreslone zaleznoscia (5.183), mozna wyznaczy¢ analitycznie

6; = Aot + (‘722 "‘ﬂzz): HolhHy + IO + Hr050 _ 6, (5.186)
o3 vu)p lor e u)lod i)
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Zwro¢my uwage, ze z przyjetym uproszczeniem, ktore oznacza, ze wejscia na
pierwszym i drugim stopniu sa wartosciami niezaleznych zmiennych losowych, podej-
$cia bezposrednie i dwustopniowe sa rownowazne.

*

Przyklad 5.5. Niech L=S,=S,=1, R =R,=2 oraz modele na pierwszym
i drugim stopniu maja posta¢, odpowiednio:
y=6"u, +6%, (5.187)
0 =6V, + 0, (5.188)
z wektorami parametréw modeli:
(1) (1)
0, = Bll(z)} 0, = {Zgz)} . (5.189)

Oznacza to, ze U, wplywa tylko na warto$¢ drugiej sktadowej wektora 6,. Zakta-

damy kryterium kwadratowe na obu stopniach oraz rozktad normalny dla (y,gl,gz ),

jak w przyktadzie 5.4. Zadanie dla pierwszego stopnia jest znane [14] i jego wynik jest
nastepujacy:

_uﬁy[zul‘uz]—I;Z[X‘uz]uﬁl[muz]

g = - (5.190)
2
E[H1 ‘Uz]_{E[HJuz]}
2
E[X‘UZ]E[QI‘UZ]— E [XQI‘UZ]E[Q1|U2]
g =2 - -t = (5.191)
2
2
E[Hl‘uz]_{E[HJUZ]}
Uy Uy
a po wstawieniu odpowiednich momentow i przeksztatceniach otrzymujemy:
2
91*(1) _ O'1002-2 . 012?’20 ’ (5.192)
0,0, =0
gdzie:
2
00 — 000
}/1 — 2021 5 102 12 , (5194)
0,0, =0,
2 2
0,005 — 0,0 +lo,07 — 0,0,
72=No_( 1092 12 20):”1 ( 2001 12 10)#2' (5.195)

2 2 2
0,0, =0y,
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Poréwnujac G(uz) (5.193) z przyjetym modelem @, (u2 , 02) postaci (5.188) na
drugim stopniu, fatwo zauwazy¢, ze 6’; W= Y15 92* @) = |29
W podejsciu bezposrednim model (5.122) przyjmuje postac
y=60", +6Mu, + 6, (5.196)
gdzie 0 =V,
W wyniku minimalizacji wzgledem 92(0), 92(1), 92(2) funkcji

Q6,)= E [(y — 0O, — oWy, - 6'52))1 (5.197)
Upus.yL —
1 po odpowiednich przeksztatceniach otrzymujemy
0,0 =90 G0 =y =g 570 =y =0 (5.198)
L 4

Przyklad 5.6. Dane sa takie, jak w przyktadzie 5.5, przy zatozeniu 62(2) =0, tzn.
modele na pierwszym i drugim stopniu maja posta¢, odpowiednio:

y=0", +61, (5.199)
6% = oMy, (5.200)

a przy podejsciu bezposrednim
y =60, +6Wu,, (5.201)

gdzie 0 =V,
Wartosci 671*(1) i 191*(2) sa oczywiscie takie jak w przyktadzie poprzednim. Dla dru-

giego stopnia minimalizujemy wzgledem 02(2) funkcje

Q, (02 ): B [(

o) _ oWy, )2} (5.202)
up

Po wstawieniu 491*(2) i przeksztalceniach otrzymujemy

0,0 =y, +y, 12—, (5.203)

2
) TO,

gdzie: y, 1 y, satakie jak w przyktadzie 5.5
Vs =ty — 1Yo~ tarrs ¥o =60, (5.204)

W podejsciu bezposrednim minimalizujemy wzglgdem 0;0) i 92(1) funkcjg

Q)= E [(y—@“’)ul —02(”92)2} - (5.205)

Up,uy,y
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Po przeksztatceniach otrzymujemy nastgpujacy wynik:

2 2
50 _ Yoty M(O'z + 1, )_,Uz(o'u +/U1,Uz) ’ (5.206)
! oo (,ul2 + 0'12)(/122 +O'22)_ (0'12 +/11/12)

2,2
a0 _ vty Hy (0'1 T4 )_ (0 + 0 1,) ' (5.207)
’ e (,Ulz +‘712)(.u22 + 0'22)_ (‘712 + ,ul,uz)z

*

5.2.2. Poréwnanie podejscia dwustopniowego i bezposredniego

Sformutujemy i udowodnimy twierdzenie podajace warunek réwnowaznosci obu
podej$¢. Sens tego twierdzenia polega na tym, ze jesli zaleznos¢ (5.119), otrzymana
w wyniku identyfikacji na pierwszym stopniu, ma t¢ sama posta¢ co zatozony model
(5.116) na drugim stopniu, to oba podejscia sa rownowazne.

Twierdzenie 5.4. Zakladamy, ze rozwiazania zadan minimalizacji funkcji (5.117),
(5.120) i (5.113), tj. — odpowiednio — & =G(u,), €;, 6, sa jednoznaczne. Jesli

df
istnieje taka wartos¢ 6, =b e ®,, ze

A G(u,)=d,(u,.b), (5.208)

uyeU,
to 6, =6; =b.
Dowéd: Widzimy, ze jeSli 6, jest rozwiazaniem jednoznacznym, to 65 =b, bo
tylko wtedy Q, przyjmuje minimalng warto§¢ roéwng zeru. Wystarczy wykazaé, ze
6, =b. Zgodnie z (5.208)

g,neié} E [Q1 t’@l(gl’ ]: E [qlt CD )‘uz]

up.y

= E [q1 y, (u,,@,(u,,b)) ] min E [q1 y, (U, @ (uz,ez))) ‘uz].

0,0, Uy

(5.209)

Wynik minimalizacji wzglgdem 6, w ostatnim wyrazeniu rowna si¢ b i nie zalezy
od U,. Identyczny jest zatem wynik minimalizacji warto$ci oczekiwanej tego wyraze-
nia wzgledem Uu,, czyli

min E [1(}@1(91a@2(92592)))] (5.210)

6,€0) Uy,U,, y

= min ELy[ql uz,e)))‘ ﬂ E[mm E [ql y,d?(_l, (uz,ez)))‘uzﬂ.

926@2 U, U, 026@2 up,y
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Z poréwnania pierwszej minimalizacji w (5.210) z (5.124), po wstawieniu do
(5.123) 1 uwzglednieniu jednoznacznosci rozwiazania tego zadania 92* , otrzymujemy
0, =b=6;.

Q.E.D.

Zauwazmy, ze w przyktadzie 5.5 spelniony byt wystarczajacy warunek réwnowaz-
nosci, tzn. G(u,) i @,(u,,6,) miaty tg sama postaé i dlatego podejicia dwustopniowe
i bezposrednie daty te same wyniki.

W przypadku liniowo-kwadratowym tatwo pokazaé, ze rGwnowaznos¢ wystepuje
dla niezaleznych wej$¢ na obu stopniach.

Twierdzenie 5.5. Jesli w przypadku liniowo-kwadratowym zmienne losowe U,
i U, saniezalezne, to 6 =6 .

Dowodd: W dowodzie skorzystamy z zapisu (5.154) i (5.155) oraz ze znanych wia-
snosci iloczynu Kroneckera [86]

(A®B)(C®D)=AC®BD, (A®B)e=Ae®B, (5.211)
(A®B)'=A"®B™, (5.212)
gdzie: A, B, C, D sa macierzami, € jest wektorem kolumnowym.

Po wstawieniu (5.151) do (5.152) i skorzystaniu z zapisu (5.154) i (5.155) oraz z za-
tozenia o niezaleznos$ci otrzymujemy

o Z{E[(IL®|51 ou, ) ®l; ®g§)]}

xE{(IL ® 1 ®g2){E[(IL ou,)(I, ®gf)]}lu1’y[(lL ®gl)l‘u2]}.

U

-1

(5.213)

Wyrazenie (5.213) przeksztalcamy, korzystajac w odpowiednich miejscach z wia-
snosci (5.211)1(5.212)

6; ={|L ® 1, ®LE2@ZQE)T}
XE{(“_ ® 1l ®gz)[lL ®[E(ngf )}_IJM[(X%])\UZ]}

={|L ®1, ®LF; (T )T}E{'L ®[EI(MIT )}1 ®92]u1’[(z®gl)‘u2]} L (5.214)
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W wyrazeniu tym mozemy w odpowiednich miejscach dopisa¢ macierze jednost-
kowe odpowiednich stopni, potrzebne do dalszych przeksztalcen, a nastgpnie skorzy-
sta¢ z pierwszej wilasnosci (5.211), w ktorej C i B sa macierzami jednostkowymi
odpowiednich rozmiarow

o =[|L ®I ®LEZ(QZQE )}1]
xF;H[I ) ®[E@luf )}I]O L®1)® '8292}& ® ®gl)\u2]} (5.215)
:(| N ®LF;(HZHE )}1 J[IL ®[E@1uf )}1 ® |32] F;{(l CIN ®gz)u§y[(g ®gl)‘u2]},

Korzystajac z (5.211), wykonujemy dalsze przeksztatcenia

o :{h @[E(QIQI)T ®{E@Zg§)r} E y(x@gl ®u,). (5.216)
Uy up Upls.y

Do wyrazenia (5.153)) wstawiamy (5.154) oraz (5.155) i przeksztalcamy, korzysta-
jac w odpowiednich miejscach z wtasnosci (5.211) 1 (5.212)

-1

52*={ E (1@, ®u )0 ®u)i, o) e ®9§)]}

up,us
< E (I el ®u,)0, ®u,)y]

upus.y

E(gzgg)rjuE (you ou,)=6. (.217)

Q.E.D.
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Réwnowaznos¢ tatwo sprawdzi¢ wprost dla przypadku (5.156) i (5.157), wowczas
po wstawieniu (5.158) do (5.159) otrzymujemy

_ E
6; —{E[uzuz]} IE u, UI’V[HIX‘UZ]
U, u,

Yoy” (5.218)
E[!ﬂ“z]

Zmienne losowe U, i U, sa stochastycznie niezalezne, zatem E[gﬂuz]:E[gf] .
Uy Uy

W konsekwencji zalezno$¢ (5.218) przyjmuje postac

. - E{!z ullay@lﬂuz )}
0, :{5[9292 ]} E(uf) , (5.219)
U

a po prostych przeksztalceniach

E[u | { e ]} 0y 2.0 y)=25. (5.220)

Przedstawione w podrozdziatach 5.1 oraz 5.2 dwustopniowe zadania identyfikacji
obiektow statycznych mozna przenies¢ na dwustopniowe zadanie identyfikacji obiek-
tow dynamicznych [109, 110, 118].

Zadanie identyfikacji obiektow dynamicznych z wykorzystaniem identyfikacji
dwustopniowej rozwinigto w pracach [5, 66, 116, 121, 125]. Zwrdcono tam uwage na
rekurencyjne algorytmy identyfikacji dwustopniowej, przydatne do projektowania
adaptacyjnych algorytméw sterowania. W pracach [9, 10, 13, 119, 120] podjeto pro-
blemy, w ktorych pierwszy stopien ma charakter pomocniczy i odgrywa rolg systemu
pomiarowego. Uzyskane wyniki sa przydatne do projektowania dwupoziomowych
systemow wspomagania decyzji.

5.3. Identyfikacja destylacyjnej kolumny wypelnionej
z pulsacja fazy parowe;j

W celu ilustracji zastosowania identyfikacji wielostopniowej do tworzenia modelu
matematycznego wrocimy do przykladu wstepnie opisanego w podrozdziale 1.2,
a dotyczacego badan destylacyjnych kolumn wypetnionych z pulsacja fazy parowe;j,
przedstawionych w pracach [76, 77]. Analiza zjawisk towarzyszacych przeptywowi
faz i wymianie masy pokazuje, ze intensyfikacj¢ wymiany masy w uktadzie ciecz—gaz
osiaga si¢ przede wszystkim przez zwickszenie powierzchni kontaktu faz i zmniejsze-
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nie sumarycznego oporu przenikania masy, czyli zaklocenie stabilnosci warstw gra-
nicznych na powierzchni styku. Efekt ten mozna uzyska¢ w wyniku zwickszenia burz-
liwo$ci naturalnego przeplywu faz po ustawieniu przeszkdd na drodze naturalnego
przeplywu, jak rowniez przez wywotanie dodatkowego, zewngtrznego zaburzenia
przeplywu. Spostrzezenia te sa podstawa do projektowania kolumn destylacyjnych
wypetionych z pulsacja fazy parowej (rys. 1.6).

Czegsto stosowana miarg sprawnosci kolumny jest liczba potek teoretycznych lub
warto$¢ objetosciowego wspotczynnika przenikania masy. WielkosSci te zalezg przede
wszystkim od parametrow geometrycznych kolumny oraz natgzenia przeptywu przez
nig destylowanej mieszaniny. Sprawno$¢ kolumny mozna poprawi¢ dzigki zastosowa-
niu odpowiednio dobranych wypehien oraz przez wprowadzenie pulsacji fazy paro-
wej. Cel badan prowadzonych w Instytucie Inzynierii Chemicznej Urzadzen Ciepl-
nych Politechniki Wroctawskiej [76] to okreSlenie wplywu wypelnienia oraz
parametrow pulsacji na sprawnos¢ kolumny destylacyjne;.

W rozpatrywanym przyktadzie ograniczymy si¢ do przedstawienia zastosowa-
nia identyfikacji wielostopniowej do badania wzglednego przyrostu wartosci obje-
tosciowego wspotczynnika przenikania masy w wypetnionej kolumnie destylacyj-
nej z pulsacja fazy parowej. Wyniki badan wzglednego przyrostu liczby potek
teoretycznych kolumn destylacyjnych wypetionych z pulsacja fazy parowej przed-
stawiono w pracach [76, 77]. Zastosowanie identyfikacji wielostopniowej do rozpa-
trywanego zadania wynika z organizacji eksperymentu. W pierwszej kolejnosci, dla
zadanej serii warto$ci natg¢zenia strumienia przeptywu U;, mierzono sktad fazy pa-
rowej 1 na tej podstawie okreslano warto$¢ objgtosciowego wspotczynnika przeni-
kania masy p. Pozwolito to na okreslenie zaleznosci sprawnosci kolumny z ustalo-
nym wypelnieniem od strumienia przeptywu. Nastepnie powtdrzono badania
z pulsacja fazy parowej. Pomiary prowadzono dla zadanej serii wartos$ci czgstotli-
wosci pulsacji U,, przy ustalonej amplitudzie pulsacji. W kolejnym etapie ekspery-
mentu badania powtérzono dla zadanej serii wartosci amplitudy pulsacji u;. Bada-
nia dotyczyly kolumn z ré6znym wypehlieniem. Na podstawie uzyskanych danych
pomiarowych opracowano odpowiednie modele matematyczne kolumn wypetnio-
nych z pulsacja fazy parowe;.

Przyktad ten pokazuje mozliwo$¢ zastosowania identyfikacji wielostopniowej do
tworzenia modelu matematycznego obiektu. Szczegotowo przedstawimy zadanie iden-
tyfikacji dwustopniowej do stworzenia modelu kolumn destylacyjnych wypeklionych
z pulsacja fazy parowej, a nastgpnie omoéwimy rozbudowe modelu na kolejnych stop-
niach przez uwzglednienie kolejnych wynikow badan.

Wprowadzamy oznaczenia:

U, — natgzenie strumienia przeplywu destylowanej mieszaniny przez kolumng, m>h',

U, — czgstotliwos¢ pulsacji, Hz,

p —objetosciowy wspodlczynnik przenikania masy w kolumnie destylacyjnej z pulsa-
cja fazy parowej, kg'm >h ',

Po — objetosciowy wspotczynnik przenikania masy w kolumnie destylacyjnej ze swo-
bodnym przeptywem (bez pulsacji), kg'm >h ',
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y —wzgledny przyrost warto$ci objgtosciowego wspolczynnika przenikania masy
w kolumnie destylacyjnej z pulsacja fazy parowej, okreslony zaleznos$cia
_P~Po
Po

y (5.221)

W tym przypadku zadanie identyfikacji polega na wyznaczeniu zaleznos$ci wzgled-
nego przyrostu wartosci objetosciowego wspotczynnika przenikania masy od natgze-
nia przeplywu destylowanej mieszaniny przez kolumng oraz czgstotliwos$ci pulsaciji, tj.
nalezy ustali¢ zalezno$¢ y od U, oraz U,.

5.3.1. Opis danych pomiarowych

Badania eksperymentalne wykonano na kolumnie destylacyjnej, o wysokosci 1 m
i §rednicy 0,15 m, z wypelnieniem pierscieniami Raschiga. Stosowano mieszaning
80% n-heptanu i 20% toluenu. W pierwszym etapie badan kolumny ze swobodnym
przeptywem (bez pulsacji) dla réznych warto$ci nat¢zenia strumienia przeptywu
zmierzono st¢zenie mieszaniny n-heptan—toluen na wyjsciu kolumny. Na tej pod-
stawie wyznaczono warto$¢ objetosciowego wspotczynnika przenikania masy dla
roznych warto$ci natezenia strumienia przeptywu. Nastgpnie eksperyment powto-
rzono dla r6znych wartos$ci czgstotliwosci pulsacji. Pomiary wykonano w Instytucie
Inzynierii Chemicznej i Urzadzen Cieplnych Politechniki Wroctawskiej. Przyktado-
we wyniki pomiaréw dla ustalonej amplitudy pulsacji przedstawiono w tabeli 5.1
oraz na rysunku 5.8.

Dla pomiaréw przedstawionych w tabeli 5.1 przyj¢to nastgpujace oznaczenia:
Uino — natgzenie strumienia przeptywu destylowanej mieszaniny przez kolumneg bez
pulsacji, n, =1,2,..., N,

U, —natezenie strumienia przeplywu destylowanej mieszaniny przez kolumne¢ dla

In;n,

zadanej wartosci czgstotliwosci pulsacji Uy, M=1,2, . ;N =1,2, ..., Ny,

Uy — czestotliwo$e pulsacji, N =1, 2, ..., Ny,

Pno — objetosciowy wspotczynnik przenikania masy dla zadanego natezenia strumie-
nia przeptywu Upno Przez kolumng bez pulsacji, n; =1, 2, ..., Ny,
Pnn, — Objetosciowy wspdtezynnik przenikania masy dla ustalonego natezenia stru-

mienia przeptywu U,, . oraz zadanej czgstotliwosci pulsacji u,, , Ny =1, 2,

o NLn=1,2,...,N,,

N; - liczba roznych warto$ci natgzenia przeptywu destylowanej mieszaniny (zakta-
damy, Ze jest ona taka sama w przypadku kolumny bez pulsacji, jak i kolumny
z réznymi parametrami pulsatora),

N, - liczba zadanych wartosci czgstotliwosci pulsacji.
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Tabela 5.1. Amplituda pulsacji u;= 0,045 m, N, =4, N; =20

N Bez pulsacji Uy = 5,33 Uy, = 7,00 Uy = 8,67 Uy = 10,00
’ (0) ) 3) )

n Uin,o Pnyo Uing1 P Uin2 Pn,2 Uin 3 Pny3 Uin, 4 Pn4
1 6,9 27,4 6,4 40,7 6,1 45,5 9,2 69,4 7,3 68,3
2 84 | 368 6,5 | 43,3 77 | 502 | 122 | 912 74 | 61,9
3 12,2 48,5 11,2 60,0 8,9 58,9 12,6 92,8 11,3 92,4
4 11,6 47,5 11,6 83,5 14,2 84,0 13,9 95,8 11,2 90,5
5 139 | 563 | 150 | 785 | 147 | 77,7 | 158 | 1123 | 114 | 993
6 15,1 60,8 16,2 77,9 17,5 93,2 15,9 102,4 11,4 89,7
7 14,8 55,3 20,9 94,2 17,6 95,7 17,0 108.4 11,4 94,2
8 17,5 62,5 21,0 96,2 19,5 105,5 17,7 121,6 11,9 95,6
9 18,0 64,5 21,3 85,1 19,6 101,2 18,0 120,4 14,4 110,7

10 19,2 72,9 26,2 1214 27,0 1494 15,1 121,6 14,4 105.4

11 203 | 73,1 | 284 | 1228 | 273 | 1410 | 205 | 1282 | 144 | 1077

12 22,9 83,2 28,6 132,8 27,8 154,6 20,9 139.,5 18,8 140,6

13 259 | 904 | 29,1 | 131,5 | 282 | 1560 | 262 | 1599 | 19,1 | 141,5

14 27,6 92,1 36,4 179,3 28,6 158.4 26,6 164,5 19,2 135,1

15 29,4 97,5 36,3 171,7 29,4 154,0 27,4 166.4 23,5 173.,5

16 343 | 1244 | 428 | 213,6 | 296 | 1546 | 276 | 1633 | 232 | 166,1

17 36,0 138,3 42,6 195.,5 37,8 201,0 33,1 219,2 26,9 185.4

18 37,0 136,1 43,9 212,1 37,9 196,3 33,0 208.,3 27,2 190.4

19 38,3 1524 45,1 231,0 41,3 231,5 35,1 2213 27,5 203,1

20 40,5 1774 47,0 253.8 41,5 2340 37,1 2219 27,7 204,2

p, Polkgm>-h~']

Rys. 5.8. Wyniki eksperymentu — warto$¢ objgtosciowego wspotczynnika

przenikania masy dla ustalonego natgzenia strumienia przeplywu

oraz ustalonych czgstotliwosci pulsacji: (m ) — Uy, = 5,33 Hz, (0) — Up = 7,00 Hz,
(0)—u,=8,67 Hz, (®) — u, = 10,00 Hz oraz (A) — bez pulsacji.
Linig ciagla zaznaczono pomocnicza zaleznos¢ (5.228)
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Zwro¢my uwage, ze wartosci objgtosciowego wspolczynnika przenikania masy
spowodowane pulsacja sa wyznaczone niekoniecznie dla tych samych wartosci
natgzenia przeptywu co wartosci objetosciowego wspodtczynnika przenikania masy
bez pulsacji (tj. Uy #Uj,,, N2 = 1, 2, ..., Ny, tab. 5.1). Jest to spowodowane
wzgledami technicznymi prowadzenia eksperymentu. Nie jest mozliwe zadanie
doktadnej warto$ci natgzenia strumienia przeptywu destylowanej mieszaniny przez
kolumneg. Warto$¢ t¢ mozna zadaé w przyblizeniu poprzez ustawienie wartosci
temperatury kotla i zmierzy¢ faktyczna warto$¢ natezenia strumienia przeptywu
w stanie ustalonym. W celu wyznaczenia przyrostu warto$ci objgtosciowego wspot-
czynnika przenikania masy dla zmierzonych wartosci natezenia przeptywu nalezy
rozwiaza¢ pomocnicze zadanie identyfikacji, polegajace na wyznaczeniu zaleznos$ci
migdzy objgtosciowym wspotczynnikiem przenikania masy w kolumnie bez pulsa-
cji a natgzeniem strumienia przeptywu, tj. nalezy wyznaczy¢ optymalny wektor
parametréw modelu z klasy

Bo=®,(u,.6,)=6ul" (5222)

. L . — <y .
gdzie: 6, = [051) 0&2)] jest wektorem parametrow, a p, — wyjsciem modelu. Posta¢
funkcji @, ustalono na podstawie analizy danych pomiarowych przedstawionych

w kolumnie (0) tabeli 5.1. Zaleznos¢ ta bedzie pomocna w dalszej czg$ci do wyzna-
czenia wzglednego przyrostu wartosci objetosciowego wspotczynnika przenikania
masy dla dowolnej warto$ci nat¢zenia strumienia przeptywu.

Przyjmujemy kryterium jakosci identyfikacji

Ny 2N
Q,(6,) = Z(ln P - 1n(952)u1n10"5” D =3 (in gy~ 16 6" Inuy,,, ). (5.223)

n;=1 n;=1

Taka posta¢ kryterium pozwala na analityczne wyznaczenie algorytmu identyfika-
cji. W wyniku minimalizacji kryterium (5.223) wzgledem 6, otrzymujemy

A,
. X% Bon
Oon, =| i | = N | (5.224)
{HO(NZR ‘o AR,
Bon,

gdzie QgNl to optymalny wektor parametréw modelu (5.222),

Ny 1 Ny N;
AN, = D10 o Iy g —N—(Zlnpmo} [Zlnulnm}, (5.225)
1\ n=1l n =l

ni=1
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1 Ny 5 Ny 1 Ny N;
AézN)fN—Z(anmlo) In 0 | 21U || D10 oy Ity |- (5:226)
1 n=l n=1 1\ n=l =l
N; , 1 N, 2
Bon, :Z(lnulnlo) N zlnumlo . (5.227)
n1=1 1 nl=1

Dla danych pomiarowych przedstawionych w kolumnie (0) tabeli 5.1 otrzymujemy

*

6’0,\}1) =0,94, Hgf\,zz) =4,49, a optymalny model z zadanej klasy (5.222) ma postaé
Bo = Dy (U, 05y, )= 44900, (5.228)
Wynik zilustrowano na rysunku 5.8.

Tabela 5.2. Amplituda pulsacji U3 = 0,045 m, N, =4, N; =20

N Uy = 5,33 Uyy = 7,00 Up; = 8,67 Ups = 10,00
(1) (2 (3) (4)
n Uin,1 Y1 Uin,2 Y2 Upn,3 Yn3 Uin 4 Y4
1 6,4 0,572060 6,1 0,838889 9,2 0,903488 7,3 1,3301716
2 6,5 0,648202 7,7 0,628602 12,2 0,916698 7,4 1,0848920
3 11,2 0,366938 8,9 0,666820 12,6 0,891862 11,3 1,0875064
4 11,6 0,840378 14,2 0,529828 13,9 0,780235 11,2 1,0617987
5 15,0 0,357619 14,7 0,369640 15,8 0,849268 11,4 1,2248224
6 16,2 0,252894 17,5 0,393696 15,9 0,676236 11,4 1,0097338
7 1 209 0,191408 | 17,6 0,423408 | 17,0 0,665933 | 11,4 1,1105566
8 21,0 0,211237 19,5 0,424521 17,7 0,798994 11,9 1,0569201
9 | 213 0,057237 | 19,6 0,359882 | 18,0 0,753221 | 14,4 0,9896686
10 26,2 0,240598 27,0 0,484021 15,1 1,089871 14,4 0,8944089
11 | 284 0,162991 | 27,3 0,386058 | 20,5 0,651258 | 14,4 0,9357480
12 28,6 0,249399 | 27,8 0,493950 | 20,9 0,764347 18,8 0,9650770
13 29,1 0,217105 28,2 0,487298 | 26,2 0,634033 19,1 0,9483388
14 36,4 0,343625 28,6 0,490247 | 26,6 0,657183 19,2 0,8510747
15 36,3 0,290017 | 29,4 0,411630 | 27,4 0,630113 23,5 0,9645854
16 42,8 0,373851 29,6 0,408095 | 27,6 0,588806 | 23,2 0,9037284
17 42,6 0,263002 | 37,8 0,453555 33,1 0,796697 | 26,9 0,8480748
18 | 439 0331933 | 37,9 0,416033 | 33,0 0,712234 | 272 0,8781611
19 45,1 0,414180 | 41,3 0,539947 | 35,1 0,716245 27,5 0,9828131
20 | 47,0 0,494438 | 41,5 0,549499 | 37,1 0,633244 | 27,7 0,9799704

Zaleznos$¢ (5.228) zastosujemy do wyznaczenia przyrostu warto§ci wspotczynnika
(5.221), tj. do obliczenia wzglednego przyrostu wartosci objgtosciowego wspolczyn-
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nika przenikania masy Y, , spowodowanego pulsacja o czgstotliwosci u,, dla za-

danego natgzenia strumienia przeptywu Uy, , czyli

Yo, =2 P (5.229)
nnp
gdzie
. df i
pn1n2 :@O(ljln]nz ’60N1 )5 (5230)
a zatem
~@,\u,. ,6;
Yoy = 20 ol ONI)- (5.231)

@o(ulnlﬁgl\ll)

Tak obliczone wartosci Yon,» M = ,2,...,N,np=1,2, ..., Ny, (tab. 5.2), w dal-

szych rozwazaniach wykorzystamy do wyznaczenia wptywu wypetnienia oraz para-
metrow pulsacji na poprawg sprawnosci kolumny destylacyjne;j.

5.3.2. Algorytmy identyfikacji i wyniki obliczen

Organizacja eksperymentu umozliwia zastosowanie identyfikacji dwustopniowe;j.
Przyjmiemy strumien nat¢zenia przeplywu destylowanej mieszaniny U; za wejscie na
1. stopniu, a przyrost wartosci objetosciowego wspotczynnika przenikania masy y za
wyjscie badanego obiektu. Zadanie identyfikacji na 1. stopniu polega na zbadaniu zalez-
no$ci pomigdzy wielko$ciami U; a Yy, dla ustalonych wartosci czgstotliwosci pulsacji U,.
Dla przyjetej klasy — model @, na 1. stopniu — zadanie sprowadza si¢ do wyznaczenia
warto$ci optymalnych wektora parametréw modelu. Dla zadanej serii wartosci czgsto-
tliwos$ci pulsacji U, otrzymamy zbidr optymalnych wartosci wektora parametrow 6,
modelu na 1. stopniu.Teraz odpowiednie zadanie identyfikacji na 2. stopniu polega na
zbadaniu zaleznosci pomigdzy czegstotliwoscia pulsacji U, a wektorem parametrow
modelu 6, wyznaczonym na 1. stopniu. Czgstotliwo$¢ pulsacji U, jest tu wejSciem
obiektu na 2. stopniu, a optymalna warto$§¢ wektora parametrow modelu na 1. stopniu
6, jest wyjsciem obiektu na 2. stopniu. Dla przyjetej klasy — model @, na 2. stopniu —

zadanie sprowadza si¢ do wyznaczenia optymalnej wartosci wektora
parametréw 6, modelu na 2. stopniu.

Po ztozeniu funkcji @, i @, otrzymamy poszukiwanag zalezno$¢ pomigdzy natgze-
niem strumienia przepltywu, czgstotliwoscia pulsacji a przyrostem wartos$ci objgto-
sciowego wspotczynnika przenikania masy.

Zaleznos¢ t¢ mozemy teraz bada¢ metoda bezposrednia, a zadanie identyfikacji na
1. i 2. stopniu potraktowac¢ jako zadanie pomocnicze podczas ustalania postaci funkcji
@ jako zlozenia funkcji @, i @,, a optymalng warto$¢ parametrow modelu wyzna-
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czong na 2. stopniu jako pierwsze przyblizenie wartosci wektora parametrow modelu
bezposredniego @.

Dwustopniowe algorytmy identyfikacji

Na podstawie analizy zmian warto$ci przyrostu objgtosciowego wspotczynnika
przenikania masy dla r6znych wartosci natezenia przeplywu oraz ustalonej czgstotli-
wosci pulsacji przyjmujemy nastgpujaca posta¢ funkcji @, w modelu na 1. stopniu

y=(u,,0)=02ut" (5.232)

gdzie 6, = [6?1“) o ]T jest wektorem parametrow modelu.

Zadanie identyfikacji na 1. stopniu sprowadza si¢ do wyznaczenia optymalnych
warto$ci parametroOw 91(1) i 91(2) dla ustalonej czestotliwosci pulsacji U, =U,,, .
Przyjmujemy kryterium jakosci identyfikacji na 1. stopniu

N, O 2
Qinyn, (‘91): Z(ln Yan, = ln(gl(z)ulnlnz % D

ny =1

3 (5.233)
1
=3 (iny,,, -6 -6 nu,,,, ).

n=1

Optymalna wartos¢ wektora parametrow modelu z klasy (5.232), ktora minimalizu-
je kryterium (5.233) wzgledem 6,, wyznaczamy ze wzoru

M
N;n,

* 9]*[511) BlN|n2
O, = { 9*(;’}2 = o (5.234)
INin, exp[ﬂj

IN;n,

-

w ktorym ‘91*N1n2 jest optymalna wartos$cia wektora parametréw modelu (5.232),

N, N, N,
m = >'In Yo, InUy, —Ni(z Iny,, )(Z In um]an , (5.235)
n=1 1\ n=l n =l

Ny

A, :N—Z(Inulnlnz )221111 Yo, _N_l[zllnul”l”z J(Zln Yo, hwmm}, (5.236)
n= n= n=

1 n=l1

Ny

2
1 [ &

B1N1n2 = Z:(lnumln2 )2 _N_[Zlnu“‘l”zj . (5.237)
1 n1=1

n;=l1

Jest to algorytm identyfikacji na 1. stopniu.
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Dla danych pomiarowych przedstawionych w tabeli 5.1 i odpowiadajacych im
wartosci wzglednego przyrostu objgtosciowego wspotczynnika przenikania masy
(tab. 5.2) wyznaczono optymalne wartos$ci sktadowych wektora parametréw mode-
lu (5.232) dla roznych warto$ci czgstotliwosci pulsacji. Wyniki przedstawiono
w tabeli 5.3 oraz zilustrowano na rysunku 5.9.

Tabela 5.3. Optymalne wartosci sktadowych wektora parametrow modelu (5.232)

dla roznych wartosci czgstotliwosci pulsacji

n, 1 2 3 4
Uz, 5,33 7,00 8,67 10,0
o\ ~0,274 0,203 0,260 0,207

12
o) 0,707 0,886 1,635 1,767
1n2

Tym sposobem na 1. stopniu otrzymujemy zbiér optymalnych modeli dla r6znych

wartosci czgstotliwosci pulsacji, czyli dla u,=u,

12

0.8
06
0.4

02

0,6
04 4

0,2 4

2

y=0)u 1‘“1“2,n2 =1,2,...,N,. (5.238)
3 y’ y 143 y’ y
: U, =5,33 Hz n U, =7 Hz
. . 08 4 =
] : 0,6 - M
1 - 04 o BY ]
. " a2 "3 0,2
| " umth] uj[m*h "]
Q 10 20 30 50 0 10 20 a0 40 50
14 5
IR2 LYY .
e u, =8,67 Hz 1 A - .U2:10HZ
o) e 3 .
o =] 8
@ o &g =2 06 -
0,4
02
ufm h'] uy[m*h ],
vl 10 20 an 50 i) 10 20 30 40 L0

Rys. 5.9. Warto$¢ wzglednego przyrostu objgtosciowego wspolczynnika przenikania masy dla zadanego
natgzenia strumienia przeplywu, spowodowanego pulsacja o czgstotliwosci pulsacji:

(m)—uy =

5,33 Hz, (0) - Uy, = 7,00 Hz, (0) — U, = 8,67 Hz, (®) — U, = 10,00 Hz.

Linig ciagla zaznaczono zalezno$¢ (5.228) z optymalnymi parametrami

wyznaczonymi na 1. stopniu zawartymi w tabeli 5.3
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Na podstawie analizy zmian wartosci wektora optymalnych parametrow modelu
(5.232) przy zmianie czestotliwosci pulsacji (tab. 5.3) zaproponowano model na
2. stopniu

_ om
0, =,(u,,0,)= 2 , (5.239)

(2)
o0

gdzie 6, = [492(” 0> 6 ]T jest wektorem parametréw modelu.
Zadanie identyfikacji na 2. stopniu polega na wyznaczeniu optymalnych wartosci
wektora parametréw modelu (5.239). Przyjmujemy kryterium jakosci identyfikacji

2 (o0 M )? *(2) o, )
QzNz(ez):z (6’1N1n2 -6, ) +(ln‘gmln2 —111(192 Uy, 2 D

ny =1

(5.240)
& *(1) Mm)? *(2) (3) (2) 2
=2 (61, -0 ) + 06, et -6 nu,, ) ).
n2:1
W wyniku minimalizacji kryterium (5.240) wzgledem 6, otrzymujemy
o _
1 (D
N, IN;n,
*(1) =1
62N2 njA‘él)
* * N2
O, =| O |=| == |, (5.241)
*(3) Bon
92§\l Ez)
exp| 220
L BZNZ ]

gdzie 192N2 jest optymalng wartoscig wektora parametréw modelu z klasy (5.239),

N, . 1 N, . N,
N =2 O3 Inu,, ——| > g7 | D Inu,, |, (5.242)
n,=1 N 2 \ n,=1 n,=1
2 \ Un,=1

N, N, N, N,
AR = Ni(z(ln Uy, IZm O } - NL(ZmUZHZ j[Zm Gan Inu,, J , (5.243)
n,=1 2 \ n,=1 n,=1

N, 1 N, 2
By, = Z(lnuznz)z —N—[Zln Uznzj . (5.244)
n,=1 2 \ n,=l1

Jest to algorytm identyfikacji na 2. stopniu.
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Dla danych z tabeli 5.3 otrzymujemy

O, =—0236, 6,0 =1,624, 63) =0,043.

Optymalny model z klasy (5.238) ma zatem postac

(000 )- o o\ 0,236

6 =a,(u,,0. )=| 2. |= o |= . 5.245

e gz*(Na)ufz(sz) 0,043u}% (5.243)
2

Wiyniki identyfikacji na drugim stopniu zilustrowano na rysunku 5.10.
Ostatecznie, po podstawieniu (5.245) do (5.232), otrzymamy optymalny model
przyrostu objgtosciowego wspotczynnika przenikania masy

y=(u,u,,00, )= @, (u,@,(0,.65,, )= 0043003 (5246)
wyznaczony metoda dwustopniowa.

0 2 4 6 8 10 12 14

0 T T T T T T » 3 Y ) 42
U, [Hz] b6

0,05 ? 25 1

01 - 2

] (o]
-0,15 A 15
1
0,2 A a N o
0,25 051
° u, [Hz]
Yo 52 0 T T T T r »

03 36,7,0,

il 2 4 6 8 10 12 14

Rys. 5.10. Optymalne parametry modelu na pierwszym stopniu dla réznych warto$ci czgstotliwosci
pulsacji: (m ) — Uy; = 5,33 Hz, (0) — Uy, = 7,00 Hz, (0) — U, = 8,67 Hz, (®) — U, = 10,00 Hz (tab. 5.3).
Linig ciagla zaznaczono optymalny model na drugim stopniu — zaleznos¢ (5.245)

Bezposredni algorytm identyfikacji

Optymalne parametry modelu przyrostu objgtosciowego wspoétczynnika przenika-
nia masy spowodowanego pulsacja fazy parowej mozemy wyznaczy¢ metoda bezpo-
srednia, proponujac klas¢ modeli @, ktora jest ztozeniem modeli @; (5.232) na 1.
stopniu oraz @, (5.239) na 2. stopniu, czyli

(2) (1)
y=@(u,u,,6,)=09u5 u (5.247)

. T .
gdzie 0, = [0;1) o «92(3)] Jjest wektorem parametréw modelu.
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Poczatkowo trudno byto na podstawie analizy danych eksperymentalnych ustali¢
taki model. Dopiero wyniki identyfikacji na 1. stopniu oraz zlozenie modeli (5.232)
i (5.239) pozwolity na okreslenie klasy modeli opisujacych przyrost objetosciowego
wspotczynnika przenikania masy spowodowany pulsacja. W wyniku minimalizacji
bezposredniego kryterium

N2 3,082 o) 2
QN N2 ZZ(IH ynlnz _ln(g u2n2 1n|n2 )}

ny lnl
(5.248)
3y 3)_ p@ ) 2
=222y, ~ne? ~0 inw,, ~ 65" nu, )
ﬂzzlnlzl
wzgledem 6, otrzymujemy bezposredni algorytm identyfikacji
Q) 1
N, A,
e Nx(2 2
O, =| Gty | =] Ains | (5.249)
e 2
0, 15131)1\12 28% AI(\I 1)N2

w ktorym: 672*,\,1,\,2 jest optymalng wartos$cig wektora parametrow modelu wyznaczong

metoda bezposrednia, a

A(l)

df N2N2
-1
AN1N2 - Aﬁ, )Nz =M Nlszmlm2 > (5.250)
A,
Ny Ny | Ui,
N1N2 ZZ anZn [lnuln,n2 lnUan 1], (5.251)
ny=1n;=1 1
N, Inu,
N N, ™ ZZ lnu2n In Yn \n, * (5.252)
n,=1n=
27 T 1

Korzystajac z algorytmu (5.249), dla danych zawartych w tabeli 5.3 obliczamy
O5in, =—0.237, 0,0 =1826, 6,} =0,029. Optymalny model wyznaczony

metoda bezposrednia ma postac

Y = @(U;,Uy, 0y, ) = 0,029u52u; . (5.253)
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Wyniki uzyskane z wykorzystaniem podejscia bezposredniego oraz identyfikacji
dwustopniowej przedstawiono w tabeli 5.4 oraz na rysunku 5.11.

Tabela 5.4. Optymalne parametry modelu wzglednego przyrostu wartosci objgtosciowego wspodtczynnika
przenikania masy uzyskane w podej$ciu dwustopniowym i bezposrednim oraz ich ocena

1 2 3
Podejscie 0, 92( ) 9§ ) 95 ) QnyN, (92)
Dwustopniowe 0, =05y, 0,236 1,624 0,043 1,053014
Bezposrednie 0, =0, 0,237 1,826 0,029 1,016943

Wyniki uzyskane w podej$ciu dwustopniowym oraz bezposrednim nieznacznie si¢
roznig. Spowodowane jest to organizacja eksperymentu. Ze wzgledow technicznych
nie jest mozliwe wykonanie pomiaréw dla tych samych warto$ci wejscia na 1. stopniu,
tj. nat¢zenia strumienia przeplywu.

14 < 1,4 5

ty.y
1,2 1,2 A
u2:5>33 U2:7HZ

1 4 1
0,8 4
0,6
0,4 4

0,2 4

0

14 5

1.2 4

0,8 1

0,6 -
04 04 A

0,2 A 02 1

Rys. 5.11. Warto$¢ wzglednego przyrostu objetosciowego wspdtczynnika przenikania masy dla zadanego
nat¢zenia strumienia przeptywu, spowodowanego pulsacja o czgstotliwosci pulsacji: (m ) — Uy, = 5,33 Hz,
(0) — Uy, = 7,00 Hz, (0) — U, = 8,67 Hz, (®) — u, = 10,00 Hz. Linig ciagla zaznaczono zaleznos¢ (5.246)
z optymalnymi parametrami wyznaczonymi metoda dwustopniowa, natomiast linia przerywana zalezno$¢
(5.254) z optymalnymi parametrami wyznaczonymi z wykorzystaniem podejécia bezposredniego
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Poréwnujac warto$¢ kryterium dla modelu uzyskanego w podejsciu dwustopniowym
1 bezposrednim, widzimy, ze podejscie bezposrednie daje lepszy wynik. Dwustopniowe
zadanie identyfikacji pozwala jednak na usystematyzowanie badan i pokazuje procedure
tworzenia modelu z uwzglednieniem kolejnych nowych wynikow badan, a podejscie
bezposrednie jest ostatecznym podsumowaniem procesu identyfikacji.

5.3.3. Rozwinigcie badan z wykorzystaniem identyfikacji wielostopniowej

Innym parametrem pulsatora, ktéry ma wptyw na przyrost wartosci objgtosciowego
wspotczynnika przenikania masy w wypetnionej kolumnie destylacyjnej z pulsacja fazy
parowej jest amplituda pulsacji, ktdra oznaczymy przez U;. W celu zbadania jej wpltywu
na przyrost wartosci objgtosciowego wspotczynnika przenikania masy mozna skorzysta¢
z uogdblnienia zadania identyfikacji dwustopniowej na zadanie identyfikacji wielostop-
niowej. Na 3. stopniu nalezy wowczas zbada¢ zaleznos¢ migdzy wektorem parametrow

6, modelu (5.239) a amplituda pulsacji, tj. nalezy ustali¢ zalezno$¢
0, = D,(u,,6,), (5.254)

w ktorej: 6, = [52(1) 0 52(3)]T jest wyjsciem modelu na 3. stopniu, a @, — wekto-
rem parametroéw modelu.

W celu ustalenia zaleznosci (5.254) powtorzono badania eksperymentalne opisane
w p. 5.3.1 dla réznych warto$ci amplitudy pulsacji U;. Wymaga to powtdrzenia zada-
nia identyfikacji na 1. i 2. stopniu dla zadanej serii warto$ci amplitudy pulsacji —
w konsekwencji wyznaczymy zbidr optymalnych warto$ci wektora parametréw mode-
lu (5.247). Badania takie przedstawiono w pracy [76]. Tutaj ograniczymy si¢ do
przedstawienia algorytmu identyfikacji na 3. stopniu.

Wprowadzimy oznaczenie:
Uy, — Ns-ta warto$¢ amplitudy pulsacji,

6’2*,\‘2n3 — optymalna warto$¢ wektora parametrow modelu (5.247) dla n;-tej wartosci
amplitudy pulsacji
g *(2) 3 |7 _
02N2n3 - [HZNZn3 02N2n3 €2N2n3 » Ny = 1’ 2:"'5 N35

N,  —liczba zadanych wartosci amplitudy pulsacji.

Na podstawie analizy wynikow identyfikacji na 2. stopniu mozna zaproponowac
model (5.254) postaci

o
52 =D;(u3,05) = 93(2) > (5.255)
0y
o

. L , .
gdzie 6, = [6’3(1) SIS 6’3(4)] jest wektorem parametréw modelu na 3. stopniu.
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Optymalny wektor parametréw modelu (5.255) wyznaczamy przez minimalizacjg

kryterium
* * % (3)
Qsp, (6y) = Z{( 2:\1|)n (1))2 (2:\12)n ‘93(2>)2+(1n‘92§\132)n ln(9(4)u3n39 D}
! (5.256)
¥ 3k K 2
_Z[( 2(Nlin (1))2 ( 2§\12)n 93(2))2 (lngz(NDn ln93(4) _63(3) lnu3n3) :|
wzgledem 6;. W wyniku otrzymujemy algorytm identyfikacji na 3. stopniu
_z g:m
2N2n3
N; i
o | |- ie*@
3 N N
oo | | N o 525
3N; = 9;(\]33) A§1) ’ :
o By,
(2)
exp A,
Bin,
gdzie 93* N, Jest optymalna warto$cia wektora parametrow modelu (5.255),
| ; LIS o ||
Q —Zln92<N;n3 sy, == D g, | DIy, |, (5.258)
3\ m=l1 n3=l1

1 N3 N3 N3
A = . Z(lnu3n ) 211192(?32”3 — Zlnu3kJ(ZlnefN>zn3 lnu3n3J, (5.259)
3 m=l1 ny=l1 3 ny=l1 n3=l1

(5.260)

» 1§ 2
(lnu3n3) —N—3(21nu3n3J .
n3:1

Model przyrostu wartosci objetosciowego wspdlczynnika przenikania masy,
uwzgledniajacy wpltyw amplitudy pulsacji, uzyskamy w wyniku ztozenia modeli wy-
znaczonych na 1., 2., 1 3. stopniu, czyli

Y= o(u,u,,U5, 0, )= @, (0, @, 0, @, (0,65, ))- (5.261)
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W pracy [76] przedstawiono badania destylacyjnych kolumn wypetionych z pul-
sacja fazy parowej z wypelieniami pierScieniami: Raschiga, PALL, Biateckiego
oraz I-13-II. W tym przypadku wielostopniowe zadanie identyfikacji pozwala na
rozbudowe¢ modelu wypetnionej kolumny destylacyjnej z pulsacja fazy parowe;j
dzigki kolejnym wynikom badan, a zwlaszcza na okreslenie wptywu wielkosci cha-
rakteryzujacych wypetnienie U4 na sprawno$¢ kolumny. Mozna to uzyskaé przez
zastosowanie zadania identyfikacji wielostopniowej, a konkretnie na 4. stopniu nale-
zy zbada¢ wplyw wielkosci charakteryzujacych wypetnienie Uy na parametry modelu
(5.261).

Do przedstawionych zadan identyfikacji na 2., 3. i 4. stopniu mozna, oczywiscie,
stosowac podejscie bezposrednie. Wielostopniowe zadanie identyfikacji pozwala jed-
nak na usystematyzowanie badan i pokazuje procedur¢ tworzenia modelu z uwzgled-
nieniem kolejnych, nowych wynikéw badan.
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W rozdziatach dotyczacych identyfikacji obiektow statycznych w warunkach lo-
sowych wielokrotnie, w roznych punktach, korzystalismy z przeksztatcenia wielowy-
miarowych zmiennych losowych. Dla uproszczenia zapisu zaktadali§my tam, ze prze-
ksztalcenia sg wzajemnie jednoznaczne i istniejg przeksztatcenia odwrotne. Zatozenia
te mozna ostabi¢ [48, 79]. Wymaga to jednak dodatkowych przeksztatcen. Poniewaz
w roznych punktach przeksztalcenia dotyczyly réznych zmiennych losowych oraz
roznych przeksztatcen, wprowadzone tutaj oznaczenia sa niezalezne od oznaczen
uzywanych we wspomnianych rozdziatach ksiazki.

Niech x bedzie S-wymiarowa ciagla zmienna losowa okreslona na zbiorze X, ktory
jest podzbiorem S-wymiarowej przestrzeni liczb rzeczywistych. Warto$¢ zmiennej
losowej xeX R ®. Znana jest funkcja gestoéci rozktadu prawdopodobienstwa
zmienne]j losowej x, oznaczona przez fx(x). Ciagla L-wymiarowa zmienna losowa

v, okreslona na zbiorze 7/, ktory jest podzbiorem L-wymiarowej przestrzeni liczb

rzeczywistych, jest wynikiem przeksztatcenia zmiennej losowej x wedtug zalezno$ci
y=h(x), (D.1)

gdzie & jest znana funkcja taka, ze A: X —Y.

Warto$é zmiennej losowej yeY <R ‘.

Pojawia si¢ pytanie: Jak wyznaczy¢ funkcje gestosci rozktadu prawdopodobien-
stwa zmiennej losowej y, czyli funkeje f, (y), na podstawie znajomosci przeksztat-

cania / oraz funkcji f,(x)?
Sposdb postepowania zalezy od wiasnosci funkceji # w przeksztatceniu (D.1).

D.1. Zatozymy, Zze zmienne losowe x i y maja ten sam wymiar, czyli § = L, a po-

nadto ze funkcja / jest wzajemnie jednoznaczna i istnieje funkcja odwrotna wzgledem
X, 1.

x=h"(y), (D.2)

gdzie h™' oznacza funkcje odwrotna.
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Przy podanych zatozeniach funkcjg gestosci rozktadu prawdopodobiefistwa f), (y)

wyznaczamy zZ€ Wzoru

£0)= £ 0, (D3)
w ktorym J,, jest jakobianem przeksztalcenia odwrotnego (D.2), czyli
-1
g, =), (D.4)
oy

Przyklad D.1. Niech S-wymiarowa zmienna losowa x ma rozklad normalny

o wartosci oczekiwanej m, i macierzy kowariancji 2, czyli

fx)=2x)

1
;1 2exp[—%(x—mx)TZ;I(x—mx)] (D.5)

Zmienna losowa y jest wynikiem przeksztalcenia zmiennej losowej x (D.1)

zgodnie z zalezno$cia
y=h(x)=Ax+b, (D.6)
w ktorej: A jest macierza nicosobliwa o wymiarze (S%S), a b jest S~-wymiarowym wek-
torem.
W wyniku przeksztalcenia otrzymujemy L = S-wymiarowa zmienng losowa y.
Poniewaz macierz A jest nieosobliwa, przeksztatcenie (D.6) jest wzajemnie jedno-
znaczne, w konsekwencji przeksztatcenie odwrotne (D.2) ma postacé

gzh_l(z)zA_l(X—b). (D.7)
Jakobian (D.4) przeksztatcenia odwrotnego (D.7) ma postac
g W) ol (v-0))_ D.8)
oy Oy

Zgodnie z (D.3) funkcje gestosci rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej
y wyznaczamy wedtug wzoru

e 1,
£,0)=(2n) |z 1\2exp[—5(A (y=b)-m,) (47 (y-b)- }\A\ (D.9)
Po prostych przeksztalceniach algebraicznych otrzymujemy

f,(v)=@x)’|z

2|4 exp| < =, +0) 475,07 =t +8)]. 10)
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Po przyjeciu oznaczen: m,=Am +b 1 2, = AX A" funkcja gestosci rozktadu

prawdopodobienstw zmiennej losowej (D.7) przyjmuje postaé
e 1 }
fy(y) = (2n)5‘2y1‘2 eXp|:—E(y - my)T;yl(y —m, )} (D.11)

W przeksztatceniach skorzystaliSmy z nastgpujacych wtasnosci rachunku macie-
rZowego:

(z ATV =a'z0a, A balves

*

A|:‘AT‘ oraz ‘AEXAT‘_I = 2;1

A=

D.2. Zatozymy, ze zmienna losowa y po przeksztatceniu (D.1) ma wymiar mniej-
szy od wymiaru zmiennej losowej x, czyli L < S. W tym przypadku funkcja % nie jest
wzajemnie jednoznaczna wzgledem x i nie mozemy skorzysta¢ z rozwazan przedsta-
wionych w punkcie D.1.

Zdefiniujemy pomocnicza (S — L)-wymiarowa ciagla zmienna losowa z okreslona
na zbiorze X, ktory jest podzbiorem (S — L)-wymiarowej przestrzeni liczb rzeczywi-
stych. Warto$¢ zmiennej losowej zeZ <R **. Zalozymy dodatkowo, ze istnieje
przeksztatcenie 4’ zmiennej x na zmienna losowa z, czyli

z=h(x), (D.12)

ktore wraz z funkcja h tworzy przeksztalcenie wzajemnie jednoznaczne, czyli

v [he)]e -

=|= =h D.13

u [W)} (x), (D.13)
gdzie 4’ jest znang funkcja taka, ze A': X —Z.

Teraz funkcja & jest wzajemnie jednoznaczna wzgledem x, a zatem istnieje funk-
cja odwrotna

x=h"p.z), (D.14)

w ktorej h~' oznacza funkcje odwrotna.
Teraz funkcj¢ gestosci rozkladu prawdopodobienstwa pary zmiennych losowych
( Vs g), czyli f) . (y,z), wyznaczamy ze wzoru
£,(0,2)= £ )i, (D.15)

w ktorym J; jest jakobianem przeksztalcenia odwrotnego (D.14).
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Interesujaca nas funkcje gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej y wy-

znaczamy jako rozklad brzegowy (D.15), czyli

5,0)=[£o02)dz= [ 1000 (. 2)) (D.16)

Przyklad D.2. Rozwazymy dwuwymiarowa (S = 2) ciagla zmienna losowa x,

()

o sktadowych 1(1) i x*/, okreslona na dwuwymiarowej przestrzeni liczb rzeczywi-

(1)
stych, czyli warto$§¢ zmiennej losowej x:{x(z)}eR *. Niech fx(x(l),x(z)) oznacza
x

funkcje gestosci rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej x. Wyznaczymy
funkcj¢ gestosci rozkladu prawdopodobienstwa zmiennej losowej y, bedaca iloczy-

(1) @)

nem zmiennych x"’ oraz x'”’. Przeksztatcenie (D.1) ma postac
v =h(x)=x"x", (D.17)

gdzie h jest znana funkcjq taka, ze #:R * >R '. Warto$¢ zmiennej losowej y eR .
W rozpatrywanym przykladzie wymiar zmiennej losowej y — L = 1, a zatem

L < §. Przeksztatcenie (D.17) nie jest wzajemnie jednoznaczne. Zdefiniujemy pomoc-
nicza (S — L) = (2 — 1) = I-wymiarowa ciagla zmienna losowa z, okre§lona na zbiorze
liczb rzeczywistych. Warto$¢ zmiennej losowej z €R '. Przyjmiemy dodatkowe prze-
ksztatcenie

z=h(x)=x", (D.18)

takie ze #':R ' >R .
Teraz przeksztatcenia (D.17) oraz (D.18) tworza

e e

przeksztatcenie h , takie ze i :R * >R %, ktore jest wzajemnie jednoznaczne wzgle-
dem dwuwymiarowej zmiennej losowej x, a przeksztalcenie odwrotne (D.14) ma
postaé

W] | 2
x= P(Z)} - =1 (y.2). (D.20)
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Wyznacznik jakobianu przeksztatcenia odwrotnego (D.20) — |J }7| —ma postac

0 1
=1y =l=ﬁ. (D.21)
- - z Z|

W punkcie z = 0 jakobian nie jest okre§lony.
Funkcje gestosci rozktadu prawdopodobienstwa pary zmiennych losowych (_,g),

czyli f, . (y,z) —(D.15), wyznaczamy ze wzoru

fo-(v.z)= fx(z,le, (D.22)

z |Z

przy zalozeniu z # 0, a poszukiwana funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienstwa

(1)

zmiennej losowej y, ktdra jest iloczynem zmiennych x' oraz 5(2), zgodnie z (D.16)

ma postac
T 1
)= ny,z(y,Z)dz = j fx[Z,Xj—dz. (D.23)
z -0 z |Z|
L 4
D.3. Zalozymy, ze zmienne losowe x i y maja ten sam wymiar, czyli § = L, na-

tomiast funkcja & w przeksztatceniu (D.1) nie jest wzajemnie jednoznaczna w obsza-
rze okreslonosci X —R *. W tym przypadku dokonamy podziatu zbioru argumentow

K
X na skonczong liczbe K roztacznych podzbiorow X o k=1,2,..,K, X =UX b
k=1
X, NX,=¢ dla k#n, k,n=1,2,...,K oraz — odpowiednio — zbidr wartosci Y na

K

(niekoniecznie roztaczne) podzbiory Y ,, k=1,2,...,K, Y = UY . W taki sposob ze
k=1

odwzorowanie X, w Y, (D.l) jest wzajemnie jednoznaczne. Oznaczymy przez hy

wzajemnie jednoznaczne przeksztalcenie okreSlone na X, takie ze A, : X, =Y, czyli
y=hx) k=12,.. K, (D.24)
oraz przeksztatcenie odwrotne %, ', takie ze h,':Y , — X, , czyli
x=hi'(y) k=12...K, (D.25)

wtedy funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej y ma postac

fy ()’) = gnkfx (hlgl (y))"]hk

, (D.26)
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gdzie J, , k=1,2,...,K sa jakobianami przeksztatcen odwrotnych (D.25), natomiast

1 gdy yeY,
0 gdy yeY,

T, = k=1,2,... K. (D.27)

2

Przyklad D.3. Rozwazymy jednowymiarowa (S = 1) ciagla zmienna losowa x,
okreslona na przestrzeni liczb rzeczywistych, czyli warto§¢ zmiennej losowej
xeX =R '. Niech fx(x) oznacza funkcj¢ gestosci rozktadu prawdopodobienstwa
zmienne] losowej x. Wyznaczymy funkcje gestosci rozktadu prawdopodobienstwa
zmiennej losowej y, bedacq kwadratem zmiennej losowej x. Przeksztalcenie (D.1)

ma postaé
y=hlx)=x". (D.28)

Przeksztalcenie (D.28) nie jest wzajemnie jednoznaczne w przestrzeni X =R '.
Podzielimy zbior X =R ' na dwa roztaczne podzbiory X, ={xeR ! :x<0} oraz
X, = {xeR ! :x>0}. W przestrzeni Y  zbiorom tym odpowiadaja dwa zbiory
Y, ={y eR' :y>0} oraz Y, ={yeR ! :y>0}. Parze X,, Y, odpowiada prze-
ksztalcenie Zzhl(g)z)_cz (D.24), korespondujace z nim przeksztatcenie odwrotne

(D.25) ma posta¢ x="h 1(x)=—\/z , a odpowiadajacy mu jakobian przeksztalcenia

odwrotnego J,, =—$. Parze X,, Y, odpowiada natomiast przeksztalcenie
y

y=nm (g)za_cz (D.24), korespondujace z nim przeksztalcenie odwrotne (D.25) ma

posta¢ x=h, IQ):\/Z , a odpowiadajacy mu jakobian przeksztalcenia odwrotnego

Ji

2

;\/_' W punkcie y =0 jakobian przeksztalcenia odwrotnego nie jest okreslo-
y

ny. Zgodnie z (D.26) funkcja gestosci rozkltadu prawdopodobienstwa zmiennej loso-
wej y, bedaca kwadratem zmiennej losowej x, dana jest wzorem

(el 0 @29)

*

fy(J’): e (hfl ()C))‘Jh1 ‘ + /i (hgl(x))‘th
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