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Od autora 

Zaprezentowany w książce materiał jest wynikiem kilkuletnich prac autora w za-
kresie identyfikacji w Zakładzie Identyfikacji i Modelowania Instytutu Informatyki 
Technicznej (obecnie Instytutu Informatyki) Politechniki Wrocławskiej. Prace te są 
kontynuacją badań w zakresie identyfikacji systemów złożonych, powadzonych  
w zespole pod kierunkiem                                                      . . 

Tematem książki są wybrane problemy identyfikacji obiektów statycznych. Na 
wstępie przedstawiono rolę modelu w badaniach systemowych, wprowadzono pojęcia 
dotyczące zadania identyfikacji oraz wskazano aktualne problemy identyfikacji sys-
temów złożonych. Następnie sformułowano podstawowe zadania identyfikacji obiek-
tów statycznych. Omówiono zadania wyznaczania parametrów charakterystyk sta-
tycznych oraz zadania wyboru optymalnego modelu w warunkach deterministycznych 
i w warunkach losowych, czyli takich, gdy na obiekt działają pewne wielkości losowe, 
a wyniki eksperymentu są zniekształcone zakłóceniami pomiarowymi.  

Profesora Zdzisława Bubnickiego

Zasadnicza część książki dotyczy identyfikacji statycznych systemów złożonych, 
czyli identyfikacji takich obiektów, w których wyróżniono elementy składowe i wska-
zano powiązania między nimi. Dokładniej omówione wybrane zagadnienia to: 

 Identyfikacja przy ograniczonych możliwościach pomiarowych. 
Jest to zadanie identyfikacji systemu złożonego, w którym – dla zadanych wartości 
wejść zewnętrznych – tylko wyróżnione wartości wyjść są dostępne do pomiaru. Roz-
ważono problem możliwości wyznaczenia parametrów charakterystyk statycznych 
poszczególnych elementów systemu złożonego na podstawie dostępnych, ograniczo-
nych pomiarów.  

 Identyfikacja globalna.  
W odróżnieniu od zadania identyfikacji lokalnej, które polega na wyznaczeniu opty-
malnego modelu każdego z elementów systemu złożonego z pominięciem struktury, 
zadanie identyfikacji globalnej polega na wyznaczeniu optymalnego modelu systemu 
złożonego z uwzględnieniem jego struktury.  

 Identyfikacja dwustopniowa.  
Koncepcja identyfikacji dwustopniowej wynika z metodologii prowadzenia badań, 
organizacji eksperymentu lub dekompozycji zadania identyfikacji. Przedstawiono 
dwustopniowe zadanie estymacji parametrów charakterystyki statycznej oraz dwu-
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stopniowe zadnie wyboru optymalnego modelu. Zbadano warunki równoważności 
podejścia dwustopniowego i bezpośredniego. 

Książka jest przeznaczona dla osób zainteresowanych tworzeniem modeli matema-
tycznych obiektów złożonych. W szczególności adresowana jest do studentów i pra-
cowników naukowych kierunków: automatyka i robotyka, ekonometria, informatyka, 
matematyka. 

 
 
Autor pragnie podziękować recenzentom – Panu profesorowi Antoniemu Niederlińskiemu 

oraz Panu profesorowi Maciejowi Niedźwieckiemu – za cenne uwagi i twórczą krytykę, które 
ukształtowały ostateczną zawartość książki. 

Dziękuję Panu dr. inż. Wojciechowi Pieniążkowi za udostępnienie wyników eksperymen-
tu pozwalających na ilustrację zadania identyfikacji wielostopniowej oraz Kolegom z zespołu 
za uwagi, które wykorzystałem w redakcji książki. Oddzielne podziękowania przekazuję 
współpracownikom – Panu mgr. inż. Jarosławowi Drapale oraz Panu mgr. inż. Krzysztofowi 
Brzostowskiemu – za wsparcie podczas przygotowywania rękopisu. Pragnę wyrazić szcze-
gólną wdzięczność za owocną współpracę Pani mgr Alicji Kordas, która podjęła się trudu 
opracowania redakcyjnego i korekty książki.  

 
Jerzy Świątek 



Wykaz ważniejszych oznaczeń 

 A  – macierz powiązań pomiędzy wejściami i wyjściami elementów systemu 
złożonego 

 B  – macierz wskazująca wejścia zewnętrzne systemu złożonego 
 C  – macierz wskazująca wyróżnione wyjścia systemu złożonego 

uD   – podzbiór przestrzeni wejść,  S
u RUD ⊆⊆

 ( )uF  – charakterystyka statyczna obiektu z wektorem wejść u 

( )θ,uF  – charakterystyka statyczna obiektu z wektorem wejść u oraz wektorem 
parametrów θ  

( )ωθ ,,uF  – charakterystyka statyczna obiektu z wektorem wejść u, wektorem pa-
rametrów θ  oraz wektorem wielkości losowych ω  

( )xF~   – charakterystyka statyczna systemu złożonego z wektorem wejść ze-
wnętrznych x 

( )θ~,~ xF   – charakterystyka statyczna systemu złożonego z wektorem wejść ze-
wnętrznych x oraz wektorem parametrów  θ~

( 111 , )θuF   – charakterystyka statyczna obiektu na pierwszym stopniu z wektorem 
wejść u1 oraz wektorem parametrów 1θ  

( 222 , )θuF   – charakterystyka statyczna obiektu na drugim stopniu z wektorem wejść u2 
oraz wektorem parametrów θ 2 

)( mm uF   – charakterystyka statyczna m-tego elementu systemu złożonego z wekto-
rem wejść um 

),( mmm uF θ   – charakterystyka statyczna m-tego elementu systemu złożonego z wekto-
rem wejść um oraz wektorem parametrów θm  

( )yuf ,   – funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa pary zmiennych loso-
wych ( )yu,  określona na YU ×  
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( )ufu   – funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa wejścia u  określona 
na  U

( uwfw ;, )θ   – funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa zakłóconego pomia-
ru wyjścia w  dla obiektu z wektorem parametrów θ  i ustalonym 
wejściu u 

( )uyf y   – funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa wyjścia y  pod wa-
runkiem, że na wejściu zmienna losowa u  przyjęła wartość u 

( )zf z   – funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa zmiennej losowej z  
określona na Z  

( )θθf   – funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa zmiennej θ  okre-
ślona na Θ, funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa a priori 

( NN UWf ;θ′ )   – funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa zmiennej θ  określona 
na Θ  pod warunkiem, że na wyjściu uzyskano macierz wyników po-
miarów WN przy serii identyfikującej UN, funkcja gęstości rozkładu 
prawdopodobieństwa a posteriori 

( )ωωf   – funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa zmiennej losowej ω  
określona na Ω 

( )ugu   – funkcja wagi jakości przybliżenia określona na zbiorze  uD

JF – macierz Jakobiego (jakobian przekształcenia odwrotnego ) 1−
ωF

hJ   – macierz Jakobiego (jakobian przekształcenia odwrotnego ) 1−
zh

 L  – wymiar przestrzeni wyjść obiektu i modelu  
 l  – indeks l-tego wyjścia obiektu i modelu 
 Lm  – wymiar przestrzeni wyjść opisu m-tego elementu systemu złożo-

nego 
 lm  – indeks lm-tego wyjścia obiektu i modelu m-tego elementu systemu 

złożonego 
( )θθ ,L   – funkcja strat 

( NNN UWL ;, )θ  – funkcja wiarogodności dla obiektu z wektorem parametrów θ, zada-
nej serii identyfikującej UN , oraz  macierzą wyników pomiarów WN 

( )
212211 111 ;, nNnnNN UWL θ  – funkcja wiarogodności na pierwszym stopniu dla obiektu  

z wektorem parametrów ,
21nθ  zadanej serii identyfikującej  

ustalonej wartości wejścia na drugim stopniu 

,
211 nNU

222 nuu = oraz macie-
rzą wyników pomiarów  

21nNW
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( )
221212 21212 ,;,ˆ

NNNNNN UUL θΞ  – funkcja wiarogodności na drugim stopniu dla obiektu  

z wektorem parametrów ,2θ  zadanych serii identyfikujących ,
211 NNU  

 oraz wynikami estymacji na pierwszym stopniu  
22NU

211
ˆ

NNΞ

( )
2212112 212 ,;, NNNNNNN UUWL θ  – funkcja wiarogodności przy podejściu bezpośrednim 

dla obiektu z wektorem parametrów θ 2, zadanych seriach identyfi-
kujących ,

211 NNU  oraz macierzą wyników pomiarów 
22NU

21NNW  

 M  – liczba elementów systemu złożonego 
 m  – indeks m-tego elementu systemu złożonego 
 N  – długość serii pomiarowej 
 n  – indeks n-tego pomiaru 
 N1  – długość serii pomiarowej na pierwszym stopniu 
 n1  – indeks n1-tego pomiaru na pierwszym stopniu 
 N2  – długość serii pomiarowej na drugim stopniu 
 n2  – indeks n2-tego pomiaru na drugim stopniu 

mO   – m-ty element obiektu złożonego  

( ) ( ) ( )( θΦ ,,,
df

uuFqyyq = )   – ocena różnicy pomiędzy funkcją aproksymowaną a funk-
cją aproksymującą dla zadanego punktu uu D∈  

( ) (( θΦ ,,,
df

nnnn uyqyyq = ))  – ocena różnicy pomiędzy zmierzoną wartością wyjścia 
obiektu a wartością wyznaczoną z modelu dla zadanego wejś- 
cia un  

( ) ( ) ( )
u

uuFQ DθΦθ ,
df

−=  – ocena różnicy pomiędzy funkcją aproksymowaną a funk-

cją aproksymującą zbiorze  uD

( ) ( )([ uyqQ
yu

ΦΦ ,E
,

df
= )]  – ocena różnicy pomiędzy wyjściem obiektu i wyjściem 

nieparametrycznego modelu w warunkach losowych przy pełnej in-
formacji probabilistycznej 

( )11 21
θnNQ  – wskaźnik jakości identyfikacji na pierwszym stopniu dla zadanej 

serii identyfikującej  oraz ustalonego wejścia na drugim stop-

niu z wektorem parametrów θ1 

211 nNU

222 nuu =

( )22 2
θNQ   – wskaźnik jakości identyfikacji na drugim stopniu dla obiektu z wek-

torem parametrów 2θ  i zadanej serii identyfikującej  
22NU
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( )221
θNNQ   – wskaźnik jakości identyfikacji przy podejściu bezpośrednim dla 

obiektu z wektorem parametrów 2θ  i zadanych seriach identyfikują-
cych 

211 NNU  oraz  
22NU

( ) ( )( )[ 2211,,

df
2 ,,,E

21
θΦθ uuyyqQ

yuu
== ] – ocena różnicy pomiędzy wyjściem obiektu  

i wyjściem modelu przy podejściu bezpośrednim oraz pełnej infor-
macji probabilistycznej 

( ) ( )( )[ ]21111,

df
211 ,,E,

1
uuyyquQ

yu
θΦθ ==  – ocena różnicy pomiędzy wyjściem obiektu  

i wyjściem modelu na pierwszym stopniu przy ustalonym wejściu 
na drugim stopniu u2 oraz pełnej informacji probabilistycznej 

( ) (([ 222112

df

22 ,,E
2

θΦθθθ uqQ
u

== ∗ ))] – ocena różnicy pomiędzy wyjściem obiektu  

i wyjściem modelu na drugim stopniu przy pełnej informacji proba-
bilistycznej 

( ) ( )
mmNmmm UmmNmNmmN YYQ θθ −=

df
 – lokalna ocena różnicy pomiędzy macierzą 

zmierzonych wartości składowych wektora wyjść m-tego elementu 
systemu złożonego  a macierzą wartości składowych wektora 
wyjść wyznaczonych z modelu m-tego elementu systemu złożonego 

mmNY

( )θ
mmNY  dla zadanej serii identyfikującej  (lokalny wskaźnik 

jakości identyfikacji) 
mmNU

( ) ( )
NUNNN YYQ θθ −=

df
 – ocena różnicy pomiędzy macierzą zmierzonych wartości 

składowych wektora wyjść obiektu YN a macierzą wartości składo-
wych wektora wyjść wyznaczonych z modelu ( )θNY  dla zadanej se-
rii identyfikującej UN 

( ) ( )
NXNNN VVQ θθ −=

df~  – globalna ocena różnicy pomiędzy macierzą zmierzonych 

wartości składowych wektora wyróżnionych wyjść systemu złożonego 
VN a macierzą wartości składowych wektora wyjść wyznaczonych  
z modelu systemu złożonego ( )θNV  dla zadanej serii identyfikującej 
wejść zewnętrznych XN (globalny wskaźnik jakości identyfikacji) 

( ))(,),(),(),(~)( 2211
df

MMNNNNN QQQQHQ θθθθθ K=  – syntetyczny wskaźnik jakości 
identyfikacji uwzględniający zarówno ocenę globalną, jak i oceny 
lokalne 



Wykaz ważniejszych oznaczeń 15 

( )( ) ( )( )[ uuuyquQ
yu == ΦΦ ,E

df ]

))

 – ocena różnicy pomiędzy wyjściem obiektu i wyj-

ściem nieparametrycznego modelu w warunkach losowych dla usta-
lonego wejścia u, przy pełnej informacji probabilistycznej 

( )( ) ((∑
=

=
n

n

M

m
nnmnuM uyquQ

1

df
,ΦΦ  – empiryczne oszacowanie oceny różnicy pomiędzy 

wyjściem obiektu i wyjściem nieparametrycznego modelu na 
podstawie obserwacji wyjścia o długości Mn przy ustalonym wej-
ściu un 

( )ΨR   – ryzyko podjęcia decyzji z wykorzystaniem algorytmu Ψ  przetwo-
rzenia danych pomiarowych WN, UN  

( )NN UWr ;,θ   – warunkowe ryzyko podjęcia decyzji, że składowe wektora parame-
trów przyjmą wartość ,θ  pod warunkiem, iż w wyniku pomiarów 
wyjścia otrzymano macierz wyników pomiarów WN, a na wejście 
podano serię identyfikującą UN 

( )
21212

;,11 nNnNn UWr θ  – warunkowe ryzyko podjęcia decyzji, że składowe wektora pa-

rametrów przyjmą wartość 
21nθ na pierwszym stopniu, pod warun-

kiem, iż w wyniku pomiarów wyjścia otrzymano macierz wyników 
pomiarów  a na wejście podano serię identyfikującą  ,

21nNW
211 nNU

( )
221 2122 ;, NNN Ur Ξθ  – warunkowe ryzyko podjęcia decyzji, że składowe wektora 

parametrów przyjmą wartość 2θ  na drugim stopniu, pod warun-
kiem, iż w wyniku estymacji na pierwszym stopniu otrzymano 
macierz oszacowań  a na wejście podano serię identyfiku-
jącą  

,
21NNΞ

22NU

( )
22121 112 ,;, NNNNN UUWr θ  – warunkowe ryzyko podjęcia decyzji, że składowe wektora 

parametrów przyjmą wartość 2θ  przy podejściu bezpośrednim, pod 
warunkiem, iż w wyniku pomiarów wartości składowych wektora 
wyjść otrzymano macierz wyników pomiarów ,

21NNW  a na wejścia 

podano serie identyfikujące 
211 NNU  oraz  

22NU

 R  – wymiar przestrzeni parametrów opisu obiektu 
 r  – indeks r-tego parametru opisu obiektu 
R   – zbiór liczb rzeczywistych 
 Rm  – wymiar przestrzeni parametrów opisu m-tego elementu systemu 

złożonego 
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 rm  – indeks rm-tego parametru opisu m-tego elementu systemu złożonego 
 S  – wymiar przestrzeni wejść obiektu 
 s  – indeks  s-tego wejścia obiektu 
 Sm  – wymiar przestrzeni wejść m-tego elementu systemu złożonego 
 sm – indeks sm-tego wejścia m-tego elementu systemu złożonego 
 T  – transpozycja wektora 

   – S-wymiarowy wektor wejść obiektu,  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

)(

)2(

)1(

Su

u
u

u
M

Su RU ⊆∈

SRU ⊆   – przestrzeń wejść obiektu, podzbiór S-wymiarowej przestrzeni liczb 
rzeczywistych 

 u1 – S1-wymiarowy wektor wejść na pierwszym stopniu  1
11

Su RU ⊆∈

1
1

SRU ⊆   – przestrzeń wejść obiektu na pierwszym stopniu, podzbiór S1-wy- 
miarowej przestrzeni liczb rzeczywistych 

[
212221 112111 nNnnnN uuuU L=

,
222 nuu =

] – macierz wyników pomiarów wartości składowych 
wektora wejść na pierwszym stopniu w n2-tym eksperymencie na dru-
gim stopniu, tj. dla ustalonego wektora wejść na drugim stopniu 

 seria identyfikująca na pierwszym stopniu 

[
211121 121111 NNNNNN UUUU L= ]

]

 – macierz wyników pomiarów wartości wszyst-
kich składowych wektorów wejść na pierwszym stopniu dla zadanej 
serii pomiarowej na drugim stopniu 

u2 – S2-wymiarowy wektor wejść na drugim stopniu  2
22

Su RU ⊆∈

2
2

SRU ⊆   – przestrzeń wejść obiektu na drugim stopniu, podzbiór S2-wymiaro- 
wej przestrzeni liczb rzeczywistych 

[
22 222212 NN uuuU L=  – macierz wyników pomiarów wartości składowych wek-

tora wejść na drugim stopniu, seria identyfikująca na drugim stopniu 
( )

( )

( ) ⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

mS
m

m

m

m

u

u
u

u
M

2

1

  – Sm-wymiarowy wektor wejść m-tego elementu systemu złożonego  
mS

mmu RU ⊆∈
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mS
m RU ⊆  – przestrzeń wejść m-tego elementu systemu złożonego, podzbiór  

Sm-wymiarowej przestrzeni liczb rzeczywistych 
[ NN uuuU L21= ] – macierz wyników pomiarów wartości składowych wektora 

wejść obiektu, seria identyfikująca  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

)(

)2(

)1(

)(

)2(

)1(

,

LL v

v
v

v

v

v
v

v
MM

 – L~ -wymiarowy wektor wyróżnionych wyjść  systemu złożonego 
Lvv
~

, RV ⊆∈i jego modelu, odpowiednio: 

V   – przestrzeń wyróżnionych wyjść systemu złożonego oraz wyjść jego 
modelu – podzbiór L~ -wymiarowej przestrzeni liczb rzeczywistych 

 VarN  – empiryczna wariancja wyznaczona na podstawie N obserwacji 
[ NN vvvV L21= ]

]

]

 – macierz wyników pomiarów wartości składowych wektora 
wyróżnionych wyjść systemu złożonego 

( )zyhw ,=   – zakłócony wynik pomiaru – opis systemu pomiarowego 

[ NN wwwW L21=  – macierz zakłóconych wyników pomiarów wartości skła-
dowych wektora  wyjść obiektu 

[ NN wwwW ~~~~
21 L=  – macierz zakłóconych wyników pomiarów wartości skła-

dowych wektora wyróżnionych wyjść systemu złożonego 

[
212221 21 nNnnnN wwwW L= ]  – macierz zakłóconych wyników pomiarów warto-

ści składowych wektora wyjść obiektu w n2-tym pomiarze na drugim 
stopniu, tj. dla ustalonego wejścia na drugim stopniu  wy-
niki eksperymentu na pierwszym stopniu 

,
222 nuu =

[
211121 21 NNNNNN WWWW L= ] – macierz zakłóconych wyników pomiarów wszyst-

kich wartości składowych wektora wyjść na pierwszym stopniu dla 
zadanej serii pomiarowej na drugim stopniu 

( )
212121

, nnnnnn zyhw =  – wynik pomiaru wartości składowych wektora  z zakłóce-
niem  

21nny

21nnz

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

)~(

)2(

)1(

Sx

x
x

x
M

  – -wymiarowy wektor wejść zewnętrznych systemu złożonego,  S~

S~x  RX ⊆∈



Wykaz ważniejszych oznaczeń 18

S~RX ⊆   – przestrzeń wejść zewnętrznych systemu złożonego, podzbiór -wy- 
miarowej przestrzeni liczb rzeczywistych 

S~

[ NN xxxX L21= ] – macierz wyników pomiarów wartości składowych wektora 
wejść zewnętrznych systemu złożonego, seria identyfikująca 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
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⎡
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)1(
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)1(

,

LL y

y
y

y

y

y
y

y
MM

 – L-wymiarowy wektor wyjść obiektu i modelu, odpowiednio,  
Lyy RY ⊆∈,

LRY ⊆   – przestrzeń wyjść obiektu i modelu – podzbiór L-wymiarowej prze-
strzeni liczb rzeczywistych 

( )

( )

( )

( )

( )

( ) ⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

mm L
m

m

m

m

L
m

m

m

m

y

y
y

y

y

y
y

y
MM

2

1

2

1

,  – Lm-wymiarowy wektor wejść m-tego elementu systemu  
złożonego i jego modelu, odpowiednio:  

mL
mmm yy RY ⊆∈,  

mL
m RY ⊆   – przestrzeń wyjść obiektu i modelu m-tego elementu systemu złożo-

nego i jego modelu, podzbiór Lm-wymiarowej przestrzeni liczb rze-
czywistych 

[ NN yyyY L21= ]

]

 – macierz wyników pomiarów wartości składowych wektora 
wyjść obiektu, wyniki eksperymentu 

[
212221 21 nNnnnN yyyY L=  – macierz wyników pomiarów wartości składowych 

wektora wyjść obiektu w n2-tym pomiarze na drugim stopniu, tj. dla 
ustalonego wejścia na drugim stopniu ,

222 nuu =  wyniki ekspery-
mentu na pierwszym stopniu 

nz   – zakłócenia w n-tym pomiarze, wartość zmiennej losowej ,z  
 L

nz RZ ⊆∈

LRZ ⊆   – przestrzeń zakłóceń, podzbiór L-wymiarowej przestrzeni liczb rze-
czywistych 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

)(

)2(

)1(

Rθ

θ
θ

θ
M

  – R-wymiarowy wektor parametrów charakterystyki statycznej obiektu, 
RR⊆∈Θθ  
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θ   – R-wymiarowy wektor parametrów charakterystyki statycznej obiek-
tu – w modelu Bayesa wartość zmiennej losowej θ  

RR⊆Θ   – przestrzeń parametrów charakterystyki statycznej obiektu – pod-
zbiór R-wymiarowej przestrzeni liczb rzeczywistych 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

)~(

)2(

)1(

~

~
~

~

Rθ

θ
θ

θ
M

  – R~ -wymiarowy wektor parametrów charakterystyki statycznej systemu  
R~~~ R⊆∈Θθzłożonego 

R~~ R⊆Θ   – przestrzeń parametrów charakterystyki statycznej systemu złożonego 
– podzbiór R~ -wymiarowej przestrzeni liczb rzeczywistych 

( )θΓθ =
~   – zależność pomiędzy parametrami charakterystyki statycznej systemu 

złożonego, systemu złożonego a parametrami wszystkich elementów 
*θ   – optymalna wartość wektora parametrów funkcji aproksymującej przy 

założeniu, że uu D∈  z funkcją wagi jakości przybliżenia  )(ugu

*Θ   – dopuszczalny zbiór parametrów systemu złożonego zapewniający 
żądaną dokładność modeli lokalnych 

1θ   – R1-wymiarowy wektor parametrów charakterystyki statycznej na 
pierwszym stopniu,  1

11
RR⊆∈Θθ

1θ   –  R1-wymiarowy wektor wyjść modelu drugim stopniu, 
1

11
RR⊆∈Θθ  

1
1

RR⊆Θ   – przestrzeń parametrów charakterystyki statycznej na pierwszym 
stopniu oraz wyjść modelu na drugim stopniu, podzbiór R1-wymia- 
rowej przestrzeni liczb rzeczywistych 

*
1θ   – optymalna wartość wektora parametrów na pierwszym stopniu przy 

pełnej informacji probabilistycznej 

211̂ nNθ   –  oszacowanie wartości wektora parametrów 1θ  charakterystyki sta-
tycznej na pierwszym stopniu, wynik identyfikacji na pierwszym 
stopniu dla zadanej serii identyfikującej  oraz ustalonego wej-
ścia na drugim stopniu 

2n11NU

222 nuu =  

2θ   – R2-wymiarowy wektor parametrów charakterystyki statycznej na 
drugim stopniu,  2

22
RR⊆∈Θθ
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2
2

RR⊆Θ   – przestrzeń parametrów charakterystyki statycznej na drugim stopniu, 
podzbiór R2-wymiarowej przestrzeni liczb rzeczywistych 

*
2θ   – optymalna wartość wektora parametrów modelu na drugim stopniu 

przy pełnej informacji probabilistycznej 

22̂Nθ   – oszacowanie wartości wektora parametrów 2θ  charakterystyki sta-
tycznej na drugim stopniu, wynik identyfikacji na podstawie N2 po-
miarów na drugim stopniu 

212
~̂

NNθ   – oszacowanie wartości wektora parametrów 2θ  charakterystyki sta-
tycznej, wynik identyfikacji z wykorzystaniem algorytmu bezpo-
średniego na podstawie N1 pomiarów na pierwszym stopniu i N2 po-
miarów na drugim stopniu 

( )

( )

( ) ⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

mR
m

m

m

m

θ

θ
θ

θ
M

2

1

  – Rm-wymiarowy wektor parametrów charakterystyki statycznej 
   m-tego elementu systemu złożonego,  

  
mR

mm R⊆∈Θθ

mR
m R⊆Θ   – przestrzeń parametrów charakterystyki statycznej m-tego elementu 

systemu złożonego, podzbiór Rm-wymiarowej przestrzeni liczb rze-
czywistych 

*
mmNθ  – lokalnie optymalna wartość wektora parametrów m-tego elementu sys-

temu złożonego wyznaczona na podstawie Nm pomiarów 

Nθ̂   – oszacowanie wartości wektora parametrów charakterystyki statycz-
nej θ, wyznaczone na podstawie N pomiarów 

*
Nθ   – optymalna wartość wektora parametrów modelu wyznaczona na 

podstawie N pomiarów 
*~

Nθ   – globalnie optymalna wartość wektora parametrów modelu systemu 
złożonego wyznaczona na podstawie N pomiarów 

*
~~

NN θθ ≈   – numeryczne przybliżenie optymalnej wartości parametrów mo- 
delu  *

Nθ
*

Nθ   – optymalna wartość wektora parametrów modelu systemu złożo-
nego wyznaczona na podstawie N pomiarów  przy syntetycznym 
wskaźniku jakości identyfikacji 
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**~
Nθ   – globalnie optymalna wartość wektora parametrów modelu systemu 

złożonego wyznaczona na podstawie N pomiarów, przy założeniu, 
że modele lokalne spełniają żądaną dokładność  

( )

( )

( )
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⎥
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⎥
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⎢
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⎣

⎡
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1
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1

1
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jI
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μ

μ
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μ
M

 – wejście neuronu Eij 
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⎟
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⎜
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⎛
+= ∑

−

=
−

0

1
1

1
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θθμφμ  – wyjście neuronu Eij 

[
211121 121111

ˆˆˆˆ
NNNNNN θθθΞ L=

22NU

]  – macierz oszacowań wartości wektora parame-

trów θ1 wyznaczonych na pierwszym stopniu dla zadanej serii identy-
fikującej  na drugim stopniu 

ijφ   – funkcja aktywacji neuronu Eij 

( )θΦ ,u   – model obiektu statycznego – przybliżenie charakterystyki statycznej 
z wektorem wejść u i wektorem parametrów θ 

( )θΦ ,x   – model obiektu statycznego – przybliżenie charakterystyki statycznej 
systemu złożonego z wektorem wejść zewnętrznych x i wektorem pa-
rametrów θ  

( )uΦ   – nieparametryczny model – przybliżenie charakterystyki statycznej  
z wektorem wejść u 

*Φ   – optymalny nieparametryczny model przy pełnej informacji probabi-
listycznej 

( )111 ,θΦ u   – model obiektu statycznego – przybliżenie charakterystyki statycznej 
obiektu na pierwszym stopniu z wektorem wejść u1 i wektorem pa-
rametrów θ1 

( 222 , )θΦ u   – model obiektu statycznego – przybliżenie charakterystyki statycznej obiek- 
tu na drugim stopniu z wektorem wejść u2 i wektorem parametrów θ2  

( NNN YU , )Ψ   – algorytm identyfikacji, algorytm przetworzenia macierzy pomiarów 
wejścia i wyjścia obiektu 

( NNN VX , )~Ψ   – algorytm identyfikacji dla systemu złożonego, algorytm przetworze-
nia macierzy pomiarów wejść zewnętrznych i wyróżnionych wyjść 
systemu złożonego 
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( )
21211

,11 nNnNN YUΨ  – algorytm identyfikacji na pierwszym stopniu 

( )
2122 122

ˆ, NNNN U ΞΨ  – algorytm identyfikacji na drugim stopniu 

(
21212121

,,
~ )212 NNNNNNNN WUU   – algorytm identyfikacji otrzymany w wyniku złoże-

nia algorytmów z pierwszego i drugiego stopnia 

Ψ

(
2122121

,, )~
212 NNNNNNN WUUΨ   – bezpośredni algorytm identyfikacji 

LR⊆Ω   – przestrzeń wielkości losowych w obiekcie, podzbiór L-wymiarowej 
przestrzeni liczb rzeczywistych 

 ω – L-wymiarowy wektor wielkości  losowych, wartość zmiennej loso-
wej ,ω   LR⊆∈Ωω



1. Identyfikacja systemów złożonych  
– pojęcia podstawowe 

1.1. Wstęp 

Problematyka identyfikacji obiektów, tj. ustalania modeli obiektów na podstawie 
badań eksperymentalnych, po pewnym okresie stagnacji przeżywa obecnie nowy in-
tensywny etap rozwoju. Wiąże się to z jednej strony z praktyczną koniecznością roz-
patrywania nowych obiektów i celów identyfikacji, a z drugiej strony – z nowymi 
możliwościami realizacji algorytmów identyfikacji. W pierwszym przypadku chodzi  
o aktualne problemy identyfikacji systemów złożonych, rozumianych jako obiekt,  
w którym wyróżniono podstawowe elementy składowe i wskazano powiązania mię-
dzy nimi. Elementy składowe takiego systemu złożonego stanowią samoistne obiekty,  
a ich złożenie pozwala na opis procesów złożonych. W drugim przypadku mamy na 
myśli nowe możliwości realizacji komputerowej, a mianowicie zastosowania technik 
komputerowych w rozproszonych systemach gromadzenia i przetwarzania informacji. 
Obszar aktualnych zagadnień metodologicznych i technicznych leży na pograniczu 
automatyki i informatyki, z wyraźną przewagą po stronie informatyki.  

Nowe problemy identyfikacji wiążą się z aktualnymi problemami zautomatyzowa-
nych komputerowych systemów zarządzania i sterowania. Dotyczy to zdecentralizo-
wanego sterowania systemami złożonymi [2, 22, 42, 53–55, 71] i elastycznymi proce-
sami produkcji [18, 19, 22, 112, 115, 130] oraz sterowania w wielopoziomowych 
systemach zarządzania i sterowania [3, 23, 80, 84]. Zwiększa się także rola metod  
i technik identyfikacji w zadaniach praktycznych, których celem jest poznanie obiek-
tu. Dotyczy to zwłaszcza komputeryzacji prac eksperymentalnych w laboratoriach 
badawczych [7, 23, 70, 72], a także identyfikacji obiektów o różnej naturze, np. biolo-
gicznych [6, 45, 90, 91, 93, 97, 98, 107], ekonomicznych lub technicznych [4, 35, 103, 
109, 111, 114]. Często modele obiektów są wykorzystywane do celów decyzyjnych 
lub diagnostycznych [11, 12, 104, 106]. Znaczący obszar aktualnych zadań identyfi-
kacji związany jest z opracowaniem algorytmów identyfikacji dla specjalnych modeli 
[52, 60, 61, 113, 117, 133, 134].  

Niniejsza praca dotyczy obszernej problematyki związanej z identyfikacją syste-
mów złożonych. Wśród systemów złożonych można wyróżnić systemy wejściowo- 
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-wyjściowe [2, 3, 46] oraz systemy sieciowe [17–19]. Wejściowo-wyjściowe systemy 
złożone to takie, w których wyróżniono elementy składowe z określonymi wejściami  
i wyjściami, a struktura systemu zadana jest przez podanie powiązań pomiędzy wej-
ściami i wyjściami elementów systemu. Systemy sieciowe to takie, w których wy-
różniono elementy składowe, a powiązania pomiędzy elementami zadane są uwa-
runkowaniami czasowymi [18]. Przykładem takich systemów stosowanych do opisu 
systemów produkcji  są kompleksy operacji, gdzie czas wykonania operacji zależy 
od wielkości zadania lub zasobu przydzielonego do operacji, a struktura kompleksu 
– od uwarunkowań czasowych. Kolejne operacje mogą się rozpocząć po zakończe-
niu wcześniejszych. Wynika to z procesu produkcyjnego. Uwarunkowania te okre-
ślają sieciową strukturę kompleksu. 

W dalszych rozważaniach ograniczymy się do systemów wejściowo-wyjściowych 
[122, 132, 135]. 

Rozdział 1. to wprowadzenie w problematykę identyfikacji obiektów. Przedstawiono 
w nim rolę modelu w badaniach systemowych, sformułowano zadanie identyfikacji 
obiektów oraz zaproponowano opis wejściowo-wyjściowych systemów złożonych. 
Wstępnie określono podstawowe zagadnienia identyfikacji systemów złożonych. W roz-
dziale 2. przedstawiono podstawowe zadania identyfikacji obiektów. Ograniczono się do 
identyfikacji charakterystyk statycznych. Zaznaczono w ten sposób podział na charakte-
rystyczne, typowe zadania identyfikacji, które mogą wystąpić przy różnych założeniach 
dotyczących sytuacji pomiarowej oraz znajomości obiektu. W rozdziale 3. omówiono 
zadanie identyfikacji statycznego systemu złożonego, w którym tylko wybrane wielkości 
mogą być mierzone. Prowadzi to do zadania identyfikacji systemów przy ograniczonych 
możliwościach pomiarowych. W rozdziale 4. podano opis zadania identyfikacji lokalnej  
i globalnej statycznego systemu złożonego, a także algorytm identyfikacji dla struktury 
szeregowej oraz sformułowano zadania identyfikacji globalnej z uwzględnieniem jakości 
modeli lokalnych. W rozdziale 5. przedstawiono zagadnienie identyfikacji wielostopnio-
wej. Skoncentrowano się na dwustopniowych algorytmach estymacji parametrów oraz 
dwustopniowym zadaniu wyboru optymalnego modelu. 

1.2. Rola modelu w badaniach systemowych 

Badanie obiektów o różnej naturze (np. technicznych, biologicznych, ekonomicz-
nych) prowadzi do zebrania spostrzeżeń, danych, informacji na temat obserwowanych 
zjawisk. Zebrana i uporządkowana wiedza na temat obserwowanego obiektu tworzy 
model badanej rzeczywistości. Model ten jest stosowany do celów badawczych. Na bazie 
wiedzy o badanym obiekcie formułowane są nowe problemy poznawcze. Model służy do 
formułowania zadań projektowych. Jest podstawą do formułowania diagnozy. Wartości 
parametrów modelu niosą informację o aktualnym stanie badanego obiektu. Na podsta-
wie wiedzy o obiekcie formułowane są metody i algorytmy sterowania i zarządzania. 

Biorąc pod uwagę postać modelu, jego zakres oraz sposób wykonania, a także hi-
storyczny rozwój, możemy wyróżnić następujące modele: 
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Modele konceptualne – odpowiadają na pytania: Jak system jest zbudowany? Jaki 
jest cel i zakres działania danego systemu? Zwykle modele te oddają koncepcje funk-
cjonowania badanego procesu, obiektu czy zjawiska. Pokazują one, jak taki system 
jest zorganizowany. Wskazują na jego elementy składowe i powiązania między nimi. 
Modele te często są przestawiane w postaci schematów blokowych lub też opisu działa-
nia systemu. Na rysunku 1.1 przedstawiono koncepcję funkcjonowania dwupoziomo-
wego systemu zarządzania. Wyodrębniono w nim system nadrzędny oraz M podsyste-
mów: P1, P2, …, PM. Określono zmienne decyzyjne x1, x2, …, xM, przekazywane  
z systemu nadrzędnego do podsystemów, oraz zmienne koordynacyjne k1, k2, …, kM, 
pochodzące z podsystemów. Zwrócono uwagę na wzajemne powiązania pomiędzy 
systemami poprzez zmienne wi j, i = 1, 2, …, M,  j = 1, 2, …, M. 

 

 
 

Rys. 1.1. Dwupoziomowy system zarządzania 

 

Modele fizyczne umożliwiają badanie danego zjawiska lub obiektu w skali labora-
toryjnej. Często są to modele uproszczone i pomniejszone, ale z zachowaniem fizycz-
nej natury badanego procesu. Zmiana skali jest zwykle podyktowana kosztem budowy 
modelu. Uproszczenia mają na celu uwypuklenie badanego zjawiska. Przykładem 
zastosowania modelu fizycznego jest badanie w tunelu aerodynamicznym oporu po-
wietrza stawianego przez dany model samochodu. Badanie nie wymaga kompletnego 
modelu pojazdu. Wystarczy zamodelować jego kształt.  

Modele analogowe korzystają z analogii fizykochemicznych pomiędzy badanymi 
procesami. Na przykład: rezystancja, opór hydrauliczny oraz opór cieplny są opisane 
podobną zależnością. W modelu analogowym taki obiekt jest elementem proporcjo-
nalnym i opisujemy go zależnością ,uy θ=  gdzie: u, y są – odpowiednio – wejściem  
i wyjściem obiektu, natomiast θ  jest współczynnikiem proporcjonalności. 

Takie ujęcie problemu pozwala na abstrahowanie od natury zjawiska. Badane 
zjawisko może być przedstawione za pomocą procesów o innej naturze fizycznej. 
Stwarza to nowe możliwości badawcze. Zmiana natury zjawiska może być podyk-
towana względami bezpieczeństwa lub przesłankami ekonomicznymi. Zmiana natu-
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ry zjawiska może ponadto zmienić skalę czasu. Na przykład wolnozmienne procesy 
cieplne możemy zasymulować szybkimi procesami elektrycznymi. Poczytne miej-
sce w problemach modelowania, ze względu na ich uniwersalność i dostępność 
w poprzednim okresie, znalazły analogowe modele elektryczne. Opracowano ze-
stawy typowych bloków umożliwiających modelowanie obiektów, które zyskały 
nazwę komputerów analogowych. 

  
Rys. 1.2. Przykłady elementów proporcjonalnych:  

a) rezystancja R, b) opór przepływu RP, c) opór cieplny RC 
 
Modele matematyczne przedstawiają związki pomiędzy wielkościami w badanym 

procesie. Opisują własności statyczne obiektu, podawane zwykle w postaci zależności 
funkcyjnych, równań i nierówności. Własności dynamiczne są przedstawiane za po-
mocą równań i nierówności różniczkowych dla procesów ciągłych oraz równań  
i nierówności różnicowych dla procesów dyskretnych. Na rysunku 1.3 przedstawiono 
układ regulacji przekaźnikowej. 

 

 
Celem układu jest stabilizacja wyjścia ( )ty  obiektu całkującego, z inercją o wej-

ściu ( ),tu  na zadanym poziomie .*y  Obiekt regulacji jest opisany zależnością  

 ( ) ( ) ( )tuK
dt

tdy
Tdt

tyd
=+

1
2

2

,  (1.1) 

z warunkami początkowymi  

 ( ) ( ) ,, 1000 y
dt

tydyty tt == ==  (1.2) 

gdzie: parametr K jest stałą wzmocnienia, a T jest stałą czasową.  
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Na wyjściu regulatora przekaźnikowego otrzymujemy znak błędu regulacji, czyli  

 ( ) ( )( )ttu εsign= ,  (1.3) 
gdzie błąd regulacji 
 ( ) ( )tyyt −= *ε .  (1.4) 

Równania (1.1)–(1.4) to model matematyczny rozpatrywanego układu regulacji. 
Modelem matematycznym są też zestawy zdań logicznych wypowiedzianych na temat 
obserwowanego obiektu. Ogólniej – zebrane obserwacje dotyczące badanego obiektu 
tworzą bazę wiedzy, a jeśli ograniczymy się do konkretnego obszaru, zbiór ten jest 
wiedzą dziedzinową, przydatną do projektowania systemów ekspertowych [20, 73]. 

Modele komputerowe są opracowane na bazie opisów matematycznych. Biorąc 
pod uwagę sposób wykonania, możemy wyróżnić modele cyfrowe lub analogowe. Do 
symulacji ciągłych procesów dynamicznych często były stosowane tzw. komputery 
analogowe. Komputer analogowy stanowi zestaw specjalizowanych typowych bloków 
(m.in. elementów całkujących, wzmacniaczy, sumatorów, elementów nieliniowych), 
realizowanych za pomocą układów elektronicznych. Odpowiednie połączenie elemen-
tów umożliwia symulację badanego procesu. Takie modele badanego procesu przyjęło 
się nazywać modelami analogowymi.  

Na rysunku 1.4 przedstawiono model analogowy obiektu opisanego równaniami  
(1.1)–(1.4). 

 

 
Rys. 1.4. Przykład modelu analogowego 

 
Modele cyfrowe to zwykle symulacja badanego obiektu za pomocą odpowiedniego 

programu komputerowego, opracowanego na podstawie modelu matematycznego. 
Rozwój techniki obliczeniowej, metod numerycznych oraz inżynierii oprogramowania 
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dostarczył wiele gotowych bibliotek i pakietów, które umożliwiają modelowanie pro-
cesów o różnej naturze, jak na przykład dyskretnych procesów produkcyjnych, proce-
sów ekonomicznych, układów regulacji czy też procesów biologicznych. Można tutaj 
wymienić między innymi biblioteki dostępne na platformie programowej MATLAB, 
w tym pakiet SIMULINK, oraz system MULTI-EDIP z aplikacją SYMULATOR [70, 
72, 87]. Wyspecjalizowane pakiety pozwalają na modelowanie procesów ciągłych, 
zdecydowanie wypierając wcześniej wspomniane modele analogowe. Istotna przewa-
ga modeli cyfrowych nad analogowymi polega na prostej możliwości modelowania 
wielowymiarowych złożonych procesów. Współczesne możliwości techniki oblicze-
niowej zapewniają odpowiednią dokładność oraz czas uzyskania wyników symulacji. 
Bardzo ważnym i aktualnym zagadnieniem jest wykorzystanie bazy wiedzy na temat 
obserwowanego obiektu, zwanej wiedzą dziedzinową, do modelowania [20, 73]. Wie-
dza dziedzinowa wraz z regułami wnioskowania są podstawą do budowy systemów 
ekspertowych. Zadanie eksploracji wiedzy na bazie zaobserwowanych faktów można 
porównać z tradycyjnie rozumianym zadaniem identyfikacji. 

 
Proces tworzenia modelu oraz sposób jego wykorzystania przedstawiono na ry-

sunku 1.5. Badacz – w celu poznania obiektu, procesu lub zjawiska – prowadzi ekspe-
ryment. W wyniku otrzymuje dane pomiarowe, informacje i spostrzeżenia na temat 
badanego zjawiska. Uporządkowane wyniki eksperymentu, podawane w postaci wzo-
rów, równań, reguł i zdań logicznych, tworzą model badanego procesu. Model taki nie 
od razu zadowala eksperymentatora.  

Porównanie wyników eksperymentu z danymi uzyskanymi z modelu często pro-
wadzi do konieczności doskonalenia modelu. Model jest zwykle budowany w kon-
kretnym celu. Na podstawie uzyskanego modelu formułowane są zadania poznawcze, 
zadania projektowe, problemy zarządzania i sterowania obiektem oraz zadania dia-
gnozy. Po rozwiązaniu tych zadań wysnuwamy wnioski i hipotezy, uzyskujemy reko-
mendację dla projektów nowych obiektów, opracowujemy metodykę tworzenia algo-
rytmów zarządzania, sterowania i diagnozy. Wnioski i hipotezy są weryfikowane 
przez badanie rzeczywistego obiektu. Daje to nową wiedzę o badanych zjawiskach  
i procesach. Algorytmy zarządzania i sterowania są wykorzystywane do projektowa-
nia systemów zarządzania oraz urządzeń sterujących. Opracowane algorytmy diagno-
styczne są podstawą do budowy urządzeń pomiarowo-kontrolnych. 

W celu ilustracji zadania tworzenia modelu i jego wykorzystania w procesie po-
znawczym i projektowym pokrótce omówimy badania kolumn destylacyjnych, pro-
wadzone w Instytucie Inżynierii Chemicznej Urządzeń Cieplnych Politechniki Wro-
cławskiej [57, 76, 77]. Do przykładu tego wrócimy w rozdziale 5.  

Rozdzielenie ciekłego roztworu na odpowiednie frakcje lub poszczególne czyste 
składniki wymaga budowy kolumn o dużej zdolności rozdzielczej. Tradycyjne roz-
wiązania wiązały się z projektowaniem kolumn destylacyjnych o dużej wysokości lub 
też kaskadą kilku niższych, co się wiąże z dużymi kosztami. Prowadzone badania nad 
zjawiskami towarzyszącymi przepływowi faz i wymianie masy pokazały, że intensy-
fikację wymiany masy w układzie ciecz–gaz osiąga się przede wszystkim przez 
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zwiększenie powierzchni kontaktu faz i zmniejszenie sumarycznego oporu przenika-
nia masy, zakłócając stabilność warstw granicznych na powierzchni styku. Efekt ten 
można uzyskać przez zwiększenie burzliwości naturalnego przepływu faz, stawiając 
przeszkody na drodze naturalnego przepływu, jak również wywołanie dodatkowego, 
zewnętrznego zaburzenia przepływu.  

 

 
 

Rys. 1.5. Model w badaniach systemowych 
 
Na tej podstawie zaprojektowano kolumnę destylacyjną wypełnioną z pulsacją fazy 

parowej (rys. 1.6). Zadaniem wypełnienia oraz pulsacji jest zwiększenie powierzchni 
kontaktu faz. Przed badaczem staje pytanie: Jaki jest wpływ rodzaju wypełnienia kolum-
ny oraz wielkości charakteryzujących zaburzenie przepływu na ocenę sprawności ko-
lumny w stanie ustalonym? Inaczej mówiąc, celem badań eksperymentalnych jest opra-
cowanie modelu kolumny destylacyjnej wypełnionej z pulsacją fazy parowej, który 
opisze wpływ strumienia przepływu u1, częstotliwości u2 oraz amplitudy pulsacji  u3 na 
sprawność y wypełnionej kolumny z pulsacją. Miarą sprawności kolumny y może być 
liczba półek teoretycznych lub wartość objętościowego współczynnika przenikania masy. 
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W celu opracowania modelu matematycznego opisanego obiektu identyfikacji 

przeprowadzono szereg pomiarów dla kolumny wypełnionej konkretnym rodzajem 
wypełnienia. W pierwszej kolejności, dla zadanej serii wartości strumienia przepływu 
u1, mierzono skład fazy parowej i na tej podstawie określano liczbę półek teoretycz-
nych oraz wartość objętościowego współczynnika przenikania masy. Pozwoliło to na 
określenie zależności sprawności kolumny z ustalonym wypełnieniem od strumienia 
przepływu. Następnie pomiary przeprowadzono dla zadanych serii częstotliwości u2 
oraz amplitudy pulsacji u3. Kolejno badania te powtórzono dla kolumn z różnym wy-
pełnieniem. Na podstawie uzyskanych danych pomiarowych opracowano odpowied-
nie modele matematyczne kolumn wypełnionych z pulsacją fazy parowej.  

 Opracowane modele matematyczne były podstawą do dalszych prac badawczych  
i projektowych. Wyniki badania wrażliwości wielkości charakteryzujących sprawność 
kolumny na zmianę strumienia przepływu, amplitudy i częstotliwości pulsacji były 
podstawą do opracowania rekomendacji dla projektantów wypełnionych kolumn de-
stylacyjnych z pulsacją fazy parowej [57, 77, 138]. 

1.3. Zadanie identyfikacji obiektu 

W celu wprowadzenia oraz ujednolicenia oznaczeń sformułujemy podstawowe za-
dania identyfikacji obiektu. Problematyka ta jest dokładnie przedstawiona w wielu 

Rys. 1.6. Destylacyjna kolumna 
wypełniona z pulsacją fazy parowej 
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książkach na temat identyfikacji [8, 14, 29, 43, 44, 68, 69, 74, 83, 88]. Zawarte w tym 
podrozdziale rozważania oparto przede wszystkim na ujęciu przedstawionym w pracy 
[14] i ograniczono się do identyfikacji obiektów statycznych, stacjonarnych. 

Celem identyfikacji jest stworzenie modelu matematycznego badanego obiektu na 
podstawie zebranych obserwacji (danych pomiarowych). Obiekt, dla którego będzie-
my ustalać zależność wielkości y(1), y(2), …, y(L) od u(1), u(2), …, u(S), nazwiemy obiek-
tem identyfikacji, a wielkości y(1), y(2), …, y(L) oraz u(1), u(2), …, u(S) – odpowiednio – 
wielkościami wyjściowymi i wejściowymi (rys. 1.7).  

 

 
 

Rys. 1.7. Obiekt identyfikacji z wektorem wejść u i wektorem wyjść y 
 
W dalszych rozważaniach będziemy zakładać, że wejścia i wyjścia obiektu identyfi-

kacji są – odpowiednio – S- oraz L-wymiarowymi wektorami, zapisywanymi w postaci: 
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gdzie: u – wektor wejść obiektu, ,Su RU ⊆∈  U – S-wymiarowa przestrzeń wejść,  
y – wektor wyjść obiektu, ,Ly RY ⊆∈  Y – L-wymiarowa przestrzeń wyjść.  

Podstawą do określenia modelu matematycznego obiektu są informacje aprioryczne 
oraz wyniki pomiarów. Na rysunku 1.8 przedstawiono wyniki pomiarów jednowymiaro-
wego obiektu identyfikacji (L = S = 1), dla którego dokładna charakterystyka statyczna 
ma postać y = F(u). Oznaczymy przez yn wynik n-tego pomiaru wartości składowych 
wektora wyjść obiektu przy zadanej wartości składowych wektora wejść un, n = 1, 2, …, 
N, gdzie N jest liczbą wykonanych pomiarów. Wyniki pomiarów zapisujemy w postaci: 

 [ ] [ ]NNNN yyyYuuuU LL 2121 , == ,  (1.6) 

UN, YN są macierzami, których kolumnami są wyniki kolejnych pomiarów – odpo-
wiednio – wejść u i wyjść y. 

Teraz naszym zadaniem jest wyznaczenie algorytmu identyfikacji, to jest algorytmu 
przetworzenia danych pomiarowych w celu wyznaczenia modelu obiektu. Postać algo-
rytmu identyfikacji zależy od informacji apriorycznej o obiekcie, informacji o pomiarach 
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oraz przyjętej metody. Zrealizowany w postaci systemu komputerowego lub pewnego 
urządzenia technicznego („hardware’owego”) algorytm identyfikacji zwany jest identyfi-
katorem [14]. Obiekt identyfikacji wraz z identyfikatorem stanowi układ identyfikacji 
(rys. 1.9). 

 

 
 

Rys. 1.8. Zestaw pomiarów charakterystyki statycznej  y = F(u)  jednowymiarowego obiektu 
 
 
Na rysunku 1.9 pokazano przepływ in-

formacji, tj. dane uzyskane w wyniku ekspe-
rymentu, przetworzone według odpowied-
niego algorytmu identyfikacji, tworzą model 
obiektu. 
 
 
 

 
 
 
 

 
 

Jak widać z przytoczonych rozważań (rys. 1.5), na proces tworzenia modelu ma-
tematycznego składają się różne czynności i zadania. Można je usystematyzować 
[14]: 

1. Określenie obiektu identyfikacji. 
2. Określenie klasy modeli. 
3. Organizacja eksperymentu. 
4. Opracowanie algorytmu identyfikacji. 
5. Realizacja algorytmu identyfikacji. 
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Proces tworzenia modelu matematycznego często nie jest czynnością jednora-
zową. Wymienione czynności są ściśle powiązane i nie mogą być wykonane nieza-
leżnie. Czasami wstępna analiza wyników eksperymentu powoduje, że konieczny 
jest powrót do określenia klasy modeli. Omówimy pokrótce zaproponowane czyn-
ności. Pozwoli to na przyjęcie nomenklatury i oznaczeń przydatnych w dalszych 
rozważaniach. 

Określenie obiektu identyfikacji 
Jest to bardzo ważny element zadania identyfikacji. W tym momencie należy okre-

ślić, jaki jest cel identyfikacji, tzn. w jakim celu tworzymy model obiektu. Ten etap 
wymaga ścisłej współpracy projektanta modelu z jego użytkownikiem. Od tego zale-
ży, jakie wielkości zostaną uwzględnione w modelu. W tym miejscu należy odpowie-
dzieć na pytania: Czy badamy charakterystyki statyczne czy też własności dynamiczne 
obiektu? Pomiędzy jakimi wielkościami szukamy zależności?  

Odpowiedzi na te pytania prowadzą w konsekwencji do określenia wektora wiel-
kości wejściowych u oraz wektora wielkości wyjściowych y (rys. 1.10). Analiza 
obiektu identyfikacji może ponadto wskazać na wielkości, które wpływają na wyjście 
obiektu, a nie są wskazanymi wielkościami wejściowymi. Mogą to być zakłócenia 
mierzalne μ lub niemierzalne ω. 

 
 
 
 
 
 

Rys. 1.10. Wielkości charakterystyczne obiektu identyfikacji 
 

Określenie klasy modeli 
Ważnym elementem zadania identyfikacji jest dobór postaci opisu do badanego 

obiektu. Sprowadza się to do ustalenia odpowiedniej postaci funkcji dla charakterystyk 
statycznych. W praktyce polega to na ustaleniu postaci opisu z dokładnością do parame-
trów. Podpowiedzią w doborze odpowiedniej postaci może być:  

 Analiza zjawisk fizykochemicznych, która sprowadza się do opisu procesu na 
podstawie znanych praw fizyki, chemii, biologii, ekonomii itp. Zwykle w wyni-
ku otrzymujemy opis obiektu znany z dokładnością do parametrów.  
 Analiza wymiarowa, która na podstawie analizy jednostek występujących przy 
wielkościach wejściowych i wyjściowych może sugerować sposób ich prze-
kształcenia, a tym samym postać modelu. 
 Analiza danych eksperymentalnych, w wyniku której możemy uzyskać pod-
powiedź co do kształtu funkcji opisujących dane eksperymentalne. Na przy-
kład dla danych przedstawionych na rysunku 1.11a zaproponujemy charakte-
rystykę liniową, natomiast przedstawione na rysunku 1.11b zarejestrowane 
sygnały ciągłe kojarzymy z zakłóconą odpowiedzią liniowego układu drugie-
go rzędu z opóźnieniem, na który podano skok jednostkowy.  

obiekt  
identyfikacji 

u y  

ω μ
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Często projektant modelu decyduje się na wybór arbitralny, który jest podyktowa-
ny względami praktycznymi, wynikającymi z celu modelowania. Na przykład analiza 
zjawisk daje złożoną nieliniową postać równań, które opisują obiekt identyfikacji, ale 
ze względu na przewidywane wykorzystanie modelu wygodniej jest przybliżyć obiekt 
modelem liniowym w okolicy punktu pracy. 

 

 
 

Rys. 1.11. Przykładowe wyniki obserwacji: a) identyfikacja charakterystyki statycznej,  
b) identyfikacja charakterystyki dynamicznej 

 
Podczas określania klasy modeli należy zwrócić uwagę na dwa istotnie różne 

przypadki. Zarówno analiza zjawisk fizykochemicznych, jak i analiza wymiarowa 
mogą dostarczyć dokładnego opisu obiektu, w którym znane są zależności funkcyj-
ne i one dokładnie opisują badaną rzeczywistość. Jest to przypadek idealny. Pro-
blem sprowadza się tutaj do wyznaczenia parametrów w tych zależnościach. Mó-
wimy wówczas, że opis jest znany z dokładnością do parametrów, a czasami [14]  
używamy określenia: „prawdziwy” opis należy do klasy modeli.  

W przypadku charakterystyki statycznej dany jest opis 

 ( )θ,uFy = ,  (1.7) 

gdzie: F jest znaną funkcją opisującą zależność wektora wyjść y od wektora wejść u, 
natomiast θ  jest wektorem parametrów.  

Na rysunku 1.12 przedstawiono jednowymiarowy obiekt identyfikacji (L = S = 1)  
o charakterystyce statycznej y = F(u, θ ). W tym przypadku (rys. 1.12b) niezakłócona 
wartość pomiaru wyjścia yn, przy zadanej wartości wejścia un, jest punktem z badanej 
charakterystyki. Obliczona wartość wyjścia modelu, przy znanej wartości składowych 
wektora parametrów θ, pokrywa się z wartością zmierzoną yn dla tej samej wartości 

t  

( )tu

u

nu  

y  

ny  

a)  b)

t  
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wejścia un. Zadanie identyfikacji sprowadza się do wyznaczenia nieznanych wartości 
parametrów opisu. Parametry te mogą mieć sens fizyczny. 

 

 
 

Rys. 1.12. „Prawdziwy” opis należy do  klasy modeli: a) charakterystyka statyczna obiektu  
znana z dokładnością do parametrów, b) niezakłócone wyniki pomiarów 

 
Przypadek drugi – znacznie częstszy – to taki, kiedy w wyniku analizy danych eks-

perymentalnych, lub arbitralnej decyzji, przyjmujemy model, który daje przybliżony 
opis badanej rzeczywistości. Rzeczywista charakterystyka statyczna obiektu y = F(u) 
istnieje, ale nie jest znana. Dla charakterystyki statycznej proponujemy przybliżony 
opis, dalej zwany modelem 

 ( )θΦ ,uy = ,  (1.8) 

gdzie: Φ jest zaproponowaną (zadaną) funkcją opisującą zależność wektora wyjść 
modelu y  od wektora wejść u, natomiast θ jest wektorem parametrów modelu. 

W tym miejscu słowa „zaproponowana (zadana) funkcja” wymagają komentarza. 
Często propozycja ta jest wynikiem wielu prób doboru funkcji spośród tych nowych 
uniwersalnych aproksymatorów [1] oraz wynikiem badań mających na celu dobór 
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odpowiedniej struktury modelu. Może to być charakterystyka statyczna w postaci sieci 
neuronalnej [75, 82, 136]. 

Na rysunku 1.13 przedstawiono jednowymiarowy obiekt identyfikacji (L = S = 1)  
o charakterystyce statycznej y = F(u) i proponowanym modelu ( )θΦ ,uy = . Tym razem 
obliczona, na podstawie modelu (1.8), wartość wyjścia ny  może się różnić od wartości 
otrzymanej w wyniku niezakłóconego pomiaru yn tej samej wartości wejścia un (rys. 
1.13b). Zadanie identyfikacji polega na wyznaczeniu takich wartości parametrów mode-
lu, dla których oceniona różnica pomiędzy wartościami obliczonymi z modelu a wyni-
kami pomiarów wartości wyjścia obiektu będzie minimalna w sensie przyjętego kryte-
rium jakości identyfikacji. Tym razem mówimy o zadaniu wyboru optymalnego modelu. 

 

 
 

Rys. 1.13. Wybór optymalnego modelu: a) obiekt identyfikacji  
o nieznanej charakterystyce statycznej y = F(u) oraz proponowany model ( )θΦ ,uy = ,  

b) niezakłócone wyniki pomiarów •  oraz odpowiednie wartości wyjścia modelu o  

obiekt identyfikacji 
( )uF  

nu  ny

model 
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Organizacja eksperymentu 
W wyniku eksperymentu uzyskujemy następujące dane: dla zadanej sekwencji 

wartości składowych wektora wejść obiektu  

 [ ]NN uuuU L21= ,  (1.9) 

mierzymy odpowiednie wartości składowych wektora wyjść i zapisujemy je w postaci 
macierzy  
 [ ]NN yyyY L21= ,  (1.10) 

gdzie N jest liczbą pomiarów.  
Sekwencja (1.9) jest zwana serią identyfikującą, a macierz (1.10) – wynikiem eks-

perymentu [14]. W praktycznych sytuacjach wynik pomiaru jest obarczony błędem 
pomiarowym. Znaczy to, że w n-tym pomiarze, dla zadanych wartości składowych 
wektora wejść un, mierzymy wartości składowych wektora wyjść yn, a na mierzoną 
wielkość nakładają się przypadkowe zakłócenia pomiarowe zn. W wyniku pomiaru 
otrzymujemy wartość wn różną od yn, czyli  
 ( )nnn zyhw ,= ,  (1.11) 

gdzie h jest znaną funkcją opisującą sposób nakładania się zakłóceń pomiarowych na 
mierzoną wielkość.  

W tym przypadku wyniki eksperymentu zapiszemy w postaci macierzy 

 [ ]NN wwwW L21= .  (1.12) 

Przeprowadzenie eksperymentu wymaga ustalenia wielu czynników, które mają 
wpływ na jego wynik [14, 56]. Należą do nich: 

 Ustalenie charakteru eksperymentu  
wiąże się z określeniem możliwości przeprowadzenia eksperymentu czynnego 
lub biernego. Eksperyment czynny umożliwia wybór serii identyfikującej, co 
jest związane z planowaniem eksperymentu. W przypadku eksperymentu bier-
nego pozostaje monitorowanie wartości wejść i wyjść obiektu. 

 Planowanie eksperymentu  
dotyczy wyłącznie eksperymentu czynnego i polega na odpowiednim wyborze 
serii identyfikującej. Przesłanki tego wyboru mogą być różne [56]. Zasadniczą 
przesłanką jest dobór serii identyfikującej, która zapewni odpowiednią jakość 
modelu oraz możliwość jego weryfikacji, inne mogą dotyczyć kosztów prze-
prowadzenia eksperymentu oraz prostoty obliczeń w algorytmie identyfikacji. 

 Określenie parametrów eksperymentu  
długości serii pomiarowej i zakresu zmian wielkości wejściowych. 

 Ustalenie techniki eksperymentu  
jest ściśle związane z poprzednimi czynnikami, a polega na technicznym zabez-
pieczeniu wykonania i rejestracji pomiarów, tzn. na doborze odpowiednich czuj-
ników, przyrządów i układów pomiarowych zapewniających wykonanie zapla-
nowanych pomiarów oraz ich przekazanie do identyfikatora. 
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Opracowanie algorytmu identyfikacji 
Zebrane dane pomiarowe są podstawą do wyznaczenia modelu obiektu. Opraco-

wanie algorytmu identyfikacji wiąże się z zaproponowaniem pewnego przepisu na 
przetworzenie danych pomiarowych w celu obliczenia parametrów modelu w przy-
padku modeli parametrycznych lub wyznaczenie modelu nieparametrycznego. Postać 
algorytmu identyfikacji zależy w dużej mierze od informacji apriorycznych o obiekcie 
oraz sytuacji pomiarowej. Gdy opis obiektu jest znany z dokładnością do parametrów, 
mówimy o zadaniu wyznaczenia parametrów w przypadku deterministycznym lub 
estymacji parametrów w przypadku probabilistycznym. Podobnego podziału, biorąc 
pod uwagę sytuację pomiarową, można dokonać dla zadania wyboru optymalnego 
modelu.  

W rozdziale 2. dokonano przeglądu podstawowych zadań identyfikacji obiektów 
statycznych w warunkach deterministycznych oraz losowych.  

Realizacja algorytmu identyfikacji 
W zależności od postaci danych pomiarowych oraz techniki ich przetwarzania al-

gorytm identyfikacji może być zrealizowany w technice cyfrowej lub analogowej.  
W pierwszym przypadku jest to związane z opracowaniem odpowiedniego programu 
komputerowego, a w drugim – z zaprojektowaniem odpowiedniego analogowego 
przetwornika rejestrowanych w czasie eksperymentu sygnałów. Czasem algorytm 
opracowany w formie programowej lub analogowej zwany jest identyfikatorem [14]. 
Możemy też mówić o identyfikatorach uniwersalnych i specjalizowanych. Identyfika-
tory uniwersalne to na ogół oprogramowanie wspierające prace laboratoryjne i badaw-
cze. Obecnie są projektowane systemy komputerowe, które oprócz odpowiedniego 
oprogramowania realizującego algorytmy identyfikacji zapewniają organizację ekspe-
rymentu, a poprzez układ wejść i wyjść analogowych i cyfrowych dla zadanych serii 
pomiarowych automatycznie, w czasie rzeczywistym, rejestrują wyniki pomiarów. 
Jako przykład możemy tutaj wymienić system MULTI-EDIP – system wspomagający 
prace laboratoryjne i badawcze [72], pakiet „identyfikacja systemów” na platformie 
MATLAB [65, 70]. Identyfikatory specjalizowane często stanowią fragmenty kompu-
terowych systemów sterowania, np. jako elementy sterowania adaptacyjnego.  

1.4. Opis systemu złożonego 

Obecnie skupimy się na wejściowo-wyjściowych, statycznych systemach złożo-
nych, czyli takich obiektach, w których wyróżniono powiązane między sobą elemen-
tarne części składowe. Wyróżnione elementy opisują fragmenty złożonego procesu  
i mogą stanowić niezależne obiekty. W przypadku każdego z nich wskazujemy na 
wielkości wejściowe i wyjściowe. Podane zależności pomiędzy poszczególnymi skła-
dowymi elementami, czyli podane zależności pomiędzy wejściami i wyjściami po-
szczególnych elementów, tworzą opis struktury takiego systemu złożonego.  
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Przykładem złożonego systemu jest system produkcji. Rozważmy problem realiza-
cji podzielnego zadania o zadanym całkowitym rozmiarze (rys. 1.14). Zadanie jest 
realizowane równolegle przez trzech wykonawców. Czas oraz koszt wykonania zada-
nia jest różny dla każdego wykonawcy i zależy od rozmiaru przydzielonego zadania. 
W celu optymalnego zarządzania procesem wytwórczym konieczna jest znajomość 
charakterystyki wykonawców, a zwłaszcza znajomość zależności czasu oraz kosztu 
wykonania zadania w funkcji wielkości przydzielonego zadania. W powyższym pro-
cesie wytwarzania wyróżnimy elementarne czynności. Są to: rozdział zadań dla po-
szczególnych wykonawców, realizacja zadań przez wykonawców, ocena kosztu wy-
konania zadania.  

 

 
 

Rys. 1.14. Schemat ideowy realizacji podzielnego zadania przez trzech wykonawców 
 
Zadania te stanowią elementy złożonego systemu wytwarzania (rys. 1.15). Dla każ-

dego z nich wskażemy wielkości wejściowe i wyjściowe. Rozdział zadań dla wyko-
nawców 1O  jest elementem, w którym wielkością wejściową 1u  jest rozmiar całkowi-
tego zadania do wykonania, natomiast wyjściem jest wektor 1y  o składowych ( ),1

1y  
( ) ( )3

1
2

1 , yy , które są rozmiarami zadań dla poszczególnych wykonawców. Opis zasad 
podziału zadań – ( ) ( ) ( )1

1
1

1
1 uFy = , ( ) ( ) ( )1

2
1

2
1 uFy = , ( ) ( ) ( )1

3
1

3
1 uFy = , a w zwartym zapisie 

( )111 uFy =  – zależność pomiędzy wyjściem 1y  a wejściem 1u  jest charakterystyką 
statyczną tego elementu. Realizację zadań przez poszczególnych wykonawców stano-
wią kolejne elementy ,2O  3O  oraz 4O  procesu wytwarzania. W elemencie 2O  wiel-
kością wejściową 2u  jest rozmiar zadania do wykonania przez pierwszego wykonaw-
cę, a wyjściem jest wektor 2y , o składowych ( ) ( )2

2
1

2 , yy , którymi są – odpowiednio – 
koszt ( )1

2y  oraz czas ( )2
2y  wykonania zadania przez pierwszego wykonawcę. Koszt 

( )1
2y  oraz czas ( )2

2y  wykonania zadania zależy od rozmiaru zadania 2u ; funkcje opisu-
jące te zależności to: ( ) ( ) ( )2

1
2

1
2 uFy =  oraz ( ) ( ) ( )2

2
2

2
2 uFy = , a w zwartym zapisie 
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( )222 uFy = , zależność pomiędzy wyjściem 2y  a wejściem 2u  stanowi charaktery-
stykę statyczną tego elementu. Analogicznie są określone wejścia u3 i u4 oraz wyjścia 
y3 i y4 dla obiektów 3O  i ,4O  które odpowiadają drugiemu i trzeciemu wykonawcy. 
Kolejny element 5O  stanowi ocenę kosztów wykonania zadania. Wektorem wejść ,5u  
o składowych ( ) ( ) ( ),,, 3

5
2

5
1

5 uuu  elementu 5O  są koszty realizacji zadań przez poszcze-
gólnych wykonawców, wyjściem 5y  jest całkowity koszt wykonania zadania, czyli 

( ) ( ) ( ) ( ),3
5

2
5

1
5555 uuuuFy ++==  a funkcja F5  jest charakterystyką statyczną tego elementu.  

 

 
 

Rys. 1.15. Statyczny system złożony – realizacja podzielnego zadania przez trzech wykonawców 
 
Zauważmy, że wyróżnione elementy stanowią odrębne obiekty wejściowo-wyjś- 

ciowe, w których wyróżniono wielkości wejściowe i wyjściowe oraz wskazano na 
zależność statyczną pomiędzy tymi wielkościami. Wyróżnione są elementy powiązane 
między sobą, a konkretnie wyjścia jednych elementów są wejściami innych. Powiąza-
nia te określają strukturę systemu. W rozpatrywanym przykładzie przydział zadań do 
realizacji dla poszczególnych wykonawców – ,2O  3O  oraz 4O – jest wynikiem roz-
działu zadań ,1O  tj. kolejne wyjścia ( ) ( )2

1
1

1 , yy  oraz ( )3
1y  są wejściami do ,2O  3O  oraz 

.4O  Powiązania pomiędzy tymi elementami są dane zależnościami: ( ),1
11 yu =  

( )2
12 yu =  oraz ( )3

13 yu = . Podstawą do oceny kosztów 5O  są koszty realizacji zadań 
przez wykonawców, a zatem składowymi wektora 5u  są wyjścia ( )1

2y , ( )1
3y  oraz ( ),1

3y  
czyli ( ) ( ),1

2
1

5 yu =  ( ) ( )1
3

2
5 yu =  oraz ( ) ( ).1

4
3

5 yu =  
Zwróćmy uwagę na całkowity rozmiar zadania: wejście 1u  nie jest wyjściem żad-

nego elementu – jest ono wejściem zewnętrznym .1ux =  
Ze względu na ocenę rozpatrywanego procesu wytwarzania istotne są czasy wyko-

nania poszczególnych zadań oraz koszt całkowity wykonania zadania. Wskazuje to na 
wyróżnione wyjścia spośród wszystkich wyjść sytemu złożonego. W naszym przykła-
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dzie jest to wektor v, o składowych ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),,, 3
1

32
1

21
1

1 yvyvyv ===  które są czasami 
wykonania poszczególnych zadań, oraz ( )

5
4 yv =  – całkowity koszt zadania.  

Po uwzględnieniu wejść zewnętrznych x oraz wyróżnionych wyjść v system złożo-
ny może być potraktowany jako nowy obiekt o wejściach x i wyjściach v, którego 
charakterystykę statyczną ( )xFv =  wyznaczamy na podstawie charakterystyk po-
szczególnych elementów oraz struktury systemu złożonego.                                        

 
Jako kolejny przykład wejściowo-wyjściowego, statycznego systemu złożonego 

(rys. 1.16) rozważymy proces produkcji aspiryny [58, 62, 67, 137]. Aspirynę otrzymu-
je się z kwasu salicylowego przez acetylowanie bezwodnikiem octowym w roztworze 
benzenowym. Proces ten jest prowadzony w reaktorze przez ogrzewanie – w ciągu 
określonego czasu – mieszaniny bezwodnego benzenu, bezwodnika octowego oraz 
kwasu salicylowego. Po ukończeniu reakcji gorący roztwór przetłacza się przez filtr 
ciśnieniowy do krystalizatora I. Podczas chłodzenia i mieszania zachodzi krystalizacja 
aspiryny. Krystaliczny produkt jest filtrowany na nuczy próżniowej i przemywany 
zimnym benzenem. W wyniku tego procesu otrzymujemy pierwszy rzut surowego 
kwasu acetylosalicylowego. Produktem ubocznym jest ług pokrystaliczny, zawierają-
cy znaczne ilości aspiryny. Ług pokrystaliczny jest rozpuszczany i kierowany do apa-
ratu destylacyjnego, gdzie oddestylowuje się benzen, a następnie kwas octowy. Pozo-
stałość, podobnie jak poprzednio, oczyszcza się przez krystalizację II i filtrację,  
w wyniku czego otrzymujemy drugi rzut surowego kwasu acetylosalicylowego. Za-
równo pierwszy, jak i drugi rzut surowego kwasu acetylosalicylowego jest następnie 
suszony w suszarce próżniowej i w wyniku tego procesu otrzymujemy aspirynę.  

 

 
 

Rys. 1.16. Schemat ideowy produkcji aspiryny 
 
W omawianym procesie wyróżnimy następujące elementarne procesy jednostkowe 

(rys. 1.17): acylowanie – ,1O  krystalizacja I i filtracja – ,2O  rozpuszczanie, destylacja, 
krystalizacja II i filtracja – 3O  oraz suszenie – .4O  Wyróżnione procesy stanowią od-
rębne obiekty wejściowo-wyjściowe, a ich połączenie stanowi złożony proces produkcji. 
Dla każdego procesu jednostkowego wskażemy jego wielkości wejściowe i wyjściowe. 
Acylowanie 1O  jest elementem, w którym składowymi wektora wejść 1u  są: ilość ben-
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zenu ,)1(
1u  ilość kwasu salicylowego )2(

1u  oraz ilość bezwodnika octowego ,)3(
1u   

a wyjściem – ilość roztworu powstałego wskutek acylowania 1y . Wektor ,2u  o skła-
dowych )1(

2u  – ilość benzenu oraz )2(
2u  – ilość roztworu przekazanego do pierwszej 

krystalizacji i filtracji, jest wektorem wejść elementu 2O  – krystalizacja I i filtracja,  
a wektor wyjść 2y  ma składowe: )1(

2y  – ilość surowego kwasu acetylosalicylowego 
(pierwszy rzut) oraz )2(

2y  – ilość ługu pokrystalicznego. W procesie rozpuszczanie, 
destylacja, krystalizacja II i filtracja 3O  wektor wejść 3u  ma składowe: )1(

3u  – ilość 
ługu pokrystalicznego oraz )2(

3u  – ilość benzenu, a wektor wyjść 3y : )1(
3y  – ilość su-

rowego kwasu acetylosalicylowego (drugi rzut) oraz )2(
3y  – ilość produktów odpado-

wych, tj.: kwasu octowego, benzenu i zanieczyszczeń. Składowymi wektora wejść 4u  
w procesie suszenia 4O  są: ilość surowego kwasu acetylosalicylowego (pierwszy rzut) 

)1(
4u  oraz ilość surowego kwasu acetylosalicylowego (drugi rzut) )2(

4u , a ilość uzyska-
nej aspiryny 4y  jest wyjściem tego procesu. Zależności pomiędzy ilością produktów 
wejściowych a ilością produktów wyjściowych, uzyskanych w wyniku każdego z pro-
cesów elementarnych, są charakterystykami statycznymi odpowiednich elementów.  

 

 
 

Rys. 1.17. Przykład systemu złożonego – produkcja aspiryny 
 

Powiązania pomiędzy poszczególnymi elementarnymi procesami wynikają z faktu, 
że produkty uzyskane w jednych procesach są wielkościami wejściowymi kolejnych 
procesów. W rozpatrywanym przykładzie mamy: ilość roztworu powstałego wskutek 
acylowania jest przekazywana do pierwszej krystalizacji i filtracji, czyli ,)1(

1
)2(

2 yu =  
ilość ługu pokrystalicznego powstałego w procesie pierwszej krystalizacji i filtracji jest 
przekazywana do procesu – rozpuszczanie, destylacja, krystalizacja II i filtracja, czyli 

)2(
2

)1(
3 yu = , ilość surowego kwasu acetylosalicylowego uzyskanego w pierwszym  

i drugim rzucie jest przekazywana do procesu suszenia, czyli )1(
2

)1(
4 yu =  oraz 

.)1(
3

)2(
4 yu =  Zależności te określają strukturę powiązań pomiędzy elementami systemu. 
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Ilość kwasu salicylowego )2(
1u , ilość bezwodnika octowego )3(

1u  oraz ilości benze-
nu )1(

1u , )1(
2u , )2(

3u – potrzebne do przeprowadzenia procesów 1O , 2O , 3O  – są produk-
tami podstawowymi do produkcji aspiryny i są wejściami zewnętrznymi systemu zło-
żonego. Wektor wejść zewnętrznych x ma składowe: )1(

2
)1( ux = , )1(

1
)2( ux = , 

)2(
1

)3( ux = , )3(
1

)4( ux =  oraz )2(
3

)5( ux = . Istotnymi, wyróżnionymi wyjściami omawia-
nego procesu są: ilość wyprodukowanej aspiryny 4y  oraz ilość produktów odpado-
wych, tj.: kwasu octowego, benzenu i zanieczyszczeń )2(

3y , zatem ( )
4

1 yv =  oraz 
( ) )2(

3
2 yv =  są składowymi wektora wyróżnionych wyjść.  
Biorąc pod uwagę wektor wejść zewnętrznych x oraz wektor wyróżnionych wyjść 

v, system złożony możemy potraktować jako nowy obiekt o wektorze wejść x,  
i wektorze wyjść v, którego charakterystykę statyczną ( )xFv =  wyznaczamy na pod-
stawie charakterystyk poszczególnych elementów oraz struktury systemu złożonego. 

 
 
Mówiąc o wejściowo-wyjściowym statycznym systemie złożonym, mamy na myśli 

obiekt, w którym wyróżniamy powiązane między sobą elementy składowe. W opisie 
takiego systemu należy podać charakterystyki statyczne poszczególnych elementów 
systemu oraz wskazać powiązania pomiędzy wejściami i wyjściami elementów. 

Rozważymy wejściowo-wyjściowy system złożony, w którym wyróżniono M ele-
mentów ....,,, 21 MOOO  Niech  
 ( )mmm uFy =   (1.13) 

oznacza charakterystykę statyczną m-tego elementu o wejściach um i wyjściach ym,  
a Fm jest znaną funkcją.  

Wejście i wyjście m-tego elementu są wektorami z odpowiednich przestrzeni, tj.: 
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  (1.14) 

gdzie: Sm oraz Lm są, odpowiednio, wymiarami przestrzeni wejść i wyjść, m = 1, 2, …, M.  
Oznaczymy przez u i y, odpowiednio, wektory wszystkich wejść i wyjść obiektu, tj. 
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gdzie wektor wszystkich wejść u należy do przestrzeni 

 ,,
1

21 ∑
=

=⊆×××=
M

m
m

S
M SSRUUUU L   (1.16) 

a wektor wszystkich wyjść y należy do przestrzeni 

 .,
1

21 ∑
=

=⊆×××=
M

m
m

L
M LLRYYYY L  (1.17) 

Struktura systemu jest zadana przez podanie powiązań pomiędzy wyjściami i wej-
ściami poszczególnych elementów systemu. W szczególności należy podać, które wej-
ście dla wskazanego elementu jest wyjściem innego elementu. Zwróćmy uwagę, że  
w systemie pojawiają się wejścia, które nie są wyjściami innych elementów (rys. 1.18). 
Takie wejścia x nazwiemy wejściami zewnętrznymi systemu złożonego, gdzie 
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jest S~ -wymiarowym wektorem wejść UX ⊆∈x  z przestrzeni .
~SRX ⊆   

 

 
 

Rys. 1.18. Przykład systemu złożonego 
 
Strukturę systemu złożonego opisujemy zależnością  

 ,BxAyu +=   (1.19) 

w której: A jest S × L-wymiarową zero-jedynkową macierzą, definiującą powiązania 
pomiędzy elementami systemu, tj.: 

 [ ]
( ) ( )

( ) ( ),gdy
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K   (1.20) 

natomiast zero-jedynkowa -SS ~
× wymiarowa macierz B wskazuje wejścia zewnętrzne, 

czyli: 
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Wyróżniamy ponadto pewne wyjścia, które mają znaczenie dla wykorzystania opra-
cowanego modelu, np. wyjścia te mogą być istotne dla zadania sterowania lub zarządza-
nia. Wyjścia te nazwiemy wyjściami wyróżnionymi przez projektanta modelu. W jed-
nym przypadku mogą to być wyjścia, które są dostępne pomiarowo, a w innym  
– wyjścia systemu złożonego istotne do wykorzystania opracowanego modelu. Wyróż-
nienie tych dwóch przypadków jest istotne dla dalszych rozważań. Pierwszy przypadek 
– gdy tylko wyróżnione wyjścia systemu złożonego mogą być mierzone oraz znane są 
charakterystyki statyczne elementów systemu z dokładnością do wektora parametrów, 
tj. charakterystyki statyczne należą do klasy modeli – w dalszych rozważaniach prowa-
dzi do sformułowania zadania identyfikacji systemu złożonego przy ograniczonych 
możliwościach pomiarowych. Drugi przypadek – gdy projektant modelu wyróżnił wy-
brane wyjścia, mimo że wszystkie mogą być mierzone i nie są znane charakterystyki 
statyczne elementów – w dalszych rozważaniach prowadzi do sformułowania zadań 
wyboru optymalnego modelu z lokalnym i globalnym wskaźnikiem jakości identyfika-
cji. Zadania te będą precyzyjniej sformułowane w dalszej części pracy. 

Wyróżnione wyjścia oznaczymy przez  
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gdzie L~  jest liczbą wybranych wyjść spośród wszystkich L wyjść. 
Wyjścia v są wskazane przez macierz zero-jedynkową C o wymiarze ,~ LL ×  tj. 

 Cyv = ,  (1.23) 
w której: 
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  (1.24) 

oraz  
 { } .,:

~LyCvyvv RYV ⊆=∈∀=∈   (1.25) 

Na rysunku 1.18 przedstawiono przykład systemu złożonego, w którym wyróżnio-
no elementy składowe w postaci obiektów O1, O2 i O3. Wskazano wejścia zewnętrzne 
x, wyróżnione wyjścia v oraz wewnętrzne powiązania.  

Równania (1.19) i (1.23), dla systemu złożonego przedstawionego na rysunku 1.18, 
mają postać:  
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Zwróćmy uwagę, że na system złożony możemy spojrzeć jak na nowy obiekt  
identyfikacji z wektorem wejść zewnętrznych x oraz wektorem wyróżnionych wyjść v 
wskazanych przez (1.23). Korzystając z charakterystyk statycznych poszczególnych 
elementów (1.13), równania (1.19), opisującego strukturę systemu złożonego, oraz za-
leżności (1.23), wskazującej wyróżnione wyjścia, wyznaczamy charakterystykę statycz-
ną nowo określonego obiektu identyfikacji, czyli systemu złożonego jako całości.  

Przyjmujemy oznaczenie  
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  (1.28) 

gdzie F jest funkcją określającą zależność pomiędzy wszystkimi wejściami i wyj-
ściami systemu złożonego. 

Po podstawieniu w miejsce u w równaniu (1.28) zależności (1.19) otrzymujemy 
 ( ).BxAyFy +=   (1.29) 

Rozwikłanie równania (1.29) względem y daje 

 ( ),,; BAxFy y=   (1.30) 

gdzie yF oznacza rozwiązanie równania (1.29) względem y.  
W dalszych rozważaniach ograniczymy się do przypadku, gdy takie rozwiązanie 

istnieje. 
Po podstawieniu wzoru (1.30) do zależności (1.23) otrzymujemy 

 ( ) ( ).,;
df

xFBAxFCv y ==   (1.31) 
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Zależność (1.31) jest charakterystyką statyczną obiektu z wektorem wejść ze-
wnętrznych x i wektorem wyróżnionych wyjść v. Dla tak opisanego systemu złożone-
go są formułowane nowe zadania i problemy identyfikacji. 

Łatwo zauważyć, że dla systemu złożonego o strukturze szeregowej, z wektorem 
wejść zewnętrznych x, będącym wektorem wejść pierwszego elementu, tj. x = u1, i wek-
torem wyróżnionych wyjść v, którym jest wektor wyjść ostatniego M-tego elementu, tj.  
v = yM, charakterystyka statyczna systemu złożonego (1.31) przyjmie postać 

 ( )( ) ).()(... 11 xFxFFFv MM == −  (1.32) 

1.5. Problemy identyfikacji systemów złożonych 

W problematyce identyfikacji systemów złożonych można wyróżnić następujące, 
mniej lub bardziej rozwinięte, koncepcje: 

1. Identyfikacja przy ograniczonych możliwościach pomiarowych. 
2. Identyfikacja globalna. 
3. Identyfikacja wielostopniowa. 

 
Identyfikacja przy ograniczonych możliwościach pomiarowych 
Identyfikacja wejściowo-wyjściowego systemu złożonego przy ograniczonych 

możliwościach pomiarowych dotyczy obiektu, w którym wyróżniono elementy skła-
dowe. Zakłada się znajomość struktury systemu, tj. znane są powiązania pomiędzy 
poszczególnymi elementami. Opisy poszczególnych elementów są znane z dokładno-
ścią do parametrów. Odpowiada to problemowi wyznaczenia parametrów charaktery-
styki obiektu lub estymacji parametrów w przypadku losowym. Dana jest konfiguracja 
punktów pomiarowych, czyli zestaw tych wyjść, które są dostępne do pomiaru przy 
zadanych wartościach wejść zewnętrznych. Pojawia się pytanie: Czy na podstawie 
zadanej konfiguracji pomiarów możliwe jest jednoznaczne wyznaczenie parametrów 
opisów poszczególnych elementów? Odpowiedź na to pytanie prowadzi do wprowa-
dzenia pojęcia separowalności systemu złożonego, analogicznego do pojęcia identyfi-
kowalności dla zadania identyfikacji obiektu. Okazuje się, jak można pokazać nawet 
dla prostych przypadków deterministycznych, że problem ten zależy zarówno od 
struktury systemu złożonego, jak i od charakterystyk statycznych jego elementów 
[25–27, 92, 95]. Ten problem omówiono w rozdziale 3., w którym formułuje się zada-
nie identyfikacji z ograniczonymi możliwościami pomiarowymi. Dla różnych przy-
padków podano warunki separowalności. Wskazano też na możliwość uzyskania sepa-
rowalności dzięki dodatkowej informacji a priori o obiekcie. 

 
Identyfikacja globalna 
Koncepcja identyfikacji globalnej systemu złożonego zakłada znajomość struktury 

systemu, określonej powiązaniami pomiędzy poszczególnymi elementami. W odróżnie-
niu od poprzedniej sytuacji, zakłada się możliwość pomiaru wszystkich wejść i wyjść 
poszczególnych elementów systemu, czyli dla zadanych wartości wejść zewnętrznych 
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wyjścia wszystkich elementów są dostępne do pomiaru. Dla każdego elementu przyjmu-
jemy model parametryczny. W zadaniu wyboru optymalnego modelu systemu złożonego 
można zastosować różne koncepcje oceny jakości modelu, co prowadzi do różnych kry-
teriów jakości identyfikacji. Z jednej strony, niezależnie od powiązań, dla każdego ele-
mentu, traktowanego jako obiekt wyodrębniony z sytemu, można sformułować osobną  – 
lokalną ocenę jakości modelu. W ten sposób określimy lokalny wskaźnik jakości identy-
fikacji. Rozwiązując dla każdego elementu niezależne zadanie wyboru optymalnego 
modelu, otrzymamy lokalnie optymalne modele poszczególnych elementów. Korzystając 
ze struktury systemu złożonego, wyróżnionych wyjść oraz uzyskanych lokalnie optymal-
nych modeli, wyznaczamy model systemu złożonego z wejściami zewnętrznymi i wy-
różnionymi wyjściami. Taki model nazwiemy lokalnie optymalnym. Z drugiej strony, 
biorąc pod uwagę zamierzone wykorzystanie modelu systemu złożonego, możemy być 
zainteresowani wyróżnionymi wyjściami systemu złożonego. Wynika stąd celowość 
stosowania innej niż poprzednio oceny jakości modelu. Teraz, korzystając ze struktury 
systemu złożonego, wyróżnionych wyjść oraz przyjętych postaci modeli, wyznaczamy 
model systemu złożonego z wejściami zewnętrznymi i wyróżnionymi wyjściami. Można 
już zatem sformułować ocenę jakości modelu jako całego systemu. Ocenę tę nazwiemy 
globalną. Globalny wskaźnik jakości identyfikacji ocenia różnicę pomiędzy wyróżnio-
nymi wyjściami systemu złożonego a odpowiednimi wyjściami modelu. W wyniku roz-
wiązania zadania wyboru optymalnego modelu z globalnym wskaźnikiem jakości uzy-
skamy model, który nazwiemy modelem globalnie optymalnym. Koncepcja identyfikacji 
globalnej została sformułowana w pracy [14], a następnie rozwinięta w pracach [15, 17, 
19, 28, 94]. 

Problematykę identyfikacji lokalnej i globalnej statycznego systemu złożonego 
omówiono w rozdziale 4. Przedstawiono tam ogólne sformułowanie zadania identyfi-
kacji globalnej. Dla struktury szeregowej zaproponowano algorytm identyfikacji opar-
ty na metodzie programowania dynamicznego. Korzystając z podejścia wielokryte-
rialnego, zaproponowano różne możliwości wyznaczenia parametrów globalnie 
optymalnych, z uwzględnieniem jakości modeli lokalnych. Przedstawiono też możli-
wość zastosowania sieci neuronowych w modelowaniu statycznych systemów złożo-
nych. 

 
Identyfikacja wielostopniowa 
Istota koncepcji identyfikacji wielostopniowej dla dwóch stopni jest następująca: 

Dla pewnego obiektu (rys. 1.19) – procesu, zjawiska, urządzenia – badamy zależność 
wielkości wyjściowej y od wielkości wejściowej u1 i wyznaczamy parametr w opisie 
tej zależności θ1. Jest to zadanie identyfikacji na pierwszym stopniu. Następnie zwra-
camy uwagę na pewną wielkość u2, która w czasie identyfikacji na pierwszym stopniu 
była stała. Zmieniamy wartość tej wielkości i powtarzamy identyfikację na pierwszym 
stopniu, uzyskując na ogół inną wartość parametru opisu θ1. 

Powtarzając wielokrotnie identyfikację na pierwszym stopniu dla różnych wartości u2, 
uzyskamy dane do zbadania zależności pomiędzy parametrem opisu na pierwszym stop-
niu θ1 a wielkością wejściową u2. Teraz możemy zbadać zależność wartości parametru θ1 
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od wartości wielkości wejściowej u2 i wyznaczyć parametr tej zależności θ2. Jest to za-
danie identyfikacji na drugim stopniu, gdzie θ1 jest wyjściem, a u2 – wejściem obiektu.  

 

 
Rys. 1.19. Wielostopniowy obiekt identyfikacji 

 
Ideę tę można łatwo uogólnić iteracyjnie na wiele stopni, zwracając uwagę na ko-

lejne wielkości i uwzględnienie ich w opisie obiektu przez zmianę parametrów stopnia 
poprzedniego (rys. 1.19). 

Wracając do identyfikacji dwustopniowej, zauważmy, że oba stopnie mogą doty-
czyć tego samego obiektu, a zadanie identyfikacji dwustopniowej można potraktować 
jako swego rodzaju dekompozycję zadania identyfikacji z wyjściem y oraz wejściami 
u1 i u2. Dekompozycja taka może być podyktowana sposobem prowadzenia ekspery-
mentu, a także względami obliczeniowymi. Może też być naturalną konsekwencją 
zadania identyfikacji, zwłaszcza wtedy, gdy pierwszy stopień dotyczy badania obiek-
tów tego samego typu, różniących się pewną wielkością u2, a drugi stopień –
uogólnienia badań na zbiór takich obiektów. 

Koncepcja identyfikacji wielostopniowej została sformułowana w pracach [16, 64], 
a następnie rozwinięta dla identyfikacji dwustopniowej w monografii [109].  

W rozdziale 5. ograniczono się do przedstawienia zadania identyfikacji dwustop-
niowej, wskazując na możliwość uogólnienia na zadanie identyfikacji wielostopnio-
wej. Omówiono tam dwustopniowe algorytmy estymacji parametrów obiektu oraz 
algorytmy wyboru optymalnego modelu w warunkach losowych.  
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2. Podstawowe zadania identyfikacji  
obiektów statycznych 

Obecnie skupimy się na podstawowym zadaniu identyfikacji. Przytoczone tutaj 
rozważania ograniczają się do zadania identyfikacji obiektów statycznych. Mają one 
na celu omówienie zadań identyfikacji, do których będziemy się odwoływać w zada-
niach identyfikacji systemów złożonych. Omówimy zadania wyznaczania algorytmów 
identyfikacji dla typowych przypadków.  

 
 

 
 

Rys. 2.1. Typowe zadania identyfikacji 
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Ze względu na informacje aprioryczne o obiekcie możemy wyróżnić dwa przypadki: 
1. Znamy opis obiektu z dokładnością do parametrów. Znamy zatem funkcyjną po-

stać zależności pomiędzy wejściami i wyjściami obiektu, ale nie znamy parame-
trów tej zależności. Mówimy wówczas, że charakterystyka statyczna obiektu na-
leży do klasy modeli, a zadanie identyfikacji sprowadza się do wyznaczenia 
nieznanych parametrów opisu. 

2. Postać funkcyjna nie jest znana. Twórca modelu przyjmuje postać tej funkcji, 
proponując przybliżanie zależności pomiędzy wejściami i wyjściami obiektu.  
W tym przypadku mówimy o zadaniu wyboru najlepszego (optymalnego) modelu. 

Kolejny podział dotyczy informacji o zakłóceniach pomiarowych i wielkościach 
losowych w obiekcie identyfikacji. Prowadzi to do wyodrębnienia kolejnych zadań: 

 Charakterystyka obiektu jest znana z dokładnością do parametrów, a na obserwowa-
ne wielkości nakładają się zakłócenia lub też w obiekcie pojawiają się losowo zmien-
ne wielkości niemierzalne, mówimy wtedy o zadaniu estymacji parametrów. 
 Obserwacje obiektu wskazują na jego losowe zachowanie się, a charakterystyka 
obiektu nie jest znana, wtedy mówimy o zadaniu wyboru optymalnego modelu 
w warunkach losowych. W konkretnych przypadkach prowadzi to do regresji 
pierwszego i drugiego rodzaju. 

2.1. Wyznaczanie parametrów charakterystyki statycznej obiektu 

Założymy, że znamy charakterystykę statyczną obiektu, lecz nie znamy jej parame-
trów. Przyjęcie takiego założenia jest możliwe wówczas, gdy badany proces jest do-
brze opisany i na podstawie analizy zjawisk można ustalić dokładną funkcyjną postać 
charakterystyki statycznej, w której pewne parametry nie są znane (rys. 2.2). Inaczej 
mówiąc – charakterystyka statyczna ma postać 

 ( ),,θuFy =   (2.1) 

gdzie: F jest znaną funkcją opisującą zależność wektora wyjść y od wektora wejść u, 
natomiast θ  jest wektorem parametrów tej zależności.  

Składowe wektora parametrów θ  mają praktyczne znaczenie i odnoszą się do ba-
danej rzeczywistości. W przypadku konkretnych obiektów parametry te mogą ozna-
czać wartości stałych, jak na przykład współczynnik tarcia w układzie mechanicznym 
lub stopa procentowa w opisie procesu ekonomicznego. W dalszych rozważaniach 
będziemy zakładać, że wejścia i wyjścia oraz parametry obiektu identyfikacji są – 
odpowiednio – S-, L- oraz R-wymiarowymi wektorami: 
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gdzie: u – wektor wejść obiektu, , U – przestrzeń wejść, y – wektor wyjść 
obiektu, , Y – przestrzeń wyjść, 

Su RU ⊆∈
Ly RY ⊆∈ θ  – wektor parametrów charakterystyki 

statycznej obiektu,  ,RΘ R⊆∈θ Θ  – przestrzeń parametrów. 
 

 
 
 

 
Podstawą do wyznaczenia parametrów charakterystyki statycznej są wyniki ekspe-

rymentu. W tym przypadku założymy, że pomiary nie są obarczone błędem. W n-tym 
pomiarze dla zadanego wektora wejść un mierzymy wektor wyjść yn, n = 1, 2, …, N, 
gdzie N jest długością serii pomiarowej. 

Wyniki pomiarów możemy zebrać w postaci macierzy: 

 [ ] [ ],, 2121 NNNN yyyYuuuU LL ==   (2.2) 

gdzie: UN, YN są macierzami, w których kolumnami są kolejne wyniki pomiarów war-
tości składowych wektora wejść u i wektora wyjść y. 

Ponieważ charakterystyka statyczna obiektu należy do klasy modeli i brak jest błę-
du pomiarowego, uzyskane w wyniku eksperymentu pomiary są wybranymi punktami 
charakterystyki statycznej obiektu (rys. 2.3).  
 

 
 

Rys. 2.3. Obserwacja obiektu o znanej z dokładnością do wektora parametrów θ  
charakterystyce statycznej jednowymiarowego obiektu (L = S = 1) 

 
Znaczy to, że przy znanych wartościach składowych wektora parametrów ,θ  dla 

zadanych wartości składowych wektora wejść un, na podstawie zależności (2.1) jest 
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Rys. 2.2. Obiekt identyfikacji 
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możliwe wyznaczenie wartości składowych wektora wyjść yn. Wartość ta pokrywa się 
z wynikiem niezakłóconego pomiaru wartości składowych wektora wyjść, czyli jest 
spełniony następujący układ równań 

 ( ) .,,2,1,, NnuFy nn K== θ   (2.3) 

To proste i oczywiste spostrzeżenie jest podstawą konstrukcji algorytmu identyfi-
kacji. Zgodnie z (2.2) układ równań (2.3) możemy zapisać 

 [ ] ( ) ( ) ( )[ ].,,, 2121 θθθ NN uFuFuFyyy LL =   (2.4) 

Po przyjęciu oznaczeń 

 ( ) ( ) ( )[ ] ( ),,,,,
df

21 θθθθ NN UFuFuFuF =L   (2.5) 

układ równań (2.3) ma zwartą postać 

 ( )θ,NN UFY = .  (2.6) 

Rozwiązanie układu (2.6) względem wektora parametrów θ  daje algorytm identy-
fikacji, tj.  

 ( ) ( ,,,
df

1
NNNNN YUYUF Ψθ θ == − )   (2.7) 

gdzie: 1−
θF  oznacza funkcję odwrotną względem ,θ  czyli rozwiązanie równania (2.6) 

względem θ, natomiast NΨ  jest algorytmem identyfikacji.  
Należy zwrócić uwagę, że układ równań (2.3), zapisany w zwartej postaci (2.6), nie 

zawsze musi mieć rozwiązanie. Zależy to od organizacji eksperymentu, jak też od wła-
sności badanego obiektu. W tym momencie nasuwa się spostrzeżenie, że rozwiązanie 
układu równań (2.3) zależy od serii identyfikującej UN. Jej długość, czyli liczba pomia-
rów N, musi zapewnić odpowiednią liczbę równań w układzie (2.3), która pozwala wy-
znaczyć wektor nieznanych parametrów. Seria powinna spełniać oczywisty warunek 

 ,  (2.8) RLN ≥

który gwarantuje, że liczba równań będzie nie mniejsza niż liczba nieznanych parame-
trów. Serię identyfikującą UN należy zaś dobrać tak, aby zależność (2.3) tworzyła 
układ równań niezależnych. Nie zawsze taka seria istnieje. Zależy to od własności 
obiektu. Z tym związane jest pojęcie identyfikowalności [14]. 

Definicja 2.1. Obiekt statyczny nazywamy identyfikowalnym, jeżeli istnieje taka seria 
identyfikująca  która – wraz z macierzą pomiarów wyjść 

 – jednoznacznie określa parametry charakterystyki statycznej. 
[ ,21 NN uuuU L=

]Ny
]

[N yyY L21=

Innymi słowy – obiekt jest identyfikowalny, jeżeli istnieje taka seria identyfikująca 
UN, dla której układ równań (2.3), zapisany w zwartej postaci (2.6), ma jednoznaczne 
rozwiązanie względem .θ  
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Przykład 2.1. Obiekt o jednym wyjściu (L = 1) jest opisany charakterystyką linio-
wą względem parametrów, czyli opis (2.1) ma postać  

 ( ) ( ),, ufuFy Tθθ ==   (2.9) 

gdzie  jest R-wymiarowym wektorem znanych funkcji ( )uf
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Jak łatwo zauważyć, z warunku (2.8) wynika, że konieczna jest liczba pomiarów  
N = R. W tym przypadku układ równań (2.3) ma postać  

 ( ) ,,,2,1, Rnufy n
T

n K==θ   (2.11) 

a w zapisie zwartym (2.4) 

 [ ] ( ) ( ) ( )[ ]R
TTT

RR ufufufyyyY θθθ LL 2121

df
==   (2.12) 

lub (2.6) 
 ( ) ,θR

TT
R UfY =   (2.13) 

gdzie: ( RUf )  jest macierzą kwadratową, której kolumnami są wartości funkcji (2.10) 
w kolejnych punktach serii identyfikującej UR, tj. 

 ( ) ( ) ( ) ( )[ .21

df

RR ufufufUf L= ]   (2.14) 

Warunek identyfikowalności jest tutaj następujący: 

 ( )[ ] ,0det ≠R
T Uf   (2.15) 

co oznacza, że wartości funkcji (2.10) w kolejnych punktach pomiarowych muszą być 
liniowo niezależne.  

Po pomnożeniu lewostronnie równania (2.13) przez macierz odwrotną do macierzy 
( R

T Uf )  otrzymujemy algorytm identyfikacji 

 ( ) ( )[ ] .,
1df

T
RR

T
RRR YUfYU

−
==Ψθ   (2.16) 

W szczególnym przypadku, gdy ( ) ,uuf =  czyli dla klasy charakterystyk linio-
wych, układ równań (2.13) ma postać 

 ,   (2.17) θT
R

T
R UY =
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a jego rozwiązanie, czyli algorytm identyfikacji 

 ( ) [ ] .,
1df

T
R

T
RRRR YUYU

−
==Ψθ   (2.18) 

W tym przypadku warunek identyfikowalności ma postać 

 [ ] ,0det ≠RU   (2.19) 

co oznacza, że pomiary w poszczególnych punktach pomiarowych  
muszą być liniowo niezależne. 

,,,2,1, Nnun K=

 
W tym miejscu warto zwrócić uwagę na to, że wyznaczenie wektora parametrów 

według algorytmów (2.15) i (2.18) wymaga odwrócenia macierzy ( )RUf  oraz UR. 
Nakłada to oczywisty warunek na dobór serii identyfikującej, tak aby wspomniane 
macierze były dobrze uwarunkowane. 

2.2. Estymacja parametrów charakterystyki statycznej obiektu 

W podrozdziale 2.1 przedstawiono przypadek wyznaczenia parametrów znanej 
charakterystyki statycznej obiektu na podstawie dokładnego pomiaru wielkości wej-
ścia i wyjścia obiektu. Obecnie uwzględnimy fakt, że dla zadanego wejścia wynik 
pomiaru wyjścia obiektu jest obarczony zakłóceniami pomiarowymi (rys. 2.4).  
W obiekcie mogą ponadto występować niemierzalne wielkości losowe. Taka sytuacja 
prowadzi do nowych zadań. 
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Rys. 2.4. Zadanie estymacji parametrów obiektu 
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ważne w dalszych rozważaniach, pojęcie estymowalności (odpowiadające identyfi-
kowalności – definicja 2.1 – w przypadku deterministycznym), wprowadzone  
w publikacjach [25–27, 95]. 

Definicja 2.2. Obiekt nazywamy estymowalnym w sensie określonej własności, 
jeżeli dla każdego wektora parametrów obiektu θ  istnieje taka seria identyfikująca 
UN, dla której istnieje estymator ( )NNNN WU ,ˆ Ψθ =  o określonej własności, w któ-
rym  NW  jest wielowymiarową zmienną losową, której realizacją jest macierz po-
miarów wyjść WN  dla zadanej serii pomiarowej UN. 
Definicja 2.3. Obiekt nazywamy estymowalnym określoną metodą estymacji,  
jeżeli dla każdego wektora parametrów obiektu θ istnieje taka seria identyfikują-
ca UN, dla której wraz z macierzą pomiarów wyjść WN istnieje oszacowanie  

 tą metodą. ( NNNN WU ,ˆ Ψθ = )
Wyróżnimy tutaj następujące przypadki, dla których zaproponujemy algorytmy es-

tymacji: 
 Obiekt jest deterministyczny, lecz wynik pomiaru wartości wyjścia obiektu jest 
obarczony zakłóceniami pomiarowymi. 
 Pomiary są dokładne, lecz w obiekcie występują niemierzalne wielkości losowe. 
 W obiekcie występują niemierzalne wielkości losowe oraz wynik pomiaru war-
tości wyjścia obiektu jest obarczony zakłóceniami pomiarowymi. 

2.2.1. Estymacja parametrów charakterystyki statycznej obiektu  
na podstawie zakłóconych pomiarów wyjścia 

Obecnie rozważymy przypadek, gdy deterministyczny obiekt jest opisany charaktery-
styką statyczną, która jest znana z dokładnością do parametrów. Uwzględnimy fakt, że – 
dla zadanego wejścia – wyjście obiektu mierzymy z zakłóceniami pomiarowymi.  
W celu wyznaczenia nieznanych parametrów charakterystyki obiektu wykonaliśmy 
eksperyment. W n-tym pomiarze, dla zadanego wektora wejść un, dokonaliśmy pomiaru 
wartości składowych wektora wyjść yn. Na mierzoną wartość nałożyły się przypadkowe 
zakłócenia  (Z jest przestrzenią zakłóceń) i w wyniku pomiaru otrzymujemy 
wartości składowych wektora wn. W dalszych rozważaniach (dla uproszczenia zapisu) 
będziemy zakładać, że wymiar wektora y oraz zakłóceń z jest taki sam i równy L 

 czyli  Przypadek, gdy dim y > dim z, wymaga dodat-
kowych przekształceń (zob. Dodatek). Sposób nakładania się zakłóceń na mierzoną war-
tość może być różny – zależy on od systemu pomiarowego. Ze względu na losowy charak-
ter błędu pomiarowego, powtarzając wielokrotnie pomiar wartości składowych wektora 
wyjść dla tego samego wektora wejść, otrzymamy różne wyniki pomiarów (rys. 2.5).  

Z∈nz

( ),dim Lz =dim y = .L
nz RZ ⊆∈

Opiszemy precyzyjnie aktualny układ identyfikacji (rys. 2.6). Charakterystyka sta-
tyczna obiektu jest znana z dokładnością do wektora parametrów θ  i ma postać (2.1). 
Założymy ponadto, że znany jest opis systemu pomiarowego, a konkretnie znany jest 
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sposób nakładania się zakłóceń na mierzoną wartość składowych wektora wyjść obiektu 
i jest określony zależnością 
 ( ),, zyhw =   (2.20) 

w której: h jest znaną funkcją, taką że ,: WZY →×h  ,W∈w  W  jest przestrzenią 
zakłóconego wyniku pomiaru.  

 
wy,  

 
Rys. 2.5. Zakłócona obserwacja jednowymiarowego (L = S = 1)  

wyjścia obiektu o  znanej charakterystyce statycznej  
 

 
Rys. 2.6. Estymacja parametrów charakterystyki statycznej obiektu  

w obecności zakłóceń pomiarowych 

 
W przypadku zakłóceń addytywnych funkcja (2.20) ma postać 

 ( ) ,, zyzyhw +==   (2.21) 

u

( )θ,uFy =

nu mu

ny  
nw  

( )θ,uF  nu  ny
( )zyh ,  

nz

nw

( )NNN WU ,  Ψ

Nθ̂
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a zakłóceń multiplikatywnych 
 ( ) ,, zyzyhw T==   (2.22) 

co w jednowymiarowym przypadku ( )1=L  daje w = yz. 
W dalszych rozważaniach (dla uproszczenia zapisu) założymy, że funkcja h jest 

wzajemnie jednoznaczna względem z. Znaczy to, że istnieje funkcja odwrotna  
względem z, czyli 

1−
zh

   (2.23) ( ).,
1

wyhz z
−

=

Rezygnacja z powyższego założenia wymaga dodatkowych przekształceń, a kon-
kretnie podzielenia zbioru zakłóceń Z na rozłączne podzbiory, w których funkcja h 
jest różnowartościowa. Uzupełniające rozważania są podane w Dodatku. 

W n-tym pomiarze dla zadanej wartości wejścia un zarejestrowaliśmy wartość wn, 
która jest wynikiem zakłóconej obserwacji wyjścia yn. O zakłóceniach zn w n-tym 
pomiarze będziemy zakładać, że są niezależnymi wartościami L-wymiarowej zmien-
nej losowej .z  

W dalszych rozważaniach przyjmiemy, że zmienna losowa z  przyjmuje wartości 
ze zbioru ciągłego Z, a funkcję gęstości rozkładu prawdopodobieństwa zmiennej lo-
sowej z  określoną na Z  oznaczymy przez ( )zfz . W wyniku eksperymentu, dla zada-
nej serii identyfikującej o długości N, uzyskaliśmy wyniki pomiarów wartości wyjść. 
Dane pomiarowe zebrano w macierzach: 

  [ ],21 NN uuuU L= [ ].21 NN wwwW L=   (2.24) 

Teraz zadanie identyfikacji sprowadza się do oszacowania nieznanego wektora 
parametrów θ charakterystyki statycznej obiektu. Poszukujemy algorytmu estymacji 
(rys. 2.6) 
 ( ),,ˆ

NNNN WUΨθ =   (2.25) 

który dla zebranych danych pomiarowych UN, WN umożliwi wyznaczenie wartości 
oszacowania  wektora Nθ̂ θ  ( NΨ  oznacza algorytm estymacji dla serii pomiarowych  
o długości N). 

W zależności od informacji, jakie posiadamy o systemie pomiarowym, oraz od wa-
runków, jakie spełniają zakłócenia, aby uzyskać oszacowania o oczekiwanych własno-
ściach [78] stosujemy różne metody estymacji.  

 
Metoda najmniejszych kwadratów 
Metodę najmniejszych kwadratów przedstawimy dla obiektu o jednym wyjściu 

(dim y = dim z = L = 1). Nie ogranicza to ogólności rozważań. Obiekt identyfikacji  
o L-wymiarowym wektorze wyjść można zdekomponować na L obiektów o jednym 
wyjściu, odpowiadającemu l-tej składowej wektora wyjściowego (rys. 2.7). W przy-

 



Podstawowe zadania identyfikacji obiektów statycznych 59 

padku obiektu z l-wymiarowym wektorem wyjść wyznaczenie estymatora sprowadza 
się do minimalizacji empirycznego oszacowania śladu macierzy kowariancji zakłóceń 
pomiarowych. 

 
 

Rys. 2.7. Dekompozycja obiektu identyfikacji o L-wymiarowym wektorze wyjść  
na L obiektów o jednowymiarowym wyjściu y(l) = F(l)(u,θ), l = 1, 2, …, L 

 
Jeśli zakłócenia pomiarowe są addytywne, tj. funkcja h, która opisuje system po-

miarowy, ma postać (2.21), oraz zakłócenia pomiarowe są wartościami zmiennej lo-
sowej ,z  o zerowej wartości oczekiwanej i skończonej wariancji [14, 79], tj. 

 [ ] ,0E =z
z

 [ ] ,Var ∞<z
z

  (2.26) 

możemy skorzystać z metody najmniejszych kwadratów. W takim przypadku wy-
znaczenie oszacowania (2.25) sprowadza się do wyznaczenia takiej wartości ,Nθ  
która minimalizuje empiryczną wariancję błędu pomiarowego. Empiryczna warian- 
cja  wyznaczona na podstawie zbioru N obserwacji, zależy od pomiarów UN, 
WN oraz wektora parametrów obiektu 

,Var
Nz

θ  i wyraża się wzorem 

 ( ) ( ) ( )( .,11,,Var
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2
df
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==

−=−=
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n
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nnNNz uFw
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  (2.27) 

Problem wyznaczenia oszacowania metodą najmniejszych kwadratów sprowa-
dza się do rozwiązania następującego zadania optymalizacji: wyznaczyć taką wartość 
oszacowania  dla której wyrażenie (2.27) przyjmuje wartość mini-
malną względem 

( ,,ˆ
NNNN WUΨ=θ

θ  ze zbioru dopuszczalnego  tj. ,Θ

 ( ) ( ) ( ).,,Varminˆ,,Var:,ˆ θθθ
θ NNzΘNNNzNNNN WUWUWUΨ

NN ∈
==   (2.28) 

Przykład 2.2. Obiekt (rys. 2.7) o jednym wyjściu (L = 1) jest opisany charaktery-
styką liniową względem parametrów jak w przykładzie 2.1 (2.9). Dla zadanej serii 
identyfikującej wyjście obiektu jest obserwowane z addytywnymi (2.21) zakłócenia-
mi, które spełniają warunek (2.26).  

 



Rozdział 2 60

Przyjęte założenia upoważniają do zastosowania metody najmniejszych kwadra-
tów. Empiryczna wariancja zakłóceń (2.27) przyjmuje postać 

 ( ) ( ) ( )( .11,,Var
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==
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Minimalizacja (2.29) względem θ  daje algorytm estymacji postaci 
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Dla wybranych postaci charakterystyk (2.1) można uzyskać analityczne (np. 
(2.30)) rozwiązanie zadania (2.28). Dla dowolnej postaci nieliniowej funkcji F w za-
leżności (2.1) może pojawić się problem z analitycznym rozwiązaniem zadania (2.28). 
W takim przypadku do rozwiązania tego zadania korzystamy z numerycznych metod 
optymalizacji. 

 
Metoda maksymalnej wiarogodności 
Teraz załóżmy, że zakłócenia zn, w n-tym pomiarze, są niezależnymi wartościa-

mi L-wymiarowej zmiennej losowej ,z  dla której jest znana funkcja gęstości roz-
kładu prawdopodobieństwa ( )zfz  określona na Z. Sposób nakładania się zakłóceń 
na mierzoną wartość na wyjściu obiektu (rys. 2.8) jest opisany znaną zależnością 
(2.20), w której h jest dowolną, znaną funkcją, wzajemnie jednoznaczną wzglę- 
dem z. 

 
nz

 
 

Rys. 2.8. Pomiar wartości wyjścia obiektu o charakterystyce statycznej F(u, θ)  
z zakłóceniami pomiarowymi 

 
Zbiór wartości  możemy potraktować jako zbiór niezależnych 

realizacji L-wymiarowej zmiennej losowej 
,,,2,1, Nnwn K=

,w  która jest wynikiem przekształcenia 
zmiennej losowej z  zgodnie z zależnością (2.20), czyli 

 ( ),, zyhw =   (2.31) 
a po uwzględnieniu (2.1) 
 ( )( ).,, zuFhw θ=   (2.32) 

( )θ,uF  nu  ny nw
( )zyh ,  
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Funkcję gęstości rozkładu prawdopodobieństwa zmiennej losowej w  możemy wy-
znaczyć, korzystając z przekształcenia (2.32). Zwróćmy uwagę, że wektor wejść u  
i wektor θ  są parametrami tego przekształcenia. Dla ustalonego u funkcję gęstości 
rozkładu prawdopodobieństwa zmiennej losowej w  – ( )uwfw ;,θ  z wektorem para-
metrów θ  wyznaczamy według wzoru 

 ( ) ( )( )( ) ,,,;, 1
hzzw JwuFhfuwf θθ −=   (2.33) 

w którym Jh jest macierzą Jakobiego (jakobianem) przekształcenia odwrotnego (2.23) 
[48, 79] 

 ( ).,1

w
wyhJ z

h ∂
∂

=
−

  (2.34) 

W wyniku eksperymentu dla ustalonej serii identyfikującej UN otrzymujemy ma-
cierz zakłóconych wyników pomiarów wyjść WN. Jest to zbiór niezależnych realizacji 
zmiennej losowej ,w  której funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa jest dana 
zależnością (2.33). Dla zadanego un, w n-tym pomiarze, wektor parametrów θ  nie jest 
znany w tej zależności. Możemy go wyznaczyć, korzystając z metody maksymalnej 
wiarogodności. Funkcja wiarogodności LN, wyznaczona na podstawie macierzy po-
miarów WN dla zadanej serii UN, zależy od parametrów charakterystyki statycznej 
obiektu θ  i wyraża się wzorem 
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Wyznaczenie oszacowania metodą maksymalnej wiarogodności sprowadza się 
do rozwiązania następującego zadania optymalizacji: wyznaczyć taką wartość osza-
cowania , dla której wyrażenie (2.35) przyjmuje wartość maksy-
malną względem 

( NNNN WU ,ˆ Ψθ = )
θ  ze zbioru dopuszczalnego  tj. ,Θ

 ( ) ( ) ( ).;,max;ˆ,:,ˆ
NNNΘNNNNNNNN UWLUWLWUΨ θθθ

θ∈
==   (2.36) 

Przykład 2.3. Obiekt o jednym wyjściu (L = 1) jest opisany charakterystyką linio-
wą względem parametrów, jak w przykładzie 2.1 (2.9). Dla zadanej serii identyfikują-
cej wyjście obiektu jest obserwowane z addytywnymi (2.21) zakłóceniami. Zakłada 
się, że w kolejnych pomiarach zakłócenia są niezależnymi wartościami zmiennej lo-
sowej z  o rozkładzie normalnym z wartością oczekiwaną  i odchyleniu standar-
dowym 

zm
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W rozpatrywanym przykładzie funkcja odwrotna  z uwzględnieniem charakte-
rystyki statycznej (2.1), wyrażająca się zależnością (2.9), ma postać 

,1−
zh

 ( )( ) ( ).,,1 ufwwuFhz T
z θθ −== −   (2.38) 

Jakobian (2.34) przekształcenia odwrotnego (2.38) jest równy 
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a zatem funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa (2.33) wartości obserwowa-
nych na wyjściu obiektu ma postać 
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Funkcja wiarogodności (2.35) 
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a po przekształceniach 
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Maksymalizacja funkcji wiarogodności w tym przypadku sprowadza się do opty-
malizacji wykładnika wyrażenia (2.42). Przyrównanie gradientu wyrażenia (2.42) 
względem θ  do zera daje układ równań, którego rozwiązanie 
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jest algorytmem estymacji. Zwróćmy uwagę na intuicyjnie oczywisty wynik (2.43), 
który od każdego pomiaru wn nakazuje odjąć systematyczny błąd pomiaru  .zm

 

Przykład 2.4. Rozważmy liniowy jednowymiarowy obiekt (rys. 2.8 – o jednym 
wejściu i jednym wyjściu, czyli S = L = 1). Charakterystyka (2.1) ma postać 

 ( ) ., uuFy θθ ==   (2.44) 
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W celu skupienia uwagi zakładamy, że nieznany parametr θ  (R = 1) przyjmuje 
wartości dodatnie { }.0:1 >∈= θθΘ R  Dla zadanej serii identyfikującej wyjście 
obiektu jest obserwowane z multiplikatywnymi (2.22) zakłóceniami. W kolejnych 
pomiarach zakłócenia są niezależnymi wartościami zmiennej losowej z  o rozkładzie 
jednostajnym na odcinku , czyli  [ ]1,0

 ( ) [ ]
[ ].1,0gdy0

1,0gdy1

⎩
⎨
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∉
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=
z
z

zf z   (2.45) 

Założymy ponadto, że wejście może przyjmować tylko wartości dodatnie, tj. 

 .0,,,2,1 >=∀ nuNn K   (2.46) 

W rozpatrywanym przykładzie funkcja h, z uwzględnieniem charakterystyki sta-
tycznej (2.44), ma postać 

 ( ) ( )( ) ,,,, zuzuFhzyhw θθ ===   (2.47) 

a funkcja odwrotna  (2.23) 1−
zh
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Jakobian przekształcenia odwrotnego ((2.34)) ma postać 
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a zatem funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa (2.33) wartości obserwowa-
nych na wyjściu obiektu ma postać 
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Funkcja wiarogodności (2.35) 
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a po przekształceniach 
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Maksymalizacja funkcji wiarogodności (2.52) względem θ  daje 
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Ponownie zwróćmy uwagę na wynik. Z treści problemu opisanego w przykładzie 
2.4 wynika, że obserwowane wyjście jest pomnożone przez liczbę z przedziału  
Inaczej mówiąc – obserwacje wyjścia są tłumione, a algorytm estymacji (2.53) propo-
nuje wybrać taki pomiar, który jest najmniej stłumiony (pomnożony przez największą 
liczbę z przedziału ), co łatwo zauważyć po podstawieniu równania (2.47) do 
wzoru (2.53), tj. 
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Metody Bayesa 
Teraz – dodatkowo w stosunku do poprzednich rozważań – założymy, że badany 

obiekt został wylosowany z pewnej populacji. Może to być partia obiektów, w których 
parametry poszczególnych egzemplarzy różnią się między sobą. Dla danej partii 
obiektów wielkościami charakterystycznymi są: wartość średnia parametrów oraz 
wariancja. Informacja taka może być pomocna w rozwiązaniu zadania identyfikacji. 
Precyzyjniej rzecz ujmując, zakładamy teraz, że dla badanego obiektu (rys. 2.8) znana 
jest charakterystyka statyczna (2.1) z dokładnością do parametrów. System pomiaro-
wy jest opisany zależnością (2.20), zakłócenia w n-tym pomiarze są niezależnymi 
wartościami zmiennej losowej ,z  dla której znana jest funkcja gęstości rozkładu 
prawdopodobieństwa  określona na przestrzeni zakłóceń Z. Dodatkowo wek-
tor parametrów 

( ),zf z

θ  jest wartością ciągłej, R-wymiarowej zmiennej losowej ,θ  która 
przyjmuje wartości ze zbioru  Znana jest funkcja gęstości rozkładu praw-
dopodobieństwa 

.RΘ R⊆
( )θθf  zmiennej ,θ  określona na .Θ  Jest to dla zadania identyfika-

cji informacja aprioryczna, a funkcja gęstości ( )θθf  zwana jest funkcją gęstości 
rozkładu prawdopodobieństwa a priori. Do wyznaczenia oszacowania wektora pa-
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rametrów charakterystyki statycznej obiektu wykorzystamy bayesowski model po-
dejmowania decyzji.  

Przez θ  oznaczymy dowolne oszacowanie wektora parametrów ,θ  uzyskane za 
pomocą algorytmu ,Ψ  który przetwarza macierze pomiarów UN, WN, tj. 

 ( )., NN WUΨ=θ   (2.55) 

Wartość θ  jest oszacowaniem uzyskanym za pomocą pewnego algorytmu .Ψ  Do 
oceny jakości algorytmu wprowadzamy funkcję strat ( )θθ ,L , która ocenia różnicę 
pomiędzy wartością nieznanego wektora parametrów θ  a jego oszacowaniem ,θ  
uzyskanym za pomocą algorytmu .Ψ  Za kryterium wyboru algorytmu przyjmiemy 
ryzyko podjęcia decyzji, zdefiniowane jako wartość oczekiwana funkcji strat, czyli  

 
( ) ( )[ ] ( )( )[ ]
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df
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N

N

Θ
NNNNN

NNW

dWdUWfWUΨL

WUΨLLΨR

W

θθθ

θθθ
θθθ

 (2.56) 

gdzie:  jest przestrzenią zbioru N wyników pomiarów,  
a 

444 8444 76
L

N

N WWWW ×××=
( )NN UW ;f ,θ  – funkcją gęstości rozkładu prawdopodobieństwa pojawienia się wek-

tora parametrów o wartości θ  oraz macierzy wyniku pomiarów wyjścia WN  przy 
zadanej serii identyfikującej UN.  

Zauważmy, że ryzyko (2.56) zależy od algorytmu .Ψ  Wyznaczenie optymalnego 
algorytmu sprowadza się do wyboru takiego algorytmu ,NΨ  dla którego ryzyko (2.56) 
przyjmuje minimum, czyli 
 ( ) ( ) .min: ΨRΨRΨ

ΨNN =   (2.57) 

Funkcję gęstości rozkładu prawdopodobieństwa ( )NN UWf ;,θ  można przedstawić 
w postaci 
 ( ) ( ) ( ),;;;, NNNNNN UWfUWfUWf ′′′= θθ   (2.58) 

gdzie ( NN UWf ;θ′ )  jest warunkową gęstością rozkładu prawdopodobieństwa zmien-
nej losowej ,θ  pod warunkiem, że seria L-wymiarowych niezależnych zmiennych 
losowych W  o długości  przyjęła wartość WN, czyli realizacja wielowymiarowej 
zmiennej losowej 

N

NW  jest równa macierzy WN, przy zadanej serii identyfikującej UN, 
a  jest funkcją gęstości rozkładu prawdopodobieństwa zmiennej losowej ( NN UWf ;′′ )

NW  przy zadanym UN. Funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa 
( NN UW )f ;θ′  jest zwana funkcją gęstości rozkładu prawdopodobieństwa a posteriori.  
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Funkcję gęstości rozkładu prawdopodobieństwa a posteriori wyznaczamy z zależności 

 ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

,
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;
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;
;

∫
=
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=′

Θ
NNW

NNW

NN
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dUWff

UWff
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UWff
UWf
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NN

θθθ

θθθθ
θ

θ

θθ   (2.59) 

w której ( NNW UWf
N

;θ )  jest warunkową gęstością rozkładu prawdopodobieństwa 
uzyskania macierzy pomiarów WN, pod warunkiem, że zmienna losowa ,θ  opisująca 
wektor parametrów obiektu, przyjęła wartość θ, a na wejście podano serię identyfiku-
jącą UN.  

Pomiary wn, n = 1, 2, …, N,  są niezależnymi wartościami zmiennej losowej ,w  
pod warunkiem, że wektor parametrów przyjął wartość θ, a na wejście podano un.  
Funkcję gęstości  obliczymy ze wzoru 

NWf

 ( ) ( ,;;
1
∏
=

=
N

n
nnwNNW uwfUWf

N
θθ )   (2.60) 

w którym ( uwfw ;θ ) jest warunkową funkcją gęstości rozkładu prawdopodobieństwa 
zmiennej losowej ,w  pod warunkiem, że zmienna losowa θ  przyjęła wartość θ  i skła-
dowe wektora wejść obiektu przyjęły wartość un. Inaczej mówiąc – jest to funkcja 
gęstości rozkładu prawdopodobieństwa zdarzenia, że w n-tym pomiarze na wyjściu 
zmierzono wn, przy wektorze parametrów charakterystyki równym θ  i wektorze 
wejść un.  

Funkcja ta, podobnie jak (2.33), zależy od funkcji gęstości rozkładu prawdopodo-
bieństwa zakłóceń , opisu systemu pomiarowego (2.31) oraz charakterystyki 
statycznej obiektu (2.1) i jest określona zależnością 

( )zfz

 ( ) ( )( )( ) ,,,; 1
hzzw JwuFhfuwf θθ −=   (2.61) 

w której  jest jakobianem przekształcenia odwrotnego  (2.34).  hJ 1−
zh

Ostatecznie, po podstawieniu (2.60) do (2.59), z uwzględnieniem (2.61), funkcja 
gęstości rozkładu prawdopodobieństwa a posteriori wyraża się wzorem 
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Korzystając z zależności (2.58), ryzyko (2.56) możemy zapisać 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) .;;,,∫ ∫ ′′′=
N Θ

NNNNNNN dWUWfdUWfWUΨLΨR
W

θθθ   (2.63) 
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Dla zadanej serii identyfikującej UN uzyskujemy macierz pomiarów WN. Po wyko-
naniu pomiarów możemy stwierdzić, że wielowymiarowa zmienna losowa NW  przy-
jęła wartość WN. Dla ustalonych macierzy wyników pomiarów UN, WN funkcja Ψ  
przyjmuje wartość .θ  Możemy zdefiniować ryzyko warunkowe podjęcia decyzji, że 
wektor parametrów θ  przyjmie wartość θ  dla macierzy pomiarów UN, WN 

( ) ( )[ ] ( )( ) ( ) .;,,;,E;,
df

∫ ′===
Θ

NNNNNNNN dUWfWUΨLUWLUWr θθθθθθθ
θ

  (2.64) 

Rozwiązanie zadania optymalizacji (2.57) jest równoważne wyznaczeniu takiej 
wartości oszacowania ,ˆ

Nθθ =  która minimalizuje ryzyko warunkowe (2.64). Zadanie 
minimalizacji ryzyka (2.56) względem funkcji Ψ  jest równoważne zadaniu minima-
lizacji ryzyka warunkowego (2.64) względem wartości funkcji Ψ  dla ustalonych 
macierzy wyników pomiarów UN, WN i sprowadza się do wyznaczenia takiej wartości 
oszacowania , dla której wyrażenie (2.64) przyjmuje wartość mini-
malną względem 

( NNNN WU ,ˆ Ψθ = )
θ  ze zbioru dopuszczalnego  tj. ,Θ

 ( ) ( ) ( ).;,min;,ˆ:,ˆ
NNΘNNNNNNN UWrUWrWUΨ θθθ

θ∈
==   (2.65) 

W przypadku różnych postaci funkcji strat otrzymujemy różne metody estymacji. 
Wskażemy tutaj dwa ważne przypadki. Dla kwadratowej funkcji strat 

 ( ) ( ) ( )θθθθθθ −−=
TL ,   (2.66) 

otrzymujemy metodę średniej a posteriori. Ryzyko warunkowe (2.64) ma postać 
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Przyrównanie gradientu względem θ  (2.67) daje układ równań 

 ( ) [ ] ,ˆ2;E2ˆ;,grad RNNN
N

NN UWUWr 0=+−=
=

θθ
θθ

θ
θθ

  (2.68) 

gdzie 0R oznacza R-wymiarowy kolumnowy wektor zerowy, a jego rozwiązanie daje 
algorytm estymacji 

 ( ) [ ] ( ) ,;;E,ˆ θθθθθ
θ

dUWfUWWUΨ NN
Θ

nNNNNN ′=== ∫   (2.69) 
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który sprowadza się do wyznaczenia wartości oczekiwanej zmiennej losowej ,θ  pod 
warunkiem, że wielowymiarowa zmienna losowa NW  przyjęła wartość WN  przy za-
danej serii identyfikującej UN. Dla funkcji strat w postaci  

 ( ) ( ) ,, θθδθθ −−=L   (2.70) 

gdzie δ (·) oznacza funkcję delta Diraca,  
ryzyko warunkowe (2.64) przyjmuje postać 

 ( ) ( ) ( ) ( ).;;;, NN
Θ

NNNN UWfdUWfUWr θθθθθδθ ′−=′−−= ∫   (2.71) 

W tym przypadku rozwiązanie zadania optymalizacji (2.65) sprowadza się do mak-
symalizacji funkcji gęstości rozkładu prawdopodobieństwa a posteriori względem ,θ  
czyli 

 ( ) ( ) ( ),;max;ˆ:,ˆ
NNΘNNNNNNN UWfUWfWUΨ θθθ

θ
′=′=

∈
  (2.72) 

a metoda nosi nazwę metody maksymalnego prawdopodobieństwa aposteriori. 
Zwróćmy uwagę, że dla ustalonych macierzy pomiarów WN, UN całka w mia-

nowniku wyrażenia (2.62) jest wartością stałą i nie zależy od θ. Wyznaczenie 
oszacowania metodą maksymalnego prawdopodobieństwa a posteriori jest zatem 
równoważne maksymalizacji licznika wyrażenia (2.62) względem θ  i sprowadza 
się do rozwiązania następującego zadania optymalizacji: wyznaczyć taką wartość 
oszacowania  dla której ( ,,ˆ

NNNN WUΨθ = )

    ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( ) .,,max,ˆ,ˆ
1

1

1

1 ∏∏
=

−

∈
=

− =
N

n
hnnzzΘ

N

n
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Przykład 2.5. Rozważmy liniowy jednowymiarowy obiekt (rys. 2.8 – o jednym 
wejściu i jednym wyjściu, czyli S = L = 1). Charakterystyka statyczna (2.1) ma postać 

.),( uuFy θθ ==  Wyjście obiektu jest obserwowane z addytywnymi (2.21) zakłóce-
niami. W kolejnych pomiarach zakłócenia są niezależnymi wartościami zmiennej 

losowej ,z  która ma rozkład normalny, o zerowej wartości oczekiwanej [ ] ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ = 0E z

z
  

i odchyleniu standardowym .zσ  Parametr θ  jest wartością zmiennej losowej θ   
o wartości oczekiwanej  i odchyleniu standardowym θm .θσ  Funkcja gęstości rozkła-
du prawdopodobieństwa zmiennej losowej z  ma postać 
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natomiast zmiennej θ  
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Przyjmujemy ponadto, że funkcja strat jest postaci (2.70).  
Wyznaczenie oszacowania parametru θ sprowadza się do rozwiązania zadania 

(2.73). W rozpatrywanym przykładzie funkcja odwrotna  po uwzględnieniu cha-
rakterystyki statycznej (2.1), danej zależnością (2.44), ma postać 

,1−
zh

 ( )( ) .,,1 uwwuFhz z θθ −== −   (2.76) 

Jakobian przekształcenia odwrotnego (2.34)  
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w
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a zatem funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa (2.61) wartości obserwowa-
nych na wyjściu obiektu  
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W zadaniu (2.73) wyrażenie 
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  (2.79) 

po przekształceniach ma postać 
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Maksymalizacja wyrażenia (2.80) względem θ  daje  
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Warto zwrócić uwagę na dwa skrajne przypadki. Pierwszy, gdy N jest małą liczbą  
i wariancja zakłóceń jest dużo większa od wariancji parametrów ( ).22

θσσ >>z

.

 Opisuje 
to sytuację, gdy pomiary są mało wartościowe i eksperyment niewiele wnosi do po-
znania obiektu. Dla takich danych możemy przyjąć, że  Decyzja jest oparta 
głównie na informacji apriorycznej. Taką decyzję można było przewidzieć przed wy-
konaniem eksperymentu. Odwróćmy sytuację. W drugim przypadku, gdy N jest dużą 
liczbą 

ˆ
θθ mN ≈

( )∞→N  oraz wariancja zakłóceń jest dużo mniejsza od wariancji  parametrów 
( ),2

θσ
2σ <<z  w wyniku eksperymentu zebrano dużą liczbę bardzo dobrych pomiarów. 

Takie założenia pozwalają przyjąć oszacowanie 
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W oszacowaniu tym istotną rolę odgrywają wyniki pomiarów, a rola informacji aprio-
rycznej jest pomijalnie mała. Zwróćmy uwagę, że pomijając informację aprioryczną, 
analogiczne rozwiązanie uzyskamy metodą najmniejszych kwadratów (2.30), przyjmując 
R = S = 1 oraz f (u) = u. Jest to uzasadnione, gdyż informacja aprioryczna nie odgrywa 
roli, a pozostałe założenia są spełnione, czyli ( ) ( ) ∞<== 2Var,0E zzz

zz σ  oraz w = y + z. 
 

2.2.2. Estymacja parametrów charakterystyki statycznej obiektu 
ze zmiennymi niemierzalnymi wielkościami losowymi 

W podrozdziale 2.1 przedstawiono zadanie wyznaczania parametrów charaktery-
styki statycznej obiektu. Zakładano tam, że obiekt jest deterministyczny. Obecnie 
wzbogacimy rozważania przedstawione w podrozdziale 2.1, uwzględniając w opisie  
niemierzalne, zmienne wielkości losowe ω (rys. 2.9).  

 
 
 
 
 
 

Rys. 2.9. Obiekt identyfikacji z niemierzalnymi  
zmiennymi wielkościami losowymi ( )ωθ ,,uF  

nu  

ωn 

ny
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Często się zdarza, że na wyjście badanego obiektu w znany sposób oddziałują 
wielkości losowe. Podając wielokrotnie tę samą wartość un na wejście obiektu, może-
my uzyskać różne wartości wyjścia yn, pomimo że obserwacje są bez zakłóceń. Powo-
dem tych różnic jest losowa zmienność wielkości ω występujących w obiekcie.  
W konsekwencji możemy stwierdzić, że obserwujemy rodzinę charakterystyk statycz-
nych, indeksowaną losową wielkością ω (rys. 2.10). 

Opiszmy precyzyjnie aktualny obiekt identyfikacji (rys. 2.9). Charakterystyka sta-
tyczna obiektu o wektorze wejść u i wektorze wyjść y jest znana z dokładnością do 
wektora parametrów .θ  Na obiekt działają pewne niemierzalne wielkości losowe ω  
z przestrzeni  Charakterystyka statyczna (2.1) jest uzupełniona o wektor 
wielkości losowych ω, czyli dana jest zależnością 

.LΩ R⊆

 ( ).,, ωθuFy =   (2.83) 

 
 

Rys. 2.10. Obserwacja charakterystyki statycznej obiektu jednowymiarowego (L= S = 1)  
z losową wielkością ω 

 
W dalszych rozważaniach (dla uproszczenia zapisu) będziemy zakładać, że wy-

miar wektora y oraz wektora wielkości losowych ω jest taki sam i równy L 
( )Ly == ωdimdim . Funkcja F jest wzajemnie jednoznaczna względem ω, czyli ist-
nieje funkcja odwrotna  1−

ωF

 ( ).,,1 yuF θω ω
−=   (2.84) 
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Powyższe założenia można osłabić. Gdy dim y > dim ω, wystarczy przekształcenie 
F uzupełnić o dodatkowe przekształcenie prowadzące do jednoznaczności, a dla funk-
cji F,  która nie jest wzajemnie jednoznaczna, zbiór określoności wielkości losowej Ω 
należy podzielić na rozłączne podzbiory, w których funkcja F jest różnowartościowa. 
Rozważania te można znaleźć w Dodatku. 

W celu wyznaczenia nieznanego wektora parametrów charakterystyki statycznej 
(2.83), w n-tym pomiarze, dla zadanej wartości składowych wektora wejść un, zmie-
rzono wartości składowych wektora wyjść yn. W wyniku eksperymentu, dla zadanej 
serii identyfikującej o długości N, uzyskano wyniki pomiarów, które zebrano w ma-
cierzach 
    [ ],21 NN uuuU L= [ ].21 NN yyyY L=   (2.85) 

O losowo zmiennym wektorze wielkości w obiekcie zakładamy, że w n-tym po-
miarze jest on równy nω  i jest wartością L-wymiarowej zmiennej losowej ,ω  dla któ-
rej znana jest funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa ( ).ωωf  Zadanie identy-
fikacji sprowadza się do wyznaczenia oszacowania wektora nieznanych parametrów 
θ  charakterystyki (2.83). Poszukujemy algorytmu estymacji 

 ( ),,ˆ
NNNN YUΨθ =   (2.86) 

który dla zebranych danych pomiarowych w macierzach UN, YN umożliwi wyznacze-
nie wartości oszacowania  wektora θ.  Nθ̂

W zależności od informacji, jaką posiadamy o zmiennej losowej ,ω  charakterysty-
ce (2.83) oraz jej parametrach θ, w celu uzyskania oszacowania o oczekiwanych wła-
snościach stosujemy różne metody estymacji. 

 
Metoda najmniejszych kwadratów 
Podobnie jak w punkcie 2.2.1, metodę najmniejszych kwadratów przedstawimy dla 

obiektu o jednym wyjściu ( dim y = dim z = L = 1). 
Metoda najmniejszych kwadratów w tym przypadku ma bardzo ograniczone zasto-

sowanie. Może być wykorzystana dla szczególnej postaci charakterystyki statycznej 
(2.83) 
 ( ) ( ) ,,~,, ωθωθ +== uFuFy   (2.87) 

w której wyróżniono (rys. 2.11) część deterministyczną, opisaną funkcją ,~F  do której 
dodaje się losową wielkość ω  występującą w obiekcie. 

Losowa wielkość jest wartością zmiennej losowej ,ω  która spełnia warunki 

 [ ] ,0E =ω
ω

   [ ] .Var ∞<ω
ω

  (2.88) 

Jest to przypadek analogiczny do przedstawionego w punkcie 2.2.1, z tym że wów-
czas była mowa o addytywnych zakłóceniach pomiarowych, a teraz mówimy o wielkości 
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losowej występującej w obiekcie, która powoduje, że obiekt na te same wymuszenia 
odpowiada w sposób losowy.  

 

 
Rys. 2.11. Obiekt identyfikacji z addytywnymi niemierzalnymi  

zmiennymi wielkościami losowymi  
 
Wyznaczenie oszacowania (2.86) sprowadza się do wyznaczenia takiej wartości  

która minimalizuje empiryczną wariancję losowego parametru względem θ. Empi-
ryczna wariancja  wyznaczona na podstawie N obserwacji, zależy od macie-
rzy wyników pomiarów UN, YN oraz wektora parametrów charakterystyki obiektu θ 
 i wyraża się wzorem 
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  (2.89) 

Wyznaczenie oszacowania metodą najmniejszych kwadratów sprowadza się do 
rozwiązania następującego zadania optymalizacji: wyznaczyć taką wartość oszacowa-
nia  dla której wyrażenie (2.89) przyjmuje wartość minimalną 
względem θ  ze zbioru dopuszczalnego Θ, tj. 

( ,,ˆ
NNNN YUΨθ =

 ( ) ( ) ( ).,,Varminˆ,,Var:,ˆ θθθ ωθω NNNΘNNNNNNN YUYUYUΨ
N ∈

==   (2.90) 

Metoda maksymalnej wiarogodności 
Teraz założymy, że wartości składowych wektora wielkości losowych ω w obiekcie 

opisanym charakterystyką statyczną (2.83) w n-tym pomiarze są niezależnymi realiza-
cjami nω  L-wymiarowej zmiennej losowej ω , dla której znana jest funkcja gęstości 
rozkładu prawdopodobieństwa ( ).ωωf  Obserwowany zbiór wartości składowych wek-
tora  możemy potraktować jako zbiór niezależnych realizacji  
L-wymiarowej zmiennej losowej 

,,,2,1 Nn K=,yn

,y  która jest wynikiem przekształcenia zmiennej 
losowej ω  zgodnie z zależnością (2.83), czyli 

 ( ).,, ωθuFy =   (2.91) 

( )θ,~ uF  
+

+
nu  ny

nω
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Funkcję gęstości rozkładu prawdopodobieństwa obserwowanej zmiennej losowej 
y  możemy wyznaczyć, korzystając z przekształcenia (2.91). Zwróćmy uwagę, że 

wektor wejść u i wektor θ  są parametrami tego przekształcenia. Dla ustalonego wek-
tora wejść u funkcję gęstości rozkładu prawdopodobieństwa ( )uyf y ;,θ  zmiennej 
losowej y  wyznaczamy według wzoru 

 ( ) ( )( ) ,,,;, 1
Fy JyuFfuyf θθ ωω

−=   (2.92) 

w którym  jest macierzą Jakobiego (jakobianem) przekształcenia odwrotnego 
(2.84) [48, 79] 

FJ

 ( ).,,1

y
yuFJ F ∂

∂
=

− θω   (2.93) 

Oszacowanie nieznanego wektora parametrów θ  charakterystyki statycznej (2.83) 
otrzymamy, maksymalizując funkcję wiarogodności 

 ( ) ( ) ( )( )∏∏
=

−

=

==
N

n
Fnn

N

n
nnyNNN JyuFfuyfUYL

1

1

1

df
,,;,;, θθθ ωω   (2.94) 

względem θ. 
W tym przypadku zadanie wyznaczenia oszacowania metodą maksymalnej wia-

rogodności sprowadza się do rozwiązania następującego zadania optymalizacji: wy-
znaczyć taką wartość oszacowania ( ),,ˆ

NNNN YUΨθ =  dla której wyrażenie (2.94) 
przyjmuje wartość maksymalną względem θ  ze zbioru dopuszczalnego  tj. ,Θ

 ( ) ( ) ( ).;,max;ˆ,:,ˆ
NNNΘNNNNNNNN UYLUYLYUΨ θθθ

θ∈
==   (2.95) 

Metody Bayesa 
Załóżmy, dodatkowo w stosunku do rozważań z poprzedniego punktu, że badany 

obiekt jest wylosowany z pewnej populacji. Oznacza to, że wektor parametrów θ  jest 
wartością ciągłej zmiennej losowej ,θ  dla której znana jest funkcja gęstości rozkładu 
prawdopodobieństwa ( ).θθf  Teraz obydwa wektory – parametrów θ oraz wielkości 
losowych ω  – występujące w opisie (2.83) są wartościami R-, L-wymiarowych 
zmiennych losowych – odpowiednio – θ  i .ω  Istotna różnica pomiędzy tymi parame-
trami polega na tym, że z chwilą wylosowania obiektu do badań wektor parametrów θ  
jest stały, natomiast wektor wielkości losowych ω zmienia się. Dalej zakładamy, że 
znane są funkcje gęstości rozkładów prawdopodobieństwa zmiennych losowych θ  
oraz .ω  Podobnie jak w punkcie 2.2.1, dla ustalonych macierzy wyników pomiarów 
UN, YN warunkowe ryzyko podjęcia decyzji ( )NN YU ,Ψθ =  ma postać 
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    ( ) ( )[ ] ( )( ) ( ) .;,,;,E;,
df

∫ ′===
Θ

NNNNNNNN dUYfYUΨLUYLUYr θθθθθθθ
θ

  (2.96) 

W tym przypadku warunkową funkcję gęstości rozkładu prawdopodobieństwa 
zmiennej losowej ,y obserwowanej na wyjściu, pod warunkiem, że wektor parame-
trów przyjął wartość θ, a wektor wejść przyjął wartość u, wyznaczamy na podstawie 

( )ωωf  oraz charakterystyki (2.83), zgodnie ze wzorem 

 ( ) ( )( ) ,,,; 1
Fy JyuFfuyf θθ ωω

−=   (2.97) 

w którym  jest jakobianem określonym zależnością (2.93).  FJ
Odpowiednio – funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa a posteriori 
( NN UYf ;θ′ )  dana jest zależnością 
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  (2.98) 

a wyznaczenie oszacowania sprowadza się do wyznaczenia takiej wartości 
 dla której wyrażenie (2.96) przyjmuje wartość minimalną wzglę-

dem 
( ,,ˆ

NNNN YUΨθ = )
θ  ze zbioru dopuszczalnego  tj. ,Θ

 ( ) ( ) ( ).;,min;,ˆ:,ˆ
NNΘNNNNNNN UYrUYrYUΨ θθθ

θ∈
==   (2.99) 

2.2.3. Estymacja parametrów charakterystyki statycznej obiektu  
ze zmiennymi niemierzalnymi wielkościami losowymi  

na podstawie zakłóconych pomiarów wyjścia 

Teraz przeanalizujemy zadanie estymacji parametrów charakterystyki statycznej 
obiektu z losowo zmiennymi niemierzalnymi wielkościami oraz zakłóconym pomia-
rem wartości wyjścia (rys. 2.12). 

 

nz

 
Rys. 2.12. Zakłócony pomiar wartości wyjścia obiektu  

z losowo zmiennymi niemierzalnymi wielkościami 
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Jest to przypadek, który łączy zadania przedstawione w punktach 2.2.1 oraz 2.2.2. 
Charakterystyka statyczna obiektu o wektorze wejść u i wektorze wyjść y jest znana  
z dokładnością do wektora parametrów θ. Na obiekt działają pewne niemierzalne wiel-
kości losowe ω. Obiekt jest opisany zależnością (2.83). Znany jest opis systemu pomia-
rowego. Sposób nakładania się zakłóceń na mierzoną wartość wyjścia jest dany zależno-
ścią (2.20). Podobnie jak w punktach 2.2.1 i 2.2.2, w celu uproszczenia zapisu, przyjęto, 
że dim y = dim ω = dim z = L oraz funkcja F (2.83) jest wzajemnie jednoznaczna wzglę-
dem z. Rezygnacja z powyższych założeń wymaga dodatkowych przekształceń, przedsta-
wionych w Dodatku. W n-tym pomiarze dla zadanej wartości składowych wektora wejść 
un zarejestrowano wartość wn, która jest wynikiem zakłóconej obserwacji wartości skła-
dowych wektora wyjść yn. Przyjęto, że zakłócenia zn w n-tym pomiarze są niezależnymi 
wartościami zmiennej losowej ,z  dla której znana jest funkcja gęstości rozkładu prawdo-
podobieństwa. W dalszych rozważaniach założono, że zmienna losowa z  przyjmuje war-
tości ze zbioru ciągłego Z, a funkcję gęstości rozkładu prawdopodobieństwa zmiennej 
losowej ,z  określonej na Z, oznaczono przez ( ).zf z  Losowo zmienny wektor wielkości 
ω  jest wartością zmiennej losowej ,ω  dla której znana jest funkcja gęstości rozkładu 
prawdopodobieństwa ( ),ωωf  określona na zbiorze  Zmienne losowe .Ω ω  oraz z  są 
niezależne. W wyniku eksperymentu, dla zadanej serii identyfikującej o długości N, uzy-
skano wyniki pomiarów wartości składowych wektora wyjść, które zebrano w macierzach 
UN, WN (2.24). Zadanie identyfikacji sprowadza się do wyznaczenia oszacowania wektora 
nieznanych parametrów θ charakterystyki statycznej obiektu.  

Poszukujemy algorytmu estymacji 

 ( ),,ˆ
NNNN WUΨ=θ   (2.100) 

który dla zebranych danych pomiarowych w macierzach UN, WN umożliwi wyznacze-
nie wartości oszacowania  wektora θ, gdzie Nθ̂ .NΨ   

Podobnie jak poprzednio, w zależności od informacji, jakie posiadamy o obiekcie  
i systemie pomiarowym, oraz od warunków, jakie spełniają zakłócenia, możemy sto-
sować różne metody estymacji.  

Metoda najmniejszych kwadratów 
Podobnie jak w punkcie 2.2.1, metodę najmniejszych kwadratów przedstawimy dla 

obiektu o jednym wyjściu (dim y = dim z = L = 1). 
Metoda najmniejszych kwadratów może być zastosowana jedynie do obiektu, którego 

charakterystyka statyczna ma postać (2.87) oraz zakłócenia są addytywne (rys. 2.13).  
Zakłócenia z i losowo zmienna wielkość są wartościami zmiennych losowych – 

odpowiednio – z  i ,ω  które spełniają warunki (2.26) oraz (2.88). Wyniki pomiarów 
wartości składowych wektora wyjść obiektu są wartościami zmiennej losowej 

 ( ) ,,~ zuFw ++= ωθ   (2.101) 

w której można wyróżnić część deterministyczną oraz przypadkową.  
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nz

 
Rys. 2.13. Obiekt identyfikacji z addytywną, niemierzalną, zmienną wielkością losową  

oraz addytywnymi zakłóceniami 
 
Część losowa jest sumą wartości losowej występującej w obiekcie i losowych za-

kłóceń. Korzystając z warunków (2.26) oraz (2.88), zauważmy, że suma zmiennych 
losowych ω  i z  spełnia warunek 
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Jest to przypadek analogiczny do przedstawionego w punkcie 2.2.1, z tym że teraz 
losowym składnikiem jest suma zakłóceń i niemierzalnej, zmiennej wielkości losowej. 
Wyznaczenie oszacowania (2.100) sprowadza się do wyznaczenia takiej wartości  
która minimalizuje empiryczną wariancję sumy błędu pomiarowego i losowego para-
metru. Empiryczna wariancja  wyznaczona na podstawie zbioru N obser-
wacji, zależy od macierzy pomiarów UN, WN oraz wektora parametrów charakterystyki 
statycznej obiektu θ  i wyraża się wzorem 
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  (2.103) 

Wyznaczenie oszacowania metodą najmniejszych kwadratów sprowadza się do 
rozwiązania następującego zadania optymalizacji: wyznaczyć taką wartość oszacowa-
nia  dla której wyrażenie (2.103) przyjmuje wartość minimalną 
względem θ  ze zbioru dopuszczalnego Θ, tj. 

( ,,ˆ
NNNN WUΨθ =

         ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .,,Varminˆ,,Var:,ˆ θθθ ωθω NNNzΘNNNNzNNNN WUWUYUΨ +∈+ ==   (2.104) 

Metoda maksymalnej wiarogodności 
Teraz załóżmy, że wartości wektora wielkości losowych ω w obiekcie opisanym 

charakterystyką (2.83) w n-tym pomiarze są niezależnymi wartościami nω  L-wy- 
miarowej zmiennej losowej ,ω  dla której znana jest funkcja gęstości rozkładu praw-
dopodobieństwa ( )ωωf  określona na zbiorze  Dodatkowo na mierzoną wartość .Ω

+
nw  

( )θ,~ uF  
+

+
nu ny

nω

+

 



Rozdział 2 78

składowych wektora wyjść nakładają się zakłócenia opisane zależnością (2.20)  
i w n-tym pomiarze zakłócenia zn są niezależnymi wartościami ciągłej zmiennej 
losowej z  o znanej funkcji gęstości rozkładu prawdopodobieństwa  określonej 
na zbiorze Z. 

( )zf z

Zbiór wartości  możemy potraktować jako zbiór niezależnych 
wartości zmiennej losowej L-wymiarowej 

,,,2,1, Nnyn K=
,y  która jest wynikiem przekształcenia 

zmiennej losowej ω  zgodnie z zależnością (2.83), czyli 

 ( ),,, ωθuFy =   (2.105) 

a zbiór wartości  jest zbiorem realizacji L-wymiarowej zmiennej 
losowej 

,,,2,1, Nnwn K=
w, która jest wynikiem przekształcenia zmiennych losowych y  oraz z  zgod-

nie z zależnością (2.20), czyli 

 ( )., zyhw =   (2.106) 

Funkcję gęstości rozkładu prawdopodobieństwa zmiennej losowej w  należy wy-
znaczyć, korzystając z przekształcenia (2.106), z uwzględnieniem (2.105). Zwróćmy 
uwagę, że wektor wejść u i wektor θ  są parametrami tego przekształcenia. Dla usta-
lonego wejścia u funkcję gęstości rozkładu prawdopodobieństwa ( )uyf y ;,θ  zmien-
nej losowej y  wyznaczamy według wzoru (2.92). Przekształcenie h (2.106) nie jest 
wzajemnie jednoznaczne ze względu na parę zmiennych losowych y  oraz .z  Mo-
żemy je uczynić wzajemnie jednoznacznymi, dopisując do (2.106) tożsamość ,yy =  
i tak otrzymamy 
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Przekształcenie odwrotne przyjmuje postać 
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a jakobian tego przekształcenia  
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gdzie:  jest L-wymiarową macierzą zerową,  jest L-wymiarową macierzą 
jednostkową.  

LLO × LLI ×

Wyznacznik jakobianu (2.109) 
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  (2.110) 

Ostatecznie funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa zmiennej losowej w  
ma postać 
 ( ) ( )( ) ( ) ,;,,;, 1 dyJuyfwyhfuwf yzzw θθ ∫ −=

Y

  (2.111) 

a po uwzględnieniu (2.92) oraz (2.110) otrzymujemy 

 ( ) ( )( ) ( )( ) dyJJyuFfwyhfuwf hFzzw ,,,;, 11 θθ ωω
−−∫=

Y

.  (2.112) 

Oszacowanie nieznanego wektora parametrów θ  charakterystyki statycznej (2.83) 
otrzymamy w wyniku maksymalizacji funkcji wiarogodności 
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względem θ. 
W tym przypadku zadanie wyznaczenia oszacowania metodą maksymalnej wia-

rogodności sprowadza się do rozwiązania następującego zadania optymalizacji: wy-
znaczyć taką wartość oszacowania ( ),,ˆ

NNNN YUΨθ =  dla której wyrażenie (2.113) 
przyjmuje wartość maksymalną względem θ  ze zbioru dopuszczalnego  tj. ,Θ

 ( ) ( ) ( ) .;,max;ˆ,:,ˆ
NNNΘNNNNNNNN UWLUWLYUΨ θθθ

θ∈
==   (2.114) 

Metody Bayesa 
Założenia dotyczące obiektu są identyczne z podanymi w punkcie 2.2.2, dotyczą-

cymi metod Bayesa. Znaczy to, że wektor parametrów θ  charakterystyki statycznej 
(2.83) jest wartością ciągłej zmiennej losowej ,θ  dla której istnieje funkcja gęstości 
rozkładu prawdopodobieństwa ( )θθf . Teraz wektory parametrów θ  oraz losowo 
zmiennych wielkości ω (2.83) są wartościami R-, L-wymiarowych zmiennych loso-
wych – odpowiednio – θ  i .ω  Istotna różnica pomiędzy tymi wektorami polega na 
tym, że z chwilą wylosowania obiektu do badań wektor parametrów θ  jest stały, na-
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tomiast wektor ω zmienia się w sposób losowy. Dalej zakładamy, że znane są funkcje 
gęstości rozkładów prawdopodobieństwa zmiennych losowych θ  oraz .ω  W odróż-
nieniu od rozważań z punktu 2.2.2, na mierzoną wartość wyjścia nakładają się zakłó-
cenia opisane zależnością (2.20) i w kolejnych pomiarach zakłócenia zn są niezależ-
nymi wartościami ciągłej zmiennej losowej z  o znanej funkcji gęstości rozkładu 
prawdopodobieństwa ( ).zf z  Zbiór wartości wyjść obiektu ,,,2,1, Nnyn K=  należy 
traktować jako zbiór niezależnych wartości warunkowej zmiennej losowej ,y  pod 

warunkiem, że zmienna losowa θ  przyjęła wartość θ, a wartość składowych wektora 
na wejściu wynosi un. Funkcję gęstości rozkładu prawdopodobieństwa ( )uyf y ;θ

,2,1n K=

 wy-

znaczamy według wzoru (2.97). Zaobserwowany zbiór wartości  
jest zbiorem wartości warunkowej zmiennej losowej 

,,, Nwn

,w  pod warunkiem, że zmienna 
losowa θ  przyjęła wartość θ, a wartość składowych wektora wejść wynosi un. Jest ona 
wynikiem przekształcenia warunkowej zmiennej losowej y  pod warunkiem, że 

zmienna losowa θ  przyjęła wartość θ, oraz zmiennej z  zgodnie z zależnością (2.20). 
Funkcję gęstości rozkładu prawdopodobieństwa ( )uwfw ;θ  wyznaczamy tak jak 

( ,;, uwfw )θ  z tym że w zależności (2.111) w miejsce  funkcji gęstości ( )u;yf y ,θ  

wstawiamy  funkcję gęstości warunkowej ( ),;uyf y θ  czyli 

 ( ) ( )( ) ( ) ,;,; 1 dyJuyfwyhfuwf yzzw θθ ∫ −=
Y

  (2.115) 

a po uwzględnieniu równania (2.97) mamy 

 ( ) ( )( ) ( )( ),,,; 11 JJyuFfwyhfuwf hFzzw θθ ωω
−−∫=

Y

.dy   (2.116) 

( )NN UYf ;θ′Ostatecznie funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa a posteriori  
jest dana zależnością 

       ( )
( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )
.

θh

h

ddyJ

dyJ

,,,

,,,

;

1

11

1

11

∫ ∏ ∫

∏ ∫

=

−−

=

−−

=′

Θ
ωωθ

ωωθ

θθ

θθ

θ N

n
Fnnzz

N

n
Fnnzz

NN

JyuFfwyhff

JyuFfwyhff

UWf

Y

Y

)

  (2.117) 

Wyznaczenie oszacowania sprowadza się do wyznaczenia takiej wartości 
 dla której ryzyko warunkowe ( ,,ˆ

NNNN YUΨθ =

     ( ) ( )[ ] ( )( ) ( ) θ∫ ′===
Θθ

θθθθθθ dUYfYUΨLUYLUY NNNNNNNN ;,,;,E;,
df

r   (2.118) 
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przyjmuje wartość minimalną względem θ  ze zbioru dopuszczalnego  tj. ,Θ

 ( ) ( ) ( ).;,min;,ˆ:,ˆ
NNΘNNNNNNN UYrUYrYUΨ θθθ

θ∈
==   (2.119) 

2.3. Zadanie wyboru optymalnego modelu  
w warunkach deterministycznych 

Obecnie skupimy się na przypadku, gdy proponowany opis (model) różni się od 
badanej rzeczywistości. Różne mogą być tego przyczyny. Jedna z nich to fakt, że 
analiza zjawisk fizykochemicznych nie prowadzi do określenia charakterystyki 
statycznej obiektu identyfikacji. Postać charakterystyki statycznej nie jest znana. 
Twórca modelu, posiłkując się wynikami wstępnych danych pomiarowych, narzuca 
pewien opis, arbitralnie wybierając klasę modeli. W innym przypadku analiza zja-
wisk może prowadzić do nieliniowego opisu, a taki może być nieużyteczny. Do 
dalszych zastosowań należy opis uprościć, wówczas, pomimo znajomości charakte-
rystyki statycznej obiektu, poszukujemy uproszczonego, przybliżonego modelu.  
W przypadku znajomości charakterystyki statycznej obiektu wyznaczenie uprosz-
czonego modelu prowadzi do zadania aproksymacji. Gdy charakterystyka statyczna 
obiektu nie jest znana, ale w zamian dysponujemy wynikami pomiarów wejścia  
i wyjścia obiektu, zadanie sprowadza się do najlepszego przybliżenia wyników 
pomiarów modelem z zadanej klasy modeli. Mówimy wówczas o zadaniu wyboru 
optymalnego modelu [14]. 

W tym miejscu należy skomentować sformułowanie „twórca modelu narzuca  pe-
wien opis”. Za tym sformułowaniem kryje się metodyka wyboru klasy modeli spośród 
szerokiej gamy uniwersalnych funkcji aproksymujących [1, 8, 29], popartych doborem 
struktury modelu. 

Zanim sformułujemy zadanie wyboru optymalnego modelu przytoczymy zadanie 
aproksymacji. Jest ono bardzo podobne do zadania wyboru optymalnego modelu, z tą 
różnicą, że w zadaniu aproksymacji charakterystyka statyczna obiektu jest znana,  
a w zadaniu identyfikacji dysponujemy tylko pomiarami wartości wejścia i wyjścia 
obiektu, czyli wybranymi punktami charakterystyki statycznej. 

2.3.1. Aproksymacja charakterystyki statycznej 

Teraz rozważymy przypadek, kiedy charakterystyka statyczna obiektu jest znana  
i ma postać  

 ( )uFy = ,  (2.120) 

gdzie: u – wektor wejść obiektu,  U – przestrzeń wejść, y – wektor 
wyjść obiektu,  Y – przestrzeń wyjść. 

,Su RU ⊆∈

,Ly RY ⊆∈
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Charakterystykę (2.120) proponuje się aproksymować charakterystyką 

 ( ),,θuΦy =   (2.121) 

gdzie: Φ jest przyjętą przez twórcę modelu funkcją opisującą zależność wektora wyjść 
modelu y  od wektora wejść u, natomiast θ jest wektorem parametrów modelu (rys. 
2.14).  
 

 
 

Rys. 2.14. Charakterystyka statyczna F(u), funkcja aproksymująca Φ (u,a),  
funkcja wagi jakości przybliżenia gu(u) dla jednowymiarowego obiektu (L = S = 1) 

 
Wektory u, y  i θ  są elementami – odpowiednio – przestrzeni wejść U, wyjść Y  

oraz parametrów  czyli:  ,Θ ,Su RU ⊆∈ Ly RY ⊆∈  oraz  Często 
funkcja  jest nazywana funkcją aproksymowaną, a funkcja 

.RΘ R⊆∈θ
( )uF ( )θΦ ,u  – funkcją 

aproksymującą. Dalej zakładamy, że aproksymacji dokonujemy w pewnym podzbio-

y  

yy,  
( )uFy =

u

y  

( )θΦ ,uy =

uD

( )ugu  

u  

uD
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rze  przestrzeni wejść, tj.  Na zbiorze  jest określona funkcja 
wagi jakości przybliżenia  Funkcja ta nadaje wagę jakości przybliżenia w po-
szczególnych punktach zbioru  (rys. 2.14). W celu porównania funkcji aproksy-
mowanej z funkcją aproksymującą, dla każdego punktu zbioru  określamy miarę 
różnicy pomiędzy wartościami funkcji w tym punkcie, czyli 

uD .S
u RUD ⊆⊆

( ).u

uD

uD∈

uD
gu

u∀

uD

( ) ( ) ( )( ),,,, θuΦuFqyyq =   (2.122)   

gdzie q jest funkcją, której wartość jest oceną różnicy pomiędzy wartością funkcji 
aproksymowanej  a wartością funkcji aproksymującej ( )uF ( )θΦ ,u  w każdym punk-
cie zbioru   .uD

Funkcja q może być dowolną funkcją spełniającą własności funkcji miary. Przy-
kładowe funkcje q mają postać: 

 ( ) ( )∑
=

−=
L

l

ll yyy
1

2)()(,yq   (2.123) 

lub 

 ( ) ,,y
1

)()(∑
=

−=
L

l

ll yyyq   (2.124) 

a dla obiektów jednowyjściowych ocena (2.123), (2.124) ma postać, odpowiednio: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ,2,, 2 θuΦuFyyyq −=−y=  (2.125) 

( ) ( ) ( ),, θuΦuFyyyyq −=−= .   (2.126) 

( )Jako miarę jakości przybliżenia funkcji F(u) funkcją θ,uΦ  w zbiorze  wpro-
wadzamy miarę w przestrzeni funkcyjnej, określonej na zbiorze   

uD

uD

 ( ) ( ) ( ) .,
u

uΦuFQ Dθθ −=   (2.127) 

Przykładowe funkcje ( )θQ  mają postać: 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )duuguΦuFqQ u

u

∫=
D

θθ ,,   (2.128) 

lub 
 ( ) ( ) ( )( ) ( ){ }.,,max uguΦuFqQ uu u

θθ
D∈

=   (2.129) 

Funkcja  jest miarą jakości przybliżenia, zależy od parametrów Q θ  i umożliwia 
wybór najlepszego przybliżenia. Funkcja ( )θQ  stanowi kryterium wyboru optymalnej 

 



Rozdział 2 84

funkcji aproksymującej, a konkretnie jej parametrów. Problem wyznaczenia optymalnej 
funkcji aproksymującej, z danej klasy funkcji, sprowadza się do rozwiązania następują-
cego zadania optymalizacji: wyznaczyć taką wartość wektora parametrów  dla której 
miara jakości przybliżenia 

,*θ
( )θQ  przyjmuje wartość minimalną względem θ  ze zbioru 

dopuszczalnego  tj. ,Θ

 ( ) ( ),min: ** θθ
θ

QQ
Θ∈

=   (2.130) θ

gdzie: θ 
* jest optymalną wartością wektora parametrów funkcji aproksymującej,  

a funkcja (2.121) z optymalnymi parametrami θ 
*, tj.  

 ( ),, *θuΦy =   (2.131) 

jest optymalną funkcją aproksymującą z danej klasy funkcji. 
Dla obiektów jednowymiarowych (L = S = 1), po przyjęciu konkretnej postaci 

miary różnicy pomiędzy funkcją aproksymowaną i aproksymującą (2.122), wartości 
kryterium ( )θQ  można nadać interpretację geometryczną. I tak, dla ( yy, )q  postaci 
(2.126) i kryterium (2.128), tj. 

( ) ( ) ( ) ( ) ,, duuguΦuF u

u

∫ −
D

θQ =θ   (2.132) 

w przypadku stałej funkcji wagi jakości przybliżenia ( )ugu , miarą różnicy pomiędzy 
funkcją aproksymowaną a funkcją aproksymującą jest pole powierzchni pomiędzy 

 i ( )uF ( )θΦ ,u  nad zbiorem  Dla dowolnej funkcji .uD ( )ugu  pole to jest modyfiko-
wane zgodnie z zależnością (2.132). W tym przypadku wybór optymalnych parame-
trów funkcji aproksymującej sprowadza się do minimalizacji zmodyfikowanego przez 

 pola powierzchni pomiędzy (ugu ) ( )uF  i ( )θΦ ,u  nad zbiorem  Dla .uD ( )θQ  postaci 

(2.129) i ( )yyq ,  (2.126), tj. 

( ) ( ) ( ){ } ,,max uguΦuF( )Q θ =   (2.133) uu u
θ−

∈D

oceną jakości przybliżenia jest największa różnica pomiędzy ( )uF  i ( )θ,uΦ  w zbio-
rze  skorygowana wartością funkcji wagi ,uD ( ),ugu  a wybór optymalnej charaktery-
styki sprowadza się do minimalizacji – skorygowanej funkcją wagi  – najwięk-
szej różnicy pomiędzy funkcją aproksymowaną i aproksymującą. 

( )ugu

Ze względu na liczne zastosowania jednym z ważniejszych przypadków dla obiek-
tów o jednowymiarowym wyjściu ( )1=L  jest funkcja aproksymująca postaci 

 ( ) ( ),, uuΦy Tϕθθ ==   (2.134) 
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gdzie:  jest transpozycją R-wymiarowego wektora parametrów Tθ ,θ  natomiast 

 ( )

( )
( )

( )⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

u

u
u

u

Rϕ

ϕ
ϕ

ϕ
M

2

1

df
  (2.135) 

jest R-wymiarowym wektorem funkcji, stanowiącym jądro przybliżenia.  
 

 
 

Rys. 2.15. Aproksymacja charakterystyki statycznej 
 
Odpowiedni dobór funkcji ( ) ( ) ( )uuu Rϕϕϕ ,,, 21 K  prowadzi do różnych funkcji 

aproksymujących. Po przyjęciu  

   (2.136) ( )
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

−1

1

Ru

u
u

M
ϕ

otrzymujemy aproksymację za pomocą wielomianów.  
Przyjmujemy kryterium jakości przybliżenia (2.128) postaci 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ., 2 duuguΦuFQ u

u

∫ −=
D

θθ   (2.137) 

Po podstawieniu do (2.137) funkcji aproksymującej postaci (2.134) otrzymujemy 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) .
2

duuguuFQ u
T

u

∫ −=
D

ϕθθ   (2.138) 

Jest to tak zwany przypadek liniowo-kwadratowy, w którym funkcja aproksymują-
ca postaci (2.134) jest liniowa względem wektora parametrów, a w kryterium (2.138) 
ocena jakości przybliżenia jest kwadratem różnicy pomiędzy funkcją aproksymującą  
i aproksymowaną.  

( )uF  
u  

y

( )θQ  
∗θ  

y( )θΦ ,u  
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Optymalny wektor parametrów θ 
* funkcji aproksymującej spełnia układ równań 

   (2.139) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ,2grad *
Ru

T duuguuuFQ
u

0=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−−= ∫ ϕϕθθ

θ D

gdzie 0R  jest R-wymiarowym wektorem zerowym.  
Po rozwiązaniu powyższego układu względem  otrzymujemy algorytm *θ

   (2.140) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

1

* duuguuFduuguu uu
T

uu

ϕϕϕθ ∫∫
−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

DD

Zwróćmy uwagę na postać macierzy ( ) ( ) ( )duuguu u
T

u

ϕϕ∫
D

 w równaniu (2.140) po 

podstawieniu (2.135), czyli 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
⎥
⎥
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⎥
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⎦
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⎢
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⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
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∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

∫

duuguuduuguuduuguu

duuguuduuguuduuguu

duuguuduuguuduuguu

duuguu

uRRuRuR

uRuu

uRuu

u
T

uuu

uuu

uuu

u

ϕϕϕϕϕϕ

ϕϕϕϕϕϕ

ϕϕϕϕϕϕ

ϕϕ

DDD

DDD

DDD

D

L

MOMM

L

L

21

22212

12111

.  (2.141) 

W algorytmie (2.140) należy wyznaczyć odwrotność macierzy (2.141). Operacja 
ta ulega znacznemu uproszczeniu po odpowiednim doborze funkcji jądra przybliże-
nia ( ).uϕ   

Przyjmujemy, że zbiór funkcji ( ) ( ) ( ){ }uuu Rϕϕϕ ,,, 21 …  tworzy układ ortonormal-
ny, czyli spełnia warunek 

   (2.142) ( ) ( ) ( ) ,,,2,1,,
dla0
dla1

Rji
ji
ji

duuguu uji

u

K=
⎩
⎨
⎧

≠
=

=∫ ϕϕ
D

wówczas  (2.141) jest macierzą jednostkową, a algorytm aprok-

symacji (2.140) przyjmuje postać 

( ) ( ) ( )duuguu u
T

u

ϕϕ∫
D

 ( ) ( ) ( ) .* duuguuF u

u

ϕθ ∫=
D

  (2.143) 
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Przykład 2.6. Charakterystykę statyczną obiektu ( ) 2uuFy ==  należy przybliżyć 

funkcją ( ) ( ) ,, )2()1( uuuΦy T θθϕθθ +===  w której: , , w prze-

dziale D  z funkcją wagi w postaci 

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

u
u

1
ϕ θ ⎥

⎦
⎢
⎣

= )2(θ
θ ⎤⎡ )1(

{ }10: ≤≤∈= uu Ru

( ) [ ]
[ ].1,0dla0

1,0dla

⎩
⎨
⎧

∉
∈

=
u
uu

ugu  

 

 
 

Rys. 2.16. Przykład aproksymacji charakterystyki statycznej 
 
 

W rozpatrywanym przypadku kryterium jakości przybliżenia (2.138) ma postać 
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równanie (2.139) 
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Po prostych przekształceniach algebraicznych otrzymujemy 
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a po obliczeniu odpowiednich całek mamy 
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Optymalna funkcja aproksymująca z klasy )2()1( θθ += uy  ma postać: 
3,02,1 −= uy  (rys. 2.16). 
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2.3.2. Zadanie wyboru optymalnego modelu  
na podstawie ciągu niezakłóconych obserwacji 

Teraz rozważymy przypadek, kiedy dokładna charakterystyka statyczna obiektu 
 istnieje i ma postać (2.120), ale nie jest znana. W zamian dysponujemy wyni-

kami eksperymentu, w którym dla zadanej serii wejść ze zbioru  zmierzono, bez 
zakłóceń, wartość składowych wektora wyjść badanego obiektu (rys. 2.17).  

( )uF

uD

 
yy,  

 
Rys. 2.17. Badanie nieznanej charakterystyki statycznej jednowymiarowego obiektu  

identyfikacji (L = S = 1) 
 
W wyniku eksperymentu dla zadanej serii identyfikującej, o zadanej długości N, 

dokonano pomiaru wartości składowych wektora wyjść. Wyniki przedstawiono  
w macierzach: 

 [ ] [ ]NNNN yyyYuuuU LL 2121 , == ,  (2.149) 

których kolumnami są – odpowiednio – kolejne pomiary wejścia i wyjścia obiektu. 
Twórca modelu proponuje przybliżyć wyniki pomiarów funkcją ),( θΦ u  (2.121). 

Sytuacja jest analogiczna do opisanej w punkcie 2.3.1, z tą różnicą, że zamiast pełnej 
znajomości charakterystyki statycznej ( )uF  w zbiorze  dysponujemy serią pomia-
rów w wybranych punktach tego zbioru, czyli serią: 

uD
( ) .,, NnuF nn ,,2,1 Kynu ==  

W celu porównania wyników pomiarów charakterystyki statycznej badanego 
obiektu z proponowanym modelem, dla każdego punktu pomiarowego określamy 
miarę różnicy pomiędzy wartością wyjścia obiektu i wartością wyjścia wyznaczoną  
z modelu, czyli 

ny  

( )uFy =

u  

ny  

( )θΦ ,uy =  

1u 2u nu Nu… …
uD
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  Nn ,,2,1 K=∀ ( ) ( )( ) .,,, θnnnn uΦyqyyq =   (2.150) 

gdzie q (analogicznie do (2.122)) jest funkcją, której wartość ocenia różnicę pomiędzy 
zmierzonymi wartościami składowych wektora wyjść obiektu a wartościami składo-
wych wektora wyjść modelu ,ny  wyznaczonymi dla wektora wejść un, czyli 

( ).,θΦ nn uy =   
Jako miarę oceny jakości przybliżenia wyników pomiarów wartości składowych 

wektora wyjść obiektu zebranych w macierzy YN dla zadanej serii identyfikującej UN  
z wartościami składowych wektora wyjść modelu zawartych w macierzy ( ),θNY  wy-
znaczonych dla zadanej serii identyfikującej UN, wprowadzamy  

 ( ) ( ) ,
NUNNN YYQ θθ −=   (2.151) 

gdzie 

 ( ) ( ) ( ) ( )[ .,,, 21

df
θθθθ NN uΦuΦuΦY L= ]   (2.152) 

Jest to kryterium jakości przybliżenia, często zwanym kryterium jakości identyfikacji. 
Przykładowe funkcje ( )θNQ  (analogiczne do (2.128), (2.129)) mają postać, odpowiednio: 

 ( ) ( ) ((∑∑
==

==
N

n
nn

N

n
nnN uΦyqyyqQ

11

,,, θθ ))   (2.153) 

lub 
 ( ) ( ){ } ( )( ){ }.,,max,max

11
θθ nnNnnnNnN uΦyqyyqQ

≤≤≤≤
==   (2.154) 

Zwróćmy uwagę, że w kryteriach (2.153) i (2.154) brak jest funkcji wagi jakości 
przybliżenia ( ),ugu  która występuje w (2.128) i (2.129). Funkcja ta może być 
uwzględniona poprzez odpowiednią organizację eksperymentu, a konkretnie – seria 
identyfikująca powinna być generowana zgodnie z funkcją wagi ( ).ugu   

Bardzo często stosowaną oceną różnicy pomiędzy wektorem wyjść badanego obiektu 
a wektorem wyjść modelu jest wartość funkcji ( )nn yyq ,  postaci (2.123). Przy tej postaci 
funkcji ( nn yyq , )  kryterium (2.153) zwane jest kwadratowym wskaźnikiem jakości iden-
tyfikacji. Wyznaczenie optymalnych modeli z wykorzystaniem wskaźnika jakości identy-
fikacji (2.153) z oceną różnicy pomiędzy wyjściem obiektu i modelu postaci (2.123) 
zwane jest metodą najmniejszych kwadratów. W tym miejscu zwróćmy uwagę na różni-
cę pomiędzy zadaniem estymacji parametrów obiektu z wykorzystaniem metody naj-
mniejszych kwadratów (omówioną w punkcie 2.2.1) a zadaniem wyboru optymalnego 
modelu z kryterium kwadratowym. W pierwszym przypadku mówimy o znajomości 
charakterystyki statycznej z dokładnością do wektora parametrów. Różnica pomiędzy 
mierzoną wartością składowych wektora wyjść obiektu a faktyczną wartością składo-
wych wektora wyjść wynika z zakłóceń pomiarowych (rys. 2.5). W drugim przypadku 
charakterystyka statyczna obiektu nie jest znana. Różnica pomiędzy bezbłędnie mierzoną 
wartością składowych wektora wyjść obiektu a wartością wyznaczoną z modelu wynika 

 



Podstawowe zadania identyfikacji obiektów statycznych 91 

z nieznajomości charakterystyki statycznej (rys. 2.17). Pomimo że w obu przypadkach 
otrzymujemy podobne algorytmy identyfikacji, różna jest ich interpretacja. W pierwszym 
przypadku otrzymujemy oszacowania wektorów parametrów charakterystyk statycznych, 
które mają fizyczną interpretację. W drugim przypadku, tj. zastosowania kryterium kwa-
dratowego do wyboru optymalnego modelu, uzyskujemy wektor optymalnych parame-
trów, który nie ma fizycznych interpretacji. Jedyne porównanie, jakiego możemy ocze-
kiwać, to odniesienie wyniku identyfikacji do zadania aproksymacji. 

W przypadku obiektów jednowymiarowych ( ),1== SL  po przyjęciu konkretnej 
postaci miary różnicy pomiędzy wyjściem obiektu i modelu (2.150), wartości kryte-
rium ( )θNQ  można nadać interpretację geometryczną. I tak, dla funkcji ( )nn yyq ,  
postaci (2.126) i kryterium (2.153), tj. 

 ( ) ( ) ,,
11
∑∑
==

−=−=
N

n
nn

N

n
nnN uΦyyyQ θθ   (2.155) 

miarą różnicy pomiędzy zaobserwowanym zbiorem wartości wyjść obiektu YN a zbio-
rem wartości wyjść modelu ,NY  dla zadanej serii identyfikującej UN, jest suma różnic 
pomiędzy wyjściem obiektu i modelu, czyli suma odcinków o długości nn yy − , a dla 
kryterium (2.154), tj. 
 ( ) { } ( ){ },,maxmax

11
θΦθ nnNnnnNnN uyyyQ −=−=

≤≤≤≤
  (2.156) 

jest to największa zaobserwowana różnica pomiędzy wartością wyjścia obiektu a obli-
czoną wartością wyjścia modelu, czyli najdłuższym odcinkiem nn yy − . Funkcja 

( )θNQ  stanowi kryterium wyboru optymalnego modelu, a konkretnie kryterium wy-
boru jego parametrów.  

 

 
Rys. 2.18. Zadanie wyboru optymalnego modelu 

 
Problem wyznaczenia optymalnego modelu sprowadza się do rozwiązania następu-

jącego zadania optymalizacji: wyznaczyć taką wartość wektora parametrów , dla 
której miara jakości przybliżenia 

*
Nθ

( )θNQ  przyjmuje wartość minimalną po θ  ze zbioru 
dopuszczalnego Θ, tj. 

obiekt  
identyfikacji 

nu ny 

( )θNQ  
∗
Nθ

ny
( )θ,uΦ  

 



Rozdział 2 92

 ( ) ( ),min: ** θθθ
θ NΘNNN QQ
∈

=   (2.157) 

gdzie  jest optymalną wartością wektora parametrów modelu, a funkcja (2.121)  
z parametrami  tj. 

*
Nθ

,*
Nθ

 ( ),, *
NuΦy θ=   (2.158) 

jest nazywana modelem optymalnym z danej klasy modeli. 
Należy podkreślić, że model (2.158) jest optymalny dla: 

 uzyskanych wyników pomiarów (2.149), 
 przyjętej klasy modeli (2.121), 
 przyjętego kryterium (2.150) i (2.151). 

Znaczy to, że zmiana dowolnego z wyżej wymienionych elementów daje inny, nie-
porównywalny model. Pozostają pytania: Jaka jest relacja pomiędzy optymalnym mode-
lem (2.158), uzyskanym na podstawie ciągu obserwacji, a optymalną funkcją aproksy-
mującą (2.131), wyznaczoną przy pełnej znajomości charakterystyki statycznej obiektu? 
Czy po zwiększeniu liczby punktów pomiarowych uzyskamy lepsze przybliżenie ? 
W świetle powyższych uwag zwiększenie liczby pomiarów da inny, a nie lepszy model. 
O porównaniu modeli (2.158) i (2.131) można mówić jedynie wówczas, gdy ekspery-
ment zostanie odpowiednio zaplanowany. Dobierając odpowiednią serię identyfikującą, 
generowaną zgodnie z funkcją wagi jakości przybliżenia 

*θ

( ),ugu  można badać relację 
pomiędzy  (2.157) i  (2.130). Można pokazać, że jeśli seria identyfikująca UN jest 
generowana zgodnie z funkcją wagi jakości przybliżenia 

*
Nθ

*θ
( ),ugu

θ

θ

 to przy zwiększającej 
się liczbie pomiarów N optymalna wartość wektora parametrów  wyznaczona przy 
kryterium (2.153), jest zbieżna do wartości wektora parametrów  (2.130) optymalnej 
funkcji aproksymującej (2.131) przy kryterium (2.128). 

,*
N
*

 
Przykład 2.7. Rozważmy obiekt o jednym wyjściu ( ),1=L  w przypadku którego 

dla zadanej serii identyfikującej UN zebrano wyniki pomiarów YN. Do opracowania wy-
ników zaproponowano model liniowy względem parametrów postaci (2.134). Przyjęto 
kryterium kwadratowe, tj. w kryterium (2.153) zastosowano funkcję q postaci (2.125). 
Jest to tak zwany przypadek liniowo-kwadratowy. W tym przykładzie kryterium jako-
ści modelu przyjmuje postać 

 ( ) ( ) ( )( .
1

2

1

2 ∑∑
==

−=−=
N

n
n

T
n

N

n
nnN uyyyQ ϕθθ )   (2.159) 

Przyrównanie gradientu kryterium (2.159) względem θ  do R-wymiarowego wek-
tora zerowego  daje układ równań ( )R0

   (2.160) ( ) ( )( ) ( ) ,2grad
1

*
Rn

N

n
n

T
NnN uuyQ 0=−−= ∑

=

ϕϕθθ
θ
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z którego wyznaczamy wektor parametrów optymalnego modelu 

   (2.161) ( ) ( ) ( ).
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Dla szczególnego przypadku (rys. 2.19) przy jednowymiarowym wejściu  
oraz po przyjęciu 

( )1=S
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θ

model (2.134) ma postać 
 ( ) ,)2()1( uuy T θθϕθ +==   (2.163) 
a jego optymalne parametry można wyznaczyć za pomocą wzoru 
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Rys. 2.19. Zestaw pomiarów i model liniowy 
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2.3.3. Zadanie wyboru optymalnego modelu  
z wykorzystaniem sieci neuronowej 

Jednym z często stosowanych opisów jest model (2.121) w postaci sieci neurono-
wej [60, 63, 82, 136]. Do modelowania charakterystyk statycznych stosowany jest 
opis w postaci wielowarstwowej jednokierunkowej sieci neuronowej. Sieci te są popu-
larnymi, uniwersalnymi „aproksymatorami”. Dobór struktury sieci, czyli liczby 
warstw oraz liczby neuronów w warstwie, stanowi odrębny problem. Zauważmy, że 
sieć z jedną warstwą ukrytą daje szeroką klasę modeli.  Na rysunku 2.20 zapropono-
wano schemat J-warstwowej sieci dla obiektu statycznego z S-wymiarowym wejściem 
u oraz L-wymiarowym wyjściem y.  

 

 
 

Rys. 2.20. Wielowarstwowa jednokierunkowa sieć neuronowa 
 
W j-tej warstwie znajduje się Ij elementów zwanych neuronami. Oznaczymy przez 

Eij i-ty neuron w j-tej warstwie, i = 1, 2, …, Ij,  j = 1, 2, …, J. Na rysunku 2.21 przed-
stawiono schemat neuronu Eij.  

Dla elementu Eij z wejściami 
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oraz wyjściem ( )i
jμ  proponujemy opis postaci 
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gdzie:  jest zestawem współczynników wagowych, a ( ) ,,,1,0, 1−= j
s

ij Is Kθ ijφ  funkcją 
aktywacji.  

 

 Rys. 2.21. Neuron Eij

 
Po oznaczeniu przez  
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  (2.167)  

gdzie  oraz zdefiniowaniu wektora współczynników wagowych ( ) ,10
1 =−jμ
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model (2.165) neuronu Eij możemy przedstawić w zwartej postaci 

 ( ) ( ) .1 ij
T
jij

i
j θμφμ −=   (2.169) 

Zestawienie neuronów Eij, i = 1, 2, …, Ij, daje j-tą warstwę. Zakładamy, że wejścia 
każdego neuronu w j-tej warstwie są takie same i określone przez (2.165). W konse-
kwencji opis j-tej warstwy przyjmuje postać 
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gdzie jφ  jest wektorem funkcji charakteryzującej j-tą warstwę z wejściami 1−jμ  oraz 
macierzą parametrów 

 [ ]
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

.

111
21

11
2

1
1

00
2

0
1

21

df

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

==

−−− j
j

jj

j

j

j

I
jI

I
j

I
j

jIjj

jIjj

jIjjj

θθθ

θθθ

θθθ

θθθθ

L

MOMM

L

L

L   (2.171) 

Połączenie kolejnych warstw daje sieć neuronową, której rekurencyjny opis przyj-
muje postać 
 ( ) .,,2,1,,1 Jjjjjj K== − θμφμ   (2.172) 

W sieciach tych należy wyróżnić warstwę wejściową ( ),1=j  warstwy ukryte 
 oraz warstwę wyjściową ( 1...,,3,2 −= Jj ) ( )Jj = . Powracając do zadania modelowa-

nia charakterystyki statycznej (2.121) za pomocą sieci neuronowej, przyjmujemy, że 
wejściami warstwy pierwszej są wejścia obiektu, czyli u=0μ  oraz ,S0I =  a zatem 

 ( ) ( ).,, 111011 θφθμφμ u==   (2.173) 

Dla warstw ukrytych obowiązuje rekurencyjna zależność 

 ( ) .1,,3,2,,1 −== − Jjjjjj Kθμφμ   (2.174) 

Wyjścia warstwy J-tej są wyjściami modelu, tj. yJ =μ  oraz ,LI J =  czyli 

 ( ).,1 JJJJy θμφμ −==   (2.175) 

Złożenie (2.173), (2.174) oraz (2.175) daje charakterystykę (2.121) postaci 
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gdzie θ  jest zestawem parametrów złożonych z macierzy (2.171) parametrów kolej-
nych warstw, czyli 

   (2.177) { .,,, 21

df

Jθθθθ K= }

Wyznaczenie optymalnych parametrów modelu postaci (2.176) jest zwane „ucze-
niem sieci”. Problem ten, dla zadanej serii identyfikującej wraz z wynikami ekspery-
mentu (2.149), sprowadza się do rozwiązania zadania optymalizacji (2.157), w którym  
w kryterium jakości przybliżenia (2.151) w miejsce ( ),,θΦ nu  n = 1, 2, ..., N, wstawi-
my model postaci (2.176). Ze względu na złożoną postać modelu (2.176) oraz różne 
kryteria (2.151) z reguły natrafimy na problem analitycznego wyznaczenia rozwiąza-
nia optymalnego, dlatego też do rozwiązania (2.157) są stosowane numeryczne meto-
dy optymalizacji [47, 85]. Zastosowanie różnych metod daje liczne, znane w literatu-
rze [63, 82, 136], algorytmy uczenia. Tutaj ograniczymy się do przytoczenia tzw. 
algorytmu wstecznej propagacji błędu. Konstrukcja tego algorytmu jest oparta na me-
todzie gradientu prostego. Przyjmuje się kwadratowy wskaźnik jakości przybliżenia, 
czyli w kryterium (2.153) ocena różnicy pomiędzy zmierzoną wartością wyjścia 
obiektu a wartością wyjścia modelu dla zadanego wejścia ma postać (2.123). Wskaź-
nik (2.151)  
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Korzystając z numerycznej metody optymalizacji do rozwiązania zadania (2.157)  
z kryterium (2.178), w kolejnych krokach algorytmu optymalizacji otrzymujemy ciąg 
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kach są przybliżeniem optymalnych wartości parametrów  modelu (2.176), czyli 
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gdzie nη  jest parametrem procedury optymalizacji, zwanym współczynnikiem ucze-
nia, natomiast 
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jest n-tym składnikiem sumy (2.178), który odpowiada n-temu wynikowi pomiarów, a 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ),,
df

θε n
ll

n
l

n
l

n
l

n uΦyyy −=−= Ll ,,2,1 K=   (2.181) 

jest różnicą pomiędzy wyjściem l-tym obiektu a odpowiednim wyjściem sieci.  
Po zróżniczkowaniu wyrażenia (2.180) względem poszczególnych parametrów,  

z uwzględnieniem modelu neuronu (2.166), otrzymujemy 
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gdzie  a  są wartościami wejść w j-tej warstwie,  
w n-tym takcie procedury uczenia 

( ) ,10
,1 =− njμ ( )

1,1 ,,2,1, −− = j
s

nj Is Kμ

   (2.183) ( )

( )

( ) ( ) 1,,2,1dla

dla

~~1

1
,1,1

df

K−−=

=

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

∑
+

=
++ JJj

Jj

jI

p

i
npj

p
nj

i
n

i
jn

θδ

ε
ε

oraz 

 ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )s

nij
s

ij

i
j

i
jiji

jn
i

jn d
d

,
~~

df )(

θθ
κ
κφ

εδ
=

= ,  (2.184) 

gdzie  
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Ostatecznie, po podstawieniu powyższego do (2.178), algorytm wstecznej propa-
gacji błędów przyjmuje postać 
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Zwróćmy uwagę na dwie fazy działania algorytmu, zaczynającego się od podania na 
wejście sieci n-tego wzorca uczącego (n-tego elementu z serii identyfikującej). Zostaje 
on przetworzony w kolejnych warstwach sieci według wzorów (2.173)–(2.175), co za-
pisano w zwartej postaci (2.176). W wyniku tych obliczeń, dla n-tego elementu z serii 
identyfikującej, otrzymujemy wartości wyjść kolejnych warstw sieci włącznie z ostat-
nią warstwą. Teraz, znając wartość składowych wektora wyjść obliczonych z modelu 
(2.176), tj. wartości wyjść z ostatniej warstwy sieci, obliczamy według (2.181) błąd 
odpowiadający n-temu pomiarowi wartości składowych wyjścia. Wykorzystując regu-
łę delta (2.185), z uwzględnieniem (2.183) i (2.184), możemy zmodyfikować wagi 
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neuronów ostatniej warstwy. Zauważmy, że ze względu na rekurencyjną zależność 
(2.176), która jest konsekwencją zależności (2.173)–(2.175), minimalizowana funkcja 
(2.180) zależy nie tylko od wartości wag ostatniej warstwy, ale także od wartości wag 
ukrytych. Dlatego też błąd warstwy wyjściowej propagowany jest wstecz (od warstwy 
wyjściowej do warstwy wejściowej), co pokazuje druga część wzoru (2.183). Teraz, 
wykorzystując regułę delta (2.185), z uwzględnieniem (2.184), możemy zmodyfiko-
wać wagi neuronów warstw ukrytych.  

Ze stosowaniem sieci neuronowych wiąże się wiele dodatkowych problemów po-
dejmowanych w pracach [74, 75, 136], które nie są tutaj omawiane. Należą do nich: 
wybór struktury sieci, wybór początkowych wartości wag, który ma istotny wpływ na 
uzyskanie rozwiązania optymalnego, oraz dobór współczynnika uczenia nη , który jest 
związany z zapewnieniem zbieżności przedstawionej procedury.  

2.4. Zadanie wyboru optymalnego modelu  
w warunkach losowych 

W tym podrozdziale rozważymy przypadek, w którym zarówno wektor wejść, jak 
i wektor wyjść są wartościami zmiennych losowych. Są dwie zasadnicze przyczyny 
losowości. Pierwsza z nich tkwi w obiekcie. Podając wielokrotnie tę samą wartość 
un na wejście obiektu,  na wyjściu otrzymujemy różne losowe wartości yn. Jest tak 
wtedy, gdy w badanym obiekcie pewne wielkości niemierzalne ω zmieniają się  
w sposób losowy (rys. 2.22).  

 

 
Rys. 2.22. Obiekt identyfikacji z losowo zmienną  

niemierzalną wielkością ω 
 
W konsekwencji możemy przyjąć, że badany obiekt jest opisany rodziną charakte-

rystyk indeksowaną wielkością losową ω (rys. 2.23). Podając wartość un na wejście 
obiektu, na wyjściu otrzymujemy różne wartości yn z charakterystyki, w której losowa 
wielkość przyjęła wartość ωn. Opiszmy precyzyjnie aktualny obiekt identyfikacji. Dla 
badanego obiektu istnieje charakterystyka statyczna postaci 

 ( ).,ωuFy =   (2.186) 

Na obiekt działają pewne niemierzalne wielkości losowe ω z przestrzeni  
O losowo zmiennym wektorze ω zakładamy, że w n-tym pomiarze jest on równy ωn  

.LR⊆Ω

( )ω,uF  

ωn 

nu ny 
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i jest wartością L-wymiarowej zmiennej losowej ,ω  dla której istnieje funkcja gęsto-
ści rozkładu prawdopodobieństwa ( )ωωf . Dla ustalonego wejścia u na wyjściu obiek-
tu obserwujemy więc wartość L-wymiarowej zmiennej losowej ,y  która jest wyni-
kiem przekształcenia zmiennej losowej ω  zgodnie z (2.186), czyli 

 ( ).,ωuy = F   (2.187) 

 

 
Rys. 2.23. Charakterystyka statyczna jednowymiarowego obiektu identyfikacji  

(L = S = 1) z losowo zmienną, niemierzalną wielkością ω 
 
 
Przy założeniu, że funkcja F jest wzajemnie jednoznaczna względem ω i istnieje 

funkcja odwrotna względem ω, czyli  
 ( ),,1 yuF= ω
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możemy wyznaczyć warunkową gęstość rozkładu prawdopodobieństwa wyjścia ,y  
pod warunkiem, że wejście przyjęło określoną wartość ( ),uu =  czyli 

 ( ) ( )( ) ,,1
Fy JyuFfuyf −= ωω   (2.189) 

gdzie 

 ( ).,1

y
yuFJ F ∂

∂
=

−
ω   (2.190) 

Można osłabić założenia dotyczące wzajemnej jednoznaczności funkcji F wzglę-
dem ω. W tym celu należy podzielić zbiór Ω  na rozłączne podzbiory, w których 
funkcja F jest równowartościowa, i skorzystać z przekształcenia przedstawionego  
w Dodatku. 

W ten sposób pokazaliśmy, że występująca w obiekcie losowość może być opisana 
przez warunkową gęstość rozkładu prawdopodobieństwa wyjścia przy ustalonym wej-
ściu. W dalszej części będziemy zakładać, że opis (2.186) nie jest znany. Przedstawio-
ne rozważania mają na celu uzasadnienie przyczyn losowości w obiekcie identyfikacji. 

Druga możliwa przyczyna losowości to losowe wejście. Dalej założymy, że wejście 
jest wartością zmiennej losowej u  i istnieje funkcja gęstości rozkładu prawdopodobień-
stwa  określona na przestrzeni wejść obiektu (rys. 2.23).  ( )ufu

Podsumowując dotychczasowe rozważania, stwierdzamy, że wejścia u i wyjścia y 
są wartościami pary zmiennych losowych ( )yu, . Zmienne losowe przyjmują warto-

ści ze zbiorów wejść i wyjść obiektu, tj. u – wektor wejść obiektu   
U – przestrzeń wejść, y – wektor wyjść obiektu,  Y – przestrzeń wyjść. 
Istnieje łączny rozkład prawdopodobieństwa pary zmiennych losowych

,Su RU ⊆∈

,Ly RY ⊆∈
( )yu,  określo-

ny na  Funkcję gęstości rozkładu prawdopodobieństwa pary zmiennych lo-
sowych 

.YU ×
( )yu,  oznaczymy przez ( )yuf , . Warunkową funkcję gęstości rozkładu praw-

dopodobieństwa zmiennej losowej ,y  pod warunkiem, że zmienna losowa u  przyjmie 

wartość u, oznaczymy przez ( )uyf y , a funkcję brzegowego rozkładu prawdopodo-

bieństwa zmiennej losowej u  oznaczymy przez fu(u). 
Możliwe są dwa następujące przypadki: 
1. Funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa ( )yuf ,  lub funkcja gęstości 

warunkowego rozkładu prawdopodobieństwa wyjścia, pod warunkiem, że wej-
ście przyjęło określoną wartość ( )uyf y , oraz funkcja gęstości rozkładu prawdo-
podobieństwa wejścia  są znane. Przypadek ten nazwiemy „pełną informa-
cją probabilistyczną”. 

( )ufu

2. Rozkład prawdopodobieństwa pary zmiennych losowych ( )yu,  istnieje, ale nie 
jest znany. W zamian dysponujemy zbiorem obserwacji pary zmiennych loso-
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wych ( )yu, , czyli zbiorem: ( ) .,,2,1,, Nnyu nn K=  Przypadek ten nazwiemy 
„niepełną informacją probabilistyczną”. 

2.4.1. Pełna informacja probabilistyczna 

Rozważymy przypadek, w którym wektory wejść u i wyjść y obiektu identyfikacji 
są wartościami pary S-, L-wymiarowych zmiennych losowych ( )yu, . Zmienne losowe 
przyjmują wartości ze zbiorów wejść i wyjść obiektu, tj. u – wektor wejść obiektu 

 U – przestrzeń wejść, y – wektor wyjść obiektu,  Y – 
przestrzeń wyjść. Znana jest funkcja gęstości łącznego rozkładu prawdopodobieństwa 

 pary zmiennych losowych 

,Su RU ⊆∈

( )yuf ,

,Ly RY ⊆∈

( )yu, , określona na ,YU ×  lub funkcja gęstości 

warunkowego rozkładu prawdopodobieństwa wyjścia ( )uyf y , określona na Y  dla każ-
dego ustalonego  oraz funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa wejścia 

 określona na U, bowiem 
,U∈u

( )ufu

 ( ) ( ) ( )., ufuyfyuf uy=   (2.191) 

Zaproponujemy dwa zadania wyboru optymalnego modelu. 
 
Model nieparametryczny 
W pierwszym przypadku do opisu badanego obiektu zaproponujemy model postaci 

 ( ),uΦy =   (2.192) 

gdzie Φ jest nieznaną funkcją, opisującą zależność wyjścia modelu y  od wejścia  
u obiektu. Wektory u oraz y  są elementami – odpowiednio – przestrzeni wejść – U  
oraz wyjść modelu Y, czyli:  a ,Su RU ⊆∈ .Ly RY ⊆∈  Jest to tak zwany przypa-
dek nieparametryczny.  

Podobnie jak w punkcie 2.3.1, należy wprowadzić ocenę różnicy pomiędzy ba-
danym wyjściem obiektu a wyjściem proponowanego modelu. Biorąc pod uwagę 
losowy charakter badanego obiektu, adekwatną oceną modelu będzie wartość 
oczekiwana oceny różnicy pomiędzy wyjściem obiektu i proponowanego modelu, 
czyli 

 ( ) ( )( )[ ] ( )( ) ( ) ,,,,E
,

dudyyufuΦyquΦyqΦQ
yu ∫ ∫==

U Y

  (2.193) 

gdzie wartość funkcji q jest oceną różnicy pomiędzy wyjściem obiektu i modelu dla 
ustalonego  i jest zdefiniowana tak, jak w podrozdziale 2.3 (2.122).  U∈u

Funkcjonał (2.193) jest miarą jakości przybliżenia i zależy od postaci funkcji Φ. 
Funkcjonał ( )ΦQ  stanowi kryterium wyboru modelu, a konkretnie kryterium wyboru 
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funkcji opisującej zależność pomiędzy wejściem obiektu i wyjściem modelu. Problem 
wyznaczenia optymalnego modelu sprowadza się do rozwiązania następującego zada-
nia optymalizacji: wyznaczyć taką funkcję  dla której miara jakości przybliżenia ,*Φ
( )ΦQ  (2.193) przyjmuje wartość minimalną względem  tj. ,Φ

 ( ) ( ),: ** ΦQΦQΦ   (2.194) min
Φ

=

gdzie *Φ  jest optymalną postacią funkcji, natomiast  

)(* u Φy =   (2.195) 
jest optymalnym modelem.  

Po uwzględnieniu zależności (2.191) w (2.193) otrzymujemy 

           ( ) ( )( )[ ] ( )( ) ( ) ( ) .,,EE duufdyuyuΦuuuΦyqΦQ u
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⎡
== f yyq∫ ∫⎢⎢⎣

⎡

U Y

   (2.196) 

Korzystając z postaci (2.196) kryterium wyboru optymalnego modelu, zauważmy, 
że zadanie (2.194) – optymalizacji funkcjonału po funkcjach Φ  – możemy zastąpić 
zadaniem optymalizacji fragmentu funkcjonału (2.196) – warunkowej wartości ocze-
kiwanej przy ustalonym u, względem wartości funkcji ( )u .Φ  Przyjmujemy oznaczenie 

 ( )( ) ( )( )[ ] ( ) (( ) ) .,,E ∫== dyuyfyquuΦyquΦQ yyu =
Y

u uΦ   (2.197) 

Obecnie problem wyznaczenia optymalnego modelu sprowadza się do następują-
cego zadania optymalizacji: dla ustalonego u należy wyznaczyć optymalną wartość 
funkcji  dla której ( ),* uΦ ( )( uQu )Φ  (2.197) przyjmuje wartość minimalną względem 
wartości funkcji ( ),uΦ  czyli 

 ( ) (( )) ( )
( )

( ) .: ** QuΦQuΦ uuu min
Φ

= uΦ   (2.198) 

Analityczny wynik rozwiązania zadania (2.198) uzyskamy dla kryterium kwadra-
towego, czyli po przyjęciu  
 ( ) ( ) ( ), yyyyyyq T −−= ,   (2.199) 

kryterium (2.197) ma postać 

( )( ) ( )( ) ( )( )[ ] ( )( () ( )( ) ) ,E ∫ −−==−−=
Y

dyuyfuΦuΦyuuuΦyuΦyu y
T

y
yTΦQu   (2.200) 

a optymalny model (2.195) 

 ( ) [ ] ( )uy .E* dyfyuuyuΦy
y

∫====
Y

  (2.201) 
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Zależność (2.201) nazywamy regresją pierwszego rodzaju (rys. 2.24). 
 

u

yy,

 
Rys. 2.24. Funkcje regresji dla jednowymiarowego obiektu (L = S = 1) 

 
Przykład 2.8. Rozważymy przypadek, w którym wejścia u i wyjścia y obiektu 

identyfikacji są wartościami pary zmiennych losowych ( )yu, . Zmienne losowe przyj-
mują wartości – odpowiednio – z S- oraz L-wymiarowych przestrzeni liczb rzeczywi-
stych, tj.  .  Para zmiennych losowych ma L+S-wymiarowy rozkład 
normalny, a funkcja gęstości łącznego rozkładu prawdopodobieństwa pary zmiennych 
losowych 

,Su R∈ Ly R∈

( )yu,  ma postać 
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gdzie: mu oraz my są wartościami oczekiwanymi zmiennych losowych – odpowiednio 
– u oraz y , natomiast Σ  jest macierzą kowariancji postaci 
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( )∗= θΦ ,uy  

[ ]uuyuy
y

=== ∗ ΕΦ  
y  

( )uyf y |

[ ]uuy
y

′=Ε  

( )ufu  

u
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 ,   (2.203) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

yyyu

uyuu

ΣΣ
ΣΣ

Σ

gdzie: uuΣ  jest macierzą kowariancji wektora zmiennej losowej u, yyΣ  jest macierzą 
kowariancji wektora zmiennej losowej ,y  uyΣ  jest macierzą kowariancji wektorów 
zmiennych losowych u oraz ,y  a yuΣ  jest macierzą kowariancji wektorów zmiennych 
losowych y  oraz u.  

W tym przypadku warunkowy rozkład prawdopodobieństwa zmiennej losowej y  
pod warunkiem, że zmienna losowa u przyjęła wartość u, jest L-wymiarowym rozkła-
dem normalnym, a funkcja gęstości warunkowego rozkładu prawdopodobieństwa 
wyjścia dla ustalonego wejścia ( )uyf y  ma postać 

 ( ) ( ) ( ) ( ,
2
1expπ2 12

1
1

2 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −Σ−−Σ= −−−

uyuy
T

uyuy

L
mymyuyf )   (2.204) 

gdzie macierz kowariancji uyΣ  wyraża się zależnością [79] 

 ,1
uyuuyuyyuy ΣΣΣΣΣ −−=   (2.205) 

a wartość oczekiwana uym  ma postać 

 ( ).1
uuuyuyuy muΣΣmm −+= −   (2.206) 

W konsekwencji otrzymamy optymalny model (2.201) 

 [ ] ( ),E)( 1*
uuuyuyuy

y
muΣΣmmuuyuΦy −+===== −   (2.207) 

który po prostych przekształceniach algebraicznych przyjmuje postać 

 ( ) ,* bAuuΦy +==   (2.208) 

gdzie: macierz A o wymiarach SL×  dana jest zależnością 

   (2.209) ,1−= uuyuΣΣA
a wektor b 
   (2.210) .1

uuuyuy mΣΣmb −−=

Przykładem tym pokazaliśmy, że jeżeli para zmiennych losowych ( )yu, , opisują-
cych wejście i wyjście obiektu, ma rozkład normalny, to optymalny model ma postać 
(2.208). 
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Model parametryczny 
W drugim przypadku, w zadaniu wyboru modelu, do opisu badanego obiektu pro-

ponujemy model parametryczny postaci 

 ( )θΦ ,uy = ,  (2.211) 

gdzie: Φ jest zaproponowaną funkcją opisującą zależność wyjścia modelu y  od wej-
ścia u, natomiast θ jest wektorem parametrów modelu. Wielkości u, y  i θ  są elemen-
tami – odpowiednio – przestrzeni wejść U, wyjść modelu Y oraz parametrów  czy-
li:  

,Θ
,Su RU ⊆∈ Ly RY ⊆∈  oraz   .RΘ R⊆∈θ

Podobnie jak w podrozdziale 2.3, należy wprowadzić ocenę różnicy pomiędzy 
wyjściem badanego obiektu a wyjściem proponowanego modelu. Tak jak w przypad-
ku nieparametrycznym (2.193), uwzględniając losowy charakter badanego obiektu, do 
oceny modelu wyznaczymy wartość oczekiwaną oceny różnicy pomiędzy wyjściem 
obiektu i proponowanego modelu, czyli 

 ( ) ( )( )[ ] ( )( ) ( ) .,,,,,E
,

dudyyufuyquyqQ
yu ∫ ∫==

U Y

θΦθΦθ   (2.212) 

Funkcja ( )θQ  (2.212) jest miarą jakości przybliżenia i zależy od wartości składo-
wych wektora parametrów θ. Funkcja ( )θQ  stanowi kryterium wyboru optymalnego 
modelu, a konkretnie wyboru optymalnych wartości składowych wektora parametrów 
θ  w funkcji (2.211), opisującej zależność pomiędzy wejściem obiektu i wyjściem 
modelu. Wyznaczenie optymalnego modelu sprowadza się do rozwiązania następują-
cego zadania optymalizacji: wyznaczyć taką wartość składowych wektora parametrów 

 dla której miara jakości przybliżenia ,*θ ( )θQ  (2.212) przyjmuje wartość minimalną 
względem ,Θθ ∈  tj. 
 ( ) ( ),min: ** θθθ

Θθ
Q

∈
=   (2.213) 

gdzie  jest optymalną wartością składowych wektora parametrów modelu, a funkcja  *θ

 ( )*,θΦ uy =   (2.214) 

jest optymalnym modelem parametrycznym z danej klasy modeli.  
Często stosowana funkcja q w kryterium (2.212) ma postać (2.199), wówczas mó-

wimy o kryterium kwadratowym, a model (2.214) z optymalnym wektorem parame-
trów  wyznaczonym dla tej postaci funkcji q, nazywany jest regresją drugiego 
rodzaju (rys. 2.24).  

,*θ

Zbadajmy relacje pomiędzy modelem (2.195) a (2.214) dla kryterium kwadratowe-
go, tj. zależność pomiędzy regresją pierwszego i drugiego rodzaju.  

Nie zmniejszając ogólności rozważań, w tym miejscu ograniczymy się do jedno-
wymiarowego wyjścia (  wówczas kryterium (2.212) z (2.190) przyjmuje postać  ),1=L
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 ( ) ( )( )[ ] ( )( ) ( ) .,,,E 22

,
dudyyufuyuyQ

yu
∫ ∫ −=−=
U Y

θΦθΦθ   (2.215) 

Po uwzględnieniu (2.191) otrzymujemy  

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) .,
2** dudyufuyfuuuyQ uy∫ ∫ −+−=

U Y

θΦΦΦθ   (2.216) 

Po podniesieniu do kwadratu wyrażenia pod całką otrzymujemy 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) .,

,2

2*

**

2*

dudyufuyfuu

duufdyuyfuuuy

dudyufuyfuyQ

uy

uy

uy

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

−+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−−−

−=

U Y

U Y

U Y

θΦΦ

θΦΦΦ

Φθ

  (2.217) 

Biorąc pod uwagę (2.201), widzimy, że drugi składnik sumy (2.217) przyjmuje 
wartość równą zeru. W konsekwencji, uwzględniając (2.191) w pierwszym składniku 
oraz całkując względem y w składniku drugim, otrzymujemy 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )∫∫ ∫ −+−=
UU Y

.,,
2*2* duufuududyyufuyQ uθΦΦΦθ   (2.218) 

Zwróćmy uwagę, że pierwszy składnik sumy (2.218) odpowiadający optymalnej 
wartości funkcjonału (2.193) dla modelu (2.201) jest wartością stałą. Ostatecznie roz-
wiązanie zadania (2.213) sprowadza się do minimalizacji względem θ ∈ Θ drugiego 
składnika sumy (2.218), stąd wynika wniosek: Funkcja regresji drugiego rodzaju 
( )*,θΦ u  jest optymalnym przybliżeniem funkcji regresji pierwszego rodzaju  

przy kwadratowym wskaźniku jakości z funkcją wagi jakości przybliżenia . 
( )u*Φ

)(ufu

2.4.2. Niepełna informacja probabilistyczna 

Teraz zajmiemy się przypadkiem, gdy rozkład prawdopodobieństwa pary zmien-
nych losowych ( )yu,  istnieje, ale nie jest znany. W zamian dysponujemy zbiorem 

 ( ) ,,,2,1,, Nnyu nn K=   (2.219) 

pomiarów wartości składowych wektorów wejścia i wyjścia obiektu (rys. 2.25). Za-
kładamy, że wyniki pomiarów są niezależnymi wartościami pary zmiennych losowych 
( )yu, .  
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Rys. 2.25. Pomiary wejścia i wyjścia jednowymiarowego obiektu (L = S = 1) 

 
Zebrane, w wyniku eksperymentu, dane pomiarowe umożliwiają zastosowanie jed-

nego z dwóch następujących podejść, tj. wykorzystanie empirycznych oszacowań 
wartości oczekiwanych (2.197) oraz (2.212) lub wykorzystanie empirycznych rozkła-
dów prawdopodobieństwa. 

 
Empiryczne oszacowania wskaźników jakości 
Przystępując do empirycznego oszacowania wskaźnika jakości (2.197), zauważmy, 

że jest on warunkową wartością oczekiwaną dla ustalonego wejścia u. Empiryczne 
oszacowanie warunkowej wartości oczekiwanej wymaga odpowiedniej organizacji eks-
perymentu, tj. dla ustalonego wejścia  należy powtórzyć pomiar wartości składowych 
wyjścia obiektu ynm. W konsekwencji otrzymujemy następujące wyniki pomiarów: 

nu

 ( ) ,,,2,1,,,2,1,, NnMmyu nnmn KK ==   (2.220) 

gdzie: Mn jest liczbą powtórzeń pomiarów wyjścia dla ustalonego wejścia un, N  – liczbą 

różnych wartości składowych wektora wejść, a ∑
=

=
N

n
nMN

1

 – liczbą wszystkich pomiarów.  

( )ufu  

u

u

y

nu

ny

 

 

 

 

y

( )uyf y |
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Empiryczne oszacowanie wskaźnika (2.197) dla ustalonego un na podstawie Mn 
powtórzonych pomiarów wyjścia ma postać 

   (2.221) ( )( ) (( .,
1
∑
=

=
n

n

M

m
nnmnuM uyquQ ΦΦ ))

Optymalną wartość  oszacowania wartości funkcji (2.195) dla ustalonego 

un wyznaczamy w wyniku minimalizacji (2.221) względem wartości funkcji 

( )nM u
n

*Φ

( )nuΦ , 
czyli 

 ( ) ( )( )
( )

( )( ).min: **
nuMunMuMnM uQuQu

n
n

nnn
ΦΦΦ

Φ
=   (2.222) 

Powtarzając zadanie (2.222) dla różnych wartości un, otrzymamy ciąg oszacowań 
, ( )nM u

n

*Φ .,,2,1 Nn K=  W szczególnym przypadku, przyjmując kwadratowy wskaź-
nik postaci (2.199), otrzymamy oczywisty wynik 

 ,,,2,1,1

1
∑
=

==
nM

m
nm

n
n Nny

M
y K   (2.223) 

który jest oszacowaniem regresji pierwszego rodzaju. 
Empiryczne oszacowanie wskaźnika (2.212) nie wymaga specjalnej organizacji 

eksperymentu. Oszacowanie to, wyznaczone na podstawie zbioru N pomiarów 
(2.219), ma postać 

 ( ) ( )( ,,1

1
∑
=

=
N

n
nnN uyq

N
Q θΦθ )   (2.224) 

a na podstawie pomiarów (2.220) 

 ( ) ( )( ).,,1

1 1
∑∑
= =

=
N

n

M

m
nnmN

n

uyq
N

Q θΦθ   (2.225) 

Optymalną wartość wektora parametrów modelu  wyznaczamy, minimalizując 
empiryczną wartość oczekiwaną (2.224) lub (2.225) względem 

*
Nθ

,Θθ ∈  czyli 

 ( ) ( ).min: ** θθθ
Θθ NNNN QQ

∈
=   (2.226) 

Empiryczne oszacowania gęstości rozkładów prawdopodobieństwa 
Kolejne podejście sprowadza się do zastąpienia gęstości rozkładu prawdopodo-

bieństwa zmiennych losowych ( )yu,  estymatorami uzyskanymi na podstawie zbioru 
pomiarów (2.219). Wyróżnimy dwa następujące przypadki nieznajomości gęstości 
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rozkładu prawdopodobieństwa. Pierwszy to taki, kiedy znana jest postać funkcji gę-
stości rozkładu prawdopodobieństwa zmiennych losowych ( )yu, , nie są natomiast 
znane parametry tego rozkładu. W drugim przypadku zakładamy, że nie jest znana 
postać funkcji gęstości rozkładu prawdopodobieństwa zmiennych losowych ( )yu,   
i korzystamy z estymatorów nieparametrycznych.  

W pierwszym przypadku zakładamy, że funkcja gęstości rozkładu prawdopodo-
bieństwa pary zmiennych losowych ( )yu,  ma postać 

 ( ) ( ),,,, αα yufyuf =   (2.227) 

gdzie:  jest znaną funkcją, natomiast αf A∈α  jest wektorem nieznanych parame-
trów, a warunkową funkcję gęstości rozkładu prawdopodobieństwa wyjścia przy usta-
lonym wejściu wyznaczamy z zależności 

 ( ) ( )
( )

.
,,
,,

∫
=

Y

dyyuf
yufuyf y
α
α

α

α   (2.228) 

W tym przypadku, na podstawie pomiarów (2.219), oszacowanie wartości wektora 
parametrów α  otrzymamy metodą maksymalnej wiarogodności. Funkcja wiarogod-
ności ma postać 

   (2.229) ( ) ( .,,,,
1
∏
=

=
N

n
nnNNN yufYUL αα α )

)Oszacowanie ( NNNN YU ,ˆ Ψα =
A

 wektora parametrów rozkładu uzyskamy w wyni-
ku maksymalizacji względem ∈α  funkcji wiarogodności (2.229), czyli 

 ( ) ( ) ( ).,,maxˆ,,:,ˆ ααΨα
α NNNNNNNNNNN YULYULYU

A∈
==   (2.230) 

Po podstawieniu do (2.227) oraz (2.228) oszacowania Nα̂  w miejsce α  możemy 
wyznaczyć odpowiednie wskaźniki zdefiniowane w punkcie 2.4.1. W wyniku podsta-
wienia w kryterium (2.198) funkcji gęstości (2.228) z parametrami Nα̂  otrzymujemy 

 ( )( ) ( )( ) ( )
( )

.
ˆ,,

ˆ,,,ˆ,ˆ ∫ ∫
=

Y
Y

dy
dyyuf

yufuyquQ
N

N
Nu N α

αΦαΦ
α

α
α   (2.231) 

Wskaźnik (2.231) zależy od .ˆNα  Optymalny model uzyskamy w wyniku minima-
lizacji wyrażenia (2.231) względem ( ),uΦ  czyli 

 ( ) ( )( )
( )

( )( ).ˆ,minˆ,ˆ,:ˆ, ˆ
*
ˆˆ

*
ˆ NuuNNuN uQuQuy

NNNN
αΦααΦαΦ αΦααα ==   (2.232) 
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Po przyjęciu kwadratowego wskaźnika jakości (2.199) otrzymamy regresję pierw-
szego rodzaju postaci 

 ( ) ( )
( )

.
ˆ,,

ˆ,,ˆ,*
ˆ ∫ ∫

==
Y

Y

dy
dyyuf

yufyuy
N

N
NN α

ααΦ
α

α
α   (2.233) 

Podobnie dla kryterium (2.212), po podstawieniu funkcji gęstości rozkładu praw-
dopodobieństwa (2.227) z parametrami ,ˆNα  otrzymujemy 

 ( ) ( )( ) ( ) .ˆ,,,,ˆ,ˆ dudyyufuyqQ NNN
αθΦαθ αα ∫ ∫=

U Y

  (2.234) 

Teraz optymalne wartości wektora parametrów modelu  zależą od wektora pa-

rametrów funkcji gęstości rozkładu prawdopodobieństwa 

*
ˆNαθ

.ˆNα  Wartość wektora  
uzyskamy w wyniku minimalizacji względem 

*
ˆNαθ

Θθ ∈  wyrażenia (2.234), czyli 

 ( ) ( ).ˆ,minˆ,: ˆ
*
ˆˆ

*
ˆ NN NNNN

QQ αθαθθ αΘθααα ∈
=   (2.235) 

Kolejny przypadek to taki, w którym rozkład prawdopodobieństwa istnieje, ale nie 
jest znany. Możemy wówczas skorzystać z nieparametrycznych estymatorów gęstości 
rozkładów prawdopodobieństwa [51].  

W dalszych rozważaniach skorzystamy z estymatora Parzena. Istota estymatora Pa-
rzena jest następująca:  

Dla P-wymiarowej zmiennej losowej x  istnieje funkcja gęstości rozkładu prawdo-
podobieństwa ( )xf x , ale nie jest znana. Dysponujemy zbiorem N niezależnych obser-
wacji zmiennej losowej ,x  tj. 
 [ ] .21 NN Xxxx =L   (2.236) 

Estymator Parzena nieznanej gęstości ( )xfx  ma postać (rys. 2.26) 

 ( ) ( ) ( ) ,1;ˆ
1
∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

N

n

n
xPNxN Nh

xxK
NNh

Xxf   (2.237) 

gdzie  jest ciągiem liczbowym, spełniającym warunki: ( )Nh

 ( ) ( ) ( ) ,lim,0lim,0 ∞==>
∞→∞→

NhNhNh P

NN
  (2.238) 

natomiast  – jądro estymatora – jest funkcją mierzalną, określoną na P-wymiaro- 
wej przestrzeni obserwacji, która spełnia warunki: 

xK

 ( ) ( ) ( ) ( ) .0lim,,1,sup =∞<=∞<
∞→∈

∫∫ xKdxxKdxxKxK xxxxx
x XXX

  (2.239) 
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Rys. 2.26. Estymacja funkcji gęstości rozkładu prawdopodobieństwa (P = 1) 

 
 
Jako przykład ciągu ( )Nh  spełniającego warunki (2.238) można podać  

 ( ) ,α−= cNNh   (2.240) 

gdzie: c oraz α są liczbami rzeczywistymi spełniającymi warunki:  

 .10,0
P

c <<> α   (2.241) 

Jako przykłady funkcji  które spełniają warunki (2.239), można podać: ,xK

    ( ) ,
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1dla1

⎩
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x xxK   (2.242) 

Korzystając z estymatora Parzena, funkcję gęstości łącznego rozkładu prawdopo-
dobieństwa pary zmiennych losowych ( ),, yu  tj. funkcję ( ),, yuf  przybliżamy estyma-
torem  
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uSLNNN   (2.243) 

gdzie:  jest ciągiem liczbowym spełniającym warunki (2.238), natomiast  
oraz  są jądrami estymatora, skojarzonymi – odpowiednio – ze zmienną losową 

( )Nh
( )yK y

( )uKu

u  oraz ,y  spełniającymi warunki (2.239). 
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Podobnie funkcję gęstości rozkładu prawdopodobieństwa wejścia  przybli-
żamy estymatorem  

( )ufu
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uuK
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Uuf   (2.244) 

a estymator gęstości warunkowego rozkładu prawdopodobieństwa wyjścia ( )uyf y  
wyznaczamy  
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  (2.245) 

Po podstawieniu w kryterium (2.197) gęstości (2.245) otrzymujemy 

 ( )( ) ( )( ) ( ) .,;ˆ,,; ∫=
Y

dyYUuyfuyqYUuQ NNyNNNuN ΦΦ   (2.246) 

Zauważmy, że wskaźnik (2.246) zależy od wyników eksperymentu UN, YN, dlatego 
optymalny model, uzyskany w wyniku minimalizacji wyrażenia (2.246) względem 
( )uΦ , zależy od UN oraz YN, czyli 

   ( ) ( )( )
( )

( )( ).,,min,,,,,; **
NNuNuNNNNNuNNNN YUuQYUYUuQYUuy ΦΦΦ

Φ
=→=   (2.247) 

Po przyjęciu kwadratowego wskaźnika jakości (2.200) otrzymamy funkcję regresji 
pierwszego rodzaju postaci 
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Przy dodatkowym założeniu, że funkcja ( )yK y  jest symetryczna, , 
mamy 

( ) ( )yKyK yy −=
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a zatem funkcja regresji pierwszego rodzaju (2.248) upraszcza się do postaci 
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Podobnie dla kryterium (2.212), po podstawieniu gęstości (2.243) otrzymujemy  

 ( ) ( )( ) ( ) .,;,ˆ,,,; dudyYUyufuyqYUQ NNNNNN ∫ ∫=
U Y

θΦθ   (2.251) 

Teraz wskaźnik (2.251) zależy od wyników eksperymentu i optymalna wartość 
wektora parametrów modelu, którą uzyskamy po minimalizacji względem Θθ ∈  wy-
rażenia (2.251), zależy od UN oraz YN, czyli 

 ( ) ( ) ( ) ,,;min,;, **
NNNNNNNNNNN YUQYUQYU θθΨθ

Θθ∈
=→=   (2.252) 

gdzie ΨN  jest algorytmem identyfikacji. 



3. Identyfikacja obiektów złoŜonych przy ograniczonych  
moŜliwościach pomiarowych 

Identyfikacja statycznego systemu złoŜonego przy ograniczonych moŜliwościach 
pomiarowych dotyczy obiektu, w którym wyróŜniono elementy składowe. Znana jest 
struktura systemu, tj. znane są powiązania pomiędzy poszczególnymi elementami 
(1.19). Charakterystyki statyczne poszczególnych elementów (1.13) są znane z do-
kładnością do parametrów. Mamy zatem wejściowo-wyjściowy system złoŜony,  
w którym wyróŜniono M elementów ....,,, 21 MOOO  Niech  

 ( )mmmm uFy θ,=   (3.1) 

oznacza charakterystykę statyczną elementu Om o wektorach wejść um i wyjść ym, gdzie 
Fm jest znaną funkcją, a θm nieznanym wektorem parametrów charakterystyki m-tego 
elementu. Jest to idealny przypadek, gdy charakterystyka statyczna m-tego elementu 
naleŜy do klasy modeli. 

Wektor wejść i wyjść oraz wektor parametrów charakterystyki statycznej m-tego 
elementu są wektorami z odpowiednich przestrzeni, tj. 
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 (3.2) 

gdzie: Sm, Lm oraz Rm są – odpowiednio – wymiarami przestrzeni wejść, wyjść i para-
metrów, m = 1, 2, …, M.  

Przyjmujemy oznaczenie (1.15) 
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gdzie wektor wszystkich wejść u jest elementem przestrzeni 

 ,,
1

21 ∑
=

=⊆×××=
M

m
m

S
M SSRUUUU L   (3.4) 

a wektor wszystkich wyjść y jest elementem przestrzeni 

 .,
1

21 ∑
=

=⊆×××=
M

m
m

L
M LLRYYYY L   (3.5) 

Struktura systemu złoŜonego jest zadana równaniem 

 ,BxAyu +=   (3.6) 

w którym: x jest -
~
S wymiarowym wektorem wejść zewnętrznych UX ⊆∈x  oraz 

.
~
SRX ⊆  Macierz A jest LS× -wymiarową zero-jedynkową macierzą (1.20), która 

definiuje powiązania pomiędzy elementami systemu, natomiast zero-jedynkowa 

SS
~× -wymiarowa macierz B wskazuje wejścia zewnętrzne (1.21).  

W dalszych rozwaŜaniach zakładamy, Ŝe wszystkie wejścia zewnętrzne x oraz wy-
róŜnione wyjścia v są dostępne pomiarowo. WyróŜnione wyjścia v są wskazane przez 

macierz zero-jedynkową C (1.24), o wymiarze ,
~

LL ×  gdzie L
~

 jest liczbą wskaza-
nych, dostępnych wyjść spośród wszystkich L wyjść, tj. 

 ,Cyv =   (3.7) 
gdzie mierzone wyjścia  

 { } .,:
~
LyCvyvv RYV ⊆=∈∀=∈   (3.8) 

Struktura systemu złoŜonego, opisana zaleŜnością (3.6), wraz z sytuacją pomiarową 
daną zaleŜnością (3.7), określa nowy obiekt identyfikacji – system złoŜony jako całość  
z wejściem zewnętrznym x oraz wyróŜnionymi, pomiarowo dostępnymi wyjściami v.  

Pojawia się pytanie: Czy na podstawie danej sytuacji pomiarowej moŜliwe jest jed-
noznaczne wyznaczenie parametrów opisów poszczególnych elementów?  

Podane dalej przykłady ilustrują ograniczone moŜliwości pomiarowe.  
RozwaŜymy system złoŜony z dwóch szeregowo połączonych jednowymiarowych 

elementów (rys. 3.1).  
 

 

Rys. 3.1. Szeregowe połączenie dwóch elementów 
 

ZałoŜymy, Ŝe dostępne do pomiaru jest wejście zewnętrzne, którym jest wejście 
pierwszego elementu, oraz wyjście drugiego elementu, które jest wyjściem całego sys-
temu. W tym przypadku zaleŜność (3.6), która opisuje strukturę systemu, ma postać 

1O  2O  21 uy =  1u  2y  v  x  
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natomiast zaleŜność (3.7) 

 [ ] .10 2
2

1 y
y

y
v =








=   (3.10) 

Przykład 3.1. Charakterystyka statyczna pierwszego elementu ma postać 

 ,1
11
θuy =   (3.11) 

a drugiego 
 .222 uy θ=   (3.12) 

Po uwzględnieniu zaleŜności (3.9) oraz (3.10) charakterystyka statyczna systemu 
złoŜonego (1.31) przyjmuje postać 

 ,e 211 lnln
2

θθθθ +== xxv   (3.13) 

gdzie [ ]21 θθθ =T  jest wektorem nieznanych parametrów.  

W celu wyznaczenia wektora parametrów θ wykonano dwa pomiary ( ),2=N  przy 

załoŜeniach, Ŝe: 0,0 21 >> xx  oraz .21 xx ≠   
Z układu równań 
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otrzymujemy 
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� 
 

Przykład 3.2. ZałoŜymy, Ŝe oba elementy są liniowe, czyli 

 111 uy θ=   (3.16) 
oraz 
 .222 uy θ=   (3.17) 

Po uwzględnieniu (3.9) oraz (3.10) charakterystyka statyczna systemu złoŜonego 
(1.31) przyjmuje postać 
 ,21 xv θθ=   (3.18) 

gdzie [ ]21 θθθ =T  jest wektorem nieznanych parametrów. 
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W celu wyznaczenia wektora parametrów θ  wykonano dwa pomiary ( )2=N  przy 

załoŜeniu, Ŝe .021 ≠≠ xx   
Z układu równań 

 
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
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

221

121
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θθ

  (3.19) 

nie jest moŜliwe wyznaczenie wartości składowych wektora parametrów elementów 

systemu [ ].21 θθθ =T  MoŜliwe jest natomiast wyznaczenie iloczynu parametrów, tj. 

 .2,1,21 == n
x

v

n

nθθ   (3.20) 

� 

Podane przykłady skłaniają do dokładniejszego zbadania odpowiedzi na pytanie: Czy 
i kiedy na podstawie ograniczonych moŜliwości pomiarowych moŜna jednoznacznie 
wyznaczyć parametry charakterystyk statycznych poszczególnych elementów systemu 
złoŜonego? Pojawia się problem separowalności, tj. moŜliwości jednoznacznego wyzna-
czenia wartości parametrów charakterystyk poszczególnych elementów systemu złoŜo-
nego. Prowadzi to do tzw. problemu separowalności [25, 27]. 

3.1. Separowalność deterministyczna 

Zwróćmy uwagę, Ŝe struktura systemu oraz sytuacja pomiarowa określa nowy 
obiekt identyfikacji widziany jako całość systemu złoŜonego, z wektorem wejść ze-
wnętrznych x oraz wyróŜnionym, pomiarowo dostępnym, wektorem wyjść v. Przyj-
mujemy oznaczenie 
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  (3.21) 

gdzie θ  jest wektorem parametrów, złoŜonym z wektorów parametrów poszczegól-
nych elementów, tj. 
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Po podstawieniu w miejsce u w równaniu (3.21) zaleŜności (3.6) otrzymujemy 

 ( ).,θBxAyFy +=   (3.24) 

Rozwiązanie równania (3.24) względem y daje 

 ( ),,;, BAxFy y θ=   (3.25) 

przy załoŜeniu, Ŝe yF  istnieje. 

Po podstawieniu równania (3.25) do wzoru (3.7) otrzymujemy 

 ( ) ).,(,;,
df

θθ xFBAxFCv y ==   (3.26) 

ZaleŜność (3.26) jest charakterystyką statyczną systemu złoŜonego, z wektorem 
wejść zewnętrznych x i wyróŜnionym, pomiarowo dostępnym wektorem wyjść v.  

 
Przykład 3.3. RozwaŜymy system złoŜony z M elementów. Charakterystyka sta-

tyczna m-tego elementu (3.1) ma postać 

 ,mmm uy Ξ=  ,,,2,1 Mm K=   (3.27) 

gdzie mΞ  jest mm SL × macierzą parametrów, tj. 
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Dla rozpatrywanego przykładu zaleŜność (3.21) przyjmuje postać 
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  (3.29) 

a po przyjęciu oznaczenia 
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mamy 
 .uy Ξ=   (3.31) 
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Po podstawieniu zaleŜności (3.6) do równania (3.31) otrzymujemy 

 ( ),xByAy += Ξ   (3.32) 

a rozwikłanie (3.32) względem y daje 

 ( ) ,1 xBAIy ΞΞ −−=   (3.33) 

przy załoŜeniu, Ŝe ( )AI Ξ−  jest macierzą nieosobliwą.  
Ostatecznie charakterystyka statyczna systemu złoŜonego (3.26), z wektorem wejść 

zewnętrznych x i pomiarowo dostępnym wektorem wyjść v, przyjmuje postać 

 ( ) .1 xBAICv ΞΞ −−=   (3.34) 

Ten przykład pokazuje, Ŝe system złoŜony z elementów liniowych daje obiekt  
liniowy, tj. 

 ,
~

xv Ξ=   (3.35) 
gdzie  

 ( ) .
~ 1 BAIC ΞΞΞ −−=   (3.36) 

� 
 

ZauwaŜmy, Ŝe sytuacja pomiarowa, dana zaleŜnością (3.7), dla systemu złoŜonego 
o strukturze (3.6), z elementami o charakterystykach statycznych (3.1), określa nowy 

obiekt identyfikacji o wektorze wejść Sx
~

RX ⊆∈  i wektorze wyjść ,
~
Lv RV ⊆∈  

którego charakterystyka statyczna ma postać 

 ( ),,θxFv =   (3.37) 

gdzie θ  jest wektorem parametrów charakterystyki (3.37), a jego składowymi są wek-
tory parametrów charakterystyk statycznych poszczególnych elementów systemu zło-

Ŝonego (3.22), tj. RR⊆∈Θθ  (3.23). 
Teraz powraca pytanie: Jakie są moŜliwości jednoznacznego wyznaczenia parame-

trów charakterystyk statycznych poszczególnych elementów systemu złoŜonego przy 
ograniczonych moŜliwościach pomiarowych? Charakterystyka statyczna (3.37) obiektu 
o wektorze wejść zewnętrznych x i wektorze dostępnych do pomiaru wyjść v zaleŜy od 
wektora θ parametrów wszystkich charakterystyk elementów. Charakterystykę (3.37) 
otrzymujemy w wyniku przekształcenia (3.26). Przekształcenie to zaleŜy od struktury 
systemu, charakterystyk poszczególnych elementów oraz moŜliwości pomiarowych. 
W konsekwencji wektor parametrów θ  ulega pewnemu przekształceniu. 

Identyfikowalność obiektu z wejściami zewnętrznymi x oraz dostępnymi do po-
miaru wyjściami v nie zawsze jest równowaŜna moŜliwości wyznaczenia parametrów 
poszczególnych elementów. Często na podstawie ograniczonych moŜliwości pomia-
rowych moŜemy wyznaczyć parametry zastępcze, które są funkcją parametrów θ. Dla 
systemu złoŜonego pojawia się wtedy potrzeba wprowadzenia dodatkowego pojęcia 
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określającego moŜliwości wyznaczenia parametrów poszczególnych elementów, ana-
logicznego do pojęcia identyfikowalności obiektu. 

Nowo określony obiekt identyfikacji z charakterystyką statyczną (3.37) umoŜliwia 
wprowadzenie pojęcia separowalności systemu złoŜonego, która jest rozumiana jako 
moŜliwość jednoznacznego wyznaczenia parametrów charakterystyk statycznych po-
szczególnych elementów. 

 
Definicja 3.1. System złoŜony o zadanej strukturze z elementami o charakterysty-
kach statycznych, znanych z dokładnością do parametrów, nazywamy separowal-
nym, jeŜeli obiekt identyfikacji, określony przez strukturę systemu, jego elementy 
oraz sytuację pomiarową, jest identyfikowalny.  

Korzystając z definicji identyfikowalności (definicja 2.1), moŜemy stwierdzić, Ŝe 
system złoŜony o strukturze (3.6) z elementami o charakterystykach statycznych (3.1), 
przy dostępnych do pomiaru wyjściach wskazanych przez (3.7), jest separowalny, jeśli 
istnieje taka seria identyfikująca  

 [ ],21 NN xxxX L=   (3.38) 

która wraz z macierzą wyników pomiarów wartości składowych wektorów wyróŜnio-
nych wyjść  

 [ ]NN vvvV L21=   (3.39) 

jednoznacznie określa wartość składowych wektora parametrów charakterystyki 
obiektu (3.27). 

Innymi słowy – system złoŜony jest separowalny, jeŜeli istnieje taka seria identyfiku-
jąca XN, która wraz z macierzą wyników pomiarów wyjścia VN tworzy układ równań  

 ( ) ,,,2,1,, NnxFv nn K== θ   (3.40) 

dla którego istnieje jednoznaczne rozwiązanie względem θ.  
ZauwaŜmy, Ŝe ze względu na ograniczone moŜliwości pomiarowe, identyfikowal-

ność kaŜdego elementu z osobna nie daje identyfikowalności nowo określonego 
obiektu identyfikacji – systemu złoŜonego jako całości, tj. obiektu z wektorem wejść 
zewnętrznych x i wektorem wyjść v. 

Wektor parametrów θ  charakterystyki statycznej systemu złoŜonego (3.37) ulega 
pewnemu przekształceniu. Charakterystykę (3.26) moŜemy przedstawić w postaci 

,)
~

,(
~

),(),;,(
df

θθθ xFxFBAxFCv ===  a ostatecznie  

 ( ),~
,

~ θxFv =   (3.41) 

gdzie: wektor parametrów charakterystyki statycznej (3.41) θ~  dany jest zaleŜnością 

 ( ),~df

θΓθ =   (3.42) 
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a Γ  jest znaną funkcją, taką Ŝe ,
~

: ΘΘΓ →  ( ){ } ,
~

,:
~~ ~

RR⊆=∈∀= θΓθΘθθΘ  R
~

 jest 

wymiarowością wektora parametrów charakterystyki statycznej (3.41), F
~

 jest nato-

miast znaną funkcją taką, Ŝe .VX →×Θ~:
~
F  Funkcje F

~
 oraz Γ  zaleŜą od charakte-

rystyk statycznych poszczególnych elementów (3.1), struktury systemu (3.6) oraz 
sytuacji pomiarowej (3.7).  

Wracając do przykładów, charakterystykę statyczną (3.13) z przykładu 3.1 moŜe-
my przedstawić w postaci 

 ,ee 21211
~

lnln
~

lnln
2

θθθθθθ ++ === xxxv   (3.43) 
gdzie 

 ,
ln~

~
~

2

1

2

1








=








=

θ
θ

θ
θθ   (3.44) 

natomiast charakterystyka statyczna (3.18) z przykładu 3.2 ma postać 

 ,
~

21 xxv θθθ ==   (3.45) 
gdzie 

 .
~

21θθθ =   (3.46) 

ZaleŜności (3.44) oraz (3.46) przedstawiają przykładowe funkcje Γ, natomiast 

(3.43) oraz (3.45) – funkcje .
~
F  Podobnie zaleŜność (3.36) w przykładzie 3.3. Funkcja 

Γ  ma istotne znaczenie podczas badania separowalności systemu złoŜonego. Zgodnie 
z przyjętą definicją 3.1, system złoŜony z przykładu 3.1 jest separowalny, natomiast 
system z przykładu 3.2 nie jest separowalny.  

 
Twierdzenie 3.1. JeŜeli obiekt identyfikacji, określony przez system złoŜony  
o strukturze (3.6) z elementami o charakterystykach statycznych (3.1) oraz sytu-
ację pomiarową daną przez (3.7), ma charakterystykę statyczną (3.41), jest iden-
tyfikowalny oraz funkcja Γ (3.42) jest wzajemnie jednoznaczna względem θ, to 
system złoŜony jest separowalny. 
Dowód: PoniewaŜ obiekt identyfikacji o charakterystyce statycznej (3.41) jest 

identyfikowalny, istnieje taka seria identyfikująca (3.38), która wraz z macierzą wyni-
ków pomiarów wyróŜnionych wyjść (3.39) jednoznacznie określa parametry charakte-
rystyki statycznej (3.41). Innymi słowy – istnieje taka seria identyfikująca XN, która 
wraz z macierzą wyników pomiarów VN tworzy układ równań  

 ( ) ,,,2,1,
~

,
~

NnxFv nn K== θ   (3.47) 

dla którego istnieje jednoznaczne rozwiązanie względem .
~θ  Układ równań (3.47) 

moŜemy zapisać 

 [ ] ( ) ( ) ( )[ ].~
,

~~
,

~~
,

~
2121 θθθ NN xFxFxFvvv LL =   (3.48) 
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Po przyjęciu oznaczenia 

 ( ) ( ) ( )[ ] ( ),,
~

,
~

,
~

,
~ df

21 θθθθ NN XFxFxFxF =L   (3.49) 

układ równań (3.47) ma zwartą postać 

 ( ),~
,

~
θNN XFV =   (3.50) 

a jego rozwiązanie względem wektora parametrów θ~  daje algorytm identyfikacji, tj. 

 ( ) ( ),,
~

,
~~ df

1
NNNNN VXVXF Ψθ θ == −   (3.51) 

gdzie: 1
~−

θF  oznacza rozwiązanie równania (3.50) względem ,
~θ  natomiast NΨ~

 jest 
algorytmem identyfikacji.  

PoniewaŜ funkcja Γ jest wzajemnie jednoznaczna, z zaleŜności (3.42) moŜemy 
wyznaczyć θ, czyli 

 ( ),~1 θΓθ −=   (3.52) 

gdzie 1−Γ  jest funkcją odwrotną funkcji Γ  względem θ.  
Po uwzględnieniu algorytmu identyfikacji (3.51) w (3.52) otrzymujemy algorytm 

identyfikacji  

 ( )( ) ( )NNNNNN YXYX ,,
~1 ΨΨΓθ == −   (3.53) 

dla systemu złoŜonego z wejściami zewnętrznymi x oraz dostępnymi do pomiaru wyj-
ściami v i charakterystyką statyczną (3.26). Tym samym pokazano, Ŝe obiekt identyfi-
kacji, określony przez sytuację pomiarową daną (3.7) oraz system złoŜony o strukturze 
(3.6) z elementami o charakterystykach statycznych (3.1), jest identyfikowalny, a tym 
samym, zgodnie z definicją 3.1, system złoŜony jest separowalny. 

Q.E.D. 
 

Przykład 3.4. Problem dotyczy badań związanych z ochroną środowiska [139].  
W wybranych punktach terenu badane są zanieczyszczenia poprzez monitorowanie 
stęŜenia wybranych pierwiastków oraz związków chemicznych. Dalej wybrane, 
szkodliwe pierwiastki oraz związki chemiczne będziemy nazywać składnikami za-
nieczyszczeń. Zanieczyszczenia te są emitowane przez róŜne źródła, m.in. zakłady 
przemysłowe ulokowane w terenie. Wynik pomiaru jest sumą zanieczyszczeń pocho-
dzących z poszczególnych źródeł (rys. 3.2). Pojawia się pytanie: Jaka jest wielkość 
emisji poszczególnych źródeł?  

Dla przedstawionego problemu przyjmujemy następujący uproszczony opis 

 ,,,2,1,,,2,1,,,2,1,)()()( NnMmSsuy s
mn

s
m

s
mn KKK ==== θ   (3.54) 

gdzie: S oznacza liczbę monitorowanych składników zanieczyszczeń, M – liczbę źródeł 

zanieczyszczeń, N – liczbę punktów pomiarowych, )(s
mθ  – wielkość emisji s-tego skład-

nika zanieczyszczeń przez m-te źródło, )(s
mnu  – współczynnik propagacji s-tego składnika 
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zanieczyszczeń z m-tego źródła, który zaleŜy od połoŜenia źródła w stosunku do punktu 
pomiarowego, ukształtowania terenu, „róŜy wiatrów”, pogody itp. (zakładamy, Ŝe te 

wielkości charakterystyczne dla badanego terenu są znane), )(s
mny  – udział s-tego składni-

ka zanieczyszczeń emitowanego przez m-te źródło w n-tym punkcie pomiarowym.  
 

 
 

Rys. 3.2. Struktura systemu monitorowania zanieczyszczeń 
 
Pomiar wielkości udziału zanieczyszczeń pochodzących z poszczególnych źródeł 

nie jest moŜliwy. Wynik pomiaru jest sumą zanieczyszczeń pochodzących ze wszyst-
kich źródeł (rys. 3.2), a zatem 

 ,,,2,1,,,2,1,)(
0

1

)()(

1

)()( NnSsvxyv s
n

M

m

s
mn

s
m

M

m

s
mn

s
n KK ==+== ∑∑

==

θ   (3.55) 

gdzie: )(s
nv  oznacza stęŜenie s-tego składnika zanieczyszczeń w n-tym punkcie pomia-

rowym, )(
0
s
nv  – znane stałe tło s-tego składnika zanieczyszczeń w n-tym punkcie po-

miarowym, a )()( s
mn

s
mn ux =  – wejścia zewnętrzne systemu, które są współczynnikami 

propagacji. 
Ponownie pojawia się pytanie: Czy na podstawie tak określonych warunków pomia-

rowych moŜliwe jest jednoznaczne wyznaczenie wielkości emisji składników zanie-
czyszczeń przez poszczególne źródła? Odpowiedź na to pytanie zaleŜy od liczby punk-

tów pomiarowych. W układzie (3.55) mamy NS równań, a R = MS  niewiadomych .)(s
mθ  

Przy odpowiednio duŜej liczbie punktów pomiarowych, czyli N = M, moŜna zapewnić 
istnienie rozwiązania. Zwykle jednak, ze względu na koszty instalacji i utrzymania stacji 
monitorującej, liczba punktów pomiarowych jest znacznie mniejsza od liczby źródeł 

( ) ( )ss u11θ  

( ) ( )ss u22θ  

( ) ( )s
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M uθ  
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∑
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zanieczyszczeń, tj. N < M, a najczęściej w regionie mamy jedną stację monitorującą, 
czyli N = 1. W tym przypadku układ równań (3.55) nie ma jednoznacznego rozwiązania 
względem .θ  Obiekt określony przez system złoŜony oraz sytuację pomiarową nie jest 
identyfikowalny, czyli system złoŜony nie jest separowalny. W takiej sytuacji pomiaro-
wej nie moŜemy jednoznacznie wyznaczyć wielkości składników zanieczyszczeń emito-
wanych przez poszczególne źródła. Czy do końca jesteśmy bezradni?  

Bardzo często znana jest charakterystyka źródła zanieczyszczeń. Wiadomo, Ŝe 
emitowane zanieczyszczenia mają specyficzny skład i dla kaŜdego źródła znane są 
proporcje pomiędzy poszczególnymi składnikami zanieczyszczeń, czyli znana jest 
zaleŜność 

 ,,,2,1,:::::: )()2()1()()2()1( MmS
mmm

S
mmm KLL == θθθθθθ   (3.56) 

lub 

 ,,,2,1,,,2,1,

1

)(

)(

1

)(

)(

MmSs
S

s

s
m

s
m

S

s

s
m

s
m

KK ===

∑∑
==

θ

θ

θ

θ
  (3.57) 

w której: SsMmS
mmm ,,2,1,,,2,1,,,, )()2()1(

KKL ==θθθ  są znanymi wartościami.  
Ta dodatkowa informacja aprioryczna pozwala na jednoznaczne wyznaczenie 

wielkości emisji składników zanieczyszczeń, czyli na uzyskanie separowalności. Za-
leŜność (3.56) zawiera ( )MS 1−  równań i nawet przy jednym pomiarze (N = 1), wraz 
układem równań (3.55), istnieje jednoznaczne rozwiązanie, przy załoŜeniu, Ŝe liczba 
monitorowanych składników zanieczyszczeń jest równa liczbie źródeł, czyli S = M. 
Ogólnie liczba równań z układów (3.55) i (3.56) powinna zapewnić wyznaczenie MS 
parametrów, a zatem ( ) ( ) ,1 MSNSMS −+≤ co daje warunek  

 NSM ≤   (3.58) 

wiąŜący liczbę punktów pomiarowych z liczbą źródeł zanieczyszczeń i liczbą monito-
rowanych składników zanieczyszczeń pozwalających uzyskać separowalność rozpa-
trywanego systemu złoŜonego.  

� 
 

Podany przykład pokazuje, Ŝe dodatkowa informacja o badanym systemie pozwala 
uzyskać separowalność nawet wtedy, gdy sytuacja pomiarowa dla danego systemu 
złoŜonego czyni system nieseparowalnym. Precyzyjniej – gdy funkcja Γ w zaleŜności 

(3.42) nie jest wzajemnie jednoznaczna, a tak jest wówczas, gdy ,
~

RR <  dodatkowa 
informacja aprioryczna postaci 

 ( ),df
θΓθ =   (3.59) 

gdzie Γ  jest znaną funkcją, taką Ŝe ,: ΘΘΓ → ( ){ } ,,:
~
RR−⊆=∈∀= RθΓθΘθθΘ  

pozwala uzyskać separowalność systemu złoŜonego. 
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Wprowadzamy oznaczenie 

 
( )
( ) ( ).~~~ dfdf

θΓ
θΓ
θΓ

θ
θθ =








=








=   (3.60) 

 
Twierdzenie 3.2. JeŜeli obiekt identyfikacji, określony przez system złoŜony  
o strukturze (3.6) z elementami o charakterystykach statycznych (3.1) oraz sytuację 
pomiarową daną zaleŜnością (3.7), ma charakterystykę statyczną (3.41), jest iden-

tyfikowalny, a funkcja  Γ
~

 (3.60) jest wzajemnie jednoznaczna względem θ, to 
system złoŜony jest separowalny. 
Dowód: Podobnie jak w twierdzeniu 3.1, zauwaŜamy, Ŝe jeŜeli obiekt identyfikacji 

o charakterystyce statycznej (3.41) jest identyfikowalny, to istnieje taka seria identyfi-
kująca (3.38), która wraz z wynikami pomiarów (3.39) jednoznacznie określa parame-
try charakterystyki statycznej (3.41). Innymi słowy – istnieje algorytm identyfikacji 

(3.51) umoŜliwiający wyznaczenie wektora parametrów ,
~θ  czyli 

 ( ),,
~~

NNN VXΨθ =   (3.61) 

gdzie NΨ~
 jest algorytmem identyfikacji.  

PoniewaŜ funkcja Γ
~

 jest wzajemnie jednoznaczna, z zaleŜności (3.60) moŜemy 
wyznaczyć ,θ  czyli 

 ,
~~~~

11






















=





= −−

θ
θΓθΓθ   (3.62) 

gdzie 1
~−Γ  jest funkcją odwrotną .

~
Γ   

Po uwzględnieniu algorytmu identyfikacji (3.61) w (3.62) otrzymujemy algorytm 
identyfikacji  

 
( ) ( )θΨ

θ
ΨΓθ ,,

~,
~~ df

1
NNN

NNN VX
VX =






















= −   (3.63) 

dla obiektu identyfikacji z wejściami zewnętrznymi x, pomiarowo dostępnymi wyj-
ściami v i charakterystyką statyczną (3.26) oraz informacją aprioryczną (3.59). 
Tym samym pokazano, Ŝe obiekt określony przez sytuację pomiarową daną (3.7) 
oraz system złoŜony o strukturze (3.6), z elementami o charakterystykach statycz-
nych (3.1), jest identyfikowalny, a zatem – zgodnie z definicją 3.1 – system złoŜo-
ny jest separowalny. 

Q.E.D. 
 
W podsumowaniu naleŜy zwrócić uwagę na dwa przypadki separowalności syste-

mów złoŜonych. Pierwszy – w którym wyłącznie wyniki pomiarów zapewniają sepa-
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rowalność (twierdzenie 3.1), i drugi – w którym pomiary wraz z informacją apriorycz-
ną umoŜliwiają jednoznaczne określenie parametrów elementów charakterystyk sta-
tycznych systemu złoŜonego (twierdzenie 3.2). 

3.2. Separowalność probabilistyczna 

Teraz rozwaŜymy problem separowalności w warunkach probabilistycznych. 
Omówimy przypadki estymacji parametrów charakterystyk statycznych poszcze-
gólnych elementów systemu złoŜonego oraz charakterystyki statycznej obiektu 
określonego przez system złoŜony oraz sytuację pomiarową. Są to zadania analo-
giczne do tych, które przedstawiliśmy w podrozdziale 2.2, dotyczących estymacji 
parametrów obiektu, z uwzględnieniem zakłóceń pomiarowych oraz wielkości lo-
sowych, występujących w obiekcie. Zanim przejdziemy do omówienia wspomnia-
nych przypadków, wprowadzimy odpowiednie pojęcia związane z separowalnością 
probabilistyczną [25–27, 92, 95], które korespondują z estymowalnością obiektu 
(definicje 2.2 i 2.3).  

 
Definicja 3.2. System złoŜony o zadanej strukturze z elementami o charakterysty-
kach statycznych znanych z dokładnością do parametrów nazywamy probabili-
stycznie separowalnym w sensie określonej własności (określoną metodą), jeŜeli 
obiekt identyfikacji określony przez strukturę systemu oraz sytuację pomiarową 
jest estymowalny w sensie określonej własności (określoną metodą).  

W przedstawionych dalej rozwaŜaniach zwrócimy uwagę na probabilistyczną sepa-
rowalność systemu złoŜonego. W zaleŜności od informacji, jaką posiadamy o identy-
fikowanym obiekcie i systemie pomiarowym, oraz od warunków, jakie spełniają za-
kłócenia, moŜemy stosować róŜne metody estymacji. W dalszych punktach skupimy 
się na metodzie maksymalnej wiarogodności oraz metodach Bayesa, co koresponduje  
z rozwaŜaniami przedstawionymi w podrozdziale 3.1, gdzie do wyznaczenia parame-
trów systemu złoŜonego wykorzystaliśmy wyłącznie informację pomiarową, a następ-
nie uzupełniliśmy ją o informację aprioryczną. 

3.2.1. Estymacja parametrów charakterystyk statycznych systemu złoŜonego  
na podstawie zakłóconych pomiarów wyróŜnionych wyjść 

RozwaŜymy przypadek, kiedy wyróŜnione wyjścia systemu złoŜonego o zadanej 
strukturze są mierzone z zakłóceniami pomiarowymi. Innymi słowy – rozpatrujemy 
wejściowo-wyjściowy system złoŜony, w którym wyróŜniono M elementów O1, O2, 
…, OM, dla których znana jest charakterystyka statyczna postaci (3.1) z dokładnością 
do parametrów. Struktura systemu dana jest zaleŜnością (3.6). W celu wyznaczenia 
nieznanych parametrów charakterystyk statycznych elementów systemu złoŜonego dla 
zadanej serii wartości wejść zewnętrznych zmierzono z zakłóceniami wartości wyróŜ-
nionych wyjść. WyróŜnione wyjścia są opisane równaniem (3.7). W konsekwencji 
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charakterystyka statyczna systemu złoŜonego, z wektorem wejść zewnętrznych x  
i wektorem wyróŜnionych, pomiarowo dostępnych wyjść v, dana jest zaleŜnością 
(3.26). Zakładamy, tak jak w punkcie 2.2.1, Ŝe znany jest opis systemu pomiarowego  
i w wyniku pomiaru wyjść v z zakłóceniami z~  otrzymujemy  

 ( ),~,
~~ zvhw =   (3.64) 

gdzie: h
~

 jest znaną funkcją, taką Ŝe ,
~~

:
~

WZV →×h  ,
~~ Z∈z  ,

~~ W∈w  Z
~

 jest 

przestrzenią zakłóceń, a W
~

 – przestrzenią wyniku zakłóconego pomiaru.  
W dalszych rozwaŜaniach będziemy zakładać, Ŝe wymiar wektora y oraz zakłóceń z 

jest taki sam i równy L ( ).~~dimdim Lzv ==  Funkcja h
~

 jest ponadto wzajemnie jedno-

znaczna względem .~z  Znaczy to, Ŝe istnieje funkcja odwrotna 1
~

~−
zh  względem ,~z  czyli 

 ( ).~,
~~ 1

~ wvhz z
−=   (3.65) 

Tak jak w punkcie 2.2.1, załoŜenia dotyczące zarówno wymiarowości wektora 

wyjść oraz zakłóceń, jak i róŜnowartościowości funkcji h
~

 moŜna osłabić. Wymaga to 
dodatkowych przekształceń przedstawionych w Dodatku. 

W celu wyznaczenia nieznanych parametrów charakterystyk statycznych elemen-
tów systemu złoŜonego wykonaliśmy eksperyment. W n-tym pomiarze, dla zadanych 
wartości wejść zewnętrznych xn, dokonaliśmy pomiaru wartości wyróŜnionych wyjść 
vn. Na mierzoną wielkość nałoŜyły się przypadkowe zakłócenia i w wyniku pomiaru 
otrzymujemy wartość .~

nw  O zakłóceniach nz~  w n-tym pomiarze załoŜymy, Ŝe są nie-

zaleŜnymi wartościami zmiennej losowej .~z  W dalszych rozwaŜaniach przyjmiemy, 

Ŝe zmienna losowa z~  przyjmuje wartości ze zbioru ciągłego ,
~

Z  a funkcję gęstości 

rozkładu prawdopodobieństwa zmiennej losowej z~  oznaczymy przez ( )zf z
~

~ . W wy-
niku eksperymentu, dla zadanej serii identyfikującej o długości N, uzyskujemy wyniki 
pomiarów, zebrane w macierzach: 

 [ ]NN xxxX L21= ,   [ ]NN wwwW ~~~~
21 L= .  (3.66) 

Zadanie identyfikacji sprowadza się do wyznaczenia oszacowania wektora niezna-
nych parametrów θ  (3.22), którego składowymi są wektory parametrów charaktery-
styk statycznych poszczególnych elementów systemu złoŜonego. Poszukujemy algo-
rytmu estymacji 

 ( )NNNN WX
~

,ˆ Ψθ = ,  (3.67) 

który dla danych pomiarowych XN, NW
~

 pozwoli wyznaczyć wartość oszacowania 

Nθ̂  wektora θ, gdzie ΨN oznacza algorytm estymacji dla serii pomiarowych o dłu-
gości N.  
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Metoda maksymalnej wiarogodności 
Korzystając z metody maksymalnej wiarogodności (jak w punkcie 2.2.1 – zada-

nie (2.36)), oszacowanie wektora parametrów charakterystyk statycznych elemen-
tów systemu złoŜonego uzyskamy po rozwiązaniu następującego zadania optymali-

zacji: wyznaczyć taką wartość oszacowania ( )NNNN WX
~

,ˆ Ψθ = , dla której funkcja 

wiarogodności LN, wyznaczona na podstawie macierzy pomiarów wyjścia NW
~

 dla 

zadanej serii identyfikującej XN, przyjmuje wartość maksymalną względem θ ze 
zbioru dopuszczalnego Θ, tj. 

 ( ) ( ) ( )NNNNNNNNNNN XWLXWLWX ;,
~

max;ˆ,
~

:
~

,ˆ θθΨθ
Θθ∈

== ,  (3.68) 

gdzie funkcja wiarogodności ma postać 

 ( ) ( )( )( )∏
=

−=
N

n
hnnzzNNN JwxFhfXWL

1

~
1

~~
~,,

~
;,

~ θθ ,  (3.69) 

a jakobian przekształcenia odwrotnego (3.65) wyraŜa się zaleŜnością 

 
( )
w

wvh
J z

h ~

~,
~ 1

~
~

∂
∂=

−

.  (3.70) 

 
Przykład 3.5. RozwaŜymy system złoŜony z równolegle połączonych dwóch li-

niowych, jednowymiarowych elementów O1 i O2 z nieznanymi parametrami 1θ  oraz 

2θ  (rys. 3.3). ZałoŜymy, Ŝe pomiarowo dostępne jest wejście zewnętrzne x oraz war-
tość wyjścia v, która jest sumą wartości wyjść poszczególnych elementów. W wyniku 
pomiaru wyróŜnionego wyjścia v z addytywnymi zakłóceniami otrzymujemy  

 ( ) .~~,~ zvzvhw +==   (3.71) 
 

 
Rys. 3.3. Równoległe połączenie dwóch elementów 

 
W kolejnych pomiarach zakłócenia są niezaleŜnymi wartościami zmiennej losowej 

z~  o rozkładzie normalnym z wartością oczekiwaną zm~  i odchyleniem standardowym 

,~zσ  czyli  

2y  

v  

1O  
1y  1u  

x  

2O  
2u  

+  

+  

z~  

w  +  +  
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 ( ) ( )










 −−=
2
~

2
~

~
~

2

~
exp

π2

1~

z

z

z
z

mz
zf

σσ
.  (3.72) 

W wyniku eksperymentu, dla zadanej serii identyfikującej XN  o długości N, uzy-

skaliśmy zakłócone wyniki pomiarów wyjść, zebrane w macierzy NW
~

 (3.66). 
W celu zachowania konwencji opisu struktury systemu złoŜonego postaci (3.6) 

wprowadzimy dwa dodatkowe elementy (rys. 3.4). Pierwszy ( ),3O  na wejściu sys-

temu złoŜonego, który powiela wejście zewnętrzne, oraz drugi ( ),4O  który jest su-
matorem.  

 

 
Rys. 3.4. Równoległe połączenie dwóch elementów 

 
W rozpatrywanym przypadku zaleŜność (3.6), która opisuje strukturę systemu, ma 

postać 
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,  (3.73) 

a pomiarowo dostępne, wyróŜnione wyjścia dane są równaniem (3.7) postaci 

 [ ]



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y

v .  (3.74) 

Po uwzględnieniu charakterystyk statycznych poszczególnych elementów systemu 
złoŜonego równanie  (3.21), podające zaleŜność wszystkich wyjść systemu w funkcji 
wszystkich wejść, przyjmuje postać 

v  

1O  
1y  1u  

x  

2O  
2y  2u  

z~  

w  ( )zvh ~,  4O  3O  
3u  

( )1
3y  

( )2
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( )1
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( )2
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4y  
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Ostatecznie charakterystyka statyczna systemu złoŜonego (3.26), z wejściem ze-
wnętrznym x oraz wyróŜnionym, dostępnym do pomiaru, wyjściem v, przyjmuje postać 

 ( ) xv 21 θθ += .  (3.76) 

W rozpatrywanym przykładzie funkcja odwrotna ,
~ 1

~
−

zh  z uwzględnieniem cha-
rakterystyki statycznej systemu złoŜonego (3.26) postaci (3.76), dana jest zaleŜ- 
nością 

 ( )( ) ( ) .,,
~~

21
1

~ xwwxFhz z θθθ +−== −   (3.77) 

Jakobian (3.70) przekształcenia odwrotnego (3.71)  

 
( )( ) ( )( ) 1

,,
~

21

1
~

~ =+−=
∂

∂=
−

xw
dw

d

w

wxFh
J z

h
θθθ

.  (3.78) 

Funkcja wiarogodności (3.69) w rozpatrywanym przykładzie ma postać 

 ( ) ( )( )∏
= 
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
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~ 2
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σ
θ ,  (3.79) 

a po przekształceniach 
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Maksymalizacja funkcji wiarogodności w tym przypadku sprowadza się do opty-
malizacji wykładnika wyraŜenia (3.80). Przyrównanie gradientu wykładnika wyraŜe-
nia (3.80) względem θ  do zera daje układ równań  
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σ
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θ
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.  (3.81) 

Układ równań (3.81) nie ma jednoznacznego rozwiązania względem θ1 oraz θ2.  
W zaleŜności (3.76) moŜemy wprowadzić parametr zastępczy, który jest sumą po-
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szczególnych parametrów, i wówczas – w wyniku rozwiązania równania (3.81) – uzy-

skamy wartość oszacowania Nθ~̂  parametru zastępczego  

 ,
~

21 θθθ +=   (3.82) 

a algorytm estymacji wyraŜa się wzorem  

 

( )
.

~̂

1

2

1

~

∑

∑

=

=

−
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N

n
n

N

n
nzn

N

x

xmw

θ   (3.83) 

 
W rozpatrywanym przykładzie system nie jest separowalny probabilistycznie me-

todą maksymalnej wiarogodności.  
Przez analogię do sytuacji deterministycznej, przedstawionej w podrozdziale 3.1, 

rozwaŜymy przypadek, kiedy charakterystykę statyczną (3.26), a tym samym (3.37), 
systemu złoŜonego, z wektorem wejść zewnętrznych x i pomiarowo dostępnym wek-
torem wyróŜnionych wyjść v, moŜemy przedstawić w postaci (3.41), z wektorem pa-

rametrów zastępczych ,
~θ  określonym zaleŜnością (3.42), czyli 

 ( ) ( ) ( )θθθ ~
,

~
,,;,

df
xFxFBAxFCv y === ,  (3.84) 

gdzie 

 ( )θΓθ
df~ = .  (3.85) 

Postać funkcji Γ  ma istotne znaczenie dla badania separowalności. W przykładzie 
3.5 system złoŜony z charakterystyką statyczną (3.26), czyli obiekt identyfikacji  
z wektorem wejść zewnętrznych x oraz pomiarowo dostępnym wektorem wyróŜnio-
nych wyjść v, przyjmuje postać (3.76). W tym przykładzie moŜemy określić parametr 

zastępczy ,
~θ  który jest sumą parametrów poszczególnych elementów. ZaleŜność 

(3.42) ma postać (3.82). Funkcja ta nie jest wzajemnie jednoznaczna względem θ1 i θ2. 
SpostrzeŜenie z przykładu 3.5 łatwo moŜna uogólnić. Po uwzględnieniu charaktery-
styki statycznej systemu złoŜonego (3.84) funkcja wiarogodności (3.69) ma postać 
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  (3.86) 

Oszacowanie wektora parametrów zastępczych θ~  uzyskamy po rozwiązaniu następu-

jącego zadania optymalizacji: wyznaczyć taką wartość oszacowania  ( ),~
,

~~̂
NNNN WXΨθ =  

dla której funkcja wiarogodności NL
~

 (3.86), wyznaczona na podstawie zbioru N ob-

� 
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serwacji wyjścia NW
~

 dla zadanej serii identyfikującej XN, przyjmuje wartość maksy-

malną względem θ~  ze zbioru dopuszczalnego ,
~Θ  czyli 

 ( ) ( )NNNNNNNNNNN XWLXWLWX ;
~

,
~~

max;
~̂

,
~~

:
~

,
~~̂

~~ θθΨθ
Θθ ∈

=





= .  (3.87) 

JeŜeli funkcja Γ  jest wzajemnie jednoznaczna, to znaczy, Ŝe istnieje funkcja od-

wrotna ,1−Γ  przy czym 1−Γ  jest ciągła, to z istnienia estymatora zgodnego dla θ~  
wynika probabilistyczna separowalność w sensie zgodności dla systemu złoŜonego. 

Rzeczywiście, jeśli Nθ~̂  (estymator dla θ~ ) zdąŜa stochastycznie do ,
~θ  to 







= −

NN θΓθ ~̂ˆ 1  zdąŜa stochastycznie do ( )θΓθ ~1−= . Podobnie, z istnienia funkcji 

odwrotnej 1−Γ  oraz estymowalności obiektu z charakterystyka statyczną (3.26) meto-
dą maksymalnej wiarogodności wynika probabilistyczna separowalność systemu zło-

Ŝonego tą metodą. Jeśli bowiem ( )NNN XWL ;
~

,
~~ θ  jest funkcją wiarogodności dla θ~  

(dla ustalonej serii identyfikującej XN), to funkcją wiarogodności dla θ  jest 

( )NNN XWL ;,
~ θ  i funkcje te, zgodnie z (3.86), są sobie równe, czyli 

 ( ) ( )( )NNNNNN XWLXWL ;,
~~

;,
~ θΓθ = .  (3.88) 

Łatwo więc zauwaŜyć, Ŝe jeśli ( )NNNN WX
~

,
~~̂ Ψθ =   maksymalizujące NL

~
 (3.87) jest 

jednoznacznie określone przez macierze pomiarów ,
~

oraz NN WX  to ( )NNNN WX
~

,ˆ Ψθ =  

maksymalizujące LN (3.68) jest takŜe jednoznacznie określone przez XN oraz NW
~

  
i zachodzi równość 

 





= −

NN θΓθ ~̂ˆ 1 .  (3.89) 

 
Twierdzenie 3.3. JeŜeli obiekt identyfikacji, określony przez system złoŜony  
o strukturze (3.6), z elementami o charakterystykach statycznych (3.1), oraz sytu-
ację pomiarową daną przez (3.7) i (3.64), ma charakterystykę statyczną (3.41)  
i funkcja Γ  (3.42) nie jest wzajemnie jednoznaczna względem θ, to system złoŜo-
ny nie jest probabilistycznie separowalny metodą maksymalnej wiarogodności. 
Dowód: JeŜeli obiekt identyfikacji określony przez system złoŜony oraz sytuację 

pomiarową jest estymowalny metodą maksymalnej wiarogodności, to zgodnie z (3.88) 

dla ustalonej wartości ( )θΓθ =N

~̂
 maksymalizującej ( )NNN XWL ;

~
,

~~ θ  względem θ~  ist-

nieją róŜne wartości Nθ̂  maksymalizujące ( )NNN XWL ;,
~ θ  względem θ, gdyŜ funkcja Γ  

nie jest wzajemnie jednoznaczna. Jeśli obiekt określony przez system złoŜony oraz sytu-
ację pomiarową nie jest estymowalny metodą maksymalnej wiarogodności, to nie istnie-
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je jedna wartość Nθ̂ maksymalizująca ( )NNN XWL ;,
~ θ  względem θ, bo wówczas istnia-

łaby jedna wartość ( )θΓθ =N

~̂
  maksymalizująca ( )NNN XWL ;

~
,

~~ θ  względem .
~θ   

 
Metody Bayesa 
Przez analogię do przypadku deterministycznego, po uzupełnieniu opisu systemu 

złoŜonego o dodatkową informację moŜemy uzyskać separowalność. W przypadku 
probabilistycznym taką dodatkową informacją (analogiczną do (3.59)) moŜe być zało-
Ŝenie, Ŝe obserwowany system złoŜony został wylosowany z pewnej populacji i znana 
jest funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa parametrów systemu. Takie zało-
Ŝenie prowadzi do bayesowskich metod estymacji. W konsekwencji moŜe się okazać, 
Ŝe stosując bayesowskie metody estymacji, uzyskamy separowalność, mimo Ŝe system 
złoŜony nie jest probabilistycznie separowalny innymi metodami.  

Teraz, dodatkowo w stosunku do poprzednich rozwaŜań, załoŜymy, Ŝe wektor para-
metrów obiektu θ   jest realizacją ciągłej zmiennej losowej ,θ  która przyjmuje wartości 

ze zbioru .RR⊆Θ  Znana jest funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa ( )θθf   

a priori zmiennej ,θ  określona na Θ. Korzystając z metod Bayesa (tak jak w punkcie 
2.2.1 – zadanie (2.65)), oszacowanie wektora parametrów charakterystyk statycznych 
elementów systemu złoŜonego uzyskamy po rozwiązaniu następującego zadania optyma-

lizacji: wyznaczyć taką wartość oszacowania ( )NNNN WX
~

,ˆ Ψθ = , dla której ryzyko wa-

runkowe, wyznaczone na podstawie macierzy pomiarów NW
~

 przy zadanej serii identyfi-

kującej XN, przyjmuje wartość minimalną względem θ  ze zbioru dopuszczalnego Θ, tj. 

 ( ) ( ) ( )NNNNNNNNN XWrXWrWX ;
~

,min;
~

,ˆ:
~

,ˆ θθΨθ
Θθ ∈

== .  (3.90) 

gdzie ryzyko warunkowe ma postać 
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a funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa a posteriori wyraŜa się wzorem 
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 (3.92) 

Przykład 3.6. RozwaŜymy system złoŜony jak w przykładzie 3.5. Wzbogacamy 
wiedzę o systemie o informację aprioryczną. Niech parametry θ 1 oraz θ 2 będą warto-
ściami niezaleŜnych zmiennych losowych 1θ  i 2θ  o rozkładach normalnych z warto-

ściami oczekiwanymi – odpowiednio – m1 i m2 oraz wariancjami 2
1σ   i .2

2σ  
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Przyjmując funkcję strat postaci (2.70), otrzymujemy metodę maksymalnego prawdo-
podobieństwa a posteriori, a wyznaczenie oszacowania wektora parametrów sprowadza się 
do maksymalizacji gęstości rozkładu prawdopodobieństwa względem θ. W naszym przy-
kładzie funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa a posteriori wyraŜa się zaleŜnością 
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w której 
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Oszacowanie nieznanych parametrów otrzymujemy w wyniku maksymalizacji 
funkcji gęstości rozkładu (3.93), co sprowadza się do minimalizacji wyraŜenia (3.94) 
względem parametrów θ 1 oraz θ 2. Przyrównując pochodne funkcji (3.94) względem 
θ 1 oraz θ 2 do zera, otrzymujemy układ równań 
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z którego wyznaczamy oszacowanie N1̂θ  i N2θ̂  
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Teraz otrzymujemy jednoznaczne wartości oszacowania N1̂θ  i ,ˆ
2Nθ  których nie 

otrzymaliśmy metodą maksymalnej wiarogodności. 
� 

 
Zwróćmy uwagę na moŜliwość stosowania róŜnych podejść do estymacji parame-

trów charakterystyk statycznych systemu złoŜonego. Wynik ( )NNNN WX
~

,ˆ Ψθ = , mini-
malizujący ryzyko (3.91), oznacza wartość oszacowania wektora parametrów charakte-
rystyk statycznych wszystkich elementów systemu złoŜonego. Biorąc pod uwagę obiekt 

określony przez system złoŜony i sytuację pomiarową z opisem postaci ( )θ~,
~

xFv =  
(3.84), moŜemy sformułować zadanie estymacji wektora parametrów zastępczych 

( )θΓθ =~
. Oszacowanie wektora parametrów zastępczych θ~  charakterystyki statycznej 

systemu złoŜonego (3.41) uzyskamy po rozwiązaniu następującego zadania optymaliza-

cji: wyznaczyć taką wartość oszacowania ( )NNNN WX
~

,
~~̂ Ψθ = , dla której ryzyko warun-

kowe, dla uzyskanej macierzy pomiarów ,
~

NW  przy zadanej serii identyfikującej XN, 

przyjmuje wartość minimalną względem θ  ze zbioru dopuszczalnego ,
~Θ  tj. 
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gdzie ryzyko warunkowe ma postać 
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a funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa a posteriori wyraŜa się wzorem 
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oraz ( )θθ
~

~f  – funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa a priori zmiennej 

losowej θ~  jest określona przez funkcję Γ  i ( )θθf  – funkcję gęstości rozkładu 

prawdopodobieństwa a priori zmiennej losowej .θ  Jeśli przekształcenie Γ  jest wza-

jemnie jednoznaczne, czyli istnieje przekształcenie odwrotne względem θ, tj. 

( )θΓθ ~1−= , to 

 ( ) ( )( ) ,
~~ 1

~ Γθθ θΓθ Jff −=   (3.100) 
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gdzie jakobian przekształcenia odwrotnego ma postać 
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J   (3.101) 

Gdy funkcja Γ  w opisie (3.42) nie jest wzajemnie jednoznaczna, a tak jest wtedy, 

gdy ,dim
~~

dim RR =<= θθ  uzupełnienie o przekształcenie ,Γ  postaci 

 ( )θΓθ
df

= ,  (3.102) 

jeŜeli takie istnieje, pozwala uzyskać wzajemnie jednoznaczne przekształcenie zmiennych 

losowych (zob. Dodatek). Teraz funkcje Γ  i Γ  tworzą przekształcenie Γ
~
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które jest wzajemnie jednoznaczne względem θ , czyli 
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gdzie 1
~−Γ  jest funkcją odwrotną funkcji .

~
Γ   

Ostatecznie funkcję ( )θθ
~

~f  gęstości rozkładu prawdopodobieństwa a priori zmien-

nej losowej θ~  wyznaczamy ze wzoru  
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w którym jakobian przekształcenia odwrotnego (3.104) ma postać 
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Przypadek, gdy ,dim
~

dim θθ =  czyli ,
~

RR =  a funkcja Γ  nie jest róŜnowartościo-
wa, wymaga dalszych przekształceń, polegających na rozbiciu zbioru Θ  na rozłączne 
podzbiory, w których Γ  jest róŜnowartościowa, i zastosowania przekształcenia analo-
gicznego do (3.100) w tych podzbiorach.  

Prześledźmy te róŜne podejścia do estymacji na przykładzie. 
 
Przykład 3.7. RozwaŜymy system złoŜony z M równolegle połączonych liniowych 

jednowymiarowych elementów O1, O2, …, OM z nieznanymi parametrami θ 1, θ 2, …, θ M 
(rys. 3.5). ZałoŜymy, Ŝe do pomiaru jest dostępne wejście zewnętrzne x oraz wyróŜ-



Rozdział 3 

 

138 

nione wyjście v, które jest sumą wyjść poszczególnych elementów. Wyjście v mie-
rzymy z addytywnymi zakłóceniami, czyli  

 ( ) .~~,~ zvzvhw +==   (3.107) 

W kolejnych pomiarach zakłócenia są niezaleŜnymi wartościami zmiennej losowej 
z~  o rozkładzie normalnym z zerową wartością oczekiwaną i odchyleniem standardo-

wym ,~zσ  czyli  
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Rys. 3.5. System złoŜony o strukturze równoległej 

 
W wyniku eksperymentu, dla zadanej serii identyfikującej NX o długości N, uzy-

skaliśmy zakłócone wyniki pomiarów wyjść, zebrane w macierzy NW
~

 (3.66). Dodat-
kowo zakładamy, Ŝe wektor parametrów systemu θ  jest wartością zmiennej losowej 
θ  o wielowymiarowym rozkładzie normalnym z M-wymiarowym wektorem wartości 

oczekiwanych θm  i macierzą kowariancji ,θΣ  tj. 
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Charakterystyka statyczna (3.26) rozpatrywanego systemu złoŜonego, z wejściem 
zewnętrznym x oraz pomiarowo dostępnym wyjściem v, przyjmuje postać 
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gdzie M1  oznacza M-wymiarowy, kolumnowy wektor, w którym kaŜda składowa przyj- 
muje wartość jeden, czyli 
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W pierwszym podejściu dla rozpatrywanego systemu złoŜonego wyznaczymy 
oszacowanie wektora parametrów charakterystyk statycznych poszczególnych ele-
mentów. Po przyjęciu w równaniu (3.91) funkcji strat postaci (2.70) otrzymujemy 
metodę maksymalnego prawdopodobieństwa a posteriori, a wyznaczenie oszacowania 
sprowadza się do maksymalizacji gęstości rozkładu prawdopodobieństwa a posteriori 
(3.92) względem θ. W naszym przykładzie funkcja gęstości rozkładu prawdopodo-
bieństwa a posteriori wyraŜa się zaleŜnością 
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w której 

 ( ) ( ) ( ) ( )∑
=

− −+−−=
N

n
n

T
Mn

z

T
NN xwmmWXG

1

2

2
~

1
df

2

1

2

1~
,, θ

σ
θΣθθ θθθ 1 .  (3.113) 

Oszacowanie wektora nieznanych parametrów otrzymujemy w wyniku maksyma-
lizacji funkcji gęstości rozkładu prawdopodobieństwa (3.112), co sprowadza się do 
minimalizacji wyraŜenia (3.113) względem wektora parametrów θ. Po przyrównaniu 
gradientu funkcji (3.113) względem θ  do M-wymiarowego wektora zerowego 0M 
otrzymujemy układ równań 
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a rozwiązanie względem Nθ̂  daje algorytm estymacji 
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W rozpatrywanym przykładzie charakterystykę statyczną (3.110) systemu złoŜone-
go moŜemy sprowadzić do postaci (3.41), czyli  



Rozdział 3 

 

140 
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,
~

xxFv θθ ==   (3.116) 

gdzie zaleŜność (3.42), która określa parametr zastępczy ,
~θ  zapisujemy 
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Teraz, stosując drugie podejście, wyznaczymy oszacowanie parametru zastępcze-
go charakterystyki statycznej (3.116). Jak widać, przekształcenie (3.117) daje para-
metr zastępczy w postaci sumy parametrów poszczególnych elementów.  

Przyjmując w równaniu (3.98) funkcję strat postaci (2.70), otrzymujemy metodę 
maksymalnego prawdopodobieństwa a posteriori, a wyznaczenie estymatora sprowadza 

się do maksymalizacji gęstości rozkładu prawdopodobieństwa względem .
~θ  W naszym 

przykładzie ( )θθ
~

~f  – funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa a priori, określona 

przez funkcję Γ  (3.117) oraz funkcję gęstości ( )θθf  (3.109), przybiera postać 
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a funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa a posteriori (3.99) wyraŜa się zaleŜnością 

      ( )
( )[ ]

( )[ ]
,

~~
,,

~
exp

π2

1

π2

1

~
,,

~
exp

π2

1

π2

1

;
~~~

2
~

2
~

∫
∞

∞−

−










−










=′

θθ
σΣ

θ
σΣ

θ

θ

θ

dWXG

WXG

XWf

NN

N

zM
T
M

NN

N

zM
T
M

NN

11

11

 

 
  (3.118) 

w której 
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Oszacowanie nieznanego parametru otrzymujemy w wyniku maksymalizacji funk-
cji gęstości rozkładu (3.118), co sprowadza się do minimalizacji wyraŜenia (3.119) 

względem parametru .
~θ  Po przyrównaniu pochodnej względem θ~  funkcji (3.119) do 

zera otrzymujemy równanie 
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  (3.120) 

a rozwiązanie względem Nθ~̂  daje algorytm estymacji 
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Dwa kroki w zadaniu estymacji 
Takie dwoiste spojrzenie na zadanie estymacji parametrów charakterystyk statycz-

nych poszczególnych elementów systemu oraz estymacji parametrów charakterystyki 
statycznej obiektu identyfikacji określonego przez strukturę i sytuację pomiarową 
pozwala na wyznaczenie oszacowania parametrów charakterystyk poszczególnych 
elementów systemu złoŜonego w dwóch krokach.  

Naturalne dwa kroki są widoczne wtedy, gdy system jest probabilistycznie separo-
walny w sensie określonej metody, a funkcja Γ  (3.42) jest wzajemnie jednoznaczna, 
wówczas w kroku  pierwszym wyznaczamy oszacowanie  

 ( )NNNN WX
~

,
~~̂ Ψθ =   (3.122) 

wektora parametrów θ~  charakterystyki statycznej (3.41) systemu złoŜonego.  
W metodzie maksymalnej wiarogodności odpowiada to rozwiązaniu zadania (3.87), 
a w przypadku metod Bayesa zadaniu (3.97).  

Krok drugi polega na wyznaczeniu oszacowania Nθ̂  wektora parametrów charak-

terystyk statycznych poszczególnych elementów systemu θ , z wykorzystaniem prze-
kształcenia odwrotnego Γ –1, czyli 

 





= −

NN θΓθ ~̂ˆ 1 .  (3.123) 

Po uwzględnieniu zaleŜności (3.122) we wzorze (3.123) ostatecznie otrzymujemy 

 ( )( ) ( )NNNNNNN WXWX
~

,
~

,
~ˆ df

1 ΨΨΓθ == − .  (3.124) 

Zadanie staje się ciekawsze, gdy funkcja Γ  (3.42) nie jest wzajemnie jedno-
znaczna i system złoŜony nie jest separowalny (twierdzenie 3.3). Inaczej mówiąc – 
wyniki pomiarów nie wystarczają do jednoznacznego wyznaczenie oszacowania 

Nθ̂  wektora parametrów θ . Sięgnięcie po informację aprioryczną pozwala na uzy-
skanie separowalności. MoŜliwe są dwa przypadki. Pierwszy, analogiczny do przy-
padku deterministycznego (twierdzenie 3.2), w którym dodatkowa informacja  
o badanym systemie złoŜonym, w postaci funkcji Γ  (3.59), pozwala uzyskać sepa-
rowalność systemu złoŜonego. 
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W tym przypadku w kroku pierwszym, korzystając z metody maksymalnej wia-

rogodności (3.87), wyznaczamy oszacowanie Nθ~̂  (3.122) wektora parametrów zastęp-

czych θ~  charakterystyki statycznej (3.41). Następnie, w kroku drugim , korzystając  
z informacji opisanej funkcją ,Γ  tworzymy układ równań 

 
( )
( ) ( )N

N

NN
N θΓ

θΓ
θΓ

θ
θθ ˆ~

ˆ

ˆ~̂~̂ dfdf
=


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








=












= .  (3.125) 

Teraz funkcja Γ  łącznie z Γ  tworzą przekształcenie ,
~
Γ  które jest wzajemnie 

jednoznaczne względem Nθ
~̂

. Z zaleŜności (3.125) wyznaczamy ,ˆ
Nθ  czyli 

 

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




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














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





= −−

θ
θΓθΓθ N

NN

~̂~~̂~ˆ 11 ,  (3.126) 

gdzie 1
~−Γ  jest funkcją odwrotną .

~
Γ   

Po uwzględnieniu algorytmu estymacji (3.122), uzyskanego w kroku pierwszym, 
otrzymujemy oszacowanie wektora parametrów charakterystyk statycznych po-
szczególnych elementów systemu θ  , czyli 

 
( ) ( )θΨ

θ
ΨΓθ ,

~
,

~~
,

~~ˆ df
1

NNN
NNN

N WX
WX =






















= − .  (3.127) 

Drugi przypadek to informacja aprioryczna w postaci funkcji  gęstości rozkładu 
prawdopodobieństwa a priori zmiennej losowej ,θ  tj. funkcji ( )θθf . W kroku  pierw-
szym, w wyniku rozwiązania zadania (3.87) lub (3.97), otrzymujemy oszacowanie 

( )NNNN WX
~

,
~~̂ Ψθ =  wektora parametrów zastępczych θ~  charakterystyki statycznej 

(3.41) systemu złoŜonego. W kroku  drugim oszacowanie wektora parametrów cha-
rakterystyk statycznych poszczególnych elementów systemu θ   uzyskamy w wyniku 
minimalizacji ryzyka 

 ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ,,,E θθθθθθθ θ
Θθ

dfLLR ∫==  (3.128) 

względem θ  przy ograniczeniu 

 ( )θΓθ =N

~̂
.  (3.129) 

Oznaczamy przez NΘ  zbiór dopuszczalnych decyzji θ   
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 ( ) .
~̂

:






 =⊆∈= θΓθΘθΘ N

R
N R   (3.130) 

Ostatecznie wyznaczenie oszacowania wektora parametrów θ  sprowadza się do 
rozwiązania następującego zadania optymalizacji: wyznaczyć taką wartość oszaco-

wania ( )NNNN WX
~

,ˆ Ψθ = , dla której  

 ( ) ( )θθ
Θθ

RR
N

N ∈
= minˆ .  (3.131) 

W szczególnym przypadku, po przyjęciu funkcji strat w postaci (2.70), ryzyko 

 ( ) ( )θθ θfR −= ,  (3.132) 

a zadanie (3.131) sprowadza się do maksymalizacji funkcji gęstości rozkładu prawdo-
podobieństwa a priori ( )θθf  przy ograniczeniach (3.129), (rys. 3.6), a zatem 

 ( ) ( ) ( )θθΨθ θΘθθ ffWX
N

NNNNN ∈
== maxˆ:

~
,ˆ .  (3.133) 

Rys. 3.6. Estymacja parametrów systemu złoŜonego w dwóch krokach 
 

W kroku pierwszym wykorzystujemy wiedzę zdobytą w wyniku eksperymentu. Gdy 
ta wiedza nie pozwala na jednoznaczne wyznaczenie oszacowania parametrów, w kroku 
drugim korzystamy z informacji apriorycznej, która prowadzi do separowalności.  

 
Przykład 3.8. Ponownie rozwaŜymy system równolegle połączonych elementów 

opisanych tak jak w przykładzie 3.7. Zastosujemy dwukrokowe podejście do rozwią-
zania tego zadania. W kroku pierwszym skorzystamy z metody maksymalnej wiaro-

godności w celu wyznaczenia oszacowania parametru zastępczego ,
~θ  a w drugim – 

opierając się na informacji apriorycznej – wyznaczymy oszacowanie wektora parame-
trów θ , przy załoŜeniu, Ŝe funkcja strat ma postać (2.70).  

 
Krok pierwszy. W rozpatrywanym przykładzie funkcja wiarogodności (3.86) ma 

postać 

1θ  

( )21,ˆ θθΓθ =N
 

2θ  

NN 21
ˆ,ˆ θθ  

( )θθf  
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θ .  (3.134) 

Oszacowanie zastępczego parametru otrzymujemy w wyniku maksymalizacji 
funkcji wiarogodności (3.134), co sprowadza się do maksymalizacji wyraŜenia w wy-

kładniku względem parametru .
~θ  Po przyrównaniu pochodnej wykładnika wyraŜenia 

(3.134) względem θ~  do zera otrzymujemy równanie 
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  (3.135) 

którego rozwiązanie względem Nθ~̂  daje algorytm estymacji 

 ( ) .

~
~

,
~~̂

1

2

1

∑

∑

=

===
N

n
n

N

n
nn

NNNN

x

wx

WXΨθ   (3.136) 

Krok drugi. Oszacowanie wektora parametrów charakterystyk statycznych ele-
mentów systemu złoŜonego otrzymamy w wyniku maksymalizacji funkcji gęstości 
rozkładu prawdopodobieństwa a priori zmiennej losowej θ   

 ( ) ( ) ( ) ( )






 −−−= −−−
θθθθθ θΣθΣθ mmf

TM
12

1

2
2

1
expπ2   (3.137) 

względem ,θ  przy ograniczeniu  

 ( ) ,
~̂ θθΓθ T

MN 1==   (3.138) 

co jest równowaŜne maksymalizacji wykładnika wyraŜenia (3.137) przy ograniczeniu 
(3.138).  

W rozpatrywanym zadaniu optymalizacji z ograniczeniem równościowym (3.138) 
funkcja Lagrange’a ma postać  

 ( ) ( ) ( ) 





 −+−−−= −

N
T
M

T
mm θθλθΣθλθ θθθ

~̂

2

1
,Lag 1

df
1 ,  (3.139) 

gdzie λ  jest współczynnikiem Lagrange’a.  
Korzystając z warunków koniecznych, otrzymujemy układ równań: 

 ( ) ( ) ,ˆ,Laggrad 1
ˆ MMN m
N

01 =+−−= −
= λθΣλθ θθθθ

θ
  (3.140) 

 ( ) ,0
~̂ˆ,Lag ˆ =−== NN

T
MNd

d θθλθ
λ θθ 1   (3.141) 
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z którego wyznaczamy  
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1 Σ
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θΨθ θ
θ

−+==   (3.142) 

a po podstawieniu algorytmu estymacji (3.136) w miejsce Nθ~̂  oraz prostych prze-
kształceniach otrzymujemy algorytm estymacji parametrów elementów systemu 
złoŜonego 
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ZauwaŜmy, Ŝe wynik uzyskany w podejściu dwukrokowym nie zawsze jest rów-
nowaŜny z wynikiem uzyskanym w podejściu bezpośrednim metodą bayesowską, 
przedstawioną w zadaniu (3.90). Wynik (3.143) w przykładzie 3.8, uzyskany w podej-
ściu dwukrokowym, róŜni się od wyniku (3.115), uzyskanego w podejściu bezpośred-
nim w przykładzie 3.7. W dwuetapowym podejściu w kroku pierwszym moŜemy sko-
rzystać z róŜnych metod estymacji, w zaleŜności od posiadanej informacji. Gdybyśmy 
w ostatnio analizowanym przypadku w kroku pierwszym posłuŜyli się metodą mak-

symalnego prawdopodobieństwa a posteriori i w miejsce Nθ~̂  w (3.142) podstawili 
algorytm estymacji (3.121), otrzymamy 
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  (3.144) 

a po prostych przekształceniach widzimy, Ŝe jest on identyczny z algorytmem 
(3.115). 

Problem badania równowaŜności podejścia bezpośredniego i dwukrokowego jest 
otwarty i wymaga dalszych prac. Niektóre wyniki przedstawiono w publikacjach 
[25– 27, 92, 95]. 

3.2.2. Estymacja parametrów charakterystyk statycznych systemu złoŜonego  
ze zmiennymi niemierzalnymi wielkościami losowymi 

RozwaŜymy przypadek, kiedy w elementach systemu złoŜonego wskazano niemie-
rzalne zmienne wielkości losowe. Innymi słowy – rozpatrujemy wejściowo-wyjścio- 
wy system złoŜony, w którym wyróŜniono M elementów ,...,,, 21 MOOO  dla których 
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charakterystyka statyczna m-tego obiektu, o wejściu mS
mmu RU ⊆∈  i wyjściu 

,mL
mmy RY ⊆∈  jest znana z dokładnością do wektora parametrów .mR

mm R⊆∈Θθ  
Na obiekt działają zmienne niemierzalne wielkości losowe 
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  (3.145) 

Charakterystyka statyczna elementu jest uzupełniona o wielkość losową ωm, czyli 
charakterystyka statyczna elementu Om dana jest zaleŜnością 

 ( ) .,,2,1,,, MmuFy mmmmm K== ωθ   (3.146) 

W dalszych rozwaŜaniach będziemy zakładać, Ŝe wymiar wektora ym oraz wiel-
kości przypadkowej ωm jest taki sam i równy Lm ( ).dimdim mmm Ly == ω  Funkcja 

Fm jest wzajemnie jednoznaczna względem ,mω  czyli istnieje funkcja odwrot- 

na 1−
m

Fω  

 ( )mmmm yuF
m

,,1 θω ω
−= .  (3.147) 

O losowo zmiennym wektorze parametrów zakładamy, Ŝe jest wartością Lm-wymia- 
rowej zmiennej losowej ,mω  dla której znana jest funkcja gęstości rozkładu prawdopo-

dobieństwa ( ).mm
f ωω  Zakładamy ponadto, Ŝe zmienne losowe Mωωω ,,, 21 K  są 

niezaleŜne. Struktura systemu złoŜonego jest dana zaleŜnością (3.6), a wyróŜnione, mie-
rzalne wyjścia są opisane równaniem (3.7). Przyjmujemy oznaczenie 
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,  (3.148) 

gdzie ω jest wektorem wartości losowych złoŜonym z wektorów wielkości losowych 
poszczególnych elementów, tj. 
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L
M LLRΩΩΩΩω L   (3.150) 

Wektor ω jest wartością zmiennej losowej ,ω  dla której funkcja gęstości rozkładu 
prawdopodobieństwa jest 

 ( ) ( )∏
=

=
M

m
mm

ff
1

ωω ωω .  (3.151) 

Po podstawieniu w miejsce u w równaniu (3.148) zaleŜności (3.6) otrzymujemy 

 ),,( ωθBxAyFy += .  (3.152) 

Rozwikłanie (3.152) względem y daje 

 ),;,,( BAxFy y ωθ= ,  (3.153) 

a po podstawieniu zaleŜności (3.153) do (3.7) otrzymujemy 

 ),,(),;,,(
df

ωθωθ xFBAxFCv y == .  (3.154) 

ZaleŜność (3.154) jest charakterystyką statyczną systemu złoŜonego z wektorem 
wejść zewnętrznych x i wektorem wyróŜnionych, dostępnych do pomiaru, wyjść v.  

W celu wyznaczenia wektora parametrów charakterystyk statycznych elementów 
systemu złoŜonego dla zadanej serii wartości wejść zewnętrznych zmierzono wartości 
wyróŜnionych wyjść. Dla zadanej serii identyfikującej o długości N uzyskano wyniki 
pomiarów wartości wyróŜnionych wyjść systemu złoŜonego. Wyniki eksperymentu 
zebrano w macierzach: 

 [ ]NN xxxX L21= ,   [ ]NN vvvV L21= .  (3.155) 

Zadanie identyfikacji sprowadza się do wyznaczenia oszacowania wektora parame-
trów θ  charakterystyki statycznej (3.154). Poszukujemy algorytmu estymacji 

 ( )NNNN VX ,ˆ Ψθ = ,  (3.156) 

który dla danych pomiarowych XN, VN umoŜliwi wyznaczenie wartości oszacowania 

Nθ̂  wektora θ .  

W zaleŜności od informacji, jakie posiadamy o zmiennej losowej ω , charaktery-

styce statycznej (3.154) oraz jej parametrach θ , moŜemy stosować róŜne metody es-
tymacji. 

Korzystając z metody maksymalnej wiarogodności (tak jak w punkcie 2.2.2 – 
zadanie (2.95)), oszacowanie wektora parametrów charakterystyk statycznych elemen-
tów systemu złoŜonego uzyskamy po rozwiązaniu następującego zadania optymaliza-
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cji: wyznaczyć taką wartość oszacowania ( ),,ˆ
NNNN VXΨθ =  dla której funkcja wiaro-

godności LN (3.158), wyznaczona na podstawie macierzy pomiarów VN dla zadanej 
serii identyfikującej XN, przyjmuje wartość maksymalną względem θ  ze zbioru do-
puszczalnego ,Θ  tj. 

 ( ) ( ) ( )NNNNNNNNNNN XVLXVLVX ;,max;ˆ,:,ˆ θθΨθ
Θθ∈

== ,  (3.157) 

gdzie funkcja wiarogodności ma postać 

 ( ) ( )( )∏
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−=
N

n
FnnNNN JvxFfXVL

1

1 ,,;, θθ ωω ,  (3.158) 

gdzie: 1−
ωF  jest funkcją odwrotną funkcji (3.154) względem ω, a jakobian przekształ-

cenia odwrotnego wyraŜa się zaleŜnością 

 
( )
v

vxF
JF ∂

∂=
− ,,1 θω .  (3.159) 

Podobnie jak w poprzednich przypadkach, parametry występujące w charaktery-
styce statycznej systemu złoŜonego są wynikiem przekształcenia parametrów charak-
terystyk statycznych poszczególnych elementów systemu, a charakterystyka (3.154) 
przyjmuje postać 

 ( )ωθωθωθ ,
~

,
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),,(),;,,(
df

xFxFBAxFCv y === ,  (3.160) 

gdzie 

 ( )θΓθ
df~ = .  (3.161) 

Po uwzględnieniu charakterystyki statycznej postaci (3.160) funkcja wiarogodności 
przyjmie postać 
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  (3.162) 

gdzie: 1~−
ωF  jest funkcją odwrotną funkcji (3.160) względem ω, a jakobian przekształ-

cenia odwrotnego jest dany zaleŜnością 
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− θω   (3.163) 

Oszacowanie wektora parametrów θ~  charakterystyki statycznej systemu złoŜonego 
(3.160) uzyskamy po rozwiązaniu następującego zadania optymalizacji: wyznaczyć taką 

wartość oszacowania ( ),,
~~̂

NNNN VXΨθ =  dla której funkcja wiarogodności NL
~

 (3.162), 
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wyznaczona na podstawie macierzy pomiarów VN dla zadanej serii identyfikującej XN, 

przyjmuje wartość maksymalną względem θ~  ze zbioru dopuszczalnego ,
~Θ  tj. 

 ( ) ( )NNNNNNNNNNN XVLXVLVX ;
~

,
~

max;
~̂

,
~

:,
~~̂

~~ θθΨθ
Θθ ∈

=





= .  (3.164) 

ZauwaŜmy, Ŝe istotną rolę w uzyskaniu separowalności probabilistycznej ma po-
stać funkcji Γ.  MoŜna przeprowadzić dyskusję zagadnienia separowalności analo-
gicznie do przedstawionej w punkcie 3.2.1 (twierdzenie 3.3). 

ZałoŜymy, dodatkowo w stosunku do poprzednich rozwaŜań, Ŝe badany system 
złoŜony jest wylosowany z pewnej populacji. Znaczy to, Ŝe wektor parametrów θ  jest 
wartością ciągłej zmiennej losowej ,θ  o znanej funkcji gęstości rozkładu prawdopo-

dobieństwa ( ).θθf  Korzystając z metod Bayesa (jak w punkcie 2.2.2 – zadanie 
(2.99)), oszacowanie wektora parametrów charakterystyk statycznych elementów sys-
temu złoŜonego uzyskamy po rozwiązaniu następującego zadania optymalizacji: wy-

znaczyć taką wartość oszacowania ( ),,ˆ
NNNN VXΨθ =  dla której ryzyko warunkowe, 

wyznaczone na podstawie macierzy pomiarów VN przy zadanej serii identyfikującej 
XN, przyjmuje wartość minimalną względem θ  ze zbioru dopuszczalnego Θ,  tj. 

 ( ) ( ) ( )NNNNNNNNN XVrXVrVX ;,min;,ˆ:,ˆ θθΨθ
Θθ ∈

== ,  (3.165) 

gdzie ryzyko warunkowe ma postać 
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  (3.166) 

a funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa a posteriori ( )NN XVf ;θ′  wyraŜa się 

wzorem 
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Biorąc pod uwagę charakterystykę statyczną postaci (3.160) dla systemu złoŜone-

go, oszacowanie wektora zastępczych parametrów ( )θΓθ =~
 uzyskamy po rozwiąza-

niu następującego zadania optymalizacji: wyznaczyć taką wartość oszacowania 

( )NNNN VX ,
~~̂ Ψθ = , dla której ryzyko warunkowe, wyznaczone na podstawie macierzy 

pomiarów VN przy zadanej serii identyfikującej XN, przyjmuje wartość minimalną 

względem θ  ze zbioru dopuszczalnego ,
~Θ  tj. 
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 ( ) ( )NNNNNNNNN XVrXVrVX ;,~min;,
~̂~:,

~~̂
~ θθΨθ

Θθ ∈
=





= ,  (3.168) 

gdzie ryzyko warunkowe ma postać 
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  (3.169) 

a funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa a posteriori ( )NN XVf ;
~~ θ′  wyraŜa się 

wzorem 
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Funkcja ( )θθ
~

~f  gęstości rozkładu prawdopodobieństwa a priori zmiennej losowej 

θ~  jest określona przez funkcję Γ  oraz ( )θθf  funkcję gęstości rozkładu prawdopo-

dobieństwa a priori zmiennej losowej θ  i dana jest wzorem (3.100) lub (3.105),  

w zaleŜności od funkcji Γ.  
ZauwaŜmy, Ŝe istotną rolę w uzyskaniu separowalności probabilistycznej gra 

postać funkcji Γ.  MoŜna przeprowadzić dyskusję zagadnienia separowalności ana-
logicznie do przedstawionej w punkcie 3.2.1 (twierdzenie 3.3). Podobnie jak  
w punkcie 3.2.1, moŜna zastosować dwukrokowe podejście do zadania estymacji 
parametrów, uwzględniając wzajemną jednoznaczność przekształcenia Γ w przy-
padku systemu probabilistycznie separowalnego. Uzupełnienie zadania dodatkową 
informacją aprioryczną w postaci dodatkowych relacji Γ  pomiędzy parametrami 
charakterystyk statycznych elementów systemu złoŜonego (3.125) lub funkcją gę-
stości rozkładu prawdopodobieństwa ( )θθf  zmiennej losowej θ  pozwala na uzy-
skanie separowalności. 

3.2.3. Estymacja parametrów charakterystyk statycznych  
systemu złoŜonego ze zmiennymi niemierzalnymi wielkościami losowymi  

na podstawie zakłóconych pomiarów wyróŜnionych wyjść systemu złoŜonego 

RozwaŜymy zadanie estymacji parametrów systemu złoŜonego z losowo zmiennymi 
wielkościami w elementach wchodzących w skład systemu, przy załoŜeniu, Ŝe pomiar 
wyróŜnionych wyjść systemu złoŜonego jest obarczony błędem pomiarowym. Innymi 
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słowy – rozpatrujemy wejściowo-wyjściowy system złoŜony, w którym wyróŜniono M 
elementów ,...,,, 21 MOOO  dla których charakterystyki statyczne mają postać (3.146). 
Strukturę systemu opisuje równanie (3.6), a wyróŜnione, pomiarowo dostępne, wyjścia 
są opisane równaniem (3.7). W konsekwencji charakterystyka statyczna systemu zło-
Ŝonego, z wejściami zewnętrznymi x i wyróŜnionymi, dostępnymi do pomiaru, wyj-
ściami v, dana jest zaleŜnością (3.154). W zaleŜności tej występuje wektor nieznanych 
parametrów θ  oraz losowo zmienny wektor wartości ,ω  dla którego znana jest funk-
cja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa ( )ωωf . Tak jak w punkcie 3.2.1, wektor 
wyróŜnionych wyjść v mierzony jest z zakłóceniami pomiarowymi z~  i opis systemu 
pomiarowego dany jest zaleŜnością (3.64). W celu wyznaczenia nieznanych parame-
trów charakterystyk elementów systemu złoŜonego dla zadanego ciągu wartości wejść 
zewnętrznych zmierzono wartości wyróŜnionych wyjść z zakłóceniami. Dla zadanej 
serii identyfikującej o długości N uzyskano wyniki pomiarów wartości wyróŜnionych 
wyjść systemu złoŜonego. Wyniki eksperymentu zapisano w macierzach: 

 [ ]NN xxxX L21= ,  [ ]NN wwwW ~~~~
21 L= .  (3.171) 

Zadanie identyfikacji sprowadza się do wyznaczenia oszacowania wektora  nie-
znanych parametrów θ  charakterystyki (3.154). Poszukujemy algorytmu estymacji 

 ( )NNNN WX
~

,ˆ Ψθ = ,  (3.172) 

który dla danych pomiarowych XN, NW
~

 umoŜliwi wyznaczenie wartości oszacowania 

Nθ̂  wektora θ.  
W zaleŜności od informacji, jakie posiadamy o systemie pomiarowym, zakłóce-

niach pomiarowych ,~z  zmiennej losowej ,ω  charakterystyce statycznej (3.154) oraz 

jej parametrach θ, moŜemy stosować róŜne metody estymacji. 
Korzystając z metody maksymalnej wiarogodności (jak w punkcie 2.2.3 – zada-

nie (2.114)), oszacowanie wektora parametrów charakterystyk statycznych elementów 
systemu złoŜonego uzyskamy po rozwiązaniu następującego zadania optymalizacji: 

wyznaczyć taką wartość oszacowania ( )NNNN WX
~

,ˆ Ψθ = , dla której funkcja wiaro-
godności LN, wyznaczona na podstawie macierzy zakłóconych wyników pomiarów 

wartości wyróŜnionych wyjść NW
~

 dla zadanej serii identyfikującej XN, przyjmuje 

wartość maksymalną względem θ  ze zbioru dopuszczalnego Θ, tj. 

 ( ) ( ) ( )NNNNNNNNNNN XWLXWLWX ;,
~

max;ˆ,
~

:
~

,ˆ θθΨθ
Θθ∈

== ,  (3.173) 

gdzie funkcja wiarogodności ma postać 

 ( ) ( )( ) ( )( ) ,,,~,
~

;,
~

~

1

11
~~ dvJJvxFfwvhfUWL

h

N

n
FnnzzNNN ∏ ∫

=

−−= θθ ωω
V

  (3.174) 
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jakobian przekształcenia odwrotnego JF wyraŜa się zaleŜnością 

 
( )

,
,,1

v

vxF
JF ∂

∂=
− θω   (3.175) 

a jakobian przekształcenia odwrotnego 
h

J~  

 
( )

.
~,

~ 1
~

~
v

wvh
J z

h ∂
∂=

−

  (3.176) 

Podobnie jak w poprzednich przypadkach, parametry charakterystyki statycznej  
(3.154) systemu złoŜonego są wynikiem przekształcenia parametrów charakterystyk 
statycznych poszczególnych elementów, a charakterystyka statyczna przyjmuje postać 

 ( )ωθωθωθ ,
~

,
~

),,(),;,,(
df

xFxFBAxFCv y === ,  (3.177) 

gdzie 

 ( )θΓθ
df~ = .  (3.178) 

Po uwzględnieniu charakterystyki statycznej  postaci (3.160) funkcję wiarogodno-
ści zapiszemy 
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V
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a oszacowanie wektora parametrów zastępczych θ~  charakterystyki statycznej 
(3.177) systemu złoŜonego uzyskamy po rozwiązaniu następującego zadania opty-

malizacji: wyznaczyć taką wartość oszacowania ( )NNNN WX
~

,
~~̂ Ψθ = , dla której funk-

cja wiarogodności NL
~

 (3.179), wyznaczona na podstawie macierzy pomiarów NW
~

 

dla zadanej serii identyfikującej XN, przyjmuje wartość maksymalną względem θ~  

ze zbioru dopuszczalnego,
~Θ  tj. 

 ( ) ( )NNNNNNNNNNN XWLXWLWX ;
~

,
~~

max;
~̂

,
~~~

,
~~̂

~~ θθΨθ
Θθ ∈

=





→= .  (3.180) 

Dodatkowo, w stosunku do poprzednich rozwaŜań, zakładamy, Ŝe badany sys-
tem złoŜony jest wylosowany z pewnej populacji. Znaczy to, Ŝe wektor parametrów 
θ  jest wartością zmiennej losowej ,θ  dla której znana jest funkcja gęstości rozkła-

du prawdopodobieństwa ( )θθf . Korzystając z metod Bayesa (jak w punkcie 2.2.3 

(3.179) 
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– zadanie (2.119)), oszacowanie wektora parametrów charakterystyk statycznych 
elementów systemu złoŜonego uzyskamy po rozwiązaniu następującego zadania 

optymalizacji: wyznaczyć taką wartość oszacowania ( )NNNN WX
~

,ˆ Ψθ = , dla której 

ryzyko warunkowe, wyznaczone na podstawie macierzy pomiarów NW
~

 przy zadanej 

serii identyfikującej XN, przyjmuje wartość minimalną względem θ  ze zbioru do-
puszczalnego ,Θ  tj. 

 ( ) ( ) ( )NNNNNNNNN XWrXWrWX ;
~

,min;
~

,ˆ:
~

,ˆ θθΨθ
Θθ ∈

== ,  (3.181) 

gdzie ryzyko warunkowe ma postać 
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a funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa a posteriori ( )NN XWf ;
~θ′  wyraŜa się 

wzorem 
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Biorąc pod uwagę postać (3.160) charakterystyki statycznej systemu złoŜone- 

go, oszacowanie wektora parametrów zastępczych ( )θΓθ =~
 uzyskamy po rozwią-

zaniu następującego zadania optymalizacji: wyznaczyć taką wartość oszacowania 

( )NNNN WX
~

,
~~̂ Ψθ = , dla której ryzyko warunkowe, wyznaczone na podstawie macierzy 

pomiarów NW
~

 przy zadanej serii identyfikującej XN, przyjmuje wartość minimalną 

względem θ  ze zbioru dopuszczalnego ,
~Θ  tj. 

 ( ) ( )NNNNNNNNN XWrXWrWX ;
~

,~min;
~

,
~̂~:

~
,

~~̂
~ θθΨθ

Θθ ∈
=





= ,  (3.184) 

gdzie ryzyko warunkowe ma postać 
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a funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa a posteriori ( )NN XWf ;
~~~ θ′  wyraŜa się 

wzorem 
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w którym jakobiany przekształceń odwrotnych wyraŜają się zaleŜnościami (3.170) 
oraz (3.176).  

Funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa a priori zmiennej losowej θ~  

( )θθ
~

~f
 
jest określona przez funkcję Γ  oraz funkcję gęstości rozkładu prawdopodo-

bieństwa a priori zmiennej losowej θ  ( )θθf  i dana jest, w zaleŜności od funkcji Γ, 
wzorem (3.100) lub (3.105). 

ZauwaŜmy, Ŝe istotną rolę w uzyskaniu separowalności probabilistycznej ma po-
stać funkcji Γ. MoŜna przeprowadzić dyskusję zagadnienia separowalności analogicz-
nie do przedstawionej w punkcie 3.2.1 (twierdzenie 3.3). Podobnie jak w punkcie 
3.2.1, moŜna zastosować dwukrokowe podejście do zadania estymacji parametrów, 
uwzględniając wzajemną jednoznaczność przekształcenia Γ w przypadku systemu 
probabilistycznie separowalnego. Uzupełnienie zadania informacją aprioryczną  
w postaci dodatkowych relacji Γ  pomiędzy parametrami charakterystyk statycz-
nych elementów systemu złoŜonego (3.125) lub funkcją gęstości rozkładu prawdo-
podobieństwa a priori zmiennej losowej θ  ( )θθf  pozwala na uzyskanie separowal-
ności. 



4. Wybór optymalnego modelu systemu złożonego 

Przedstawimy teraz zadanie wyboru optymalnego modelu dla systemu złożonego. 
Rozważymy wejściowo-wyjściowy system złożony, w którym jest wyróżnionych  
M elementów  Zakładamy, że struktura systemu jest znana, tzn. znane 
są powiązania pomiędzy poszczególnymi elementami (1.19). Opisy poszczególnych 
elementów (1.13) nie są znane. Dla m-tego elementu o wektorach wejść 

....,,, 21 MOOO

Błąd! Nie 
zdefiniowano zakładki.um oraz wyjść ym przyjmujemy model  

 ( )mmmm uy θΦ ,= ,  (4.1) 

w którym: my  jest wektorem wyjść modelu, mΦ  – znaną, zadaną funkcją, a mθ  – nie-
znanym wektorem parametrów modelu m-tego elementu.  

Wektory wejść, wyjść obiektu oraz modelu, a także wektor parametrów modelu  
m-tego elementu są wektorami z odpowiednich przestrzeni, tj. 
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mm

L
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S
mm yyu RRYRU ⊆∈⊆∈⊆∈ Θθ  

gdzie: Sm, Lm oraz Rm są – odpowiednio – wymiarami przestrzeni wejść, wyjść obiektu  
i modelu oraz parametrów, m = 1, 2, …, M.  

Przyjmujemy oznaczenia 
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gdzie: wektor wszystkich wejść u jest elementem przestrzeni 

   (4.4) ,,
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a wektory wszystkich wyjść obiektu y i modelu y  są elementami przestrzeni 
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Struktura systemu jest dana równaniem 
 BxAyu += ,  (4.6) 

w którym: x jest S~-wymiarowym wektorem wejść zewnętrznych ,X∈x .
~SRX ⊆  

Macierz A jest S × L-wymiarową macierzą zero-jedynkową postaci (1.20). Macierz ta 
definiuje powiązania pomiędzy elementami systemu, natomiast zero-jedynkowa 

SS ~
× -wymiarowa macierz B wskazuje wejścia zewnętrzne (1.21).  
W dalszych rozważaniach zakładamy, że ze względu na przewidywane wykorzy-

stanie modelu wyróżniono pewne wyjścia v, wskazane przez macierz zero-jedynkową 
C (1.24), o wymiarze LL ×

~  ( L~  jest liczbą wyróżnionych wyjść spośród wszystkich  
L wyjść), tj. 
 ,Cyv =   (4.7) 
gdzie wyróżnione wyjścia  

   (4.8) { .,:
~df LyCvyvv RYV ⊆=∈∀=∈ }

Struktura systemu dana równaniem (4.6) oraz wyróżnione równaniem (4.7) wyjścia 
określają nowy obiekt jako całość, z wektorem wejść zewnętrznych x oraz wyróżnio-
nych wyjść v. Dla tak określonego obiektu identyfikacji możemy wyznaczyć model 
oparty na modelach poszczególnych elementów (4.1) oraz strukturze systemu danej 
równaniami (4.6) i (4.7), czyli struktura modelu jest określona zależnościami: 

 ,BxyAu +=   (4.9) 

 ,yCv =   (4.10) 
gdzie wyróżnione wyjścia modelu 

 { .,:
~df LyCvyvv RYV ⊆=∈∀=∈ }   (4.11) 

Przyjmujemy oznaczenie 
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gdzie θ  jest wektorem parametrów, którego składowymi są wektory parametrów mo-
deli poszczególnych elementów, tj. 
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df2
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,  (4.13) 

   (4.14) .,
1

21 ∑
=

=⊆×××=∈
M

m
m

R
M RRRΘΘΘΘθ L

Po podstawieniu w miejsce u w równaniu (4.12) zależności (4.9) otrzymujemy 

 ( ).,θΦ BxyAy +=   (4.15) 

Rozwikłanie równania (4.15) względem y  daje 

 ( ) ,,;, BAxy y θΦ=   (4.16) 

gdzie yΦ  jest wynikiem rozwikłania,  
a po podstawieniu (4.16) do (4.10) mamy 

 ( ) ( θΦθΦ ,,;,
df

xBAxCv y == ) .  (4.17) 

Zależność (4.17) jest modelem systemu złożonego jako całości, z wejściami ze-
wnętrznymi x i mierzonymi wyjściami .v   

W obecnej sytuacji możliwe są dwa różne sformułowania zadania wyboru opty-
malnego modelu. Pierwsze polega na tym, że wyznaczamy modele optymalne postaci 
(4.1) dla poszczególnych elementów, niezależnie od struktury systemu. Następnie, 
uwzględniając połączenia pomiędzy elementami, wyznaczamy model systemu złożo-
nego. Taki model nazwiemy lokalnie optymalnym. Drugie podejście polega na wy-
znaczeniu optymalnego modelu z uwzględnieniem jego struktury i opisu systemu zło-
żonego jako całości postaci (4.17). Ten model nazwiemy globalnie optymalnym. 

4.1. Lokalnie optymalny model systemu złożonego 
Założymy, że każdy z elementów systemu złożonego jest obserwowany niezależ-

nie. W przypadku m-tego elementu, w wyniku eksperymentu, dla zadanej serii identy-
fikującej o długości Nm, dokonano niezakłóconego pomiaru wartości składowych wek-
tora wyjść. Wyniki zebrano w macierzach: 

 [ ] [ ]
mmmm mNmmmNmNmmmN yyyYuuuU LL 21

df

21

df
, == .  (4.18) 
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Dla m-tego elementu proponujemy model (4.1). Tak jak w punkcie 2.3.2, jako 
miarę porównania macierzy pomiarów wartości składowych wektora wyjść obiektu 

 dla zadanej serii identyfikującej  z macierzą wartości składowych wek-

tora wyjść modelu 

,
mmNY

mmNU

( mmN m
Y θ ) wyznaczonych dla  wprowadzimy  ,

mmNU

 ( ) ( ) ,
df

mmNmmm UmmNmNmmN YYQ θθ −=   (4.19) 

gdzie 

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]mmNmmmmmmmmmN mm
uuuY θΦθΦθΦθ ,,, 21

df
L= .  (4.20) 

Jest to lokalne kryterium jakości przybliżenia, zwane lokalnym kryterium jakości 
identyfikacji. Przykładowe funkcje ( )mmN m

Q θ  mają postać, odpowiednio: 

 ( ) ( ) ((∑∑
==

==
mm

m

N

n
mmnmmnm

N

n
mnmnmmmN uyqyyqQ

11

,,, θΦθ ))   (4.21) 

lub 
 ( ) ( ){ } ( )( ){ }mmnmmnmNnmnmnmNnmmN uyqyyqQ

mm
m

θΦθ ,,max,max
11 ≤≤≤≤

== .  (4.22) 

gdzie qm jest funkcją, której wartość ocenia różnicę pomiędzy zmierzoną wartością 
składowych wektora wyjść m-tego elementu ymn a wartością składowych wektora 
wyjść modelu m-tego elementu ,mny  wyznaczoną dla wektora wejść umn, czyli 

.),( mmnmn uy θΦ=  
Funkcja ( )mmN m

Q θ  stanowi kryterium wyboru optymalnego modelu dla m-tego ele-
mentu, a konkretnie kryterium wyboru wektora optymalnych wartości jego parametrów.  

 

 
 

Rys. 4.1. Lokalnie optymalne modele systemu złożonego 
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Problem wyznaczenia optymalnego modelu sprowadza się do rozwiązania następu-
jącego zadania optymalizacji: wyznaczyć taką wartość wektora parametrów  dla 

której miara jakości przybliżenia 
,*

mmNθ

( )mmN m
Q θ  przyjmuje wartość minimalną ze względu 

na θm ze zbioru dopuszczalnego Θm, czyli 

 ( ) ( ) ( )mmNmNmNmNmNmNmN m
mm

mmmmmm
QQYU θθΨθ

Θθ ∈
== min:, ** ,  (4.23) 

gdzie: jest optymalnym wektorem parametrów m-tego modelu, *
mmNθ  

mmNΨ  –

tj.

 algoryt-

mem identyfikacji, a funkcja (4.1) z wektorem parametrów *
mNθ  ,

m
 

 ( ),, *
mmNmmm uy θΦ=   (4.24) 

jest nazywana lokalnie optymalnym modelem m-tego elementu z danej klasy modeli.  
Zadanie identyfikacji powtarzamy kolejno dla poszczególnych elementów, tzn.  

m = 1, 2, …, M.  
Teraz, korzystając z równań (4.9) i (4.10), uzyskamy model systemu złożonego 

danego zależnością (4.17). Wektor wszystkich optymalnych wektorów parametrów 
modeli lokalnych oznaczymy przez 

 , (4.25) 
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Model (4.17) z parametrami (4.25), tj. 

 ( ) ( )*df* ,,;, NNy xBAxCv θΦθΦ == , (4.26) 

nazywamy lokalnie optymalnym modelem systemu złożonego z danej klasy modeli. 

4.2. Globalnie optymalny model systemu złożonego 

Inne spojrzenie na model wejściowo-wyjściowy systemu złożonego, czyli porówna-
nie tylko wyróżnionych, wskazanych przez projektanta modelu, wyjść systemu złożone-
go z wyjściami modelu systemu złożonego, danego zależnością (4.17), prowadzi do 
określenia modelu globalnie optymalnego (rys. 4.2). Teraz założymy, że dla zadanej 
serii wejść zewnętrznych x o długości N dokonano pomiaru wartości wyróżnionych 
wyjść systemu złożonego v. Pomiary zebrano w następujących macierzach: 
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 [ ] [ ]NNNN vvvVxxxX LL 2121 , == ,  (4.27) 

gdzie: XN jest serią identyfikującą, a VN jest wynikiem eksperymentu.  
Tak jak w punkcie 2.3.2, jako miarę porównania macierzy pomiarów wartości 

wskazanych wyjść systemu złożonego VN, dla zadanej serii identyfikującej XN,  
z macierzą wartości wskazanych wyjść modelu systemu złożonego ( )θNV , przyj-
mujemy 
 ( ) ( )

NXNNN VVQ θθ −=
~ ,  (4.28) 

gdzie 

 ( ) ( ) ( ) ( )[ θΦθΦθΦθ ,,, 21

df

NN xxxV L= ] .  (4.29) 
 

 
 

Rys. 4.2. System złożony z modelem globalnie optymalnym 
 
Funkcja ( )θNQ~  (4.28) stanowi globalne kryterium jakości identyfikacji. Przykła-

dowe funkcje (θNQ )~  mają postać: 

 ( ) ( ) ((∑∑
==

==
N

n
nn

N

n
nnN xvqvvqQ

11

,,,~ θΦθ ))   (4.30) 

lub 
 ( ) ( ){ } ( )( ){ }θΦθ ,,max,max~

11 nnNnnnNnN xvqvvqQ
≤≤≤≤

== .  (4.31) 
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Teraz wartość funkcji q jest miarą różnicy pomiędzy, zaobserwowanymi w n-tym 
pomiarze, wyróżnionymi wyjściami systemu złożonego  a wyróżnionymi wyjściami 
modelu 

nv

nv  danego zależnością (4.17) dla zadanego wejścia xn, czyli ( ).,θΦ nn xv =  
Globalnie optymalny wektor parametrów modelu systemu złożonego otrzymujemy  
w wyniku minimalizacji kryterium (4.28) względem θ, tj. 

 ( ) ( ) ( )θθΨθ
Θθ NNNNNNN QQVX ~min~~:,~~ **

∈
== ,  (4.32) 

gdzie: *~
Nθ  jest optymalnym wektorem parametrów systemu złożonego, NΨ  – algo-

rytmem identyfikacji, a model (4.17) z parametrami *~
Nθ , czyli 

 ( ) ( )*df* ~,,;~, NNy xBAxCv θΦθΦ == ,  (4.33) 

jest modelem globalnie optymalnym systemu złożonego z danej klasy modeli. 

4.3. Model globalnie optymalny  
z uwzględnieniem jakości modelu lokalnego 

W poprzednich podrozdziałach przedstawiono dwa różne modele systemu złożone-
go, tj. modele optymalne lokalnie i globalnie. Pojawia się pytanie: Który z proponowa-
nych modeli jest lepszy? Odpowiedź: zależy to od projektanta modelu, a konkretnie – od 
celu, jaki projektant zamierza osiągnąć, budując model systemu złożonego. Do wyzna-
czania lokalnych decyzji celowe jest budowanie modeli lokalnie optymalnych. W innym 
przypadku podstawą do projektowania zarządzania nadrzędnego będzie model globalnie 
optymalny. W dwupoziomowym systemie zarządzania istotna jest zarówno jakość mo-
delu globalnego w zarządzaniu nadrzędnym, jak i jakość modeli lokalnych w podejmo-
waniu decyzji na dolnym poziomie. Takie postawienie problemu prowadzi do wielokry-
terialnej oceny modelu systemu złożonego. Z jednej strony stosuje się ocenę lokalną 
(4.19), osobno dla poszczególnych elementów systemu, a z drugiej strony kryterium 
(4.28), które ocenia model systemu złożonego jako całość. Korzystając z podejścia wie-
lokryterialnego [85], możemy zaproponować nowe sformułowania zadania wyznaczania 
optymalnych modeli systemów złożonych.  

Jedno z możliwych sformułowań polega na wyznaczeniu globalnie optymalnych 
parametrów modelu, dla których syntetyczny wskaźnik jakości identyfikacji przyjmuje 
wartość minimalną. Syntetyczny wskaźnik jakości identyfikacji jest definiowany jako 
funkcja poszczególnych wskaźników, czyli 

 ( ))(,),(),(),(~)( 2211

df

MMNNNNN QQQQHQ θθθθθ K= ,  (4.34) 

gdzie H jest funkcją M + 1 zmiennych, wypukłą ze względu na każdą ze składowych. 
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Najprostszym przykładem funkcji H jest funkcja liniowa, wówczas syntetyczny 
wskaźnik jakości identyfikacji określamy zależnością 

 ( ) ( ) ( )∑
=

+=
M

m
mmNmNN QQQ

1
0

~ θαθαθ ,  (4.35) 

w której Mααα ,,, 10 K  jest zbiorem nieujemnych współczynników wagowych, speł-
niających warunek 

   (4.36) .,,1,0,0,1
0

Mm
M

m
mm K=≥=∑

=

αα

W tym przypadku współczynniki wagowe Mααα ,,, 10 K  przedstawiają udział glo-
balnego wskaźnika oraz poszczególnych, lokalnych wskaźników w syntetycznym 
wskaźniku jakości identyfikacji. Optymalny wektor parametrów modelu systemu zło-
żonego otrzymamy w wyniku minimalizacji syntetycznego wskaźnika jakości identy-
fikacji (3.34) względem θ, tj. 

 ( ) ( ) ( )θθΨθ
Θθ NNNNNNN QQVX

∈
== min:, ** ,  (4.37) 

gdzie: *
Nθ  jest optymalną wartością wektora parametrów modelu systemu złożonego, 

NΨ  jest algorytmem identyfikacji, a model (4.17) z wektorem parametrów ,*
Nθ  czyli  

 ( ) ( )*df* ,,;, NNy xBAxCv θΦθΦ == ,  (4.38) 

jest globalnie optymalnym modelem systemu z syntetycznym wskaźnikiem jakości 
modelu dla zadanej klasy modeli. 

Inny sposób uwzględnienia jakości modeli lokalnych polega na wyznaczeniu glo-
balnie optymalnych parametrów modelu przy założeniu, że modele lokalne są zadowa-
lająco dokładne. Znaczy to, że wektory parametrów poszczególnych modeli mθ  speł-
niają warunek 
 ( ) ( ) ,...,,2,1,, * MmQQ mNmNmmmmN =>≤ θββθ   (4.39) 

gdzie mβ  jest „miarą zadowolenia” – spodziewaną dokładnością dla m-tego lokalnego 
modelu.  

Wartość ta jest większa od optymalnej wartości lokalnego wskaźnika jakości 
optymalizacji  Tak sformułowane zadanie wyznaczenia optymalnego  
modelu wymaga modyfikacji zbioru dopuszczalnych wartości wektora parametrów 
modelu θ. W zbiorze tym dodatkowo należy uwzględnić ograniczenia (4.39), które 
zapewniają wymaganą dokładność modeli lokalnych. Zmodyfikowany zbiór dopusz-
czalnych wartości parametrów modelu systemu złożonego ma więc postać 

.)( *
mNmNQ θ

      ( ) ( ){ }MmQQ mNmNmmmmN
R ...,,2,1,,: *df* =>≤⊆∈= θββθΘθΘ R . (4.40) 
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Teraz optymalną wartość wektora parametrów modelu systemu złożonego z za-
dowalającymi wartościami wektorów parametrów modeli lokalnych otrzymamy  
w wyniku minimalizacji globalnego wskaźnika jakości identyfikacji (4.28) wzglę-
dem θ, przy ograniczeniach (4.40), czyli 

 ( ) ( ) ( )θθΨθ
Θθ NNNNNNN QQVX ~min~~:,~~

*

*****

∈
== ,  (4.41) 

gdzie: **~
Nθ  jest optymalną wartością wektora parametrów systemu złożonego, *~

NΨ  – al- 
gorytmem identyfikacji, a model (4.17) z parametrami ,~ **

Nθ  czyli  

 ( ) ( )**df** ~,,;~, NNy xBAxCv θΦθΦ == ,  (4.42) 

jest globalnie optymalnym modelem systemu złożonego z zadowalająco dobrymi mo-
delami lokalnymi. 

4.4. Algorytm identyfikacji dla systemu złożonego  
o strukturze szeregowej 

Bardzo ważnym przypadkiem obiektu złożonego jest system o strukturze szerego-
wej. System złożony, który nie zawiera sprzężeń zwrotnych (rys. 4.3), można sprowa-
dzić do systemu o strukturze szeregowej (rys. 4.4). 

 
 

Rys. 4.3. System złożony 

Przyjmiemy modele elementów O1, O2 oraz O3 systemu złożonego z rysunku 4.3, 
odpowiednio: 
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Zdefiniujemy nowe, pomocnicze wejścia i wyjścia w następujący sposób: 
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  (4.47) 

Teraz możemy zdefiniować nowe elementy 321 ,, OOO  oraz ,4O  dla których pro-
ponujemy modele: 
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Przy tak zdefiniowanych elementach system złożony o strukturze przedstawionej 
na rysunku 4.3 sprowadza się do systemu o strukturze szeregowej (rys. 4.4). 

 

 
 

Rys. 4.4. System złożony o strukturze szeregowej 
 
Specyfika systemu o strukturze szeregowej umożliwia zastosowanie metody pro-

gramowania dynamicznego do wyznaczenia algorytmu identyfikacji. Przyjmujemy, że 
system o strukturze szeregowej zawiera M elementów, dla których zakładamy modele 
postaci (4.1).  

 

 
 

Rys. 4.5.  System złożony o strukturze szeregowej z modelem globalnie optymalnym 
gdy wyróżniono wszystkie wyjścia 

 
W najogólniejszym przypadku jako wyróżnione wyjścia systemu złożonego wy-

bierzmy wszystkie wyjścia (rys. 4.5). Macierz C w równaniu (4.7) jest macierzą jed-
nostkową o wymiarze L × L, tj. LLIC ×= , czyli równanie (4.7) ma postać 

 yv = .  (4.52) 

Po uwzględnieniu proponowanych modeli (4.1) dla poszczególnych elementów 
struktury systemu złożonego oraz równania (4.52), model systemu złożonego (4.17) 
przyjmuje postać 
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a po podstawieniu modeli (4.1), m = 1, 2, …, M, do (4.53) otrzymujemy 
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Zauważmy, że elementy wektora v  (4.53), odpowiadające wyjściom poszczegól-
nych elementów modelu, możemy przedstawić w postaci rekurencyjnej, tj. 

 ( ) Mmvv m
m

m
m ...,,1,0,,)()1( ==+ θΦ ,  (4.55) 

gdzie 

 .
df

)0( xv =   (4.56) 

W dalszych rozważaniach ograniczymy się do zadania wyboru modelu globalnie 
optymalnego, przedstawionego w punkcie 4.2.3, przyjmując globalny wskaźnik jako-
ści identyfikacji (4.28) postaci (4.30), czyli 

 ( ) ( ) ((∑∑
==

==
N

n
nn

N

n
nnN xvqvvqQ

11

,,,~ θΦθ )) .  (4.57) 

Przypomnijmy, że zgodnie z (4.52) wektor wyróżnionych wyjść v jest wektorem 
wszystkich wyjść poszczególnych elementów. Zaproponujemy funkcję q w kryterium 
(4.57), która pozwoli na ocenę różnicy pomiędzy – zaobserwowanymi w n-tym po-
miarze – wartościami składowych wyjść poszczególnych elementów systemu złożo-
nego a wartościami składowych wyjść ich modeli. Niech  
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  (4.58) 

gdzie: wartość funkcji  jest miarą różnicy pomiędzy – zaobserwowanymi w n-tym 
pomiarze – wartościami składowych wektora wyjść m-tego elementu systemu złożonego 

 a wartościami składowych wektora wyjść modelu m-tego elementu 

mq

( )m
nv ( )m

nv  (4.54) 
dla zadanej wartości składowych wektora wejść xn, natomiast λm, m = 1, 2, …, M, jest 
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zestawem współczynników wagowych umożliwiających swobodne uwzględnienie 
modeli poszczególnych elementów w modelu globalnym.  

Zestaw współczynników spełnia warunek 

 0,1,,2,1,10 ≠−=≤≤ Mm Mm λλ K .  (4.59) 

W szczególnym przypadku, gdy ,,,2,1,1 Mmm K==λ  model globalny przyjmuje 
strukturę jak na rysunku 4.5, jeżeli natomiast 1=Mλ  oraz ,1,,2,1,0 −== Mmm Kλ  
model globalny przyjmuje strukturę jak na rysunku 4.6, czyli oceniamy wyłącznie 
wektor wyjść ostatniego elementu.  

 

 
 

Rys. 4.6. Globalnie optymalny model o strukturze szeregowej 
gdy wyróżnione wyjście jest wyjściem ostatniego elementu 

 
Po uwzględnieniu rekurencyjnej postaci modelu globalnego (4.55) w funkcji (4.58) 

otrzymujemy 
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Ostatecznie globalny wskaźnik jakości identyfikacji (4.57) możemy zapisać 
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a po zamianie kolejności sumowania otrzymujemy 
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4.4.1. Globalnie optymalny model systemu o strukturze szeregowej 

Globalny wskaźnik jakości postaci (4.62) oraz rekurencyjny model (4.55) umożli-
wiają zastosowanie metody programowania dynamicznego do rozwiązania zadania 
(4.32) [126, 127]. Po wyodrębnieniu wektorów parametrów modeli poszczególnych 
elementów zadanie (4.32) sprowadza się do wyznaczenia takiego zestawu wektorów 
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parametrów modeli elementów ,~,,~,~ **
2

*
1 MNNN θθθ K  który minimalizuje wskaźnik (4.62), 

czyli  
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  (4.63) 

Zastosowanie metody programowania dynamicznego daje następujący algorytm 
identyfikacji przy globalnym wskaźniku jakości (4.62) dla struktury szeregowej:  

 
Krok 1. Oznaczamy ostatni M-ty składnik sumy w kryterium (4.62) przez 

 ( ) ( ) ( )((∑
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−=
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n
M

M
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M
nMMMMN vvqQ

1

1
df

,,~ θΦλθ )).  (4.64) 

Określamy optymalny wektor parametrów ,~*
MNθ  który minimalizuje wskaźnik 

(4.64). Zadanie sprowadza się do wyznaczenia takiego algorytmu identyfikacji MNΨ~   

 ( ) ( )( )1* ,~~ −= M
N

M
NMNMN VVΨθ ,  (4.65) 

który minimalizuje wskaźnik (4.64) względem θM, czyli 
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M

N
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NMNMN QQVV
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θθΨθ
Θθ

~min~~:,~~ *1*

∈

− == ,  (4.66) 

gdzie  jest macierzą pomiarów wartości składowych wektora wyjść M-tego ele-
mentu, tj.  

( )M
NV

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]M
N

MMM
N vvvV L21= ,  (4.67) 

natomiast ( )  jest macierzą wartości składowych wektora wejść modelu M-tego 
elementu, która jest również macierzą wartości składowych wektora wyjść modelu   
M – 1. elementu, czyli 

1−M
NV

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]11
2

1
1

1 −−−− = M
N

MMM
N vvvV L .  (4.68) 

W algorytmie (4.65) występuje macierz (4.68), która nie jest znana i zależy od ma-
cierzy wartości składowych wektora wyjść poprzedniego M–1. elementu. 

Po podstawieniu do (4.64) algorytmu wyznaczania optymalnego wektora parame-
trów *~

MNθ  modelu M-tego elementu, uzyskanego w wyniku rozwiązania zadania 
(4.66), otrzymujemy optymalną postać kryterium, zależną od macierzy ( 1−M

NV )  (4.68) 
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Po uwzględnieniu zależności (4.55) w macierzy (4.68) mamy 
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a po podstawieniu (4.70) do (4.69) otrzymujemy 
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Krok 2. Oznaczamy sumę przedostatniego M – 1. składnika w kryterium (4.62)  

i *~
MNQ  – optymalnej postaci (4.71) składowej kryterium, wyznaczonej w kroku 1., przez 
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Określamy optymalny wektor parametrów ,~*
1NM −θ  który minimalizuje wskaźnik 

(4.72). Zadanie sprowadza się do wyznaczenia takiego algorytmu identyfikacji NM 1
~

−Ψ   
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1
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NNMNM VVVΨθ ,  (4. 73) 

który minimalizuje wskaźnik (4.72) względem θM–1, czyli 
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gdzie  jest macierzą pomiarów wartości składowych wektora wyjść M – 1. ele-
mentu, tj.  

( 1−M
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N vvvV L ,  (4.75) 

natomiast ( 2−M
NV )  jest macierzą wartości składowych wektora wejść modelu M – 1. 

elementu, która jest jednocześnie macierzą wartości składowych wektora wyjść mode-
lu M – 2. elementu, czyli 

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]22
2

2
1

2 −−−− = M
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MMM
N vvvV L .  (4.76) 

W algorytmie (4.73) występuje macierz (4.76), która nie jest znana i zależy od ma-
cierzy wartości składowych wektora wyjść poprzedniego M – 2. elementu. 

Po podstawieniu do (4.72) algorytmu wyznaczania optymalnego wektora parame-
trów *

1
~

NM −θ  modelu M – 1. elementu, uzyskanego w wyniku rozwiązania zadania 
(4.74), otrzymujemy optymalną postać kryterium, zależną od macierzy 2−M

NV  (4.76) 

 



Rozdział 4 170

 
( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )( ).,,~
,,~~~~

21*
1

df

21
11

*
11

−−
−

−−
−−−−

=

=

M
N

M
N

M
NNM

M
N

M
N

M
NNMNMNMNM

VVVQ

VVVQQ Ψθ
  (4.77) 

Po uwzględnieniu zależności (4.55) w macierzy (4.76) mamy 
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a po podstawieniu (4.78) do (4.77) otrzymujemy 
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M  

Krok m. Oznaczamy sumę M – m + 1. składnika w kryterium (4.62) i *
2

~
NmMQ +−  – 

optymalnej postaci składowej kryterium wyznaczonej w m – 1. kroku – przez 
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Określamy optymalny wektor parametrów ,~*
1NmM +−θ  który minimalizuje wskaźnik 

(4.80). Zadanie sprowadza się do wyznaczenia takiego algorytmu identyfikacji NmM 1
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który minimalizuje wskaźnik (4.80) względem θM–m+1, czyli 
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gdzie  jest macierzą pomiarów wartości składowych wektora wyjść M – m + 1. 
elementu, tj.  
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natomiast ( mM
NV − )  jest macierzą wartości składowych wektora wejść modelu M – m + 1. 

elementu, która jest jednocześnie macierzą wartości składowych wektora wyjść modelu 
M – m-tego elementu, czyli 
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W algorytmie (4.81) występuje macierz (4.84), która nie jest znana i zależy od ma-
cierzy wartości składowych wektora wyjść poprzedniego M – m-tego elementu. 

Po podstawieniu do (4.80) algorytmu wyznaczania optymalnego wektora parame-
trów *

1
~

NmM +−θ  modelu M – m + 1. elementu, uzyskanego w wyniku rozwiązania zada-
nia (4.82), otrzymujemy optymalną postać kryterium 
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Po uwzględnieniu zależności (4.55) w macierzy (4.84) mamy 
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a po podstawieniu (4.86) do (4.85) otrzymujemy 
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Krok M – 1. Oznaczamy sumę 2. składnika w kryterium (4.62) i *
3

~
NQ  – optymal-

nej postaci składowej kryterium wyznaczonej w M – 2. kroku – przez 
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Określamy optymalny wektor parametrów ,~*
2Nθ  który minimalizuje wskaźnik 

(4.88). Zadanie sprowadza się do wyznaczenia takiego algorytmu identyfikacji N2
~Ψ  
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który minimalizuje wskaźnik (4.88) względem θ2, czyli 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )22
*

22
12

2
*

2
~min~~:,,,~~

22
θθΨθ

Θθ NNNNN
M

NNN QQVVV
∈

== K ,  (4.90) 

gdzie:  jest macierzą pomiarów wartości składowych wektora wyjść 2. elementu, tj.  ( )2
NV
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 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]22
2

2
1

2
NN vvvV L= ,  (4.91) 

natomiast ( )1
NV  jest macierzą wartości składowych wektora wejść modelu 2. elementu, 

która jest jednocześnie macierzą wartości składowych wektora wyjść modelu 1. ele-
mentu, czyli 

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]11
2

1
1

1
NN vvvV L= .  (4.92) 

W algorytmie (4.89) występuje macierz (4.92), która nie jest znana i zależy od ma-
cierzy wartości składowych wektora wyjść poprzedniego – pierwszego elementu. 

Po podstawieniu do (4.88) algorytmu wyznaczania optymalnego wektora parame-
trów modelu 2. elementu ,~*

2Nθ  uzyskanego w wyniku rozwiązania zadania (4.90), 
otrzymujemy optymalną postać kryterium 

          ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( ).,,,~,,,~~~~ 12*
1

df
12

22
*

22 NN
M

NNmMNN
M

NNNNN VVVQVVVQQ KK +−== Ψθ   (4.93) 

Po uwzględnieniu zależności (4.55) w macierzy (4.92) mamy 

            ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ] ( )( ),,~,,, 1
0

1

df

1
0

21
0

21
0

12
1 θΦθΦθΦθΦ NNMmMMN VvvvV == −−− L   (4.94) 

a po podstawieniu (4.94) do (4.93) otrzymujemy 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )1
0

1
2*

2
12*

2 ,~,,,~,,,~ θΦ NN
M

NNNN
M

NN VVVQVVVQ KK = .  (4.95) 

 

Krok M. Oznaczamy sumę 1. składnika w kryterium (4.62) i *
2

~
NQ  – optymalnej 

postaci składowej kryterium wyznaczonej w M – 1. kroku – przez 

 ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )(( )1
0

1
2*

2
1

1
0

1
1

11

df

11 ,~,,,~,,~ θΦθΦλθ NN
M

NN

N

n
nN VVVQvvqQ K+= ∑

=

) .  (4.96) 

Określamy optymalny wektor parametrów ,~*
1Nθ  który minimalizuje wskaźnik 

(4.96). Zadanie sprowadza się do wyznaczenia takiego algorytmu identyfikacji N1
~Ψ   

 ( ) ( ) ( )( )01
1

*
1 ,,,~~

NN
M

NNN VVV KΨθ = ,  (4.97) 

który minimalizuje wskaźnik (4.96) względem θ1, czyli 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )11
*

11
01

1
*

1
~min~~:,,,~~

11
θθΨθ

Θθ NNNNN
M

NNN QQVVV
∈

== K ,  (4.98) 

gdzie  jest macierzą pomiarów wartości składowych wektora wyjść 1. elementu, tj.  ( )1
NV

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]11
2

1
1

1
NN vvvV L= ,  (4.99) 
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natomiast ( )0
NV , zgodnie z (4.56), jest macierzą wartości składowych wektora wejść 

zewnętrznych, czyli 

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ] [ ] .
df

21
00

2
0

1
0

NNNN XxxxvvvV === LL   (4.100) 

Dopiero teraz wszystkie występujące w algorytmie (4.97) macierze, z uwzględnie-
niem (4.100), są znane jako macierze pomiarów. Możliwe jest wyznaczenie wartości 
składowych wektora parametrów modelu 1. elementu. 

Optymalne wartości składowych wektorów parametrów *
2

*
1

* ~,,~,~
NNMMN θθθ K− , wy-

znaczone w krokach 1., 2., …, M – 1., oprócz wyników pomiarów wyjść  

 ( ) ( ) ( )11 ...,,, N
M

N
M

N VVV − ,  (4.101) 

zależą od macierzy wartości składowych wektorów wyjść modeli 

 ( ) ( ) ( )....,,, 111
N

M
N

M
N VVV −−   (4.102) 

Dopiero wektor *
1

~
Nθ

( ),2
N

 zależy od macierzy pomiarów wartości składowych wektora 
wejść zewnętrznych XN oraz macierzy pomiarów wartości składowych wszystkich wek-
torów wyjść    ( ),1

NV V ( )...., M
NV

Powracając do algorytmów identyfikacji określonych w kolejnych krokach, możemy 
wyznaczyć optymalne wartości parametrów poszczególnych elementów systemu. I tak: 

 
Krok M + 1. Po uwzględnieniu w (4.97) macierzy pomiarów wejść zewnętrznych 

(4.100) otrzymujemy algorytm  
 ( ) ( )( )NN

M
NNN XVV ,,,~~ 1

1
*

1 KΨθ = ,  (4.103) 

który na podstawie macierzy pomiarów wartości składowych wektora wejść ze-
wnętrznych, tj. serii identyfikującej XN, oraz macierzy pomiarów wartości składowych 
wszystkich wektorów wyjść ( ) ( ) ( )M

NNN VVV ,,, 21 K  umożliwia wyznaczenie wartości opty-
malnego wektora parametrów modelu 1. elementu *

1
~

Nθ . 
 

Krok M + 2. Teraz, po podstawieniu do (4.94) w miejsce  optymalnych warto-
ści 

1θ

,~*
1Nθ  określonych przez (4.103), otrzymujemy macierz wartości składowych wek-

tora wyjść modelu 1. elementu systemu z optymalnym wektorem parametrów dla za-
danej serii identyfikującej XN, tj. 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )( )NN
M

NNNNNN XVVXXV ,,,~,~~,~ 1
11

*
11

df
1* KΨΦθΦ == .  (4.104) 

Po podstawieniu w zależności (4.89) w miejsce ( )1
NV  macierzy wartości składo-

wych wektora wyjść modelu optymalnego, określonego przez (4.104), otrzymujemy 

 ( ) ( ) ( )( ).,,,~~ 1*2
2

*
2 NN

M
NNN VVV KΨθ =   (4.105) 

M  
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Krok M + m. W kroku .1−+ mM  wyznaczyliśmy macierz wartości składowych 
wektora wyjść ( 2* −m

NV )  modelu m – 2. elementu systemu z optymalnym wektorem 
parametrów dla zadanej serii identyfikującej XN, która jest jednocześnie macierzą war-
tości składowych wektora wejść do m – 1. elementu modelu. Umożliwia to wyznacze-
nie macierzy wartości składowych wektora wyjść modelu m – 1. elementu ( )1* −m

NV   
z optymalnym wektorem parametrów ,~*

1Nm−θ  tj. 

 
( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( ).,,,~,~

~,~

2*1
1

2*
1

*
1

2*
1

df
1*

−−
−

−
−

−
−

−
−

=

=
m

N
m

N
M

NNm
m

Nm

Nm
m

Nm
m

N

VVVV

VV

KΨΦ

θΦ   (4.106) 

Wartość optymalnego wektora parametrów modelu m-tego elementu *~
mNθ  wyzna-

czamy według zależności 
 ( ) ( ) ( )( )1** ,,,~~ −= m

N
m

N
M

NmNmN VVV KΨθ .  (4.107) 

M  

Krok 2M. W kroku 2M – 1. wyznaczyliśmy macierz wartości składowych wektora 
wyjść ( 2* −M

NV )  modelu M – 2. elementu systemu z optymalnym wektorem parametrów 
dla zadanej serii identyfikującej XN, która jest jednocześnie macierzą wartości składo-
wych wektora wejść do M – 1. elementu modelu. Umożliwia to wyznaczenie macierzy 
wartości składowych wektora wyjść modelu  M – 1. elementu ( )1* −M

NV  z optymalnym 
wektorem parametrów ,~*

1NM −θ  tj. 

 
( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( ).,,,~,~
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1

*
1

2*
1

df
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−−
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N
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N
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NNM
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M
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M

N

VVVV

VV

KΨΦ

θΦ   (4.108) 

Ostatecznie, po podstawieniu do algorytmu (4.65) macierzy ( ),1* −M
NV  określonej 

przez (4.108), otrzymujemy 
 ( ) ( )( )1** ,~~ −= M

N
M

NMNMN VVΨθ ,  (4.109) 
wartość optymalnego wektora *~

MNθ  parametrów modelu M-tego elementu. 
 

Przykład 4.1. Rozważymy wejściowo-wyjściowy system złożony o strukturze sze-
regowej, w którym wyróżniono trzy jednowymiarowe elementy (M  = 3, Sm = Lm = 1, 
m = 1, 2, 3). Dla poszczególnych elementów o wejściu  i wyjściu  przyjmujemy 
modele liniowe, czyli model (4.1) ma postać 

mu my

 ,3,2,1,),( === muuy mmmmmm θθΦ   (4.110) 
gdzie: my  jest wyjściem, a mθ  – nieznanym parametrem modelu.  

Wejściem zewnętrznym x systemu złożonego jest wejście pierwszego elementu,  
a wyróżnionymi wyjściami wszystkie wyjścia (rys. 4.5 dla M =  3), czyli 
 ( ) ( ) ( )

3
3

2
2

1
1

1 ,,, yvyvyvux ==== .  (4.111) 
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W rozpatrywanym przykładzie model systemu złożonego (4.53) przyjmuje postać 
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2

1
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v
v
x

v
v
x

v
v
v

v
θ
θ
θ

θΦ
θΦ
θΦ

,  (4.112) 

a w rekurencyjnej postaci (4.55) zapisujemy 

 ,2,1,0,),( )()()1( ===+ mvvv m
mm

m
m

m θθΦ   (4.113) 
gdzie 

 xv
df)0( = .  (4.114) 

Przyjmujemy kwadratowy wskaźnik jakości identyfikacji, czyli funkcja qm w kry-
terium (4.62) ma postać 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) .,
2m

n
m

n
m

n
m

nm vvvvq −=   (4.115) 

Przyjmiemy ponadto wartości współczynników ,3,2,1,1 == mmλ  co znaczy, że  
w globalnym wskaźniku jakości z taką samą wagą uwzględniamy wszystkie wyróż-
nione wyjścia systemu złożonego. Ostatecznie, po uwzględnieniu (4.113), (4.114) oraz 
(4.115), globalny wskaźnik jakości identyfikacji (4.62) możemy zapisać 

 ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( .,,~
23

1 1

1
3

1 1

1 ∑∑∑∑
= =

−

= =

− −==
m

N

n

m
nm

m
n

m

N

n
m

m
nm

m
nmN vvvvqQ θθΦθ )   (4.116) 

Zadanie identyfikacji sprowadza się do wyznaczenia optymalnych wartości para-
metrów modeli elementów ,~,~,~ *

3
*

2
*

1 NNN θθθ  dla których wskaźnik (4.116) przyjmuje 
wartość minimalną, czyli  

   ( ) ( )( ) ( ) ( )( )∑∑∑∑
= =

−
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− −=−
3

1 1

21*

,,

3

1 1

21**
3

*
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*
1 .~min~:~,~,~

321 m

N

n

m
nmn

m
n

m

N

n

m
nmn

m
nNNN vvvv θθθθθ

θθθ
 (4.117) 

Zastosowanie metody programowania dynamicznego dla rozpatrywanego przykła-
du daje następujący algorytm identyfikacji:  

 
Krok 1. Oznaczamy ostatni – 3. składnik sumy w kryterium (4.116) przez 

 ( ) ( ) ( )( .~

1

22
3

3df

33 ∑
=

−=
N

n
nnN vvQ θθ )   (4.118) 

Minimalizacja wyrażenia (4.118) względem 3θ  daje algorytm identyfikacji N3
~Ψ  
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 ( ) ( )( )
( ) ( )

( )( )
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1
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1
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∑

∑

=

=== N

n
n

N

n
nn

NNNN

v

vv
VVΨθ  (4.119) 

gdzie:  jest macierzą pomiarów wartości wyjść 3. elementu, tj. ( )3
NV

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]33
2

3
1

3
NN vvvV L= ,  (4.120) 

natomiast ( )2
NV  jest macierzą wartości wejść modelu 3. elementu, która jest również 

macierzą wartości wyjść modelu 2. elementu, czyli 

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]22
2

2
1

2
NN vvvV L= .  (4.121) 

Po podstawieniu algorytmu (4.119) w wyrażeniu (4.118) w miejsce 3θ  otrzymujemy  
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33 ,~,~~~ Ψθ .  (4.122) 

Po uwzględnieniu zależności (4.55), tj.   

 ( ) ( ) ( )1
22

1
2

2 ),( nnn vvv θθΦ == ,  (4.123) 
w macierzy (4.121) mamy  

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )( ),,~
2

1
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df1
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1
22

1
12

2 θΦθθθ NNN VvvvV == L   (4.124) 

a po podstawieniu (4.124) do (4.122), po prostych przekształceniach, otrzymujemy 
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Krok 2. Oznaczamy sumę przedostatniego – 2. składnika w kryterium (4.116) i *
3

~
NQ  

– optymalnej wartości (4.125) składowej kryterium, wyznaczonej w kroku 1. – przez 
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Zwróćmy uwagę, że 2. składnik wyrażenia (4.126) nie zależy od 2θ . Minimaliza-
cja (4.126) względem 2θ  daje algorytm identyfikacji N2

~Ψ ,  
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VVVΨθ   (4.127) 

gdzie:  jest macierzą pomiarów wartości wyjść 2. elementu, tj.  ( )2
NV

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ],22
2

2
1

2
NN vvvV L=   (4.128) 

natomiast ( )1
NV  jest macierzą wartości wejść modelu 2. elementu, która jest jednocze-

śnie macierzą wartości wyjść modelu 1. elementu, czyli 

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]11
2

1
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1
NN vvvV L= .  (4.129) 

Algorytm (4.127) nie zależy od macierzy pomiarów ( ).3
NV  Jest to uzasadnione, 

gdyż 2. składnik wyrażenia (4.126) nie zależy od .2θ   
Po podstawieniu algorytmu (4.127) w wyrażeniu (4.126) w miejsce 2θ  otrzymujemy 
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  (4.130)  

Po uwzględnieniu zależności (4.55), tj. 
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0
1

1
nnn vvv θθΦ ==   (4.131) 

w macierzy (4.129) mamy 
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a po podstawieniu (4.132) do (4.130), po prostych przekształceniach, otrzymujemy 
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Krok 3. Oznaczamy sumę 1. składnika w kryterium (4.166) i *~
NQ2  – optymalnej 

wartości składowej kryterium wyznaczonej w kroku 2. – przez 
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Zwróćmy uwagę, że 2. i 3. składnik wyrażenia (4.134) nie zależą od 1θ . Minimali-
zacja (4.134) względem 1θ  daje algorytm identyfikacji N1

~Ψ ,  
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gdzie:  jest macierzą pomiarów wartości wyjść 1. elementu, tj. ( )1
NV

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ],11
2

1
1

1
NN vvvV L=   (4.136) 

natomiast ( ),0
NV  zgodnie z (4.114), jest macierzą wartości wejść zewnętrznych, czyli  

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ] [ ] .
df
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2
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1
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NNNN XxxxvvvV === LL   (4.137) 

Algorytm (4.135) nie zależy od macierzy pomiarów ( )3
NV  oraz ( ).3

NV  Jest to uzasad-
nione, gdyż składniki 2. i 3. wyrażenia (4.134) nie zależą od 1θ .  

Dopiero teraz występujące w algorytmie (4.135) wszystkie macierze, z uwzględ-
nieniem (4.137), są znane jako wyniki pomiarów. Optymalne wartości parametrów 

*
3

~
Nθ  oraz ,~*

2Nθ
( ),1

NV
 wyznaczone w krokach 1. i 2., oprócz macierzy pomiarów wyjść 

 zależą od macierzy wartości wyjść modeli ( ),3
NV ( ),2

NV ( ) ( )., 12
NN VV  Jedynie wartość 

optymalnego parametru *
1

~
Nθ

( )
 zależy od serii identyfikującej  oraz macierzy pomia-

rów wszystkich wyjść 
NX

( ) ( )., 12
NN V,3

N VV   
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Powracając do algorytmów identyfikacji wyznaczonych w kolejnych krokach, możemy 
wyznaczyć optymalne wartości parametrów poszczególnych elementów systemu. I tak: 

 
Krok 4. Po uwzględnieniu w (4.135) serii identyfikującej (4.137) otrzymujemy al-

gorytm  
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który pozwala wyznaczyć optymalną wartość *
1

~
Nθ  –  parametru modelu 1. elementu. 

 

Krok 5. Po podstawieniu w macierzy (4.132) w miejsce  optymalnej wartości 1θ

,~*
1Nθ  określonej przez (4.138), otrzymujemy macierz wartości wyjść modelu 1. ele-

mentu systemu złożonego dla zadanej serii identyfikującej  tj. ,NX
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Po podstawieniu w algorytmie (4.127) w miejsce ( )1
NV  macierzy wartości wyjść 

optymalnego modelu (4.139) otrzymujemy algorytm 
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a biorąc pod uwagę algorytm (4.138), po prostych przekształceniach otrzymujemy algorytm 

 

( )

( )

( )
( )

( )

( )∑

∑

∑
∑

∑

∑

=

=

=

=

=

= == N

n
nn

N

n
nn

N

n
nN

n
n

N

n
nn

N

n
nn

N

xv

xv

x
x

xv

xv

1

1

1

2

1

2

1

2

1

1

1

2

*
2

~θ ,  (4.141) 

umożliwiający wyznaczenie optymalnej wartości parametru modelu 2. elementu sys-
temu złożonego. 

 
Krok 6. Podobnie jak w kroku poprzednim, po podstawieniu w macierzy (4.124)  

w miejsce  optymalnej wartości 2θ ,~*
2Nθ  określonej przez (4.141), otrzymujemy ma-

cierz wartości wyjść optymalnego modelu 2. elementu systemu złożonego, tj. 
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Po podstawieniu w algorytmie (4.119) w miejsce ( )2
NV  macierzy (4.142) otrzy- 

mujemy 
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a biorąc pod uwagę (4.139) oraz algorytm (4.141), po prostych przekształceniach 
otrzymujemy algorytm 
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umożliwiający wyznaczenie optymalnej wartości parametru 3. elementu systemu zło-
żonego. 

 

4.4.2. Globalnie optymalny model z uwzględnieniem jakości modelu lokalnego  
dla systemu o strukturze szeregowej 

Analogiczne algorytmy identyfikacji systemu złożonego o strukturze szeregowej 
(rys. 4.7), oparte na metodzie programowania dynamicznego, można zaproponować 
dla zadań wyboru globalnie optymalnego modelu z uwzględnieniem jakości modeli 
lokalnych (podrozdział 4.3). 

W przypadku systemu o strukturze szeregowej zależności pomiędzy wejściami  
i wyjściami systemu złożonego (przy założeniu (4.52)) są następujące:  

( ) ( ) ( )1
1

1
12

0
1 ,,, −

− ====== M
MM vyuvyuvux K . 

W wyniku eksperymentu, dla zadanej serii identyfikującej o długości N, dokonano 
niezakłóconego pomiaru wartości wszystkich wyjść systemu złożonego. Wyniki ze-
brano w macierzach 
   ( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ,,,2,1,, 2121

0 MmvvvVxxxXV m
N

mmm
NNNN KLL ====  (4.145) 

gdzie: XN jest serią identyfikującą o długości N, a ( ),m
NV m = 1, 2, …, M, są macierzami 

pomiarów wartości składowych wektorów wyjść poszczególnych elementów systemu 
złożonego.  
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Rys. 4.7. Globalnie optymalny model systemu złożonego o strukturze szeregowej  
z uwzględnieniem jakości modelu lokalnego 

 
 
Teraz lokalny wskaźnik jakości identyfikacji (4.19) dla m-tego elementu (m = 1, 2, 

…, M) ma postać 
 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ,1−−= m

NVm
m

N
m
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gdzie 
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a po przyjęciu lokalnego kryterium jakości identyfikacji postaci (4.21) otrzymujemy 
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Syntetyczny wskaźnik jakości identyfikacji 
Dla globalnego wskaźnika (4.62) oraz lokalnych wskaźników jakości identyfikacji 

postaci (4.148) syntetyczny wskaźnik (4.35) jest określony zależnością 
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Syntetyczny wskaźnik postaci (4.149) oraz rekurencyjny model (4.55) ponownie 
pozwalają zastosować metodę programowania dynamicznego do rozwiązania zadania 
wyznaczenia globalnie optymalnego wektora parametrów modelu systemu złożonego 
z uwzględnieniem jakości modeli lokalnych (4.37). Po wyodrębnieniu wektorów pa-
rametrów modeli poszczególnych elementów zadanie (4.37) z kryterium (4.149) spro-
wadza się do wyznaczenia takiego zestawu wektorów parametrów modeli elementów 

,,,, **
2

*
1 MNNN θθθ K  dla których wskaźnik (4.149) przyjmuje wartość minimalną, czyli  
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Zastosowanie metody programowania dynamicznego daje następujący algorytm 
identyfikacji przy syntetycznym wskaźniku jakości identyfikacji (4.149) dla systemu  
o strukturze szeregowej:  

 
Krok 1. Oznaczamy ostatni M-ty składnik sumy w kryterium (4.149) przez 
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Określamy optymalny wektor parametrów ,*
MNθ  który minimalizuje wskaźnik 

(4.151). Zadanie sprowadza się do wyznaczenia takiego algorytmu identyfikacji MNΨ   

 ( ) ( ) ( )( )11* ,, −−= M
N

M
N

M
NMNMN VVVΨθ ,  (4.152) 
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który minimalizuje wskaźnik (4.151) względem θM, czyli 
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M
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M
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gdzie: ( ) ( )M
N

M
N VV ,1−  są macierzami pomiarów (4.145) dla m = M – 1, M, natomiast 

( )1−M
NV  jest macierzą wartości składowych wektora wejść modelu M-tego elementu, która 

jest również macierzą wartości składowych wektora wyjść modelu M – 1. elementu, czyli 
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N vvvV L .  (4.154) 

W algorytmie (4.152) występuje macierz (4.154), która nie jest znana i zależy od 
macierzy wartości składowych wektora wyjść modelu poprzedniego M – 2. elementu. 

Po podstawieniu do (4.151) algorytmu wyznaczania optymalnego wektora parame-
trów *

MNθ  modelu M-tego elementu, uzyskanego w wyniku rozwiązania zadania 
(4.153), otrzymujemy optymalną postać kryterium zależną od macierzy ( )1−M

NV  
(4.154) 
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Po uwzględnieniu zależności (4.55) w macierzy (4.154) mamy 

      
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]

( )( ),,

,,,

1
2

1

df
1

2
11

2
211

2
11

1

−
−

−

−
−

−−
−

−−
−

−
−

=

=

M
M

NM

M
M

NMM
M

MM
M

M
M

N

V

vvvV

θΦ

θΦθΦθΦ L
  (4.156) 

a po podstawieniu (4.156) do (4.155) otrzymujemy 
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Krok 2. Oznaczamy sumę przedostatniego składnika w kryterium (4.149) i *
MNQ   

– optymalnej postaci (4.157) składowej kryterium, wyznaczonej w kroku 1. – przez: 
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Określamy optymalny wektor parametrów ,~*
1NM −θ  który minimalizuje wskaźnik 

(4.158). Zadanie sprowadza się do wyznaczenia takiego algorytmu identyfikacji NM 1−Ψ   
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który minimalizuje wskaźnik (4.158) względem θM–1, czyli 
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gdzie:  są macierzami pomiarów (4.145) dla m = M – 2, M – 1, M, 
natomiast 
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( )2−M
NV  jest macierzą wartości składowych wektora wejść modelu M – 1. ele-

mentu, która jest jednocześnie macierzą wartości składowych wektora wyjść modelu  
M – 2. elementu, czyli 
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W algorytmie (4.159) występuje macierz (4.161), która nie jest znana i zależy  
od macierzy wartości składowych wektora wyjść modelu poprzedniego M – 3. ele-
mentu. 

Po podstawieniu do (4.158) algorytmu wyznaczania optymalnego wektora parame-
trów *

1NM −θ  modelu M – 1. elementu, uzyskanego w wyniku rozwiązania zadania 
(4.160), otrzymujemy optymalną postać kryterium zależną od macierzy ( )2−M

NV  
(4.161) 
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Po uwzględnieniu zależności (4.55) w macierzy (4.161) mamy 
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a po podstawieniu (4.161) do (4.162) otrzymujemy 
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M  

Krok m. Oznaczamy sumę M – m + 1. składnika w kryterium (4.149) i *
2NmMQ +−   

– optymalnej postaci składowej kryterium wyznaczonej w m – 1. kroku – przez 
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Określamy optymalny wektor parametrów ,~*
1NmM +−θ  który minimalizuje wskaźnik 

(4.165). Zadanie sprowadza się do wyznaczenia takiego algorytmu identyfikacji NmM 1+−Ψ  
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który minimalizuje wskaźnik (4.165) względem θM–m+1, czyli 
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gdzie: są macierzami pomiarów (4.145) dla m = M – m, M – m + 1, …,  M, 
a 

( ) ( )mM
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M
N VV −,,K

( )m−M
NV  jest macierzą  wartości składowych wektora wejść modelu M – m + 1. ele-

mentu, która jest jednocześnie macierzą wartości składowych wektora wyjść modelu 
M – m-tego elementu, czyli 
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W algorytmie (4.166) występuje macierz (4.168), która nie jest znana i zależy od 
macierzy wartości składowych wektora wyjść modelu poprzedniego M – m – 1. ele-
mentu. 

Po podstawieniu do (4.165) algorytmu wyznaczania optymalnego wektora parame-
trów modelu M – m + 1. elementu *

1NmM +−θ , uzyskanego w wyniku rozwiązania zada-
nia (4.167), otrzymujemy optymalną postać kryterium 

 
( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )( ).,,,

,,,

*
1

df
11

*
11

mM
N

mM
N

M
NNmM

mM
N

mM
N

M
NNmMNmMNmMNmM

VVVQ

VVVQQ

−−
+−

−−
+−+−+−+−

=

=

K

KΨθ
  (4.169) 

Po uwzględnieniu zależności (4.55) w *
1NmM +−θ  (4.168) mamy 

   
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]

( )( ),,

,,,

1
df

11
2

1
1

mM
mM

NmM

mM
mM

NmMmM
mM

mMmM
mM

mM
mM

N

V

vvvV

−
−−

−

−
−−

−−
−−

−−
−−

−
−

=

=

θΦ

θΦθΦθΦ L
 

(4.170) 
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a po podstawieniu (4.170) do (4.169) otrzymujemy 

 
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ).),(,,,

,,,
1*

1

*
1

mM
mM

NmM
mM

N
M

NNmM

mM
N

mM
N

M
NNmM

VVVQ

VVVQ

−
−−

−
−

+−

−−
+−

= θΦK

K
  (4.171) 

M  

Krok M – 1. Oznaczamy sumę 2. składnika w kryterium (4.149) i *
3NQ  – optymal-

nej postaci składowej kryterium wyznaczonej w M – 2. kroku – przez 

        
( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )( )( ).,~,,,~

,,,,

2
1

2
1*

3

1
2

1
2

2
22

1
2

1
1

2
220

df

22

θΦ

θΦαθΦλαθ

NN
M

NN

N

n
nn

N

n
mMnN

VVVQ

vvqvvqQ

K+

+= ∑∑
==

+−   (4.172) 

Określamy optymalny wektor parametrów ,*
2Nθ  który minimalizuje wskaźnik 

(4.172). Zadanie sprowadza się do wyznaczenia takiego algorytmu identyfikacji N2Ψ  

 ( ) ( ) ( )( )11
2

*
2 ,,, NN

M
NNN VVV KΨθ = ,  (4. 173) 

który minimalizuje wskaźnik (4.137) względem θ2, czyli 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )22
*

22
11

2
*

2
22

min:,,, θθΨθ
Θθ NNNNN

M
NNN QQVVV

∈
== K ,  (4.174) 

gdzie:  są macierzami pomiarów (4.145) dla m = 1, 2, …, M, natomiast ( ) ( )1,, N
M

N VV K
( )1

NV  jest macierzą wartości składowych wektora wejść modelu 2. elementu, która jest 
jednocześnie macierzą wartości składowych wektora wyjść modelu 1. elementu, czyli 

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]11
2

1
1

df
1

NN vvvV L= .  (4.175) 

W algorytmie (4.173) występuje macierz (4.175), która nie jest znana i zależy od 
macierzy wartości składowych wektora wyjść modelu poprzedniego – pierwszego 
elementu. 

Po podstawieniu do (4.172) algorytmu wyznaczania optymalnego wektora parame-
trów modelu 2. elementu *

2Nθ , uzyskanego w wyniku rozwiązania zadania (4.174), 
otrzymujemy optymalną postać kryterium 

       ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( ).,,,,,, 11*
1

df
11

22
*

22 NN
M

NNmMNN
M

NNNNN VVVQVVVQQ KK +−== Ψθ   (4.176) 

Po uwzględnieniu zależności (4.55) w macierzy (4.175) mamy 

          ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ] ( )( ),,,,, 1
0

1

df

1
0

21
0

21
0

12
1 θΦθΦθΦθΦ NNMmMMN VvvvV == −−− L   (4.177) 
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a po podstawieniu (4.177) do (4.176) otrzymujemy 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )θΦ ,,,,,,, 0
1

1*
2

11*
2 NN

M
NNNN

M
NN VVVQVVVQ KK = .  (4.178) 

 

Krok M. Oznaczamy sumę 1. składnika w kryterium (4.149) i *
2

~
NQ  – optymalnej 

postaci składowej kryterium wyznaczonej w M – 1. kroku – przez 

            ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )(( )1
0

1
1*

2
1

1
0

1
1

110

df

11 ,~,,,~,,~ θΦθΦλαθ NN
M

NN

N

n
nN VVVQvvqQ K+= ∑

=

) . (4.179) 

Określamy optymalny wektor parametrów ,*
1Nθ  który minimalizuje wskaźnik 

(4.179). Zadanie sprowadza się do wyznaczenia takiego algorytmu identyfikacji N1Ψ   

 ( ) ( ) ( )( )00
1

*
1 ,,, NN

M
NNN VVV KΨθ = ,  (4.180) 

który minimalizuje wskaźnik (4.179) względem θ1, czyli 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )11
*

11
00

1
*

1
11

min:,,, θθΨθ
Θθ NNNNN

M
NNN QQVVV

∈
== K ,  (4.181) 

gdzie:  są macierzami pomiarów (4.145) dla m = 0, 1, …, M.  ( ) ( )0,, N
M

N VV K

Zauważmy, że dopiero teraz występujące w algorytmie (4.180), z uwzględnieniem 
(4.100), wszystkie macierze pomiarów są znane i możliwe jest wyznaczenie optymal-
nego wektora parametrów modelu pierwszego elementu. 

Optymalne wartości składowych wektorów parametrów *
2

*
1

* ,,, NNMMN θθθ K− , wy-
znaczone w krokach 1., 2., …, M – 1., oprócz macierzy pomiarów wartości składo-
wych wektora wyjść poszczególnych elementów  

 ( ) ( ) ( ),,,, 01
N

M
N

M
N VVV K−   (4.182) 

zależą od macierzy wartości składowych wektora wyjść modeli  

 ( ) ( ) ( )111 ,,, N
M

N
M

N VVV K−− .  (4.183) 

Dopiero wektor *
1

~
Nθ  zależy od serii identyfikującej  == )0(

NN VX ( )0
NV=  oraz macie-

rzy pomiarów wartości składowych wektorów wszystkich wyjść ( ) ( ) ( ).,, 21 M
NNN VVV K  

Powracając do algorytmów identyfikacji określonych w kolejnych krokach, możemy 
wyznaczyć optymalne wartości składowych wektorów parametrów modeli poszcze-
gólnych elementów systemu. I tak: 

 
Krok M + 1. Zgodnie z (4.56) oraz (4.100)  

 ( ) ( )00
nnn vvx == ,  (4.184) 

a zatem macierz pomiarów wartości składowych wektora wejść zewnętrznych spełnia  

 ( ) ( ).00
NNN VVX ==   (4.185) 
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Po uwzględnieniu (4.185) w (4.180) otrzymujemy algorytm 

 ( ) ( )( )NN
M

NNN XVV ,,, 1
1

*
1 KΨθ = ,  (4.186) 

który na podstawie macierzy pomiarów wartości składowych wektora wejść zewnętrz-
nych  oraz macierzy pomiarów wartości składowych wszystkich wektorów wyjść 

 umożliwia wyznaczenie wartości optymalnego wektora parametrów 
modelu 1. elementu 

NX
( )

NV ,2( ) ( )M
NN VV ,,1 K

*
1Nθ . 

 
Krok M + 2. Teraz, po podstawieniu do (4.177) w miejsce  optymalnego wek-

tora 
1θ

*
1Nθ , określonego przez (4.186), otrzymujemy macierz wartości składowych wek-

tora wyjść modelu 1. elementu systemu z optymalnymi parametrami dla zadanej serii 
identyfikującej XN, tj. 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )( )NN
M

NNNNNN XVVXXV ,,,,~,~ 1
11

*
11

df
1* KΨΦθΦ == .  (4.187) 

Po podstawieniu w zależności (4.173) w miejsce ( )1
NV  macierzy wartości skła-

dowych wektora wyjść modelu optymalnego, określonego przez (4.187), otrzymu-
jemy 

 ( ) ( ) ( )( )1*1
2

*
2 ,,, NN

M
NNN VVV KΨθ = .  (4.188) 

M  
 
Krok M + m. W kroku .1−+ mM  wyznaczyliśmy macierz wartości składowych 

wektora wyjść ( 2* −m
NV )  modelu m – 2. elementu systemu z optymalnym wektorem pa-

rametrów dla zadanej serii identyfikującej XN, która jest jednocześnie macierzą wartości 
składowych wektora wejść do m – 1. elementu modelu. Umożliwia to wyznaczenie 
macierzy wartości składowych wektora wyjść modelu m – 1. elementu ( 1* −m

NV )  z opty-
malnym wektorem parametrów *

1Nm−θ , tj. 

 
( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( ).,,,,~
,~

2*1
1

2*
1

*
1

2*
1

df
1*

−−
−

−
−

−
−

−
−

=

=
m

N
m

N
M

NNm
m

Nm

Nm
m

Nm
m

N

VVVV

VV

KΨΦ

θΦ   (4.189) 

Wartość optymalnego wektora parametrów modelu m-tego elementu *
mNθ  wyzna-

czamy według zależności 

 ( ) ( ) ( )( )1*1* ,,, −−= m
N

m
N

M
NmNmN VVV KΨθ .  (4.190) 

M  
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Krok 2M. W kroku  wyznaczyliśmy macierz wartości składowych wekto-
ra wyjść 

.12 −M
( 2* −M

NV )  modelu M – 2. elementu systemu z optymalnym wektorem parame-
trów dla zadanej serii identyfikującej XN, która jest jednocześnie macierzą wartości 
składowych wektora wejść do modelu M – 1. elementu. Umożliwia to wyznaczenie 
macierzy wartości składowych wektora wyjść modelu M – 1. elementu )1*( −M

NV   
z optymalnym wektorem parametrów *

1NM −θ , tj. 
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,~

2*1
1

2*
1

*
1

2*
1
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=
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N
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N
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M
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M
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M

N

VVVV

VV

KΨΦ

θΦ   (4.191) 

Ostatecznie, po podstawieniu do algorytmu (4.157) macierzy ( ),1* −M
NV  określonej 

przez (4.191), otrzymujemy 

 ( ) ( ) ( )( )1*1* ,,~~ −−= M
N

M
N

M
NMNMN VVVΨθ ,  (4.192) 

wartość optymalnego wektora parametrów modelu M-tego elementu *
MNθ . 

 
Globalny wskaźnik jakości identyfikacji z zadowalającym modelem lokalnym 
Zastosowanie metody programowania dynamicznego wymaga drobnej modyfikacji 

poprzednio przedstawionego algorytmu identyfikacji, przy globalnym wskaźniku ja-
kości (4.62) oraz zadowalającym modelu lokalnym (4.41) dla struktury szeregowej.  

Po uwzględnieniu (4.62) oraz wyodrębnieniu wektorów parametrów modeli po-
szczególnych elementów zadanie (4.41) sprowadza się do wyznaczenia takiego zesta-
wu wektorów parametrów modeli elementów ,~,,~,~ ****

2
**

1 MNNN θθθ K  który minimalizuje 
wskaźnik (4.62) względem θ1, θ2, …, θM, czyli  
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m
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K

 (4.193) 

przy czym  

 .  (4.194) { }MmQQ mNmNmmmmN
R

mmm
m ,,2,1),(,)(: *

df
* K=>≤⊆∈= θββθΘθΘ R

W tym przypadku algorytm identyfikacji jest analogiczny do algorytmu przed-
stawionego w punkcie 4.4.1 dla globalnie optymalnego modelu, z tą różnicą, że  
w kolejnych krokach procedury w zadaniach optymalizacji należy uwzględnić 
ograniczenia (4.194). W konsekwencji m-ty oraz M + m-ty krok procedury przyjmie 
postać: 
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Krok m. Oznaczamy sumę M – m + 1. składnika w kryterium (4.62) oraz **
2

~
NmMQ +−  

– optymalnej postaci składowej kryterium wyznaczonej w m – 1. kroku – przez 
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K

  (4.195) 

Określamy optymalny wektor parametrów ,~*
1NmM +−θ  który minimalizuje wskaźnik 

(4.195). Zadanie sprowadza się do wyznaczenia takiego algorytmu identyfikacji 
*

1NmM +−Ψ  
 ( ) ( ) ( )( )mM

N
mM

N
M

NNmMNmM VVV −+−
+−+− = ,,,~ 1*

1
**

1 KΨθ ,  (4.196) 

który minimalizuje wskaźnik (4.195) względem θM–m+1, czyli 
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N
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QVVV

mMmM

θ
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Θθ

K
  (4.197) 

gdzie:  jest macierzą pomiarów wartości składowych wektora wyjść M – m + 1. 
elementu, tj. 

( 1+−mM
NV )

) ( ) ( ) ( ) ([ ]11
2

1
1

1 +−+−+−+− = mM
N

mMmMmM
N vvvV L ,  (4.198) 

natomiast ( mM
NV − )  jest macierzą wartości składowych wektora wejść modelu M – m + 1. 

elementu, która jest jednocześnie macierzą wartości składowych wektora wyjść mode-
lu M – m-tego elementu, czyli 

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]mM
N

mMmMmM
N vvvV −−−− = L21 .  (4.199) 

Po podstawieniu do (4.195) algorytmu wyznaczania optymalnego wektora parame-
trów modelu M – m + 1. elementu **

1
~

NmM +−θ , uzyskanego w wyniku rozwiązania zada-
nia (4.197), otrzymujemy optymalną postać kryterium 
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  (4.200) 

Po uwzględnieniu zależności (4.55) w macierzy (4.199) mamy 
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a po podstawieniu (4.201) do (4.200) otrzymujemy 

 
( ) ( ) ( )( )
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  (4.202) 

Analogicznie, w kroku M + m-tym należy skorzystać z optymalnych wartości pa-
rametrów **

1
~

Nm−θ  oraz algorytmów *
1−mΨ  i ,*

mΨ  czyli: 
 

Krok M + m. W kroku .1−+ mM  wyznaczyliśmy macierz wartości składowych 
wektora wyjść ( 2** −m

NV )  modelu m – 2. elementu systemu z optymalnym wektorem 
parametrów dla zadanej serii identyfikującej XN, która jest jednocześnie macierzą war-
tości składowych wektora wejść modelu m – 1. elementu modelu. Umożliwia to wy-
znaczenie macierzy wartości wektora wyjść modelu m – 1. elementu ( 1** −m

NV )  z opty-
malnym wektorem parametrów **

1
~

Nm−θ , tj. 
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θΦ   (4.203) 

Ostatecznie wartość optymalnego wektora parametrów modelu m-tego elementu 
*~

mNθ  wyznaczamy według zależności 

 ( ) ( ) ( )( )1***** ,,,~ −= m
N

m
N

M
NmNmN VVV KΨθ .  (4.204) 

4.5. Modelowanie systemów złożonych  
za pomocą sieci neuronowych 

Jak wspomniano w punkcie 2.3.3, jednym z często stosowanych opisów systemów 
jest model w postaci sieci neuronowej. Teraz założymy, że dla każdego elementu sys-
temu złożonego proponujemy model w postaci wielowarstwowej sieci neuronowej 
(rys. 4.8).  

Tak jak w punkcie 2.3.2, w j-tej warstwie sieci, która modeluje m-ty element systemu 
złożonego, znajduje się  neuronów. Przez Emij oznaczymy i-ty neuron w j-tej warstwie, 

 jm = 1, 2, …, Jm. Schemat neuronu Emij przedstawiono na rysunku 4.9. 
mjI

,,,2,1
mjIi K=

Dla neuronu Emij z wejściami 

 

( )

( )

( )
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

−
−

−

−

−

1
1

2
1

1
1

1

mjI
mj

mj

mj

mj

μ

μ
μ

μ
M

  (4.205) 
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oraz wyjściem ( )i
mjμ  proponujemy model 

 ,  (4.206) ( ) ( ) ( ) ( )
⎟
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−
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s
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i
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θθμφμ

gdzie:  jest zestawem współczynników wagowych, a ( )
1,,1,0, −=

mj
s

mij Is Kθ mijφ  – funk-
cją aktywacji.  

 
 

 
 

Rys. 4.8. Wielowarstwowa jednokierunkowa sieć neuronowa dla m-tego elementu 
 
 

 
 
 Rys. 4.9. Neuron Emij
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Po oznaczeniu przez 
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przy czym   ( ) ,10
1 =−mjμ

oraz uwzględnieniu wektora współczynników wagowych 
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  (4.208) 

model (4.206) neuronu Emij możemy przedstawić w zwartej postaci 

 ( ) ( )mij
T
mjmij

i
mj θμφμ 1−= .  (4.209) 

Model  j-tej warstwy przyjmuje postać 
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gdzie mjφ  jest wektorem funkcji charakteryzującej j-tą warstwę m-tej sieci z wejściami 

1−mjμ  oraz macierzą parametrów 
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Połączenie kolejnych warstw daje sieć neuronową, której rekurencyjny model 
przyjmuje postać 

 ( ) .,,2,1,,1 mmjmjmjmj Jj K== − θμφμ   (4.212) 
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Wejściami do warstwy wejściowej są wejścia m-tego elementu systemu złożonego, 
czyli mm u=0μ  oraz  a zatem ,0 mm SI =

 ( ) ( )111011 ,, mmmmmmm u θφθμφμ == .  (4.213) 

Dla warstw ukrytych mamy rekurencyjną zależność 

 ( ) .1,,3,2,,1 −== − mmjmjmjmj Jj Kθμφμ   (4.214) 

Wyjścia warstwy wyjściowej są wyjściami modelu m-tego elementu systemu zło-
żonego, tj. mmJ y

m
=μ  oraz ,mJ LI

m
=  czyli 

 ( )
mmmm mJJmJmJmy θμφμ ,1−== .  (4.215) 

Złożenie (4.213), (4.214) oraz (4.215) daje charakterystykę (4.1) postaci 

 

( )( )( )
( )( )
( )( )

( )( )

( ),,

,

,
,

,,,,

df2

1

df

1111

mmm

mm
L

m

mmm

mmm

mJmJmmmmJmJm

u

u

u
u

uy

m

mmmm

θΦ

θΦ

θΦ
θΦ

θθθφφφ

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

= −−

M

KK

  (4.216) 

gdzie mθ  jest zestawem parametrów złożonych z macierzy (4.211) parametrów kolej-
nych warstw, czyli 

 { }
mmJmmm θθθθ ,,, 21

df
K= .  (4.217) 

Teraz, biorąc pod uwagę rozważania przedstawione w podrozdziałach 4.1 oraz 4.2, 
możemy zaproponować lokalnie optymalny lub globalnie optymalny algorytm uczenia 
sieci dla systemu złożonego. 

4.5.1. Algorytm uczenia sieci neuronowej dla systemu złożonego 
z lokalnym wskaźnikiem jakości identyfikacji 

Wyznaczenie lokalnie optymalnych parametrów modelu postaci (4.217) dla zada-
nej serii identyfikującej wraz z wynikami eksperymentu (4.18), czyli dla tak zwanego 
zbioru uczącego postaci (4.18), sprowadza się do rozwiązania zadania optymalizacji 
(4.23), w którym w kryterium jakości przybliżenia (4.19) w miejsce ( ),, mmnm u θΦ  

 wstawimy model postaci (4.216).  ,,,2,1 Nn K=
Podobnie jak w punkcie 2.3.2, ograniczymy się do algorytmu wstecznej propagacji błę-

du, przy kwadratowym wskaźniku jakości przybliżenia. Wskaźnik (4.19) ma zatem postać 
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   (4.218) 
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Korzystając z numerycznej metody optymalizacji do rozwiązania zadania (4.23)  
z kryterium (4.218), w kolejnych krokach algorytmu otrzymujemy zbiór wartości 
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Nm krokach są przybliżeniem optymalnych wartości parametrów  modelu 

(4.217), czyli *
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mmmm mNmNmNmN QQ θθ ≈⎟
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⎛ . Zastosowanie metody 

gradientu prostego daje algorytm wstecznej propagacji błędu przy lokalnym wskaźni-
ku jakości identyfikacji postaci 
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gdzie: mnη  jest współczynnikiem uczenia, natomiast 
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jest n-tym składnikiem sumy (4.218), który odpowiada n-temu elementowi ciągu 
uczącego, a 
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jest różnicą pomiędzy l-tym wyjściem obiektu a odpowiednim wyjściem sieci.  
Różniczkując wyrażenie (4.220) po poszczególnych parametrach, z uwzględnie-

niem modelu neuronu (4.206), otrzymujemy 
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gdzie: , a  są wartościami wejść w j-tej warstwie,  
w n-tym kroku procedury uczenia 
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oraz  
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Ostatecznie, po podstawieniu powyższego do (4.219), algorytm wstecznej propa-
gacji błędów z lokalnym wskaźnikiem jakości identyfikacji przyjmuje postać 
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Obliczenia wykonujemy niezależnie dla każdego elementu systemu złożonego, 
czyli dla m = 1, 2, …, M. 

4.5.2. Algorytm uczenia sieci neuronowej dla systemu złożonego 
z globalnym wskaźnikiem jakości identyfikacji 

Wyznaczenie globalnie optymalnego modelu systemu złożonego z zastosowaniem 
sieci neuronowych do opisu poszczególnych elementów wymaga opracowania odpo-
wiedniego algorytmu uczenia sieci  [31, 32, 34, 128]. Bazując na modelu w postaci 
sieci neuronowej (4.216), dla każdego z elementów systemu złożonego oraz po 
uwzględnieniu struktury modelu zadanego równaniami (4.9) i (4.10) otrzymamy mo-
del (4.17). Wyznaczenie globalnie optymalnych parametrów modelu postaci (4.17), 
dla zadanej serii identyfikującej wraz z wynikami eksperymentu (4.27), sprowadza się 
do rozwiązania zadania optymalizacji (4.32), w którym – w kryterium jakości przybli-
żenia (4.28) – w miejsce ( ) ,,,2,1,, Nnxn K=θΦ  wstawimy model postaci (4.17),  
z uwzględnieniem (4.216).  

Dla dowolnej struktury systemu złożonego, różnych typów sieci z dowolnymi posta-
ciami modeli neuronów oraz różnych kryteriów jakości przybliżenia otrzymujemy złożo-
ne zadanie optymalizacji. Stosując wybraną numeryczną metodę optymalizacji do roz-
wiązania zadania (4.32), otrzymamy globalnie optymalne algorytmy uczenia sieci dla 
systemu złożonego.  

Po przyjęciu dodatkowych założeń dotyczących struktury systemu, rodzaju sieci 
oraz metody optymalizacji można uzyskać konkretne algorytmy uczenia. Podobnie jak 
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w punkcie 2.3.2, ograniczymy się do algorytmu wstecznej propagacji błędu, przy 
kwadratowym wskaźniku jakości przybliżenia oraz dla systemu o strukturze szerego-
wej (rys. 4.5). Teraz model (4.53) z uwzględnieniem modeli (4.216) tworzy model 
systemu złożonego w postaci sieci neuronowej, przy czym w modelu (4.216) przyjmu-
jemy: my  = ( ),mv   = mu ( ),1−mv  m = 1, 2, …, M, a ( )0v  = x.  

Połączenie kolejnych warstw daje sieć neuronową modelującą system złożony, któ-
rej rekurencyjny model przyjmuje postać 
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  (4.226) 

Teraz – oprócz warstw: wejściowej, ukrytych oraz wyjściowej – pojawiają się do-
datkowe warstwy ukryte, które odpowiadają połączeniu poszczególnych elementów 
systemu złożonego. Wejścia zewnętrzne x systemu złożonego pokrywają się z wej-
ściami warstwy wejściowej, czyli xu == 110μ  oraz ,10 SI =  a zatem 

 ( ) ( )111111101111 ,, θφθμφμ x== .  (4.227) 

Dla warstw ukrytych mamy rekurencyjną zależność 
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Wyjścia dodatkowych warstw są wyjściami modelu m-tego elementu systemu zło-

żonego, tj.: ( )m
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( ) ( )

.,,2,1

,,1

Mm

yv
mmmm mJmJmJmJm

m

K=

=== − θμφμ
  (4.229) 

Złożenie (4.227), (4.228) oraz (4.229) daje 
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gdzie: mθ  jest zestawem parametrów (4.217), natomiast ( ) .0 xv =  
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Ostatecznie, po podstawieniu (4.230) do (4.53), otrzymamy model systemu złożo-
nego w postaci sieci, gdzie  

 ,  (4.231) { Mθθθθ ,,, 21

df
K= }

jest zestawem parametrów sieci neuronowej modelującej system złożony, którego 
składowymi są parametry poszczególnych elementów sieci określone przez (4.217). 

Kryterium jakości przybliżenia (4.28) dla struktury szeregowej i kwadratowego 
wskaźnika jakości przyjmuje postać 
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a po uwzględnieniu (4.230) otrzymujemy 
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Korzystając z numerycznej metody optymalizacji do rozwiązania zadania (4.32)  
z kryterium (4.233), w kolejnych krokach algorytmu otrzymujemy ciąg wartości 
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Zastosowanie metody gradientu prostego daje algorytm wstecznej propagacji błędu 
przy globalnym wskaźniku jakości identyfikacji postaci 
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gdzie: mnη  jest współczynnikiem uczenia, natomiast 
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jest n-tym składnikiem sumy (4.218), który odpowiada n-temu elementowi zbioru 
uczącego, a 
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W wyniku zróżniczkowania wyrażenia (4.200) po poszczególnych parametrach,  
z uwzględnieniem modelu neuronu (4.206), otrzymujemy 
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gdzie:  a  są wartościami wejść w j-tej warstwie,  
w n-tym takcie procedury uczenia, 
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Ostatecznie, po podstawieniu (4.238) do (4.237), globalnie optymalny algorytm 
wstecznej propagacji błędów przyjmuje postać 
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Zadanie wyznaczenia globalnie optymalnych parametrów sieci dla systemu złożo-
nego z uwzględnieniem jakości modeli lokalnych przedstawiono w pracach [33, 36, 
37, 124, 125, 129]. Problem identyfikacji złożonych systemów dynamicznych z wyko-
rzystaniem sieci neuronowych podjęto także w publikacjach [38–42]. 



5. Identyfikacja dwustopniowa 

Koncepcję identyfikacji wielostopniowej wprowadzono wstępnie w pracach [16, 64], 
a następnie rozwinięto w publikacjach [96, 100–102, 108–110].  

W niniejszym rozdziale ograniczymy się do przedstawienia wybranych zadań identy-
fikacji dwustopniowej, wskazując na możliwość ich uogólnienia na przypadek wielu 
stopni.  

Istota koncepcji dla dwóch stopni jest następująca: W przypadku pewnego obiektu 
(procesu, zjawiska) na pierwszym stopniu (rys. 5.1) badamy zależność wektora wyjść y 
od wektora wejść u1 i wyznaczamy wektor parametrów θ 1 tej zależności. Jest to zadanie 
identyfikacji na pierwszym stopniu. Następnie zwracamy uwagę na pewien wektor u2, 
którego wartość w czasie identyfikacji na pierwszym stopniu była stała. Zmieniamy war-
tość tego wektora i powtarzamy identyfikację na stopniu pierwszym, uzyskując na ogół 
inną wartość θ 1. Powtarzając wielokrotnie identyfikację na pierwszym stopniu dla róż-
nych wartości u2, możemy zbadać zależność θ 1 od u2, a dokładniej – wyznaczyć wartość 
wektora parametrów θ 2 w opisie tej zależności. Jest to identyfikacja na drugim stopniu. 

Implikuje to określony sposób organizacji eksperymentu (rys. 5.1), mianowicie: dla 
stałej wartości wejścia na drugim stopniu 

222 nuu =  uzyskamy macierze wyników pomia-
rów  wartości składowych wektora wejść oraz wyjść i na pierwszym stopniu  

 [ ] [ ]
212221212221 21

df

11211

df

1 , nNnnnNnNnnnN yyyYuuuU LL == ,  (5.1) 

gdzie N1 jest liczbą pomiarów na pierwszym stopniu.  
Dla uproszczenia zapisu zakładamy, że w kolejnych pomiarach na drugim stopniu 

liczba ta jest stała. (Można przyjąć, że dla n2-tego pomiaru na drugim stopniu liczba 
pomiarów na pierwszym stopniu jest różna i wynosi  wówczas we wszystkich 
dalszych zależnościach w miejsce N1 należy wstawić  Stosując odpowiedni 
algorytm identyfikacji dla pierwszego stopnia, wyznaczamy wektor parametrów cha-
rakterystyki na pierwszym stopniu 

,
21nN

21nN ).

,
21nθ  odpowiadający stałemu wektorowi wejść na 

drugim stopniu  
222 nuu =

 ( )
2121121

,ˆ
111 nNnNNnN YUΨθ = . (5.2) 



Identyfikacja dwustopniowa 201 

 

211̂ nNθ

22̂Nθ

 
Rys. 5.1. Koncepcja identyfikacji dwustopniowej 

 
Zwróćmy uwagę, że wyjście na drugim stopniu nie jest mierzone, lecz jest wyni-

kiem obliczeń, zgodnie z algorytmem identyfikacji na stopniu pierwszym. Powtarza-
nie  zadania identyfikacji na pierwszym stopniu dla różnych wartości składowych 
wektora wejść na stopniu drugim, czyli ,,,2,1, 2222 2

Nnuu n K==  jest eksperymen-
tem na drugim stopniu, gdzie N2 jest liczbą pomiarów na drugim stopniu. Dla zadanej 
serii identyfikującej na drugim stopniu, tj. 

 [ ]
22 22221

df

2 NN uuuU L= ,  (5.3) 

w wyniku rozwiązania zadania identyfikacji na pierwszym stopniu dla każdego ele-
mentu serii (5.3) wyznaczamy wektor parametrów na pierwszym stopniu. Znaczy to, 
że dla ustalonego wyznaczamy  zgodnie z (5.2). Wartości te traktuje-
my jak pomiar wyjścia na drugim stopniu i dla zadanej serii identyfikującej (5.3) two-
rzą one macierz 

222 nuu =
211̂ nNθ

 [ ].ˆˆˆˆ
211121 12111

df

1 NNNNNN θθθΞ L=   (5.4) 
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Teraz na drugim stopniu, na podstawie serii identyfikującej (5.3) i macierzy warto-
ści składowych wektora parametrów (5.4), wyznaczonych na pierwszym stopniu, wy-
znaczamy wartość składowych wektora parametrów θ 2, korzystając z algorytmu iden-
tyfikacji  

 ( )
21222 1222

ˆ,ˆ
NNNNN U ΞΨθ = . (5.5) 

W niektórych zadaniach praktycznych identyfikacja na pierwszym stopniu ma 
charakter pomocniczy, a celem jest wyznaczenie wektora parametrów θ 2 obiektu  
o wektorach wejść u1 oraz u2 i wyjść y, którego opis jest złożeniem opisów z pierw-
szego i drugiego stopnia, a wyniki eksperymentu są zebrane w macierzach (5.1), 
dla n2 = 1, 2, …, N2, i (5.3).  

Zastosowanie koncepcji dwustopniowej, czyli rozróżnianie dwóch stopni, oznacza 
pewnego rodzaju dekompozycję zadania identyfikacji obiektu o wyróżnionych wekto-
rach wejść u1 i u2 oraz wektora wyjść y. Można wymienić powody takiego postępowa-
nia, które są często ze sobą związane i mogą występować łącznie, uzasadniając stoso-
wanie podejścia dwustopniowego. 

Pierwszy z nich dotyczy przypadku, gdy badamy oddzielne realne obiekty o tej 
samej naturze (urządzenia, procesy), charakteryzujące się stałymi u2. Jest to częsty 
przypadek w badaniach doświadczalnych. Poszczególne obiekty mogą być badane  
w różnych laboratoriach i w każdym z nich badana jest zależność pomiędzy tymi sa-
mymi wejściami u1 i wyjściami y, lecz obiekty te różnią się stałymi u2. Przykładem 
zastosowania takiego podejścia jest wspomniane w rozdziale 1. badanie destylacyjnej 
kolumny wypełnionej z pulsacją fazy parowej. Identyfikacja na pierwszym stopniu 
może dotyczyć badania kolumny z konkretnym ustalonym wypełnieniem. Drugi sto-
pień natomiast to uwzględnienie parametrów wypełnienia w opisie. Zwróćmy uwagę, 
że zmiana wypełnienia to przebudowa kolumny. Podobnie w badaniach populacyj-
nych można ustalić zależność pomiędzy wejściami u1 i wyjściami y dla różnych 
osobników. Celem identyfikacji na drugim stopniu jest uwzględnienie w ostatecz-
nym opisie wyników uzyskanych z różnych laboratoriów lub badań przeprowadzo-
nych dla pewnej populacji. Ogólnie omawiany przypadek można nazwać dekompo-
zycją przestrzenną, w której celem identyfikacji na drugim stopniu jest zbadanie 
zbioru realnych obiektów identyfikowanych na pierwszym stopniu. 

Kolejny przypadek dotyczy organizacji eksperymentu na obu stopniach. Równocze-
sna zmiana u1 oraz u2 jest niewygodna lub niemożliwa nawet wtedy, gdy oba stopnie 
dotyczą tego samego obiektu. Na pierwszym stopniu badany jest obiekt, a w trakcie eks-
perymentu utrzymywana jest stała wartość drugiego wejścia. W kolejnych etapach badań 
powtarzany jest eksperyment na pierwszym stopniu dla różnych wartości drugiego wej-
ścia. Przykładem takiego dwustopniowego zadania jest badanie wpływu zmian tempera-
tury na wartość parametrów obiektu. W takim przypadku na pierwszym stopniu badamy 
obiekt w ustalonej temperaturze i wyznaczamy parametry obiektu jej odpowiadające. 
Następnie zmieniamy temperaturę i powtarzamy zadanie identyfikacji na pierwszym 
stopniu, w wyniku którego otrzymamy parametry na ogół inne, odpowiadające tej tempe-
raturze. Powtarzając zadanie identyfikacji na pierwszym stopniu dla zadanej serii warto-
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ści temperatury, otrzymamy odpowiednią serię wartości parametrów. Teraz możemy 
badać wpływ temperatury na zmianę parametrów obiektu na pierwszym stopniu. Jest 
to zadanie identyfikacji na drugim stopniu. Przypadek ten można określić jako de-
kompozycję czasową, w której z konieczności, ze względu na różny charakter wejść 
lub dla wygody, eksperyment zorganizowany jest tak, że utrzymywana jest stała war-
tość u2 w kolejnych jego etapach, w których zmieniają się u1 i y. 

Następny przypadek wyodrębnienia pierwszego stopnia jest związany z sytuacją, 
gdy pewne wielkości θ 1 nie mogą być mierzone bezpośrednio, ale można je wyzna-
czyć jako parametry innej zależności. Podstawowym celem identyfikacji jest więc 
zbadanie zależności pomiędzy θ 1 a u2, a identyfikacja na pierwszym stopniu odgrywa 
rolę pomocniczą jako pewnego rodzaju układ pomiarowy, w którym mierzy się po-
mocnicze wielkości u1 oraz y i na tej podstawie oblicza się niedostępną do pomiaru  
wielkość θ 1.  

 

 

22̂Nθ  

211̂ nNθ  

 
Rys. 5.2. Pierwszy stopień jako system pomiarowy 

 
Wyodrębnienie pierwszego stopnia może być także podyktowane względami obli-

czeniowymi. Dekompozycja bezpośredniego zadania identyfikacji i wyodrębnienie 
pierwszego stopnia może się wiązać z rozproszonym przetwarzaniem wyników ekspe-
rymentu na pierwszym stopniu, a następnie ich koordynacją na drugim stopniu. W tym 
przypadku aktualny jest problem porównania podejścia bezpośredniego z podejściem 
dwustopniowym. 

Przedstawioną koncepcję identyfikacji dwustopniowej łatwo jest uogólnić na 
przypadek identyfikacji wielostopniowej, dodając w kolejnych stopniach badanie 
zależności pomiędzy parametrami opisu poprzedniego stopnia a nowym, kolejnym 
wejściem. Rozważmy obiekt statyczny o M stopniach (rys. 1.19), opisany zależno-
ściami: 
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  (5.6) 

czyli na m-tym stopniu 
 ( ),,1 mmmm uF θθ =−  dla ,,,2,1 Mm K=  .0 y=θ   (5.7) 

Jeden pomiar do identyfikacji na m + 1. stopniu wymaga określonej serii pomia-
rów na potrzeby identyfikacji na m-tym stopniu, w czasie której mierzymy (lub nasta-
wiamy) kolejne wartości um i obliczamy odpowiadający im wektor parametrów θ m–1 
na stopniu m – 1. Jedynie dla pierwszego stopnia wyjście, tj. y, mierzymy bezpośred-
nio. Jeśli oznaczymy długość serii na m-tym stopniu przez Nm, to jeden pomiar do 
identyfikacji na m + 1. stopniu wymaga jednej serii, czyli Nm pomiarów na m-tym 
stopniu, co z kolei wymaga  pomiarów, czyli  pomiarów na m – 1. stop-
niu itd. Wymagana liczba pomiarów na pierwszym stopniu jest zatem równa 

 Ma to określone implikacje dla formy i organizacji zbioru danych. 

1−mN 1−mm NN

....21 MNNN
Po wprowadzeniu oznaczeń poszczególnych pomiarów możemy dla m-tego stop-

nia i k-tego pomiaru na m + 1. stopniu wprowadzić oznaczenia serii wartości wejść  
i wyjść w postaci macierzy, podobnie jak (5.3) i (5.4): 

   (5.8) [ ,,

df

,,2,1 kmNkmNkmkm mm
Uuuu =L ]
]   (5.9) [ ,ˆˆˆˆ

,,1

df

,,1,2,1,1,1 kNmkNmkmkm mm −−−− =Ξθθθ L

gdzie  oznacza wynik identyfikacji na m – 1. stopniu dla wartości   knm ,,1
ˆ

−θ .,kmnu
Dla uproszczenia pominięto tu indeks wskazujący na to, że chodzi o wyznaczenie war-

tości 1−mθ  dla  pomiarów. Dokładniej powinno być   Dla m-tego stopnia 1−mN .ˆ
,,,1 1 knNm m−−θ

 ( )kNmkmNNmkNm mmmm
U ,,1,,,,

ˆ;ˆ
−= ΞΨθ , (5.10) 

gdzie:  jest oszacowaniem wektora parametrów kNm m ,,θ̂ km,θ  dla stałej wartości  
na m + 1. stopniu, a 

kmu ,1+

mNm,Ψ  oznacza algorytm identyfikacji. 
W dalszej części ograniczymy się do dwustopniowego zadania estymacji parame-

trów i wyboru optymalnego modelu w warunkach losowych. 

5.1. Dwustopniowe algorytmy estymacji parametrów obiektu 

Rozważymy dwustopniowy obiekt  statyczny (rys. 5.3), dla którego charakterysty-
ka na pierwszym i drugim stopniu dana jest zależnościami: 
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( )111 ,θuFy = ,  (5.11)  

( )2221 ,θθ uF= , (5.12)  

w ierwszym stopniu o 1S  składowych;  których  jest wektorem wejść na p

F  

: 1
11

Su RU ⊆∈
2S  jest w

1RR  
m

j

22u RU ⊆∈ ektorem wejść na drugim stopniu o 2S składowych; 
jest R1-wymiarowym wektorem parametrów charakte styki statycznej 

 stopniu; 2
22

RR⊆∈Θθ  jest R2-wymiarowym wektorem parametrów 
charakterystyki statyczne pniu; Ly RY ⊆∈  jest L-wymiarowym wek-
torem wyjść na pierwszym stopniu; 1, F2 są znanymi funkcjami, takimi że: 

,: 111 YU

 
y11 ⊆∈Θθ

na pierwszy
r

 na drugim sto

Θ×F    .: 1222 ΘΘ →×UF    

 

F1 i F2 są m stopniu sprowadza 
się zatem do wyznacze θ 1 na podstawie wyni-
ków zakłóconych pom wyjść dla zadanej serii 
wa

a całego procesu estymacji, 
czy

 
Rys. 5.3. Obiekt statyczny o dwóch stopniach 

 znane. Zadanie identyfikacji na pierwszy
n
iarów wartości składowych wektora 

 
Funkcje 

ia oszacowania wektora parametrów 

rtości składowych wektora wejść u1. Na drugim stopniu należy wyznaczyć oszaco-
wanie wektora parametrów θ2 na podstawie wyników estymacji na pierwszym stopniu 
dla zadanej serii wartości składowych wektora wejść u2.  

Zauważmy, że wartość składowych wektora wyjść dla drugiego stopnia, tj. θ 1, nie 
jest mierzona bezpośrednio, lecz jest wynikiem estymacji na pierwszym stopniu. Je-
den pomiar do identyfikacji na drugim stopniu wymag

li określonej serii pomiarów na pierwszym stopniu, w czasie której u2 jest stałe. Do 
oznaczenia wyników eksperymentu wprowadzimy następującą notację: 

,
22nu  

21nθ  są – odpowiednio – wartościami składowych wektorów 2u  i 1θ  w  n2-tym 
pomiarze na drugim stopniu, ,,,2,1 22 Nn K=  

,u y  są – odpowiednio – wartościami składowych wektorów u  oraz 
211 nn  

miarze n
21nn

a pier
1 y w n1-tym 

po wszym stopniu dla stałej wartości wektora n1 = 1, 2, …, N1,   ,
22nu  

( )111 ,θuF  

( )222 ,θuF  

y

1

1u  

2u

θ
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[ ]
2

df

1N uuuU L=   (5.13)  
21221 11211 nNnnn

jest serią identy

 

fikującą na pierwszym stopniu w n2-tym pomiarze na drugim stopniu, 
tj. dla ,

222 nuu =  
( )

212121
, nnnnnn zyhw =   (5.14) 

st wynikiem pomiaru wartości składowych wektora wyje jść y  z zakłóceniem 
21nn

,
21

L
nnz RZ ⊆∈  h jest znaną funkcją (2.20), mającą własność (2.23), 

[ ]
21nN   (5.15) 

2221 21

df

nnnN wwwW L= 

jest macierzą pomiarów na pierwszym stopniu w n2-tym pomiarze rugim stopniu,  na d

 [ ]df
UUUU L= , 

211121 121111 NNNNNN  (5.16) 

[ ],  (5.17)  
211121 21

df

NNNNNN WWWW L=

 [ ]
22 222212 NN uuuU L=

df
  (5.18) 

są macierzami wyników pomiarów dwustopniowego eksperymentu. 
Dla poszczególnych pomiarów zależności (5.11) i (5.12) 

 

przyjmują postać 

( )
12121 111 , nnnnn uFy θ= ,  (5.19) 

( )2221 ,
21
θθ nn uF= .  

ej loso-
ej

 (5.20) 

W dalszych rozważaniach założymy, że 
21nnz  jest realizacją ciągłej zmienn

 ,
21nnzw  przy czym zmienne losowe 

21n  są 
dobie

nz nie
i mają tę samą gęstość rozkładu prawdopo ństwa 

zależne dla kolejnych pomiarów  
( )zfz . Na pierwszym stopniu 

la ustalonego na podstawie serii po ó

 

d w (5.13) oraz (5.15) wyznaczamy  
222 nuu = miar

( )
2121121

,ˆ
11 nNNnN WUΨθ = ,  (5.21) 

gdzie: 
211 nNθ  jest oszacowaniem nieznanego wektora pa trów ,

21n

1 nN

ˆ rame θ  a 
11NΨ  ozna-

cza algorytm es na pierwszym stopniu.  
Estymację na pierwszym stopniu zilustrowano na rysunku 5.4.  

tymacji 

Na drugim stopniu, dla zadanej serii (5.18) wyznacza

 

my  

( )
21222 1222

ˆ,ˆ
NNNNN U ΞΨθ = ,  (5.22) 

 



Identyfikacja dwustopniowa 207 

gdzie: jest oszacowaniem nieznanego wektora parametrów 
22̂Nθ  ,2θ  

2
 2NΨ o

 

znacza 
algorytm estymacji na drugim stopniu, a 

[ ]
211121 121111

ˆˆˆˆ
NNNNNN θθθΞ L=

df
  (5.23) 

st macierzą wyników estymacji na pierwszym stopniu je dla .,,2,1 22 Nn K=   
 

Rys. 5.4. Estymacja parametrów na 1. stopniu 
 
Oszacowanie  jest traktowane jak wynik pomiaru wartości składowych wek-

tora wyjścia w n2-tym kroku eksperymentu na drugim stopniu, z błędem estymacji  

  (5.24) 

analogicznym do zakłóc
stymację na drugim stopniu zilustrowano na rysunku 5.5. 

Rys. 5.5. Estymacja parametrów na 2. stopniu 

( )
221 111 , nnnuF θ 21nny

211 nnu  

 
211̂ nNθ

 ,ˆ
2212 11 nnNn θθξ −=

enia 
21nnz  na pierwszym stopniu.  

E
 

 

( )
21211

,11 nNnNN WUΨ

( )
2121

, nnnn zyh  

21nnw

21nnz

211̂ nNθ

( )222 2
,θnuF  21nθ

22nu  

( )
2122 122

ˆ, NNNN U ΞΨ

+

211 nNθ̂

21nnξ+

22̂Nθ
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Wektor parametrów θ 2 może być też estymowany bezpośrednio po przyjęciu opisu 

 ,  (5.25) 
czyli 
 

( )[ ] ( )221

df

22211 ,,,, θθ uuFuFuFy ==

( )221 ,,
22121
θnnnnn uuFy = ,  (5.26) 

z wykorzystaniem wyników pomiarów wartości u1, u2, y. Wynik estymacji oznaczymy 
przez  

 ( )
212212121

,,~~̂
2122 NNNNNNNNN WUUΨθ = ,  (5.27) 

gdzie: 
212

~̂
NNθ  jest oszacowaniem wektora parametrów θ  przy podejściu bezpośred-

nim

2

,  a 
212

~
NNΨ  oznacza algorytm estymacji bezpośredniej (rys. 5.6). 

 

Rys. 5.6. Bezpośrednia estymacja parametrów 
 
W dalszych punktach przedstawimy metodykę postępowania z zastosowaniem 

dwóch metod estymacji, przedstawionych w punkcie 2.2.1, tj. metody m ksymalnej 
wiarogodności oraz podejścia bayesowskiego. Dla typowych przypad
zostaną algorytmy estymacji. 

Istotne jest także porównanie wyniku estymacji bezpośredniej z wynikiem estyma-
cji dwustopniowej, którą można traktować jako zastosowanie pewnego rodzaju de-

kompozycji, czyli porównanie wartości  (5.22) i 

 
 

a
ków podane 

22̂Nθ
212

~̂
NNθ  (5.27) za pomocą tej 

samej metody estymacji. Algorytm 2
~

N 21NΨ  należy porówn  z kompozycją algoryt-
mów (5.21) i (5.22). Po wprowadzeniu oznaczeń 

   

ać

( ) ( )[ ] ( )
2121212121111121

,,
df

WU ΨΨ =L, 11111111 NNNNNNNNNNNNNNNN WUWUΨ=   (5.28) ˆ
1Ξ

212
~̂

NNθ

( )
2122121

,,~
212 NNNNNNN WUUΨ

( )221 ,,
221
θnnn uuF 21nny211 nnu

( )nknk zyh ,  

22nu

21nnz  

21nnw
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i wstawieniu (5.28) do (5.22) otrzymujemy 

       ( )[ ] ( )
2122121212121222

,,
~

,,ˆ
212

df

11222 NNNNNNNNNNNNNNNN WUUWUU ΨΨΨθ == .  (5.29) 

Podejścia bezpośrednie i dwustopniowe są równoważne, jeśli algorytmy (5.27) 
i (5.29) są identyczne, tzn. dla tych samych wyników pomiarów otrzymujemy iden-

tyczne oszacowania 
212

ˆ

 

~
NNθ  i .ˆ

22Nθ  

5.1.1. Metoda maksymalnej wiarogodności 

W wyniku zastosowania metody maksymalnej wiarogodności należy na obu stop-
ch wyznaczyć i maksymalizować funkcje wiarogodności. Postępowanie n

u statycz-
nie dla drugiego stopnia jest nieco bardziej 

znaczenia funkcji gęstości rozkładu prawdopodobie
nie wyniku obserwacji, lecz wyniku estymacji na pierwszym stopniu dla

nych pom

szego nia y 

nia a pierw-
szym stopniu sprowadza się do znanej metody estymacji parametrów obiekt
nego, przedstawionej w punkcie 2.2.1. Zada
złożone, wymaga bowiem wy ń-
stwa  kolej-

iarów na drugim stopniu. Procedura wyznaczania algorytmów estymacji jest 
zatem następująca: 

 
Krok 1. Dla pierw  stop , gd ,

222 nuu =  wyznaczamy funkcję wiarogodności  

 ),  (5.30) ( ) (∏
=

=
212212212211

1
1111 ;,;, nnnnnwnnNnnNN uwfUW θθ

1

1

1

N

n

L

gdzie funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa 
2wnf  – obserwowanej zmiennej 

losowej 
21nnw  z wektorem parametrów 

21nθ  i zadanym 
21nnu  – dana jest zależnością 

 ( ) ( )( )( ) hnnnnnzznnnnnwn JwuFhfuwf
21221212212

,,;, 111
1

11 θθ −= ,  (5.31) 

w której: 1−
zh  jest funkcją odwrotną do (5.14) względem ,

21nnz  hJ  jest jakobianem 

przekształcenia 1−hz  z argumentem przy założeniu, e przekształcenie h jest 
cią

 
Krok 2. Maksymalizujemy (5.30) względem

 ,
21nnw  ż

głe i wzajemnie jednoznaczne. 

 
21nθ  i otrzymujemy

cji (5.21), gdzie  oznacza wynik maksym

nkcj po

 algorytm estyma-

211̂ nNθ alizacji. 
 

Krok 3. Na podstawie zależności (5.21), po podstawieniu (5.20) do (5.14), wyzna-
czamy fu ę gęstości rozkładu prawdo dobieństwa  

( )
221211 2121 ,;,ˆ

nnNnN uUf θθθ   (5.32)  
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dla zmiennej losowej .ˆ
211 nNθ  Gęstość tę możemy też wyz ć ależności (5.21), 

po podstawieniu 26) do (5.14) oraz skorzystaniu ze znajomości 

naczy  z z

 (5. ( ).zf z  

Krok 4. Dla drugiego stopnia w
 

yznaczamy funkcję wiarogodności  

 ( ) ∏
=

=
1

1
11221212

1
12122 ,;,,;,ˆ

N

n
nNNNNNN uUUUL θθΞ θ ,  (5.33) ( )

2212 2121
ˆ

nnNN f θ

bowiem z niezależności 
21nnz  dla kolejnych pomiarów wynika niezależność 

211 nNθ  dla 
różnych n2.  

 
Krok 5. Maksymalizujemy (5.33) względem 2θ  

acji.  
i otr

(5.22), gdzie  oznacza wynik maksymaliz
średni

 

zymujemy algorytm estymacji 

22

W podejściu bezpo m funkcja wiarogodności ma postać 

ˆ
Nθ

( ) (∏∏ )
2n ,  (5.34) 

rzy czym funkcję gęstości rozkładu prawdopodobieństwa  f   – obserwo
nej losowej 

= =

=
2 1

21212212112
1 1

212212 ,;,,;,
n n

nnnnwNNNNNNN uuwfUUWL θθ
2 1N N

p wanej zmien-w

21nnw  i zadanymi  oraz  – otrzy-
211 nnu

22nu z wektorem parametrów 2θ

mamy po podstawieniu w zależności (5.31) w miejsce 
21nθ  zależności (5.20),   

 

 czyli

( ) ( )( )( )( ) hnnnnnzznnnnnw JwuFuFhfuuw
2

,,,,;, 22211
1

212 θθ −= ,  (5.35) 

 

f
212122121

a po uwzględnieniu (5.25) przyjmuje ona postać 

( ) ( )(( )) hnnnnnzznnnnnw wuuFhfuuwf
2122122121

,,,,;, 221
1

212 θθ −= J .  (5.36) 

W wyniku maksymalizacji funkcji wiarogodności (5.34) względem 2θ  o

algorytm estymacji bezpośredniej (5.27), gdzie 

trzymujemy 

212
~̂

NNθ  oznacza wynik m ksymalizacji. 

aczy

a
Rozpatrzymy w charakterze przykładów typowe przypadki, kiedy można anali-

tycznie wyzn ć algorytmy estymacji. 
 
Przykład 5.1. Niech ,111 === RLS  ,22 RS =  zależ ści (5.19), (5.20) i (5.14) no są 
powiednio – postaci: 

,
– od
 

21221 11 nnnnn uy θ=   

,   (5.38) 

.

(5.37) 

 T uθθ =
22 221 nn

 
212121 nnnnnn zyw +=   (5.39) 
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Ostatecznie zależność (5.26) przyjmuje postać 

 ,
21 22 n

T
nn uy θ=   (5.40

212 1 nnu ) 
a z

.   (5.41) 

ład normalny 

atem 
 2

T
nn uw =θ

2121221 12 nnnnn zu +

Niech zakłócenie ma rozk

( ) ⎟⎟
⎞

2

2z .  (5.42)  
⎠

⎜⎜
⎝

⎛ −
=

2
exp

π2
1

zz
z zf

σσ

Łatwo w tym przypadku (tak jak w przykładzie 2.3) ot
ierwszego stopnia. Funkcja gęstości rozkładu prawdo

 

rzymać analityczny wynik dla 
p podobieństwa (5.31) ma postać 

( ) ( )
⎥⎦

22 zσ
⎥
⎤

⎢⎣

− 2
11

11 π2
21221

212212

nnnnn

z
nnnnnwn

uw θ

σ
,  (5.43) 

 wiarogodności (5.30) 

 

⎢
⎡
−= exp1;, uwf θ

a funkcja

( ) ( ) ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−− ∑

=

1

1
21221

1

2
1122

1exp1 N

n
nnnnn

zz

uw θ
σ

.  (5.44) 

Maksymalizacja funkcji (5.44) względem 

=
1212211 111

π2
;, NnNnnNN UWL

σ
θ

21nθ  daje 
szym stopniu (5.21) postaci 

 

algorytm estymacji na pierw-

.ˆ
2121

2121

1

1
21

1

21211 T

N

nnnn WU
wu∑

1
21

1

1

1

2
1

1
1 T

nNnN

nNnN
N

n
nn

n
nN UU

u
==

∑
=

=θ   (5.45) 

41) do (5.45) otrzymujemy 

 

Po wstawieniu zależności (5.

.ˆ
1

1
211 nnu

1

1
2121

221

1

2

1
1

221

∑

∑

=

=+= N

n

N

n
nnnn

n
T

nN

zu
uθθ   (5.46) 

Zmienna losowa ,θ̂
211 nN  która jest wynikiem przekształcenia (5.46) zmiennej lo-

sowej  ma również rozkład normalny z wartością oczekiwaną ( )
221 221

ˆE n
T

nN uθθ =   ,z
i wariancją  
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( ) .2
2nσ   (5.47) ˆVar

df
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2
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2

2

1

2
1

1

2
1

2

1 1

1
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1
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⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

∑∑

∑

=
=

=

zmiennej losowej 

 

211
ˆ

nNθ  Funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa (5.32) 
jest zatem następująca 

( ) ( )
 

⎥
⎦

⎢
⎢

⎣

⎡
−= 2

1
2121

22
221211 2

exp
π2

1,;,ˆ
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nnNnN uUf
σ

θ

σ
θθθ

a po uwzgl 47) 

⎥
⎤−

2
22 22 n

T
n uθ

,  (5.48) 

ędnieniu (5.

  ( ) ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−−= ∑

∑
1

21

211

2
1

1 ,ˆ
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f θθθ
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212 2

1exp
π2

,;
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n
nnn

T
n

zz

n
nnN uuuU θθ

σσ
.  (5.49) 

W konsekwencji funkcja wiarogodności (5.33) ma postać 

   

( )

( )
( )

.
2

exp
π2

,;,ˆ

2
1 1

1221
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21212

2 1
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σσ

θΞ

 (5.50) 

ogodności (5.50) względem
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1

2 12

2

1

⎥
⎤

⎢
⎡

−

=
∑ ∑∏ ∑

=

N N
T

N

n

N

uuu θθ

W wyniku maksymalizacji funkcji wiar  2θ  otrzymuje-
2) na drugim stopniu postaci 

  (5.51) 

czyli 
   (5.52) 

gdzie  jest macierzą diagonalną 

my algorytm estymacji (5.2

 ,ˆˆ
1 1

2
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1
21221
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NNNN DUUDU Ξθ

−
= ,

21222222
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[ ] .,,,diag
212111112 1121211111

df
T
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T
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T
NNN UUUUUUD K=  
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Macierz  występuje jako parametr algorytmu (5.22) postaci (5.52), bowiem 

 stałej wariancji  na pierwszym s
n2, a dokł

W rozpatrywanym przykładzie w podejściu bezpośrednim funkcja gęstości roz-
kładu prawdopodobieństwa (5.35) ma postać 

 

2ND

niej od 
wariancja ,2

2nσ  w odróżnieniu od topniu zależy od ,2
zσ

ad .
211 nNU  

( ) ( )
⎥
⎥

⎦
⎢
⎣

2π2 zz σσ

a funkcja wiarogodności (5.34) 

⎤
⎢
⎡ −
−= 2

2
2

212
1,;, 21221

22121

nnn
T

nn
nnnnnw

uuw
uuwf

θ
θ ,  (5.53) 
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21221
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2212112
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= =
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n
nnn

T
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NN
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NNNNNNN

uuw

UUWL

σ

θ

σ

θ

 (5.54) 

W wyniku maksymalizacji funkcji wiarogodności (5.54) względem

⎢⎣

 2θ  otrzymuje-
my algorytm estymacji bezpośredniej (5.27) postaci 

 ,~̂ 2

21212

2

2

1

212221 12

1

2
1222 ∑ ∑∑ ∑

−

= = ⎥
⎥⎢=

N N

nnnnn

N N

nn
T

nnNN wuuuuuθ   (5.55) 

czyli 
2

1

11 1 11 1 = =⎦

⎤

⎢⎣

⎡

n nn n

 ( ) ,~̂
222 2 NNN2221

1
222
T

NNNN BUUDU
−

=θ   (5.56) 

gdzie  jest wektorem 

 .  (5.57) 

wieniu (5.45) do (5.51) lub (5.52) w macierzy (5.23)  

i po prostych przekształceniach otrzymujemy

2NB

[ ]T
KNKN

T
NN

T
NN

T
K KK

WUWUWUB 1221111

df

2211
L=

Łatwo zauważyć, że po wsta

 ,~̂ˆ
212 22 NNN θθ =

macja 2

 a zatem w rozpatrywa-

nym przypadku dwustopniowa i bezpośrednia esty θ  dają ten sam wynik. 

 
Przykład 5.2. Rozpatrzymy ponownie przypadek z przykładu 5.1 dla jednowymia-

rowej zależności na drugim stopniu, tzn. 

 

,1221 ==== RLSS  czyli zależności (5.19)  
i (5.20) przyjmują – odpowiednio – postać: 
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 ,
21221 11 nnnnn uy θ=   (5.58) 

 .u
22 221 nn θθ =   (5.59) 

Załóżmy ponadto, że zakłócenia są multiplikatywne, tj. zależność (5.14) jest postaci 
 .

212121 nnnnnn zyw =   (5.60) 

tatecznie zależność (5.26) przyjmuje postać Os
 ,

21221 122 nnnnn uuy θ=   
 

.

(5.61) 
a zatem
 

2121221 122 nnnnnnn zuuw θ=   (5.62) 

Załóżmy równomierny rozkład prawdopodobieństwa zakłóceń w
β > α > 0, co oznacza, że funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa zmiennej 
los

 przedziale [α, β],  

owej z  ma postać 

 ( ) [ ]

⎩

∈

,

,

β

βαz 5.63) 

 przykładzie 2.4) funkcja gęstości rozkładu prawdopodobień-
stw

[ ]⎪
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Obecnie (tak jak w
a (5.31) ma postać 
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  (5.64) 
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21nnw   (5.65) 

Funkcja wiarogodności (5.30) przyjmuje postać 
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 (5.66) 
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Ponieważ funkcja (5.66) jest funkcją monotoniczną, malejącą względem 
21nθ   

w przedziale  

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
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≤≤≤≤

21
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11
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11 1111
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nn

Nn u
w

u
w

αβ
 ,  

maksymalizacja tej funkcji względem

(5.67) 

 
21nθ  daje zatem następujący algorytm estymacji 

u 

 

(5.21) na pierwszym stopni

.max1ˆ
21
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11
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111
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NnnN u
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≤≤
=
β

θ   (5.68) 

Na podstawie znanego sposobu wyznaczania rozkładu zmiennej losowej ,
21nnw  

prz ], oraz z (5.64) po podstawieniu ekształconej według zależności (5.68) [30, 48
22 221 nn uθθ =

losowej 

 otrzymujemy funkcję (5.32) gęstości prawdopodobieństwa zmiennej 
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  (5.69) 

Ostatecznie funkcja wiarogodności (5.33) ma postać 
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2θ     Jest to monotoniczna, malejąca funkcja  w przedziale  
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  (5.71) 

W wyniku jej maksymalizacji względem 2θ  otrzymujemy następujący algorytm 
estymacji (5.22) na drugim stopniu 
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=   (5.72) 

W rozpatrywanym przykładzie w podejściu bezpośrednim funkcja gęstości roz-
kładu prawdopodobieństwa (5.35) ma postać 
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(5.73) 

a funkcja wiarogodności (5.34) 
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Funkcja (5.74) jest monotoniczną, malejącą  2θ  w przedziale  
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2θW wyniku jej maksymalizacji względem  otrzymujemy następujący algorytm 
estymacji (5.22) na drugim stopniu 

 .max1~̂

221

21

22

1121
21

1
12

nnn

nn

Nn
NnNN uu

w

≤≤
≤≤

=
β

θ   (5.76) 

Łatwo zauważyć, że po wstawieniu (5.68) do (5.72) otrzymujemy ,~̂ˆ
212 22 NNN θθ =   

acja 2a zatem także w tym przypadku dwustopniowa i bezpośrednia estym θ  dają ten 
sam wynik.  

 
 

awionych w przykładach 5.1 i 5.2 skłania do 
postawienia pytania: Czy zawsze estymacja bezpośrednia i dwustopniowa dają ten 
sam wynik?  

Teraz sformułujemy ogólny warunek wystarczający równoważności dwustopnio-
wej i bezpośredniej estymacji wektora parametrów 

Analiza algorytmów estymacji przedst

2θ  z zastosowaniem metody mak-
symalnej wiarogodności: 

 
Twierdzenie 5.1. Jeśli estymator (5.21) na pierwszym stopniu jest dostatecznym 
estymatorem wektora parametrów ,

21nθ  a estymatory na drugim stopniu (5.22)   
i bezpośredni (5.27) zostały wyznaczone metodą maksymalnej wiarogodności, to 
estymatory dwustopniowy i bezpośredni są sobie równoważne, czyli oszacowania 

ą h danych po-

Dowód: Wprowadzimy funkcję 

uzyskane metodami dwustopniową oraz bezpośredni dla tych samyc
miarowych są sobie równe. 

( )
21121

df

nNNnN Wb Γ= , 1
21

RL
nNb −⊆∈ RB   

taką, że dla funkcji  
(5.77) 

( ) ( )
 ( ) ⎥

⎥
⎦⎢

⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎦⎢

⎢
⎣ 21121

21

nNNnN Wb Γ
  (5.78) 

tnieje funkcja odwrotna względem

 

⎤⎤⎡
= 21211

21211

,ˆ
, 111

df

1
nNnNNnN

nNnNN

WU
UW

Ψθ
Γ

 
21nNW  is

( )[ ]
212121121 11 ,, nNnNnNWNnN UbW θΓ= ,  

gdzie 

1 ˆ− (5.79) 

1
1

−
WNΓ  jest funkcją odwrotną funkcji (5.78) względem .

21nNW  
Funkcję gęstości rozkładu prawdopodobieństwa (5.32) można przedstawić następująco: 

 ( ) ( )
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22121211

22121211
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θθ

θθ
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θ

θ
θ = ,  (5.80) 
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gdzie: bf
1θ  jest funkcją gęstości łącznego rozkładu prawdopodobieństwa pary zmien-

nych losowych ( ),,1 nNnN
ˆ bθ  natomiast 

2121 1
ˆb θ  

1θbf  jest warunkową gęstością 
2121 nNnN

po

        

 wstawieniu (5.20), a funkcja wiarogodności (5.33)  

 ( ) ( )
( )∏=

1
2212121 2121 ,;,,ˆ

,;,
N

nnNnNnNb uUbf
UUL

θθ
θΞ .  (5.81) 

ram

=1
22121211

221212
1 2112

21212
,;ˆ,n nnNnNnNb

NNNNNN
uUbf θθθ

Określony przez (5.21) wektor 
211̂ nNθ  jest estymatorem dostatecznym wektora pa-

etrów 
21n

ˆ 1θ

θ  [30, 48], warunkowa gęstość prawdopodobieństwa 
1θbf  nie zależy 

ęc od ,1nwi
2

θ  a w konsekwencji – dstawieniu (5.20) – nie zależy od θ 2, a zatem 

dności (5.81), nie zależy od 
ianownika wyrażenia (5.80). Z drugiej strony, korzystając z

ści prawdopodobieństwa (5.36), występujący w funkcji wiaro-
ściu bezpośrednim, możemy wyrazić przez mianownik wyra-

enia (5.80), tj. 

 po po
ˆ

22Nθ ,  które jest wynikiem maksymalizacji funkcji wiarogo
m  przekształcenia (5.78), 
iloczyn funkcji gęsto
godności (5.34) w podej
ż

( ) ( )( ) Γθ θΓθ JuUUWfuuwf N
n

nnnnnw 1
1

22121
1

212 ,;, =∏
=

nnNnNnNb

N

22121211

1

2121 ,;,, ,  (5.82) 

dzie  jest jakobianem przekształcenia (5.78), który nie z

 

g ależy od .2 ΓJ θ   
W t przypadku funkcja wiarogodności (5.34) przyjmu taym je pos ć 

 

( ),;,
2212112 212 NNNNNNN UUWL θ

( )( ) ,,;,,
2

2
221212111

1
2121∏

=

=
N

n
nnNnNnNNb JuUUWf Γθ θΓ

  (5.83) 

ymstąd otrz ane w podejściu bezpośrednim ,~̂
212 NNθ  tj. 2θ  maksymalizująca (5.83), jest 

równe 
22̂Nθ  mak  (5.82) wzglę  2θ  dla tych samych macierz  symalizującej dem y pomiarów

,
211 NNU  ,

22NU  ,
21NNW  czyli algorytmy 

212
~

NNΨ  (5.27) i 
212

~
NNΨ  (5.29) są identyczne. 

Q.E.D. 

W rozpatrywanych przykładach estymatory na pierwszym stopniu były dostatecz-
ne. Autor w pracy [99] podaje przykład, w którym estymacje dwustopniowa i bezpo-
średnia były równoważne, choć estymator na pierwszym stopniu nie był dostateczny. 
Nie jest to zatem warunek konieczny równoważności.  
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5.1.2. Metoda maksymalnego prawdopodobieństwa 

Podejście bayesowskie do estymacji parametrów dla obiektu sta nego przed-
stawiliśm  punkcie 2.2.1. Stosując różne postacie funkcji strat, otrzymamy różne 
metody estymacji. Metoda maksymalnej gęstości prawdopodobieństwa a posteriori – 

a dalej w skrócie metodą maksymalnego prawdopodobieństwa – jest szczegól-
nym, najczęściej występującym przypadkiem podejścia ogólnego, w którym funkcja 
strat ma postać (2.71). Dla tej metody rozpatrzymy dalej typowy przypadek naszego 
problemu oraz kwestię równoważności. 

Zaczniemy jednak od przypadku ogólnego. Teraz założymy, że 

tycz
y w

zwan

 jest wartością2θ  
ciągłej zmiennej losowej 2θ  o znanej funkcji gęstości rozkładu prawdopodobieństwa 

( ).22
θθf  Zgodnie z zależnością (5.20) także 

21nθ  jest wartością od edniejpowi  zmien-
i – znając ( )22

θθfnej losowej 
21nθ   oraz funk  w (5.20) – m y wyznaczyć cję 2F ożem

( ).;
2221 21 nn uf

n
θθ  Gdy s ujfunkcj ęstości rozkładu prawdopodobieństwa ę g tos emy metodę 

mi dnie dla określo-
nej funkcji strat, co – jak wiadomo – można sprowadzić do minimalizacji odpowiedniego 
ryzyka warunkowego. Na pierwszym stopniu zadanie identyfikacji sprowadza się do za-

osowania znanej metody estymacji bayesowskiej dla obiektu statycz
nego w punkcie 2.2.1. Zadanie na drugim stopniu, podobnie jak w metodzie maksymal-
nej wiarogodności, jest bardziej złożone, wymaga bowiem wyznaczenia odpowiedniego 
warunkowego rozkładu prawdopodobieństwa. Procedura wyznaczania algorytmów es-

k 1.  p

nimalnego ryzyka, należy na obu stopniach minimalizować ryzyko śre

st nego, przedstawio-

tymacji jest następująca: 
 

Kro  Dla danej funkcji gęstości rozkładu rawdopodobieństwa ( )22 θf  wyzna-
ta .20) funkcję gęstczamy na pods wie (5 ości 

 ( ) ( )( ) ,,;
222222221 12

1
221 Fnnnn JuFfuf

n
θθ θθθ

−=   

prz  czym  jest przekształceniem odwrotnym (5.20) względem θ , przy założeniu 

(5.84) 

 1−Fy 22θ 2

wzajemnej jednoznaczności funkcji ,2F  czyli ( )
222 12

1
22 , nnuF θθ θ

−= . 
 

Krok 2. Przez analogię do (2.60) oraz (2.62) wyznaczamy funkcje gęstości warun-
kowych rozkładów prawdopodobieństwa  

 ( ) ( )( )( )∏ −=
1

1 ,,;
N

wuFhfUW θθ
=1

212212122111 1
1111

n
hnnnnnzznNnnNWN θ

oraz 

    

Jf   (5.85) 
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  (5.86) 

1
112
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Krok 3. Na pierwszym stopniu, przy danej funkcji strat ( )
22 111 , nnL θθ , minimalizu-

jemy względem 
21nθ  ryzyko warunkowe 

 ( ) ( )[ ]
2122

21
21212 11

df

11 ,E;, nNnnnNnNn WLUWr
n

θθθ
θ

= ,  (5.87) 

a korzystając z (5.86), otrzym

 

1

ujemy 
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221221112221

21221112221
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Nn
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θ

θθθ

θθ
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θ

Θ
θθ

θθ

Θ ∫
∫=   (5.88) 

Ponieważ licznik wyrażenia (5.86) dla ustalonych pomiarów jest wartością stałą  
i nie zależy od ,

21nθ  minimalizacja wyrażenia (5.88) względem 
21nθ  sprowadza się do 

minimalizacji wyrażenia 

( )
 ( ) ( ) (

221212

df

2

;;,

nnN

dUWfufL θθθθ∫=
11 ,;, nNn uUWr θ

) θ   (5.89) 
221221112221

1

22 1121111 nnNnnNWnnnn Nn θθ
Θ

względem .θ  W wyniku minima cji (5.8
21n liza 9) względem  o

21nθ trzymujemy algo-

ryt

orytmu (5.21). 
 

Krok 4. Na podstawie zależności (5.21) oraz po podstawieniu (5.20) d
amy funkcję gęstości rozkładu prawdopodobieństwa  

 

m estymacji (5.21), przy czym 
221̂ nNθ  oznacza wynik minimalizacji. Warto zauwa-

żyć, że u  występuje tu jako parametr alg
22n

o (5.14) wy-
znacz

( )
2212121 2121 ,;ˆ

nnNnN uUf θθθθ   (5.90) 

dla zmiennej losowej .ˆ
211 nNθ
1

 Funkcję tę możemy także wyznaczyć z zależności (5.21), po 
podstawieniu (5.26) do (5. 4) oraz skorzystaniu ze znajomości ( ).zf z

ennej los
 W konsekwencji 

wa i owrunkowa funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa zm ej 21 21
ˆ θΞ  

ma postać 
NN

( ) ( )
221 2, nnN u .       (5.91) ∏

=

=
2

2
21212212121

1
1212121ˆ ;ˆ,;ˆ

N

n
nNNNNNN UfUUf θθθΞ θθθΞ 
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( )222 ,θθLKrok 5. Dla danej funkcji strat  minimalizujemy względem 2θ  ryzyko 
warunkowe, tzn. 

 ( ) ( )[ ]
21

2
221 1222

df

2122
ˆ,E;ˆ, NNNNN LUr ΞθθΞθ

θ
=   (5.92) 

co, podobnie jak w kroku 3., sprowadza się do minimalizacji względem 2θ  wyrażenia 

      ( ) ( ) ( ) ( ) 22121ˆ2222122 22121212

2

221 θΞθ
Θ

NNNNNNNN

stąd otrzymujemy algorytm estymacji (5.22), przy czym ˆ  oznacza 

df
,;ˆ,;ˆ, θθΞθθθΞθ dUUffLUr ∫= ,  (5.93) 

22Nθ ,2θ  który mi-
nimalizuje (5.93). 

W podejściu bezpośrednim minimalizujemy względem 2θ  ryzyko warunkowe  

( ) ( )[ ]
21

2
22121 222

df

112 ,E,;, NNNNNNN WLUUWr θθθ
θ

= ,  

za si

(5.94) 

co sprowad ę do minimalizacji względem 2θ  wyrażenia 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ,,;,,;,
2

2212121221 2212222

df

112 ∫=
Θ

θθθθθ dUUWfLUUWr NNNNNWNNNNK NN
 (5.95) 22θ f

gdzie funkcję gęstości  wyznaczamy ług zależności 
21NNW

       

f  wed

( ) (((∏ ∏ −=
2 1

1,;
N N

uFhfUUWf θ ) ))
= =2 1

212212212121
1 1

221212 ,,,
n n

nnnnnzNNNNNW wu
NN

θ .  (5.96) 

W wyniku otrzymujemy algorytm estymacji (5.27), przy czym ˆ
212

~
NN

wektor 

θ  oznacza 

,2θ   który minimalizuje (5.95). 
Jak wiadomo, po odpowiednim doborze funkcji strat, minimalizacja ryzyka sprowa-

dza się do maksymalizacji funkcji gęstości rozkładu prawdopodobieństwa a po  
nieznanego

steriori dla
 wektora parametrów. Po pominięciu mianowników niezależnych od zmien-

nych maksymalizujących  jest wektorem 
211̂ nNθ ,

21nθ  który maksymalizuje iloczyn gęsto-
 zależności (5.89), tj.  

 

ści w

( ) ( )
212212221 121 nNnnNnnnθ

Podobnie θ̂

11
;;

W
UWfuf

N
θθ

θ
.  (5.97) 

 i 
22N 212

~̂
NNθ  otrzymamy w wyniku maksymalizacji względem ,2θ  od-

owiednio: 

 

p

( ) ( )
22121212 2121ˆ2 ,;ˆ

NNNNN UUff θΞθ θΞθ   (5.98) 
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oraz 
( ) ( )

22121212 2122 ,; NNNNNW UUWff
NN

θθθ .  (5.99) 

Rozpatrzymy w charakterze przykładu typowy przypadek, kiedy można analitycz-
nie wyznaczyć algorytm estymacji metodą maksymalnego prawdopodobieństwa.  

my dwustopniowy obiekt, którego wartości wyjścia i wej-
k  

w ą 
ddytywne i mają rozkład normalny (5.42), a funkcja  ma posta
onadto rozkład normalny wektora 

 
Przykład 5.3. Rozpatrzy

ścia są mierzone z zakłóceniami. Zależności (5.19), (5.20) i (5.26) są takie same ja
przykładzie 5.1, tzn. mają postać (5.37), (5.38) i (5.40). Zakłócenia pomiarowe s

a ć (5.39). Zakładamy 
p

h
,2θ  tj. 

 ( )( ) ( ) ( )⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−−= −

− 2
2 1π2
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222 2
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22
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2 2
exp θθθ θΣθ

Σ
θ mmf T ,  (5.100) 

gdzie: 
2θm  i 2Σ  oznac  odpowiednio – wektor wartości ozają – czekiwanych i macierz 

kowariancji zmiennej losowej .2θ   
Po sowa  uwzględnieniu zależności (5.38) oraz rozkładu (5.100) zmienna lo

21nθ  
ma rozkład normalny z wartością oczekiwaną i wariancją, odpowiednio: 

 ( ) ,E
222 21 n

T
n umθθ =   ( ) ,Var

222 2221 n
T

nn uu Σθ =   (5.101) 

czyli funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa (5.84) przyjmuje postać 
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a wyrażenie (5.97) 
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  (5.103) 

W wyniku maksymalizacji funkcji (5.103) względem

1

11

⎤⎡ N

N

⎦

 
21nθ  otrzymujemy algorytm 

estymacji dla pierwszego stopnia 
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=   (5.104) 

Na podstawie (5.41) i (5.104) łatwo zauważyć, e rozkład warunkowy 

ˆ z

ż
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22 12
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nNnN
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T
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T WU

uu
um

σ
Σ

θ +

211θ̂  nN

względem 2θ  jest rozkładem normalnym, z warunkową wartością oczekiwaną i wa-
runkową wariancją równym, odpowiednio: 
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 ( ) ( )
( ) ,|ˆVar 2

1

df

2
222

2

11222
21 2

22

212122
21 n

n
T

nz

nNnNnn
nN

uu

UUuu
σ

Σσ

Σ
θθ =

+
=   (5.1  

2 TT

06)

zyli funkcja gęstości rozkładu prawdop obieństwa (5.90) przyc od jmuje postać 
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nnNnN σσθθ (5.107) 

a wyrażenie (5.98) zapisujemy 
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  (5.108) 

W wyniku minimalizacji wyrażenia (5.108) otrzymujemy algorytm (5.21
cji na drugim stopniu postaci 
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gdzie I  oznacza macierz jednostkową odpowiedniego wymiaru. 
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W podejściu bezpośrednim wyrażenie (5.99) przyjmuje postać 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) .

2
1

2
1expπ2

(5.110),;
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Maksym izacja wyrażenia (5.110) względem θ2 daje następujący bezpośredni al-
gorytm estymacji (5.27) 
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Po wstawieniu (5.104) do (5.109) i po przekształceniach można sprawdzić, że 

, (5.111) θ

,~̂ˆ
212 22 NNN θθ =

estymacja 2

 a zatem w rozpatrywanym przypadku dwustopniowa i bezpośrednia 
θ  są równoważne. 

 

wej  
i bezpośredniej θ 2 jest tu identyczny z warunkiem dla metody maksymalnej wiaro-

odności (twierdzenie 5.1). 
 
Twierdzenie 5.2. Jeśli estymator (5.21) na pierwszym stopniu jest dostatecznym 

etrów 

 
Ogólny warunek wystarczający dla równoważności estymacji dwustopnio

g

estymatorem wektora param ,
21nθ  a estymatory na drugim stopniu (5.22)   

i bezpośredni (5.27) zostały wyznaczone metodą maksymalnego prawdopodobień-
stwa a posteriori, to estymatory dwustopniowy i bezpośredni są sobie równoważne, 
czyli oszacowania uzyskane metodami dwustopniową oraz bezpośredni
samych danych pomiarowych są sobie równe. 
Dowód: Dowód jest analogiczny do dowodu twierdzenia 5.1. Po wprowadzeniu

(5.77) i funk

 

ą dla tych 

 
21nNb  

 cji 
1NΓ  (5.78) funkcję gęstości rozkładu prawdopodobieństwa (5.90)

można przedstawić następująco: 

( ) ( )
( ) ,

,;ˆ,

,;,ˆ
,;ˆ

221212121

221212121
2212121

2112

2121
2121

nnNnNnNb

nnNnNnNb
nnNnN

uUbf

uUbf
uUf

θθ

θθ
θθ

θθ

θθ
θθ =   (5.112) 

gdzie: 
21 θθ bf

ch losowy

 jest warunkową funkcją gęstości rozkładu prawdopodobieństwa pary 

zmienny ch ,,ˆ
21 2121

θθ nNnN b  a 
21θθbf  jest warunkową funkcją gęstości roz-

.,ˆ
21 2121

θθ nNnNb  kładu prawdopodobieństwa zmiennej 
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Po wstawieniu (5.112) do (5.91) otrzymujemy 

( ) ( )
( )∏

=

=
2

2 221212121

221212121
2212121

1 2112

2121
2121ˆ

,;ˆ,

,;,ˆ
,;ˆ

N

n nnNnNnNb

nnNnNnNb
NNNNN

uUbf

uUbf
UUf

θθ

θθ
θΞ

θθ

θθ
θΞ       . (5.113) 

Określony przez (5.21) wektor  jest estymatorem dostatecznym wektora parame-

trów 
211̂ nNθ

 [30, 48], warunkowa f ęstości rozkładu prawdopodobieństwaunkcja g  
21nθ

21θθb

zależy więc od ,
21n

f  nie 

θ  a w konsekwencji, po podstawieniu (5.20), nie zależy od θ , zatem 2  

 maksy alizacji wyrażenia (5.98), z uwzględnieniem (5.113) – 
nie zależy od mianownika wyrażenia (5.113). Korzystając jednak z przekształcen
iloczyn funkcji gęstości prawdopodobieństwa (5.36), występujący w funkcji (5.99) w podej-
ściu

 

22̂Nθ  – które jest wynikiem m
ia (5.78), 

 bezpośrednim, czyli funkcję gęstości rozkładu prawdopodobieństwa możemy wyrazić 
( )

( )( ) ,,;,
2

22121211
1

2121 Γθ JuUUW
n

nnNnNnNN
=

gdzie  jest jakobianem przekształcenia (5.78), który nie zależy od

,;

2

21

2212121 212

θθ Γ

θ

f

UUWf
N

b

NNNNNW NN

∏=
  (5.114) 

Γ 2J  .θ  

Stąd otrzymane w podejściu bezpośrednim ,~̂
212 NNθ  tj. wartość θ 2 maksymalizująca 

(5.99) z uwzględnieniem (5.114), jest równe warto  maksymalizującej wyra-

żen

ści 
22̂Nθ

ie (5.98) względem 2θ  dla tych samych macierzy pomiarów ,
211 NNU  ,

22NU  

,
21N  czyli algorytmy 

212NW ~
NNΨ  (5.27) i 

~
212 NNΨ  (5.29) są identyczne. 

 
Łatwo zauważyć, że twierdzenie 5.2 można uogólnić na metodę minimalnego ry-
a z dowolnymi funkcjami strat. 

 

Q.E.D. 

zyk

 es-
am

2
i bezpośredni są sobie równoważne, czyli oszacowa-

nia uzyskane metodami dwustopniową oraz bezpośrednią dla tych samych danych 
pomiarowych są sobie równe. 
Dowód: Wystarczy skorzystać z dowodu poprzedniego twierdzenia i zauważyć, że 

minimalizacja ryzyka (5.93) względem

Twierdzenie 5.3. Jeśli estymator (2.6)  na pierwszym stopniu jest dostatecznym
tymatorem par etrów θ1n, a estymatory na drugim stopniu (2.7) i bezpośredni 
(2.10) zostały wyznaczone metodą minimalnego ryzyka z tą samą funkcją strat L , 
to estymatory dwustopniowy 

 2

(5.94). Podobnie, minimalizacja ryzyka (5.94) względem 
θ  sprowadza się do minimalizacji wyrażenia 

2θ  sprowadza się do mini-

malizacji (5.95) po ws ), a zatem zależności θ̂  i ˆtawieniu (5.114
22N 212

~
NNθ  od ,U  

,2NU  
211 NN

2 21NNW  są identyczne.  Q.E.D. 

 



Rozdział 5 226

5.2. Dwustopniowe zadanie wyboru optymalnego modelu 
w warunkach losowych 

żymy dwustopniowy obiekt statyczny o  wektorach wejść  i 
ść y, takich jak w podrozdziale 5.1. W dalszym ciągu, podobnie jak w punkcie 2.4.1, 
będ ą w

Rozwa  oraz wyj- 1u 2u

ziemy zakładać, że ( )yuu ,, 21  s artościami zmiennych losowych ( ),,, 21 yuu  dla 
który stnieje funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa ch i ( ).,, 21 yuuf  kte-
rystyki statyczne na pierwszym i drugim stopniu nie są znane. Proponujemy modele 

erwszym i drugim stopniu – odpowiednio – postaci: 
 

Chara

na pi
( )111 ,θΦ uy = ,  (5.115) 

 ( )2221 ,θΦθ u= ,  (5.116) 

gdzie: 1
11

Su RU ⊆∈  jest S1-wymiarowym wekto em wejść na pierwszym stopniu; r
S2-wymiarowym wektorem wejść na drugim stopniu; 

-wymiarowym wektorem parametrów modelu n

2
2

SRU ⊆  jest 
1

1
RR⊆Θ  jest R1

2u ∈

1∈

niu; 
θ a pierwszym stop-

1
11

RR⊆∈Θθ

2 ⊆

 jest R1-wymiarowym wektorem wyjść modelu na drugim stopniu; 
 drugim stopniu; 2

2
RR∈Θθ  jest R2-wymiarowym wektorem parametrów modelu na

Ly RY ⊆∈  są L-wymiarowymi wektorami wy iowymi – odpowiednio – obiek-
tu i modelu na pierwszym stopniu; 21,
y, jśc

ΦΦ  są zadanymi funkcjami takimi, że 
,111 Y→×:U ΘΦ     .: 1222 ΘΘΦ →×U  

my definicje zujące, w jakim sensie będą optyma
. 

Wprowadzi precy lne rozpatrywane 
modele

 gdzie  jest wartością

 
Definicja 5.1. Model na pierwszym stopniu (5.115) nazwiemy modelem optymal-
nym dla danego ,2u  jeśli =θθ ,11

∗ ∗
1θ  ,1θ  minimalizującą kry-

 

terium jakości identyfikacji 

   
( ) ( )( )[ ]

( )( ) ( )∫ ∫=

==

Y U1

dyduuyufuyq

uuyyquQ
yu

12111111

21111,

df

211

,,,

,,E,
1

θΦ

θΦθ
,  (5.117) 

czyli 
 ( ) ( )211211 ,in,

11
uQuQ θθ

Θθ ∈

∗ ,  (5.118) 

gdzie: 

m=

( )yyq ,1  jest zadaną funkcją, której wartość ocenia różnicę pomiędzy wyj-
ściem obiektu i wyjściem modelu na pierwszym sto , Y×q  pniu ,:1 RY →
( ) ,0y  ,1 ≥yq ( )  a  oznacza warunkową1f  funkcję gęstości roz-0,1 yyq ,yy =⇔=
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kładu prawdopodobieństwa zmiennych losowych yu ,1  pod warunkiem, że zmien-
na losowa 2u  przyjęła wartość u2. 
W wyniku minimalizacji (5.117) względem 1θ  dla danego 2u  o zym my zależ-

ność ∗
1θ  od 2u  

 ( )2

df

1 uG=∗θ . 

Jest to model dla drugiego stopnia, wyznaczony w wyniku optymalizacji na stopniu 
pierwszym. Wartości ∗

1θ  można porównywać z wartościami 

tr a

 (5.119) 

,θ  wyznaczonymi  1

 modelu (5.116) dla tych samych wartości u2, i
modelu (5.116), tj. najlepszą aproksym

zoru postaci (5.116). 

inicja 5.2. Mo
gdy

z  wyznaczyć optymalny wektor para-
metrów ację zależności (5.119) za pomocą 
w

 
Def del na drugim stopniu (5.116) nazwiemy modelem optymalnym dla 

 ∗
2θ  jest wartością θ 2, minimalizującą kryterium jakości identyfikacji 

        

,22
∗=θθ  

 ( ) ( )( )[ ] ( ) ( )( ) ( ) ,,,,,
2

22222222222112 ∫==∗

U

duufuuGqu θΦθΦθθ   (5.120) E
2

df

22 = qQ
u

θ

czyli 
 ( ) ( )2222

22
min θθ

Θθ
QQ

∈

∗ = ,  (5.121) 

gdzie: ( )112 ,q  jest zadaną funkcją ( o własnościach takich θθ ∗ →× 11 RRq2:  RRR  
jak 1q ) porównującą wartość ,1θ  wyznaczoną na pierwszym stopniu, z wartością ∗

,1θ  wyznaczoną z modelu (5.116) na drugim stopniu, a f  oznacza brzegową 2

funkcję gęstości rozkładu prawdopodobieństwa dla .2

Gdy zastosujemy podejście bezpośrednie, wyznaczamy optymalną wartość 2

u  
θ  dla 

delu bezpośredniego o zadanej postaci ( ).,,mo 221 θΦ uuy =  W dalszym ciągu będzie-
 rozpatrywać model bezpośredni (rymy s. 5.7), otrzymany w wyniku kompozycji mo-

deli (5.115) i (5.116), tzn. 

( ) (( )22211

df

221 ,,,, θΦΦθΦ uuuuy == ) .  
 

 (5.122) 

y

( )221 ,, θΦ uu
y  1u

2u
( )111 ,θΦ u  

1u  

( )222 ,θΦ u  

1θ  
 

2u  

Rys. 5.7. Model dwustopniowy i bezpośredni 
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Oznacza to, że pierwotnie mamy określone modele obu stopniach, tzn. określe-
 postaci modeli ma charakter dwust
może być dwustopniowy lub bezpoś

 na 
nie opniowy, natomiast wybór optymalnej wartości 
θ 2 

fi  5 . Model bezpośredni (5.122) nazwiemy modelem optymalnym dla 

redni.  
 
De nicja .3

,~*
22 θθ =  minimalizującego kryterium jakości identyfikacji 

 
( ) ( )( )[ ]

( )( ) ( )∫ ∫ ∫=

==

Y U U12

21

,,,,,,

,,,E

21212211

2211,,

df

2

dyduduyuufuuyq

uuyyqQ
yuu

θΦ

θΦθ
  (5.123) 

czyli 
( ) ( )22

22

θθ
Θθ

QQ
∈

= min~* .  (5.124)  

Podejście dwustopniowe i bezpośrednie nazwiemy podejściem równoważnym, jeśli 
.~*

22 θ  θ =∗

W pr
stości 

zypadku pełnej informacji probabilistycznej, tj. przy znajomości funkcji 
ę rozkładu prawdopodobieństwa ( ),,, 21 yuuf

yznaczeniu 
izującej (5.

g  problem dwustopniowego wy-
b zależności (5.119), minimalizu-oru optymalnego modelu polega na w
jącej (5 ), oraz warto 120), d a d.117 ści θ 2, minimal l anych funkcji ,1Φ  

,  ,1q  2 edura dwustopniowego w ego modelu jest zatem 
tępu ca: 

 
Krok 1. Wyznaczamy funkcje gęstości rozkładu prawdopodobieństwa f  i f : 

.q2Φ  Proc ajlepsz
nas ją

 2  1

 

yboru n

( ) ( ) ,,, 12122 ∫ ∫=
Y U1

dyduyuufuf   ( 25) 

 

5.1

( ) ( )
( ) .,,, 21 yuufuyuf =   (5.126) 

22
211 uf

rok 2. W wyniku obliczenia całki (5.117) wyznaczamy funkcję ( ).,K 211 uQ θ   
 

Krok 3. Minimalizujemy funkcję ( )211 ,uQ θ  względem 1θ  przy ograniczeniu 

11 Θθ ∈  i otrzymujemy zależność (5.119). 

Krok 4. W wyniku obliczenia całki (5.120) dla wyznaczonej funkcji (5.119) wy-
znaczamy funkcję

 

 ( ).22 θQ  
 

Krok 5. Minimalizujemy ( )22 θQ  względem 2θ  przy ograniczeniu .22 Θθ ∈  
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Nawet bez ograniczeń narzuconych na wybór 1θ  i 2θ  (tzn. ,1
1

RR≡Θ  )2
2

RR≡Θ  
wyznaczenie funkcji Q1 i Q2 oraz ich minimalizacja mogą być zadaniami trudnymi lub 

iemożliwymi do rozwiązania analitycznego n i k e  je
nich procedur numerycznych. Wyniki anality na uzy
nio
dwustopnio
sować wprost podejść i wzorów przedstawiony w podrozdzi
drugim stopniu, tj.  nie jest wprost realiz i 

st wyznaczane w wyniku identyfikacji na pierwszym pniu
ługiwać czną gęstością

oni
czne m

ch 
owane 

czne
oż

ew
 sto

st stosowanie 
skać dla przyp

pniu nie m
ale 2.4. W

entualnie obserwowane, l
. Dla

odpowied-
adku li-

ożna zasto-
yjście na 

ecz 

wo-kwadratowego, przedstawionego w punkcie 5.2.1. Podobnie jak w estymacji 
wej, do wyboru optymalnego modelu na drugim sto

,1
∗θ

 się łą
je tego też nie można 
wprost pos  ( )12 ,θuf  jako daną. 

Gdy brak jest pełnej informacji probabilistycznej, a więc w praktycznej sytuacji, 
nal sługiwać się danymi pomiarowymi, uzyskiwanymi tak jak w punkcie 2.4.2, 
zyli: 

 

eży po
c

[ ],
212221 11211

df

1 nNnnnN uuuU L=   (5.127) 

 [ ],
212221 21 nNnnnN yyyY L=

df
  (5.128) 

r w – pogdzie: ,
211 nNU  

21nNY  są macierzami pomia ó  od wiednio – wartości składowych 
wektora wejść i wyjść na pierwszym stopniu dla ustalonego ,

222 nuu = a na drugim 
stopniu 

 [ ],df
uuuU L=   (2.129) 

22 222212 NN

2U
2N  jest serią identyfikującą na drugim stopniu. 

Podobnie jak w punkcie 2.4.1, algorytmy identyfikacji na obu stopniach i identyfi-
acji bezpośredniej otrzymamy, posługując się empiryczn

mi na podstawie wyników pomiarów, lub minimalizując empiryczne oszacowania 
wskaźników jakości identyfikacji. W tym drugim przypadku zamiast (5.117) minima-

zujemy  

 

k ymi rozkładami, uzyskany-

li

( ) ( )( )∑
=1

212121
1

1111
1

11
n

nnnnnN N
=

1

,,1 N

uyqQ θΦθ   (5.130) 

względem 1θ  i otrzymujemy algorytm id ji na pierwszy  stopniu en yfikac m

 

t

( )
2121

,1 nNnN YU
121 1

*
1 NnN Ψθ = . (5.131) 

 

Zamiast (5.120) minimalizujemy 

( ) ( )( )∑
=2

212
1

22212
2

2
n

nnNN =
2

2
*

2 ,,1 N

uq
N

Q θΦθθ   (5.132) 
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względem 2θ  i otrzymujemy algorytm identyfikac na ugim s

 

ji dr topniu 

( )*
122

*
2 21222

, NNNNN U ΞΨθ = ,  (5.133) 
gdzie  

 [ ].*
1

*
21

*
11

df
*
1 211121 NNNNNN θθθΞ L=   (5.134) 

Wreszcie, w wyniku minimalizacji 

 ( ) ( )( )∑ ∑
=

=
2

2

1

212121
1

221
21

2 ,,,1 N

n

N

nnnnNN uuyq
NN

Q θΦθ   (5.135) 
=

2
1

1
n

n
1

względem ,2θ  otrzymujemy algorytm identyfikacji bezpośredniej 

 ( )
212212121

,,~~
21

*
2

*
2 NNNNNNNNN YUUΨθ = ,  (5.136) 

dzie:  

    

g

 [ ]
211121 12111

df

1 NNNNNN UUUU L= ,  [ ]
2112 NNN YL .  (5.137) 

121 1

df

NNN YYY =

rego mo
nalityczne. Przyjmiemy dla obu stopni modele liniowe postaci: 

  

5.2.1. Przypadek liniowo-kwadratowy 

Rozpatrzmy bliżej przypadek liniowo-kwadratowy, dla któ żna uzyskać 
wyniki a

 ,11uy Ξ=   

 

(5.138) 

,221 ull Ξθ =  ,2,1l , LK ,   (5.139) =

gdzie: T
l1θ  jest l -tym wierszem macierzy ,1Ξ  1Ξ  jest ( )-1SL× macierzą parame-

trów na pierwszym stopniu, l2Ξ  są ( )-21 SS × macierzami parametrów na drugim 
stopniu. 

W celu  i 2θ wprowadzenia wektorów parametrów 1θ – jak w zapisie ogólnym 
.115) i (5.116) – zależności (5.138) i (5.139) można zapisać n

 

(5 astępująco: 

( ) ,111 θΛ uy =   (5.140) 

 ( ) ,θΛθ u=  2221  (5.141) 

dzie:  

 ,  

g

[ TT
df

1 θθθ = ]T
L

T
11211 θL ( )11 SLR = ,  (5.142) 

     ,   [ ]T
L

TTT
22221

df

2 θθθθ L= [ ]T
lS

T
l

T
l

T
l 122212

df

2 θθθθ L= ,,,2,1 Ll K  ,  =   (5.143) 
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T
lp2θ  oznacza p-ty wiersz macierzy ,2lΞ  1,,2,1 Sp K= , a zatem ( ) ,212 SSLR =  
( ),11 uΛ  ( )22 uΛ  są macierzami – odpowiednio – o wymiarach ( )1RL×  i ( ):21 RR ×  

 ⎥
⎥T

S
T

2
0L

,  (5.144) ( )

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

T
SS

T
S
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g nowanym wekto-dzie  są – odpowiednio – S1- oraz S2-wymiarowym, transpo
rem zerowym, czyli  

nie z podanymi oznaczeniami, model bezpośredni (5.122) przyjmuje  
postać 
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T
S 21
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[ ] [ ]LL
21
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T
S ==

44 8447644 84476 21 SS

0 . 
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( ) ( ) .2221 1 Λ Λ uuy θ=   
Niech 

 

(5.145) 

( ) ( ) ( )yyyyyyq T −−=,1 ,  (5.146) 

 ( ) ( ) ( )1111112 , θθθθθθ −−= ∗∗∗ T
q ,  (5.147) 

w jmują – odpowiednio – postać: ówczas kryteria (5.117), (5.120) i (5.123) przy

( ) ( )( ) ( )( )[ ]2111 uθ ,  (5.148) 111,11
1
E uyuyQ T

yu
ΛθΛθ −−= 

 ( ) ( )( ) ( )( )⎥⎦⎤
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2212 θθθ
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⎡ −−= ∗

222122
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E ΛΛθθ uuQ
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(5.149) 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]2221122211,2
21 yuu

Przez przyrównanie do zera gradientów tych funkcji względem wektoró

E θΛΛθΛΛθ uuyuuyQ T −−= .  (5.150) 

w parame-
łatwo otrzymać następujące wyniki: trów 
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E uyuT

y
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O u ptymalnego rugim stopniu
otrzymamy po w  wyzna i

stateczny wynik dla zadania wybor  o modelu na d  
stawieniu (5.151) do (152). Zauważmy, że do czenia  ∗

1θ  *
2

~θ  
wystarczy jedynie znajomość odpowiednich momentów rozkładu ( ),y,, 21 uuf

kładu brzego
nie naw

 nato-
ego miast ostateczne wyznaczenie wartości  wymaga znajomości roz w

 i może być trudne lub niemożliwe do uzyskania analitycz
ch rozkładów, z powodu trudnoś ałkowaniem w drugim członie wy

nia (5.152). 
Zależności liniowe (5.138) i (5.139) dogodnie jest zapisywać z użyciem iloczynu 

 ,  

 jest macierzą

 ∗
2θ

( )22 uf et dla naj-
prostszy ci z c raże-

Kroneckera macierzy [86] 
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22221
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df

⎦⎣ BaBaBa KNKK L21

dzie A [ ]nka=  ( )NK ×g .  
5.151), (5.153) oraz (5.154) można przepisa

wi
Wyniki (

eniu: 
ć w innej formie, po podsta-

( ) T
L uIu 111 ⊗=Λ ,                                             (5.154) 

( ) T
SL uIIu 222 1
⊗⊗=Λ ,  

o 

 (5.155) 

( )L  oraz (gdzie:  i  są – odpowiedni – macierzami jednostkowymi LI
1SI L× )

Z zapisu tego skorzystamy w punkcie 5.2.2, w dowodzie twie
ności. 

Rozpatrzmy szczególny przypadek 

11

rdzenia o równoważ-
SS × . 

,111 === RLS   tzn. zależności ,22 RS =
(5.138) i (5.139) mają postać: 

,11uy θ=   

 

(5.156) 

,221

wówczas wyniki (5.151), (5.152) oraz (5.1

uTθθ =   (5.157) 

53) są następujące: 
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Aby ostatecznie wyznaczyć ,2
∗θ  należy obliczyć drugi człon (5.159), czyli  
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θ . 5.161) 

dności, o których była mowa, wiążą się z całkowaniem (5.161). Trudności 
takich nie ma natomiast w sytuacji empirycznej podczas wyznaczania algorytmu iden-
tyfikacji (5.1

 (

Tru  

, (5.133) oraz (5.136) mają następującą postać, otrzymaną 
po wstawieniu momentów empirycznych: 

   (5.162)) 

 

   (5.164) 

e na pierwszym i drugim
y identyfikacji są następujące: 

33), bowiem obecnie dostępne są realizacje 1 21nNθ  dla danego u2, czyli 
wyniki identyfikacji na pierwszym stopniu. Zgodnie z (5.151), (5.152) i (5.153) algo-
rytmy identyfikacji (5.131)
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W szczególnym przypadku, gdy model  stopniu mają po-
stać (5.156) i (5.157), algorytm
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Przykład 5.4. Niech w (5.156) oraz (5.157) ,122 == RS  tzn.: 

,11uy θ=   (5.168) 

.221 uθθ =   (5.169) 

( )Założymy rozkład normalny dla 21,, uuy  z wektorem wartości oczekiwanych  
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oraz macierzą kowariancji 
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W celu wyznaczenia  (5.158) należy ustalić odpowiednie m
przyjętego rozkładu mają postać: 

 

∗
1θ omenty, które dla 

[ ] 101021,1
E σσσ ′+′′=uyu

yu
  (5.172) 

raz 
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[ ] ( ) ( ) ,E 2
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1

1
σμ ′+′=uu

u
  (5.173) 

gdzie: ,0μ′  ,1μ′  ,1σ ′  10σ ′  oznaczają – odpowiednio – momenty warunkowe, które 
można obliczyć ze znanych zależności dla rozkładu normalnego [79].  

Po przekształceniach otrzymamy (5.172) postaci 

[ ] ,2E 221021,1
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gdzie:  
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oraz (5.173) 
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dzie: 
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Ostatecznie, zgodnie z (5.158), 
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Na podstawie (5.159) 
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ści oczekiwanej względem

=∗ 1θ

 2uWarto  nie można tu wyznaczyć analitycznie i należy 
ać odpowiednią metodę całkowania numerycznego dla konkretnych wartości 

czbowych momentów rozkładu normalnego. 
W celu wyznaczenia 

stosow
li

*
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~θ  (5.160) można skorzystać z poprzednich wyników 
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rzekształceniach otrzymamy 
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 wówczas 0=,012 =σ 212 == ββα  i 
kreślone zależnością (5.183), można wyznaczyć analityczni
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Zwróćmy uwagę, że z przyjętym uproszczeniem, które oznacza, że wejścia na 
m i drugim stopniu są wartościami niezależnych zm
średnie i dwustopniowe są równoważne. 

 
 

Przykład 5.5. Niech 

pierwszy iennych losowych, podej-
ścia bezpo

,121 === SSL  221 == RR  or
drugim stopniu mają postać, odpowiednio: 

 

az modele na pierwszym  
i 
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1 θθ += uy   (5.187) 
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z wektorami parametrów modeli: 
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Oznacza to, że  wpływa tylko na wartość drugiej sk2u ładowej wektora .1θ  Zakła-
d zkład normalny dla amy kryterium we na obu stopniach oraz ro kwadrato ( ),,, uuy  21

jak anie dla pierwszego stopnia jest znane [14] i jego wynik jest 
następujący: 
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a po wstawieniu odpowiednich momentów i przekształceniach otrzymujemy: 
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Porównując ( )2uG  (5.193) z przyjętym modelem ( )222 ,θΦ u  postaci (5.188) na 
drugim stopniu, łatwo zauważyć, że ( ) ,1

1*
2 γθ =  ( ) .2*

2 γθ =  
W podejściu bezpośrednim model (5.122) przyjm

2

uje postać 
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W wyniku minimalizacji względem
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ch otrzymujemy 
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n
 

Przykład 5.6. Dane są takie, jak w przykładzie 5.5, przy założeniu (2
2θ  tz . 

modele na pierwszym i drugim stopniu mają postać, odpowiednio: 
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 przy podejściu bezpośrednim 
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Wartości 

( ) ( ).1
1

0
2 θθ =  

( )1*
1θ
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Po wstawieniu  i przekształceniach otrzymujem
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 i 2γ  są takie jak w przykładzie 5.5 gdzie: 1γ
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Po przekształ h otrzymujemy następujący wynik
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wego i bezpośredniego 

Sformułujemy i udowodnim  twierdzenie podające warunek r
ść. Sens tego twierdzenia polega na tym, ż śli zależność (

w wyniku identyfikacji na pierwszym stopniu, ma tę samą postać co założony mo
(5.

cji funkcji (5.117), 
(5.120) i (5.113), tj. – odpowiednio – 
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5.2.2. Porównanie podejścia dwustopnio

y ównoważności obu 
podej e je 5.119), otrzymana  

del 
116) na drugim stopniu, to oba podejścia są równoważne. 
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Z porównania pierwszej minimalizacji w (5.210) z (5.124), po wstawieniu do 
(5.123) i uwzględnieniu jednoznaczności rozwiązania tego zadania  otrzymujemy  ,*

2θ

.~
2

*
2

∗== θθ b  
Q.E.D. 

 
Zauważmy, że w przykładzie 5.5 spełniony był wystarczający w

ności, tzn.  i 
arunek równoważ-

( )2uG ( )222 ,θΦ u  miały tę samą postać i dlatego podejścia dwustopniowe 
i bezpośrednie dały te same wyniki. 

W przypadku liniowo-kwadratowym łatwo pokazać, że równoważność występuje 
dla niezal

 
eżnych wejść na obu stopniach. 

Twierdzenie 5.5. Jeśli w przypadku liniowo-kwadratowym zmienne losowe 1u   

i 2u  są niezależne, to .~
22
∗∗ =θθ  

Dowód: W dowodzie skorzystamy z zapisu (5.154) i (5.155) oraz ze znanych wła-
sno ci iloczynu Kroneckera [86] ś
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Wyrażenie (5.213) przekształcamy, korzystając w odpowiednich miejsca
sności (5.211) i (5.212) 
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W wyrażeniu tym możemy w odpowiednich miejscach dopisać macierze jednost-
kowe odpowiednich stopni, potrzebne do dalszych przekształceń, a n tępnie skorzy-as
stać z pierwszej własności (5.211), w której  i C B  są macierzami jednostkowymi  
odpowiednic  rozmiarów h
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Korzystając z (5.211), wykonujemy dalsze przekształcenia 
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Q.E.D. 
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Równoważność łatwo sprawdzić wprost dla przypadku (5.156) i (5.157), wówczas 
po wstawieniu (5.158) do (5.159) otrzymujemy 
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Zmienne losowe  są stochastycznie niezależne, zatem [ ] [ ] .EE 2
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 po prostych przekształceniach 

 

a

[ ]
[ ] ( ) .~,EE1 1

∗
−

∗ =⎬
⎫

⎨
⎧= θθ yuuuu T   (5.220) 

Przedstawione w podrozdziałach 5.1 oraz 5.2 dwustopniowe zadania identyfikacji 
obiektów statycznych można przenieść na dwustopniowe zadanie identyfikacji obiek-
tów dynamicznych [109, 110, 118]. 

Zadanie identyfikacji obiektów dynamicznych z wykorzystaniem identyfikacji 
dwustopniowej rozwinięto w pracach [5, 66, 116, 121, 125]. Zwrócono tam uwagę na 
rekurencyjne algorytmy identyfikacji dwustopniowej, przydatne do projektowania 
adaptacyjnych algorytmów sterowania. W pracach [9, 10, 13, 119, 120] pod to pro-
blemy, w których pierwszy stopień ma charakter pomocniczy i odgrywa rolę stemu 
pomiarowego. Uzyskane wyniki są przydatne do projektowania dwupoziomowych 

agania decyzji.  

5.3. Identyfikacja destylacyjnej kolumny wypełnionej  
z pulsacją fazy parowej 

W celu ilustracji zastosowania identyfikacji wielostopniowej do tworzenia modelu 
matematycznego wrócimy do przykładu wstępnie opisanego w podrozdziale 1.2,  
a dotyczącego badań destylacyjnych kolumn wypełnionych z pulsacją fazy
przedstawionych w pracach [76, 77]. Analiza zjawisk towarzyszących przepływowi 
faz i wymianie masy pokazuje, że intensyfikację wymiany masy w układzie ciecz–gaz 
osiąga się przede wszystkim przez zwiększenie powierzchni kontaktu faz i zmn
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nie
 uzyskać w wyniku zwiększenia burz-

liwości naturalnego przepływu faz po ustawieniu przeszkód na drodze naturalnego 
przepływu, jak również przez wywołanie dodatkowego, zewnętrznego zaburzenia 
rzepływu. Spostrzeżenia te są podstawą do projektowania

pełnionych z pulsacją fazy parowej (rys. 1.6). 
 Często stosowaną miarą sprawności kolumny jest liczba półek teoretycznych lub 

wartość objętościowego współczynnika przenikania masy. Wielkości te zależą przede 
ws tr  g  przepływu przez
nią zaniny. Sprawno ęki zastosowa-

prowadzenie pulsacji fazy paro-
wej. Cel badań prowadzonych w Instytucie Inżynierii Chemicznej Urządzeń Ciepl-
nych Politechniki Wrocławskiej [76] to określenie wpływu wypełnienia oraz 
arametrów pulsacji na sprawność kolumny destylacyjnej. 

 W rozpatrywanym przykładzie ograniczymy się do prz
nia identyfikacji wielostopniowej do badania względnego przyrostu wartości obję-
tościowego współczynnika przenikania masy w wypełnionej kolumnie destylacyj-

yniki badań względnego przyrostu liczby półek 
teoretycznych kolumn destylacyjnych wypełnionych z pulsacją fazy parowej przed-

awiono w pracach [76, 77]. Zastosowanie identyfikacji wielos
ywanego zadania wynika z organizacji eksperymentu. W pierw

zadanej serii wartości natężenia strumienia przepływu u1, mierzono skład fazy pa-
row

 

 obiektu. Szczegółowo przedstawimy zadanie iden-
tyfikacji dwustopniowej do stworzenia modelu kolumn destylacyjnych wypełnionych 
z pulsacją h stop-
niach przez uwzgl

 Wprowadzamy oznaczen
u1  

 sumarycznego oporu przenikania masy, czyli zakłócenie stabilności warstw gra-
nicznych na powierzchni styku. Efekt ten można

p  kolumn destylacyjnych 
wy

zystkim od parame ów eometrycznych kolumny oraz natężenia  
 destylowanej mies ść kolumny można poprawić dzi

niu odpowiednio dobranych wypełnień oraz przez w

p
edstawienia zastosowa-

nej z pulsacją fazy parowej. W

st topniowej do rozpa-
tr szej kolejności, dla 

ej i na tej podstawie określano wartość objętościowego współczynnika przeni-
kania masy ρ. Pozwoliło to na określenie zależności sprawności kolumny z ustalo-
nym wypełnieniem od strumienia przepływu. Następnie powtórzono badania 
z pulsacją fazy parowej. Pomiary prowadzono dla zadanej serii wartości częstotli-
wości pulsacji u2, przy ustalonej amplitudzie pulsacji. W kolejnym etapie ekspery-
mentu badania powtórzono dla zadanej serii wartości amplitudy pulsacji u3. Bada-
nia dotyczyły kolumn z różnym wypełnieniem. Na podstawie uzyskanych danych 
pomiarowych opracowano odpowiednie modele matematyczne kolumn wypełnio-
nych z pulsacją fazy parowej. 

Przykład ten pokazuje możliwość zastosowania identyfikacji wielostopniowej do 
tworzenia modelu matematycznego

 fazy parowej, a następnie omówimy rozbudowę modelu na kolejnyc
ędnienie kolejnych wyników badań. 

ia: 
– natężenie strumienia przepływu destylowanej mieszaniny przez kolumnę, m3·h–1, 

u2  – częstotliwość pulsacji, Hz, 
ρ  – objętościowy współczynnik przenikania masy w kolumnie destylacyjnej z pulsa-

cją fazy parowej, kg·m–3·h–1, 
ρ 0  – objętościowy współczynnik przenikania masy w kolumnie destylacyjnej ze swo-

bodnym przepływem (bez pulsacji), kg·m–3·h–1, 
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y  – względny przyrost wartości objętościowego współczynnika przenikania masy 
w kolumnie destylacyjnej z pulsacją fazy parowej, określony zależnością 

 

 

.
0

0

ρ
ρρ −

=y   (5.221) 

W tym przypadku zadanie identyfikacji polega na wyznaczeniu zależności względ-
nego przyrostu wartości objętościowego współczynnika przenikania masy od natęże-
nia przepływu destylowanej mieszaniny przez kolumnę oraz częstotliwości pulsacji, tj. 
należy ustalić zależność y od u1 oraz u2. 

5.3.1. Opis danych pomiarowych 

Badania eksperymentalne wykonano na kolumnie destylacyjnej, o wysokości 1 m  
i średnicy 0,15 m, z wypełnieniem pierścieniami Raschiga. Stosowano mieszaninę 
80% n-heptanu i 20% toluenu. W pierwszym etapie badań kolumny ze swobodnym 
przepływem (bez pulsacji) dla różnych wartości natężenia strumienia przepływu 
zmierzono stężenie mieszaniny n-heptan–toluen na wyjściu kolumny. Na tej pod-
stawie wyznaczono wartość objętościowego współczynnika przenikania masy dla 
różnych wartości natężenia strumienia przepływu. Następnie eksperyment powtó-
rzono dla różnych wartości częstotliwości pulsacji. Pomiary wykonano w Instytucie 
Inżynierii Chemicznej i Urządzeń Cieplnych Politechniki Wrocławskiej. Przykłado-
we wyniki pomiarów dla ustalonej amplitudy pulsacji przedstawiono w tabeli 5.1 
oraz na rysunku 5.8.  

Dla pomiarów przedstawionych w tabeli 5.1 przyjęto następujące oznaczenia: 

01 1nu  – natężenie strumienia przepływu destylowanej mieszaniny przez kolumnę bez 
pulsacji, 11 ,,2,1 Nn K= , 

211 nnu  – natężenie strumienia przepływu destylowanej mieszaniny przez kolumnę dla 
zadanej wartości częstotliwości pulsacji ,

22nu  n1 = 1, 2, …, N1, n2 = 1, 2, …, N2, 

2
  – częstotliwość pulsacji, n2 = 1, 2, …, N2, 

01n

2nu
ρ   – objętościowy współczynnik przenikania masy dla zadanego natężenia strumie-

nia przepływu 01 1nu  przez kolumnę bez pulsacji, n1 = 1, 2, …, N1, 

n 21nρ  – objętościowy współczynnik przenikania masy dla ustalonego natężenia stru-

 
a w przypadku kolumny bez pulsacji, jak i kolumny 

 N2  ji. 

mienia przepływu 
211 nnu  oraz zadanej częstotliwości pulsacji ,

22nu  n1 = 1, 2, 
…, N1, n2 = 1, 2, …, N2,  

N1  – liczba różnych wartości natężenia przepływu destylowanej mieszaniny (zakła-
damy, że jest ona taka sam
z różnymi parametrami pulsatora), 

– liczba zadanych wartości częstotliwości pulsac
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Tabela 5.1. Amplituda pulsacji u3 = 0,045 m, N2 = 4, N1 = 20 
 

Bez pulsacji u  = 5,33  u  = 7,00  u  = 8,67  u  = 10
n2 (0) 

21

(1) 
22

(2) 
23 24 ,00  

(3) (4) 

01 1nu  01nρ  11 1nu  11nρ  21 1nu  21nρ  31 1nu  31nρ  41 1nu  41nρ  n1 

  1  6,9 27,4   6,4 40,7   6,1 45,5   9,2 69,4   7,3 68,3 
  2   8,4 36,8   6,5 43,3  7,7 50,2 12,2 91,2   7,4 61,9 
  3 12,2 48,5 11,2 60,0  8,9 58,9 12,6 92,8 11,3 92,4 
  4 11,6 47,5 11,6 83,5 14,2 84,0 13,9 95,8 11,2 90,5 
  5 13,9 56,3 15,0 78,5 14,7 77,7 15,8 112,3 11,4 99,3 
  6 15,1 60,8 16,2 77,9 17,5 93,2 15,9 102,4 11,4 89,7 
  7 14,8 55,3 108,4 11,4 94,2 20,9 94,2 17,6 95,7 17,0 
  8 17,5 62,5 21,0 96,2 19,5 105,5 17,7 121,6 11,9 95,6 
  9 18,0 64,5 21,3 85,1 19,6 101,2 18,0 120,4 14,4 110,7 
10 19,2 72,9 26,2 121,4 27,0 149,4 15,1 121,6 14,4 105,4 
11 20,3 73,1 28,4 122,8 27,3 141,0 20,5 128,2 14,4 107,7 
12 22,9 83,2 28,6 132,8 27,8 154,6 20,9 139,5 18,8 140,6 
13 25,9 90,4 29,1 131,5 28,2 156,0 26,2 159,9 19,1 141,5 
14 27,6 92,1 36,4 179,3 28,6 158,4 26,6 164,5 19,2 135,1 
15 29,4 97,5 36,3 171,7 29,4 154,0 27,4 166,4 23,5 173,5 
16 34,3 124,4 42,8 213,6 29,6 154,6 27,6 163,3 23,2 166,1 
17 36,0 138,3 42,6 195,5 37,8 201,0 33,1 219,2 26,9 185,4 
18 37,0 136,1 43,9 212,1 37,9 196,3 33,0 208,3 27,2 190,4 
19 38,3 152,4 45,1 231,0 41,3 231,5 35,1 221,3 27,5 203,1 
20 40,5 177,4 47,0 253,8 41,5 234,0 37,1 221,9 27,7 204,2 

 
 

 

,00 Hz oraz (∆) – bez pulsacji.  
ść (5.228) 

][ 13 h·kg·m, −−ρρ 0

 u1[m3·h–1]

Rys. 5.8. Wyniki eksperymentu – wartość objętościowego współczynnika  
przenikania masy dla ustalonego natężenia strumienia przepływu  

oraz ustalonych częstotliwości pulsacji: (■ ) – u21 = 5,33 Hz, (□) – u22 = 7,00 Hz,  
(○) – u2 = 8,67 Hz, (●) – u2 = 10

Linią ciągłą zaznaczono pomocniczą zależno

 



Identyfikacja dwustopniowa 245 

Zwróćmy uwa rzenikania masy 
spowodowane pulsacją są wyznaczone iekoniecznie dla tych samych wartości 
na enia  co w jętoś spół przen  
bez pulsacji (tj. 2 = 1, 2, … 2, tab. 5.1). Jest to spow wane 
wz dami technicz ymi prowadz erymentu. Nie jest możliwe zadanie 
do dne rto tę  st i epł de wanej mieszaniny z 
ko nę rto  m  z  w ybli i wa
tem t ot zm ć f czn arto atę  s ien ze u  
w ie ony  c yz en yr a i ob ci o w -
cz ika nik  m la rz  w ści że ze u n y 
ro ąza o e z ie polegając wy eniu zale
mi y o śc m łcz kie ze a  w mn z 
cji a nat m m  pr n w z tymalny w r 
pa etr od  kl
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211 101 nnn uu ≠ , N odo
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kła j wa ści na żenia rumien a prz ywu stylo  prze
lum . Wa ść tę ożna adać  prz żeniu poprzez ustaw enie rtości 

pera ury k ła i ierzy akty ą w ść n żenia trum ia pr pływ
stan ustal m. W elu w nacz ia prz ostu w rtośc jętoś oweg spół
ynn  prze ania asy d  zmie onych arto  natę nia pr pływ ależ
zwi ć pom cnicz adan identyfikacji, e na znacz żności 
ędz bjęto iowy wspó ynni m pr nikani masy  kolu ie be pulsa-
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00θ
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0θ  jest wektorem 0ρ  – wyjściem m u.  
funkcji 

odel Postać

0Φ  ustalono na podst na da po ow rzedstawionych  
w kolum ) 5. le ta ie cn al zę  w -
cz  w y  ci to go pó ik en  
ma dla tę str ni ły

yjm y riu o nty ji

.  (5.223) 

Taka postać kryterium pozwala na analityczne wyznaczenie algorytmu identyfika-
cji. W wyniku minimalizacji kryterium (5.223) względem

awie a lizy nych miar ych p
nie (0 tabeli 1. Za żność będz pomo a w d szej c ści do yzna

enia zględnego prz rostu wartoś obję ściowe  ws łczynn a prz ikania
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gdzie to

 

*
0 1Nθ   optymalny wektor parametrów modelu (5.222), 

⎟
⎟
⎞

⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−= ∑∑ ∑

== =

1

1
1

1

1

1

1
1111

1
01

1 1
0

1
010

)1(
0 lnln1lnln

N

n
n

N

n

N

n
nnnN u

N
u ρρ

⎠
A ,  (5.225) 

 



Rozdział 5 246

 ( )∑ ∑∑∑
= ===

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

1

1

1

1
11

1

1
1

1

1
111

1 1
010

1
01

11
0

2
01

1

)2(
0 lnlnln1lnln1 N

n

N

n
nn

N

n
n

N

n
nnN uu

N
u

N
A ρρ , (5.226) 

 ( )∑ ∑
= =

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

1

1

1

1
111

1

2

1
01

1

2
010 ln1ln

N

n

N

n
nnN u

N
uB . (5.227) 

Dla danych pomiarowych przedstawionych w kolumnie (0) tabeli 5.1 otrzymujemy 
94,0)1*(

0 1
=Nθ , 49,4)2*(

0 2
=Nθ , a optymalny model z zadanej klasy (5.222) ma postać 

 ( ) .49,4, 94,0
1

*
0100 1

uu N == θΦρ   (5.228) 

Wynik zilustrowano na rysunku 5.8. 
 

 Tabela 5.2. Amplituda pulsacji u3 = 0,045 m, 
 

n u21 = 5,33  
(1) 

u22 = 7,00  u23 = 8,67  
) 

u24 = 10,00  

N2 = 4, N1 = 20 

2 (2) (3 (4) 

n1 1  11 1nu
1ny  21 1nu  21ny  31 1nu  31ny  41 1nu  41ny  

  1   6,4 0,572060   6,1 0,838889   9,2 0,903488   7,3 1,3301716 
  2   6,5 0,648202   7,7 0,628602 12,2 0,916698   7,4 1,0848920 
  3 11,2 0,366938   8,9 0,666820 12,6 0,891862 11,3 1,0875064 
 3,9 0,7802 4 11,6 0,840378 14,2 0,529828 1 35 11,2 1,0617987 
  5 0,849268 11,4 1,2248224 15,0 0,357619 14,7 0,369640 15,8 
  6 16,2 0,252894 17,5 0,393696 15,9 0,676236 11,4 1,0097338 
  7 20,9 0,191408 17,6 0,423408 17,0 0,665933 11,4 1,1105566 
  8 21,0 0,211237 19,5 0,424521 17,7 0,798994 11,9 1,0569201 
  9 21,3 0,057237 19,6 0,359882 18,0 0,753221 14,4 0,9896686 
10 26,2 0,240598 27,0 0,484021 15,1 1,089871 14,4 0,8944089 
11 28,4 0,162991 27,3 0,386058 20,5 0,651258 14,4 0,9357480 
12 28,6 0,249399 27,8 0,493950 20,9 0,764347 18,8 0,9650770 
13 29,1 0,217105 28,2 0,487298 26,2 0,634033 19,1 0,9483388 
14 36,4 0,343625 28,6 0,490247 26,6 0,657183 19,2 0,8510747 
15 36,3 0,290017 29,4 0,411630 27,4 0,630113 23,5 0,9645854 
16 42,8 0,373851 29,6 0,408095 27,6 0,588806 23,2 0,9037284 
17 42,6 0,263002 37,8 0,453555 33,1 0,796697 26,9 0,8480748 
18 43,9 0,331933 37,9 0,416033 33,0 0,712234 27,2 0,8781611 
19 45,1 0,414180 41,3 0,539947 35,1 0,716245 27,5 0,9828131 
20 47,0 0,494438 41,5 0,549499 37,1 0,633244 27,7 0,9799704 

 
 

Zależność (5.228) zastosujemy do wyznaczenia przyrostu wartośc spółc
(5.221), tj. do obliczenia względnego przyrostu wartości objętościowego współczyn-

i w zynnika 
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nika przenikania masy  spowodowanego pulsacją o częstotliwości  dla za-
anego natężenia strum ia przepływu , czyli  
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Tak obliczone 5.2), w dal-
szych rozwa korzystam u wypełnienia oraz para-
m w puls prawę spra ny d

5.3.2. Algoryt y identyfikacji i wyniki obliczeń 

gan  e n oż to nie a wus  
Pr ie trum e rze st anej in    
1. pn prz to bjęt o łcz ze  
w ie b ego Zadanie id ji  sto ga ad
no po y w m  y, n art to ści p
Dl rzy klas l
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21nny  n1 = 1, 2, …, N1, n2 = 1, 2, …, N2, (tab. 
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 sto iu, a yrost war ści o ościoweg wspó ynnika pr nikania masy y za
yjśc adan  obiektu. entyfikac  na 1. pniu pole  na zb aniu zależ-
ści międz ielkościa i u1 a  dla ustalo ych w ości częs tliwo ulsacji u2. 
a p jętej y – mode  1Φ  na 1 – nie a  wy  

wartości optymal t ram o Dla serii warto
tli ci pulsacji bió ln war t aram
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Zależność tę możemy teraz badać meto ą bezpośrednią, a zadanie identyfikacji na 
1. 

ymamy p szuki ą zależno ć pom zy natęże-
em s

w
umie

sp
przepływ

nnika przenikania 
, czę tliwością 

masy  
ulsac  przyrost m wa ci objęto-

. 
d

i 2. stopniu potraktować jako zadanie pomocnicze podczas ustalania postaci funkcji 
Φ  jako złożenia funkcji 1Φ  i 2Φ , a optymalną wartość parametrów modelu wyzna-
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czoną na 2. stopniu jako wsze przybliżenie wartości wektora paramet  modelu 
bezpośredniego .

 pier rów
Φ  

 
y identyfikacji  

Na podstawie analizy zmian wartości przyrostu
 dla różnych wartości natężenia przep

pulsacji p mujemy następującą postać funkcji 

Dwustopniowe algorytm

rzyj

 objętościowego współczynnika 
przenikania masy ływu oraz ustalonej częstotli-
wości  w modelu na 1. stopniu 1Φ

( ) )1(
1

1
)2(

111 , θθθΦ uuy == , (5.232) 

[ ]T))1(
1θ

2(
1θ
y

e
yt

gdzie 1θ =  jest wektorem parametrów modelu. 
 Zadanie ident fikacji na 1. stopniu sprowadza się do w

artości param trów  i  dla ustalonej często
Przyjmujemy kr erium jakości identyfikacji na 1. stopniu 

 (5.233) 

yznaczenia optymalnych 
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Optymalną wartość wektora parametrów modelu z klasy (5.232), która minimalizu-
je kryterium (5.233) względem 1θ , wyznaczamy ze wzoru 
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w którym *
1 21nNθ  jest optymalną wartością wektora parametrów modelu (5.232), 
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t to algorytm identyfikacji na 1. stopniu. 

1 1

Jes

1
2

2 ⎞⎛N N

 



Identyfikacja dwustopniowa 249 

Dla danych pomiarowych przedstawionych w tabeli 5.1 i odpowiadających im 
wartości względnego przyrostu objętościowego współczynnika przenikania masy 
(tab. 5.2) wyznaczono optymalne wartośc  składowych wektora parametrów mode-
lu ości pulsacji. Wyniki przedstawiono  
w 

a
uls

 
n  1 2 

i
(5.232) dla różnych wartości częstotliw

tabeli 5.3 oraz zilustrowano na rysunku 5.9. 
 

 Tabela 5.3. Optymalne wartości składowych wektora par metrów modelu (5.232)  
dla różnych wartości częstotliwości p acji 

3 4 2

22nu   5,33  7,00  8,67 10,0 
)1*(

1 21nNθ  – 0,274 – 0,203 – 0,260 –0,207 

)2*(
1 21nNθ   0,707   0,886  1,635 1,767   

 
Tym sposobem na 1. stopniu otrzymujemy zbiór optymalnych modeli dla różnych 

wartości częstotliwości pulsacji, czyli dla 
222 nuu =  

( ) ( )

221
2*

1 ,,2,1,
1*

211

21
Nnuy nN

nN K==
θθ .  

 

 
ys. 5.9. Wartość względnego przyrostu objętościowego współczynnika przen

natężenia strumienia przepływu, spowodowanego pulsacją o częstot
(■ ) – u21 = 5,33 Hz, (□) – u22 = 7,00 Hz, (○) – u2 = 8,67 Hz, (●) – u2 = 10,00 Hz.  

 z optymalnymi parametrami  
u zawartymi w tabeli 5.3  

 (5.238) 

R ikania masy dla zadanego 
liwości pulsacji:  

Linią ciągłą zaznaczono zależność (5.228)
wyznaczonymi na 1. stopni

yy,  
u2 = 5,33 Hz

u1[m3·h–1]

yy,

u1[m3·h–1] 

u2 = 7 Hz 

y  

u1[m3·h–1]

u2 = 8,67 Hz
y, yy,

u1[m3

u2 = 10 Hz 

·h–1] 
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Na podstawie analizy zmian wartości wektora optymalnych parametrów modelu 
(5.232) przy zmianie częstotliwości pulsacji (tab. 5.3) zaproponowano model na  
2. stopniu 
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gdzie lu.  
Zadanie identyfikacji na  stopniu pol a na wyznaczeniu optymalnych wartości 

wektora parame ów modelu (5.239). Prz emy kryt  jakości identyfikacji  

  (5.240) 
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gdzie 
22 Nθ  jest optymalną wartością wektora parametrów modelu z klasy (5.239), 
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 identyfikacji na 2. stopniu. 

2

Jest to algorytm
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Dla danych z tabeli 5.3 otrzymujemy 

,236,0)1*(
2 2
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=Nθ  

Optymalny model z klasy (5.238) ma zatem postać 
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Wyniki identyfikacji na drugim stopniu zilustrowano na rysunku 5.10. 
Ostatecznie, po podstawieniu (5.245) do (5.232), otrzymamy optymalny model 

przyrostu objętościowego współczynnika przenikania masy 
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wyznaczony metodą dwustopniową. 

Rys. 5.10. Optymalne parametry modelu na pierwszym stopniu dla różnych wartości częstotliwości  
pulsacji: (■ ) – u21 = 5,33 Hz, (□) – u22 = 7,00 Hz, (○) – u2 = 8,67 Hz, (●) – u2 = 10,0 z (tab

Linią ciągłą zaznaczono optymalny model na drugim stopniu – zależność (5.245) 
 
Bezpośredni algorytm identyfikacji 
Optymalne parametry modelu przyrostu objętościowego współczynnika 

nia masy spowodowanego pulsacją fazy parowej możemy wyznaczyć metod
średnią, proponując klasę modeli Φ, która jest złożeniem modeli Φ1 (5.232) na 1. 
stopniu oraz Φ2 (5.239) na 2. stopniu, czyli 
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 parametrów modelu. 
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22 θθθθ =  jest wektorem
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Początkowo trudno było na podstawie analizy danych eksperymentalnych ustalić 
taki model. Dopiero wyniki identyfikacji na 1. stopniu oraz złożenie modeli (5.232)  
i (5.239) pozwoliły na określenie klasy modeli opisujących przy ost objętościowego 
współczynnika przenikania masy spowodowany pulsacją. W wyniku minimalizacji 
bez

  (5.248) 

względem

r

pośredniego kryterium 
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 2θ  otrzymujemy bezpośredni algorytm identyfikacji 
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w którym:  jest optymalną wartością wektora parametrów modelu wyznaczoną 
metodą bezpośrednią, a 

 (5.250) 

 ,  (5.251) 

 .  (5.252) 
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Korzystając z algorytmu (5.249), dla danych zawartych w tabeli 5.3 obliczamy 
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Wyniki uzyskane z wykorzystaniem podejścia bezpośredniego oraz identyfikacji 
dwustopniowej przedstawiono w tabeli 5.4 oraz na rysunku 5.11. 
 
 Tabela 5.4. Optymalne parametry modelu względnego przyrostu wartości objętościowego współczynnika  

przenikania masy uzyskane w podejściu dwustopniowym i bezpośrednim oraz ich ocena 
 

Podejście 2θ  ( )1
2θ  ( )2

2θ  ( )3
2θ  ( )221

θNNQ  

Dwustopniowe –0,236 1,624 0,043 1,053014 2θ = *
2 2Nθ  

2θ = *
2 21

~
NNθ  –0,237 1,826 0,029 1,016943 Bezpośrednie 

 
Wyniki uzyskane w podejściu dwustopniowym oraz bezpośrednim nieznacznie się 

w zględów technicznych 
li  wejścia na 1. stopniu, 

tj. natężenia strumienia przepływu.  
 

 
Rys. 5.11. Wartość względnego przyrostu objętościowego wsp

owanego pulsacją o częstotliwości pulsacji: (■ ) – u21 = 5,33 Hz, 
22 2 ●) – u2 = 10,00 Hz. Linią ciągłą zaznaczono zależność (5.246)  

 optymalnymi parametrami wyznaczonymi metodą dwustopniową, natomia
(5.254) z optymalnymi parametrami wyznaczonymi z wykorzystaniem p

różnią. Spo odowane jest to organizacją eksperymentu. Ze w
nie jest moż we wykonanie pomiarów dla tych samych wartości

yy,  yy,

  u2 = 5,33 

ółczynnika przenikania masy dla zadanego  
natężenia strumienia przepływu, spowod
(□) – u  = 7,00 Hz, (○) – u  = 8,67 Hz, (

z st linią przerywaną zależność 
odejścia bezpośredniego 

H

  u1 [m3·h–1]

yy,  yy,

   u1 [m

  u1 [m3·h–1]    u1 [m3·h–1] 

  u2 = 8,67 

3·h–1] 

 u2 = 7 Hz 

 u2 = 10 Hz 
H
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Porównując wartość kryterium dla modelu uzyskanego w podejściu dwustopniowym  
i bezpośrednim, widzimy, że podejście bezpośrednie daje lepszy wynik. Dwustopniowe 
adanie identyfikacji pozwala jednak na usystematyzowanie badań i pokazuje procedurę 

bezpoś

5 winięcie bad  z wykorzys aniem identyfikacji wielostopniowej 

etrem pulsatora, który ływ zyrost wartości ob ego 
w  przenikania masy  wy nej k ie de yjnej z  
par wej jest amplituda pulsacji, którą oznaczymy przez u3. W celu zbadania jej wpływu 
na 

z
tworzenia modelu z uwzględnieniem kolejnych nowych wyników badań, a podejście 

rednie jest ostatecznym podsumowaniem procesu identyfikacji. 

.3.3. Roz ań t

Innym param  ma wp  na pr jętościow
spółczynnika  w pełnio olumn stylac  pulsacją fazy

o
przyrost wartości objętościowego współczynnika przenikania masy można skorzystać 

z uogólnienia zadania identyfikacji dwustopniowej na zadanie identyfikacji wielostop-
niowej. Na 3. stopniu należy wówczas zbadać zależność między wektorem parametrów 

2θ  modelu (5.239) a amplitudą pulsacji, tj. należy ustalić zależność 

),( 3332 θΦθ u= , (5.254) 

w której: [ ]T)3(
2

)2(
2

)1(
22 θθθθ =  jest wyjściem modelu na 3. stopniu, a 3θ  – wekto-

rem parametrów modelu. 
 W celu ustalenia zależności (5.254) powtórzono badania eksperymentalne opisane 

w p. 5.3.1 dla różnych wartości amplitudy pulsacji u3. Wymaga to powtórzenia zada-
nia identyfikacji na 1. i 2. stopniu dla zadanej serii wartości amplitudy pulsacji –  
w konsekwencji wyznaczymy zbiór optymalnych wartości wektora parametrów mode-
lu (5.247). Badania takie przedstawiono w pracy [76]. Tutaj ograniczymy się do 
przedstawienia algorytmu identyfikacji na 3. stopniu. 

Wprowadzimy oznaczenie: 
– n3-ta wartość amplitudy pulsacji, 

– optymalna wartość wektora parametrów modelu (5.247) dla n3-tej wartości 
amplitudy pulsacji 

33nu   
*
2 32nNθ   

[ ]TnNnNnNnN
)3(*

2
)2(*

2
)1(*

2
*
2 32323232

θθθθ = , ,,,2,1 33 Nn K=  

3N   – liczba zadanych wartości amplitudy pulsacji. 
 Na podstawie analizy wyników identyfikacji na 2. stopniu można zaproponować 

model (5.254) postaci 
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 Optymalny wektor parametrów modelu (5.255) wyznaczamy przez minimalizację 
kryterium 
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 (5.256) 

=3 1n

względem 3θ . W wyniku otrzymujemy algorytm identyfikacji na 3. stopniu 
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Model przyrostu wartości objętościowego współczy
względniający wpływ amplitudy pulsacji, uzyskamy w

znaczonych na 1., 2., i 3. stopniu, czyli 

⎛3 3N N

nnika przenikania masy, 
u  wyniku złożenia modeli wy-
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33322113 33
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W pracy [76] przedstawiono badania destylacyjnych kolumn wypełnionych z pul-
sacją fazy parowej z wypełnieniami pierścieniami: Raschiga, PALL, Białeckiego 
oraz I-13-II. W tym przypadku wielostopniowe zadanie identyfikacji pozwala na 
rozbudowę modelu wypełnionej kolumny destylacyjnej z pulsacją fazy parowej 
dzięki kolejnym wynikom badań, a zwłaszcza na określenie wpływu wielkości cha-
rakteryzujących wypełnienie  u4 na sprawność kolumny. Można to uzyska
zastosowanie zadania identyfikacji wielostopniowej, a konkretnie na 4. stopniu nale-
ży zbadać wpływ wielkości charakteryzujących wypełnienie u4 na parametry modelu 
(5.261). 

zywiście, 

nak  na usystematyzowanie badań i pokazuje procedurę tworzenia modelu z uwzględ-
nieniem kolejnych, nowych wyników badań. 

ć przez 

Do przedstawionych zadań identyfikacji na 2., 3. i 4. stopniu można, oc
stosować podejście bezpośrednie. Wielostopniowe zadanie identyfikacji pozwala jed-



Dodatek. Przekształcenia zmiennych losowych 

W rozdziałach dotyczących identyfikacji obiektów statycznych w warunkach lo-
sowych wielokrotnie, w różnych punktach, korzystaliśmy z przekształcenia wielowy-
miarowych zmiennych losowych. Dla uproszczenia zapisu zakładaliśmy tam, że prze-
kształcenia są wzajemnie jednoznaczne i istnieją przekształcenia odwrotne. Założenia 
te można osłabić [48, 79]. Wymaga to jednak dodatkowych przekształceń. Ponieważ  
w różnych punktach przekształcenia dotyczyły różnych zmiennych losowych oraz 
różnych przekształceń, wprowadzone tutaj oznaczenia są niezależne od oznaczeń 
używanych we wspomnianych rozdziałach książki. 

Niech x  będzie S-wymiarową ciągłą zmienną losową określoną na zbiorze X, który 
jest podzbiorem S-wymiarowej przestrzeni liczb rzeczywistych. Wartość zmiennej 
losowej  Znana jest funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa 
zmiennej losowej 

.Sx RX ⊆∈
x , oznaczona przez ( )xfx . Ciągła L-wymiarowa zmienna losowa 

,y  określona na zbiorze Y, który jest podzbiorem L-wymiarowej przestrzeni liczb 

rzeczywistych, jest wynikiem przekształcenia zmiennej losowej x  według zależności 
 ( )xhy = ,  (D.1) 

gdzie h jest znaną funkcją taką, że   Y.X →:h
Wartość zmiennej losowej  .Ly RY ⊆∈
Pojawia się pytanie: Jak wyznaczyć funkcję gęstości rozkładu prawdopodobień-

stwa zmiennej losowej y , czyli funkcję ( ),yf y  na podstawie znajomości przekształ-

cania h oraz funkcji ? ( )xfx

Sposób postępowania zależy od własności funkcji h w przekształceniu (D.1). 
 

D.1. Założymy, że zmienne losowe x  i y  mają ten sam wymiar, czyli S = L, a po-
nadto że funkcja h jest wzajemnie jednoznaczna i istnieje funkcja odwrotna względem 
x , tj. 

 ( )yhx 1−= ,  (D.2) 

gdzie  oznacza funkcję odwrotną.  1−h
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Przy podanych założeniach funkcję gęstości rozkładu prawdopodobieństwa  
wyznaczamy ze wzoru 

( )yf y

 ( ) ( )( ) hxy Jyhfyf 1−= ,  (D.3) 

w którym  jest jakobianem przekształcenia odwrotnego (D.2), czyli hJ

 ( )
y

yhJh ∂
∂

=
−1

.  (D.4) 

Przykład D.1. Niech S-wymiarowa zmienna losowa x  ma rozkład normalny  
o wartości oczekiwanej mx i macierzy kowariancji xΣ , czyli  
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x mxmxxf 12
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2
1expπ2 ΣΣ ) .  (D.5) 

Zmienna losowa y  jest wynikiem przekształcenia zmiennej losowej x  (D.1) 
zgodnie z zależnością 
 ( ) bxAxhy +== ,  (D.6) 

w której: A jest macierzą nieosobliwą o wymiarze (S×S), a b jest S-wymiarowym wek-
torem.  

W wyniku przekształcenia otrzymujemy L = S-wymiarową zmienną losową y . 
Ponieważ macierz A jest nieosobliwa, przekształcenie (D.6) jest wzajemnie jedno-
znaczne, w konsekwencji przekształcenie odwrotne (D.2) ma postać 

 ( ) ( )byAyhx −== −− 11 .  (D.7) 

Jakobian (D.4) przekształcenia odwrotnego (D.7) ma postać 
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Zgodnie z (D.3) funkcję gęstości rozkładu prawdopodobieństwa zmiennej losowej 
y  wyznaczamy według wzoru 
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Po prostych przekształceniach algebraicznych otrzymujemy 
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Po przyjęciu oznaczeń: bAmm xy +=  i  funkcja gęstości rozkładu 
prawdopodobieństw zmiennej losowej (D.7) przyjmuje postać 

T
xy AAΣΣ =

 ( ) ( ) ( ) ( .
2
1expπ2 12

1
1

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−−= −−

yy
T

yy
S

y mymyyf ΣΣ )   (D.11) 

W przekształceniach skorzystaliśmy z następujących własności rachunku macie-
rzowego:  

( ) 1111 −−−−
= AAAA x

TT
x ΣΣ , TAA =  oraz 

2111111 −−−−−−
== AAAAA xx

TT
x ΣΣΣ . 

 
 
D.2. Założymy, że zmienna losowa y  po przekształceniu (D.1) ma wymiar mniej-

szy od wymiaru zmiennej losowej x , czyli L < S. W tym przypadku funkcja h nie jest 
wzajemnie jednoznaczna względem x  i nie możemy skorzystać z rozważań przedsta-
wionych w punkcie D.1.  

Zdefiniujemy pomocniczą (S – L)-wymiarową ciągłą zmienna losową z  określoną 
na zbiorze Z, który jest podzbiorem (S – L)-wymiarowej przestrzeni liczb rzeczywi-
stych. Wartość zmiennej losowej  Założymy dodatkowo, że istnieje 
przekształcenie 

.LSz −⊆∈ RZ
h′  zmiennej x  na zmienną losową z , czyli 

 ( )xhz ′= ,  (D.12) 

które wraz z funkcją h tworzy przekształcenie wzajemnie jednoznaczne, czyli  

 
( )
( ) ( )xh
xh
xh

z
y df

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
,  (D.13)  

gdzie  jest znaną funkcją taką, że h′ Z.X →′ :h   
Teraz funkcja h  jest wzajemnie jednoznaczna względem x , a zatem istnieje funk-

cja odwrotna  

 ( )zyhx ,1−= ,  (D.14) 

w której 1−h  oznacza funkcję odwrotną.  
Teraz funkcję gęstości rozkładu prawdopodobieństwa pary zmiennych losowych 

( )zy, , czyli ( ),,, zyf zy  wyznaczamy ze wzoru 

 ( ) ( )( ) hxzy Jzyhfzyf ,, 1
,

−= ,  (D.15) 

w którym hJ  jest jakobianem przekształcenia odwrotnego (D.14).  
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Interesującą nas funkcję gęstości prawdopodobieństwa zmiennej losowej y  wy-
znaczamy jako rozkład brzegowy (D.15), czyli 

 ( ) ( ) ( )( ) .,, 1
, dzJzyhfdzzyfyf hxzyy ∫∫ −==

ZZ

  (D.16) 

Przykład D.2. Rozważymy dwuwymiarową (S = 2) ciągłą zmienną losową x ,  
o składowych ( )1x  i ( )2x , określoną na dwuwymiarowej przestrzeni liczb rzeczywi-

stych, czyli wartość zmiennej losowej 
( )

( ) .2
2

1

R∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

x
xx  Niech ( ) ( )( )21 , xxfx  oznacza 

funkcję gęstości rozkładu prawdopodobieństwa zmiennej losowej x . Wyznaczymy 
funkcję gęstości rozkładu prawdopodobieństwa zmiennej losowej y , będącą iloczy-

nem zmiennych ( )1x  oraz ( ).2x  Przekształcenie (D.1) ma postać 

 ( ) ( ) ( )21 xxxhy == ,  (D.17) 

gdzie h jest znaną funkcją taką, że . Wartość zmiennej losowej . 12 RR →:h 1R∈y
 W rozpatrywanym przykładzie wymiar zmiennej losowej y  – L = 1, a zatem  

L < S. Przekształcenie (D.17) nie jest wzajemnie jednoznaczne. Zdefiniujemy pomoc-
niczą (S – L) = (2 – 1) = 1-wymiarową ciągłą zmienną losową z , określoną na zbiorze 
liczb rzeczywistych. Wartość zmiennej losowej  Przyjmiemy dodatkowe prze-
kształcenie  

.1R∈z

 ( ) ( )1xxhz =′= ,  (D.18) 

takie że .  11 RR →′ :h
Teraz przekształcenia (D.17) oraz (D.18) tworzą  
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  (D.19) 

przekształcenie h , takie że ,: 22 RR →h  które jest wzajemnie jednoznaczne wzglę-
dem dwuwymiarowej zmiennej losowej x , a przekształcenie odwrotne (D.14) ma 
postać 
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Wyznacznik jakobianu przekształcenia odwrotnego (D.20) – hJ  – ma postać 

 
zzz

y
z

Jh
111

10

2
==

−
= .  (D.21) 

W punkcie z = 0 jakobian nie jest określony. 
Funkcję gęstości rozkładu prawdopodobieństwa pary zmiennych losowych ( )zy, , 

czyli  – (D.15), wyznaczamy ze wzoru ( zyf zy ,, )

 ( )
zz

yzfzyf xzy
1,,, ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ,  (D.22) 

przy założeniu z ≠ 0, a poszukiwana funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa 
zmiennej losowej y , która jest iloczynem zmiennych ( )1x  oraz ( ),2x  zgodnie z (D.16) 
ma postać 

 ( ) ( ) .1,,, dz
zz

yzfdzzyfyf xzyy ∫∫
∞

∞−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==

Z

  (D.23) 

 

D.3. Założymy, że zmienne losowe x  i y  mają ten sam wymiar, czyli S = L, na- 
tomiast funkcja h w przekształceniu (D.1) nie jest wzajemnie jednoznaczna w obsza-
rze określoności  W tym przypadku dokonamy podziału zbioru argumentów 

X na skończoną liczbę K rozłącznych podzbiorów  

.SRX ⊆

UK
K

k
kk Kk

1

,,,,2,1,
=

== XXX

φ=nk XX I  dla  oraz – odpowiednio – zbiór wartości  na 

(niekoniecznie rozłączne) podzbiory Y  w taki sposób że 

odwzorowanie  w  (D.1) jest wzajemnie jednoznaczne. Oznaczymy przez hk 
wzajemnie jednoznaczne przekształcenie określone na , takie że , czyli 

K,,2,1 K=

k ,

nknk ,,≠

kX kY

Y

U
K

K
kK

1

,
=

= YY

kX kkkh YX →:

Kk ,,2,1=

 ( ),xhy ,K,,2,1k K   (D.24) k ==

oraz przekształcenie odwrotne , takie że , czyli 1−
kh kkkh XY →− :1

 ( ) ,,,2,1,1 Kkyhx k K== −   (D.25) 

wtedy funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa zmiennej losowej y  ma postać 

 ( ) ( )( )
khk

K

k
xky Jyhfyf 1

1

π −

=
∑= ,  (D.26) 
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gdzie  są jakobianami przekształceń odwrotnych (D.25), natomiast  KkJ
kh ,,2,1, K=

   (D.27) .,,2,1,
gdy0
gdy1

π Kk
y
y

k

k
k K=

⎩
⎨
⎧

∉
∈

=
Y
Y

Przykład D.3. Rozważymy jednowymiarową (S = 1) ciągłą zmienną losową x , 
określoną na przestrzeni liczb rzeczywistych, czyli wartość zmiennej losowej 

 Niech  oznacza funkcję gęstości rozkładu prawdopodobieństwa 
zmiennej losowej 

.1RX ≡∈x ( )xfx

x . Wyznaczymy funkcję gęstości rozkładu prawdopodobieństwa 
zmiennej losowej y , będącą kwadratem zmiennej losowej x . Przekształcenie (D.1) 
ma postać 
 ( ) 2xxhy == .  (D.28) 

Przekształcenie (D.28) nie jest wzajemnie jednoznaczne w przestrzeni 1RX ≡ . 
Podzielimy zbiór 1RX ≡  na dwa rozłączne podzbiory { }0<:1∈= xx RX1  oraz 

{ }0:1 >∈= xx RX 2 . W przestrzeni Y  zbiorom tym odpowiadają dwa zbiory 
{ }0:1 >∈= yy RY 1  oraz { }0>∈= y2 :1 yRY . Parze X ,  odpowiada prze-

kształcenie 
1 1Y

( ) 2
1 xhy = x=  (D.24), korespondujące z nim przekształcenie odwrotne 

(D.25) ma postać ( ) yyhx = −1
1 −= , a odpowiadający mu jakobian przekształcenia 

odwrotnego 
y

Jh 2
1

1
−= . Parze ,  odpowiada natomiast przekształcenie 2X 2Y

( ) 2
2 xxhy ==  (D.24), korespondujące z nim przekształcenie odwrotne (D.25) ma 

postać ( ) yy =−1
2hx = , a odpowiadający mu jakobian przekształcenia odwrotnego 

y
Jh 2

1
2
= . W punkcie  jakobian przekształcenia odwrotnego nie jest określo-

ny. Zgodnie z (D.26) funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa zmiennej loso-
wej 

0=y

y , będącą kwadratem zmiennej losowej x , dana jest wzorem 

     ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) .0,
2

1
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1
1 ≠+−=+= −− y

y
yfyfJxhfJxhfyf xxhxhxy  (D.29) 
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