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1. Cel i zakres

Celem opracowania jest prezentacja i proba oceny wspotczynnika Zengi
opisujacego nieréwnomierno$¢ w rozktadzie cechy. W niniejszym opra-
cowaniu przedstawione zostanie jego zastosowanie w kontekscie
rozktadu dochodéw. Miernik ten zostat zaproponowany przez Michele
Zenge w artykule zatytuowanym Inequality curve and inequality index based
on the ratios between lower and upper arithmetic means [Zenga 2007, s. 3-27].
Omawiany wspotczynnik opiera si¢ na dolnej i gomej Sredniej arytmetyczne;.
Warto wspomnie¢, iz przez pojecie wspolczynnika nierdwnomiernosci Zengi ro-
zumie¢ mozna réwniez sformutowane w latach 1984 oraz 1990 [Dagum, Zenga
1990] dwa inne wspdlczynniki, ktorych znaczenie zostato podkreslone chociazby
przez zamieszczenie ich w Encyclopedia of Statistical Sciences. Ilekro¢ jednak w
opracowaniu mowa bedzie o wspdlczynniku nieréwnomiernosci Zengi, utozsa-
mia¢ go nalezy z najnowsza propozycja wloskiego statystyka.

2. Oznaczenia

Wszystkie wykorzystane w opracowaniu oznaczenia zostaty zaczerpnigte
z pracy [Zenga 2007].
Niech X bedzie nieujemna, ciagla zmienna losowa, natomiast
x; €ER,,gdzie j € N \ {0}, niech beda realizacjami tej zmienne;.
Sposobem prezentacji N realizacji bedzie szereg rozdzielczy, ktory
buduja pary {(x ;,n,): /=1 ....50=sx <x, <..<xg; Enj = N}.
Ponadto wprowadzone zostaja oznaczenia:
e liczebnosci skumulowane:

J
N, =2ni dlaj=1,...,s,

szczegdlnie N, = N,
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Nr7(13) N/, .
P, = dlaj=1,...,s,

e sumy realizacji nie wigkszych od x

J
=Y xn, dlaj=1,...,s,

i=1

szczegOllnie O bgdzie oznaczane litera 7.

Niech M, M 0 M ) oznaczaja odpowiednio: $rednig arytme-
tyczna, dolna srednlq oraz gorna Srednia. Wielko$ci te wyrazane sa zgod-
nie z ponizszymi wzorami:

e dolna srednia

- 1 3
M(p/)=—=N—Zx n, dlaj=1,..

j o=l

e gobrna Srednia

+ B Q B
Mg, = W dlaj=1,...,s—1,
M(J; , =X, dla j=s, gdzie X, =X,

W praktyce przyjmuje sig, ze x: ., = x_,by niepotrzebnie nie zawyzac¢
gornej sredniej. Latwo zauwazy¢, ze N uporzadkowanych rosnaco reali-
zacji zostaje podzielonych na dwie grupy. Miejscem podziatu jest realiza-
cjax,dlaj=1,..,s.Dolna Srednia jest zatem Sredniq arytmetyczna reali-
zacji mniejszych od x ; badz réwnych x , przy j=1,...,s, gbrna Srednia
za$ jest Srednia arytmetycznq reahzacp w1qkszych od x,, przy
j=1..,s—1(dla j=smamy M " =x ). Mozna zatem wyznaczyc s par
dolnych i gornych srednich. Na ich gruncie tworzona jest miara nierowno-
miernos$ci rozktadéw analizowanych realizacji.

3. Wspélczynnik nierownomiernos$ci Zengi

Nierownomierno$¢ pomigdzy ,,dolna grupa” {(x, ,n, ),.. (x ,n;)}aod-
powiadajaca jej ,,g0rna grupa” {(x 7, ),....(x ,n,), (x“rl ,O)} okresla
nastgpujaca warto$¢ indeksu:



Wspotczynnik nierownomiernosci Zengi rozktadu dochodow — wybrane zagadnienia 27

M&,)_M(_p,) M<_P,)
I, = =1- dlaj=1,...,s.
2 M M
(ry) (r;)
Wartodci [, | mieszeza si¢ w przedziale [0;1].

. . j ., . L.
Miernikiem / nierdownomiernosci rozktadu zaproponowanym przez

Michele Zengg jest Srednia wazona poszczegélnych indeksow 7, | bra-
nych z wagami iy
N

Miarg / bedziemy nazywac¢ wspotczynnikiem nierownomiernosci Zengi.

Tworca miernika opartego na gornej i dolnej sredniej dodatkowo pro-
ponuje diagram ilustrujacy nierownomierno$¢. W prostokatnym uktadzie
wspotrzednych tworzy si¢ s prostokatow o bokach réwnoleglych do osi
uktadu wspotrzednych zgodnie z nastgpujaca procedura: pierwszy pro-
stokat zbudowany jest z odcigtych na odcinku [0; p, Joraz rzednych na od-
cinku[0; 7 | ]. Analogicznie j-ty prostokat(j = 2,...,s) buduja odcinki od-
cigtych [p; 5 p,] oraz rzednych [0;/ o) ]. Pole powierzchni j-tego

prostokata (j =1,...,s) jest wigc rowne /|

. W] Suma podl powierzchni

wszystkich prostokatow jest wartoscia zdefiniowanego wczesniej
wspotczynnika nierownomierno$ci Zengi.

Przyklad
Tabela 1 zawiera wyniki obliczen dla przykladowego szeregu rozdzielcze-
go zbudowanego z par {(1,1;20),(2.5;64),(4,511),(10;2)(15;2),(20;1)}.

Tabela 1. Wyniki przyktadowych obliczen

J| X n| Ny | N=N;| p, % x| O | T=0| M, (+p,> I,
1] 10|20 20| 80 [020]020]| 220| 220{2795]| 1,10 | 3.49] 0,69
21 250] 64 | 84| 16 | 084|064 |1600]|182,0|1195] 2,17 | 7.47] 0.71
31 450 11 95 5 0,95 | 0,11 49,51 231,5 70,0 | 2,44 | 14,00 | 0,83
4 110,00 2 97 3 0,97 | 0,02 | 20,0|251,5 50,0 | 2,59 (16,67 | 0,84
515,00 2 99 1 0,99 | 0,02 | 30,0|281,5| 20,0 2,84 |20,00]| 0,86
6 | 20,00 1 {100 0 1,00 | 0,01 20,0 | 301,5 0,0 | 3,02 |[20,00]| 0,85

Zrbdto: opracowanie wlasne.

] SLASKI
PRZEGLAD
STATYSTYCZNY

Nr7(13)



28

Karolina Mihilewicz

SLASKI ||
PRZEGLAD
STATYSTYCZNY

Nr7(13)

Wspotczynnik nierdwnomiernosci wynosi 0,7248. Rysunek 1 przedsta-
wia diagram odpowiadajacy powyzszemu przyktadowi.

1

1)

0

0

Rys. 1. Przyktadowy diagram

Zrodlo: opracowanie wlasne.

4. Wspolczynnik Zengi jako miara nierownomiernosci

w rozkladzie dochodow

1p)

linia rozktadu egalitarnego

0

0 p;

1

Rys. 2. Diagram ilustrujacy brak nierownomiernosci

Zrédto: [Zenga 2007].

Podstawowa cecha rozktadu dochodow
ludnosci jest jego jednomodalnos¢ oraz
asymetria prawostronna. Jest to pra-
widlowo$¢ obserwowana niezaleznie
od kraju czy tez czasu. Rozktad docho-
dow opisywany moze by¢ m.in. przez
funkcje¢ w przyblizeniu opisujaca
rozktad, histogram rozktadu empirycz-
nego czy grupy kwantylowe. Poza tym
zastosowany moze by¢ jeden wskaznik,
ktory charakteryzuje wybrana ceche
rozktadu, przede wszystkim nieréwno-
miernos$¢ (por. [Szulc]). Wsrod znanych
wspotczynnikow koncentracji wymie-
nia si¢ indeks koncentracji Giniego,
wspotczynnik Schutza oraz Atkinsona.
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w rozktadach dochodow.

Miara Zengi spetnia wszystkie zasadnicze zalozenia klasyfikujace ja
do miar nieréwnomierno$ci dochodowych. W kolejnych podpunktach a-e
przedstawione beda wlasnosci miary / w odniesieniu do rozktadow do-
chodow (por. [Zenga 2007]).

Nr7(13)

a. W przypadku braku
nieréwnosci zachodzi
1 =0.Sytuacja ta jest moz- N ’ {
liwa jedynie dla s = 1. pole rowne —>

b. Dla maksymalnej
nierdwnosci warto$¢ in- 1)
deksu musi by¢ rosnaca
funkcja C, taka, ze
IimC, =1
N =00 .

c. Niech Y oraz X
beda nieujemnymi zmien-
nymi. Je$li  zachodzi
Y=aX, dla a>0, to
I(Y)=I(X). 0 N1

Powyzsza wlasnos¢

jest zgodna z jednym z
ogolnych aksjomatow
miar nierdwnomierno$ci Zrodio: [Zenga 2007].

rozktadu dochodoéw, ktory

powiada, ze miara nie powinna ulega¢ zmianie, jesli wszystkie dochody
zmieniamy w statej proporcji. RoOwniez popularne miary bazujace na
funkcji Lorenza sa niezalezne od skali pomiaru.

d. Niech Y oraz X beda nieujemnymi zmiennymi. Jesli ¥ = X + 4,dla
h>0,to [(Y)<I(X).

Jest to Daltonowska zasada, ktora glosi, ze zwigkszenie o taka sama
wielko$¢ kazdej z analizowanych realizacji powoduje zmniejszenie nie-
rownomierno$ci rozktadu dochodu.

e. Niech w obrebie zmiennej X ,opisanej tym razem przez N realizacji
spetiajacych warunek 0=x, <x, <...<x,<x, <...<Xx,, nastapi
przeniesienie (transfer) z x,, do x, wielkosci 2> 0, pod warunkiem zZe

Rys. 3. Intuicyjny przypadek maksymalnej nieroéwnomiernosci

4 —Xx,).dlai=1,..., N — 1. Wowczas warto$¢ / zmaleje — zgodnie

h<l(
2x

z zasada transferéw Daltona.
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Ne7@3) | 050by 0 dochodzie nizszym, to nierdwnosci $cisle sig zmniejszaja. Trans-

fer nie moze by¢ jednak dowolnie duzy.

5. Proba oceny miernika Zengi

Przesledzenie kilku charakterystycznych przyktadéw pozwoli podjaé probe
oceny wspotczynnika Zengi i pordwnania go z wspolczynnikiem koncen-

tracji Lorenza.

Kryteriami wyodregbnianych prostych przypadkow beda:

liczebno$¢,
jednolitos¢,
obecnos¢ podgrup,

istnienie obserwacji odstajacych.

W przypadku jednolitej, nielicznej grupy, jak na przyktad dla kolekcji
z tab. 2, uzyskujemy / = 00543, co potwierdza intuicyjne podejrzenie o
bardzo stabej nierownomiernosci w rozktadzie.

Tabela 2. Jednolita,
nieliczna grupa

J X; n
1 1,90 1
2 1,95 1
3 2,00 1
4 2,07 1
5 2,08 1
6 2,09 1
7 2,10 1
8 2,11 1

Zrodto: opracowanie wilasne.

Tabela 3. Jednolita, nieliczna
grupa z obserwacja odstajaca

J X; n;
1 1,90 1
2 1,95 1
3 2,00 1
4 2,07 1
5 2,08 1
6 2,09 1
7 2,10 1
8 90,00 1

Zrodto: opracowanie wilasne.

Niewielka modyfikacja analizowanej grupy pozwoli przyjrze¢ sig, jak
obserwacja odstajaca wplywa na miernik Zengi. Wartosci x, dla
j=1,...,7pozostaja takie same, natomiast warto§¢ maksymalna jest reali-
zacja wyraznie odbiegajaca od pozostatych (tab. 3).
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dzenie, iz wspolczynnik jest wrazliwy na realizacje odstajace na pewno
nie jest przesadne.

Tabela 4 ilustruje przypadek przeciwny; wartosci
X, j=1,...,8, sa mocno rozproszone na przedziale
[0,85;800]. Warto§¢ wspoOtczynnika bliska jednosci

Nr7(13)

Tabela 4. Niejednolita,
nieliczna grupa

(1 =09472) potwierdza bardzo duza nierownomiernosc. J X n;
Godny rozpatrzenia jest takze przypadek z mocno ry- 1 0,85 1
sujacymi si¢ podgrupami — analizujac w kontekscie do- 5 5201 1

chodéw — ,,podgrupa bogatszych” oraz ,,podgrupa bied- ’
niejszych”. 3 4,00 !
W grupie A, w ktorej liczniejsza jest podgrupa ,,bied- 4 9,00 1
niejszych” wspotczynnik przyjat wartos¢ 0,5656, nato- 5 40,00 1
miast w grupie z liczniejsza podgrupa ,,bogatszych” 6 120.00 1

wspotczynnik przyjat zdecydowanie mniejsza warto$¢ — ’
7 400,00 1

0,0430.

n. 8 800,00 1

Dla tych j €{l,...,s}, dla ktérych wagi — maja naj- )
N Zrodto: opracowanie wihasne.

n,
wigkszy wptyw na wspotczynnik 7 = 2 I - W‘],warto-

(pj)

Scil, | sa wigksze w grupie A. Z kolel dla
r;)
n, Tabela 5. Mocno zarysowane podgrupy

tych j €{l,..., s}, dla ktorych wagi W maja zjedna podgrupa bardziej liczna

naJW1kazy wp}yw na  wspotczynnik _ J X; n; J X; n;
1| 046 | 100]| 1 | 046 1
1= E[ @) wartosm I , Sa mniejsze w
22 21 050 | 100([ 2 | 0,50 1
grupie B. 3 0,60 100 (| 3 0,60 1
Wielkosci I przy mocno wyr6dz- 4 070 | 100!] 4 0.70 1
niajacych si¢ podgrupach ksztattuja si¢ wigc s | 10.00 Al s 1 1000 | 100
w bardzo rdézny sposob, jak pokazuje ’ ’
przyktad, moga by¢ nawet bardzo mate. 6] 10,10 1| 6 | 10,10 | 100
Kolejnym, cieckawym zagadnieniem jest 7 | 10,20 1| 7 | 10,20 | 100
zestawienie warto$ci wspOtczynnikow Zen- g | 1925 1] 8 | 1025 | 100
gi 1 Giniego — popularnego indeksu koncen- Grupa A Grupa B

tracji. Wyniki obliczen dokonanych dla
omawianych przyktadow ujeto w tab. 6. Zrodho: opracowanie wlasne.
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Wspotczynnik Giniego zgodnie z przyjetymi w niniejszym opracowa-
niu oznaczeniami wyznacza si¢ ze Wzoru

i_22'12'}c1,(1v—k+1— N_)

i=l k=l
N0,
i=1

Dla wspoétczynnikow Zengi [ oraz Giniego G wyznaczonych dla tej
samej grupy zawsze zachodzi G </ (dowod w [Zenga 2007]), jednak
wspotczynniki / wyznaczane dla pewnych grup nie musza zachowywac
tego samego porzadku co wspolczynniki G wyznaczane dla tych samych
grup (por. dwa ostatnie wiersze tab. 6).

G=1+ ,przy czym N =0.

Tabela 6. Wspolczynniki Zengi vs Giniego

Charakterystyka grupy Wsp (’)écezn};nik ! Wsp ((')}licnzi}ér;r;ik G
,Mocne” podgrupy, liczna bogata 0,0430 0,0145
Jednolita grupa 0,0543 0,0192
,Mocne” podgrupy, liczna biedna 0,5656 0,2187
Nieliczna grupa z obserwacja odstajaca 0,9123 0,7411
Niejednolita grupa 0,9472 0,7235

Zrodlo: opracowanie wlasne.

6. Whnioski koncowe

Wspoétczynnik nierdwnomiernosci Zengi dla rozkladu moze by¢ wyko-
rzystywany m.in. dla zmiennej quasi-ciaglej, jaka jest dochdd.

Zastosowanie indeksow proponowanych przez Zengg jest najbardziej
uzasadnione w przypadku realizacji zebranych w szeregi rozdzielcze
punktowe o duzych liczebnosciach dla poszczegoélnych kategorii cechy.
Wynika to cho¢by z odpowiednio dostosowanych oznaczen i postaci wzo-
réw. Pod tym wzgledem propozycja Zengi jest bardziej uzyteczna niz Gi-
niego. Ponadto miernik Zengi jest wrazliwy na istnienie obserwacji od-
stajacych (wyraznie wzrasta wielko$¢ 7). Wielkosci / przy mocno
wyrdzniajacych sie podgrupach ksztattuja sie w bardzo rézny sposob,
moga by¢ nawet niewielkie.
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Zagadnienie wymaga dalszych, bardziej zaawansowanych technik
oceny i porownywania wspolczynnika opartego na dolnej oraz gornej
$redniej arytmetycznej z innymi, doktadniej juz omawianymi w literatu-
rze przedmiotu.
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