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1. Wprowadzenie

Zasitki dla bezrobotnych zazwyczaj maja charakter okresowego
$wiadczenia o ustalonej wysokos$ci, dlatego w krajach zachodnich
oprocz obowigzkowych ubezpieczen od ryzyka utraty pracy (prowa-
dzonych w ramach systemu zabezpieczen socjalnych) istniejg dobro-
wolne ubezpieczenia. W artykule zaproponowano, aby w sposéb po-
dobny do zastosowanego w pracy J. Dg¢bickiej i E. Mazurek [2008],
okresli¢ ubezpieczenie od ryzyka utraty pracy. Dlatego sposob wyzna-
czania sktadek (a w konsekwencji rezerw ubezpieczeniowych) jest
analogiczny jak w ubezpieczeniach zdrowotnych i wypadkowych.

W ogblnym znaczeniu rezerwa to zatrzymana cze$¢ wygospoda-
rowanego przyrostu srodkow na pokrycie przewidywanych kosztow i
strat. System finansowy ubezpieczen przewiduje miedzy innymi two-
rzenie rezerw techniczno-ubezpieczeniowych, ktore sg funduszem
powstatym z nadwyzki skladek netto nad sumg roszczen w danym
roku. Fundusz ten jest przeznaczony na pokrycie biezacych i przy-
szlych zobowigzan, jakie moga wynikna¢ z zawartych umow ubezpie-
czenia. Bez dokonywania bilansu miedzy strumieniami sktadek i
swiadczen w czasie trwania umowy ubezpieczenia ubezpieczyciel nie
moglby ustali¢, czy wlasciwie wyznaczyt sktadke ubezpieczeniowa w
stosunku do przyjetego ryzyka (okreslonego sumg $wiadczen), a za-
tem czy jest wyptacalny.

Ide¢ tworzenia rezerwy skladki netto najprosciej wyjasni¢ na
przyktadzie ubezpieczen, w ktorych sktadka placona jest sukcesywnie

* Praca naukowa finansowana ze $rodkéw na nauke w latach 2009-2011 jako projekt
badawczy nr 2293/B/H03/2009/36.
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nrsas) | nowicie, wysoko$¢ sktadki jest ustalana w ten sposob, aby w poczat-
kowym okresie trwania ubezpieczenia nastgpowata ,,nadplata” pewnej
czegsci sktadki w stosunku do ubezpieczanego ryzyka. Powstaje wtedy
zamierzona oszczedno$¢, ktora w pozniejszym okresie pozwala na
optacanie sktadki w niezmienionej wysoko$ci, mimo ze moze wzros-
n3¢ ryzyko wystapienia zdarzenia ubezpieczeniowego objetego wa-
runkami umowy. Zaoszczedzone i odkladane ,,nadptaty” dodatkowo
inwestowane przez ubezpieczyciela (jedynie w bezpieczne instrumen-
ty finansowe) tworzg rezerwe na pokrycie §wiadczen w przysztosci.

Celem artykuhu jest analiza rezerw sktadki netto (a posrednio tak-
ze skladek netto) komercyjnego ubezpieczenia od finansowych skut-
kow utraty pracy. Ze wzgledu na krotki okres ubezpieczenia (1 rok)
obliczenia wykonane zostaty przy zalozeniu statej stopy procentowe;.
Analiza dokonana zostala na podstawie rzeczywistych danych, doty-
czacych osob zarejestrowanych w jednym z dolnoslaskich miast.

W rozdziale 2 przedstawiona zostala koncepcja ubezpieczenia od
bezrobocia, wprowadzono tez model wielostanowy i jego probabili-
styczng strukture, okreslone dla komercyjnego ubezpieczenia od ryzy-
ka utraty pracy. Nastepnie w rozdziale 3 przedstawiono sposob licze-
nia sktadek i rezerw oparty na reprezentacji macierzowej uzyskanej w
pracach [Dgbicka 2006; Degbicka, Macierzowa reprezentacja re-
zerw...]. W rozdziale 4 dokonana zostata analiza wysokosci sktadki
ubezpieczeniowej oraz rezerw skladki netto w przypadku indywidual-
nego ubezpieczenia od ryzyka utraty pracy. Obliczenia numeryczne
wykonano na podstawie danych dotyczacych osob zarejestrowanych
jako bezrobotne w 2004 r., zamieszkujacych Jelenig Gorg 1 powiat
jeleniogorski'.

! Pragne podzigkowa¢ Dyrekcji Powiatowego Urzedu Pracy w Jeleniej Gorze za wy-
razenie zgody na udostepnienie danych dotyczacych oséb zarejestrowanych jako bezro-
botne w powiecie jeleniogdrskim i Jeleniej Gorze oraz Panu Erykowi Lukaszewiczowi za
przygotowanie bazy umozliwiajacej wykorzystanie danych zgodnie z ustawa o ochronie
danych osobowych.
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2.1. Ogolna koncepcja ubezpieczenia

Idea dobrowolnego ubezpieczenia od ryzyka utraty pracy polega na
tym, ze osoba pracujaca, chcaca dodatkowo (poza $wiadczeniami
otrzymywanymi z Funduszu Pracy) zabezpieczy¢ si¢ finansowo od
skutkéw utraty pracy, moze zawrze¢ umowg z firma ubezpieczeniows.
W wyniku takiej umowy ubezpieczyciel, w zamian za otrzymywane
sktadki, zobowiazuje si¢ w okresie, kiedy ubezpieczony bedzie bezro-
botny, wyptaca¢ miesiecznie ustalone kwoty osobie ubezpieczone;.

Waznym punktem warunkow ogo6lnych ubezpieczenia jest zdefi-
niowanie sytuacji, w jakiej nastepuje wyplata Swiadczenia ubezpie-
czeniowego. W artykule przyjeto, ze ogdlna koncepcja ubezpieczenia
od ryzyka utraty pracy polega na tym, ze wobec osoby ubezpieczone;j
posiadajacej status bezrobotnej ubezpieczyciel zobowigzany jest do
wyplaty §wiadczenia do momentu ponownego podjgcia pracy przez
ubezpieczonego, jednak nie dtuzej niz do konca trwania okresu ubez-
pieczenia (por. [Debicka, Mazurek 2008]).

Zaktadamy, ze wysokos$¢ §wiadczenia w ubezpieczeniu od ryzyka
utraty pracy ustalana jest przez ubezpieczonego. Renta miesigczna
moze by¢ réwna miesigcznemu zarobkowi ubezpieczonego lub jego
czgsci. Ponadto wysokosci swiadczen moga sie r6zni¢ w kolejnych
miesigcach trwania bezrobocia (renta malejgca lub rosngca), a ubez-
pieczony ma prawo do powtdrnego §wiadczenia, jezeli ponownie (w
czasie trwania okresu ubezpieczenia) uzyska status bezrobotnego,
niezaleznie od tego, ile miesiecy trwata aktywnos¢ zawodowa migdzy
okresami braku zatrudnienia.

Ubezpieczony jest zobowiazany do optaty sktadek. Czestotliwosé
optaty skladek zalezy od warunkéw umowy ubezpieczenia. Rozpa-
trzone zostang dwie mozliwosci. Sktadka jednorazowa ptatna w mo-
mencie zawarcia ubezpieczenia i sktadka okresowa ptacona w row-
nych odstepach czasu podczas trwania umowy ubezpieczenia, gdy
ubezpieczony jest zatrudniony.

Umowa ubezpieczenia zawierana jest na okres jednego roku (12
miesi¢cy). Po uptywie tego czasu moze by¢ odnowiona.
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2.2. Model wielostanowy i jego struktura probabilistyczna

W teorii ubezpieczen wielostanowych (np. [Haberman, Pitacco 1999;
Ostasiewicz 2004; Pitacco 1995]) kazdemu przypadkowi Zzyciowemu,
ktorego dotyczy umowa ubezpieczenia (np. ubezpieczony stracit pra-
c¢), odpowiada stan, w jakim znalazt si¢ ubezpieczony. Zbioér wszyst-
kich N mozliwych standw nazywa si¢ przestrzenia stanow i oznacza
sie przez S= {l, 2,...,N}. Ponadto para (i, j), gdzie i#j oraz
i, j €S, oznacza bezposrednie przejscie ze stanu i do stanu j, nato-
miast 7" jest zbiorem wszystkich mozliwych bezposrednich przejs$é¢
miedzy stanami. Wowczas para (S,7), opisujaca wszystkie mozliwe
zdarzenia zachodzace w zyciu ubezpieczonego w okresie objetym
umowg ubezpieczenia, nazywana jest modelem wielostanowym.

W ubezpieczeniu od ryzyka utraty pracy model wielostanowy jest
postaci:

(8,7 =({1.2.3},{(1.2: (211 (.31 (2.3)), (1)
gdzie elementy przestrzeni stanow S okreslone sg nastgpujaco:

1 — stan oznaczajacy, ze ubezpieczony zyje i pracuje,

2 — stan oznaczajacy, ze ubezpieczony zyje i nie pracuje,

3 — stan oznaczajacy $mier¢ ubezpieczonego.

Analogiczny opis takiego ubezpieczenia wraz z graficzng ilustra-
cja przestrzeni stanéw i mozliwych przejs¢ miedzy nimi mozna zna-
lez¢ w literaturze [Debicka 2006; Ostasiewicz 2002; Ostasiewicz
2004].

Przez X(¢) oznaczaé¢ bedziemy stan polisy w chwili ¢ trwania ubez-
pieczenia, gdzie ¢ oznacza miesigc trwania ubezpieczenia. Przyjmuje-
my, ze {X(t):t=0,1,2 3,...} jest dyskretnym procesem stocha-

stycznym, dla ktérego zaktadamy, ze X (0) =1 (tzn. w momencie
przystgpienia do ubezpieczenia ubezpieczony pracuje). Ponadto
przyjmuije sie, ze {X(¢)} jest niejednorodnym tancuchem Markowa®.
Jednak analizy czasu pozostawania bez pracy dowodza, ze szansa
znalezienia zatrudnienia zalezy od czasu utrzymywania si¢ statusu

2 Por. [Hoem 1969; Hoem 1988; Norberg 1991; Waters 1984; Wolthuis 1994a; Wol-
thuis 1994b].
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bezrobotnego (por. [Belzil 2001; Mazurek 2000]). Dlatego przyjecie
modelu (1) prowadzi do znacznych uproszczen. W praktyce okazuje
si¢, ze im dluzej bezrobotny nie moze znalez¢ pracy, tym jego szanse
na zatrudnienie malejg. Problem uwzglgdnienia tej prawidtowosci w
analizie zostat rozwigzany” przez podzielenie stanu 2.

Poniewaz znalezienie pracy wiaze si¢ z czasem utrzymywania sta-
tusu bezrobotnego, to prawdopodobienstwa przejscia procesu {X(t)}

zalezg od czasu trwania stanu 2, i z tym stanem zwigzane jest rozsze-
rzenie przestrzeni stanéw. Rozszerzona (14-elementowa) przestrzen

stanow S§* jest postaci:
SR ={1,2W,2@, 202 3} (2)

gdzie: 2" — oznacza, ze proces {X ()} jest w stanie 2€ S itrwa w
tym stanie 1. miesigc,
2¥ _oznacza, ze proces {X(f)} jest w stanie 2€ S itrwa w
tym stanie 2. miesigc,
2"%_ oznacza, ze proces {X(f)} jest w stanie 2€ S itrwaw
tym stanie 12. miesigc.

Zmianie ulega takze zbior T. Okazuje si¢, ze w nowym zbiorze
T" duzo bezposrednich przej$s¢ miedzy stanami jest niemozliwych,
np. jezeli Pm“) (t,t+1)>0 , wtedy Pl,z(”) (t,t+1)=0 dla kazdego
h=2,3,..,12 oraz ¢>0. Jednoczesnie jest to warunek tego, aby
kazdy ze stanéw 2 byt dla procesu opisujacego zmiany standéw

osiagalny.
Z nowg przestrzenig stanow zwigzane jest zdefiniowanie nowego

procesu {X R(t)}, ktory przyjmuje wartosci z rozszerzonej przestrzeni

stanow S*. O procesie {X R(t)} zaklada sie, ze jest fancuchem Mar-
kowa.

? Idea takiego postepowania przedstawiona zostala w pracach [Amsler 1968; Haber-
man, Pitacco 1999; Pitacco 1995], a w stosunku do ubezpieczenia od ryzyka utraty pracy
w [Debicka 2006; D¢bicka, Mazurek 2007b].
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[lustracja rozszerzonej przestrzeni stanéw i1 mozliwych przejsé¢
miedzy nimi dla ubezpieczenia od ryzyka utraty pracy jest rys. 1.

A
O

Rys. 1. Schemat modelu wielostanowego (S¥, TR) dla ubezpieczenia od ryzyka utraty
pracy

Zrédio: [Debicka, Mazurek 2008].

Podstawowymi wielko§ciami opisujagcymi ewolucje procesu
{X R (t)} sa rozklady skonczenie wymiarowe. Przy zalozeniu, ze

{X R(t)} jest niejednorodnym tancuchem Markowa, do okreslenia

jedno- 1 dwuwymiarowych rozkltadow wystarczy znajomos¢ wektora

rozktadu poczatkowego P(0)=(1,0,0,...,0)" e R™* oraz ciaggu ma-

cierzy prawdopodobienstw przejs¢  Q(0), Q(l),...,Q(11), gdzie

Q1) =(g; (z))_N, \»ag,(k)=P(X(t+1)= j| X()=i). Dla danej chwili ¢
L,j= :

macierz Q(¢) w przypadku rozszerzonej przestrzeni standw w ubez-

pieczeniu od ryzyka utraty pracy okreslona jest nast¢pujaco:
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@ g @ 0 0 5(2)

4,0, () 0 9o @ 0 9,0, (0)

q,0,() 0 0 0 9,2,(1)
Q) =|: 1 : R : .3

9,a1,(® 0 0 9,00 O 4, (0

9,00, 0 0 9,00 () 412, (1)

0 0 0 0 1

Zaktadamy, ze w jednej jednostce czasu proces {X R(t)} moze

zmieni¢ stan tylko jeden raz (moze zaj$¢ tylko jedno zdarzenie loso-
we).

2.3. Przeplywy pieni¢zne

W wyniku zawarcia umowy ubezpieczenia powstajg dwa strumienie
przeptywow pienig¢znych, ktorych wysokos¢ i moment wyptaty okres-
lajg warunki umowy ubezpieczenia. Strumien sktadek skierowany jest
od ubezpieczonego do ubezpieczyciela. Natomiast strumien S$wiadczen
ubezpieczeniowych (np. sumy ubezpieczenia wyplacane w wyniku
$mierci lub dozycia oraz roznego typu renty) skierowany jest od
ubezpieczyciela do ubezpieczonego.

W wyniku realizacji umowy ubezpieczenia wielostanowego moga
pojawi¢ sie nastepujace typy przeplywow pienigznych [Haberman,
Pitacco 1999; Ostasiewicz 2004]:

p,(t)— skiadka ptacona w momencie ¢, gdy X" (t)=,

7;(t) — jednorazowa skladka ptacona w ustalonym momencie ¢, gdy
xX'0=7,

b,(t) — renta placona w momencie ¢, gdy X o=,

d,(t) — jednorazowe Swiadczenie placone w ustalonym momencie ¢,

gdy X*()=j,

x SLASKI
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a X '(t-)=i.

Strumien skladek tworza przeptywy pienigzne typu p;(¢)
oraz 7, (¢) . Natomiast strumien §wiadczen tworzg przeptywy pienigzne
typu b;(#), d;(t), c;(#). Rodzaj przeptywoéw pienigznych okreslo-
nych w warunkach umowy ubezpieczenia determinuje wysoko$¢
sktadek, a w rezultacie okresla takze rezerwy ubezpieczeniowe, ktore
musi zgromadzi¢ ubezpieczyciel, aby moc zabezpieczyé wyplate
Swiadczen.

Ponizej scharakteryzowane zostaly przyktady ubezpieczen od ry-
zyka utraty pracy (RUP), réznigce si¢ rodzajem $wiadczen ubezpie-
czeniowych, dla ktorych model wielostanowy dany jest przez (1).
Przyklady tych ubezpieczen zostaty poddane analizie numerycznej w
nastepnych rozdziatach.

Przyklad 1 (RUP — renta stala)

Rozwazmy 12-miesigczne ubezpieczenie od ryzyka utraty pracy, w
ktorym to ubezpieczeniu renta w stalej wysokosci b placona jest w
okresie bezrobocia przez caty czas jego trwania, jednak nie dtuzej niz
do konca okresu ubezpieczenia.

W opisanym ubezpieczeniu strumien swiadczen okre§lony jest na-

stepujaco ( je{t2,. 20 50 =01 2,...,12):

. ~(k) .
b {b dla  j=2® oraz k<t<12ike{l,2,..,12)
0 poza tym,
cgj(t) = 0,

Przyklad 2 (RUP — renta malejaca)

Rozwazmy takie 12-miesi¢czne ubezpieczenie od ryzyka utraty pracy,
w ktorym renta placona jest w czasie bezrobocia przez caty okres jego
trwania, jednak nie dluzej niz do konca okresu ubezpieczenia. Ponie-
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waz okazuje si¢, ze najwigksza intensywno$cig poszukiwania nowej
pracy wykazuja si¢ osoby bezrobotne w poczatkowym okresie bezro-
bocia, to aby wzmocni¢ ten efekt, przyjeto, ze wysoko$¢ renty maleje
wraz z czasem pozostawania na bezrobociu tzn. wysoko$¢ renty zale-

zy od stanu, w ktorym znajduje si¢ proces {X R (t)} w danym momen-
cie. Oznacza to, ze strumien $wiadczen okreslony jest nastepujaco
(j el 2“%...,2“”,3},;:0, L2, 12):

b, dla j=2" oraz k<r<12ike{l,2,..12}
b ()
0 poza tym,
dt) = 0,
cg/(t) = 0,
gd21eb >b . b12)>0

Przyklad 3 (RUP — renta + $wiadczenie na przekwalifikowanie)

Rozwazmy takie 12-miesigczne ubezpieczenie od ryzyka utraty pracy,
w ktorym malejaca renta ptacona jest w czasie bezrobocia przez caty
okres jego trwania, jednak nie dtuzej niz do konca okresu ubezpiecze-
nia. Dodatkowo ubezpieczony w momencie utraty pracy otrzymuje
swiadczenie jednorazowe przeznaczone na przekwalifikowanie si¢
(zmiang zawodu lub zalozenie wlasnej firmy). Wysoko$¢ tego swiad-
czenia moze zaleze¢ od momentu, w ktorym ubezpieczony stracit pra-
c¢. Dla takich warunkow ubezpieczenia strumien $§wiadczen okreslony

jest nastepujaco (je{l, 2(1),..., 2(12),3}, t=0,1, 2,...,12):

b0 = b, dla j=2" oraz k<r<12ike{l,2,..,12}
0 poza tym,

d,0) = 0,
c(t) dla i=1,;=2" oraz 1<¢<12

¢ (6) = { ) /
0 poza tym.
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We wszystkich trzech przyktadach strumien sktadek okreslony jest
w zaleznos$ci od przyjetej formy optaty skladek. Przyjmijmy, ze
sktadka placona jest jednorazowo na poczatku ubezpieczenia. Ozna-
cza to, ze strumien sktadek sklada si¢ z nastgpujacych przeplywow

pienieznych ( je{1, 20 2“2),3}, 1=0,1, 2,...,12):
p](t) = O,
7 dla  j=1 oraz t=0
0 poza tym.

”j(t)

Jezeli za ubezpieczenie ptacona jest sktadka okresowa o statej wy-
sokosci (przez pierwszych m miesigcy trwania okresu ubezpieczenia;
0<m<n), to wowczas strumien skladek tworza przeptywy pieni¢zne

postaci (j e {1, 2(1), ey 2(12), 3}, t=0,1,2,..., 12) :

p dla j=1 oraz 0<t<m-1
p;()

0 poza tym,
0.

7,(0)

3. Rezerwy prospektywne netto

3.1. Notacja macierzowa

Do obliczenia sktadek i rezerw ubezpieczeniowych netto w ubezpie-
czeniach od ryzyka utraty pracy wykorzystana zostanie macierzowa
reprezentacja modelu ubezpieczenia wielostanowego®, ktorej zastoso-
wanie stato si¢ mozliwe, gdyz opisane w przyktadach 1-3 ubezpiecze-

nia spetniaja wymagane zalozenia (tzn. mamy, ze (SR,T R)z (S*,T *) ,
N=N"=14, {XR(t)} E{X*(z‘)} , gdzie (S*,T*) jest takim rozbudo-

wanym modelem wielostanowym o N*-elementowej przestrzeni sta-

* Wprowadzona w pracach [Debicka 2006; Debicka, Macierzowa reprezentacja re-
zerw...].
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now, ktorego ewolucja w czasie trwania okresu ubezpieczenia mode- | sratystvezny

lowana jest przez proces {X : (t)} ). Nr8(14)

Wprowadzmy oznaczenia niezbedne do przedstawienia skladek i
rezerw w formie macierzowej.
W pierwszej kolejnosci zdefiniowane zostang wektory i macierze

pomocnicze. Niech S=(1, 1,...,1)TeR”+l. Ponadto dla kazdego

T
t=1,2,..,n+1 niech Il=[o,...,0,1,o,...,oJ eR™, a dla kazdego
t

T
i=1,2,.., N" niech dany bedzie wektor J, :(0,..., 0,1,0,..., 0] eRY.

Natomiast dla dowolnej macierzy A macierz Diag(A) jest macierza

diagonalna, ktorej elementami przekatnej sa elementy przekatnej ma-
cierzy A

a, 0 - 0
0 a 0
Diag(A)= : ?2 0
0 0 0 a

Dla dowolnej chwili ¢ niech dany bedzie wektor
P(1)=(P,(®), P, (1), .., P,. (t)))  prawdopodobienstw bycia procesu
{X *(t)} w okre§lonym stanie, gdzie P,(r)=P(X(t)=i). Ponadto
niech

P (0)

D= PT(I) ER(VHI)XN* .

P’ (n)

Przy zatozeniu, ze proces {X : (t)} jest niejednorodnym tancuchem

Markowa, macierz P(f) mozna wyrazi¢ za pomocg wektora rozktadu
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N dopodobienstw przejs¢ Q" (0),Q"(1),...,Q"(n—1) okreslonych dla pro-
cesu {X *(t)} W nastepujacy sposob (por. [Debicka 2006]):

P (=P O] [Q"(h).
k=0

Ze stopa procentowa zwigzana jest macierz

Az(/l )71_0 e R | kiorej elementy zawieraja czynniki dys-

hty
kontujace o(1,,2,) i akumulujgce r(1,1,). Poniewaz ubezpieczenie

jest krotkoterminowe (trwa jeden rok) przyjmijmy, ze stopa procen-
towa jest stata w trakcie calego okresu ubezpieczenia, a wtedy macierz
A jest nastepujaca:

1 I3 02 1)3 n
-1 1 3 1)2 . Un—l
-2 -1 n-2
v v 1 v SR )]
A=Y (4)
v v v 1 "
U—n Uf(n—l) 07(1172) U—(n—3) . 1

Przeplywy pieni¢zne tworza nastgpujaca macierz przeplywoéw pie-
ni¢znych:
of (0) ¢f5(0) - cfy.(0)

_ Cfl*(l) sz*(l) Cf;(l) c RN’

C (5)

i () ofy(m) - of . (n)

Z finansowego punktu widzenia kazdy przeptyw pieni¢zny jest suma
wpltywow (inflows) reprezentujacych wplaty, ktore zasilaja dany fun-
dusz, oraz wydatkow (outgo), ktére pomniejszaja dany fundusz. Dla-
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tego tez C=C,, +C,,, , gdzie macierz C,, :(cﬂ” (t)) e RN Zawie-
ra jedynie wplywy do danego  funduszu, natomiast
C, = (cfj."“’ (t)) eR"N zawiera jedynie wydatki pomniejszajace

dany fundusz. Zauwazmy, ze dla funduszu strat ubezpieczyciela ma-
my, ze

of " (1)
Cf‘j{)ut (t)

by(t)+d () +¢, (1),
—(p; () +7,;(1)).

Niech V()= (), V), ... V. ) bedzie wektorem rezerw pro-
spektywnych w ustalonym momencie ¢ dla wszystkich stanéw prze-
strzeni stanow S*. Wtedy V, macierz rezerw prospektywnych okres-

lonych w caltym okresie ubezpieczenia, jest postaci:
Vi (0)

v

V= c R(nJrl)xN* . (6)

Vii(n)

Poniewaz przedmiotem analizy jest rezerwa skladki netto, to inte-
resowac nas bedzie jedynie pierwsza kolumna macierzy V, czyli

VI, =040), V(D) .., () (7)

Wprowadzone w podrozdziale 3.1 macierze stuzg do przedstawie-
nia wektora V(f) w formie macierzowe;.

3.2. Macierzowa reprezentacja skladek i rezerw

Pierwszym krokiem do wyznaczenia rezerw jest okreslenie wysokos$ci
sktadki ubezpieczeniowe;.

Dla ubezpieczenia wielostanowego jednorazowa sktadka netto
ptatna z goéry na poczatku okresu ubezpieczenia speinia nastepujace
roéwnanie:

7,(0) =" Diag(C,, D" ) Al . (8)

PRZEGLAD
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Nr 8(14)
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Natomiast stata sktadka netto ptatna przez pierwszych m jednostek
czasu, na jakie zostat podzielony okres ubezpieczenia ( m <n), spelnia
nastepujace rOwnanie:

$” Diag(C,, D" ) Al

] . ©)
IITAT {I - Z Ik+11£+1:|D11

k=m

p:

Wyznaczenie skladek ubezpieczeniowych umozliwia okreslenie
macierzy C a wtedy dla ubezpieczenia wielostanowego wektor

out

rezerw prospektywnych w ustalonym momencie ¢ trwania okresu
ubezpieczenia jest nastepujacej postaci’:

V(t) = (C:ut + i ﬁQ* (u)CTIkHIIQIA] It+1 : (10)

k=t+1 u=t

Reprezentacja macierzowa wzorow na rezerwy i sktadki znacznie
ulatwia obliczenia numeryczne. Zauwazmy, ze w celu wyznaczenia
macierzy (6) dla przyktadéw 1-3 w przypadku konkretnej osoby wy-

starczy raz okres$li¢ macierze Q*(0),Q*(1),...,Q"(n—1),D, A, a nastep-
nie w zaleznos$ci od przyktadu macierz C,,. Wtedy mozna wyznaczy¢

sktadke — jednorazowg ze wzoru (8) lub okresowg ze wzoru (9) — oraz
okresli¢ macierz C,,,. Nastgpnie w celu wyznaczenia rezerw w mo-
mencie ¢ trwania okresu ubezpieczenia okreslone macierze podstawia
si¢ do wzoru (10).

Macierzowa reprezentacja sktadek i rezerw zostata wykorzystana
w rozdziale 4 do obliczenia tych wielkos$ci dla przyktadow 1-3.

4. Analiza wysokosci rezerw skladki netto

4.1. Opis danych i stosowanych macierzy

Na potrzeby tego podrozdziatu dokonano obliczen w celu zbadania
zalezno$ci wysokosci rezerw sktadki netto od mozliwych cech opisu-

> Dowody wzordw (8) i (9) znajduja sic w pracy [Debicka 2006]. Natomiast dowod
(10) znajduje si¢ w pracy [Debicka, Macierzowa reprezentacja rezerw...].
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jacych potencjalnych ubezpieczonych. Ze wzgledu na obszerny mate-
riat w artykule zamieszczone zostaly tylko najbardziej interesujace
przyktady, ktore obrazujg pewne zaleznosci.

Analizie poddano osoby w wieku 20-60 lat, posiadajace prawo do
zasitku dla bezrobotnych (tylko te osoby moga wykupi¢ komercyjne
ubezpieczenie). Ponadto badana kohorta charakteryzowana jest przez
nastepujace cechy: ple¢ (mezczyzna, kobieta), znajomos¢ jezykoéw
obcych, miejsce zamieszkania (miasto, wie§), wyksztalcenie (podsta-
wowe, zawodowe, Srednie, wyzsze), liczbe dzieci (co najwyzej dwoje,
minimum troje), stan zdrowia (inwalida badz nie), sekcje zatrudnienia
(wedlug PKD). Cechy te byly brane pod uwage przy okreslaniu praw-
dopodobienistw w macierzy Q(z) danej wzorem (3)°. W przyktadach
wykorzystane zostaly prawdopodobienstwa znalezienia pracy oszaco-
wane na podstawie danych dotyczacych osob bezrobotnych zamiesz-
kujacych w Jeleniej Gorze 1 powiecie jeleniogorskim w 2004 roku.
Natomiast prawdopodobienstwa straty pracy wyznaczono w oparciu o
dane z rocznika statystycznego z 2004 r. ze wzgledu na klasyfikacje
wykonywanego zawodu. Do analizy wybrana zostata sekcja M — edu-
kacja (wedtlug PKD). Obliczen dokonano dla ubezpieczen scharakte-
ryzowanych w przyktadach 1-3. Ponadto przyjeto, ze skladki obli-
czane s3 dla ubezpieczen zawartych w styczniu 2004 roku.

W celu wyznaczenia macierzy A danej wzorem (4) przyjeto, ze
miesigczna stopa procentowa i (w trakcie catego okresu ubezpiecze-

nia) jest stala, a wtedy o(k)=0* =(1+i)*. W przyktadach nume-
rycznych przyjeto, ze i=0,003274 . Daje to roczng stopg procentowa
w wysokos$ci 4%; macierz A ma wtedy nastepujacag postac:

¢ Pragne podzigkowaé dr Edycie Mazurek, gdyz wyznaczenie macierzy Q(f) w tej

pracy bylo mozliwe dzigki analizie danych rzeczywistych, przeprowadzonej przez
E. Mazurek przy powstawaniu artykulow [Debicka, Mazurek 2007b; De¢bicka, Mazurek
2008].

PRZEGLAD
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STATYSTYCZNY 1 1,003 1,007 1,010 1,013 1016 1,020 1,023 1,026 1030 1,033 1,037 1,040
Nr 8(14) 0,997 1 1,003 1,007 1,010 1,013 1,016 1,020 1,023 1,026 1,030 1,033 1,037
0,993 0,997 1 1,003 1,007 1,010 1,013 1,016 1,020 1,023 1,026 1,030 1,033
0,990 0,993 0,997 1 1,003 1,007 1,010 1,013 1,016 1,020 1,023 1,026 1,030
0,987 0,990 0,993 0,997 1 1,003 1,007 1,010 1,013 1,016 1,020 1,023 1,026
0,984 0,987 0,990 0,993 0,997 1 1,003 1,007 1,010 1,013 1,016 1,020 1,023
A=]0,981 0,984 0,987 0,990 0,993 0,997 1 1,003 1,007 1,010 1,013 1,016 1,020 |.
0,977 0,981 0,984 0,987 0,990 0,993 0,997 1 1,003 1,007 1,010 1,013 1,016
0,974 0,977 0,981 0,984 0,987 0,990 0,993 0,997 1 1,003 1,007 1,010 1,013

0,971 0,974 0,977 0,981 0,984 0,987 0,990 0,993 0,997 1 1,003 1,007 1,010
0,968 0,971 0,974 0,977 0,981 0,984 0,987 0,990 0,993 0,997 1 1,003 1,007
0,965 0,968 0,971 0,974 0,977 0,981 0,984 0,987 0,990 0,993 0,997 1 1,003
0,962 0,965 0,968 0,971 0,974 0,977 0,981 0,984 0,987 0,990 0,993 0,997 1

Postacie macierzy C, , dla przykladéw 1-3 oznaczone zostaty

in?

C: , a ich postaé przedstawiona zostala poni-

in?

odpowiednio C! , C2,
zej.
Przyklad 1 (RUP - renta stata) — obliczenia numeryczne

Do analizy numerycznej przyjeto, ze przez caly czas pozostawania na
bezrobociu ubezpieczony bedzie otrzymywal rente jednostkowa.
Oznacza to, ze

1 dla j=2"i1<¢<I12 oraz
j=2@12<¢<12 oraz

j=2919<¢<12 oraz
j=2"9110<¢<12 oraz
j=2"i11<¢<12 oraz
j=2"ir=12

0 poza tym,

b,(1)=

natomiast macierz przepltywow pieni¢znych jest postaci:
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000 - 0O0O0TO 000 -« 0O0O0TO Nr 8(14)

0 b 0 0 0 0 0 0 0 0O

0 b 0 0 0 1 0 0 0O

C,=|: & ¢ Tooboioioil=lroi o b e R

0 b b b 00 O 01 1 1 0 0 O

0 b b b b 00 11 110

0 b b bbb 0) 011 1110

Przyklad 2 (RUP — renta malejaca) — obliczenia numeryczne

Do analizy numerycznej przyjeto, ze renta maleje co miesigc o 0,1,
poczawszy od pierwszej wyptaconej renty w wysokosci 1 jednostki.
Jezeli ubezpieczenie trwa 10, 11, 12 miesiecy, to wtedy renta jest
rowna 0,1. Oznacza to, ze

1 dla ;=21 1<¢<12
0,9 dla j=2% i 2<¢<12

0,2 dla ;=29 i 9<¢<I2
0,1 dla ;=2""410<r<12
0,1 dla ;=2""i11<¢<12
0,1 dla j=2"%ir=12

0 poza tym,

b,(1)=

natomiast macierz przeplywow pienigznych jest postaci:
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0 0 O 0 0 0 O 0 0
0 5 O 0 0 0 O 1 0
0 b b 0 0 O 1 0,9 o 0 0 0o
= f _ . . . . S P SERT:
0 b b b, 0 0 1 0,9 0,1 0 O
0 b b, - b, b, 0 0 1 0,9 0,1 0,1 O
0 b b, - b, b, b, O 1 09 0,1 0,1 0,1 0

Przyktad 3 (RUP — renta + §wiadczenie na przekwalifikowanie)

— obliczenia numeryczne

Do analizy numerycznej przyj¢to rent¢ malejaca, taka jak opisana w
przyktadzie 2. Natomiast warto$¢ swiadczenia jednostkowego okres-
lono na poziomie 10 jednostek. Oznacza to, ze

1 dla

0,9 dla

0,2 dla
bj(t) =

0,1 dla

0,1 dla

0,1 dla

0 poza

10 dla
cij(t) = {

0 poza

j=2" oraz

j=2% oraz

j=2Y oraz
=219 oraz
j=2"9 oraz
j=2"% oraz

tym,

1<¢<12
2<t<12

9<t<12

10<¢<12
11<¢<12
10<r<12

i=1,j=2" oraz 1<¢<12

tym.

Dla tak okreslonego strumienia $wiadczen macierz przeptywow pie-
nieznych jest nastgpujacej postaci:
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0 b+cl) O 0 0 0 O o1 0 -~ 0 0 0 0 Nr 8(14)
0 b+c(2) b, - 0 0 0 O 01409 - 0 0 0 O
C =|: : A I T S : Dot |eRPM
0 b +c(10) b, b, 0 0 0 0 11 09 --- 01 0
0 b +c(l) b, by b, 0 0 01109 -~ 0101 0 0
0 b+c(12) b, -+ b, b, b, 0 0 11 09 - 01 01 01 0

Posta¢ macierzy przeptywdw pienigznych dla strumienia sktadek za-
lezy od formy skltadek. Jezeli sktadka ptacona jest jednorazowo na po-
czatku ubezpieczenia, to dla ubezpieczen z przyktadéw 1-3 mamy, ze

—7(0) 0 0 0 0 0 0
0 000000
c - 0000000 puy
0 000000
0 000000
0 000000

gdzie wielko$¢ 7 dla danego ubezpieczenia jest liczona ze wzoru (8).

Jezeli za ubezpieczenie ptacona jest sktadka okresowa o statej wy-
sokosci (przez caly okres ubezpieczenia), to dla ubezpieczen z przy-
ktadow 1-3 mamy, ze

-P
-P
-P
-P
-P
0

13x14
out € R >

S O O O o O

S O O O o O
S O O o o o
S O O O O O
S O O O O O
S O O O o O

gdzie wielko$¢ p dla danego ubezpieczenia jest liczona ze wzoru (9).
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4.2. Zakres wysokosci rezerw skladki netto

Z badan (np. [Belzil 2001; Debicka, Mazurek 2007b; Mazurek 2000])
wynika, Ze ryzyko utraty pracy i1 szansa ponownego znalezienia za-
trudnienia zalezy nie tylko od wykonywanego zawodu, ale takze od
innych cech charakteryzujacych ubezpieczonego, takich jak: wiek,
pte¢, wyksztalcenie, liczba dzieci na utrzymaniu itp. Z innych badan
[Debicka, Mazurek 2008] wynika, ze wptyw badanych cech na wyso-
kos¢ skladki jest bardzo zroznicowany i niejednorodny, np. ustalona
cecha moze mie¢ odmienny wplyw na wysokos$¢ sktadki w dwoch
grupach zatrudnionych w roznych sekcjach PKD. Badania wykazaty,
ze pomijajac wiek, pte¢ oraz sekcje PKD, na najnizszg i najwyzsza
sktadke mogtyby liczy¢ osoby o okreslonych cechach. W tabeli 1 ce-
chy te zostaty opisane dla roku 2004 (w ktorym zostaty zawarte hipo-
tetyczne ubezpieczenia). Poniewaz cechy okreslajace osobe, dla ktorej
sktadka jest minimalna badz maksymalna, nie odpowiadaja wyobra-
zeniom o typowym nauczycielu akademickim, dlatego do analizy wy-
brano posredni zespot cech charakteryzujacy typowego nauczyciela.
Zauwazmy, ze zespot cech zawiera po 2 cechy charakteryzujace osoby
0 najnizszej 1 najwyzszej sktadce i1 jedynie cecha okreslajaca wy-
ksztalcenie nie odpowiada wyksztalceniu osoby o najnizszej badz
najwyzszej sktadce.

Tabela 1. Cechy charakteryzujace ubezpieczonych z najnizsza i najwyzsza skladka
w 2004 roku

. Sktadka Typowy Sktadka
Cechy ubezpieczonego .. :

minimalna nauczyciel maksymalna

Znajomos¢ jezyka obcego | nie zna zadnego | zna co najmniej zna co najmniej
jeden jeden

Miejsce zamieszkania miasto miasto wies
Wyksztatcenie $rednie wyzsze zawodowe
Liczba dzieci 0-2 0-2 3 i wigcej
Inwalida tak nie nie

Zrodto: na podstawie [Debicka, Mazurek 2008].

W tabeli 2 przedstawiony zostal (odpowiednio dla kobiet
1 mezczyzn) mozliwy zakres skladek jednorazowych 1 okresowych
platnych przez caly czas trwania okresu ubezpieczenia (dla
m=n=12) dla os6b w wieku 30 1 50 lat z podziatem na typy ubezpie-
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czen opisanych w przykladach 1-3. Okazuje si¢, ze niezaleznie od | srarystvczny
wieku, plci 1 typu ubezpieczenia skiadka obliczona dla kobiety jest | nrsas
prawie trzy razy wyzsza niz skladka obliczona dla me¢zczyzny. Naj-
nizszymi sktadkami charakteryzuja si¢ ubezpieczenia z przyktadu 2
(gdyz tam sa najnizsze $wiadczenia), a najwyzszymi ubezpieczenia z
przyktadu 3 (ze wzgledu na relatywnie wysokie $wiadczenia).
Tabela 2. Mozliwy zakres wysokosci sktadek jednorazowych i okresowych
Sktadka minimalna
Rok 2004 .
okresowa jednorazowa
Wiek
pte¢ | przyktad 1 | przyktad2 | przyktad3 | przyktad 1 | przyktad2 | przyktad 3
wstepu
K 0,0185 0,0141 0,0642 0,2143 0,1630 0,7445
30 M 0,0063 0,0049 0,0237 0,0741 0,0579 0,2771
50 K 0,0216 0,0158 0,0659 0,2489 0,1824 0,7613
M 0,0075 0,0056 0,0243 0,0873 0,0655 0,2835
Sktadka dla ,,typowego” nauczyciela
okresowa jednorazowa
Wiek i
wstepu pte¢ | przyktad 1 | przyktad2 | przyktad3 | przykltad1 | przyktad2 | przyktad 3
30 K 0,0201 0,0151 0,0652 0,2328 0,1748 0,7554
M 0,0070 0,0053 0,0241 0,0814 0,0626 0,2816
50 K 0,0229 0,0166 0,0667 0,2637 0,1916 0,7700
M 0,0080 0,0059 0,0246 0,0934 0,0693 0,2872
Sktadka maksymalna
okresowa jednorazowa
Wiek i
wstepu pte¢ | przyktad 1 | przyktad2 | przyktad3 | przyklad 1 | przyktad2 | przyktad 3
30 K 0,0223 0,0165 0,0666 0,2580 0,1904 0,7699
M 0,0078 0,0059 0,0246 0,0915 0,0690 0,2879
K 0,0246 0,0177 0,0678 0,2835 0,2034 0,7809
>0 M 0,0087 0,0064 0,0251 0,1015 0,0743 0,2921

Zrbdto: opracowanie wiasne.
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Najwigkszy wplyw na wysokos¢ sktadki ma wiek: osoby starsze
ptaca wyzsza skladke niz osoby miodsze. W przykladzie 1 (sktadki
minimalne) kobiety 50-letnie ptaca okoto 16% wigkszg skladke niz
kobiety 30-letnie, w przypadku mezczyzn roznica ta wynosi 18%.
Przy tym im wyzsza sktadka, tym roznica staje si¢ mniejsza i dla os6b
o cechach odpowiadajacych sktadce maksymalnej wynosi ona odpo-
wiednio dla kobiet 10%, a dla m¢zczyzn 11%. Ponadto sktadki obli-
czone dla typowego nauczyciela sa nieco blizsze sktadce minimalnej
niz maksymalne;.

Wyznaczone w tab. 2 sktadki dla typowego nauczyciela wykorzy-
stane zostaly do obliczenia rezerw skladki netto. Analiza rezerw
sktadki netto dotyczy typowego nauczyciela, gdyz ze sposobu okres-
lania rezerw wynika, ze dla danego strumienia $wiadczen im skladka
jest wyzsza, tym rezerwa sktadki netto jest nizsza.

Na rysunkach 2 i 3 przedstawione zostaly rezerwy skfadki netto
dla kazdego miesigca trwania ubezpieczenia w zaleznosci od pici (K,
M), wieku (30 lat, 50 lat) i typu sktadki (jednorazowa, okresowa) dla
ubezpieczen opisanych w przyktadach 1-3.

Okazuje si¢, ze niezaleznie od wysoko$ci $wiadczenia rezerwy
sktadki netto okreslone dla sktadki jednorazowej sa dodatnie oraz
wyzsze niz te okreslone dla sktadki okresowej, ktore sg ujemne. Po-
nadto 7;(0)=0, gdyz w momencie zawierania ubezpieczenia sktadka
netto jest tak ustalana, aby aktuarialna warto$¢ strumienia przysztych
sktadek rownowazyla aktuarialng warto$¢ strumienia przysztych
swiadczen.

W przypadku ubezpieczen ze sktadka jednorazowa caty strumien
sktadek przypada na moment rozpoczgcia ubezpieczenia, a wigc dla
t>0 mamy, ze V;(#)>0. Poniewaz zobowiazanie ubezpieczyciela
nalezy do aktywow ubezpieczonego, to mozna powiedzie¢, ze V()
jest wartos$cig netto umowy, ktoéra moze by¢ podstawg zmiany warun-
kow (w tym przypadku wykupu ubezpieczenia). Ponadto 7[(12)=0,
gdyz jest to rezerwa liczona w momencie wygasni¢cia umowy ubez-
pieczenia i po tym momencie zadne skfadki i §wiadczenia nie sg juz
realizowane.
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Rys. 2. Rezerwy sktadki netto dla przyktadu 1 i przyktadu 2

Zrodto: opracowanie wiasne.

W przypadku ubezpieczen, w ktorych okres sktadkowy jest rowny
calemu okresowi ubezpieczenia, rezerwa skladki netto moze byc¢
ujemna przez caly czas trwania umowy, jak to mozna zauwazy¢ na
rysunkach 2 i 3.
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Rys. 3. Rezerwy sktadki netto dla przyktadu 3

Zrodto: opracowanie whasne.

Poniewaz rezerwa skladki netto jest wlasnoscig ubezpieczonego,
to zazwyczaj ubezpieczyciel stara si¢, aby byla ona dodatnia, zeby
motywowacé ubezpieczonego do kontynuowania ubezpieczenia.
W takich sytuacjach, w celu uzyskania dodatniej rezerwy sktadki net-
to, rozwigzaniem jest skrocenie okresu optaty sktadek. Zauwazmy, ze
skrocenie optaty skladek jednoczesnie wptywa na ich zwickszenie.
Rysunek 4 jest ilustracjg wysokosci sktadek w zaleznosci od ich licz-
by (m), obliczonych dla przyktadow 1-3 w przypadku trzydziestolet-
niej kobiety. Dla kobiety w wieku 50 lat 1 mezczyzn zaleznoSci te sa
podobne.
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Rys. 4. Sktadka netto a czgstos¢ oplacania sktadek (dla kobiety w wieku 30 lat)

Zrodto: opracowanie wiasne.

Na rysunkach 5 i 6 przedstawione zostaty rezerwy sktadki netto w
przypadku skfadki jednorazowej, okresowej platnej przez caly okres

ubezpieczenia i sktadki platnej m" razy (1<m+ <12), dla ktorej po

raz pierwszy rezerwy obliczone dla kazdego momentu trwania okresu
ubezpieczenia s3 nieujemne.
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Rys. 5. Rezerwy sktadki netto a czgsto$¢ optacania sktadek w przyktadzie 1
i przyktadzie 2 (dla kobiety w wieku 30 lat)

Zrodto: opracowanie whasne.

Zauwazmy, ze ograniczenie czasu oplaty sktadek do 8 miesiecy w

przyktadzie 1 i do 9 miesigcy w przyktadzie 2 pozwala na uzyskanie
dodatnich rezerw sktadki netto. Natomiast w przyktadzie 3 wystarczy

zmniejszy¢ czas oplaty sktadek o jeden miesigc, aby wszystkie rezer-

wy sktadki netto byty nieujemne.
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Rys. 6. Rezerwy sktadki netto a czesto$¢ optacania sktadek w przyktadzie 3

(dla kobiety w wieku 30 lat)

Zrodto: opracowanie whasne.
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Individual unemployment insurance
— the analysis of net premium reserves

Summary: The insurance reserve for an insurance contract is a difference between the
actuarial value of future benefits and net premium. One of the ways of calculation of
reserves is the prospective method.

In the article a model for an individual insurance for financial consequences of un-
employment is proposed. Net premiums and insurance reserves are calculated according
to the method used in life insurances. In order to simplify the form of formulas, we use
matrix notation introduced in [Dgbicka, Mazurek 2008; Debicka, Macierzowa reprezen-
tacja...]. This approach enables us to give a flexible tool for the analysis of profits of
multistate insurance contracts and makes the numerical procedures to be implemented
easier.

The aim of this paper is to analyze net premium reserves for unemployment insur-
ances. Numerical examples are based on data taken from Labour Department in Jelenia
Gora for 2004.
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