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No. 5-6(9-10) 2009

Tadeusz Janaszak
(Wroctaw)

O KRESLENIU WYKRESOW
FUNKCJI WYMIERNYCH
Z UZYCIEM PROGRAMU MATLAB

Abstract. The programme Matlab is a magnificent instrument with Matlab is possible to
draw the plot of each national function. Many Times in the monitor of the computer is
drawn an incomprehensible drawing. In this article is shown a method of study of the
function with use of the Matlab.

Key words: the national function, diagram of the national function, programme Matlab.

1. Wstep

W roku 2000 autor wydal ksiazke¢ Funkcje wymierne, w ktorej
w sposob odmienny od standardowych opracowan pokazat, jak w szybki
sposob dojs$¢ do wiedzy o wygladzie danej funkcji wymiernej i naszkicowac
jej wykres. Pozycja ta powstata w wyniku doswiadczen dydaktycznych
autora. W czteroklasowej szkole $redniej badania funkcji uczono przez
wiele miesiecy. Na poczatku roku akademickiego autor robit krétki test, czy
studenci pierwszego roku, a wigc §wiezo upieczeni absolwenci szkot
srednich, potrafia narysowa¢ wykres funkcji wymiernej. Przyktady byty
proste, podane funkcje zawieralty w liczniku i mianowniku wielomian
o stopniu nie wiekszym niz dwa. Efekt byl taki, ze studenci potrafili
wykona¢ wiele obliczen wynikajacych z ogolnie przyjetego algorytmu
postepowania, znanego na pami¢C. Niestety prawie zaden nie umial chocby
w przyblizeniu przenie$s¢ wynikoéw obliczen na wykres. W efekcie na grupe
trzydziestoosobowg wykres potrafito zrobi¢ na ogot dwoch studentow, jeden
lub Zaden. Po jednych ¢wiczeniach z zastosowaniem metod opisanych
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w ksigzce proporcje odwracaty sie. Dwoch studentow, jeden lub zaden nie
potrafili narysowa¢ wykresu. Pozostali mieli wyniki zadowalajace.

W dyskusji prowadzonej na temat ksigzki autor styszat argument, ze
ksigzka owszem uczy szybkiego dochodzenia do pojecia, jak wyglada
wykres funkcji wymiernej, lecz jest spdzniona, gdyz wszystkie wykresy
robig komputery. Dzisiaj szkota §rednia zrezygnowata z nauczania nie tylko
badania funkcji, lecz z wyktadania podstaw rachunku rézniczkowego, ktory
jest potrzebny w procesie badania funkcji. Uczelnie wyzsze, w tym
ekonomiczne, znacznie ograniczyly limit czasu przeznaczonego na mate-
matyke; w $lad za tym wykonano cigcia w programach nauczania. Kroluje
argument, ze wszystko mozna znalezé w komputerze. Doswiadczenia
zdobyte przez autora w czasie ¢wiczen z programem Matlab zadaja klam
takiemu mysleniu. Bez znajomos$ci badania funkcji za pomoca klasycznych
algorytmoéw oraz bez idei zawartych w ksiazce Funkcje wymierne student
nie jest w stanie zrozumie¢ tego, co oddaje mu komputer na polecenie
narysowania funkcji. Zanalizujemy to w artykule.

Kazda funkcje wymierng
Plx
f(x)=&x;, (1)
gdzie licznik 1 mianownik sg wielomianami o wspétczynnikach catkowitych:
P(x):p0+pl-x+...+pn-x” (2)
oraz
Q(x):q0+q1-x+...+qm-x’", 3)

przy czym p, #0 i q, #0, daje si¢ przedstawi¢ w kilku réznych
postaciach. Wyciagajac wnioski z kazdej z nich, mozna wyrobi¢ sobie
poglad, jak powinien wyglada¢ wykres funkcji i to czgsto z ograniczonym
uzyciem rachunku rézniczkowego.

2. Rozklad licznika i mianownika na czynniki liniowe

Dokonujac takiego rozktadu, przedstawiamy funkcje (1) jako utamek

O )
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Zalozmy, ze jest to utamek nieskracalny'. Biorac pod uwage jedynie
pierwiastki rzeczywiste, ustalamy za pomoca siatki znakdéw potozenie
wykresu wzgledem osi odcictych’. Z postaci (4) dostajemy dziedzine
funkcji oraz asymptoty pionowe. Uwzgledniajac siatke znakow, natychmiast
odczytujemy granice funkcji w punktach, ktoére znajduja si¢ poza jej
dziedzina. Sg one réwne plus lub minus nieskonczono$¢, gdyz odwrotnos¢
liczby bliskiej zera jest liczba duza co do warto$ci bezwzglednej.
Pierwiastki zespolone wystepuja parami, jako liczby wzajemnie sprzezone:
iloczyn czynnikdéw liniowych

(x_xo Pl 'i)'(x_xo T 'i),
gdzie y, # 0 jest rowny
(x—x0)2+y02;

dla wszystkich liczb rzeczywistych x wyrazenie to jest dodatnie, tak wigc na
znak wyrazenia (4) wplywaja tylko znaki czynnikow

(x_ak)
(y_bj)

gdzie pierwiastki a; 1 b; sg rzeczywiste.

oraz

"' W przeciwnym wypadku nalezy utamek skroci¢ i oméwié ze studentami zagadnienie
dziedziny. W wypadku trudno$ci rachunkowych w rozktadzie wielomiané6w na czynniki
mozna skorzysta¢ z programu Matlab. Wystarczy wpisa¢ wspoOtczynniki wielomianu
i poda¢ komende szukania pierwiastkow.

? Wyznaczajac siatke znakow, nie nalezy powielaé¢ dydaktycznego bledu powtarzanego
latami w prawie wszystkich opracowaniach dotyczacych nierdéwnosci wymiernych i nie
zapisywa¢ wyrazenia (4) jako iloczynu licznika i mianownika. W licznych podrecznikach
nazywa si¢ taki zabieg postacig iloczynowg; jakby funkcja (4) nie bylta iloczynem. Nalezy
réwniez unika¢ rysowania tzw. wezyka. Zabieg taki utrudnia studentowi poprawne zrozu-
mienie nieréwnosci 1 uniemozliwia narysowanie funkcji (1). Znak wyrazenia (4)
w poszczegolnych przedziatach wyznaczonych przez rzeczywiste pierwiastki licznika
i mianownika zalezy bowiem li tylko od parzystej badZ nieparzystej ilosci znakoéw ujem-
nych w wyrazeniu (4) bez wzgledu na to, czy czynniki ujemne znajduja si¢ nad czy pod
kreska utamkowa. Nie odwotujemy si¢ w takim wypadku do czarow w postaci wezyka,
tylko do prawa znakow, co w wykladzie matematyki jest zrozumiate, w przeciwienstwie do
postaci iloczynowej 1 weza. Uwagi autor oparl na wieloletniej praktyce dydaktyczne;j.
Niestety prawie wszedzie krdluje postac iloczynowa 1 wezyk. Mato tego, jesli uczen lub
student nie wykona tych dziwacznych operacji, naraza si¢ na otrzymanie oceny niedosta-
tecznej. Mozna tu dopasowac dziewigtnastowieczng facecje Wezyku beju wiecej oleju.



56 Tadeusz Janaszak

Uwzgledniajac krotno$¢ pierwiastkow licznika, potrafimy narysowac
ksztatt funkcji w punktach przecigcia jej wykresu z osig pozioma. Jesli
pierwiastek rzeczywisty licznika ma krotnos$¢ parzysta, wowczas w danym
punkcie jest ekstremum, przy czym z uktadu znakéw wyrazenia (4) wynika
jasno, czy jest to minimum, czy maksimum. W wypadku gdy rzeczywisty
pierwiastek licznika ma krotno$¢ nieparzysta wigksza badz rownag trzy,
wowczas wykres jest w tym punkcie styczny do osi odcigtych i w miejscu
tym jest punkt przegigcia. Jesli pierwiastek jest jednokrotny, wowczas
funkcja przecina o$ pod pewnym katem. Mozna to narysowa¢ dowolnie lub
obliczy¢ pochodng wstawi¢ do wzoru warto$¢ pierwiastka i odczytaé
wspotczynnik katowy. Wszystkie te wnioski mozna wyciggna¢ ze
znikomym udzialem rachunku rézniczkowego®. Funkcje nalezy kreslié
stopniowo, nanoszac te fragmenty, co do ktorych wygladu jesteSmy pewni
na podstawie wnioskow wyciaganych z postepujacej analizy zadania.

3. Wydzielenie czes$ci calkowitej

Jesli stopien mianownika jest wickszy od stopnia licznika, woéwczas
czg$¢ calkowita funkcji wymiernej] wynosi zero 1 w takim wypadku
najtatwiej narysowac jej wykres, granice bowiem funkcji w nieskonczonosci
wynoszg zero . To, czy wykres przebiega w nieskonczono$ci w gornej, czy
w dolnej poélptaszczyznie, zalezy od siatki znakow wyrazenia (4).
Uwzgledniajac poprzednio i obecnie uzyskane wyniki, mamy znaczng czgs¢
wykresu (zob. rys. 1: czesci ciaggle pogrubione).

Jesli stopien licznika jest wigkszy od stopnia mianownika lub mu
rowny, wowczas dzielagc wielomian P(x) przez wielomian Q(x), wyodrg-
bniamy czeg$¢ catkowita funkcji f{x) oraz jej cze$¢ utamkowa:

_ U(x)+ B)
f(x) = U(x)+ Q(x)’ (%)
gdzie
Ux)=uy +u, -x+...+u, , -x"", (6)

3 Czytelnikowi radzimy napisa¢ kilka funkcji wymiernych i zrobi¢ odpowiednie kawatki
wykresow.

* Wniosek ten jest oczywisty. Wynika on z tego, ze odwrotno$é liczby duzej co do war-
tosci bezwzglednej jest liczba bliska zera.
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przy czym
pl‘l
Uy =
9
oraz
R(X)=7,+7r -x+.tr, -x°, (7)

gdzie liczba naturalna s jest mniejsza od liczby m.

Po roztozeniu reszty R(x) na czynniki liniowe cze$¢ utamkowsq funkcji
wymiernej f(x) przedstawiamy w postaci utamka nieskracalnego i wyzna-
czamy dla niego siatke znakow podobnie jak w wypadku wyrazenia (4).

Cze$¢ catkowita U(x) bedzie linig prosta rownolegla do osi odcietych
o réwnaniu

P,
y=-", (8)
q,

jesli stopien licznika jest roOwny stopniowi mianownika. Jesli stopien
licznika jest o jeden wigkszy od stopnia mianownika, wowczas czesé
catkowita bedzie prosta o rownaniu

pn _x_i_pn—l'qnfl _zpn.qn72. (9)

y =
qnfl qn_l

Gdy stopien licznika jest o dwa wiekszy od stopnia mianownika, czg$¢
catkowita funkcji wymiernej (1) jest parabolg o rownaniu

y=a-x"+b-x+c, (10)

gdzie liczby a, b oraz ¢ wyrazajg si¢ przez wspotczynniki wielomiandw P(x)
1 O(x) w sposob nastepujacy:
— wspolczynnik stojacy przy x°

p
a=—",

qn—Z
— wspotczynnik stojacy przy x
b: pn—l .qn—Z _pn .qn—?a

2 2

qn72
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— wyraz wolny

C

_PuaGus Pu e Gus = Pat Gaa G+ P s
! .
Qn—z

Po wydzieleniu czgsci catkowitej funkcji wymiernej nalezy narysowaé
jej wykres. Gdy jest to linia prosta lub parabola, jest to czynnos¢
natychmiastowa. Jesli jest to wielomian wyzszego stopnia, mozemy
wykonaé to, postugujac si¢ klasycznymi metodami badania funkcji lub
uzywajac do tego celu programu Matlab. W kazdym razie latwiej jest
wykresli¢ wykres wielomianu U(x) niz funkcji wymiernej f(x). Poniewaz
w czgs$ci ulamkowej

R(x)

O(x)

stopien licznika jest mniejszy od stopnia mianownika, wigc granica tego
wyrazenia zar6wno w plus, jak 1 minus nieskonczonos$ci jest rowna zero.
Oznacza to, ze cze$¢ catkowita U(x) jest dla funkcji wymiernej f{x)
asymptota. Rozktadajac licznik i mianownik czg¢$ci utamkowej na czynniki,
sporzadzamy siatke znakow 1 ustalamy potozenie wykresu funkcji
wymiernej f(x) wzgledem jej asymptoty U(x). Nanosimy wyniki takiej
analizy na wykres, ktorego fragmenty juz mamy dzigki wcze$niejszym
wnioskom; mamy zatem juz wiele jego czeg$ci. Dysponujac ta wiedza,
orientujemy si¢, jak powinien wygladaé caly ksztalt funkcji wymierne;.
Brakujace informacje mozemy uzyskaé, analizujac znak pierwszej i drugiej
pochodnej’. W wypadku wyzszych stopni odpowiednie wielomiany mozna
szybko roztozy¢ na czynniki, postugujac si¢ programem Matlab.

4. Czes¢ glowna asymptoty

We wzorze (6) wyciagnijmy przed nawias czynnik

un—m"x
Otrzymujemy
Ulx)=u,, x"" [H”"""* e 1] (1)
unfm x u}'l*"l

> Pochodne mozna wyliczy¢ z uzyciem programu Matlab.
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1w §lad za tym

_ Ly mm Uy l Uy . 1 R(X)
f(x)=u, , -x [1+—u x+...+u . j+Q(x). (12)

n—-m n—-m
Z wzoru (12) wynika, ze w plus 1 minus nieskonczonos$ci funkcje f(x)
oraz

sg asymptotycznie rowne. Poniewaz parabol¢ o rGwnaniu
y=u,,-x"" (13)
jest bardzo tatwo wykresli¢, przeto mozna wyciagna¢ szybki wniosek, jak

wyglada funkcja wymierna w nieskonczonosci.

5. Przyklady

Przyklad 1. Rozwazmy funkcje, ktora w liczniku ma stopien jeden,
a w mianowniku stopien dwa, przy czym w mianowniku sa dwa pierwiastki
rzeczywiste:

x—2
V== . (14)
X' —x
Po rozktadzie licznika i mianownika funkcja ma postac:
x=2
= = 15
y=— (o) (15)

Z tego wzoru wnioskujemy, jak wygladaja fragmenty wykresu. Na rysunku
1 siatk¢ znakéw oznaczono symbolicznie plusami i minusami®, linia ciagla
pogrubiong zaznaczono wnioski wynikajace z siatki znakdw i tego, ze czg$¢
catkowita funkcji wymiernej jest rowna zero. Granice w nieskonczonosci
wynosza zero. Asymptoty pionowe przechodza przez punkty x = 0 oraz
x=1. Linig przerywang zaznaczono domyst, jak funkcja moze wygladac.

W przedziatach oznaczonych plusem wykres przebiega nad osig odcietych, a w prze-
dziatach oznaczonych minusem — pod nig.
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Domyst potwierdzi sig¢, jesli zastosujemy klasyczne metody z zastoso-
waniem rachunku rozniczkowego’.

Rys. 1

Rysunek 1 daje wyobrazenie o ksztalcie funkcji i jej wiasnosciach®,
chociaz jest obarczony pewnymi btgdami. Nie jest zachowana proporcja
migdzy warto$cia rzednej punktéw, w ktorych funkcja ma minimum

7 Zauwazmy, ze bez obliczen mozna wywnioskowaé, iz rzedna punktu, w ktorym funk-
cja ma minimum, jest wi¢ksza od rzg¢dnej punktu, w ktorym funkcja ma maksimum. Wyni-
ka to z faktu, ze gdyby byto odwrotnie, wowczas funkcja mialby z liniag pozioma y = y,
cztery punkty wspdlne dla pewnego yy, a to jest niemozliwe, gdyz rownanie kwadratowe
moze mie¢ co najwyzej dwa pierwiastki rzeczywiste. Pochodne pierwsza i druga mozna
obliczy¢ na kartce papieru lub z zastosowaniem programu Matlab.

¥ Jesli interesujg nas parametry liczbowe i wspotrzedne poszczegolnych punktow, tatwo
mozemy je obliczy¢, réwniez z uzyciem komputera. Badanie funkcji ma daé rozsgdng
wiedze¢ o funkcji, a nie jej doktadne warto$ci. W czynnosci rozsgdnego poznawania funkcji
komputer nie moze zastgpi¢ rozsadnego dziatania czlowieka. Aby w sposob racjonalny
korzysta¢ z mozliwosci, ktore daje komputer, nalezy zdobywaé klasyczne wyksztatcenie.
Komputer tego nie zastapi.
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i maksimum. W poréwnaniu z wartoscig rzednej punktu maksymalnego
rzedna punktu minimalnego powinna byé znacznie wigksza’. Chcac
zachowa¢ proporcje, utracilibySmy mozliwos¢ wykonania czytelnego
rysunku. Takie wlasnie wyniki daje komputer; przy zachowanych
proporcjach nie oddaje rysunku funkcji, ktéry pozwolitby od jednego rzutu
oka wyrobi¢ sobie poglad o jej wlasnosciach.

Jesli wprowadzimy do komputera wzor (14), to musimy rowniez podaé
dziedzing. W wypadku gdy bedzie to przedziat od minus jeden do pigciu,
otrzymamy wykres mniej wigcej taki, jak na rysunku la. Obliczenia zostang
wykonane przez komputer doktadnie, lecz rozdzielczo$¢ ekranu
1 zastosowane przez urzadzenie proporcje zgubia wszystkie niuanse, ktore
niosg informacje o wygladzie funkcji.

A
y
1000 ——

—-1000

Rys. 1a

? Odcigta obu punktow powinna sie znajdowaé¢ w jednakowej odleglosci od punktu
x = 2. Nie zachowali$my tej odleglosci ze wzglgedu na wymiary strony.
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~1000 1000

Rys. 1b

Jesli podamy dziedzing: przedzial od minus do plus tysigc, otrzymamy
rysunek najprostszej postaci jego asymptoty (rys. 1b). W tym wypadku
rozdzielczo$¢ ekranu réwniez nie pozwoli dostrzec niuansow. Jesli chcemy
zobaczy¢ rzeczywisty ksztalt funkcji, mozemy zada¢ dziedzing
w odpowiednich kawalkach, np. w przedziale od jednej dziesiatej do
dziewigciu dziesigtych, wowczas otrzymamy precyzyjny obraz tej czesci
wykresu z rysunku 1, ktora znajduje si¢ migdzy asymptotami. Bedziemy
mogli odczyta¢ polozenie punktu minimalnego. Podobnie, jesli chcemy
pozna¢ funkcje w okolicach punktu maksymalnego, nalezy zada¢ dziedzing,
np. od liczby nieco wigkszej od jedynki do, powiedzmy, pigciu. Otrzymamy
wtedy precyzyjny obraz tej czgsci wykresu z mozliwo$cig odczytania
wspotrzednych punktu maksymalnego. Aby to uczyni¢, trzeba jednak miec
wyobrazenie, jak wyglada wykres catej funkcji, czyli potrafi¢ wykresli¢
rysunek 1. Komputer moze nas wowczas wspomoc w obliczeniach
i rachunkach, jednak nie zastapi rozumowania i1 logicznego wyciagania
wnioskow.

Przyklad 2. Rozpatrywana funkcja ma taki sam mianownik, jak
w przykladzie pierwszym, a licznik jest stopnia drugiego:

_x2—2

2 .
X —X

y (16)

Rozktadajac licznik i mianownik na czynniki, dostajemy wzor

(r=v2)-(x++2)

x-(x—l) ’ {17
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natomiast dzielac licznik przez mianownik, wydzielamy cze$¢ catkowita
1 utamkowa:
pole 272 (18)
x~(x—1)
Opisang powyzej metoda mozemy wykona¢ rysunek oddajacy w przy-
blizeniu ksztatt funkcji (rys. 2).

A
y
/
\\J/
O Q O ©)
1 _/// R
o-ooo.... "
\\ //.
N\ /
tN . -/ + R
_\/5\0 1 2 2 X
\ /

Rys. 2

Ciagla pogrubiong linig oznaczono wnioski, ktdre ptyng z siatki znakow
dla funkcji (17); siatke te¢ oznaczono znakami plus 1 minus bez kotek. Siatka
ta wyznacza potozenie wykresu wzgledem osi odcigtych. Plusy i minusy
w kotkach oznaczaja siatke znakow dla czgsci utamkowej funkcji (zob.
wzor (18)), a zatem siatka ta wyznacza potozenie wykresu funkcji
wzgledem asymptoty poziomej o réwnaniu y = 1 (zob. wzor (18)); na ry-
sunku 2 wnioski stad plynace zaznaczono linig pogrubiong kropkowana.
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Pozostate czg$ci wykresu, zaznaczone linig cienka przerywang, to domyst,
jak moze wyglada¢ wykres funkcji (16). Sprawdzenie przypuszczen
uzyskujemy dzigki analizie znaku pierwszej 1 drugiej pochodne;.
Zauwazmy, ze z analizy obu siatek znakow powstat prawie caty wykres.

Jesli podobnie jak w przyktadzie pierwszym zadamy funkcje (16) do
komputera, wowczas w dziedzinie od minus jeden do pigciu otrzymamy
rysunek prawie identyczny jak w przykladzie pierwszym (rys. la).
W przypadku zadania dziedziny od minus do plus tysigca komputer
wykresli asymptote pozioma, czyli funkcje y =1 (rys. 2a).

~1000 1000

Rys. 2a

Przyklad 3. Niech bedzie dana funkcja

x' =2
y=5__ (19)
X —Xx
Rozktad licznika 1 mianownika wyglada nastepujaco:
(- ¥2) (* + /2 +44)
= , (20)
X- (x - 1)
a rozklad na czgs¢ catkowita 1 utamkowa :
P W Q1)

x-(x—l)'

Wyciaggajac wnioski z obu postaci, mozemy w przyblizeniu
naszkicowac wykres (rys. 3).
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Rys. 3

Podobnie jak w przykladzie drugim, linig ciagla pogrubiong zaznaczono
fragmenty wykresu, ktore sa konsekwencjami siatki znakow dla badanej
funkcji — wzor (20). Potozenie wzglegdem asymptoty o rOwnaniu y = x + 1
ustalono na podstawie siatki znakdéw czgsci ulamkowej (zob. wzor (21)),
ana rysunku 3 oznaczono linig pogrubiong kropkowang. Domyslne czesci
wykresu zaznaczono linig cienkg przerywang. Ostateczny ksztatt linii
sprawdzamy za pomocg siatki znakéw dla pochodnych: pierwszej 1 drugie;.
Zauwazmy, ze na wykresie funkcji na prawo od x = 2 nie moze by¢
ekstreméw. Gdyby bowiem byto maksimum, z ksztattu funkcji wynika, ze
powinno réowniez by¢ minimum, a to z kolei powodowatoby, iz wykres
funkcji przecinatby si¢ w czterech punktach z linig poziomg o réwnaniu
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y = yo dla pewnego yo, co jest sprzecznoscia, rOwnanie bowiem trzeciego
stopnia nie moze mie¢ czterech pierwiastkow.

W przypadku zadania w programie Matlab wzoru (19) i dziedziny od
minus jeden do pigciu wykres funkcji bedzie prawie identyczny z rysunku
la. Wynika to z tego, ze przeciwdziedzina jest rozciggni¢ta do duzych liczb
i proporcje pochtaniaja mniejsze wartosci. W przypadku zadania dziedziny
od minus do plus tysigc, komputer wykresli jako wykres funkcji czgs¢
gldwng asymptoty wg wzoru (13), czyli funkcje y = x (rys. 3a).

-1000 ——

Rys. 3a

Rysunki kreslone na podstawie obliczen numerycznych przez komputer
sg zgodne z logikg nanoszenia wynikow, lecz proporcje nie daja czytelnych
informacji. Chcac poznaé¢ doktadnie wartosci i1 ksztatt funkcji, nalezy
zadawac¢ do programu komputerowego przedziaty domknigte mieszczace si¢
catkowicie w dziedzinie i1 zawierajace interesujace nas punkty. Ktére punkty
sag wazne, uzytkownik komputera powinien wiedzie¢ na podstawie
wyobrazenia o ksztalcie funkcji, co powinien osiggna¢ bez specjalnego
udziatu urzadzen elektronicznych. W tym celu koniecznoscig jest nauczanie
studentow klasycznych metod badania funkcji.

Przyklad 4. Dana jest funkcja wymierna, w ktorej stopien licznika jest
o dwa wigkszy od stopnia mianownika:

x' =6 +9-x*+4-x-12

2
X —X

y (22)
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Zapiszmy rozktad licznika i mianownika na czynniki liniowe:

G2 (e )-(:-3)

. 23
X- (x - l) )
Cze$¢ catkowita tej funkcji jest parabola, a jej czg$¢ utamkowa jest podobna
jak w poprzednich przyktadach:

y=x>-5-x+4+8- x 15

. 24
Podobnie jak w poprzednich przyktadach wykonujemy szkic funkcji (rys. 4).

_'......0

Rys. 4
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W przykladzie pierwszym czg$¢ catkowita funkcji wymiernej byla
rowna zero, w zwigzku z tym asymptota pozioma byla o§ odcietych.
W przyktadzie drugim stopien licznika 1 mianownika byly rowne,
a wspotczynniki przy najwickszych potegach wynosily jeden, a wiec czgsé
catkowita funkcji wynosita y=1 1 takie tez jest réwnanie asymptoty
poziomej dla funkcji (16). Przyktad trzeci ma asymptotg uko$ng o réwnaniu
y =x + 1, gdyz taka jest czg$¢ catkowita funkcji (19). Teraz taka sama role
jak asymptotyczna linia prosta pozioma lub ukosna w poprzednich
przykladach petni parabola y = x* — 5x + 4, ktora jest czeScig catkowitg
funkcji (22). Objasnienia do rysunku 4 sg takie same, jak we wczesniejszych
przykladach. Zrezygnowano tylko =z oznaczania plusow 1 minuséw
wyznaczajacych polozenie wykresu wzgledem osi odcigtych i wzgledem
asymptoty paraboliczne;j.

Zadanie wykreslenia funkcji w przedziale od minus jednego do pigciu
komputer wykona identycznie, jak pokazano na rysunku la. Wynika to
z efektu proporcji. W zadanym przedziale warto$ci paraboli sg nieduze
w poréwnaniu z warto§ciami granicznymi, gdy argument jest w poblizu
pierwiastkbw mianownika. W przedziale od minus do plus tysigca
dostaniemy wykres paraboli y = x*, ktéra jest czescig gtowng asymptoty:

A
Y

1 000 000——

v

[ [
~1000 0 1000 *
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Rys. 4a

Przyklad 5. Rozwazmy funkcj¢ wymierng, w ktorej stopien licznika
jest o trzy wigkszy od stopnia mianownika:

_x5—4-x4+x3 +10-x*—4-x-8

y ; (25)

2
X —X

a ktorej rozklad licznika i mianownika na czynniki liniowe wyglada
nastepujaco:
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_ (x+1)2 -(x—2)3

= , 26
y (o) (26)
a rozklad na cz¢s$¢ catkowita 1 utamkowa ma postaé:
y=x3—3-x2—2-x+8+4-x—_2. (27)
X (x - 1)

Dokonujac analizy siatek odpowiednich siatek znakow, mozemy w
przyblizeniu naszkicowaé wykres badanej funkcji (rys. 5).

A

1

v

000009 - -
v
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N

=

Rys. 5
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W punkcie x = 2 funkcja ma punkt przegigcia, co wynika z tego, ze
dwojka jest potrjnym pierwiastkiem jej licznika. Dla argumentu réwnego
minus jeden funkcja ma maksimum. Asymptota szescienna ma pierwiastki
w punktach

x=2
oraz

-+

co L7
27 2

Latwo jest wyliczy¢ ekstrema asymptoty sze$ciennej oraz jej punkt
przegigcia. W przedziale x € [1, 5] komputer wykona taki sam rysunek, jak
w przyktadzie pierwszym. W duzym zakresie dziedziny komputer narysuje
cze$é glowna asymptoty szesciennej, czyli funkcje y = x°.

Liczne zadania praktyczne sprowadzaja si¢ do przedstawienia wyniku
badan w formie funkcji wymiernej (V. Lifshitz (1994)). Przedstawiona
w artykule metoda pozwala na bardzo szybkie przedstawienie takiej funkcji
na orientacyjnym rysunku. Chcac uzyska¢ doktadny wykres poszczegélnych
fragmentow funkcji, mozna postuzy¢ si¢ programem Matlab, zadajac
odpowiednie zakresy dziedziny.
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