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Piotr Dniestrzanski, Andrzej Wilkowski
(Wroctaw)

O PARADOKSIE HALLA
I RZUCANIU MONETA

Abstract. In this paper we analyses what the causes of intuition®s failure are when it comes
to probability. We try to indicate the points, in which appear the disorders of intuition, on
the example of Monty Hall paradox, Penney's game (based on flipping the coin) and also
regular exercise of theory of probability.

Key words: Hall's paradox, Penney's game.

1. Wstep

W artykule analizujemy przyczyny zawodno$ci intuicji w zaga-
dnieniach probabilistycznych. Na przykladzie paradoksu Monty Halla,
standardowego zadania rachunku prawdopodobienstwa oraz gry Penneya,
bazujacej na rzucaniu moneta, probujemy zlokalizowaé punkty, w ktorych
nastepuje zaburzenie intuicji.

2. Paradoks Monty Halla i kule w urnie

Jednym z najbardziej znanych przyktadéw braku intuicji w rachunku
prawdopodobienstwa jest paradoks Monty Halla. Byl on (i ciagle jest)
doswiadczany w praktyce — biernie, a czasami czynnie — przez znaczny
odsetek populacji. Zrodlem tego paradoksu byt znany w duzej czesci $wiata
popularny teleturniej, w Polsce realizowany pod nazwa IdZz na catosc.
Chociaz byl on juz wielokrotnie analizowany na rdéznych poziomach
ogolnosci, warto go w tym miejscu przypomnie¢. Uczestnik gry ma do
wyboru jedng z trzech bramek, z ktorych dwie s3 puste, a jedna zawiera
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nagrod¢. Po wyborze bramki (w ktérej gracz ma nadziej¢ znalez¢ nagrode)
prowadzacy teleturniej odstania jedng z dwdch pozostatych. Okazuje sie, ze
jest ona pusta. Gracz wie teraz, ze nagroda jest w jednej z dwoch bramek:
w tej, ktérg wybral, lub w nie odkrytej (i nie wybranej). Zgodnie z regutami
teleturnieju gracz dostaje propozycje zamiany bramki. Czy powinien
skorzysta¢ z tej mozliwo$ci, czy raczej zostaé przy swoim wyborze?
Zakladamy oczywiscie, ze uczestnik teleturnieju kieruje si¢ obiektywnie
racjonalnymi kryteriami i postgpuje tak, aby maksymalnie zwigkszy¢ szanse
wygranej. W pierwszej (intuicyjnej) ocenie jego decyzja nie powinna mieé
znaczenia. Przeciez od momentu odstoni¢cia jednej z bramek prawdo-
podobienstwo, ze nagroda jest w jego bramce jest takie samo (i wynosi 72)
jak prawdopodobienstwo, ze znajduje si¢ ona w drugiej. Nie wida¢ powodu,
dla ktorego miatoby by¢ inaczej. Z drugiej strony dlaczego odstonigcie
jednej z bramek mialoby zmienia¢ prawdopodobienstwo jego wygranej,
ktoére na poczatku wynosito 1/3. Paradoks Monty Halla jest wdzigcznym
obiektem do wskazania palcem powodu niektérych sytuacji, w ktorych
zawodzi intuicja. Wczujmy si¢ na chwile w rolg gracza, ktory ma wiasnie
podja¢ decyzje o zmianie (lub nie) swojego wyboru. Nawet jesli
dysponujemy odpowiednimi narzedziami matematycznymi, konstrukcja
modelu, z ktorego jasno bedzie wynikal potrzebny nam rozktad
prawdopodobiefstwa, wymaga pewnej wprawy. My nawet nie sprobujemy
tego robi¢, chociaz nie jest to dla przecigtnego probabilisty zadanie zbyt
skomplikowane. Wykonamy za to manewr, ktory czgsto (nie tylko
w rozwazaniach matematycznych) daje lepszy oglad sytuacji. Krok do tytu.
Pomy$lmy, jak widzielibySmy problem, gdybySmy zrobili analizg
konsekwencji naszych decyzji jeszcze przed wejsciem do studia
nagraniowego. A najlepiej jeszcze wczesniej. Przy stoliku z otdowkiem
w reku. Mamy do wyboru tylko dwie strategie. IS¢ w zaparte, czyli nie
zmienia¢ podjetej decyzji, lub przeciwnie, na pewno z niej skorzysta¢ —
nazwijmy ja strategiq gietkq. Rozwazmy zatem, co si¢ stanie, jezeli
decydujemy si¢ na t¢ druga. Nie zmieniajac ogdlnosci, mozemy zatozy¢, ze
pierwszy nasz wybor pada na bramke¢ numer 1. Na rysunku 1 przedstawiono
wszystkie mozliwe kombinacje w grze. Zauwazmy, Ze tylko pierwszy uklad
jest dla nas przegrywajacy — niezaleznie od tego, ktoéra bramka zostanie
odstonigta strategia gigtka prowadzi do porazki. W dwodch nastepnych
uktadach zmiana decyzji daje wygrana.
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1 2 3
NAGRODA PUSTA PUSTA
1 2 3
PUSTA NAGRODA PUSTA
1 2 3
PUSTA PUSTA NAGRODA

Rys. 1. Mozliwe rozktady bramek w paradoksie Monty Halla

Strategia gietka prowadzi wigec w dwoch na trzy przypadki do
wygranej. Zatem stosowanie tej strategii dwukrotnie zwieksza prawdo-
podobienstwo wygranej. OczywisScie natychmiastowym wnioskiem stad
jest, ze strategia iS¢ w zaparte daje prawdopodobienstwo wygranej rowne
1/3. Zatem odstonigcie jednej z bramek nie zmienia jej, chociaz widzimy
dwie bramki, z ktorych jedna zawiera nagrode.

Nie ulega watpliwosci, ze paradoks Monty Halla to przyklad na tezg, ze
powodem zagubienia i problemow z wycigganiem racjonalnych wnioskow
bywa zbyt maty dystans do wydarzen. W opisanej grze oszacowanie szans
na wygrang juz po odkryciu jednej z bramek jest trudne tylko z powodu
bliskosci problemu. Wycofanie si¢ na pozycje dajace pelny oglad sytuacji
daje wigksza jasnos¢ 1 (w tym przypadku) trywializuje zagadnienie.

Rozwazmy teraz przyktad typowego zadania elementarnego rachunku
prawdopodobienstwa poddanego nieco wymyslnej modyfikacji. Z bedacej
na potce urny, zawierajacej b kul bialych i ¢ kul czarnych, wysypaty si¢
kule. Spadajac, dwie z nich zatrzymatly si¢ na nizszej potce, a nastgpnie
jedna spadta na ziemig. Jakie jest prawdopodobienstwo, Ze na ziemi lezy
kula biata? Modyfikacja standardowego zadania, w stosunku do typowe;j
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wersji podrecznikowej, polega na zamianie urny poczatkowo pustej nizsza
potka, a wyciaganie wysypaniem si¢. Najpewniej wprawiony w rozwia-
zywaniu tego typu zadan uczen (student) i tak postgpitby wedtug znanego
sobie schematu i wykorzystal wzér na prawdopodobienstwo catkowite lub
szybko naszkicowal drzewko. Jak jednak oszacowalibySmy prawdo-
podobienstwo zdarzenia, ze na ziemi lezy kula biala, gdyby$Smy obser-
wowali zdarzenie opisane w tresci zadania z oddali i nie zauwazyli
momentu w ktérym dwie kule przez chwile toczyly sie po nizszej potce (lub
— idac po wersji podrecznikowej — przeoczyli czas, w ktérym dwie kule
byly w innej urnie). DalibySmy natychmiastowa odpowiedz — szukane
prawdopodobienstwo wynosi

b
b+c

Czyli doktadnie taka, jaka otrzymamy, analizujac gatezie drzewka. Mozna
podejrzewaé, ze w obydwu przedstawionych przyktadach intuicja zawodzi
z powodu zbyt drobiazgowej obserwacji zdarzen.

Warto zauwazy¢ rowniez, ze paradoks Monty Halla jest rownowazny
paradoksowi wig¢znia, znanemu tez jako problem Serbelloni. Interesujace
podejscie do problemu Serbelloni przedstawit A. Smoluk (1997). Przyktady
wielu podobnych niestandardowych rozwigzan zadan z rachunku prawdo-
podobienstwa podali P. Dniestrzanski 1 J. Sacata (2006).

3. Rzucanie moneta i gra Penneya

Podamy teraz przyktad szwankowania intuicji w grze oparte] na
rzucaniu symetryczng moneta. Opis gry (troch¢ bardziej subtelnej od
opisanej wyzej) wymaga krotkiego wprowadzenia.

Niech X bedzie zmienng losowa przyjmujacg wartosci catkowite
nieujemne:

X:Q—->{0,1,...}.
Zaktadamy ponadto, ze X ma skonczony drugi moment:
E(X?) < .

Do badania rozkladéow tego typu zmiennych losowych wygodnie jest
korzysta¢ z funkcji tworzacej prawdopodobienstwa zmiennej X, zdefi-
niowanej jako formalny szereg potegowy:
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Gy(2)=Y P(w: X(@)=k)z* = E(z"). (1)
k=0
Powyzszy szereg zmiennej z zawiera calg informacj¢ o zmiennej
losowej X. Wida¢, ze

Gx(1) = 1.

Odwrotnie, kazdy szereg potegowy G(z) o nieujemnych wspotczynnikach,
spetniajacy rdwnanie G(1) = 1 jest funkcja tworzacg prawdopodobienstwa
pewnej zmiennej losowej. Wazna cechg takiej funkcji jest to, ze upraszcza
ona obliczanie wartos$ci Sredniej 1 wariancji zmiennej losowej X. W tym celu
wystarczy wyznaczy¢ pierwszg i drugg pochodng szeregu (1), dla z = 1, oraz
wzig¢ ich kombinacj¢. Otrzymujemy:

E(X)=G(1), (2)
Var(X)=E(X*)—-(E(X)) =Gy(D+G,()— (G (D). 3)

Przyklad 1. Wzory (2) i (3) wykorzystamy w przypadku procesu, ktory
ma tylko dwa wyniki. Gdy rzucamy monetg, wowczas prawdopo-
dobienstwo, ze wypadnie orzet — O, wynosi p, a prawdopodobienstwo
reszki — R, jest rowne ¢, gdzie

p+tq=1, porazg>0.

Dla monety wywazonej p = g = .. Nie zawsze jednak tak jest. Jak
podano w ksigzce (R. Graham, D. Knuth, O. Patashnik (1998)) w przypadku
nowo wybitej amerykanskiej jednocentoéwki mamy p ~ 0,1 (rozklad masy
powoduje, ze Lincoln czes$ciej wypada na dot). Niech teraz X, bedzie
zmienng losowa opisujacag ilos¢ niezaleznych rzutow moneta, dopoki nie
wypadnie po raz pierwszy wzorzec 4 = ROOOQO. Nalezy wyznaczy¢ §rednig
1 wariancj¢ tej zmiennej. Postluzymy si¢ metoda podang w podreczniku
(R. Graham, D. Knuth, O. Patashnik (1998)). Niech S oznacza sume¢
uktadow zawierajacych wzorzec A:

S =RO0O0O0 + OROOOO + RROOOO + ...

Przez N oznaczamy sume¢ uktadow, w ktérych wzorzec A nie pojawia
sie:
N=1+O+R+00+OR+RO+RR+ ...
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W zwiazku z powyzszym prawdziwe sg zalezno$ci migdzy S a N:
1+NO+R)=N+S
NROOOO = S.

Gdy O zastagpimy przez pz i R przez gz, a nastgpnie z danych wyzej
zwigzkow wyznaczymy S, otrzymamy funkcje tworzaca Gu(z), zmiennej
losowej Xy:

4 s

zZ
G,(z)=———L1 .
pqz —pz—qz+1

Wobec tego, na podstawie wzorow (2), (3), mamy:
EX)=p g,
Var(Xy) = p_gq_2 — 9p_4q_1.

Gdy

pP=q9="
dostajemy:

E(X) =32,
Var(Xy) = 736.

Rozumowanie przedstawione w tym przyktadzie mozna uogolnic.
Prawdziwy jest ponizszy fakt.

Twierdzenie 1 (R. Graham, D. Knuth, O. Patashnik (1998)). Niech
Xy bedzie zmienng losowq opisujgcq ilos¢ niezaleznych rzutow monetq,
do pierwszego pojawienia si¢ wzorca A (ortow — O, reszek — R) diugosci
m=1,2, ... Zatozmy, ze prawdopodobienstwo wypadniecia orta — O wynosi
p, prawdopodobienstwo reszki — R, bedzie rowne q, gdziep + g =1, p > 0,
q>0.

Wowczas

E(X) =3 4[4 = 4]

Var(X ) =(EQX)Y =Yk~ 4[4 = 4],
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gdzie A* i A, oznaczaja odpowiednio k ostatnich i k pierwszych elementow
ze wzorca A, A bedzie wynikiem podstawienia p~' za O i ¢’ za R we
wzorcu A, nawias za$ kwadratowy [...] przyjmuje warto$¢ 1, gdy wyrazenie
wewnatrz jest prawdziwe lub 0 w przeciwnym razie.

W dalszym ciaggu zakladamy, ze moneta jest wywazona, czyli

p=q=".

Dla danego wzorca A4 o / ortach i reszkach oraz wzorca B zlozonego z m
ortow 1 reszek niech

A:A:Z[:T‘" (4" =4,], (4)
k=1
min (1, m)
A:B= Y 2k-1[Ak:Bk]. (5)

k=1
Zauwazmy, ze na ogot
A:B#B: A.
Przy powyzszych oznaczeniach, na podstawie twierdzenia 1, mamy
E(Xy) =2(4: A). (6)

Wzér (6) zostal, po raz pierwszy, pokazany w pracy (A. Solowiew
(1966)). Wynik ten wydaje si¢ na pierwszy rzut oka paradoksalny: wzorce,
ktore nie naktadaja si¢ na siebie, wystepuja czesciej niz wzorce naktadajace
sig!

Przyklad 2. Niech 4 = ROOOO, B = O0O0O0O0 beda dwoma wzorcami
ortéw 1 reszek przy niezaleznych rzutach wywazong monetg. Wtedy
E(XA) = 327
E(Xp) = 62.

Oczekiwanie na wyrzucenie wzorca B zajmuje prawie dwa razy wiece]
czasu niz oczekiwanie na pojawienie si¢ wzorca A.

Interesujaca gre zwigzang z rzucaniem moneta zaproponowal w roku
1969 Walter Penney (W. Penney (1974)). W grze Penneya uczestnicza
dwaj gracze. Pierwszy wybiera wzorzec 4 = OOR, drugi — wzorzec
B = ORR. Wygrywa ten z graczy, ktdérego wzorzec pojawi si¢ jako pierwszy,
przy niezaleznych rzutach wywazong monetg (wiadomo, ze kiedy$ to na
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pewno nastapi i nigdy nie bedzie remisu, poniewaz zaden z tych wzorcow
nie wystepuje wewnatrz drugiego). Ta gra wydaje si¢ by¢ fair, poniewaz
traktowane oddzielnie wzorce 4 oraz B wygladajg bardzo podobnie, a
funkcje tworzace prawdopodobienstwa zmiennych losowych X, i Xz sg rowne:

3
z
G,(2)=Gy(z) ——m.
(D=6 e
Okazuje si¢ jednak, ze gdy te dwa wzorce analizujemy roéwnoczes$nie,
jeden z nich ma przewage: prawdopodobienstwo zdarzenia, ze wzorzec
A wygra z B, jest r6zne niz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze B wygra ze
wzorcem A (R. Graham, D. Knuth, O. Patashnik (1998)). Mamy: P(4 wygra
z B) = 2/3, P(Bwygra z A) = 1/3. Ogolny wzor dotyczacy tego typu
zagadnien zostat odkryty przez Johna Hortona Conwaya (M. Gardner (1974)).
Twierdzenie 2. Niech A i B bedg dowolnymi wzorcami, niekoniecznie
rownej dlugosci, ortow i reszek, przy niezaleznych rzutach wywazong

monetq w grze Penneya. Zatozmy, ze wzorzec A nie zawiera sie w B ani B
nie zawiera si¢ we wzorcu A.

Wowczas

P(AwygrazB):B:B—B:A’ 7
P(Bwygraz A) A:A—-A:B
gdzie symbole prawej strony rOwnania sg okreslone wzorami (4) i (5).
Whiosek 1. Dla dowolnych wzorcow
A=aay...a, oraz B=(-a)aia; ... am
mamy:
P(4 wygraz B) < P(B wygra z A),
gdzie m > 2 oraz (—a;) jest orlowo-reszkowa odwrotnoscig a;.

Whiosek 2. Dla danego wzorca aja; ... a, najwigksze szanse wygranej
daje wybranie jednego z dwoch wzorcow:

Oa1a2 oo Aol
Iub
Ra1a2 vee A1,

m > 2 (L. Guibas, A. Odlyzko (1981)).
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Przyklad 3. W grze Penneya niech dane beda wzorce (R. Graham,
D. Knuth, O. Patashnik (1998)):

A = OORO,
B = OROO,
C = ROOO.

Na podstawie wzoru (7) mamy:

P(AwygrazB) 3

P(Bwygraz A) 2

P(BwygrazC) 7
P(CwygrazB) 5’

P(AwygrazC) 5
P(Cwygraz A) T

Widaé z tego, ze relacja lepszosci wzorcow w grze Penneya nie jest
przechodnia. Gdy rozpatrujemy jednak jednoczes$nie trzy wzorce, najwig-
ksze szanse na zwycigstwo ma wzorzec C. Odpowiednie prawdopo-
dobienstwa wynosza:

P(AwygrazBiC):E,
52

. 17

P(Bwygraz A1C)=—,
52

) 19
P(CwygrazAlB)zi.

Przyklad 4. Dane s3 wzorce: 4 = RROO, B = RRR. Ze wzoru (7)
wynika, ze:
P(AwygrazB) _ 5
P(Bwygraz A) 71

W grze Penneya zdarza si¢, ze wzorzec dluzszy wygrywa ze wzorcem
krotszym.

Opisana gra jest kolejnym przyktadem zawodnos$ci intuicji w zaga-
dnieniach probabilistycznych. Mozna méwié tutaj nawet o zawodno$ci na
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dwoéch poziomach. Podejrzewamy, ze gdyby spyta¢ osoby nie zajmujacej
si¢ zawodowo matematyka o to, ktory z wzorcow A4 = ROOOO,
B=00000 (przyktad 2) ma wigksza szans¢ wygranej, zdecydowana
wigkszo$¢ wskazalaby na 4 — wzorzec B moglby wydawac si¢ mato realny,
rzadki. Czyli odpowiedz bylaby prawidtowa. Najprawdopodobniej jednak
zawodowcy daliby obu wzorcom réwne szanse. Ich intuicja (w tym miejscu
zawodna) bazowataby na wiedzy, ze w czterokrotnym rzucie moneta
prawdopodobienstwa obydwu ciggéw wynikow sg jednakowe. Nie maja-
cych z kolei tej wiedzy laikow matematycznych intuicja zawodzitaby juz na
etapie czterokrotnego rzutu monetg. Podobnie jak w przypadku gry Penneya
czesto dawaliby wigkszg szanse ciggowi 4 niz B.

Na podstawie rozwazan artykutu, mozna zauwazy¢, ze nawet klasyczne
1 proste zagadnienia probabilistyki dyskretnej, jakimi sa: losowanie kul
z urny, szukanie nagrody w kilku bramkach czy niezalezne rzuty moneta,
moga prowadzi¢ do sytuacji nie catkiem zgodnych z intuicja.
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