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Jan Florek
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ROWNANIA CAUCHY’EGO-RIEMANNA
I PRZEKSZTALCENIA KONFOREMNE

Abstract. We consider relations between the existence of a complex derivative for a
complex function f'and the existence of a tangent function L(z) = az + bz to f, which

preserves angles in the point 0, as well as relations with the Cauchy-Riemann equations.
We discuss also properties of some conformal maps on the plane.

Key words: complex derivative, Cauchy-Riemann equations, conformal map, exponential
function, homographic function.

1. Niech u bedzie funkcja rzeczywista dwoch zmiennych rzeczywistych
okreslong w otoczeniu punktu (xo, yo). MOwimy, ze funkcja u ma pochodng
zupelng w punkcie (xo, 1o) (S. Saks, A. Zygmund (1959), rozdziat I; B.W.
Szabat (1974), rozdziat I; W. Rudin (1986), rozdziat 8; F. Leja (1977),
rozdziat 1V), jezeli istnieje para liczb rzeczywistych (a, f) taka, ze funkcje

Ulx, y) = u(x + xo, y + yo) — u(xo, y0)
oraz
L(x, y)y= ox + py
sg styczne w punkcie (0, 0):
-L
limU(x,y)2 (zx,y)
0 «/x +y
Para (a, f), o ile istnieje, wyznaczona jest jednoznacznie i nazywa si¢
gradientem

=0.
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ox

(%(xo,yo), %(xo,yo)j

funkcji u w punkcie (xo, yo).
Kazda funkcje zespolong

f(x+ iy) = u(x+iy)+iv(x+ z'y)

mozemy traktowac jako funkcje wektorowsa

f ()= (u(x),v(x.2))

dwoéch zmiennych rzeczywistych o wartosciach w R*. Powstaje nastgpujace
pytanie: Jaka wlasno$¢ ma funkcja zespolona f'w punkcie zy = xo + iy, jezeli
odpowiadajace jej funkcje rzeczywiste u oraz v maja pochodne zupetne w
punkcie (xo, y9)? Odpowiedz jest nastgpujaca: Funkcja zespolona f'ma stabg
pochodng zespolong w punkcie z, (B.W. Szabat (1974), rozdziat I
W. Rudin (1986), rozdziat 11; F. Leja (1977), rozdziat 1V), czyli istnieje
para liczb zespolonych (a, b) taka, ze funkcje

F(z)zf(erzO)—f(zO)
oraz
L(z)=az+bz
sg styczne w punkcie 0:

im ) =L0E)
z—0 z

Para (a, b), o ile istnieje, jest wyznaczona jednoznacznie 1 nazywa si¢ gra-

dientem
of . of .
[82( 0), 62( 0)j

funkcji zespolonej f w punkcie zp. Ponadto mamy nastgpujaca zaleznosé
miedzy gradientem funkcji fa gradientami funkcji u 1 v:

%(zo)zl(a_%@j(xo, yo)+i£@—a—”j (%o 20)

oz 2\ 0x Oy 2{0x Oy
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o oy Afou_av) oy ou
82(20)_2(696 ﬁyj(xo’yo)+2[8x+8y] (%0, 70).

2. Niech f bedzie funkcja zespolong okreslong w otoczeniu punktu z.
Mowimy, ze funkcja f ma pochodng zespolong w punkcie zo (S. Saks,
A. Zygmund (1959), rozdzial V; B.W. Szabat (1974), rozdziat I; W. Rudin
(1986), rozdziat 10; F. Leja (1977), rozdzial IV), jezeli istnieje liczba zespo-
lona a taka, ze funkcje

F(z)=f(z+2)-/(z)
L(z):az

sg styczne w punkcie 0. Liczba a wyznaczona jest jednoznacznie i nazywa
si¢ pochodna f'(zp) funkcji zespolonej f'w punkcie z.

Analizujac zalezno$ci miedzy gradientem funkcji zespolonej f=u + iv
a gradientami funkcji rzeczywistych u 1 v, latwo zauwazy¢, ze nastgpujace
warunki sg rownowazne:

(1) funkcja f ma pochodng zespolong w punkcie z,

(2) funkcja f' ma stabg pochodna zespolong w punkcie z, oraz

()=
57 (2)=0.

(3) funkcje u, v maja pochodne zupetne w punkcie (xo, o) oraz spetnio-
ne s3 rOwnania Cauchy“ego-Riemanna:

0 0
a_:l(xm yo)za_;(xoa yo)a
0 0
é(xoa yo):_a_:(xoa yo)-

3. Zauwazmy, ze jeSli réwnania Cauchy“ego-Riemanna zapiszemy
W postaci macierzowej, to uderzajace jest podobienstwo otrzymanej macie-
rzy do macierzy obrotu ptaszczyzny wokot srodka uktadu wspotrzednych.
Zauwazmy rowniez, ze niezerowe przeksztalcenie liniowe L(z) = az jest
ztozeniem obrotu o kat arg(a) wokot punktu 0 1 podobienstwa o skali |q]
1 $srodku 0. Sugeruje to, ze funkcja f, majgca niezerowa pochodng w punkcie
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zo, zachowuje kgty w tym punkcie (S. Saks, A. Zygmund (1959), rozdziat I;
B.W. Szabat (1974), rozdziat I; W. Rudin (1986), rozdziat 14; F. Leja
(1977), rozdzial IV): dla dwu dowolnych promieni P i P’, wychodzacych z
punktu zo, kat, ktoéry tworzg ich obrazy f{P) i f{iP’) w punkcie f(zy), jest taki
sam, jak kat miedzy promieniami P i P’, zar6wno pod wzgledem miary, jak
1 orientacji. Bardziej precyzyjnie, niech y: [a, f] — C bedzie droga taka, ze
v(a) = zo. Funkcja f odwzorowuje droge y na drogg y* = f o y taka, ze
1*(a) = flzo). Jezeli f'(zo) # 0, to spetnione sa nastgpujace implikacje:

a) Jezeli 0’ 1 0* sa katami nachylenia do osi rzeczywistych stycznych
do y1y* w punktach z¢ 1 f(zo), to
0* — 0 =arg f'(zo).
b) Jezeli S(¢) 1 S*(¢) 1 sa dlugosciami tuku vy i y*, ktére odpowiadaja od-
cinkowi [a, f], to
%
lim >0
t—0 S(t)

:‘f'(zo)"

Rozwazmy dla przyktadu funkcje fiz) = z* o pochodnej f'(z) = 2.
Funkcja ta odwzorowuje siatke wspolrzednych biegunowych na siatke
wspotrzednych biegunowych. A wigc katy proste wyznaczone przez siatke
zostaly zachowane w kazdym punkcie z # 0. Zauwazmy rowniez, ze obra-
zem tuku o dhugosci s (lezacego na potokregu o srodku 0 1 promieniu 7) jest
tuk o dtugosci 27s (lezacy na okregu o $rodku 0 i promieniu 7).

Pokazemy teraz, ze funkcja zespolona ma w danym punkcie niezerowag
pochodng zespolona, wtedy i tylko wtedy gdy ma staba pochodng zespolong
oraz gdy przeksztalcenie styczne L(z)=az +bz zachowuje katy w punkcie 0.

W tym celu wystarczy udowodni¢ nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie. Przeksztalcenie
L(z)=az+bz
zachowuje kqty w punkcie 0 < a#0 A b=0.
Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze przeksztatcenie
L(z)=az+bz
zachowuje katy w punkcie 0, jesli

Lic)#0 dla c#0,
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argL(c)—argL(l):argc dla ¢=#0.

Wtedy dla kazdej liczby zespolonej ¢ takiej, ze |c| = 1, spetnione sg nastepu-
jace rownowaznosci:

L(c) 3 L(l)c o
L(c)‘ ‘L(l)c‘
ac+bc  ac+bc - a+bcc a+b
|ac+bE| B |ac+bc| |a +bc_c| B |a +b|'

argL(c)=argL(1)+argc < ‘

Poniewaz zbior liczb zespolonych postaci
a+bec dla |d=1
tworzy okrag o srodku a 1 promieniu |b|, to zbidr liczb zespolonych postaci

a+bcc
la+bee|

dla |c| =1

tworzy tuk okregu o srodku O 1 promieniu 1. Stad ostatnia roéwnos¢
W powyzszym ciggu rownowaznosci jest mozliwa wtedy i tylko wtedy, gdy
b = 0. Poniewaz przeksztalcenie L jest niezerowe, to a # 0.

4. Mowimy, ze funkcja zespolona f jest w danym punkcie konforemna
(S. Saks, A. Zygmund (1959), rozdziat V; B.W. Szabat (1974), rozdziat IV;
W. Rudin (1986), rozdziat 14; F. Leja (1977), rozdziat 1V), jezeli jej po-
chodna jest w tym punkcie rozna od zera. Dwa obszary ptaszczyzny zespo-
lonej sg konforemnie rownowazne (S. Saks, A. Zygmund (1959), rozdziat V;
B.W. Szabat (1974), rozdzial IV; W. Rudin (1986), rozdziat 14; F. Leja
(1977), rozdziat X), jezeli istnieje funkcja wzajemnie jednoznaczna jednego
obszaru na drugi, ktora jest konforemna w punktach pierwszego obszaru.
Mozna pokazaé, ze wtedy funkcja odwrotna jest rowniez konforemna
w punktach drugiego obszaru. Twierdzenie Riemanna moéwi, ze kazdy
obszar (nie begdacy ptaszczyzng), ktéry jest homeomorficzny z otwartym
kotem jednostkowym, jest rowniez z nim konforemnie réwnowazny.
Z twierdzenia Liouville*a wynika, ze przypadek catej ptaszczyzny musi by¢
wykluczony (kazda funkcja ograniczona i rézniczkowalna na calej plasz-
czyznie zespolonej jest stata).
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W kolejnych paragrafach przedstawimy i oméwimy wlasno$ci najwaz-
niejszych funkcji konforemnych okreslonych na catej ptaszczyznie (funkcja
wyktadnicza, przeksztalcenia liniowe) lub na plaszczyznie bez skonczonej
liczby punktow (przeksztatcenia homograficzne).

5. W. Rudin w pierwszym zdaniu prologu Real and Complex Analysis
pisze: Funkcja wyktadnicza jest najwazniejszq funkcjg w matematyce. Funk-
cje wyktadniczq w analizie zespolonej okresla si¢ w ten sam sposdb, co w
analizie rzeczywistej (S. Saks, A. Zygmund (1959), rozdziat [; B.W. Szabat
(1974), rozdzial I; W. Rudin (1986), prolog; F. Leja (1977), rozdziat III) —
za pomocg szeregu lub ciagu:

Funkcja wykladnicza, podobnie jak jej odpowiednik w analizie
rzeczywistej, jest rdwna swojej pochodnej zespolone;j

exp(z) =exp(z).
Spetnia ona rownanie funkcyjne
exp(z,+2,)=exp (2, Jexp(z,).
Mozna ja rOwniez przedstawi¢ w postaci trygonometrycznej
exp(z) =exp(x)[cos y +isin y],

gdzie z = x + iy. Stad wynika, ze funkcja wyktadnicza nie ma pierwiastkow
1 jest okresowa, z urojonym okresem podstawowym 2 7.

Funkcja wykladnicza odwzorowuje konforemnie plaszczyzne na plasz-
czyzn¢ bez jednego punktu. Przeksztalca ona uktad kartezjanski (x, y) na
uktad biegunowy

(6,9): S(x,y)=exp(x), #(x.y)=y.

Na rysunku 1 przedstawiona jest siatka kartezjanska i jej obraz przy
odwzorowaniu wyktadniczym — siatka biegunowa. Pas

{x+yi: xeR,0<y<2m}
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odwzorowany jest wzajemnie jednoznacznie na ptaszczyzn¢ z usuni¢tym
srodkiem uktadu wspotrzednych.

Funkcja wyktadnicza przeksztatca rowniez prosta przechodzacg przez
poczatek uktadu wspotrzgdnych, ktdra nie jest osig tego ukladu, na spirale
logarytmiczng. Oczywiscie katy, pod jakimi ta prosta przecina proste y = yo
1x = xo oraz odpowiednia spirala logarytmiczna przecina polprosta ¢ = yo i
okrag 0 = exp(xy), sa jednakowe. A wszystko to wynika z faktu, ze funkcja
wyktadnicza jest konforemna.

2mi

—_——ee—ee— e e A e

0§ rzeczywista

Rys. 1. Siatka wspotrzednych kartezjanskich (po lewej stronie) i jej obraz
przy odwzorowaniu wyktadniczym
— siatka wspotrzednych biegunowych (po prawe;j stronie)

6. Przeksztatcenie wzajemnie jednoznaczne ptaszczyzny zespolonej po-
staci

E=az+b, gdzie a=0,

nazywamy przeksztatceniem /liniowym (S. Saks, A. Zygmund (1959),
rozdziat I; W. Rudin (1986), rozdziat 14; F. Leja (1977), rozdziat 1V).
Kazde przeksztatcenie liniowe jest ztozeniem nastepujacych przeksztatcen:
— przesuni¢é: z >z + b,
— obrotow: z - az, |a| = 1,
— podobienstw: z — rz, r > 0.
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Przeksztatcenia liniowe majg nastgpujace wlasnosci:

(1) tworza grupe (ze wzgledu na ztozenie),

(2) przeksztalcaja okrag i prosta odpowiednio na okrag i prosta,

(3) sa jedynymi przeksztalceniami roznowarto$ciowymi i konforemny-
mi ptaszczyzny.

7. Jezeli do plaszczyzny zespolonej C dodamy nowy punkt zwany oo, to
otrzymany zbidr nazywa si¢ plaszczyznq zespolong domknigtq (S. Saks,
A. Zygmund (1959), rozdziat V; W. Rudin (1986), rozdzial 13; F. Leja
(1977), rozdziat 1I). Prosta w ptaszczyznie zespolonej z dodanym punktem
o nazywa si¢ okregiem niewlasciwym plaszczyzny zespolonej domknigtej
(S. Saks, A. Zygmund (1959), rozdziat V; F. Leja (1977), rozdziat I1). Dwa
punkty plaszczyzny zespolonej domknigtej nazywa si¢ symetrycznymi
wzgledem okregu C (S. Saks, A. Zygmund (1959), rozdziat V; F. Leja
(1977), rozdziat 1I), jezeli si¢ pokrywaja i1 leza na tym okrggu lub jesli kazdy
okrag przechodzacy przez te dwa punkty jest ortogonalny do okregu C,
czyli przecina ten okrag pod katem prostym. Nietrudno zauwazy¢, ze
w przypadku, gdy okrag jest niewlasciwy, czyli jest prosta, definicja ta jest
réwnowazna definicji symetrii wzgledem proste;.

Przeksztatceniem homograficznym (S. Saks, A. Zygmund (1959), roz-
dziat V; B.W. Szabat (1974), rozdzial I, W. Rudin (1986), rozdziat 14;
F. Leja (1977), rozdziat IV) nazywamy przeksztatcenie pltaszczyzny zespo-
lonej domknigtej postaci

_az+b
cz+d’

gdzie: a, b, c, d s3 liczbami zespolonymi takimi, ze ad — bc # 0. Jesli ¢ # 0,
to punkt —d/c przechodzi w punkt oo, a punkt o w punkt a/c. Warunek
ad — bc # 0 nakladamy po to, by wyeliminowa¢ przypadek zdegenerowania
w statg, gdy licznik jest proporcjonalny do mianownika.

Kazde przeksztatcenie homograficzne jest ztozeniem przeksztalcen na-
stepujacych typoéw: przesunie¢, obrotéw, podobienstw oraz inwersji zdefi-
niowanej nastepujaco:

— inwersja: z — 1/z.

Przeksztalcenia homograficzne maja nast¢pujace wlasnosci:

(1) tworza grupg (ze wzgledu na zlozenie),

(2) przeksztalcajg okrag na okrag (by¢ moze niewtasciwy),

(3) ich niezmiennikiem jest symetria wzgledem okregu — jezeli punkty
P, q sa symetryczne wzgledem okregu C 1 jezeli przy przeksztalceniu homo-
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graficznym punkty te przechodza odpowiednio na punkty pi, g oraz okrag
C na okrag C), to punkty pi, q| sg symetryczne wzgledem okrggu Cj,

(4) sg jedynymi przeksztalceniami réznowartosciowymi i konforemny-
mi plaszczyzny, z ktorej usuni¢to skonczong liczbe punktow.

Ad (1). Przeksztalcenie odwrotne wzgledem przeksztatcenia homo-
graficznego jest rowniez homograficzne. Sprawdzamy to, wyrazajac z przez

&; otrzymujemy

. -dé+b
cE—a
Podobnie sprawdzamy tatwo, ze ztozenie dwoch przeksztatcen homogra-
ficznych jest przeksztatceniem homograficznym.

Ad (2). Wystarczy sprawdzié¢, ze inwersja przeksztatca okrag na okrag.
Rozwazmy dla przyktadu homografie

§=Z—‘j, £o0) = 1.

z+

0§ rzeczywista

€

Rys. 2. Okregi, wzgledem ktérych sg symetryczne punkty i, —i (po lewej stronie)
z—1i
i ich obrazy przez homografie £ = —— (po prawej stronie)
z4+1i
Poniewaz obrazem punktow i, —i sa odpowiednio punkty 0, oo, a te

ostatnie sg symetryczne wzgledem okrgegdéw o srodku w poczatku uktadu, to
przeciwobrazem tych okregow sa okregi ,,pawie oczka”, wzgledem ktorych
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sa symetryczne punkty i, —i. W szczeg6lnosci przeciwobrazem okregu
{z:]z| = 1} jest prosta rzeczywista (rys. 2).

0§ rzeczywista ‘

Rys. 3. Proste rownolegle do prostej rzeczywistej (po lewej stronie)

z—1

i ich obrazy przez homografi¢ & = (po prawej stronie)

zZ+1

Obrazem prostych réwnolegtych do prostej rzeczywistej sa okregi
styczne do okregu {z: |z| =1} w punkcie 1 (rys. 3).
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