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Jan Florek, Jacek Juzwiszyn,
Andrzej Misztal, Jerzy Sacala
(Wroctaw)

O CIAGU ULAMA,
ROWNANIU PELLA
I ROTACJACH RYNKU FINANSOWEGO

Abstract: We present a history of finance modeling and propose Ulam sequence as a tool
in finance modeling. We prove that if x; = x, =x3 = 1 and x,:3 = X, t x,, n > 1, then
a sequence x,.1/x, has a limit which is a real root of the equation ¢ St - 1=0.

Key words: Black-Scholes model, option price, Ulam sequence, periodic continued frac-
tion, Pell equation.

1. Wstep

W globalnym $wiecie wszyscy jesteSmy uczestnikami rynku. Uczest-
nictwo to wyrazane jest poprzez nasze iloSciowe decyzje dotyczace dobr,
a zwigzane jest z wielko$cig ich produkcji, zakupu, zbytu — z nierzadkim
uwzglednieniem aktualnej kondycji gospodarczej rynku. Na stan kondycji
rynku istotny wplyw maja takie wielko$ci, jak podaz i popyt, a réwniez
inflacja 1 bezrobocie. Wszystkich czynnikow, ktore wplywaja na rozmiary
wymienionych powyzej wielkosci, jest bardzo duzo. Zglebianiem oraz
porownywaniem ich szacunkowych rynkowych warto$ci zajmuja si¢ m.in.
analitycy gietdowi. Gtéwne starania analitykow gietdowych maja na celu
przewidzenie przysztych notowan walorow gietdowych. Wykorzystywane
1 stosowane przez analitykow gieldowych rdézne metody prognostyczne
maja wspolny rodowdd. Mozna powiedzie¢, ze ich poczatek siega roku
1900. Trzydziestoletni wowczas Louis Bachelier (student stynnego matema-
tyka 1 fizyka Henriego Poincare“a) w swojej rozprawie doktorskiej, zatytu-
towanej Theorie de la spéculation, potozyt podwaliny do stworzenia mate-
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matycznego modelu rynku finansowego. Zatozyt m.in., ze ceny walorow
gieldowych maja charakter losowy. Bazujac na tym zalozeniu, wyprowadzit
wzor na dystrybuante procesu stochastycznego zwanego (od lat szes¢dzie-
sigtych XX wieku) jako proces Norberta Wienera'. Dodatkowo Bachelier
jest autorem wzoru na cen¢ opcji, gdy cena akcji ulega zmianie zgodnie
z procesem Wienera, jak réwniez wzoru na tzw. cen¢ opcji z barierg. Ru-
chem cen akcji w modelu Bacheliera, podobnie jak ruchem czastek cieczy
1 gazéw, rzadzi przypadkowos¢é. Rownanie opisujace ruch czastek Browna
wyprowadzili niezaleznie od siebie Albert Einstein w 1905 r. i Marian
Smoluchowski w roku 1906. Jednak trzeba byto czeka¢ ponad siedemdzie-
sigt lat, by po odkryciach Bacheliera, bazujac m. in. na jego wynikach, para
uczonych: fizyk i matematyk Fischer Black oraz ekonomista Myron Scho-
les, stworzyta matematyczny model rynku finansowego, znanego w literatu-
rze jako model Blacka-Scholesa®. Ow model zyskal szybko powszechna
akceptacje po spektakularnym sukcesie wyceny tzw. opcji europejskiej.
Opcja europejska jest kontraktem, ktoéry swojemu posiadaczowi daje prawo
(ale nie obowigzek) kupienia (lub sprzedania) gietdowych akcji po ustalonej
cenie (tzw. cenie realizacji). W matematycznym modelu rynku finansowego
ceny akcji sg opisywane przez procesy stochastyczne, a celem modelowania
jest znalezienie wielkosci ceny opcji na gieldowe akcje. W modelu Blacka-
-Scholesa kluczowe okazujg si¢ dwa zatozenia. Pierwsze — Ze na rynku finan-
sowym znajdujacym si¢ w stanie tzw. wzglednej rOwnowagi (minimalnej
rotacji — stabilizacji wirowej3) nie istnieje mozliwo$¢ generowania dodatnio
procentowego zysku z zerowego kapitatu. Mowigc inaczej, jesli istnieje strate-
gia inwestowania w papiery wartosciowe, ktore moga przynies¢ zysk, nawet
gdy zaczynamy inwestowac bez zadnych $rodkow, to strategia taka musi by¢
obarczona duzym ryzykiem poniesienia strat. Drugie z kluczowych zatozen
modelu dotyczy wyboru takiej klasy procesoOw stochastycznych, ktore opisuja
ceny gietdowych akcji. Polaczenie powyzszego zalozenia z chaotycznym
charakterem cen instrumentéw finansowych, znanego dzisiaj jako proces
Wienera z dryfem, umozliwito Blackowi i1 Scholesowi napisanie rownania

' Proces ten jest rowniez powszechnie nazywany ruchem Browna.

* Za badania, jakie przeprowadzili, Myron Scholes i Robert Merton otrzymali w 1997 r.
NagrZdchiiddrinz jakonpnzidpFiscidzi Bl adyran 5t dotesl atR obeze dviestcr o testng] powko9e -
Nagrode Nobla z ekonomii. Fischer Black zmart dwa lata wezeéniej, ale wedlug powszech-
nej opinii, gdyby zyt, bylby trzecim laureatem tej prestizowej nagrody.

Nazwa ,.stabilizacja wirowa” dotyczy ekonomicznych zjawisk wirowych rozpatrywa-
nych w 3D.
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rézniczkowego, ktore spetnia cena opcji europejskiej F(z, s) z warunkiem
koncowym F(T, x) = H(x)

aa—f(t,x)+rx68—f(t, x)+50'2x 85}27 (t,x)—rF(t,x)=0.

2 0

W powyzszym rownaniu ¢ oznacza czas, a 1 jest czasem realizacji opcji
(podkreslenia wymaga jednak to, ze interesuje nas takie rozwigzanie rowna-
nia, w ktorym ¢ < 7). Zmienna x oznacza cen¢ akcji, a H(x) funkcje wyptaty
z opcji w chwili 7. Stata o” jest wariancja procesu opisujacego ceny gieldo-
wych akcji, a 7 jest stopg procentowa. W rownaniu Blacka-Scholesa dwie
rzeczy sa zadziwiajace. Pierwsza jest to, ze nie wystepuje w nim wspot-
czynnik dryfu procesu Wienera. Wspotczynnik ten opisuje $redni zysk
z akcji, co oznacza, ze dobrg ceng opcji mozna wyznaczy¢ bez wiedzy
o tym, czy akcje przynosza zyski, czy straty. Drugg natomiast jest fakt, ze
powyzsze roOwnanie mozna rozwigza¢ analitycznie, co nie jest czgstym
zjawiskiem dla klasy réwnan roézniczkowych czastkowych. Dla europejskiej
opcji kupna akceji S za ceng K w chwili 7, odpowiadajacej wyplacie

H(S(T)) =max (S(T) - K, 0),
zachodzi ponizszy wzor na ceng opcji w chwili O:
F(0, 5(0)) =S(0)N(d,(S(0), 7))~ Ke """ N(d,(5(0), 7).

W powyzszym wzorze pojawia si¢ N(x); jest to dystrybuanta rozktadu nor-
malnego a

2

In(S/K)+ (r+ %)T

o T

W latach pigédziesigtych ubieglego wieku matematyka finansowa
zaczeli si¢ interesowac rdwniez polscy wybitni matematycy, przebywajacy
w tamtych czasach w Stanach Zjednoczonych. By¢ moze zainteresowanie to
wywotata wydana w 1946 r. ksigzka Clarencea H. Richardsona Financial
Mathematica. Z opublikowanego w 1982 r. raportu (Wywiad (1982))
wynika, ze Stanistaw Ulam, uczef m.in. Hugona Steinhausa i Kazimierza
Kuratowskiego, podczas swojej pracy nad konstrukcjg bomby wodorowej w
Los Alamos w interesujacy sposob zmodyfikowat rekurencje Fibonacciego,

dl,z(SaT) =
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wprowadzajac do ciggu elementy losowos$ci. Mitchell Feigenbaum
opublikowal w 1982 r. wywiad ze Stanistawem Ulamem i Markiem Kacem,
ktorego cytowany ponizej fragment dotyczy modyfikacji rekurencji znanej
dzisiaj jako cigg Ulama.

MK — Stan wymysla zagadnienia i hipotezy w najszybszym chyba tempie
na swiecie. Trudno jest znalez¢é w tym kogos tej samej klasy. Wiele z nich
omawiamy wspolnie. Z jednym przyszedt raz i powiedzial: ,, Popatrz,
wymyslitem nastepujgcq modyfikacje liczb Fibonacciego”. Przy zwykiych
liczbach Fibonacciego zaczynasz od 1 i 1, nastepnie je dodajesz otrzymujgc
2 jako trzeci wyraz ciggu. Potem dodajesz 2 do 1 otrzymujgc 3, potem 3 i 2,
co daje 5, etc. Innymi stowy, (n+1)-szy wyraz ciggu jest sumq n-tego wyrazu
i (n—1)-go. Symbolicznie a,+1 = a, + a,.1 przy a) = a, = 1. Wedlug pomystu
Stana, wzor na a,+ bytby teraz a,+\ = a, + ktorys z a\, ay, ..., a,.1 wziety
zprawdopodobienstwem 1/n. Moj Boze, to jest ciekawe jako rozmowa przy
kawie, ale z jakiegos dziwnego powodu to mnie tak wzieto, Ze zaczqglem nad
tym pracowac. Znalaztem nawet srednie a, i nawet wariancje. A wariancja
dana jest straszliwym wzorem zawierajgcym pierwiastek kwadratowy z 17.
To si¢ nawet ukazato jako raporcik wydany w Los Alamos. Spedzitem nad
tym prawdopodobnie najmniej tydzien cigzkiej pracy. Dlaczego? Nie mam
pojecia, poza tym, ze nie mogltem zostawic¢ w spokoju tej przekletej rzeczy.

SU — To, co zrobiles z regulg typu Fibonacciego, jest piekng robotq
ima pewna prostote, tak jak sam problem. A rozwigzanie byto
nieoczekiwane, bo a, rosnie wyktadniczo nie z n, lecz z pierwiastkiem
kwadratowym z n.

MK — Z pierwiastkiem kwadratowym z n ze skomplikowanym
wspolczynnikiem. Jest w tym pewna mysl, gdyz budujgc cigg na kazdym
etapie musisz znac¢ wszystkie poprzedzajgce wyrazy — wysoce niemarkowskie
zagadnienie...

W analizie technicznej rynkow finansowych, zauwazono ze rdzne ciagi
Ulama opisuja liczby okreséw wzrostow 1 spadkéw cen gietdowych akeji
przypadkowo wybranych spotek. By¢ moze jest tak, ze dla ustalonych
z gory przedziatow czasowych wybranej spotki gieldowej zawsze istnieje
cigg Ulama, opisujacy liczby cenowych ruchow spotki. Znawcom matematyki
finansowej oraz analitykom gietdowym znana jest ksigzka R.N. Elliotta
The Wave Principle, wydana 1938 r., w ktérej autor do opisu liczby
okresow wzrostow 1 spadkow cen akcji uzywa ciggu Fibonacciego oraz
zlotej liczby @ = 0,618. Nie wiemy, czy Ulam znal tresci artykulow
publikowanych przez Financial World Magazine w 1939 r., a dotyczacych
wykorzystania rekurencji Fibonacciego do opisow rozwoju rynkéw
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finansowych. Faktem jest jednak to, ze twdrcze zainteresowanie si¢
rekurencja Fibonacciego u Ulama pojawilo si¢ w tym samym czasie, kiedy
to Elliotowska intuicyjna teoria fal Swigcita swoje najwigksze sukcesy.

Marek Kac, polski matematyk, jest roOwniez znany w matematyce
finansowej jako jeden z autoréw tzw. wzoru Feynmana-Kaca, stuzacego do
wyceny opcji gietdowych C(0). Zatozyt on m.in., ze dynamike cen akcji
mozna przedstawi¢ za pomocg rownania:

dS(t) = aS(t)dt + aS(t)dW(¢).
W chwili 7 cena C(T) = (S(T) — K)', przyjmujac nastgpnie oznaczenia
x=3S8(0), Kac wyprowadzil wspolnie z Feynmanem wzoér pozwalajacy
wyliczy¢ warto$¢

C(0) = u(0, x) = E(S(T) — K)"),

gdzie u jest rozwigzaniem rOwnania

ou ou 1 , ,0u
—tax—+—0Xx — =
ot ox 2 ox?

W zbiorze (—o, T) x R z warunkiem koficowym u(7, x) = (x — K)".

0.

W cytowanym wywiadzie Kac wspomina o straszliwym wzorze na
wariancj¢ zmiennych losowych Ulama. Jak to si¢ okaze w dalszej czesci
artykutu, istnieje jeszcze inny sposob wyprowadzenia wzoru na o°.

Inna bardzo ciekawa wilasnoscia, jak dotychczas nie wyznaczona®, jest

lim(u+1/u,) = ?

lloraz ten w przypadku ciggow Fibonacciego 1 Lucasa odgrywa
fundamentalng role¢ w intuicyjnej teorii fal Elliotta i jak wiadomo jego
warto$¢ jest zbiezna do ztotej liczby, przy pomocy ktorej probuje sig
okresla¢ ekstremalne poziomy wzrostow 1 spadkéw wartosci gieldowych
akcji, jak rowniez dlugosci przedziatow czasowych hossy 1 bessy.

Dla ciggu Fibonacciego:

h=r=1
Jor2 =fur1 T S,
lim(f,+1/ f)= 1/® =1,618...,
lim(f,/ fu+1)= ®=0,618...;

* Przynajmniej wynik taki nie jest znany autorom.
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dla ciggu Lucasa:

L= fo1 + fust,
lim(Z,+, /1) = /0 =1,618...,
lim(l, /1,1)= ® = 0,618...;

dla ciaggu ,.tribonacciego”:

b3 = fosr2 T fus1 + fus
lim(t,. /1,) = 1,839,
lim(¢, / t,+1) = 0,544;
dla ciaggu ,.tetranacciego”:

Thia= fn+3 +ﬁ1+2 +fn+1 +fm
im(T,., / T,) = 1,927,
lim(7, / T,+1) = 0,519.

Wszystkie z powyzszych znanych ilorazow sa podstawowymi propor-
cjami analizy technicznej rynkow finansowych.

Na poczatku XX wieku Polacy nie mieli wielkich tradycji matematycz-
nych. Stan ten na szcze¢$cie btyskawicznie si¢ zmienit. Stato si¢ tak za spra-
wa pracy zespotu matematykow zwigzanych z Uniwersytetem Jana Kazi-
mierza we Lwowie. Najwybitniejsza postacig lwowskiej szkoly matematycznej
byt Stefan Banach — tworca analizy funkcjonalnej. Jednym z czotowych
przedstawicieli owego niezwykle tworczego grona, byl réwniez Stanistaw
Ulam, ktory w 1935 r. otrzymat zaproszenie do Princeton University
w Stanach Zjednoczonych. Po rocznym pobycie na tym uniwersytecie do-
stal propozycj¢ pracy na Harvardzie i skorzystal z niej. W tym czasie kazde
wakacje spedzat w Polsce. Ostatni jego pobyt w rodzinnym Lwowie miat
miejsce latem roku 1939. W czasie pracy w Los Alamos Ulam miat okazj¢
wspotpracowaé z wybitnymi uczonymi — byli wérod nich: Richard Feyn-
man, Robert Oppenheimer, Enrico Fermi, George Gamow, John von Neu-
mann. Ostatni z wymienionych uczonych trzykrotnie przybywat do Lwowa
z misjg przekonania Stefana Banacha do wyjazdu do pracy w Stanach Zjed-
noczonych. Wiadomo, ze czynit to na polecenie wymienionego wczesniej
Norberta Wienera. Jak podaje Jozef Kozielecki (J. Kozielecki (1999)),
Banach podczas rozmowy z von Neumannem latem 1937 r. zapytal wprost:
lle dolarow proponuje profesor Wiener za prace w kierowanym przez niego
instytucie? Von Neumann z zadowoleniem odpowiedziat — Prosze, oto czek,
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na ktorym profesor Wiener wpisat jedynke i poprosit, Zeby dopisat pan tyle
zer, ile uzna za stosowne. Banach usmiechnat si¢ ironiczne i odpowiedziat —
To za mata suma, aby opusci¢ Polske ... za mala.

Po nieudanych prébach von Neumanna, zwigzanych z przekonaniem
Banacha do opuszczenia Polski, po raz kolejny prébowat tego samego
Ulam. Jak pokazujg zgromadzone i opublikowane dokumenty (E. Jakimo-
wicz, A. Mironowicz (2009)) wydawa¢ by si¢ mogto, ze Ulam byl bardzo
bliski sprowadzenia Banacha do USA. Tak jednak si¢ nie stalo. Dzisiaj
mozna tylko gdyba¢ o tym, jak rozwingtaby si¢ matematyka finansowa
owych czaséw, gdyby wymienionej trojce naukowcoOw (Wiener, von Neu-
mann, Ulam) udato si¢ skutecznie naktoni¢ Banacha do wyjazdu do USA
1 zainteresowac raczkujgca woéwczas matematyka finansowa.

Proby badania granicy

lim

n—>x0 un
doprowadzily, w jednym z przypadkéw, do réwnania diofantycznego, zwa-
nego rownaniem Pella. Rownanie to z kolei wigze si¢ $ci$le z pojeciem
utamka fancuchowego i jego reduktéw, wigc ponizej przyblizamy ten temat.

2. O rownaniu Pella

Utamkiem tancuchowym nieskonczonym (W. Narkiewicz (1977))
nazywamy kazdy nieskonczony ciag liczb catkowitych (ao; ai, a, ...),
w ktorym elementy a; sa dla i > 1 liczbami naturalnymi. Liczby ai, a, ...
nazywamy mianownikami ulamka tancuchowego. Ponizszy utamek

nieskracalny % nazywamy jego k-tym reduktem
k

P 1
_k_ao‘l'

Qr a; +

a granice khmi jego wartoscig (W. Narkiewicz (1977), lemat 8.2).

Redukty utamka tancuchowego wyznacza si¢ za pomocg nastepujacych
wzorow rekurencyjnych (W. Narkiewicz (1977), twierdzenie 8.1):
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P,=1 0,=0, (1)
Po=ay, QOp=1,
Pri1 = ax 1P+ Pre1, Okl = 10k + Ot

dlak=0,1,...

Kazda liczba niewymierna a ma jednoznaczne rozwini¢gcie w utamek
tancuchowy (W. Narkiewicz (1977), twierdzenie 8.2). Mianowniki tego
utamka mozna otrzyma¢ za pomocg wzoréw rekurencyjnych:

oy = Q, (2)
1
Fier1 = ap—[ag]’
ar = [ou]

dlak=0,1, ... (nawias [ ] oznacza tu cz¢$¢ catkowitg).

Utamek tancuchowy (ao; ai, az, ...) nazywamy okresowym, jezeli
istniejg liczby naturalne k, m takie, ze a,+m = a, dla n > k. Utlamek
fancuchowy okresowy bedziemy oznacza¢ w nastepujacy sposob:

(aO; Aq, ey Ag—1, Ak, Ay 1y o) Ag+m—1 )

Liczbg niewymierng nazywamy liczbg algebraiczng stopnia 2, jesli jest
pierwiastkiem rdéwnania kwadratowego o wspotczynnikach catkowitych.
Euler 1 Lagrange udowodnili (I. Niven, H.S. Zuckerman, H.L. Montgomery
(1991), twierdzenie 7.19), ze liczba niewymierna o jest liczbg algebraiczng
stopnia 2 wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest wartoscig utamka tancuchowego
okresowego.

Przyklad 1. Ztota liczba Grekéw @ jest dodatnim rozwigzaniem
V5+1
2

= (1),
Poniewaz wszystkie mianowniki a; rozwinigcia ztotej liczby w utamek
fancuchowy sa rowne 1, to na mocy wzoréow rekurencyjnych (1) mamy

P():P]:Z, Pk+1:Pk+Pk_1 dlakZl,

roOwnania kwadratowego x =1+ % Stad wynika, ze

oraz

OQ=01=1, Ow1 =0kt Ok dlak>1.

Wobec tego ciagi licznikdw oraz ciggi mianownikéw reduktow rozwinigcia
zlotej liczby w utamek fancuchowy okresowy sg ciggami Fibonacciego.
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Przyklad 2. Liczba V2 — 1 jest dodatnim rozwiazaniem rdéwnania
kwadratowego x = ﬁ Stad wynika, ze V2 = (1;2).

Wzory rekurencyjne (2) wyznaczaja rozwinigcie liczby niewymiernej
w nieskoficzony utamek tancuchowy. Jednak w przypadku liczb postaci Vd,
gdzie d jest liczba niekwadratowg (nie bedacg kwadratem liczby

catkowitej), istnieje bardziej uzyteczna procedura rozwijania liczby vd
w utamek fancuchowy okresowy. Jest ona zdefiniowana za pomoca
nastepujacych wzordw rekurencyjnych:

my = 01 qo = 1' ay = s (3)

Myt = Apqr — My, Gk+1 =

dla k = 0.

Ponizsze twierdzenie (4) (I. Niven, H.S. Zuckerman, H.L. Montgomery
(1991), twierdzenie 7.21) pokazuje, ze wzory rekurencyjne (3) wyznaczaja
rowniez dhugo$é r okresu rozwinigcia liczby vd w utamek lancuchowy
okresowy.

\/H = (aO; aq, ayz, ..., aT‘—li 2a0 ) (4)
Ponadto w réwnaniu (3) mamy q, =1 <=> r|k.

Przyklad 3. Wyznaczymy rozwinigcie liczby v19 w utamek tancuchowy
okresowy. Na mocy wzoru (3) otrzymujemy ciag nastepujacych obliczen:

mOZO, QO:L 00:4,

m=4, ¢=3, a1=2,
m=2, ¢2=5, =1,
my=3, q3=2, a3=3,
mg=3, qa=35, as=1,
ms=2, qgs=3, as=2,
me=4, qge=1, ac=38.

Stad, na mocy wzoru (4), mamy V19 = (4; 2,1,3,1, 2, 8).

Rownanie diofantyczne
2 2 _
X" —dy =n,

gdzie d, n s3 danymi liczbami naturalnymi, nazywa si¢ rOwnaniem Pella.
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Niech
Sy
Iy

bedzie k-tym reduktem rozwiniecia liczby vd w ulamek tancuchowy
okresowy oraz niech » bedzie okresem tego rozwini¢cia, jak w rbwnaniu (4).
Lagrange udowodnit, ze jesli d jest liczba naturalng niekwadratowa, to
réwnanie x* — dy* = 1 ma nieskoficzenie wiele rozwiazan w liczbach natu-
ralnych (I. Niven, H.S. Zuckerman, H.L. Montgomery (1991), twierdzenie
7.25). Doktadnie;j:

Twierdzenie 1. Wszystkie naturalne rozwigzania rownania
X —dyf =+1

sq reduktami rozwiniecia liczby \'d w utamek laticuchowy okresowy. Jezeli
okres rjest parzysty, to réwnanie x> — dy* = —1 nie ma rozwigzan,
a wszystkie naturalne rozwigzania rownania x> —dy* = 1 sq postaci x = s,-1,
v=tpadlan=1,2,3, ... Jezeli okres r jest nieparzysty, to X = Syy—1, V = tyr1
dajq wszystkie naturalne rozwigzania rownania x* —dy* =—1 dlan=1,3, 5, ...
3 . . S ) 3_ _

i wszystkie naturalne rozwigzania rownania x” —dy" =1dlan=2,4,6, ...

Przyklad 4. Poniewaz V19 =(4;2,1,3,1,2,8), wiec na mocy
twierdzenia (5) najmniejsze naturalne rozwigzanie rownania x> — 19y* = 1
. . . S5 . . /
jest postaci x = s5, y = t5, gdzie ~. Jest pigtym reduktem utamka fancu-

5

chowego (4,2,1,3,1,2,8). Za pomoca wzorow (1) wyznaczamy kolejno pigé

reduktow:
13 48 61 170

>3 711" 14’ 39 °

)

9
2

Stad x =170, y = 39 jest najmniejszym naturalnym rozwigzaniem réwnania

X —197=1.
Zauwazmy, ze na mocy twierdzenia 1 rownanie
X —19y7 =1

nie ma naturalnych rozwigzan, gdyz okres rozwinigcia (4, 2,1,3,1,2,8) jest
parzysty.

Wszystkie naturalne rozwigzania rownania x* — dy* = +1 wyrazaja si¢
przez najmniejsze z tych rozwigzan (I. Niven, H.S. Zuckerman, H.L.
Montgomery (1991), twierdzenie 7.26):
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. . rr . 2 2 . . . 7.
Twierdzenie 2. Przypuscmy, ze x° — dy” = —1 ma rozwigzanie. Jezeli
X1, V1 g najmniejszymi naturalnymi rozwigzaniami rownania
2 2
X —dy =-1,

to Xy, y; zdefiniowane przez

2
Xy + yz\/a = (x]_ + yl\/a)
sq najmniejszymi  naturalnymi rozwigzaniami x* —dy* = 1. Wszystkie
naturalne rozwigzania réwnania x* — dy* = —1 sq wyznaczone przez X, yn,
gdzie
xXp +yVd = (x + ylﬁ)”, n=1,3,5,7,...;
) : L .2 2 _
a wszystkie naturalne rozwigzania rownania x° — dy” = 1 sq wyznaczone
Przez Xu, yu, gdzie X, + yyNd = (x1 + ylx/a)n, dlan=2,4,6,8, ...

3. Ciagi Ulama

Jezeli cigg Ulama jest ciggiem Fibonacciego:
x1=x2= 1, Xpe2 = X1 + X,
to
lim Zz

n—>x0
xn

:g’

gdzie g jest dodatnim pierwiastkiem rownania #* — f — 1 = 0 (Przyktad 1).
Natomiast jezeli cigg Ulama jest ciggiem arytmetycznym:

Xn+1 = Xp + 1:

to

X
lim =L =1,
n—»o0 xn

Przyklad 5. Przyktadem ciggu Ulama, dla ktérego nie istnieje granica

X
: +1
lim —2,

n—»0 xn
jest nastgpujacy ciag:
1,1,2,.3,4,5,8,9,10,11, 12,13, 21,22, ..., 34,55, ...
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W ciaggu tym wystepuja wszystkie wyrazy ciggu Fibonacciego potaczone
w pary (podkreslenie), a migdzy kazda para sa kolejne liczby naturalne. Dla

takich par sgsiednich wyrazéw granica rowna si¢ g = @ Dla pozostatych

par jest rowna 1.
Twierdzenie 3. Jezeli cigg Ulama jest zdefiniowany przez rekurencje:
x1=x2= 1, Xont1 = X0 + Xone1, Xont2= Xone1 + X2p1, B 21,

to

.X .X 1
lim =2 =2, lim>=2*=14+——,
"% Xopot 2 Xy, V2

oraz para (x, y) = (Xan, Xon-1), 1 > 1, jest rozwigzaniem rownania Pella
X =27 =(-1)".
Dowodd. Udowodnijmy najpierw rownos¢
(14v2)" = 2pn + X3n_1V2, dla n>1. (5)
Roéwnanie jest oczywiscie spetnione dla n = 1. Ponadto jezeli
(1+ \/E)n = Xon + X2n-1V2,
to
(1+v2)" = (1+v2)" (1 +v2) =
= (xy, + xZn_lx/E)(l + \/Z) = (Xgn + 2X9p—1) T(xop + x2n_1)\/§ =
= Xonsz + Xone1V2.

Na mocy twierdzenia 2 i wzoru (5) para (x, ) = (X2, X2,-1) jest rozwigza-
niem réwnania Pella

xF =2y = (-1)".
Poniewaz sprzg¢zenie iloczynu jest iloczynem sprzezen, to na mocy wzoru
(5) otrzymujemy:

(1 - ﬁ)n = xZn - xZn_l\/E, dla n Z 1
Zauwazmy, 7e |1 - \/§| < 1, wigc limn_>oo(1 — \/E)n = 0. Stad dostajemy
lirnn—>oo(xZn_xZn—l\/i) = 0.
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A wigc

X . X . XontXon— 1
2 =2 oraz lim,_sq, =22 =lim,_ s, 22— =1+

lim,,_ —=.
n->e X2n-1 X2n X2n V2

Twierdzenie 4. Jezeli cigg Ulama jest zdefiniowany przez rekurencje:
x1=x2=x3=1, Xop3=Xonr2 t X0, 121,
fo
. X
lim =222 =g,
" Xopa
gdzie a jest rzeczywistym pierwiastkiem réwnania t> —t*—1=0.

Dowéd. Niech a, b, ¢ beda réznymi zespolonymi pierwiastkami
rownania £ — £~ 1 = 0 oraz y, =pa" +qb" +rc", gdzie p, q, r sa ustalo-
nymi liczbami rzeczywistymi. Poniewaz

Vs —Vpr — ¥, =pa" (a3 —a’ - 1)+ qb" (b3 -b* - 1)+ rc" (c3 —c’ - 1): 0,
to oba ciagi x,, y», n > 1, spetniaja to samo réwnanie rekurencyjne. Jesli

dobierzemy p, g, r tak, aby x, =y, dlai =1, 2, 3, to ciagi te beda identycz-
ne. W tym celu rozwigzujemy metodg Cramera ponizszy ukiad:

p+q+r=1, pa+gb+rc=1, pa’+gb’+rc’ =1,
1 otrzymujemy:

_(=b-o - _(-ai-o)  _(1-hi-a)
(a-b)a—c)’ (b-a)b-c)’ (c—a)c—b)

Niech f(r)=¢>—1*—1. Mamy ['(t) =3t =2t =3t(¢r—2), wigc 1 = 0
jest maksimum lokalnym funkcji. Ponadto f(0)=-1<0, wigc f(¢) ma
tylko jeden pierwiastek rzeczywisty a. Pozostale b, ¢ sa sprzezonymi licz-
bami zespolonymi. Poniewaz f(1)=-1<0<3=f(2), wigc a>1. Ze
wzorow Viete*a mamy abc = 1, wigc dostajemy

B =|c| = Vbe =1/a <1<a. (6)

Wobec tego

1 n+l n+l
X . pa"™ +gb" +rc
lim =L = lim )
oo x e pa" +qb" +rc”
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Jesli podzielimy licznik 1 mianownik przez a” i skorzystamy z nieréwnosci

(6), to otrzymamy lim Lol _ g =1,465...

n—0 X
n
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