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ALGEBRAICZNE ASPEKTY
PROCESOW EKONOMICZNYCH

Beata Falda, Jozef Zajac

Abstract. Precise studying of economic processes, with the help of advanced mathematical
tools, shows that parameters describing these processes possess their natural algebraic structure.
It is important to notice that its recognition guarantee correctness of the analysis and conclu-
sions. In this paper the authors construct an algorithm of algebraic procedure, which can be
applied in order to classify some basic economic parameters. As a consequence there will be
pointed out certain mathematical and probabilistic structures, on the ground of which one may
proceed, algebraically correct, calculations of the considered parameters characterizing the
economics processes. As an example illustrating the procedure will be presented a direct con-
struction of some algebraic structures and the attached types of nonlinear probabilistic spaces.

Keywords: algebraic structures, expected value, means, variance.

1. Wstep

Podstawa metodyczna analizy procesoOw ekonomicznych opiera si¢
gléwnie na pojeciach i twierdzeniach statystyki matematycznej oraz teorii
rachunku prawdopodobienistwa. W nastepnej kolejnosci wykorzystuje si¢
pojecia struktur algebraicznych, wywodzacych si¢ z algebry liniowe;.
W konsekwencji analiza ta opiera si¢ na zalozeniu liniowosci strukturalnej
procesOw ekonomicznych. Taki sposdb postepowania narzuca arytmetyczny
charakter parametrow, za pomoca ktorych procesy te sa opisywane. Bardziej
wnikliwa analiza tych parametrow, a zwlaszcza ich mian, czyli jednostek,
w ktorych s3 one wyrazane, pokazuje, Ze Mmaja one na ogdt struktury nie-
arytmetyczne. Rodzi to problem znalezienia tych struktur oraz ustalenia
grup parametrow nalezacych do tego samego typu struktur algebraicznych.
Dopiero wtedy mozemy mowi¢ o prawidtowo wykonywanym rachunku,
przeprowadzanym na interesujacych nas parametrach (Smoluk 2000, str. 39;
Stachak 2006, str. 200-205).
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Department of Mathematics Application in Economics, The John Paul Il Catholic University
of Lublin, Al. Ractawickie 14, 20-950 Lublin, Poland.
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Warto$¢ oczekiwana, bedaca podstawowym pojeciem rachunku praw-
dopodobienstwa, jest uogodlnieniem $redniej arytmetycznej, zatem nalezy
pamigtac, ze dotyczy ona takich wartosci liczbowych, ktérych miana jedno-
znacznie wskazuja na to, iz wielkoSci te tworza grupe przemienng z doda-
waniem jako dziataniem wewng¢trznym, a ponadto, po wprowadzeniu
wspotczynnikéw liczbowych, tworza strukture algebraiczng nad cialem
wspotczynnikow. W takim przypadku analiza elementdow wymienionej
grupy, prowadzona za pomoca metod klasycznej statystyki, jest w pelni
uzasadniona. Jezeli natomiast wielkos$ci te tworza grupe z innym rodzajem
,dodawania”, to nalezy ustali¢ odpowiedni rodzaj wartosci $redniej w gru-
pie, a takze sposob ,,mnozenia” rozwazanych wartosci przez liczby.

2. Strukturalne wartoS$ci oczekiwane

Zatozmy, ze X jest zmienng losowa o warto$ciach rzeczywistych, okre-
$long na przestrzeni prawdopodobienstwa {Q, BA, p}. Wtedy wyrazenie

in p;,dla dyskretnej zmiennej losowej X,
i=1

E, X 2.1)

Ixf (x)dx,dla ciagtej zmiennej losowej X.
R

jest klasyczng warto$cig oczekiwang zmiennej losowej X, oznaczang symbo-
lem EX.

Algebraiczna 1 fizyczna interpretacja tak okreslonej wartosci oczekiwa-
nej EaX wskazuje, iz nalezy ja utozsamiac ze $rednig arytmetyczng wazong
wartosci {X;} z wagami, odpowiednio {pi} w przypadku dyskretnym i f(x)
w przypadku rozktadu ciaglego zmiennej losowej X.

Z algebraicznego punktu widzenia EaX jest srednig wazona nad ciatem
{R, +,-} 1 jest jego elementem. Takie podejscie prowadzi do uogolnienia
pojecia $redniej arytmetyczne;.

W przypadku gdy zmienna losowa X przybiera warto$ci mianowane,
formuta (2.1), definiujgca Srednig arytmetyczng wazong, w sensie dyskret-
nym lub cigglym, traci na og6l znaczenie, stajac si¢ swego rodzaju zapisem
formalnym. Jako przyktad mozna tu poda¢ zmienng losowa X, ktorej wiel-
ko$ci mozemy okre§li¢c mianem ,,predko$¢” lub ,,indeks”. Zastosowanie
w takiej sytuacji formuty (2.1) ma charakter mnemotechniczny, w ktérym
nie jest brana pod uwage struktura algebraiczna wartosci takich zmiennych
losowych.
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Z rozwazan opartych na fizycznych lub ekonomicznych interpretacjach
parametréw opisujacych procesy i zjawiska wynika, ze warto$¢ oczekiwana
przebiegajgcych w czasie, mianowanych liczb rzeczywistych wyrazona jest
wzorem (Ostasiewicz i in. 2006, str. 62-64)

! o dla dyskretnej zmiennej losowej X,
Zi=17I
E, X = X (2.2)
;, dla ciagtej zmiennej losowej X .
[ 10
R X

W przypadku gdy zmienna losowa X jest wyrazona za pomocg warto$ci
réznego typu indekséw, do obliczenia wlasciwej wartosci oczekiwanej
stosuje si¢ wazong $rednig geometryczng (Ostasiewicz i in. 2006, str. 64-65):

n

n > piInx ] ]
l_Ixipi =e* , dladyskretnej zmiennej losowej X,
E. X =4 (2.3)
In xf (x)dx
er , dla cigglej zmiennej losowej X.

Niech o bedzie liczbg rzeczywisty, taka, zeaeR\{0}. Dla zadanej
zmiennej losowej X=(x,,X,,...,X, ), Z dodatnim x; i prawdopodobienstwem

PIX=x]=p;, i=12,..,n, zdefiniujemyE_X jako (Mitrinovi¢ 1972, str.
19-29)

1
[Zn:pix“]a, dlac #0,|a| <+,
i=1

EX=1T]x" dlaa=0, (2.4)

i=1

min(X,, X,,...,X,), dlaa=-x,

max (X, X,,...,X, ), dlaa=+ow;

Mozna zauwazyc, ze

E,X=E,X, EX=EX=EX i EX=limEX=E.X,

a—>0
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a ponadto tatwo udowodni¢, iz
EX<E X< a<p

W podobny sposdb definiuje si¢ E, X w przypadku ciaglej zmiennej lo-
sowej. Otrzymujemy wtedy tozsamosci

E.X _eEAXInX
G - 1

[E.X]"=E,[X].

Dokonujac analizy wspomnianych $rednich, tatwo zauwazy¢, ze uzy-
wajac klasycznych metod statystycznych opartych na $redniej arytmetycz-
nej, wykonujemy obliczenia, ktére w wielu przypadkach sa dokonywane
W sposob nie majacy zadnego uzasadnienia. W konsekwencji prowadzi to
do niczym nieuzasadnionych wynikow.

Aby otrzymac ilustracje funkcjonowania przedstawionych s$rednich
rozwazmy zmienng losowa X = {1, 2, 3, ..., 50}, dla ktorej

E X =1111 E,X=19,48 E,X =255.
Rozszerzajac zakres $rednich ze wzgledu na parametr « (zob. (2.4)),
otrzymujemy
E,X=679, E,X=E,X=1111 EX =E.X =19,48,
E,X =E,X =255, E,X =29,30.

3. Strukturalne podejscie do wartosci oczekiwanej

Rozwazmy n-wymiarows przestrzen liniowa (V,+,-) nad ciatem (R, +,-).
Niech
X =(X, X500 %, ) €V =R"

bedzie wektorem i niech
p= { pi} eR"

bedzie ciggiem liczb nieujemnych, takich ze Z p, =1. Z danym wektorem X
i=1
oraz ciggiem {pi} rozkladu jedynki mozemy potaczy¢ wyrazenie

n

E(X,p) =z X p;, ktore jest identyczne z klasyczng wartos$cia oczekiwang
i=1

zmiennej losowej X.
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Zatozmy teraz, zeh:V <>V, jest bijekcja przestrzeni wektorowej
(V,+,-) na(V,,+,,+,), rozwazanej jako n-wymiarowa przestrzen wektorowa
nad ciatem liczb rzeczywistych. Wowczas dla dowolnego

X = (X, X0 X))

mamy
Y = (Y1 Yoreen ¥o) =(X) = (h(X), h(X,),.... h(X,)),
co daje
Y+,Z:=h(h*(Y)+h*(Z))es, (3.1)
i
A4 Y =h(r-h*(Y))ed, (3.2)

dlaX,Z eV, i AeR, gdzie X =h*(Y)=(h™(y,),h™*(y,),...h7*(y,)).
Jesli ponadto p jest metryka naV, to p(0, X) =|| X || jest normg na ¢
I metryka p,,, otrzymana przez bijekcje h, jest dana formuta:
pn(Y.Z)=p(h*(Y).h?(2)) (3.3)
dla dowolnego Y,Z €V, . Widzimy zatem, ze (V,,p,) jest liniowg prze-

strzenig metryczna.
Bijekcja h:V <>V, pozwala na zdefiniowanie

Z“p.hy. Z“( (%)=
:h[ghlh(pi-h )j [Zp, j (E(h’l(Y),p)), (3.4)

gdzie

n

Zhyi =Yt Yoth--t Yo = h(_zn:h_l(Yi)J- (3.5)

i=1
4. Przyklady i zastosowania

W  klasycznej statystyce warto§¢ oczekiwana zmiennej losowej
(X — EX)? jest nazywana wariancja. Odchylenie standardowe, bedace pier-
wiastkiem kwadratowym wariancji, spetnia wlasnosci miary 1 jest poO-
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wszechnie stosowane do okreslenia stopnia odchylenia warto$ciami zmien-
nej losowej X od jej warto$ci oczekiwanej EX.

W celu przedstawienia tego pojecia w ujeciu bardziej ogdlnym za-
uwazmy, ze pojeciem rownowaznym dla odchylenia standardowego moze
by¢ funkcja p, (Y,E\Y), gdzie p, jest metryka na przestrzeni V, genero-

wanej przez bijekcje h, odwzorowujaca przestrzen ¢ wyposazong w metryke
p na V, z metryka indukowana p,.

Wowczas wyrazenie

ar (Y. p) =_Z:,ph (v E.(Y.P))'P, =ghl(yi)2pi ~[h(E, (Y, p))]2 (4.1)

nazywaé bedziemy h-wariancjg zmiennej losowej Y, ktorej warto$ci nalezg
do przestrzeni V, w zwiazku z metryka py,. Ponadto
o, (Y,p)=yo(Y,p)

bedziemy nazywa¢ h-odchyleniem standardowym.

Przyklad 1.

Niech V:=R" oraz V, :=R". Zalozmy, Ze a jest dang liczba dodatnia,
a=1. Rozwazmy bijekcje h zdefiniowang formutag y=h(x):=a", ktora
tworzy odwzorowanie R & R, i x=h"(y)=log, y. Wéwczas

Yith Y, = h (lOga Yy, + Ioga yz) = h(lOga ylyz) =VY:'Y, (42)

A+ y=h(Alog,y)= h(loga yk) =y (4.3)

zachodzi dla dowolnych v,y,,y,eR i AeR. Oczywiscie bijekcja
h:=(h,h, ..., h) odwzorowuje R" na R”}.
—_———

n

Jezeli p(a,b):=|a—b| naR?,to

log, K,
y

2

£y (Y1, Y,)=|log, y, —log, y,|= (4.4)
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Z powyzszego wynika, ze jezeli Y =(Y,,V¥,,...Y,), 9dzie y; > 0 dla
1=12,..,n, a ponadto p=(p,pP,,...P,) jest nieujemnym rozkladem
jedynki, to

()= [Zp. log, y j [T =T Ty? =h(ERY), ), 49

i=1

gdzie
h™(Y) =(log, y,, log, ¥,...., log, y,).
Uwaga 4.1. Warto zauwazy¢, ze transformacja, ktora przeksztatca kla-

syczng (arytmetyczng) warto$§¢ oczekiwang W warto$§¢ oczekiwang typu
geometrycznego, nie zalezy od wyboru podstawy a logarytmu.

Ponadto

n

B AT

i=1 i=1

2
n p]
[T

log, p, =

2

P =

=2.[2p;log, y; ~log, y,
=
n n 2
. [(Z p;log, y j —ZZ p;log, y;-log, y, +(log, yi)z] p =
n 2 n 2
- (Z p; log, yij —2[2 p; log, yij + (4.6)

+iZ:l(loga iy_i1)2|oi Zl) log, v,)’ l (Z p; log, iJ =
=Y (y)’ pi—@hl(yi)pijz Zl(logay. [Iogal_[y.j

:Z:(Ioga y,) b ~[log, E, (Y. p)] .

Uwaga 4.2. Wariancja zalezy od wyboru a.
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Przyklad 2.
NiechV:=R, a e R\ {0}
oraz
x*, dlax>0,
Vax—-y=h(x) ::x|x|‘H: 0, dlax=0,
—(=x)*, dlax<0.

Woéwcezas h:V oV, =R, za$ h'(y)=y|y[ .
Ponadto

1. 1
y1+hy2=h(hl(y1)+h1(y2))=h(y1|y1u1+y2|y2ulj=
1, 1, 1 ESY i
Z(y1|y1|“ + Y, |V, j.y1|yla + Y| Yo ,
a takze
4 Ly 1y L e
/1-hy=h(7vh (y))=h(k-yya J=/1-yya Ayl =AY

Przyjmujac o =—1, otrzymujemy przeniesienia struktury arytmetycznej
na strukturg hiperboliczna.
W tym przypadku, podstawiajac Y =(Y,,Y,,...,¥,)o0raz oznaczajac

przez p ={p,} rozklad jedynki, widzimy, ze

Eh(Yv p):zpi n Yi :thi|pi|a_l Yi :h{Zhl(pin
i=1 i=1 i=1
n 1, n 1,
=h{2 SAAE }{Zpiyilyila j
i=1 i=1

yi)} )

n i,l a-1
Z BiYi |yi|“
i1

W przypadku gdy « = 1 otrzymujemy wariancj¢ arytmetyczna, tzn.

a*(Y,p)= lep v —(iz;jpi Y, jz ,
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w przypadku o = 2 wariancja kwadratowa wynosi

= le i —(gpa i jz’

a w przypadku «r = —1wariancja harmoniczna wynosi

n n 2
=3y’ —(Zpi yi‘lj :
i1 i1
Zauwazmy, ze w przypadku gdy(V, p) posiada metryke p przestrzeni
euklidesowej, wtedy

o*(X,p)= Z(X—E(X p))’ Zp X, E(X,p))" P,

i=1 =1
a ponadto

o (Y.p) th(y., p))'p.

Wynika stad, ze

1

Gh(Y, p) = x/arf (Y, p) = (th (yi’ Eh(Y1 p))2 Pi jzz Eg (ph(Y , Eh(Y1 p)) p)

dla g(t) =t%.
Uogolniajac, widzimy, ze jesli
h:(V,p) <> (V,,p,) oraz g:R} <R} ={teR;t>0}
sg bijekcjami, wtedy dla p(X,y) =|| X —y [|otrzymujemy

oy (Y, p)=E (,oh (Y.E (Y p)). p)

Spelomgar])

=g(i2:‘,pig ( Zpk( i) )m
< g(gpiglé P (yi)-h j
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1
W przypadku, gdy g(t) =t*, a>1 wéwczas

1
n n .

Gig (Y. P <[ZZp.pk yi) (yk)“Ja,

i=1 k=1
codla =1 daje

L (Y.p =g(z q Z:‘,pk( ) (yk))n

i=1

>

n

<22 Pph () =h (v)-
k=1

i=1 k=

Ostatnie wyrazenie sugeruje, aby wprowadzi¢ do rozwazan funkcje

X,y)=2>ph (x)-h™(y;)
i=1 j=1
1 nazwac ja miarg rozproszenia, ktora szacuje od goéry odchylenie standar-
dowe.

5. Podsumowanie

Przedstawiona teoria pokazuje, w jaki sposob mozemy skonstruowac
zadany typ statystyki, ktory wyznaczany jest w sposob jednoznaczny po
ustaleniu struktury algebraicznej badanych parametrow. Trudno$ci tech-
niczne moze sprawi¢ jedynie znalezienie odpowiedniej bijekcji.
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