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WYBRANE ZAGADNIENIA W NAUCZANIU
EKONOMII MATEMATYCZNEJ

Adrianna Mastalerz-Kodzis, Ewa Pospiech

Abstract: Mathematical Economics has been taught in selected majors on University of
Economics in Katowice since several years. Very dynamic modifications of academic
education system and lecture schedules bring cogitations, new ideas and also many prob-
lems to solve. Therefore, there are many subjects of discussion connected with mathemati-
cal economics. Among others we can mention the following:

e number of hours reserved for lectures of mathematical economics;

e mathematical methods and economic knowledge required to attend in lectures of
mathematical economics;

e propositions to add in interesting and new subjects to the mathematical economics
schedule.
The purpose of the article is to present selected problems connected with schedule and
substance in teaching of mathematical economics.

Keywords: education of mathematical economics, von Neumann-Morgenstern utility
function, DSGE models.

1. Wstep

Wyktady oraz ¢wiczenia z ekonomii matematycznej zaliczane sa do
grupy zaje¢ objetych standardem ksztatlcenia na wybranych kierunkach
w Akademii Ekonomicznej w Katowicach. W zwiazku z tym istnieje ko-
nieczno$¢ cigglego sprawdzania 1 korygowania treSci programowych
przedmiotu oraz kontrolowania umiejscowienia przedmiotu w programach
studiow.

Artykul sktada sie z dwoch czesci. W pierwszej z nich autorzy dzielg
si¢ spostrzezeniami dotyczacymi miejsca przedmiotu ekonomia matema-
tyczna w harmonogramie studiow oraz liczby godzin przeznaczonej do
realizacji tego przedmiotu. Cze$¢ druga stanowi propozycje uzupetnienia
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tresci programowych wykladéw 1 ¢wiczen o nowe, interesujgce tematy
z dziedziny nauk ekonomicznych. Artykut konczy podsumowanie.

2. Nauczanie przedmiotu ekonomia matematyczna
na studiach ekonomicznych

Od poczatku nauczania ekonomii matematycznej w Akademii Ekono-
micznej w Katowicach wielokrotnie zmienial si¢ wymiar godzinowy
przedmiotu, kilkakrotnie zmieniano takze semestr studiow, w ramach ktore-
go studenci zobowigzani byli do zaliczenia tegoz przedmiotu.

Na Wydziale Zarzadzania poczatkowo studenci uczestniczyli w wykta-
dzie o wymiarze 30 godzin i w 30 godzinach ¢wiczen. Na innych wydzia-
fach AE ten wymiar si¢ r6znit — na Wydziale Ekonomii bylo to 45 godzin
wyktadowych i 15 godzin ¢wiczen, natomiast na Wydziale Finanséw
1 Ubezpieczen faczna liczba godzin przeznaczonych na ten przedmiot wyno-
sita 30 godzin (15 godzin wyktadu i 15 godzin ¢wiczen). Zajecia byty pro-
wadzone w ramach studiow jednostopniowych, a na Wydziale Zarzadzania
ekonomia matematyczna byla umieszczona poczatkowo na drugim, potem
trzecim roku studiow.

Po wprowadzeniu trzystopniowego poziomu ksztatcenia studentéw
ekonomia matematyczna znalazta si¢ wsrdd przedmiotow objetych standar-
dem ksztalcenia na II stopniu w ramach pierwszego semestru. Stanowi to
problem dwojakiego rodzaju. Po pierwsze, studenci uczgszczajacy na II
stopien studidéw, na uzupetniajgce studia magisterskie, niekoniecznie sg
absolwentami I stopnia studiow ekonomicznych. Zdarza si¢ niejednokrotnie,
ze wsrod stuchaczy studiow stopnia II znajdujg si¢ absolwenci réznych
studiow licencjackich/inzynierskich, takich jak informatyka, fizyka, rusycy-
styka oraz wielu innych, nieekonomicznych kierunkdéw. Wystepuje wow-
czas problem réznic programowych przede wszystkim z przedmiotow ta-
kich jak matematyka oraz mikro- 1 makroekonomia. Wprawdzie przedmiot
makroekonomia realizowany jest na pierwszym semestrze Il stopnia stu-
diéw (rownolegle z ekonomig matematyczng), lecz tresci przedmiotu mi-
kroekonomia studenci spoza uczelni ekonomicznych nie majg mozliwosci
wystucha¢, otrzymuja jednak po dwodch latach uzupetniajgcych studidw
magisterskich tytul magistra ekonomii!

Nalezy takze zwroci¢ uwage na wymiar godzin przeznaczony na na-
uczanie ekonomii matematycznej. Obecnie w ramach studiow stacjonarnych
na Wydziale Zarzadzania na Il stopniu informatyki harmonogram studiéw
przewiduje 15 godzin wyktadu i 15 godzin ¢wiczen. Na Wydziale Informa-
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tyki 1 Komunikacji wymiar ten jest taki sam. Jednakze na studiach niesta-
cjonarnych wymiar ten si¢ zmienia. Na Wydziale Zarzadzania studenci
wystuchujg 9 godzin wyktadu i sg zobligowani do zrealizowania 9 godzin
¢wiczen. Na Wydziale Informatyki i Komunikacji wymiar godzinowy jest
nastepujacy: 12 godzin wyktadu 1 12 godzin ¢wiczen. W ramach tych zajgc
osoby prowadzace sg zobowigzane do przekazania wszystkich tresci zgod-
nie z minimum programowym oraz w zwigzku z tym, ze przedmiot konczy
si¢ zaliczeniem na prawach egzaminu, przeprowadzi¢ stosowng forme
zaliczenia.

Z uwagi na malg liczbe godzin przeznaczonych na nauczanie tego
przedmiotu prowadzacy nie jest w stanie wyczerpujaco przedstawi¢ wszyst-
kich tematéw zawartych w sylabusie przedmiotu, nie méwigc juz o nadra-
bianiu zalegtosci w wiedzy studentow.

W ramach konferencji dydaktycznej organizowanej przez Wydziat Za-
rzadzania Akademii Ekonomicznej w Katowicach pn. ,,Harmonizacja pla-
néw i koordynacja programéw studiow” zostat wygtoszony referat autor-
stwa Henryka Zawadzkiego i Adrianny Mastalerz-Kodzis Ekonomia mate-
matyczna a ekonomia i matematyka. Koordynacja sylabusow. Szczegdtowo
zostaly tam opisane obszary wiedzy matematycznej, jakie powinien opano-
wac student przed podj¢ciem zaje¢ z ekonomii matematycznej. Nie wymie-
niono wigc w niniejszym artykule tychze zagadnien, poprzestajac na poda-
niu odnos$nika do literatury (zob. (Zawadzki, Mastalerz-Kodzis, 2006)).

Rezultatem przeprowadzonych rozwazah niech bedzie propozycja
przywrdcenia pierwotnego wymiaru godzin lub zwigkszenia wymiaru go-
dzin przeznaczonych na realizacj¢ ekonomii matematycznej. Jezeli prowa-
dzacy wyktady oraz ¢wiczenia bedg mieli po 30 godzin, to mozna wowczas
solidnie i rzetelnie: po pierwsze, przygotowa¢ studentow do wystuchania
wyktadow 1 rozwigzywania zadan przypominajac badz wprowadzajac po-
trzebne pojecia matematyczne, a po drugie, skupi¢ uwage stuchaczy na
wlasciwej tresci przedmiotu. Konkluzja wydaje si¢ by¢ jednoznaczna: nale-
zy zwigkszy¢ liczbe godzin z przedmiotu ekonomia matematyczna zaré6wno
na studiach stacjonarnych, jak i niestacjonarnych.

3. Wybrane propozycje uzupekienia programu przedmiotu
0 nowe tresci

Gdyby harmonogram studiow przewidywat wigkszg liczbe godzin eko-
nomii matematycznej, mozna by wowczas w ramach prowadzonych zaje¢
(w celu wzbogacenia i ukazania mozliwos$ci zastosowan) rozszerzy¢ zakres
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przekazywanych tresci o dodatkowe ciekawe zagadnienia. Propozycja kilku
przedstawiona jest ponizej.

3.1. Decyzje konsumenta w warunkach niepewnosci — wybrane
zagadnienia

Konsument, podejmujac decyzjg, czgsto nie posiada petnej informacji o
rynku badz pewne mechanizmy rynkowe sg losowe. Wowczas konsument
podejmuje optymalng decyzj¢ w warunkach niepewnosci. Czy kieruje si¢
wtedy wartoscig oczekiwanego zysku? Czy maksymalizuje warto$¢ funkcji
uzyteczno$ci? Zobaczmy, do jakich prowadzi to paradoksow.

3.1.1. Paradoks petersburski

Rozwazmy nastepujaca loteri¢ (zob. (Ostoja-Ostaszewski, 1996)).

Wygrana (w zt) 0 10 20 500 1000
Prawdopodobienstwo 0,5 0,3 0,1 0,05 0,05

Chcemy odpowiedzie¢ na ponizsze pytania:

¢ Ile rozsadny konsument mogtby zaptaci¢ za los?

e (Czy los powinien by¢ wart tyle, ile wynosi oczekiwana warto$¢ wy-
granej?

Niech X oznacza zmienng losowa wyrazajaca wygrang na loterii

EX=0-0,5+10-0,3+20-0,1+500-0,05+ 1000 -0,05=280
(W dziewieciu przypadkach na dziesie¢ wygramy 20 z{ lub mniej!).

Rzucamy monetg tak dtugo, az wyrzucony zostanie orzet. Jezeli stanie
si¢ to w k-tej probie, wygrywa si¢ 2% dolarow. Trzeba ustali¢ cene losu.

Wygrana (w dol.) 2 4 8 16 2
Wynik rzutu o RO RRO RRRO R..RO
Prawdopodobienstwo 172 1/4 1/8 1/16 (1/2)

Zmienna losowa X to wygrana. Warto$¢ oczekiwana wynosi

o0 o0 k o0
EX= zzkp(x =2k)= zz"(lj ~Yl=.
k=1 k=1 \2 k=1
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Sprobujmy odpowiedzie¢ na nastepujace pytania:

e Czy kupi¢ los? (Z prawdopodobienstwem 15/16 wygramy 16 dol.
lub mniej!)

e (Czy racjonalnie myslacy konsument kieruje si¢ maksymalizacja
oczekiwanego zysku? — uproszczenie!

Zaktada si¢, ze konsument maksymalizuje swoja oczekiwang uzytecznosc.

3.1.2. Funkcja uzytecznosci von Neumanna-Morgensterna

Zbior S = {si, Sy, ..., Sn} to mozliwe wygrane (kwoty, koszyki towa-
row), p120,...,pn 201 pp+---+py=1.

S S, S5 S

Pi P2 Ps Pn

L to loteria, w ktorej nagroda Sy jest mozliwa z prawdopodobienstwem
px. Niech L bedzie zbiorem takich loterii. Zaktadamy, ze konsument ma
racjonalng relacj¢ preferencji i moze porownywa¢ dwie loterie L 1 L*,
w ktorych ma miejsce jedna z sytuacji: L>L*v L<L*v L~L*.
Preferencje konsumenta sg racjonalne, wiec istnieje funkcja uzytecznosci
u:L — R o tej wlasnosci, ze L<L™, co jest rownoznaczne z u(L)S u(L*).

Zaktadamy, ze racjonalny konsument maksymalizuje funkcje uzytecznosci.
Von Neumann i Morgenstern zbadali funkcje uzytecznosci u:L — R, ktorg
mozna wyrazi¢ w wartosciach oczekiwanych.

Zatozenia sg nastepujace:

1. Konsument wie, jaka jest najwigksza wygrana b w zbiorze S i zna
warto$¢ najmniejszej wygranej W.

2. Konsument uwaza, ze kazda wygrana S pomigdzy b i W jest rowno-
wazna z pewng loterig, w ktorej mozna wygra¢ tylko b lub w; inaczej: dla
kazdej wygranej S ze zbioru S istnieje prawdopodobienstwo q, takie ze

w b

1-q q

Na przyktad, gdy b=100,w=0,s=10,q="?
e godyq=0,001 —nie kupig¢ losu,
e godyq=0,25 - kupig los.
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Zatem istnieje € (0,0],'0,25), dla ktérego konsumentowi jest obojetne, czy
kupi los, czy nie.

Definiujemy funkcje f :s— R przyjmujac, ze warto$¢ f(s) to prawdo-
podobienstwo g = f(s)

w b

1 -f(s) (s)

Funkcja f :S — R to funkcja uzytecznosci von Neumanna-Morgensterna.
Istnieje taka funkcja u:L — R, ze dla dowolnej loterii L zachodzi

U(L) = Pif(S1) + Paf(s2) + o+ Puf(S) = 3 P F (5).

Zmienna losowa X mierzy wygrang na loterii L, zatem u(L) = E f(X).
Maksymalizacja wartos$ci funkcji U polega na maksymalizacji wartosci
oczekiwanej funkcji uzytecznosci von Neumanna-Morgensterna.
Rozwazmy ciag loterii, ktore wedlug von Neumanna-Morgensterna
powinny by¢ dla konsumenta rownowazne

S| s, S; Sp
L = =1
P1 P2 Ps Pn
w b w b w b
~ 1_ql d: 1—Qz 02 1_Qn On R
Pi P2 Pn
w b
1 —(P1G1 + P20z +...F Pulln) P11 + P20z + ... T Pnln

Kazdg wygrana s zastepuje si¢ loteria, ktora jest dla konsumenta row-
nowazna z tg wygrana, przyjmuje si¢, ze Ok = f(Sk). Prawdopodobienstwo
najwiekszej wygranej wynosi PiQ; + P20z + ... + PnQn.

Zatozenie: przy ocenie loterii tylko z dwoma wygranymi racjonalny
konsument woli te, w ktorej prawdopodobienstwo wyziszej wygranej jest
wigksze. Maksymalizuje tym samym wielko$¢
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P11 + P202 + ... + Pnlh.

Funkcja u:L — R okre$lona wzorem

U(L) =pigs + Palz + ... + Patin = D P, F(5,)

k=1
jest zatem funkcja uzytecznosci.
3.2. Klasa modeli DSGE

Rozwazajac modele rownowagi, mozna si¢ takze odwota¢ do nieco bar-
dziej skomplikowanego modelu stochastycznego, jakim jest dynamiczny model
rownowagi ogolnej, tzw. DSGE (Dynamic Stochastic General Equilibrium).

Znamienng cecha modeli DSGE jest wykorzystanie do ich konstrukeji
podstaw mikroekonomicznych. Zazwyczaj mamy tu do czynienia z nie-
skonczong liczbg przedsiebiorcéw maksymalizujacych zyski i minimalizu-
jacych koszty, z maksymalizujagcymi uzyteczno$¢ reprezentatywnymi go-
spodarstwami domowymi itd. Ponadto wprowadzane sg zalozenia dotyczace
roOwnowazenia si¢ poszczegOlnych rynkow (przez uwzglednienie réwnan
bilansowych). Determinowane w ten sposob kategorie makroekonomiczne —
produkcja, konsumpcja czy np. inflacja (bgdace endogenicznymi zmiennymi
modelu) — sg wynikiem optymalnych (z uwzglednieniem wyboréw miedzy-
okresowych) zachowan racjonalnych podmiotow gospodarczych, przy
ograniczeniach wynikajacych z zatozen o rownowazeniu si¢ rynkow.

Modele typu ,,New Keynesian” sg uznawane za jedno z podstawowych
narzedzi wykorzystywanych do analizy prowadzonej polityki monetarnej
(por. (Woodford, 2003; Smets, Wouters, 2003)).

Glowne cechy tych modeli to: mocne podstawy mikroekonomiczne,
zatozenie o sztywnoS$ciach cenowych oraz jawne ujecie oczekiwan (odpor-
nos$¢ na krytyke Lucasa). Poczatkowo modele neokeynesowskie byly opra-
cowane dla przypadku gospodarki zamknigtej, jednak w ostatnich latach
pojawity si¢ opracowania, w ktorych modele te sg szacowane dla gospodar-
ki otwartej (zob. (de Walque, Wouters, 2004)). Opisywane modele pozwala-
ja nie tylko uja¢ powigzania handlowe i kapitalowe, ale takze porownaé
strukture analizowanych gospodarek. Przyktadem tego typu modelu jest np.
model EURUS, sktadajacy si¢ z dwoch regionow: strefy euro oraz Stanow
Zjednoczonych, ktére tacza powigzania handlowe i kapitatowe. W kazdej
gospodarce wystepuja takie podmioty gospodarcze, jak: gospodarstwa
domowe, producenci krajowi, importerzy, wtadze monetarne.
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Tabela 1. Wybrani laureaci Nagrody Nobla z dziedziny nauk ekonomicznych
Rok Laureaci Dziedzina Osiagniecia
1969 | Ragnar Anton Ekonometria za rozwoj 1 zastosowanie modeli
Kittil Frisch, dynamicznych do analizy procesow
Jan Tinbergen ekonomicznych
1970 | Paul Samuelson Teoria rownowagi | za prac¢ naukowa, poprzez ktora
ogolnej i teoria rozwingl statyczng i dynamiczna
rownowag teori¢ ekonomii i aktywnie przyczy-
czastkowych nit si¢ do podniesienia poziomu
analizy w naukach ekonomicznych
1972 | John Hicks, Teoria rownowagi | za pionierski wklad w ekonomiczng
Kenneth Arrow ogolnej teori¢ rownowagi ogolnej oraz
ekonomii dobrobytu
1973 | Wassily Leontief Analiza nakladéw | za rozwoj metody naktadéw i wyni-
i wynikow kow oraz jej zastosowanie do waz-
nych problemoéw ekonomicznych
1975 | Leonid Kantorowicz, | Teoria optymalnej | za wktad w teori¢ optymalne;j
Tjalling Koopmans | alokacji zasobéw | alokacji zasobow
1983 | Gérard Debreu Teoria rownowagi | za wdrozenie do teorii ekonomii
ogolnej nowych metod analitycznych oraz za
nowe $ciste sformutowanie teorii
roéwnowagi ogolnej
1987 | Robert M. Solow Teoria wzrostu za wktad w teori¢ wzrostu
gospodarczego gospodarczego
1988 | Maurice Allais Teoria rownowagi | za pionierski wktad w teori¢ rynkoéw
ogo6lnej i teoria i efektywnego wykorzystywania
rownowag zasobow
czastkowych
1994 | Reinhard Selten, Teoria gier za pionierska analize rOwnowagi
John Nash Jr, w teorii gier niekooperacyjnych
John Harsanyi
1995 | Robert Lucas Jr Makroekonomia za rozwoj 1 zastosowanie hipotezy
racjonalnych oczekiwan, a tym
samym przeksztatcenie analizy
makroekonomicznej i glgbsze
zrozumienie polityki gospodarczej
2004 | Finn E. Kydland, Makroekonomia za wklad w makroekonomig
Edward C. Prescott dynamiczna: sp6jnos¢ polityki
gospodarczej w czasie oraz
przyczyny lezace u podstaw cykli
koniunkturalnych
Zrodto: http://pl. wikipedia.org/ wiki/Nagroda Banku Szwecji_im. Alfreda Nobla w

dziedzinie ekonomii.
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Na wyktadach/¢wiczeniach mozna zwroci¢ uwage studentow na tego
typu modele, podajac odnos$niki do literatury oraz podkreslajac mozliwosci
zastosowania tych modeli np. w prognozowaniu podstawowych wielkos$ci
makroekonomicznych.

3.3. Laureaci Nagrody Nobla z dziedziny nauk ekonomicznych
w aspekcie tematyki ekonomii matematycznej

Na ostatnim wyktadzie mozna zwréci¢ uwage studentéw na tematyke
prac wyréznionych Nagroda Nobla z dziedziny nauk ekonomicznych,
zaznaczajac, jak wiele z tych prac jest $ciSle zwigzanych z treSciami pro-
gramowymi przedmiotu ekonomia matematyczna.

W tabeli 1 wymieniono wybranych noblistow oraz tematyke ich prac.

4. Podsumowanie

Przedmiot ekonomia matematyczna od kilkunastu lat jest prowadzony
przez pracownikow Katedry Matematyki (i nie tylko) w Akademii Ekono-
micznej w Katowicach. Jednakze wielokrotne zmiany systemu studiowania,
programéw studidow, siatek godzinowych w pewnym stopniu doprowadzity
do sytuacji, ze w ramach prowadzonych zaje¢¢ program przedmiotu nie moze
by¢ w pelni zrealizowany, a w ramach ¢wiczen studenci nie rozwigzujg
dostatecznej, zdaniem autordw, liczby zadan i nie s3 w stanie w zrozumialy
sposoOb przyswoi¢ przekazywanego materiatu.

Ponownie zatem postuluje si¢ przywrocenie wigkszej liczby godzin
w siatkach studiow dla przedmiotu ekonomia matematyczna.
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