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METODA JADROWA W ANALIZIE FINANSOWYCH
SZEREGOW CZASOWYCH!'

Streszczenie: W analizie finansowych szeregéw czasowych wykorzystywane sa m.in. me-
tody statystyczne oparte na statystykach jadrowych. Procedury estymacji i weryfikacji hipo-
tez statystycznych oparte na metodach jadrowych stanowig wygodne i uniwersalne narze-
dzie analiz finansowych szeregow czasowych. W pracy przedstawione sg wybrane metody
jadrowe, w tym nieparametryczna jadrowa estymacja funkcji gestosci. Przedstawione sa
réwniez modyfikacje metody jadrowej, uwzgledniajace charakter finansowych szeregow
czasowych. Zaprezentowany zostanie przykltad zastosowania metody jadrowej wraz z uwa-
gami dotyczacymi wyboru parametréw metody.

Slowa kluczowe: metoda jadrowa, funkcja jadra, parametr wygtadzania, estymacja funkcji
gestosci.

DOI: 10.15611/pn.2014.371.02

1. Wstep

W analizie finansowych szeregéw czasowych metody nieparametryczne, niewyma-
gajace zatozenia o rozktadzie zmiennej losowej w badanej populacji, sa czgsto wyko-
rzystywanymi narz¢dziami statystycznymi. Metody te majg zastosowanie np. w es-
tymacji funkcji gestosci, w estymacji funkcji regresji lub w weryfikacji hipotez doty-
czacych charakterystyk funkcyjnych zmiennych losowych, w tym o postaci funkcyj-
nej regresji. Potrzeba wykorzystania metod nieparametrycznych w analizach finan-
sowych wynika czgsto z braku informacji wymaganych do przyjecia zalozenia o
rozktadzie populacji (np. gdy badane zjawisko jest nowe lub nietypowe) lub tez ko-
niecznosci zastosowania innych niz liniowe zaleznosci (co wystepuje bardzo czesto
w analizach dotyczacych finansowych szeregéw czasowych).

Duza grupe metod nieparametrycznych stanowig metody oparte na statystykach
jadrowych, znane w literaturze jako metody jadrowe. Metody jadrowe wymagaja

! Praca zrealizowana w ramach projektu sfinansowanego ze $rodkéw Narodowego Centrum Na-
uki przyznanych na podstawie decyzji numer DEC-2011/01/B/HS4/02746.
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przyjecia jedynie niewielu zatozen dotyczacych gladkosci funkcji Iub istnienia po-
chodnych okreslonego rzedu badanych funkcji. Uniwersalnos$¢ tych metod zwigzana
jest réwniez z postgpem w technologii komputerowej i mozliwosciag wykorzystania
duzych zbioréw danych. Metody jadrowe charakteryzujg si¢ dobrymi witasnosciami,
chociaz nalezy pamiecta¢, ze wymagaja wykorzystania duzej liczby obserwacji, co
czasami traktowane jest jako ich wada. Nalezy jednak podkresli¢ fakt, iz metody
jadrowe stanowi¢ mogg uzupehienie klasycznych metod stosowanych w analizach
finansowych, a w wielu przypadkach naleza jedynie do nielicznych metod mozli-
wych do zastosowania w konkretnym zagadnieniu badawczym dotyczacym analizy
finansowych szeregow czasowych.

Celem pracy jest prezentacja wybranych metod jadrowych mogacych znalez¢ za-
stosowanie w analizach finansowych, jak rowniez wskazanie, na podstawie wynikow
badan symulacyjnych, tych wlasnosci omawianych metod, ktére wynikajg z wyboru
parametrow metody jadrowe;.

2. Metoda jadrowa
Metoda jadrowa zostata zastosowana po raz pierwszy w estymacji funkcji ggstosci w

latach piecdziesigtych ubieglego wieku. Estymator jadrowy funkcji gestos$ci okreslo-
ny jest w nastepujacy sposob [Parzen 1962; Rosenblatt 1956]:

7 (x)=#211<(x_f" ) (1)

gdzie: X, ..., X, jest proba prosta, K(u) jest funkcja jadra, & parametrem wygla-

dzania.

Funkcja jadra i parametr wygladzania sa zwane parametrami metody jadrowe;j i
majg zasadniczy wplyw na postac estymatora jadrowego. W literaturze prezentowane
s rozne postacie funkcji jadra [Domanski, Pruska 2000; Gajek, Kaluszka 1996; Har-
dle et al. 2004]. W praktyce najczesciej wykorzystywana jest funkcja jadra K(u),
ktora jest symetryczng, nieujemng funkcja gestosci (np. funkcja gestosci rozktadu
normalnego), a to zapewnia, ze estymator funkcji gestosci jest rowniez funkcjg ge-
sto$ci. Funkcje jadra o takich wlasnosciach zwane sg funkcjami jadra klasycznymi
lub drugiego rzgdu [Silverman 1996]. Funkcje jadra rzgdu ¢, dla ¢ > 2, okreslone

$3 W nastepujacy sposob:

TK(u)du =1,

[w'K(u)du=0dla1<j<g-1, 2)

—o0
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J. u”’K(u)du < o0,

Dla funkcji jadra wyzszych rzedow estymator funkcji gestosci moze przyjmowaé
ujemne wartos$ci w niektorych punktach.

Parametr wygtadzania /# (h > 0) okreSla stopien wygladzenie estymatora funkcji
gestosci. Optymalny parametr wygtadzania to taki, ktory otrzymujemy przez mini-
malizacj¢ okreslonej miary doktadno$ci estymatora. Optymalny parametr jest nie-
mozliwy do wyznaczenia, gdyz jego warto$¢ jest uzalezniona od nieznanej funkcji
gestosci (w szczegolnosci drugiej pochodnej nieznanej funkcji gestosci). Wyrdznia-
my dwie grupy metod wyboru parametru wygladzania w jadrowej estymacji funkcji
gestosci: metody cross validation (oparte na minimalizacji scalkowanego kwadratu
odchylen) oraz metody plug-in (oparte na minimalizacji scatkowanego bledu $red-
niokwadratowego). W praktyce stosowane sa przede wszystkim: metoda subiektyw-
na (polegajaca na subiektywnym doborze réznych wartosci parametru wygladzania i
wyborze tej wartosci parametru, ktorej zastosowanie w estymacji spetnia oczekiwa-
nia badacza) oraz metoda Silvermana (przyjmujaca zatozenie, ze nieznang funkcja
gestosci jest funkcja gestosci rozkltadu normalnego). W literaturze trwa dyskusja
dotyczaca najlepszej, z punktu widzenia okre$lonego kryterium, metody wyboru
parametru wygtadzania.

3. Wybrane metody wnioskowania statystycznego
oparte na metodzie jadrowej

Niech {X t} bedzie Scisle stacjonarnym procesem z gestoscig brzegowa g(x) i facz-
ng funkcja gestosci fjx(x, y) oraz {XI}IT:1 bedzie losowa proba o liczebnosci 7.
Estymator jadrowy gestosci brzegowe;j g(x) przyjmuje nastepujaca postac:

J 3)

gdzie K(u) jest funkcja jadra, 4 parametrem wygtadzania.

g

Estymator jadrowy dystrybuanty brzegowej G(x) ma postac :

J “4)

gdzie H (u) jest funkcja jadra przyjmujaca posta¢ dystrybuanty.

oSl
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Mozliwa jest modyfikacja klasycznego podej$cia polegajaca na uwzglednieniu
wag. Wowczas estymatory (3) i (4) odpowiednio przyjmuja postaé [Harvey,
Oryshchenko 2012]:

. 1 < - X,

gt(x)zT—h;K(x p l]wm dlat=1,..,T, (5)
oraz:

~ T —

G,(x):ﬁ;H(x th )wm dla t=1,..,T. (6)

t
Wagi okreslone sa nastgpujaco Z w,=ldlat=1..T.
i=1
W estymacji facznej funkcji gestosci jest wykorzystywany estymator jadrowy
wielowymiarowy o postaci [Kulczycki 2005]:

f(x)=%ZHK(xl’_TX"’], ™

gdzie X, = (X XZZ,...,th),, X, :(XI,XZ,...,Xd)’jest wektorem.

1t

W estymacji funkcji regresji £ (Yt|X t) na podstawie proby {Y X } _, wykorzy-
stywany jest nieparametryczny jadrowy estymator Nadarayi—Watsona:

Fx :M
(x) ) 8)

) s
Th
jadrowymi.

Jadrowy estymator Nadarayi—Watsona wykorzystywany jest w weryfikacji hipo-
tez statystycznych dotyczacych postaci funkcji regresji (por. [Sliwicki 2012]).
W weryfikacji hipotezy zerowej H, :m(x): 0, przy hipotezie alternatywnej

j sg estymatorami

gdzie m ZT: (

=1

H,: m(x) # 0, gdzie m(x) =F (Y |X = x) statystyka testowa ma postac:

1= ] () OF (ki o



Metoda jadrowa w analizie finansowych szeregéw czasowych 27

gdzie W(x) oznacza funkcj¢ wagowa ustalang przez badacza w celu ograniczenia
wplywu wartosci granicznych lub obszaréw z obserwacjami rzadko wystepujacymi.
Dla w(x)=fy(x)w(x), gdzie f,(x) jest funkcja gestosci zmiennej losowej X,
otrzymujemy nastgpujaca postac statystyki testowe;j:

T,=h z ) - 0 w(x). (10)

Przy prawdziwosci hipotezy zerowej statystyki testowe (9) i (10) majg rozktad
. ) ) . . +o0 O_4 (x)ﬂ}Zx +o0 )
normalny z wartoscig oczekiwang 0 i wariancjg 2 J fz—()dxj (K * K ) (x)dx,
X
—0 X —0
gdzie warunkowa wariancja ma postaé Gz(x): Dz(Y |X = x), natomiast K * K

oznacza splot funkcji jadra.

4. Estymacja jadrowa funkcji gestosci cen energii

Na podstawie wynikow sesji Rynku Dnia Nastgpnego na Towarowej Gieldzie Ener-
gii SA, dotyczacych cen $rednich wazonych wolumenem ze wszystkich transakcji na
sesji gietldowej dla danej godziny dla energii elektrycznej w dniach 26 sierpnia-
21 wrzesnia 2013 r. (w zt za MWh) [http://wyniki.tge.pl/pl (21.09.2013)], wyzna-
czono estymatory jadrowe funkcji gestosci. Uwzgledniajac dyskusje dotyczacg sto-
sowania metod jadrowych w szeregach czasowych [Bowman, Azzalini 2004], podje¢-
to decyzj¢ o zastosowaniu w badaniu klasycznych metod jadrowych. Z dostepnych
592 obserwacji pobierano w sposéb losowy proby o liczebnosci 10, 50, 100. W me-
todzie jadrowej wykorzystano rozne liczebnos$ci proby, réozne funkcje jadra oraz za-
stosowano rézne metody wyznaczania parametru wygtadzania. Na podstawie wyni-
koéw estymacji wykazano zalezno$¢ postaci estymatora funkcji gestosci od liczebno-
$ci proby, wyboru funkcji jadra oraz wyboru warto$ci parametru wygtadzania.

W etapie pierwszym badania wyznaczano estymatory jadrowe gestosci z funkcja
jadra Gaussowska oraz metoda Silvermana do wyboru parametru wygtadzania na
postawie prob o roznych liczebnosciach. Wyniki przedstawione sg na rysunku 1.

Jadrowa estymacja funkcji gestos$ci cen energii elektrycznej dokonana na pod-
stawie jedynie 10-elementowej proby wskazata na zdecydowanie dwumodalny cha-
rakter funkcji gestosci, podczas gdy estymacja z wykorzystaniem prob ,,duzych”
(n = 50 oraz n = 100) dostarcza informacji o jednomodalnym charakterze funkcji
gestosci, co moze stanowi¢ zalecenie dotyczace stosowania raczej duzych prob
w procesie estymacji funkcji gestosci cen energii.

Drugi etap badania polegal na wyznaczeniu estymatoréw jadrowych przy zasto-
sowaniu roznych funkcji jadra. Do badania wykorzystano jedynie probe 10 ele-
mentowa, gdyz ta proba w estymacji w etapie pierwszym dostarczala informacji
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Rys. 1. Estymacja jadrowa funkcji gestosci cen energii (funkcja jadra Gaussowska,
praktyczna zasada Silvermana); a) proba n = 10, b) proba n = 50, ¢) proba n = 100,
d)n=1592

Zrodlo: opracowanie wlasne.

o dwumodalnosci. A dwumodalnos$¢ funkcji gestosci zostata wykazana przy wyzna-
czeniu estymatora na podstawie wszystkich 592 obserwacji (rys. 1, d). Wyniki esty-
macji jadrowej funkcji gestoSci zostaty przedstawione na rysunku 2.

Estymatory funkcji gestosci z réznymi funkcjami jadra wskazujg na wyraznie
dwumodalny charakter badanej funkcji ggstosci. Nawet tak mala proba
(10-elementowa) daje podstawy do twierdzenia o malym wptywie wyboru funkcji
jadra na wynik estymacji.

Nastepny etap badania zwigzany jest z wartos$cig parametru wygladzania. Pod-
czas gdy w etapie pierwszym i drugim zastosowano metod¢ Silvermana wyboru
parametru wygladzania, to w etapie trzecim badania zastosowano metode subiek-
tywna. Wyniki estymacji przedstawiono na rysunku 3.

Metoda subiektywnego wyboru parametru wygtadzania, cho¢ wydaje si¢ prosta
w zastosowaniu (szybka i1 nieskomplikowana), nie moze by¢ stosowana w skompli-
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Rys. 2. Estymacja jadrowa funkcji gestosci cen energii (proba n = 10, praktyczna zasada Silvermana);
a) funkcja jadra Gaussowska, b) funkcja jadra prostokatna, c) funkcja jadra trojkatna,
d) funkcja jadra Epanecznikowa

Zroédlo: opracowanie wlasne.

kowanych analizach finansowych. Okazuje si¢, ze wybdr warto$ci parametru wygta-
dzania ma bardzo duzy wplyw na wynik estymacji funkcji gegstosci. Mata wartosé
parametru wygladzania powoduje, Zze estymator charakteryzuje si¢ wielomodalnoscia
(zwlaszcza w przypadku matych prob), natomiast w wyniku wykorzystania duzej
warto$ci parametru wygtadzania estymator staje si¢ bardzo wygladzony i by¢ moze
traci si¢ w ten sposob wiele informacji o charakterystyce funkcyjnej badanej zmien-
nej losowe;j.
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Rys. 3. Estymacja jadrowa funkcji gestosci cen energii (funkcja jadra Gaussowska); a) 2 =3, n = 10,
b) h=10,n=10,¢c) h=3,n=100,d) 2 =10, n=100, ¢) h =30, n =100

Zrodto: opracowanie wlasne.
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5. Podsumowanie

Zalecenia wynikajace z zastosowania estymatora jadrowego funkcji ggstosci cen ener-
gii elektrycznej dotycza stosowania w praktyce raczej duzych liczebnosci prob. Mate
proby moga powodowac konstrukcje estymatora funkcji gestosci, ktory nie odzwier-
ciedla prawdziwej charakterystyki funkcyjnej. Parametry metody jadrowej (funkcja
jadra i parametr wygtadzania) muszg by¢ dobierane przy uwzglgdnieniu do§wiadczenia
badacza i w oparciu o informacje dodatkowe dotyczace badanego zjawiska. Przy czym
zastosowanie roznych funkcji jadra nie spowodowato znacznych r6znic w postaci es-
tymatora. Parametr wygladzania okazal si¢ mie¢ decydujace znaczenie. Stosowanie
metody subiektywnego wyboru parametru wygladzania jest dopuszczalne jedynie
w nielicznych przypadkach analizowanych przez doswiadczonego badacza.
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KERNEL METHOD IN THE ANALYSIS
OF FINANCIAL TIME SERIES

Summary: In the analysis of financial time series, methods based on kernel statistics are
used. The estimation and verification of statistical hypotheses based on kernel methods are
useful and widely used tools in the analysis of financial time series. The paper presents the
chosen methods of kernel ones, including the nonparametric estimation of the probability
density function. The modifications of the kernel methods are presented, taking into account
the nature of the financial time series. An example of application of kernel method is also
presented, with comments on the choice of method’s parameters.

Keywords: kernel method, kernel function, smoothing parameter, estimation of the proba-
bility density function.



