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SYMULACYJNE BADANIE
WYKORZYSTANIA ENTROPII
DO BADANIA JAKOSCI KLASYFIKACJI

Streszczenie: Celem prezentowanej pracy bylo zweryfikowanie, czy proponowany wskaz-
nik jakosci klasyfikacji wykorzystujacy entropi¢ Renyi’ego moze by¢ stosowany do okre-
$lenia liczby podgrup. Badanie przeprowadzono na danych sztucznie wygenerowanych. Za-
stosowano algorytm aglomeracji Warda, klasyfikacji k-§rednich oraz klasyfikacji spektral-
nej. Na podstawie wybranych czterech indekséw zweryfikowano poprawno$¢ wykrywania
struktury grupowej. Badano tylko liczbe grup, a nie przynalezno$¢ poszczegdlnych elemen-
tow do grupy. Otrzymane wyniki potwierdzaja skuteczno$é proponowanego wskaznika
w problemie dotyczacym weryfikacji liczby grup.

Stowa kluczowe: wskaznik klasyfikacji, entropia Renyi’ego, klasyfikacja.

DOI: 10.15611/pn.2015.384.02

1. Wstep

W literaturze dotyczacej metod klasyfikacji mozna znalez¢ wiele roznych wskaz-
nikow miary jakosci klasyfikacji. Wyrdznia si¢ podziat na trzy klasy wskaznikow
oceny jakos$ci grupowania (por. [Halikidi i in. 2001; Baarsch, Celebi 2012; Rendén
iin. 2011; Walesiak, Dudek 2012]): wskazniki oparte na kryteriach zewngtrznych
(external criteria, external validation), wskazniki oparte na kryteriach wewngtrz-
nych (internal criteria, internal validation) oraz wskazniki oparte na kryteriach
wzglednych (relative criteria, relative validation).

W konstrukcji wskaznikow wykorzystuje si¢ miarg odleglosci (podobienstwa)
pomiedzy obiektami. Przyktadem takich indeksow sg miedzy innymi indeks Calin-
skiego i Harabasza, indeks Davies-Bouldina czy Silhouette indeks. Wykorzystanie
miary zwarto$ci i separowalnosci zazwyczaj wplywa na lepsza oceng grup danych
o rozktadach eliptycznych.

W prezentowanej pracy rozwazono wskaznik miary klasyfikacji danych, do
konstrukeji ktoérego wykorzystano wlasnosci entropii Renyie’go. Pewne wlasnosci
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tego wskaznika byly prezentowane w pracy Basiury i Czapkiewicz [2014]. W pra-
¢y tej miedzy innymi zaprezentowano wstepne badanie symulacyjne, ktore pokaza-
lo, ze dla wielowymiarowych rozktadéw normalnych wskaznik ten poprawnie wy-
krywa strukture grupows danych.

W niniejszej pracy dokonano dalszej analizy wlasno$ci wskaznika opartego na
entropii Reny’ego. Celem pracy bylo poréownanie tego wskaznika z wybranymi
wskaznikami opisanymi w literaturze przy zatozonej strukturze danych [Milligan
Glenn 1981; Halkidi 1 in. 2010; Rendon 1 in. 2011; Walesiak, Gatnar 2009; Wale-
siak 2013]. Podstawa przeprowadzonych badan byly symulacyjnie wygenerowane
przyktady. Podziatu na grupy dokonano przy zastosowaniu algorytmu aglomeracji
Warda, podstawowej klasyfikacji k-srednich oraz klasyfikacji spektralnej [Wale-
siak, Dudek 2012]. Otrzymane wyniki klasyfikacji zweryfikowano, stosujac wy-
brane cztery wskazniki okreslajace poprawnos¢ klasyfikacji.

2. Wybrane wskazniki klasyfikacji

Do analizy poréwnawczej wybrano wskazniki wewnetrzne. Do nich nalezy miedzy
innymi: indeks Calinskiego i Harabasza [1974], indeks Davies-Bouldina [Davies,
Bouldin 1979] oraz Silhouette indeks [Rousseeuw 1987].

Indeks Calinskiego i Harabasza (CH) wykorzystuje iloraz zmienno$ci migdzy-
grupowej (Between Groups — BG) oraz zmienno$ci wewnatrzgrupowej (Within
Groups — WG). Zmienno$¢ migdzygrupowa jest wazong sumg kwadratéw odleglo-
$ci pomigdzy $rodkiem kazdej klasy a srodkiem catego zbioru. Wagami sg wielko-
$ci analizowanych klas. Natomiast zmienno$¢ wewnatrzgrupowa wyznaczana jest
jako suma kwadratow odlegtosci kazdego elementu podzbioru od $rodka klasy.

W indeksie Davies-Bouldina (DB) dla kazdego skupienia wyznacza si¢ $rednig
odlegtos¢ pomiedzy kazdym punktem grupy a jej centrum (oznaczmy je jako d
1 J;-) oraz odleglo$¢ pomiedzy srodkami skupienia k i skupienia £’ (oznaczmy jako
Ay). Nastepnie dla kazdego podzbioru wyznacza si¢ maksymalng wartos¢

. 6k+5k1

zZu . Indeks DB to $rednia wartos¢ z ilorazow po wszystkich podzbiorach.

kk/!
Silhouette indeks zaproponowany zostal przez Rousseeuwa (1987). Indeks ten

pozwala ocenia¢ prawidlowos$¢ zaklasyfikowania poszczegdlnych obiektow do
wyodrebnionych klas na podstawie nast¢pujacej reguty. Niech:
~ _ _ b()=a@d)

S@ = max{a(i),b(0)}’ (1
Rozwazmy dwie klasy: C, oraz C; . Wielko$¢ a(i) okresla srednig odlegtosé
obiektu i od pozostatych obiektéw nalezgcych do klasy C;, natomiast wielkos$¢ b(i)
okresla minimalng odlegtos¢ i od obiektow nalezacych do klasy Cy. Indeks S(P,)
okreslajacy prawidlowo$¢ wyodrebnienia klasy jest srednig z wartosci S(7) dla po-
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szczegdlnych elementdéw klasy, natomiast §rednia z S(P,) po wszystkich klasach
jest indeksem sylwetkowym.

O lepszej jakosci klasyfikacji méwig wyzsze wartosci indeksu Calinskiego
i Harabasza, wyzsze wartoSci indeksu Silhouette oraz nizsze indeksy Davies-
-Bouldina.

3. Wskaznik klasyfikacji na podstawie miary entropii

Pojecie entropii wprowadzit Shannon w 1948 r., nast¢pnie w drugiej potowie ubie-
glego wieku pojawito si¢ wiele uogdlnien probabilistycznej miary tej entropii. We-
gierski matematyk Alfred Rényi [Rényi 1961] zaproponowat nastgpujace uogol-
nienie pojecia entropii:

H(x)=ﬁlog(ff“(x)dx), a>0,a+1. )

W szczegblnosei dla @ = 2 otrzymuje si¢:

H(x) = —log(f f? (x)) dx. 3)

Niech {xy, ..., x5} , gdzie x; jest d-wymiarowym obiektem, bedzie zbiorem da-
nych niezaleznych o tym samym rozktadzie f(x). Jesli nie znamy rozktadu danej
funkcji, to do jej estymacji mozna zastosowaé metode nieparametryczng na pod-
stawie estymacje jadrowg [Liang i in. 2011; Jensen i in. 2003]. Niech:

f) =230, W2 (x,xy).

Przy czym W, (x, x;) jest oknem Parzena, natomiast ¢ okresla szeroko$¢ okna
w zaleznos$ci od rozmiaru danych. W naszych badaniach zostata wykorzystana
funkcja jadrowa Gaussa, okreslona wzorem (4), w ktorym parametr ¢ oznacza op-
tymalnej wielkos$ci okno:

1 Ce=x)" (=)
W2 (x, x1) = Groayar ©XP (— T) 4)

Mozna pokazac, ze entropi¢ calego uktadu mozna wyznaczy¢ jako:
1
H = —log Y1 il We2 (%), x;).

Niech dane bedg podzielone na K klastrow: C; dla k = 1,2,...K, w ktorych po-
jawia si¢ N, obiektow. Entropi¢ w k-tym klastrze mozna zdefiniowac¢ jako:

1
H(Cr) = —logz X3k, Bily Wag (3 %1). 3)
Wskaznik postaci:
N
V(C1,G, ... Cx) = Zf:kaH(CK) (6)
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moglby by¢ interpretowany jako wskaznik entropii wewnatrzgrupowej. W literatu-
rze pojawita si¢ taka wazona suma entropii w kazdym klastrze, ale wyznaczana dla
danych dyskretnych [Rendon i in. 2011]. Stosujac to rozumowanie dla entropii
Reny’ego, otrzymujemy (6). Entropi¢ pomi¢dzy grupami zdefiniujmy jako:

1
H(C1, Gy, ... Cg) = —logmzyﬂ Z%} Woo2 (%), X;).- (7
Jesli klasy sg dobrze utworzone, wskaznik ten powinien by¢ duzy [Jenssen i in.
2003]. Jako wskaznik klasyfikacji mozna rozwazy¢ zatem nastgpujacy iloraz:
__ H(C1Cy,..Cx)
V(Cy,Ca,Ck)’ (®)

4. Badanie empiryczne

W pierwszym eksperymencie symulacyjnym rozwazane byly dane pochodzace
z wielowymiarowego rozktadu normalnego. W przypadku rozktadéw dwu- i trdj-
wymiarowych zadeklarowano klasyfikacje na trzy grupy. Liczba elementéw
w poszczegolnych grupach w pierwszym eksperymencie byta taka sama, ale zba-
dano tez przypadki réznej liczebnosci klas. Grupy roznity si¢ przede wszystkim
srodkami ci¢zko$ci. Przy generowaniu danych wieclowymiarowych rozwazano
20-, 30- i 36- wymiarowe wektory z podzialem na dwa, trzy i cztery skupienia.
Badanie przeprowadzono dla réznych liczebnosci prob (20, 40 i 60 elementow).
W kazdym eksperymencie tak dobrano $rodki cigzkos$ci klas i rozrzut elementow,
aby rozwazane zbiory byly mniej lub bardziej separowalne. Opis modeli symula-
cyjnych prezentuje tab. 1, a przyktadowe dane zaprezentowano na rys. 1.

45 40 5 0 5 0 15

Rys. 1. Przyktady danych symulacyjnych dwuwymiarowych i tréjwymiarowych

Zrodlo: opracowanie wlasne.

W tabeli 2 poréwnane zostaty wyniki uzyskane przy zastosowaniu klasyfikacji
hierarchicznej metodg Warda, klasyfikacji k-$rednich oraz klasyfikacji spektralnej
z wybrang miarg odleglosci euklidesowej dla eksperymentéw o numerach 1, 2, 3
i 4 z tab. 1. Przy stosunkowo stabo separowalnych grupach otrzymuje si¢ niski
procent poprawnie okreslonych podgrup. Na tle badanych wskaznikow indeks E
wypada korzystnie w grupie 1.
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Tabela 1. Charakterystyka modeli symulacyjnych danych o wielowymiarowym rozktadzie normalnym

Nr Liczba L.ICZba L1c.zb:’a Srodki ciezkosci klas Macierz kowariancji
klas | zmiennych | pomiar6w
1 3 2 100 (-6,4) (6, -4) (6, 6) 1 -05],[8 09
-05 1 Hog 8}
2 3 2 50 0,0), (1.5,7), (3, 14) 1 -09],[t5 0],
|-0.9 1} {0 1.5}
[1 05
0.5 1}
3 3 3 30,50,50 |(-4,4,0), (4,4,0), (0,-4,5) macierz jednostkowa
4 3 3 (1.5,6,-3), (3,12,-6), (4.5,18,-9) |[ 1 -09 -09
-09 1 09
[-09 09 1]
5 2 20 20,40 |(4/4,...4,0,...,0),(0,...04,...,4) | macierz jednostkowa
6 3 30 60 4,...,4,0,...,0,0,...,0) macierz jednostkowa
(0,...,0,4,...,4,0,...,0)
0,...,0,0,...,04,....4)
7 4 36 36 4,...,4,0,...,0,0,...,0,0,...,0)), | macierz jednostkowa
(0,...,0,4,...,4,0,...,0,0,...,0)
(0,...,0,0,...,0,4,...,4,0,...,0)
(0,...,0,0,...,0,0,...,0,4,...,4)

W punkcie 2) wykorzystano model 13 z pakietu clusterSim [Walesiak 2013], natomiast w punk-
cie 4) model 5 z tego pakietu; dane z punktow 5, 6 i 7 byly generowane przy zalozeniu niezaleznosci.

Zrodto: opracowanie wlasne.

Tabela 2. Liczba poprawnie okreslonych podgrup (w procentach)

Metody klasyfikacji
Indeks metoda Warda metoda k-$rednich metoda spektralna
Nrl Nr2 Nr3 Nr4 Nrl Nr2 Nr3 Nr4 |Nrl Nr2 Nr3 Nr4
CH 45 13 98 68 16 15 99 76 13 17 98 65
DB 15 15 95 76 14 25 97 65 52 14 99 62
S 17 10 98 85 5 14 96 82 3 15 95 83
E 45 14 99 69 55 16 86 67 56 16 98 67

CH - indeks Calinskiego i Harabasza; DB — indeks Davies-Bouldina; S — Silhouette indeks;
E — indeks entropii; nr to numer modelu z tab. 1.

Zrodto: opracowanie wlasne.

Wyniki eksperymentéw o numerach 5, 6 i 7 nie zostaly zestawione w tabeli,
poniewaz dotyczyly bardzo dobrze separowalnych danych, ktorych grupy sa bar-
dzo dobrze wykrywane przez wszystkie wskazniki. Liczba poprawnie okreslonych
podgrup wahata si¢ od 96% do 100%. Takze wskaznik E na réwni z pozostatymi
trzema we wszystkich przypadkach dawal poprawne wyniki w 97-99%. Zatem
mozna zauwazy¢, ze indeks klasyfikacji konstruowany na podstawie entropii Re-
ny’ego (£) ma bardzo dobre wlasnosci. Jego skutecznos¢ w wykrywaniu liczby
klas jest porownywalna ze skuteczno$cig klasycznych indeksow.
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W drugim zestawie modeli symulacyjnych (tab. 3) rozwazono nickorelowane
dane o rozkladzie sko$nym #-Studenta. Przyjeto dwa parametry sko$nosci # = 1.7
17 =0.6. W ten sposob ostabione zostalo zatozenie o eliptycznos$ci rozktadow.

Tabela 3. Charakterystyka modeli symulacyjnych danych o rozktadach brzegowych sko$nych

. . . Macierz kowariancji
Liczba Liczba Liczba ‘ C e, . . .
Nr . . Srodki cigzkosci klas i przyjete stopnie swobody
klas | zmiennych | pomiarow . .
i parametry sko$nosci
8 2 20 20, 40 (1,1,...1,0,...,0), macierz jednostkowa,
0,...0,1,...,1) df=51=1.7
9 2 20 20, 40 (4,4,...4,0,...,0), macierz jednostkowa,
0,...04,...4) df=5,1=0.6

10 3 30 60 1,...,1,0,...,0,0,...,0) macierz jednostkowa,
(,...,0,1,...,1,0,...,0) df=5,1=1.7
(0,...,0,0,...,0,1,...,1)

11 3 30 60 4,...,4,0,...,0,0,...,0) macierz jednostkowa,
0,...,0,4,...,4,0,...,0) df=5,1=0.6
0,...,0,0,...,04,....4)

12 4 36 36 1,...,1,0,...,0,0,...,0,0,...,0)), | macierz jednostkowa,
(,...,0,1,...,1,0,...,0,0,...,0) | df=5,n=1.7
(,...,0,0,...,0,1,...,1,0,...,0)
(,...,0,0,...,0,0,...,0,1,...,1)

13 4 36 36 4,...,4,0,...,0,0,...,0,0,...,0)), | macierz jednostkowa,
0,...,0,4,...,4,0,...,00,....0) | df=5,1=0.6
(0,...,0,0,...,04,...,4,0,...,0)
0,...,0,0,...,0,0,...,04,...,.4)

Dane generowane z zalozeniem niezalezno$ci i uwzglgdnieniem skosnosci (7 = 0.6, n = 1.7)
w rozktadzie brzegowym z-Studenta.

Zroédto: opracowanie wlasne.
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Rys. 2. Przykladowe wygenerowane dane nieklasyczne: 2a — dane typu Worms, 2b — dane typu kota,
2¢ — dane typu spirala

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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W wyniku eksperymentow od 8 do 13 liczba poprawnie okre$lonych podgrup
wahata si¢ od 90% do 100% dla wszystkich wskaznikow. W eksperymencie nr 8
i 10 najlepszym wynikiem bylo 96% (dla £ i § w metodzie Warda), przy czym
pozostate wartosci byly niewiele nizsze. W pozostalych grupach eksperymentdéw
symulacyjnych (9,11,12,13) wszystkie wskazniki, takze wskaznik E, dawaty
poprawne wyniki w 97-99%.

W trzecim eksperymencie weryfikowano wartosci wskaznikow na podstawie
nieklasycznych zbiorow danych. Dane te byly losowo zaburzane w taki sposob,
aby nie utracily swojej struktury grupowej. Przyktadowe wygenerowane zbiory
danych przedstawia rys. 2.

Niestety w tych eksperymentach symulacyjnych wszystkie cztery badane wskaz-
niki wypadaja stabo. Jedynie dane typu ,,Worms” sa dobrze oceniane, bowiem w tym
przypadku liczba poprawnie okreslonych podgrup wynosita od 78% do 98%. Najle-
piej wypadta metoda aglomeracyjna Warda i metoda spektralna. Wyniki poprawnie
okreslonej liczby podgrup dla danych typu dwa kota wynosity od 18% do 65%. Naj-
lepiej w tym przypadku wypadta metoda spektralna: wskaznik CH — 65%, a wskaz-
nik S — 56%. Badany wskaznik E tylko w ok. 18% poprawnie wykrywala podziat na
dwie grupy przy wszystkich rozwazanych metodach klasyfikacji.

Wybor dwoch klas przy danych typu ,,spirala” potwierdzat si¢ tylko w 10% dla
wszystkich badanych indeksow.

5. Zakonczenie

W pracy przedstawiono badanie przydatnosci wskaznika jakosci klasyfikacji opar-
tego na wlasno$ciach entropii Reny’ego. Uzyskane wyniki dla wybranych danych
symulacyjnych wskazujg na duza przydatnos¢ tego wskaznika do okreslenia liczby
klas. Indeks £ generalnie jest podobny do innych klasycznych wskaznikow. Bada-
nie symulacyjne pokazato, ze dla dobrze separowalnych wskaznik E, na réwni
z innymi indeksami, poprawnie wykrywa struktur¢ grupowa danych. Jednakze
w przypadku danych o bardzo rozbudowanej strukturze indeks ten, na réwni z po-
zostatymi indeksami, nie wybiera wlasciwie liczby klas.

Wydaje si¢ zatem, ze wskaznik £ moglby by¢ wykorzystany jako miara jakos$ci
klasyfikacji na rowni z pozostatymi klasycznym wskaznikami. Moze stuzy¢ jako
informacja wspomagajaca wybor wlasciwej decyzji.
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SIMULATION STUDY OF THE USE OF ENTROPY
TO VALIDATION OF CLUSTERING

Summary: The aim of this paper is to present a quality index classification using Renyi
entropy against known quality indicators grouping of multidimensional time series. The
study was conducted on artificially generated data and empirical data. The division into
groups was made by using Ward's agglomeration algorithm, &-means method’s and spectral
clustering. The results were verified using the selected indices of clustering validation.

Keywords: clustering validation, Renyi’s entropy, clustering.





