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ZALEZNE PROCESY RYZYKA

Streszczenie: Praca dotyczy proceséw ryzyka, w ktorych zalezne moga by¢ wyplaty i sa-
siednie okresy migdzy wyptatami. Badane jest prawdopodobienstwo ruiny oraz wplyw stop-
nia zalezno$ci na wielko$¢ prawdopodobienstwa ruiny. Struktura zaleznosci opisana jest
dwuwymiarowym rozktadem gamma lub funkcja taczaca. W tym drugim przypadku rozpa-
trywana jest oczekiwana zdyskontowana funkcja straty. Jest to miara ryzyka, ktorej szcze-
golnym przypadkiem jest prawdopodobienstwo ruiny oraz transformata Laplace’a czasu ru-
iny. Omawiane s3 réwniez inne przypadki wystgpowania zalezno$ci w procesach ryzyka:
zalezne wyplaty oraz zalezne okresy mi¢dzy wyptatami.

Stowa kluczowe: proces ryzyka, zaleznos¢, funkcja taczaca, prawdopodobienistwo ruiny,
oczekiwana zdyskontowana funkcja straty, czas ruiny.

1. Wstep

W pracy rozpatrywane sg procesy ryzyka, w ktérych w odroznieniu od klasycznych
podejs¢ wystepowaé moga zalezne zmienne i procesy losowe. Tego typu procesy
sga bardziej ,realistyczne”, lepiej modeluja rzeczywiste zagadnienia dotyczace
ubezpieczen. Klasyczne zatozenie o niezalezno$ci jest zwykle zbyt idealistyczne,
jednak wygodne z punktu widzenia teoretycznego, matematycznego.

Omawiany jest gtownie przypadek, gdy zaleznos¢ zachodzi migdzy wielkos$cia
wyplaty i1 sgsiednim okresem miedzy wyptatami oraz gdy okresy te maja rozktad
wyktadniczy. Struktura zaleznos$ci zadana jest dwuwymiarowym rozkltadem gam-
ma oraz funkcja taczaca (ang. copula), gltdownie Spearmana. Interesuje nas prawdo-
podobiefistwo ruiny oraz wpltyw stopnia zaleznosci na to prawdopodobienstwo.
W przypadku struktury zalezno$ci opisanej funkcja lgczaca rozpatrywana jest
ogolniejsza niz prawdopodobienstwo ruiny miara ryzyka: oczekiwana zdyskonto-
wana funkcja straty. Obejmuje ona tez oprocz prawdopodobienstwa ruiny trans-
formate Laplace’a czasu ruiny.

Przedstawiona praca jest kontynuacja artykutow [Heilpern 2010; Heilpern
2011; Heilpern 2012; Heilpern 2013; Heilpern (w recenzji)]. W koncowej czesci
artykutu przypomniano modele ryzyka, gdy zalezne moga by¢ wyptaty, jak i okre-
sy miedzy wyptatami.
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2. Proces ryzyka

W pracy rozpatrywany bedzie nastepujgcy proces ryzyka:
N(t)

U(t) =u+ct—ZXi,
i=1

gdzie U jest kapitatem poczatkowym, a C jest intensywnos$cig naplywu sktadki.
Wyptaty opisane sg zmiennymi losowymi X;, a N(t) jest procesem liczacym wypta-
ty. Przedstawia on liczb¢ wyptat, ktore pojawily si¢ do chwili t. Proces liczacy
wyptaty N(t) wyznaczony jest przez okresy mi¢gdzy wyptatami W;:

n
N(t) = maxin >0: EWi < t}.
i=1

Ponadto zalozymy, ze zmienne losowe W;, przedstawiajace okresy migdzy wy-
ptatami, maja ten sam rozktad o wartosci oczekiwanej E(W;) = % Rowniez wypta-
ty X , traktowane be¢dg jako zmienne losowe o tym samym rozkladzie o wartosci
oczekiwanej E(X;) = %

Rozpatrywaé bedziemy w pracy zagadnienie pojawienia si¢ ruiny, czyli mo-
mentu T, w ktorym proces przyjmie po raz pierwszy warto$¢ ujemna:

T = inf{t: U(t) < 0}.

Interesowac¢ nas bedzie gldwnie prawdopodobienstwo ruiny przy ustalonej war-
tosci kapitatu poczatkowego u, czyli funkcja o postaci

y(u) = P(T < oo U(0) = u).

W przypadku gdy sktadki nie sg w stanie pokry¢ pojawiajacych si¢ wyptat, tzn.
gdy zachodzi warunek ¢f < A, wystapienie ruiny jest zdarzeniem pewnym, czyli
w(Uu) = 1. Zatem w dalszej cze$ci pracy przyjmowac bedziemy, ze rozpatrywany
proces ryzyka U(t) speinia nierdwnos¢ przeciwng: cff > 4.

Prawdopodobienstwo ruiny mozna wyznaczy¢ w inny sposob. Niech Y; = X; — cW,
bedzie spadkiem procesu ryzyka, a M = max,s; Y.p= Yk najwickszym spadkiem.
Wtedy

p(u) =P(M>u).

W klasycznym modelu ryzyka przyjmuje si¢, ze wystepujagce zmienne czy pro-
cesy losowe sg niezalezne [Kaas i in. 2001; Ostasiewicz (red.) 2000; Rolski 1 in.
1999]. Czesto proces liczacy wyptaty N(t) jest procesem Poissona. Okresy migdzy
wyptatami majg w tym przypadku rozktad wyktadniczy z dystrybuanta:
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FWl(t) = 1 - e_lt.

Wtedy prawdopodobienstwo ruiny dla ekstremalnych wartosci kapitatu poczat-
kowego: zerowego i granicznego, nieskonczenie duzego, jest rowne:

0 A
YO =
Na ogoét prawdopodobienstwa ruiny nie mozna przedstawi¢ w postaci jawnego
wzoru. Da si¢ tak zrobi¢ gdy wyptaty majg tzw. rozktad fazowy [Rolski i in. 1999].
Rozktady fazowe obejmujg miedzy innymi rozktady wyktadnicze oraz kombinacje
wypukte tych rozktadow. W szczegodlnosci gdy wyplaty X; maja rozktad wyktadni-
czy, czyli:

, lim Y (u) = 0.
UuU—0o

Fx,(t) =1—e7Ft,

to prawdopodobienstwo ruiny wyraza si¢ formuta [Kaas i in. 2001; Ostasiewicz
(red.) 2000; Rolski i in. 1999]:

02

Istniejg tez wzory na prawdopodobienstwo ruiny, gdy wyplaty majg rozktad
dyskretny [Kaas i in. 2001]. Jednakze wzor ma wtedy charakter kombinatoryczny i
jego zlozonos¢ ro$nie wraz z liczbg wartosci zmiennej losowej Xi.

Rozpatruje si¢ réwniez przypadek, gdy okresy miedzy wyptatami sg niezalez-
nymi zmiennymi losowymi o dowolnym, niekoniecznie wyktadniczym rozktadzie.
Wtedy proces ryzyka jest nazywany procesem Sparre Andersena [Rolski i in.
1999].

Ponadto oprocz prawdopodobienstwa ruiny przedmiotem badania moze by¢
ogoélniejsza miara ryzyka: oczekiwana zdyskontowana funkcja straty. Okreslona
moze by¢ ona wzorem [Cheung i in. 2010; Gerber, Shiu 1998]:

m(u; §) = E(e~*Tw(U(T ™), [lU(T)DI(T < )| U(0) = u),

gdzie W(X, y) jest funkcja straty zalezng od warto$ci procesu tuz przed ruing U(T ™)
oraz od straty w momencie ruiny |U(T)|, > 0 jest stopa dyskontowa, a I1(A) indyka-
torem rownym 1, gdy zdarzenie A zachodzi, i 0, gdy nie zachodzi.

Gdy w(X, ¥) =Y, to m(u; J) jest oczekiwang, obecng wartoscig straty w momen-
cie ruiny. Interesujacy jest przypadek, gdy funkcja straty jest zdegenerowana:
W(X, y) = 1, a stopa dyskontowa ¢ jest dodatnia. Otrzymujemy wtedy transformate
Laplace’a czasu ruiny o postaci

¢7(5;w) = E(e %TI(T < )| U(0) = u).

Natomiast prawdopodobienstwo ruiny otrzymujemy, gdy W(X, y) = 1 oraz ¢ = 0.
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3. Zalezna wyplata i okres miedzy wyplatami

Zatozmy teraz, ze wektory losowe (Wi, X;) sa niezalezne, ale w odrdznieniu od
klasycznego modelu pary zmiennych W; oraz X; mogg by¢ zalezne. Modele ryzyka
dopuszczajace wystepowanie zaleznos$ci pomi¢dzy okresem miedzy wyplatami
a sgsiednig wyplata byly rozpatrywane miedzy innymi w pracach [Albrecher,
Boxma 2004; Ambagaspitiya 2009; Boudreault i in. 2006; Cheung i in. 2010;
Cossette, Marceau, Marri 2008; Cossette, Marceau, Marri 2010; Heilpern 2013].
Jest to najczesciej rozpatrywany model ryzyka dopuszczajacy zalezno$¢. Mozna tu
w niektoérych przypadkach wyznaczyé doktadnie prawdopodobienstwo ruiny.
Znajduje on migdzy innymi zastosowanie w modelowaniu tzw. szkdd katastroficz-
nych, na przyktad wystepujacych podczas trzgsien ziemi [Boudreault i in. 2006;
Cossette, Marceau, Marri 2008]. Przyktadowo zaobserwowano, ze zachodzi zalez-
no$¢ miedzy dlugoscia okresu miedzy poszczegdlnymi wstrzasami, a wielkoScia
spowodowanych przez wstrzasy szkod. Czesto szkody wystepujace po dtuzszej
przerwie sa wigksze.

3.1. Dwuwymiarowy rozklad gamma

R.S. Ambagaspitiya [2009] rozpatrywal proces ryzyka, w ktorym losowy wektor
(Wi, X;) miat dwuwymiarowy rozktad gamma Kimble-Morana zadany funkcja ge-
nerujgcg momenty postaci:

1

m’
_S1) (1 =52) 5152
<( D(-%) pw)
gdzie parametr m jest liczbg naturalng, 0 < p < 1, a funkcja generujagca momenty
losowego wektora (W, X) o tacznej gestosci jest rowna:

MW,X(SLSZ) =

My, x(s1,55) = E(e51Wes2X) =ffeslteszxfw,x(t,x)dtdx.
00

Wtedy zmienne brzegowe W oraz X majg rozktady gamma z parametrami roéw-
nymi odpowiednio (m, 1) i (M, f), czyli sa sumg M niezaleznych zmiennych loso-
wych o rozkladzie wykladniczym, a p jest wspdtczynnikiem korelacji migdzy
zmiennymi. Zmienne losowe W 1 X sg nieujemnie skorelowane, czyli p > 0.

Prawdopodobienstwo ruiny jest okreslone wtedy wzorem:

Y = ) Be S,
j=1
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gdzie
M [c_1 c_1)? 1-p 1 _ L2(j-Dmi/m
S] = 2(1—p)C</1 ﬁ+\/(/1 ﬁ) + 4c 18 (1 e ) 5
j=1,2,...,m, oraz
m = Sj -1
=-o[]o-2)"
k=1 k
k#j
gdzie
c c 2 — . )
e JE2Y +acp(1-e2u-omim)
7 c c 2 -
, 7t (Gp) recsy
oraz I” = —1.

Gdy wspotczynnik korelacji p = 1, to zmienne losowe sg $cisle zalezne liniowo,
tzn. zachodzi mi¢dzy nimi zaleznos¢:

¥ - A
W
Funkcja tworzaca momenty jest wtedy réwna:
Mux(51,52) = ——
wx\S1,52) = _5_1_5_ij
A B
a dwuwymiarowa zmienna losowa (W, X) jest skupiona na prostej x = %W o tacz-
nej gestosci:
_ 4 B
fw,x) = e PXQQw)m-? G = 1)1 Ox—w:

. (1 gdyt=0. : . . . .

gdzie §; = {0 ady t % 0 jest deltg Diraca. Dla $cisle zaleznych zmiennych Wi X

A
Y; = (E —-C ) W <o,
poniewaz zatozyliSmy, ze ¢ff > 1. Stad najwickszy spadek procesu M < 0 oraz y(u) =0
dla kazdej wartosci kapitatu poczatkowego u > 0.

W przypadku gdy p = 0, otrzymujemy niezaleznos$¢ okresow W; migdzy wypta-
tami a sgsiednig wyptatag X;. Mamy wtedy klasyczny proces ryzyka Sparre Ander-
sena.

Gdy m = 1, otrzymujemy dwuwymiarowy rozktad wyktadniczy. Prawdopodo-
bienstwo ruiny okreslone jest wtedy prosta formutg [Heilpern 2013]:

Y(u) =Be™,
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gdzie
2(5)
i Gp) ramny

Obliczajac pochodne, mozna pokazaé, ze B jest malejacg, a z rosngcg funkcija
parametru p. Prawdopodobienstwo ruiny maleje wtedy wraz ze wzrostem stopnia
zalezno$ci migdzy zmiennymi W i X, reprezentowanego przez wspolczynnik kore-
lacji p.

M (c_1 —1_
Z_(1—p)c(z B)orazB—l

w(U)
0,6 -

0,5
0,4
0,3
0,2

0,1

0

cevese )| meme () = o (4 —()f —(]

Rys. 1. Prawdopodobienstwo ruiny dla réznych warto$ci wspotczynnika korelacji p

Zrbdto: opracowanie wilasne.

Przyklad 1. Niechm =2, 1 =2, f =1 oraz ¢ = 3. Wtedy prawdopodobienstwo
ruiny jest okreslone wzorem

Y(u) = Bye 1% + B,e 524,
Przyktadowo dla p = 0,5 jest ono réwne
P(u) = 0,4801e~2/3 — 0,0458¢ 2%,

Na rysunku 1 zostaty przedstawione wykresy funkcji (u) dla réznych warto-
$ci wspotczynnika korelacji p: 0; 0,2; 0,4; 0,6 oraz 0,8. Widzimy, ze 1 w tym przy-
padku prawdopodobienstwo ruiny maleje dla kazdej wartoSci U wraz ze wzrostem
stopnia zaleznosci p.
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3.2. Funkcje laczace

Strukture zaleznosci migdzy zmiennymi W oraz X mozemy tez modelowac za po-
moca funkcji taczacych (ang. copula). Funkcja taczaca C jest facznikiem migdzy
dystrybuantg taczng a dystrybuantami brzegowymi [Nelsen 1999; Heilpern 2007]:

Fwx(t, X) = C(Fw(t), Fx(X)).

Niezaleznosci odpowiada funkcja C,(u, v) = uv, Scistej zaleznosci zgodnej
(wspotmonotonicznosci) Cy(u, V) = min(u, V), a przeciwnej (przeciwmonotonicz-
nosci) Cw(u, V) = max{0,u+v—1}.

Cossete, Marceau, Marri [2008; 2010] rozpatrywali strukture zaleznosci opisa-
ng funkcja faczacq Farlie-Gumbel-Morgensterna postaci:

CF™(u,v) = uv + Buv(1 —w)(1 — v),

gdzie — 1 < 6 < 1. Parametr § przedstawia stopien zalezno$ci zmiennych. Jest on
zwigzany ze wspolczynnikiem korelacji 7-Kendalla formulg 79 = %. Oddaje jedy-
nie slabg zalezno$¢ miedzy rozpatrywanymi zmiennymi, poniewaz wspolczynnik
korelacji przyjmuje wtedy wartosci wylacznie z przedzialu [—%,%]. Model ten

mozemy wigc zastosowac, gdy wystepujg stabe zaleznosci zmiennych Wi X.

Autorzy pracy [Cossette, Marceau, Marri 2010] zajmowali si¢ wyznaczeniem
oczekiwanej zdyskontowanej funkcji straty m(u; ). W przypadku gdy wyptaty X;
oraz okresy mi¢dzy wyptatami W; maja rozktad wyktadniczy oraz gdy funkcja
straty jest postaci W(X, Y) =Y, mozemy wyznaczy¢ dokladne prawdopodobienstwo
ruiny, opierajac si¢ na transformacie Laplace’a funkcji m(u; 6) [Cossette, Marceau,
Marri 2010]. I w tym przypadku mozna zauwazy¢, ze prawdopodobienstwo ruiny
maleje wraz ze wzrostem stopnia zalezno$ci [Cossette, Marceau, Marri 2010; Heil-
pern 2013].

Prawdopodobienstwo ruiny, jak i w przypadku ogodlniejszym, oczekiwang
zdyskontowang funkcji¢ straty mozna wyznaczy¢ rowniez dla wyktadniczych wy-
ptat, gdy struktura zaleznosci zmiennych losowych W i X opisana jest prosta funk-
cja taczaca Spearmana [Heilpern (w recenz;ji)]:

C.(u,v)=(1 = a&)Cy(u, v) + aCpu(u, v),

gdzie 0 < a < 1. Jest to kombinacja wypukta funkcji taczacej C, odpowiadajacej
niezaleznos$ci oraz $cistej zaleznosci Cy. Parametr a oddaje wtedy stopien zalezno-
$ci migdzy zmiennymi. Jest on rOwny wartosci wspotczynnika korelacji Spearma-
na. Dla o = 0 mamy niezalezno$¢, a dla o = 1 $cista zalezno$¢. Zdyskontowang
funkcje straty bedziemy w tym przypadku oznacza¢ symbolem m(u; 6, a).

Dla wyplat X; majacych rozktad wyktadniczy o gestosci fx(X) = fe™ oraz funkcji
straty zaleznej jedynie od warto$ci straty w momencie ruiny, czyli W(x, y) = w(y),
oczekiwana zdyskontowana funkcja straty okres$lona jest znanym wzorem:
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m(u; J, a) = m(0; 4, a)e™,
gdzie R jest ujemnym pierwiastkiem uogo6lnionego rownania Lundeberga
Ee”"e") = 1, uwzgledniajacego dyskonto. Natomiast wartos¢ m(0; &, )
otrzymamy, korzystajac z postaci transformaty Laplace’a oczekiwanej, zdyskon-
towanej funkcji straty [Heilpern (w recenzji)]:

m*(s; §,a) = f e U m(u; 6,a)du =
0

n(s)

d(s)’

Funkcja n(s) jest wielomianem drugiego stopnia, a d(S) stopnia trzeciego. Moz-
na pokaza¢ [Heilpern (w recenzji)], ze pierwiastki mianownika sg rOwniez pier-
wiastkami uogodlnionego réwnania Lundeberga, a pierwiastki licznika p;, p, sa
dodatnimi pierwiastkami tego réwnania. Warto$¢ oczekiwanej, zdyskontowanej
funkcji straty w zerze m(0; J, a) jest jednym z rozwigzan uktadu rownan n(p;) = 0,
dla i = 1,2. Doktadniejsze informacje na ten temat znajdujg sie w pracy [Heilpern
(w recenzji)].

Jawng posta¢ funkcji n(s), d(s), uogélnionego réwnania Lundeberga, jak i m(0;
J, @) mozna otrzymacé, korzystajac np. pakietu Mathematica. Jednak wzory tych
funkcji sg dos¢ skomplikowane, zwlaszcza wzor dotyczacy m(0; J, &) zajmuje bar-
dzo duzo miejsca. Dlatego tez wzory te nie beda w pracy prezentowane. Jednak
gdy funkcja straty jest zdegenerowana, tzn. w(x, y) = 1, a stopa dyskontowa ¢ = 0,
czyli dla prawdopodobienstwa ruiny, wzory te przyjmujg juz o wiele prostsza po-
sta¢. Mianowicie prawdopodobienstwo ruiny przyjmuje wtedy prosta, podobng do
klasycznej postac:

Yo (u) = lpa(o)eRu’
gdzie prawdopodobienstwo ruiny dla zerowego kapitatu poczatkowego wynosi:
2c(1—a)pa
c2B% 4+ c(1 — )BA — 22 + J4cBA(—cB + 1)? + (c2B% — c(3 — @) A + 12)?

Yo (0) =

Natomiast stata:

—c?B% + 3cBA — caPA — A2 — [ (c2B? — 3cfA + cafid + A2)% + 4cPA(cf — A)?
2c(cf—A)

jest ujemnym pierwiastkiem uogdlnionego rownania Lundeberga E(e
Przyjmuje ono w tym przypadku posta¢ [Heilpern (w recenzji)]:

R =

s(cW—X)) = 1.

SBAA — cB)+5%(c?B? — 3cPA + cafd + A%) + s3¢(cf — 1) = 0.

Ponadto mozna pokaza¢, ze gdy o ro$nie, to Y, (1) maleje [Heilpern (w recen-
zji)]. Czyli, tak jak i we wczesniej rozpatrywanych modelach, prawdopodobien-
stwo ruiny maleje wraz ze wzrostem stopienia zaleznosci zmiennych losowych
W oraz X. Zalezno$¢ ta zachodzi dla kazdej wartosci kapitatu poczatkowego u.
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Przyklad 2. Niech 1 =1, f =1 oraz ¢ = 2. Prawdopodobienstwa ruiny dla war-
tosci parametru a rdwne odpowiednio 0; 0,2; 0,4; 0,6 oraz 0,8 przedstawione sg na

rys. 2.
0.6 /W

0,5 1

0,4 1y %

0,3 A \ e,

\N
02 NSO

8 10 y
...... =0 =eme =02 o= e q=04 =—.g=(( =—C=03
Rys. 2. Prawdopodobienstwo ruiny dla réznych wartosci parametru o, gdy struktura zaleznoS$ci

opisana jest funkcja taczaca Spearmana

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Dla a = 1, czyli Scistej zaleznosci, otrzymujemy w przypadku wyktadniczych
wyptat zerowe prawdopodobienstwo ruiny dla kazdej wartosci u. Nalezy jednak
pamigtac, ze w ogdlnym przypadku nie jest to prawda. Przyktadowo, gdy A =c =1,
a wyplaty maja rozktad Pareta:

Fr() =1- (x i 2)2’

to: X = (W), gdzie l(w) = 2(e"* - 1) oraz Y; = X — W = g(W), oraz g(t) = 2e"> - 2 — t.
Wtedy

n

Yu)="P <m>alxz Y, > 0) >P(Y,>u)=P(W>gtw)= e=97W > 0,
=

Jak juz zostato wczesniej wspomniane, gdy zdyskontowana funkcja straty jest
zdegenerowana: W(X, Y) = 1, a stopa dyskontowa J > 0, to otrzymujemy transforma-
te Laplace’a czasu ruiny. Nalezy przy tym pamigta¢, ze zmienna losowa T jest
niewlasciwa. Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze przyjmie ona warto$¢ skonczong
dla ustalonej warto$ci kapitalu poczatkowego U, jest rowne z definicji prawdopo-
dobienstwu ruiny:

y(u) = P(T <[ U(0) = u).
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Moze wigc ona przyjaé nieskonczong warto$¢ z dodatnim prawdopodobien-
stwem. Dlatego tez oczekiwana zdyskontowana funkcja straty, gdy funkcja straty
w(X, y) =1, jest rowna:

¢r(8;u) = E(e 8TI(T < 00)| U(0) = u) =
= E(e70T|T < 00,U(0) = u)P(T < 00| U(0) = w).

Z powyzszego réwnania mozemy wi¢c wyznaczy¢ transformat¢ Laplace’a
ucigtego czasu ruiny:

T*(8u) = E(e | < 0, U(0) = u) = %i)u)

Znajac transformate Laplace’a, mozemy wyznaczyé wartos¢ oczekiwang
zmiennej losowej, korzystajac ze wzoru [Rolski i in. 1999]:

dT*(5;u)
E(T;u) = E(T|T < o0,U(0) =u) = -

6=0

Przyklad 3. Niech A =1, f=1 oraz c = 2. W tabeli 1 podane sg wartosci ocze-
kiwanego czasu ruiny, przy zatozeniu, Ze ruina wystapi, dla wybranych wartosci
parametru a oddajacego stopien zaleznos$ci oraz dla kapitatu poczatkowego u = 0.
Widzimy, ze w przypadku gdy ruina zajdzie, to oczekiwany czas zaj$cia ruiny ma-
leje wraz ze wzrostem stopnia zaleznosci a.

Tabela 1. Wartos$ci oczekiwanego czasu ruiny dla rownych wartosci parametru a

a 4] E(T;0)
0 0,5 1
0,1 0,465153 0,998456
0,2 0,427158 0,993595
0,4 0341128 0,972978
0,6 0241128 0,937709
0,8 0,127158 0,889838

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Rozktad ucigtego czasu ruiny mozemy wyznaczy¢, odwracajac transformate
Laplace’a T*(8;u). W przyktadzie 4 wykorzystano przy odwracaniu transformaty
algorytm Gavera-Wynn-Rho [Abate, Valko 2004] zaimplementowany w Mathema-
tica 7 [Valko 2002].

Przyklad 4. (cd. przyktadu 3) Na rysunku 3 przedstawiony jest wykres ggsto-
$ci czasu ruiny fr(t), przy zatozeniu, ze ruina wystapi dla parametru a = 0,5 oraz dla
kapitatu poczatkowego u = 0.
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Rys. 3. Gestos¢ czasu wystapienia ruiny dla o = 0,5

Zrbdlo: opracowanie wilasne.

Przyktadowo prawdopodobienstwo zdarzenia, ze czas wystapienia ruiny bedzie
krétszy niz 1 pod warunkiem, ze dojdzie do ruiny, wynosi

P(T < 1| T < o0, U(0) = 0) = 0,7375.

4. Inne przypadki zaleznoS$ci

W poprzednich przypadkach, gdy istnieje zalezno$¢ miedzy wielkoScig wyptaty a
okresem miedzy wyplatami, mozna zauwazy¢ pewna regularno$¢. Wraz ze wzro-
stem stopnia zalezno$ci maleje prawdopodobienstwo ruiny dla kazdej warto$ci
kapitatu poczatkowego u. Ponadto dla nieskonczenie duzego kapitatu poczatkowe-
go prawdopodobienstwo ruiny roéwna si¢ zero, tzn.:

P(e0) = lim p(w) = 0.

Zatozmy teraz, ze wielkosci wyptat X; sg zaleznymi zmiennymi losowymi, nie-
zaleznymi od okresé6w migdzy wyplatami W;, ktére miedzy soba sg niezalezne.
W tej sytuacji nie zaobserwujemy powyzej przedstawionej regularnosci. W skraj-
nym przypadku Scistej zaleznosci zmiennych X;, gdy wyptaty opisane sg tg samag
zmienng losowa, tzn. zachodzi X; = X, prawdopodobienstwo ruiny opisane jest
nastepujacg formuta: [Heilpern 2010]

c/A

0 = [ PR +1- e (5),
0
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gdzie P, (u) jest prawdopodobienstwem ruiny, gdy wyplaty sg nielosowe oraz
P(X; = x) = 1. Mozna pokaza¢, ze gdy Fy G) <1, to Ps(0) < ¢;(0) oraz
Ps(00) > 1P;(0) = 0 [Heilpern 2010]. Widzimy, ze relacja miedzy prawdopodo-
bienstwami ruiny dla $cisle zaleznych i niezaleznych wyptat istotnie zalezy od
wartos$ci kapitalu poczatkowego, a prawdopodobienstwo ruiny dla nieskonczenie
duzej wartosci kapitatu poczatkowego moze by¢ dodatnie.

Podobny brak regularno$ci mozemy zaobserwowaé, gdy struktura zaleznosci
wyplat opisana jest archimedesowsq funkcja taczaca. Jest to funkcja okreslona wzo-
rem:

C(ula EERE ] Un) = g_l(g(ul) + + g(un))a
gdzie g: (0, 1] — R, jest ciggta, malejacg funkcja taka, ze lirr(l) gw) =0, g0)=1
u—
oraz g jest funkcja catkowicie monotoniczna na [0, o) [Nelsen 1999; Heilpern
2007]. Wtedy istnieje zmienna losowa O taka, ze wyplaty X; sa warunkowo nieza-
lezne dla ustalonej wartosci zmiennej ® [Nelsen 1999; Heilpern 2007]. Zmienng t¢

mozemy interpretowaé jako wplyw zewnetrznych czynnikoéw na proces ryzyka
U(t). Wtedy prawdopodobienstwo ruiny opisane jest wzorem [Heilpern 2010]:

W) = f Y(ul0)dFo(6) + Fo(8y),
6y

gdzie Y (u|@) jest prawdopodobienistwem ruiny dla ustalonej warto$ci zmienne;j
losowej ® = 6, 6, jest rozwigzaniem rownania

o)

f e_eg(l_FX(x))dx — Cﬁ
0

Wtedy dla Fg(6y) > 0 otrzymujemy, podobne jak dla $cisle zaleznych wyptat,
relacje: ¥(0) < ¥;(0) oraz (o) > 1h;(0) = 0.

W tym przypadku dla niektorych wartosci kapitalu poczatkowego mozemy za-
obserwowaé brak monotonicznosci. Najwieksze prawdopodobienstwo ruiny nie
wystepuje dla skrajnych warto$ci stopni zaleznosci, ale dla warto$ci posrednich.
Przyktadowo w pracy [Heilpern 2011] przyjeto, ze struktura zalezno$ci opisana jest
funkcja taczacg Claytona:

Co(uq, ., up) = (Ui%+ -+ u,®)"e,

gdzie parametr o > 0 oddaje stopien zaleznosci, wspotczynnik korelacji T Kendalla
Wynosi T = ﬁ, a wyplaty maja rozktad dwupunktowy. Na rysunku 4 przedstawiono
prawdopodobienstwo ruiny, gdy 4 =4, ¢ =24, a P(X;=5) = 0,6 oraz P(X;=7) = 0,4
dla niezaleznych i $cisle zaleznych wyptat oraz gdy a = 0,25 i 2. Odpowiada to
warto$ci wspotczynnika korelacji 7= 0,1111 1 0,5. Dla nieskonczenie duzego kapi-
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talu poczatkowego najwigksze prawdopodobienstwo ruiny otrzymujemy dla para-
metru o rtownego w przyblizeniu 7, czyli = 0,7778.

w(U)
1 -

0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1 -

O T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 120 140 u

........ niezal ====<=(025 o——)

Sciste

Rys. 4. Prawdopodobienstwo ruiny dla réznych stopni zaleznosci wyptat

Zrédto: [Heilpern 2011].

Podobng sytuacj¢ mamy gdy okresy miedzy wyplatami W; sa zalezne. Wtedy
prawdopodobienstwa ruiny dla §ci$le zaleznych okresow migdzy wyptatami oraz
gdy struktura zaleznosci opisana jest archimedesowg funkcja taczaca okreslone sg
wzorami [Heilpern 2012]:

¢ 1
Vo) = f wt(u)dFW(t)H—FW(@),
1/(cp)
6y

W) = | WO)Fe®) + 1~ Fo(dy),
0
gdzie 6, jest rozwigzaniem réwnania
cﬁj e 090-Fw(®)qgt = 1,
0

W tym przypadku zalezno$¢ miedzy stopniem zaleznosci a prawdopodobien-
stwem ruiny jest jeszcze bardziej nieregularna. Nawet dla zerowego kapitatu po-
czatkowego U najwieksze prawdopodobienstwo ruiny moze zachodzi¢ dla posred-
nich stopni zaleznos$ci. Przyktadowo dla f=0,5, c=3, A= 1, wykladniczych wy-
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Rys. 5. Prawdopodobienstwo ruiny dla réznych stopni zaleznos$ci okresow migdzy wyplatami

Zrédto: [Heilpern 12].

ptat X; 1 okresow miedzy wyplatami W; oraz funkcji tagczacej Claytona jest ono
osiggalne dla warto$ci parametru a bliskiej 0,2, czyli dla wspotczynnika korelacji
Kendalla 7= 0,098 [Heilpern 2012].

5. Podsumowanie

W pracy badane byly procesy ryzyka, w ktorych ostabione zostato standardowe
zatozenie o niezaleznosci wystepujacych procesow czy zmiennych losowych. Roz-
patrywano przypadki, gdy dopuszczana byta zalezno$¢ wyptlat i sgsiednich okresow
mig¢dzy wyplatami, zaleznos¢ poszczegolnych wyplat oraz zalezno$¢ okresow mig-
dzy wyplatami. Wyznaczano podstawowe miary ryzyka: prawdopodobienstwo
ruiny oraz wartosci oczekiwanej zdyskontowanej funkcji straty.

Badany tez byt wplyw stopnia zalezno$ci na wielkosci tych miar ryzyka.
W pierwszym przypadku, gdy zalezne byty wyptaty i sasiednie okresy migdzy
wyplatami, zaobserwowano pewng regularno$¢. Wraz ze wzrostem stopnia zalez-
no$ci maleja wartosci tych miar ryzyka, glownie prawdopodobienstwo ruiny. Na-
tomiast w dwoch kolejnych przypadkach regularnos¢ ta nie wystepuje. Obserwu-
jemy brak monotonicznos$ci. Najwigksze prawdopodobienstwo ruiny wystepuje dla
posrednich warto$ci stopnia zaleznosci, a nie dla skrajnych. Badana relacja zalezy
tez od wartosci kapitatu poczatkowego.
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DEPENDENT RISK PROCESSES

Summary: The paper is devoted to risk process, in which the claim amount and the
neighboring interclaim times may be dependent. The probability of ruin is studied and the
influence of the degree of dependence on the probability of ruin is investigated. The
dependent structure is described by the bivariate gamma distribution or the Spearman copula.
The expected discounted penalty function is investigated in the second case. It is a measure
of risk, the generalization of the probability of ruin and the Laplace transform of the time of
ruin. Other cases of dependent risk processes are studied, too.

Keywords: risk process, dependence, copula, probability of ruin, expected discounted
penalty function, time of ruin.





