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UWAGI O PROCEDURACH WERYFIKACJI HIPOTEZ
Z BRAKUJACA INFORMACJA®

Streszczenie: Ze wzgledu na trudno dostgpne dane wystepuje konieczno$¢ weryfikacji hipo-
tez opartych na probach z brakujaca informacja. Pocigga to za soba analize metody pomiaru
ilosci informacji zawartej w posiadanych obserwacjach, stuzacych konkretnemu testowi.
Wiaza sie z tym zagadnienia wyboru najlepszej procedury testowej w przypadku posiadania
pelnej badz niepelnej informacji. Przyktadem takich badan niekompletnych prob sa nauki
genetyczne. W genetyce pomiar wzglednej informacji wynika z potrzeby planowania ekspe-
rymentéw, porownywania technologii, interpretacji danych i zrozumienia wlasno$ci metod
wnioskowania. W artykule zasygnalizowane zostaly problemy dotyczace wnioskowania sta-
tystycznego przy niepeinej informacji.

Stowa kluczowe: miary wzglednej informacji, testy statystyczne, weryfikacja hipotez przy
niepetnej informacji.

1. Wstep

Wiele dyscyplin naukowych o charakterze aplikacyjnym bazuje na procedurach te-
stowania hipotez opartych na probach z brakujaca informacjg. Pociaga to za sobg
analiz¢ metody pomiaru ilosci informacji zawartej w posiadanych obserwacjach,
stuzacych konkretnemu testowi. Pomiar zawarto$ci informacji w obserwacjach po-
winien by¢ odniesiony do pelnej informacji, ktorg moglibysmy posiadaé¢, gdyby
dane byly kompletne. Wiazg si¢ z tym zagadnienia wyboru najlepszej procedury te-
stowej w przypadku posiadania petnej badz niepelnej informacji. Staramy si¢ od-
nies¢ do coraz czgdciej wystepujacego w praktyce problemu, gdy badacz dokonat
wyboru procedury testowej i chce pozna¢ wptyw brakujacej informacji na test
w kategoriach relatywnej utraty informacji.

Przyktadem takiej dyscypliny sa nauki genetyczne. W genetyce pomiar wzgled-
nej informacji wynika z potrzeby planowania eksperymentow, porownywania tech-
nologii, interpretacji danych i zrozumienia wlasnosci metod wnioskowania.

" Projekt zostat sfinansowany ze §rodkow Narodowego Centrum Nauki przyznanych na podstawie
decyzji numer DEC-2011/01/B/HS4/02746.
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W odr6znieniu od podobnego zagadnienia dotyczacego estymacji, gdzie pojecie
udziatu brakujacej informacji jest dobrze zbadane i opisane w literaturze (por. np.
[Dempster, Laird, Rubin 1977; Meng, Rubin 1991]), w przypadku weryfikacji hipo-
tez nalezy rozwazy¢, ktéra z hipotez uznajemy za zerowa, a ktora za alternatywna.

Procedury testowania hipotez, zwtaszcza o charakterze nieparametrycznym lub
quasi-parametrycznym, sg zwykle konstruowane w odniesieniu do szczegoélnego
(parametrycznego) modelu. Jednakze bez konkretnego modelu taczacego cechy nie-
obserwowalne z obserwowalnymi danymi pomiar ilo$ci brakujacej informacji nie
jest mozliwy w przypadku ogolnym. Niektdre odporne procedury estymacji lub te-
stowania mogg dostarczy¢ bardziej uzytecznych wnioskdw przy mniejszej ilosci in-
formacji (por. [Chernoff 1979; Meng 2001]).

W przypadku malych proéb pomiar informacji wymaga zastosowania innych
miar, jak informacja Fishera, ktora jest uzasadniona w przypadku duzych préb. Pro-
blem matych prob czesto pojawia si¢ w sytuacji niekompletnych danych, poniewaz
brakujgca informacja obniza efektywny rozmiar.

Waznym wyzwaniem jest znalezienie miary (por. [Nicolae, Meng, Kong 2008]),
ktora spetnia nastepujace warunki:

1) jest wiarygodnym indeksem méwigcym o wzglednej informacji w odniesie-
niu do konkretnego celu badawczego,

2) zalezy od konkretnego zestawu danych,

3) jest odporna w sensie mozliwos$ci uniwersalnego stosowania, rowniez do ma-
tych prob,

4) nie nastrgcza trudnosci obliczeniowych,

5) pozostaje zgodna z pewnymi waznymi aksjomatami odnoszacymi si¢ do ta-
czenia wynikow badan.

Warunek wiarygodnosci (1) jest oczywisty.

Warunek (2) jest konieczny, poniewaz z regulty badaczowi zalezy na pomiarze
wzglednej informacji zawartej w konkretnych danych, ktore ma do dyspozycji, a nie
na pomiarze jakiegos$ ,,przeci¢tnego” zestawu danych.

Warunek (3) jest wtasciwy, poniewaz w typowym badaniu, np. demograficznych
badaniach gietdowych czy w genetyce, istnieje potrzeba pracy z duzymi bazami
danych, charakteryzujacymi si¢ réznorodnoscia i ztozonoscig struktur (np. rodzina
jednoosobowa lub rodziny wielodzietne). Ponadto badanie zwykle podlega ograni-
czeniom czasowym, w zwiazku z czym nie jest mozliwe projektowanie odrgbnych
miar dopasowanych do poszczegdlnych struktur w danych.

Warunek (4) jest wazny, gdyz kazda metoda cechujaca si¢ duza zlozonoscia
i nieefektywnos$cig algorytmu, bez wzgledu na jej teoretyczng wyzszo$¢, prawdopo-
dobnie nie znalaztaby zastosowania w rutynowych badaniach spoteczno-ekono-
micznych.

Warunek (5) zapewnia pozadany stopien zgodnosci przy taczeniu wynikow ba-
dan (np. badania dostarczajace wigcej informacji otrzymujg mniejsza wage w lacz-
nym indeksie).
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2. Imputacja przy zalozeniu spelnienia hipotezy zerowej

W tym punkcie przesledzimy zagadnienie zastosowania imputacji w przypadku bra-
kujacych danych przy testowaniu hipotez, przy zatozeniu spetnienia hipotezy zero-
wej. W szczegodlnosci przypusémy, ze X,,..., X, sa niezaleznymi realizacjami pocho-
dzacymi z rozktadu Bernoulliego ( p), ale tylko ny<n z nich jest obserwowalne
w rzeczywistosci. Przyjmujac zatozenie, ze brakujace dane sg roztozone w probie
w sposob losowy [Rubin 1976], oznaczmy dane zaobserwowane przez X,...,X, -
Oczywiscie prosty test dla duzych prob (przy zatozeniu dostatecznie duzego n) dla
hipotezy H,:p=p, ma statystyke testowa postaci (gdzie Xe oznacza $rednig
z obserwacji):

T, zxe;pO. (1)
A po(l_ po)/no

Statystyka (1) ma rozktad normalny N(O, 1) przy zatozeniu prawdziwosci hipo-
tezy zerowej. Przypusémy, ze brakujace X sg imputowane z uzyciem dwoch me-
tod opartych na $redniej. Pierwsza metoda polega na imputowaniu kazdego brakuja-
cego X przez warto$¢ srednia, czyli X, . Druga procedura polega na imputowaniu
kazdego brakujacego X przez wartos$¢ srednig przy zatozeniu prawdziwosci hipote-
zy zerowej. Oczywiscie przy kazdym ze sposobdw imputacji, jezeli traktujemy dane
imputowane jak rzeczywiste obserwacje 1 stosujemy test (1), gdzie n, =n, wnioski
beda fatszywe, jesli nie dostosujemy rozktadu normalnego N(0, 1) zwigzanego z
hipoteza zerowa. W przypadku pierwszej metody $rednia ze wszystkich danych, za-
réwno zaobserwowanych, jak i imputowanych, wynosi X, =X, . W zwiazku z tym,
jesli blednie potraktujemy dane imputowane jako rzeczywiste obserwacje, obliczy-
my statystyke testowa postaci:

- =T,
b p=p)/n Vr

T* Xl B pO _i (2)

gdzie r=n,/n.

W odrdznieniu od sprawdzania testu (2) druga metoda doprowadzi do statystyki
postaci:

e, ()

\/ po(l_ po)/n

gdyz $rednia ze wszystkich danych, zarowno zaobserwowanych, jak i imputowa-
nych, wynosi
X, =X, +(1-1)p,.

Nasuwajg si¢ dwa wnioski z powyzszych rozwazan.
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Po pierwsze, w obydwoch przypadkach otrzymana w wyniku imputacji statysty-
ka testowa oparta na ,.kompletnych danych” jest proporcjonalna do statystyki dane;j
wzorem (1). W konsekwencji imputacja przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy zero-
wej lub jej pominigcie prowadzi do tej samej odpowiedzi, o ile rozktad zwigzany
z hipoteza zerowg zostanie odpowiednio dopasowany.

Po drugie, rownosci (2) i1 (3) daja odpowiednio:

T;)* 2
H

Wyniki (4) sa wazne, poniewaz I =n,/n mierzy wzgledng wielko$¢ prob,
a zatem ,,wzgledng informacj¢” przy zatozeniu niezaleznosci i identycznos$ci rozkta-
dow. Stad wynika, ze pomiar wzglgdnej informacji utozsamiany jest z pytaniem, jak
duze jest prawdopodobienstwo popetnienia btedu pierwszego rodzaju w pierwszym
tescie, gdy dane imputowane przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy alternatywnej
traktowane sa jako obserwacje, lub jak bardzo konserwatywny jest drugi test, gdy
dane imputowane przy zalozeniu prawdziwos$ci hipotezy zerowej traktowane sg jako
obserwacje.

3. Metody dla duzych prob

Podstawa rozwazan dla duzych prob jest tozsamos¢ wigzaca wspotczynniki wiary-
godnosci, w ktorej wartos¢ oczekiwana odpowiada warunkowemu rozktadowi bra-
kujacych danych przy danym rozktadzie empirycznym obserwacji.

W szczegolnosci niech X bedzie kompletnym zestawem danych, natomiast
X, posiadanymi informacjami. Zauwazmy, ze X, jest funkcja X, . Niech / (9|D)
oznacza logarytm wiarygodnosci 8 pod warunkiem uzyskania danych D. Wowczas
dla kazdego 6, oraz kazdego 6, .

(8 x) = (@) =[1(6 1) - (e X))+

(5)
+[log f(X,,|X,.6,)—log f (X,,|X,.6,)]
Warunkowa warto$¢ oczekiwana funkcji f (Xw Xe,H) przyjmuje postac:
E[lod(6,6,]X,,)|X,.0]=10d(6,,6,|X,)+ logMME,B . (6)

f(Xw

gdzie lod (191,6’2 |D) jest logarytmem szansy, ze parametr 6, jest prawdziwy zamiast
parametru 6, pod warunkiem posiadania danych D.

X.0,)
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Tozsamos$¢ (6) jest rozwinigciem podstawowej tozsamosci wyprowadzonej
przez Dempstera, Lairda i Rubina [1977] w algorytmie EM. W szczegdInosci, postu-
gujac si¢ notacja Dempstera, Lairda i Rubina [1977],

o(¢le)=£[(0]x..)
tozsamos¢ (6) jest rtownoznaczna z

0(010)-0(6,10)-.(0)-1.(0) < (0l0)-(0)0) . ®)

gdzie ¢,(8)=1(6]X,).

X,.0] i H(@\@'):E[logf(xw X,.0)|x..6'] (7)

W pracy Dempstera, Lairda i Rubina [1977] wzor (8) byt podany dla przypadku
6 =0, oraz stanowil podstawe¢ wyprowadzenia wlasnosci zbieznosci algorytmu
EM. Intuicyjnie, jesli parametr 6, jest prawdziwy, wowczas jesli dysponowalibys-
my wiekszg iloscig danych, ktére pochodzityby z rozktadu opisanego funkcja
f (Xw X.,,0, ) , otrzymaliby$my przecigtnie wyzsza warto$¢ lod niz lod (91,6’2 |Xe) :
Zaktadajac 6 = 6, , rownanie (6) przyjmuje postac:

E[lod(6,,0,|X.,)

X,.60,|=10d(6,,6,|X,)+KL(6,:6,)>lod (6,,6,|X.), (9)

gdzie KL (6, : 6,) >0 jest miara informacji Kullbacka-Leiblera.

Miara ta §wiadczy o prawdziwosci 6, zamiast 6,, w przypadku gdy parametr 6,
, wystepujacy w rozktadzie warunkowym wzglgdem obserwacji, jest prawdziwy.
Nieréwnos¢ (9) zamienia sie w rowno$¢ wowczas, gdy KL((91 : 92) =0, co ma miej-
sce wtedy i tylko wtedy, gdy f (Xm XE,HI) =f (Xm Xe,6’2), co oznacza, ze pod
warunkiem posiadania obserwacji X, , dodatkowe dane nie wniostyby Zadnej infor-
macji pozwalajacej rozrézni¢ 6, i 6,. Odlegtos¢ Kullbacka-Leiblera byta szeroko
wykorzystywana w teorii informacji (np.[ Cover, Thomas 1991]) i statystyce mate-
matycznej (np. [Aitchison 1975]). Ostatnie badania dotyczace wykorzystania funk-
cji straty K-L obejmuja miedzy innymi pozycj¢ George’a, Fenga i Xu [2006] oraz
zawarte tam odniesienia do literatury.

Podobnie jesli parametr 6, jest prawdziwy, wowczas oczekujemy przecigtnie
nizszej warto$ci lod (91,92 |Xm) , niz gdybysmy obserwowali X _ . Mozna to wyka-
za¢, podstawiajac @ = 6, w rownaniu (6), co prowadzi do

E[lod(6,,6,]X.,)

X,.6, |=10d(6,,6,|X,)~KL(6,:6)) <lod (6,6, |X,). (10)
Wowczas nierowno$¢ zamienia si¢ w roéwnos¢ wtedy 1 tylko wtedy, gdy

f(X,,|X..0)=f(X,|X..60).

Zauwazmy, ze wszystkie wartosci oczekiwane (6), (9) 1 (10) s3 warunkowe
wzgledem X,, mozliwe jest wigc dopuszczenie zalezno$ci ktoregokolwiek parame-
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tru 6 od X,. W szczegdlnosci warto$¢ parametru 6, przyj¢ta w hipotezie zerowej
H,, moze by¢ zarowno stalg lub, bardziej ogdlnie, estymatorem metody najwigkszej
wiarygodnosci z restrykcjami €, przy funkcji wiarygodnosci E(@ |Xe) .

4. Miara wzglednej informacji w duzej probie
swiadczaca przeciwko hipotezie zerowej

Przypus¢my, ze warto$¢ parametru zakladana w hipotezie zerowej wynosi 6, oraz
ze estymator MNW parametru 6 przy prawdziwosci hipotezy alternatywnej dla da-
nych X, wynosi 6, . Ponadto zakladamy, ze (I) parametr 6, jest jednoznaczny — jest
to warunek, ktory automatycznie zachodzi dla duzych prob oraz (II) 6, # 6,, co
prawie zawsze jest spelnione w praktyce.

Nastepnie, poniewaz dgzymy do zmierzenia informacji zawartej w brakujacych
danych, by odrzuci¢ hipotezg zerowa, przyjmujac zalozenie duzej proby, naturalnym
sposobem postgpowania jest potraktowanie 6, jako prawdziwy parametr oraz po-
miar warto$ci oczekiwanej funkcji straty wzgledem warto$ci oczekiwanej logarytmu
ilorazu szans (lod score) przy kompletnych danych. Zatem definiujemy

lod (6,.6,|X, ) 0,(6.)-¢,(6,)

_ - . 1
" E[lod (6..6,|X,,)|X..0.] 2(ald.)-2(ala.) o

Wzér (11) pokazuje, ze obliczenie RI, wymaga jedynie ocen logarytméw funk-
cji wiarygodnosci £, (H) opartych na posiadanych obserwacjach oraz funkcji Q , dla
0 =6, oraz =0, przy czym ta ostatnia warto$¢ moze zosta¢ zaczerpnieta z algo-
rytmu EM.

Przy zatozeniach (I) i (II) wskaznik RI, jest dobrze zdefiniowany oraz, biorac
pod uwage rownanie (9), 0 <RI, <1. Wspodtczynnik ten osiaga wartos¢ 1 wtedy i
tylko wtedy, gdy KL(@e : 90) =0, co oznacza, ze brakujace dane nie wnosza infor-
macji pozwalajacej na rozroznienie 8, i 6,, zatem nie ma brakujacej informacji w
zbiorze obserwacji X,. Wspodlczynnik ten osiaga 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
lod(é’e,HO |Xe)/KL(9e :6,) >0, co mozna wytlumaczy¢ w ten sposéb, ze jesli
funkcja wiarygodnosci oparta na obserwacjach ma coraz mniejszg zdolno$¢ do roz-
réznienia parametréw 6, i 6, w stosunku do modelu z brakujacymi danymi [mie-
rzonymi KL(6, : 6,)], to, wskazujac na odrzucenie hipotezy zerowej, brakujgca in-
formacja zbliza si¢ do 100%.
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5. Wzgledna miara informacji

przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej dla duzych prob
Z nieréwnosci (10) wynika zastosowanie wzglednej miary informacji przy zatozeniu
prawdziwos$ci hipotezy zerowej H, dla duzych prob. Podstawiajac 6, =6 oraz
6, =6, w (10), otrzymujemy

E[lod(0,6,|X,,)

X,.0,]=1od (0,0,|X,)~ KL(6,:0)<lod (6,6,|X,). (12)

Zatem, gdy dodatkowe dane pochodzg z rozkladu opisanego funkcja
f (Xw xe,eo), oczekiwana catkowita warto$¢ ,,lod” nie moze przewyzszy¢ war-
tosci uzyskanej dla danych zaobserwowanych dla zadnego 6. Jako najlepszy
estymator warto$ci ,lod” dla pelnych danych mozemy wykorzysta¢
max, E [Iod (6’, 6, |Xm) Xe,Ho], co nie moze przewyzszy¢ lod (99,490 |Xe) , tak jak to
pokazuje nierowno$¢ (12); wykorzystanie estymatora punktowego wartosci ,,lod”
dla pelnych danych, bez uwzglednienia stopnia niepewnos$ci zwigzanego z jego oce-
ng, mozna uzasadni¢ zatozeniem o duzym rozmiarze proby. W konsekwencji moze-
my zdefiniowad

_ max, E[lod (6,6,|X,,)|X..6,] max,[0(6]6,)-0(6,[6,)]
‘o lod (6,.,6,|X. ) - 0.(6.)-¢.(6,)

e

(13)

Na podstawie wzoru (13) mozna wnioskowa¢ o efektywnosci algorytmu, ponie-
waz max, Q(9|00) jest wartoscia, ktora wystepuje w kroku E oraz kroku M algoryt-
mu EM (por. [Stuart, Ord 1991]), jesli przyjmiemy, ze warto$cia z poprzednie]j itera-
cji byt parametr 8 =6, .

Podobnie jak wspotczynnik RI;, 0< R/, <1.Natomiast, w odroznieniu od R/,
badanie sytuacji, kiedy R/, zbliza si¢ do zera lub jednosci, jest dos¢ ztozone, zwlasz-
cza przy duzych réznicach pomiedzy 6, i 6,. Czgsciowo wynika to z faktu, ze RI,
jest zdefiniowany przy zatozeniu prawdziwosci (w przyblizeniu) hipotezy zerowe;j,
ktore zostaloby odrzucone przy duzych wartosciach o =6, -6, .

Zauwazmy, ze przy dodatkowym zalozeniu, ze 6, jest jednoznacznym punktem
stacjonarnym /, ((9) , licznik wskaznika RI, jest rowny zeru wtedy i tylko wtedy,
gdy mianownik jest rowny zeru, zatem gdy £, (6,)=/,(6,).

Istnieje zwigzek pomigdzy niskg wartoscig wskaznika R/,a prawdopodobien-
stwem zwigzanym z obserwacjami i jego niewielkag mozliwoscig do rozréznienia
miedzy 6, a 6,, tak samo jak w przypadku R/, .

6. Uwagi koncowe

Przedstawione problemy dotyczace wnioskowania statystycznego przy niepetnej in-
formacji wskazujg na potrzebg dalszych badan. Autorzy Nicolae, Meng i Kong
[2008] podali zastosowania przedstawionych miar (por. p. 4 1 5) w genetyce w szcze-
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gblnosci dotyczace mapowania gendw, badania zwiazkéw genomow z cechami
osobniczymi w celu okreslenia lokalizacji genow odpowiedzialnych za wrazliwos$¢
na pewne zachowania. Wydaje si¢, ze zastosowanie mozna rozszerzy¢ na procesy
demograficzne i ekonomiczno-spoteczne.
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SOME REMARKS ON THE PROCEDURES
OF THE VERIFICATION OF HYPOTHESES UNDER
INCOMPLETE INFORMATION

Summary: Due to the hard access data a necessity appears to verify hypotheses based on
samples with missing information. That implies the analysis of the method of measuring the
information quantity contained in the sample used in a given test. The result is the problem of
choosing the best test procedure in the case of possessing complete or incomplete information.
An example of such incomplete research is genetic science. In genetics the measurement
of relative information results from the necessity of experiment planning, technology
comparisons, data interpretation and the understanding of the properties of inference methods.
In the paper some problems concerning statistical inference with incomplete information are
considered.

Keywords: relative information measures, statistical tests, hypotheses verification with in-
complete information.





