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Streszczenie: Celem artykułu jest zbadanie możliwości wykorzystania analizy duracji i wy-
pukłości do oceny ekspozycji na ryzyko stopy procentowej zarówno na poziomie banku, jak 
i na poziomie całego sektora bankowego. Dlatego też w artykule zaprezentowano zastosowa-
nie tej analizy do badania zmian wartości bieżącej kapitału własnego pojedynczego banku, 
jak również przedstawiono możliwe podejścia do wykorzystania duracji i wypukłości pod-
czas badania ekspozycji całego sektora bankowego na ryzyko stopy procentowej. Wskazano 
również na możliwość implementacji analizy duracji i wypukłości do przeprowadzania testu 
warunków skrajnych dla całego sektora bankowego. Model, oszacowany przy wykorzystaniu 
danych z okresu od grudnia 2009 roku do listopada 2011 roku, pozwolił stwierdzić, że polski 
sektor bankowy był w tym okresie narażony na ryzyko stopy procentowej. Ekspozycja na to 
ryzyko była przy tym największa w sektorze banków spółdzielczych.

Słowa kluczowe: analiza duracji i  wypukłości, ryzyko stopy procentowej, test warunków 
skrajnych.

1. Wstęp

W  ostatnim okresie można zaobserwować wzrost zainteresowania koncepcjami 
i metodami, które umożliwiłyby precyzyjne oszacowanie ekspozycji instytucji fi-
nansowych na ryzyko stopy procentowej i dzięki którym możliwe byłoby stworzenie 
efektywnych strategii zarządzania ryzykiem stopy procentowej. Jedną z koncepcji, 
która mimo upływu lat nie traci na popularności, będąc nieustannie modyfikowana 
i udoskonalana, jest analiza duracji i wypukłości.

Celem artykułu jest prezentacja tej analizy, a także możliwości jej wykorzysta-
nia do oceny ekspozycji na ryzyko stopy procentowej zarówno na poziomie poje-
dynczego banku, jak i na poziomie całego sektora bankowego. Realizacji tego celu 
podporządkowano strukturę opracowania. W punkcie pierwszym syntetycznie scha-
rakteryzowano podstawy analizy duracji i wypukłości. W punkcie drugim przybli-
żono zastosowanie tej analizy do badania zmian wartości bieżącej kapitału własnego 
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banku. Natomiast w punkcie trzecim przedstawiono możliwe podejścia do wykorzy-
stania duracji i wypukłości podczas badania ekspozycji całego sektora bankowego 
na ryzyko stopy procentowej. Wskazano w nim również na możliwość implemen-
tacji analizy duracji i wypukłości do przeprowadzania testu warunków skrajnych. 
Wykorzystując dane empiryczne, zbadano ekspozycję polskiego sektora bankowego 
na ryzyko stóp procentowych. Całość zamyka podsumowanie.

2.	Podstawy analizy duracji i wypukłości

Analizę duracji powszechnie wykorzystuje się do oceny ekspozycji na ryzyko wy-
wołane przesunięciami krzywej dochodowości1. Analiza ta pozwala bowiem odpo-
wiedzieć na pytanie, czy przeciętny okres życia instrumentu (średnia ważona mo-
mentów występowania przepływów pieniężnych, który dany instrument generuje) 
różni się od terminu jego zapadalności lub wymagalności. Jeśli tak jest, wówczas 
posiadacz instrumentu finansowego jest narażony na następstwa realizacji ryzyka 
stopy procentowej2. 

Wskaźnik duracji został zaproponowany pierwotnie przez F. Macaulaya w 1938 
roku do analizy zmian wartości bieżącej instrumentów dłużnych3. Duracja powstaje 
w wyniku obliczenia pierwszej pochodnej wartości bieżącej przepływów pienięż-
nych, generowanych przez dany instrument finansowy. Wartość bieżącą tych prze-
pływów w  zależności od rynkowej stopy procentowej PV(r) można zdefiniować 
jako:

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑟𝑟) = ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑡𝑡(1 + 𝑟𝑟)−𝑡𝑡𝑛𝑛
𝑡𝑡=1 , (1)

gdzie: CFt – przepływ pieniężny w momencie t,
r – rynkowa stopa procentowa (stopa dochodowości w terminie do wy-

kupu),
t – wyrażony w latach moment, w którym występuje przepływ pienięż-

ny.
Pierwsza pochodna wartości bieżącej przepływów pieniężnych dla argumentu r 

ma zatem postać:

𝑃𝑃𝑃𝑃′(𝑟𝑟) = ∆𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑟𝑟) = −𝑡𝑡[∑ 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(1 + 𝑟𝑟)−𝑡𝑡−1𝑛𝑛
𝑡𝑡=1 ]∆𝑟𝑟 =  

− 1
1+𝑟𝑟

[∑ 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(1 + 𝑟𝑟)−𝑡𝑡𝑛𝑛
𝑡𝑡=1 ]∆𝑟𝑟. (2)

1 J. Hull, Risk Management and Financial Institutions, 3 ed., John Wiley & Sons, Inc., Hoboken, 
New Jersey 2012, s. 164.

2 S. Heffernan, Nowoczesna bankowość, WN PWN, Warszawa 2007, s. 146.
3 K. Jajuga, T. Jajuga, Inwestycje. Instrumenty finansowe, aktywa niefinansowe, ryzyko finansowe, 

inżynieria finansowa, Wyd. 3, WN PWN, Warszawa 2006, s. 129.
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Chcąc odpowiedzieć na pytanie, jaka będzie względna zmiana wartości bieżącej 
przepływów pieniężnych, można wyznaczyć wartość ilorazu:

∆𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑟𝑟)
𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑟𝑟)

= − 1
1+𝑟𝑟

∑ 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(1+𝑟𝑟)−𝑡𝑡𝑛𝑛
𝑡𝑡=1

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑟𝑟)
∆𝑟𝑟. (3)

Duracją jest wyrażenie:

𝐷𝐷 =  ∑ 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(1+𝑟𝑟)−𝑡𝑡𝑛𝑛
𝑡𝑡=1

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑟𝑟)
. (4)

Wynika z niego, że duracja jest średnią ważoną momentów występowania prze-
pływów pieniężnych w czasie, gdzie wagami są udziały poszczególnych zdyskon-
towanych przepływów pieniężnych w  całkowitej sumie tych przepływów, czyli 
w ich wartości bieżącej. Durację interpretuje się również jako średni ważony okres, 
w  jakim oczekiwane są przepływy pieniężne4, czy też okres, po upływie którego 
inwestor otrzyma zwrot kapitału wraz z oczekiwanymi odsetkami5. Ujmując rzecz 
jeszcze inaczej, można stwierdzić, że duracja wyznacza moment w czasie, w którym 
następuje wzajemne zniesienie się ryzyka cenowego – związanego ze spadkiem lub 
wzrostem wartości bieżącej przepływów pieniężnych pod wpływem zmian rynko-
wej stopy procentowej i z wynikającymi z tego stratami lub zyskami w momencie 
sprzedaży instrumentu finansowego przed terminem wykupu – oraz ryzyka reinwe-
stycyjnego, rozumianego jako zmiana dochodów z  reinwestowania odsetek, jakie 
generuje instrument finansowy, a która to zmiana jest rezultatem zmiany rynkowej 
stopy procentowej6.

Względną zmianę wartości bieżącej przepływów pieniężnych można też wyra-
zić jako:

∆𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑟𝑟)
𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑟𝑟)

= − 1
1+𝑟𝑟

𝐷𝐷∆𝑟𝑟 = −𝑀𝑀𝑀𝑀∆𝑟𝑟, (5)

gdzie wyrażenie MD oznacza zmodyfikowaną durację7. Zmodyfikowana duracja 
informuje o przybliżonej względnej zmianie wartości bieżącej przepływów pienięż-
nych, odpowiadającej określonej zmianie rynkowej stopy procentowej8. 

4  Por. m. in.: A.K. Bhattacharya, J.C. Foley, Przegląd modeli zarządzania aktywami i pasywa-
mi oraz kontroli ryzyka stopy procentowej, [w:] Zarządzanie aktywami i pasywami, red. F.J. Fabozzi, 
A. Konishi, Związek Banków Polskich, Warszawa 1998, s. 90; B.E. Gup, R. Brooks, Zarządzanie ryzy-
kiem stopy procentowej, Związek Banków Polskich, Warszawa 1997, s. 53.

5 Por. m. in.: W. Dębski, Rynek finansowy i jego mechanizmy. Podstawy teorii i praktyki, wyd. 4, 
WN PWN, Warszawa 2007, s. 278; M. Iwanicz-Drozdowska, Zarządzanie finansowe bankiem, PWE, 
Warszawa 2005, s. 165.

6 D.G. Uyemura, D.R. Van Deventer, Zarządzanie ryzykiem finansowym w bankach, Związek Ban-
ków Polskich, Warszawa 1997, s. 188.

7 Por. m. in.: R.E. Dattatreya, F.J. Fabozzi, Charakterystyka zmienności cenowej papierów war-
tościowych o stałym dochodzie, [w:] Zarządzanie aktywami i pasywami, red. F.J. Fabozzi, A. Konishi, 
Związek Banków Polskich, Warszawa 1998, s. 56; K. Jajuga, T. Jajuga, op. cit., s. 129.

8 F.J. Fabozzi, G. Fong, Zarządzanie portfelem inwestycji finansowych przynoszących stały do-
chód, PWN, Warszawa 2000, s. 43.
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Chcąc odpowiedzieć na pytanie, jak zmiana rynkowej stopy procentowej wpły-
nie na bezwzględną zmianę wartości bieżącej przepływów pieniężnych, wystarczy 
przekształcić wzory (3) i (5) do postaci:

∆𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑟𝑟) = − 1
1+𝑟𝑟

[∑ 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(1 + 𝑟𝑟)−𝑡𝑡𝑛𝑛
𝑡𝑡=1 ]∆𝑟𝑟 = − 1

1+𝑟𝑟
𝐷𝐷∆𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑟𝑟) = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀(𝑟𝑟)∆𝑟𝑟. (6)

W przypadku, gdy Δr wynosi 1 punkt bazowy, powyższy wzór pozwala na ob-
liczenie wartości punktu bazowego (Basis Point Value – BPV). Informuje ona, o ile 
zmieni się wartość bieżąca przepływów pieniężnych, gdy rynkowa stopa procento-
wa zmieni się o 1 punkt bazowy9.

Wzór (6) daje jednak tylko przybliżone oszacowanie zmiany wartości przepły-
wów pieniężnych, poprawne wówczas, gdy zmiany rynkowej stopy procentowej są 
niewielkie. Przy dużych zmianach r jest inaczej. W przypadku znacznego wzrostu 
rynkowej stopy procentowej spadek wartości bieżącej przepływów pieniężnych jest 
przeszacowany, zaś gdy rynkowa stopa procentowa spada – niedoszacowany. Precy-
zyjne oszacowanie zmiany wartości bieżącej przepływów pieniężnych wymagałoby 
obliczenia wszystkich elementów tzw. szeregu Taylora, zgodnie z którym10:

𝑓𝑓(𝑥𝑥1) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) +
1
1!
𝑓𝑓′(𝑥𝑥0)(𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥0)1 +

1
2!
𝑓𝑓′(𝑥𝑥0)(𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥0)2 … + 

1
𝑛𝑛!
𝑓𝑓′(𝑥𝑥0)(𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥0)𝑛𝑛 + 𝑅𝑅𝑛𝑛(𝑥𝑥1,𝑥𝑥0), 

(7)

gdzie: Rn(x1, x0) – reszta szeregu Taylora, taka że 
1 0

1 0

1 0

( , )lim 0.
( )x x n

Rn x x
x x→ =

−
 

Z powyższego wynika, że:

𝑓𝑓(𝑥𝑥1) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) =
1
1!
𝑓𝑓′(𝑥𝑥0)(𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥0)1 +

1
2!
𝑓𝑓′(𝑥𝑥0)(𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥0)2 … 

+ 1
𝑛𝑛!
𝑓𝑓′(𝑥𝑥0)(𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥0)𝑛𝑛 + 𝑅𝑅𝑛𝑛(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥0). 

(8)

Wzory (2)-(6) uwzględniają tylko jeden element szeregu Taylora, odnoszący się 
do pierwszej pochodnej funkcji, stąd przy większych zmianach argumentu funkcji 
wyniki, jakie można uzyskać na ich podstawie, nie są zgodne ze stanem faktycznym. 
Wynika to z  faktu, że we wzorach (2)-(6) zakłada się liniową zależność między 
zmianą rynkowej stopy procentowej i  zmianą wartości bieżącej przepływów pie-
niężnych. Oznacza to, że krzywa dochodowości jest płaska, a jej ewentualne przesu-
nięcia mają charakter równoległy. W rzeczywistości jednak założenie to rzadko jest 
spełnione, a zależność między zmianą rynkowej stopy procentowej i zmianą war-
tości bieżącej przepływów pieniężnych ma charakter nieliniowy. Aby więc uczynić 
oszacowanie zmiany wartości bieżącej przepływów pieniężnych bardziej dokład-

9 K. Jajuga, T. Jajuga, op. cit., s. 133.
10 K. Jackowicz, Wykorzystanie analizy duration w pomiarze ryzyka stopy procentowej pojedyncze-

go instrumentu finansowego, „Bank i Kredyt” 1994, nr 10, s. 60.
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nym, należy wzbogacić analizę o komponent odwołujący się do kolejnego elementu 
szeregu Taylora, odnoszącego się do drugiej pochodnej funkcji. Komponent ten nosi 
nazwę wypukłości11. Wyznacza się go, obliczając drugą pochodną wartości bieżącej 
przepływów pieniężnych PVʺ(r):

𝑃𝑃𝑃𝑃′′(𝑟𝑟) = 1
(1+𝑟𝑟)2

[∑ 𝑡𝑡(𝑡𝑡 + 1)𝐶𝐶𝐶𝐶𝑡𝑡(1 + 𝑟𝑟)−𝑡𝑡𝑛𝑛
𝑡𝑡=1 ](∆𝑟𝑟)2.  (9)

Wypukłością jest wyrażenie: 

𝐶𝐶 = 𝑃𝑃𝑃𝑃′′(𝑟𝑟)
𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑟𝑟)

= 1
(1+𝑟𝑟)2

∑ 𝑡𝑡(𝑡𝑡+1)𝐶𝐶𝐶𝐶𝑡𝑡(1+𝑟𝑟)−𝑡𝑡𝑛𝑛
𝑡𝑡=1

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑟𝑟)
. (10)

A  stąd łatwo już określić bezwzględną zmianę wartości bieżącej przepływów 
pieniężnych jako:

∆𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑟𝑟) = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀(𝑟𝑟)∆𝑟𝑟 + 1
2
𝐶𝐶𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑟𝑟)(∆𝑟𝑟)2. (11)

3.	Zastosowanie analizy duracji i wypukłości do badania zmian 
wartości bieżącej kapitału własnego banku

Jeśli do analizy włączy się nie pojedynczy instrument finansowy, ale wszystkie po-
zycje bilansowe aktywne i pasywne banku, które są wrażliwe na zmiany stóp procen-
towych, wówczas można dokonać oceny zmian wartości bieżącej kapitału własnego 
pod wpływem zmian rynkowej stopy procentowej. Aby móc przeprowadzić taką 
analizę, w pierwszej kolejności należy wyznaczyć lukę ekspozycji banku na ryzyko 
stopy procentowej. Przy założeniu, że wartość bieżąca pozycji aktywnych i pasyw-
nych, niewrażliwych na zmiany rynkowej stopy procentowej, jest w przybliżeniu 
taka sama, lukę ekspozycji na ryzyko stopy procentowej można zdefiniować jako12:

𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 = 𝐷𝐷𝐴𝐴 − 𝐷𝐷𝐿𝐿
𝑃𝑃𝑃𝑃𝐿𝐿(𝑟𝑟)
𝑃𝑃𝑃𝑃𝐴𝐴(𝑟𝑟)

, (12)

gdzie: DGAP – luka duracji (luka ekspozycji na ryzyko stopy procentowej),
DA – duracja aktywów wrażliwych na zmianę stopy procentowej,
DL – duracja pasywów wrażliwych na zmianę stopy procentowej,
PVA(r) – wartość bieżąca aktywów wrażliwych na zmianę stopy procento-

wej,
PVL(r) – wartość bieżąca pasywów wrażliwych na zmianę stopy procen-

towej.

11 J. Hull, op. cit., s. 168-169.
12 M. Iwanicz-Drozdowska, op. cit., s. 167.
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Iloraz L

A

PV
PV  zawarty we wzorze (12) odzwierciedla dźwignię finansową, jaka 

występuje w  banku. Oszacowana luka duracji kapitału własnego może służyć do 

analizy wpływu zmian rynkowej stopy procentowej na wartość banku. Im większe 
niedopasowanie duracji pozycji bilansowych banku, tym większa jest jego ekspozy-
cja na ryzyko nieoczekiwanych zmian rynkowej stopy procentowej13.

Wzór (12) można uprościć, wstawiając do niego rozwinięcia wzorów duracji 
aktywów i pasywów. Zachodzi wówczas:

𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 = ∑ 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝐴𝐴𝐴𝐴(1+𝑟𝑟)−𝑡𝑡𝑛𝑛
𝑡𝑡=1

𝑃𝑃𝑃𝑃𝐴𝐴(𝑟𝑟)
− ∑ 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝐿𝐿𝐿𝐿(1+𝑟𝑟)−𝑡𝑡𝑛𝑛

𝑡𝑡=1
𝑃𝑃𝑃𝑃𝐿𝐿(𝑟𝑟)

𝑃𝑃𝑃𝑃𝐿𝐿(𝑟𝑟)
𝑃𝑃𝑃𝑃𝐴𝐴(𝑟𝑟)

, (13)

𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 = {∑ 𝑡𝑡[𝐶𝐶𝐶𝐶𝐴𝐴𝐴𝐴 − 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐿𝐿𝐿𝐿]𝑛𝑛
𝑡𝑡=1 (1 + 𝑟𝑟)−𝑡𝑡} 1

𝑃𝑃𝑃𝑃𝐴𝐴(𝑟𝑟)
, (14)

gdzie: CFAt – przepływy pieniężne generowane przez składniki aktywne, których 
przeszacowanie przypada w momencie t,

CFLt – przepływy pieniężne generowane przez składniki pasywne, których 
przeszacowanie przypada w momencie t,

pozostałe oznaczenia jak w poprzednich wzorach.

Łatwo dostrzec, że wyrażenie CFAt – CFLt oznacza saldo aktywnych i pasywnych 
pozycji bilansowych, wrażliwych na zmianę oprocentowania, w momencie przesza-
cowania wynoszącym t. Jest to więc luka cząstkowa w momencie t14. 

Wykorzystując wzór (6), można stwierdzić, że zmiana wartości bieżącej kapitału 
własnego pod wpływem zmian rynkowej stopy procentowej wynosi:

∆𝐸𝐸 = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 × 𝑃𝑃𝑃𝑃𝐴𝐴(𝑟𝑟) × ∆𝑟𝑟, (15)

∆𝐸𝐸 = − ∆𝑟𝑟
1+𝑟𝑟

{∑ 𝑡𝑡[𝐶𝐶𝐶𝐶𝐴𝐴𝐴𝐴 − 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐿𝐿𝐿𝐿]𝑛𝑛
𝑡𝑡=1 (1 + 𝑟𝑟)−𝑡𝑡}. (16)

Ażeby szacunki zmian wartości bieżącej kapitału własnego uczynić jeszcze do-
kładniejszymi, wzór (16) można – zgodnie z podejściem zastosowanym we wzorze 
(11) – rozszerzyć o komponent odzwierciedlający wypukłość:

13 Por. m.in.: B.E. Gup, R. Brooks, op. cit., s. 66; S. Heffernan, op. cit., s. 147.
14 Możliwe jest również uwzględnienie we wzorze (14) różnego przeciętnego poziomu oprocento-

wania aktywów i pasywów. Ze względu na ograniczony rozmiar artykułu pominięto jednak tę kwestię. 
Przybliżają ją prace Martina Čiháka: Introduction to Applied Stress Testing, IMF Working Papers 2007, 
No. 59, s. 32-33 i Stress Testing: A Review of Key Concepts, CNB Internal Research and Policy Notes 
2004, No. 2, s. 16-18.
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∆𝐸𝐸 = − ∆𝑟𝑟
1+𝑟𝑟

{∑ 𝑡𝑡[𝐶𝐶𝐶𝐶𝐴𝐴𝐴𝐴 − 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐿𝐿𝐿𝐿]𝑛𝑛
𝑡𝑡=1 (1 + 𝑟𝑟)−𝑡𝑡} +  

1
2
� ∆𝑟𝑟
1+𝑟𝑟

�
2

{∑ 𝑡𝑡(𝑡𝑡 + 1)[𝐶𝐶𝐶𝐶𝐴𝐴𝐴𝐴 − 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐿𝐿𝐿𝐿]𝑛𝑛
𝑡𝑡=1 (1 + 𝑟𝑟)−𝑡𝑡}. 

(17)

Wzór (17) da niewątpliwie dokładniejsze wyniki od tych uzyskanych przy wy-
korzystaniu wzoru (16). Wciąż jednak będą to szacunki przybliżone, ponieważ sze-
reg Taylora jest ciągiem nieskończonym, a we wzorze (17) zawarto jedynie dwa jego 
elementy. Na dokładność wyników negatywnie wpływa też upraszczające założenie 
o  istnieniu jednej reprezentatywnej stopy rynkowej, podczas gdy w  rzeczywisto-
ści istnieje wiele terminowych stóp procentowych, jak również założenie o tym, że 
krzywa dochodowości może się zmieniać jedynie przez przesunięcie. Oba te założe-
nia można jednak uchylić, analizując cząstkowe duracje i wypukłości, odpowiadają-
ce poszczególnym, przyjętym do analizy, momentom przeszacowań15. Dzięki temu 
można ustalić zmianę wartości bieżącej kapitału własnego banku, jaka zachodzi 
w danym momencie dla odpowiadającej mu terminowej stopy procentowej i przy 
zakładanej zmianie tej konkretnej stopy. Można więc analizować następstwa dowol-
nych zmian krzywej dochodowości. 

Łączna zmiana wartości bieżącej kapitału własnego banku będzie w takim przy-
padku sumą zmian tego kapitału, wyznaczonych dla poszczególnych momentów 
przeszacowania, zgodnie ze wzorem:

∆𝐸𝐸 = −∑ � ∆𝑟𝑟𝑡𝑡
1+𝑟𝑟𝑡𝑡

𝑡𝑡[𝐶𝐶𝐶𝐶𝐴𝐴𝐴𝐴 − 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐿𝐿𝐿𝐿](1 + 𝑟𝑟𝑡𝑡)−𝑡𝑡�𝑛𝑛
𝑡𝑡=1 +  

1
2
∑ �� ∆𝑟𝑟𝑡𝑡

1+𝑟𝑟𝑡𝑡
�
2
𝑡𝑡(𝑡𝑡 + 1)[𝐶𝐶𝐶𝐶𝐴𝐴𝐴𝐴 − 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐿𝐿𝐿𝐿](1 + 𝑟𝑟𝑡𝑡)−𝑡𝑡�𝑛𝑛

𝑡𝑡=1 , 
(18)

gdzie: rt – rynkowa stopa procentowa w momencie przeszacowania o numerze t, 
pozostałe oznaczenia jak w poprzednich wzorach.

By uczynić oszacowanie zmiany wartości bieżącej kapitału własnego precyzyj-
niejszym, wzór ten można rozszerzyć o kolejne elementy szeregu Taylora. Należy 
też dokonać segmentacji aktywów i pasywów, biorąc pod uwagę kryterium podo-
bieństwa zmian odpowiadających im rynkowych stóp procentowych, tak by ograni-
czyć liczbę momentów przeszacowania16. 

Podejście oparte na wzorze (18) można wykorzystać do planowania strategicz-
nego i dopasowywania struktury bilansu banku do oczekiwanych zmian rynkowych 
stóp procentowych. Przykładowo jeśli spodziewany jest wzrost stóp procentowych, 

15 R. Kuśmierski, Wykorzystanie trwałości do pomiaru ryzyka stopy procentowej obligacji, Studia 
i Prace Kolegium Zarządzania i Finansów, Zeszyt Naukowy nr 55, Szkoła Główna Handlowa w War-
szawie, Warszawa 2005, s. 16.

16 Por. m.in.: R.  Reitano, Non-parallel yield curve shifts and durational leverage, “Journal of 
Portfolio Management” 1990, Summer, s. 67; R. Reitano, Non-parallel yield curve shifts and spread 
leverage, “Journal of Portfolio Management” 1991, Spring, s. 82.
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wówczas należy tak zmienić strukturę bilansu, aby uzyskać ujemną lukę duracji 
kapitału własnego. W konsekwencji pozwoli to uzyskać wzrost wartości rynkowej 
banku. 

Przedstawione narzędzie analityczne można również stosować po to, by immu-
nizować wartość rynkową banku poprzez takie dostosowanie struktury aktywów 
i pasywów, aby luka ekspozycji na ryzyko stopy procentowej wynosiła zero. Wy-
magałoby to jednak odpowiedniego i  ciągłego dostosowywania duracji aktywów 
i pasywów lub też zmian dźwigni finansowej w banku. W praktyce może to być 
trudne do zrealizowania17.

4.	Ocena ekspozycji polskiego sektora bankowego 
na ryzyko stopy procentowej z wykorzystaniem analizy 
duracji i wypukłości

Zarówno durację, jak i wypukłość można szacować na dwa sposoby. Pierwszy, tzw. 
empiryczny, polega na wykorzystaniu rzeczywistych danych empirycznych doty-
czących przepływów pieniężnych i uwzględnieniu momentów ich przeszacowania. 
Drugi, tzw. regresyjny, opiera się natomiast na oszacowaniu modelu regresji z wy-
korzystaniem historycznych obserwacji dotyczących zmian wartości bieżącej prze-
pływów pieniężnych w  przeszłości i  odpowiadających im zmian rynkowej stopy 
procentowej18. 

Oba przedstawione sposoby można wykorzystać podczas przeprowadzania testu 
warunków skrajnych dla sektora bankowego, przy założeniu skokowych i  znacz-
nych zmian rynkowej stopy procentowej19. Ich połączenie z analizą luki dostarcza 
wówczas narzędzia kompleksowej oceny narażenia sektora bankowego na ryzyko 
stóp procentowych. Podejście takie przy przeprowadzaniu testów warunków skraj-
nych wdrożył np. Narodowy Bank Czeski20. 

Stosowanie pierwszego sposobu wymaga dokładnej znajomości terminowej 
struktury aktywów i pasywów wszystkich instytucji, stanowiących krajowy sektor 
bankowy. Nie jest to natomiast konieczne, gdy stosuje się sposób drugi. Zastosowa-
nie podejścia regresyjnego do oceny ekspozycji na ryzyko stopy procentowej polega 
bowiem na oszacowaniu równania regresji liniowej o postaci:

𝑦𝑦 = 𝑏𝑏0 + 𝑏𝑏1∆𝑟𝑟, (19)

17 A.K. Bhattacharya, J.C. Foley, op. cit., s. 92.
18 S. Rachev, M. Höchstötter, F.J. Fabozzi, S.M. Focardi, Probability and Statistics for Finance, 

John Wiley & Sons, Inc., Hoboken, New Jersey 2010, s. 531.
19 W. Blaschke, M.T. Jones, G. Majnoni, S. Martinez Peria, Stress Testing of Financial Systems: An 

Overview of Issues, Methodologies, and FSAP Experiences, IMF Working Papers 2001, No. 88, s. 14.
20 Por. m. in.: M. Čihák, Introduction to Applied Stress Testing..., op. cit., s. 65; M. Čihák, Stress 

Testing of Banking Systems, “Czech Journal of Economics and Finance” 2005, No. 55, s. 422.
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gdzie: y – względna zmiana wartości bieżącej kapitału własnego,
Δr – wyrażona w punktach procentowych zmiana rynkowej stopy procen-

towej,
b0 – oszacowanie reszty elementów szeregu Taylora – zob. wzór (8),
b1 – oszacowanie zmodyfikowanej luki duracji z  przeciwstawnym zna-

kiem (–MDGAP).

Model określony wzorem (19) jest odpowiedni do badania ekspozycji sektora 
bankowego na ryzyko stopy procentowej. Można bowiem dostrzec, że ekspozycja 
ta nie istniałaby wtedy, gdyby zarówno parametr b0, jak i parametr b1 nie różniły się 
istotnie od zera. 

Do oszacowania modelu wykorzystano dane publikowane przez KNF, prezen-
tujące w ujęciu miesięcznym poziom kapitałów własnych w polskim sektorze ban-
kowym w okresie od grudnia 2009 roku do listopada 2012 roku. Analizie poddano: 
1) cały sektor bankowy z oddziałami zagranicznymi, 2) krajowe banki komercyjne 
działające z  oddziałami zagranicznymi, a  także 3) działające banki spółdzielcze. 
Jako rynkową stopę procentową przyjęto średnią miesięczną benchmarkową stawkę 
referencyjną POLONIA, czyli średnią ważoną stawkę operacji przeprowadzonych 
na rynku pieniężnym o terminie O/N. Informacje na temat poziomów tej stopy w ba-
danym okresie zaczerpnięto z bazy danych Departamentu Operacji Krajowych NBP. 
Model oszacowano na scentrowanych średnich 3-okresowych wyznaczonych dla 
zmiennej zależnej i zmiennej niezależnej. Łącznie uzyskano więc 33 obserwacje.

Tabela 1. Wyniki modelowania ekspozycji na ryzyko stopy procentowej w polskim sektorze bankowym

Wyszczególnienie
Sektor bankowy 

z oddziałami 
zagranicznymi

Krajowe banki komercyjne 
działające z oddziałami 

zagranicznymi

Banki spółdzielcze – 
działające

b0 0,0118 0,0118 0,0119
bł. stand. 0,0019 0,0019 0,0019
p 0,0000 0,0000 0,0001
b1 –3,2376 –3,2376 –3,4606
bł. stand. 1,6741 1,6741 1,6771
p 0,0623 0,0623 0,0475
R2 0,1077 0,1077 0,1208
F 3,7402 3,7402 4,2577
p 0,0092 0,0092 0,0092

Źródło: opracowanie własne.

Rezultaty estymacji zaprezentowano w  tab. 1. Wynika z  niej, że w  badanym 
okresie polski sektor bankowy był narażony na ryzyko stopy procentowej. Zmody-
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fikowana luka duracji w całym sektorze bankowym była dodatnia i wyniosła 3,24. 
Powoduje to, że – przykładowo – szokowy wzrost 3-okresowej stawki referencyjnej 
POLONIA o 200 punktów bazowych wywołałby spadek 3-okresowej średniej war-
tości bieżącej kapitałów własnych krajowych banków komercyjnych i  oddziałów 
zagranicznych o 5,3%. Spadek byłby jeszcze większy w sektorze banków spółdziel-
czych i wyniósłby 5,7%. 

Wyniki uzyskane na podstawie oszacowanych modeli należy jednak traktować 
z dużą ostrożnością. Modele są bowiem bardzo słabo dopasowane do danych em-
pirycznych. Można przypuszczać, że wynika to zarówno z niewielkiej liczby ob-
serwacji, dla których szacowano modele, jak również z niedoskonałej reprezentacji 
rynkowej stopy procentowej przez stawkę POLONIA. 

5.	Podsumowanie

Przedstawiona w artykule analiza duracji i wypukłości jest powszechnie stosowana 
do pomiaru ekspozycji na ryzyko stopy procentowej w pojedynczym banku. Można 
ją jednak stosować również do badania stopnia narażenia na to ryzyko całego sektora 
bankowego.

Narzędzia wykorzystujące koncepcję duracji i  wypukłości są już stosowane 
przez wybrane banki centralne podczas przeprowadzania testów warunków skraj-
nych w obszarze analizy następstw realizacji ryzyka stopy procentowej. Narzędzia 
te mogą więc stanowić składową systemu kompleksowej oceny stabilności sektora 
bankowego. Za ich upowszechnieniem przemawia prostota budowy modeli anali-
tycznych, jak również łatwość interpretacji uzyskanych rezultatów. Stosując te mo-
dele, należy jednak pamiętać o założeniach, na których się opierają, a które mogą 
w zasadniczy sposób wpływać na uzyskane wyniki.

Literatura

Bhattacharya A.K., Foley J.C., Przegląd modeli zarządzania aktywami i pasywami oraz kontroli ryzyka 
stopy procentowej, [w:] Zarządzanie aktywami i pasywami, red. F.J. Fabozzi, A. Konishi, Związek 
Banków Polskich, Warszawa 1998.

Blaschke  W., Jones  M.T., Majnoni  G., Martinez Peria S., Stress Testing of Financial Systems: An 
Overview of Issues, Methodologies, and FSAP Experiences, IMF Working Papers 2001, No. 88.

Čihák M., Introduction to Applied Stress Testing, IMF Working Papers 2007, No. 59.
Čihák M., Stress Testing of Banking Systems, “Czech Journal of Economics and Finance” 2005, No. 55.
Čihák M., Stress Testing: A Review of Key Concepts, CNB Internal Research and Policy Notes 2004, 

No. 2.
Dattatreya R.E., Fabozzi F.J., Charakterystyka zmienności cenowej papierów wartościowych o stałym 

dochodzie, [w:] Zarządzanie aktywami i pasywami, red. F.J. Fabozzi, A. Konishi, Związek Ban-
ków Polskich, Warszawa 1998.

Dębski W., Rynek finansowy i jego mechanizmy. Podstawy teorii i praktyki, Wyd. 4, WN PWN, War-
szawa 2007.

PN 305_Sokolowski_Ekonomia_2013.indb   285 2014-02-24   08:33:54



286	 Michał Jurek

Fabozzi  F.J., Fong  G., Zarządzanie portfelem inwestycji finansowych przynoszących stały dochód, 
PWN, Warszawa 2000.

Gup B.E., Brooks R., Zarządzanie ryzykiem stopy procentowej, Związek Banków Polskich, Warszawa 
1997.

Heffernan S., Nowoczesna bankowość, WN PWN, Warszawa 2007.
Hull J., Risk Management and Financial Institutions, 3 ed., John Wiley & Sons, Inc., Hoboken, New 

Jersey 2012.
Iwanicz-Drozdowska M., Zarządzanie finansowe bankiem, PWE, Warszawa 2005.
Jackowicz K., Wykorzystanie analizy duration w pomiarze ryzyka stopy procentowej pojedynczego in-

strumentu finansowego, „Bank i Kredyt” 1994, nr 10.
Jajuga K., Jajuga T., Inwestycje. Instrumenty finansowe, aktywa niefinansowe, ryzyko finansowe, inży-

nieria finansowa, Wyd. 3, WN PWN, Warszawa 2006.
Kuśmierski R., Wykorzystanie trwałości do pomiaru ryzyka stopy procentowej obligacji, Studia i Prace 

Kolegium Zarządzania i Finansów, Zeszyt Naukowy nr 55, Szkoła Główna Handlowa w Warsza-
wie, Warszawa 2005.

Rachev S., Höchstötter M., Fabozzi F.J., Focardi S.M., Probability and Statistics for Finance, John 
Wiley & Sons, Inc., Hoboken, New Jersey 2010.

Reitano R., Non-parallel yield curve shifts and durational leverage, “Journal of Portfolio Manage-
ment” 1990, Summer.

Reitano R., Non-parallel yield curve shifts and spread leverage, “Journal of Portfolio Management” 
1991, Spring.

Uyemura D.G., Van Deventer D.R., Zarządzanie ryzykiem finansowym w bankach, Związek Banków 
Polskich, Warszawa 1997.

USE OF DURATION AND CONVEXITY ANALYSIS 
IN INTEREST RATE RISK MANAGEMENT

Summary: The purpose of this article is to examine the possibility of use of duration and 
convexity analysis to evaluate the exposure to interest rate risk in a single bank, as well as at 
the level of the entire banking sector. Therefore, the article presents the use of this analysis to 
the examination of variability of the present value of an equity of a single bank. It also shows 
possible approaches to the use of duration and convexity analysis while analysing exposure to 
interest rate risk of a whole banking sector. The usefulness of the implementation of duration 
and convexity analysis while conducting stress test of the banking sector is also analysed. The 
model, estimated using data from the period from December 2009 to November 2011, allowed 
noticing that during that period Polish banking sector was exposed to interest rate risk and 
exposure to this risk was the greatest in the cooperative banks sector in Poland.

Keywords: duration and convexity analysis, interest rate risk, stress-testing.
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