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Vorwort.

Bryi hab’ ich die Molto aur aum gewilAll,
Dann selber eines

Nun las ich die Dichtungen Em

Doch Motto fand ich drin keines.

Im vorliegenden IL Teile der Vorlesungen iiber Mechanik
habe ich mir die Behandlung des Prinzips der kleinsten
Wirkung, der Hamiltonschen Prinzipe, sowie der damit
zusammenhingenden Arbeiten von Helmholtz, Halder,
Voss und anderen zur Aufgabe gemacht. Doch habe ich
das Hauptgewicht immer auf den physikalischen Sinn und
den Zusammenhang mit den Sitzen der theoretischen Physik,
nicht auf die rein mathematische Deduktion gelegt. Beziig-
lich der Ergénzungen, welche notwendig sind, alle Zweifel
an die mathematische Strenge der Beweise zu beseitigen,
verweise ich aunf die Arbeiten der Mathematiker; mir war
immer die physikalische Anschaulichkeit die Hauptsathe.

Besondere Beriicksichtigung muBten da die Beziehungen
der Wirkungsprinzipe zur Gastheorie, Warmetheorie und
Klektrizitatslehre, sowie dic Maxwell-, Helmholtz- und
Hertzschen S#tze iber zyklische Systeme finden. Doch
bin ich nirgends in spezielle Physik eingegangen, sondern
habe die Entwicklung nur so weit gefiihrt, daB dann die
Physik ankniipfen kann.

Gerade die Hamiltonschen Prinzipe der stationiren
und variierenden Wirkung setzen keinerlei andere Kenntnis
voraus, als die der Gesamtenergie als Funktion aller Va-
riasbeln, von denen sie abhingt. Sie gestatten, wenn die Ge-
samtenergie in dieser Weise gegeben ist, die Ableitung aller
Gleichungen fir alle in Frage kommenden zeitlichen Ver-
ipderungen. Dieselben stellen daher die einzige einwurfsirei
begriindete, in sllen Fallen ohne weitere Kommentare un-
zweideutig anwendbare Energetik dar.

Der Begriff der mathematischen Variation schien mir
dadurch an Anschaulichkeit zu gewinnen, da ich daran den
der physikalischen, der Aneinanderrethung unendlich vieler



v Vorwort.

mathematischer Variationen zu einer endlichen Zustandsinde-
rung kniipfte, wie derselbe besonders in der Wrmetheorie bei
Betrachtung der mechsnischen Analogien des zweiten Haupt-
satzes derselben in Verwendung kommt. Andererseits wurde
ihm such die Theorie kleiner endlicher Storungen bei der
Methode der Variation der Eonstanten gegeniibergestellt.

Aus dem Hamiltonschen Prinzipe der stationdiren
Wirkung leite ich die L.agrangesche Gleichung fiir genera-
lisierte Koordinaten ab, welehe zur Entwicklang der alige-
meinen Theorie der Bewegung starrer Korper, dann zur
Einfohrung elliptischer Koordinaten und zur Ableitung der
Theorie der Relativhewegung benutzt werden.

Wichtige Anregung verdanke ich dem Artikel Voss’ fiber
diesen Gegenstand in der Enzyklopidie der mathematischen
Wissenschaften und den Vortrigen fiber Mechanik auf der
Naturforscherversammiung in Kassel, sowie Privatgesprichen,
welche sich daran in Kassel und G#ttingen kniipfien.

Die iibliche Formel fir die Schwingungsdauer des
konischen Kreispendels gilt, wie sich herausstellt, wenn das-
selbe sein Gesicht immer nach derselben Richtung im Raume
kebrt. Wenn es dasselbe immer der vertikalen Drehungs-
achse zokehrt, so hat es auBer der Pendelbewegung noch
eine Drehung um seine Liingsachse. Wenn ein Pendel einen
rotierenden Korper enthilt, so ist die langsame Drehung
seiner Schwingungselfene der Priizessionshewegung unter
sonst gleichen Umstinden entgegengesetzt. Denn erstere
folgt, wenn man sie als Superposition zweier gleicher ent-
gegengesetzt gerichteter konischer Kreispendelbewegungen
von verschiedener Schwingungsdauer auffaBt, der rascheren,
die Prizession ist aber die Limite, der sich bei einer
Elongation von 90° die langsamere nihert, wihrend die
Schwingungsdauer der rascheren ins Unendliche wichst.

Ich spreche noch den Wunsch aus, daB der starke
physikalische Einschlag nicht den Mathematiker, und die
etwas umfangreichen Formeln .nicht den Physiker vor der
Lektiire des Buches zurtickschrecken mdgen!

Wien, Juni 1904.

Ludwig Boltzmann.
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I. Die Lagrangeschen Gleichungen.

§ 1. Integration der Relation, welche das Prinzip der
virtuellen Verschiebungen fiir einen Zeitmoment ausdrdekt,
nach der Zeit.

Der Ausgangspunkt der nun folgenden Betrachtiungen ist
das im § 35 des L Teiles durch die Relation 98, aus-
gedriickte, mit dem d’Alembertschen vereinigte Prinzip
der virtuellen Verschiebungen.

Es sei ganz wie in § 34 des I. Teiles ein beliebiges
System materieller Punkte mit beliebigen inneren und
auBeren Kriften gegeben, welches uoch belisbigen Be-
dingungen unterworfen sein kann.

Die Krifte. die von den Vorrichtungen ausgehen, durch
welche das System gezwungen wird, die erwahnten Be-
dingungen zu erfillen, nennen wir die impliziten Krifte,
sei es, daB diese Kriifte von #uBeren Vorrichtungen oder
von starren oder oinseitigen Verbindungen der materiellen
Punkte untereinander aunsgehen; alle iibrigen Kriifte nennen
wir explizite. Bei den impliziten Kriften ist im ersteren
Falle das Vorzeichen dadurch bestimmt, daf immer die von
der Vorrichtung auf das System ausgeiibten Krafte die im-
pliziten heiBen, im letzteren Falle wird ihr Vorzeichen so
bestimmt, wie es bei expliziten inneren Kriften schon im
L Teile geschah.

Die Massen, Kraftkomponenten und Koordinaten sowie
die Differentiale und Variationen der letzteren aber sollen
wie in § 71 des TI. Teiles bezeichnet werden.

Wir nennen jede Bewegung des Systems, welche unter
dem Einflusse der angenommenen Krifte ohne Verletzung der

Boltzmann, Mechanik IL 1



9 I. §1. Integration der Variationen. [Gl 1-3.

gegehenen Bedingungen wirklich stattfinden kasn, eine natiir-
liche Bewegung. Irgend eine solche heben wir ein fiir allemal
hervor und nennen sie die unvariierte Bewegung desselben.

Dann sei also x, der Wert irgend einer (der k-tem;
Koordinate zu irgend einer Zeit ¢ bei dieser Bewegung;
z; und zy sei die betreffende Geschwindigkeits- bez. Be-
schleunigungskomyponente, my, , = m,,_, = m,, die Masse
des k-ten materiellen Punktes, X;, ,, X;,_,, &, seien die
nach den Koordinatenrichtungen geschitzten Komponenten
der auf diesen Punkt wirkenden gesamten expliziten Kraft.

Wenn wir im ganzen » materielle Pankte haben, so
sind dem % alle mdglichen ganzen Zahlenwerte von 1 bis 37
zu erteilen,

Wir bezeichnen ferner wie im I. Teile § 33 das System
als holomom, wenn sich simtliche Bedingungsgleichungen
auf ebenso viele Gleichungen von der Form
1) Bl oy oy, =0
reduzieren lassen. Ist dies nicht der Fall, so heiBt das
System ein nicht holonomes. Jede Bedingung, die s#ich
durch Multiplikation mit einem integrierenden Faktor auf
die Form 1) bringen liBt, nennen wir eine holonome, jede
andere eine nicht holonome. Jedenfalls kann die i/-te Be-
dingungsgleichung in der Form geschrieben werden:

2) 41+ Slg%ds = 0.

Siehe 1. Teil § 33 Gleichungen 77) und 78)

Jst = die Gesamtanzahl der Bedingungsgleichungen
una lassen sich daraus nicht mehr als 7, (GFleichungen von
der Form 1) ableiten, wobei dann noch ¥ — 7, nicht holo-
nome Bedingungsgleichungen fibrighleiben, so bezeichnen
wir die Zahl r — 7, als den Grad der Nichtholonomitit des

Systems. ['nter der Form 2) ist natirlich auch die Glei-
chung 1) enthalten, wenn £¥ = %i‘:i, £D = g—zi ist.

Ubrigens besagt eine Gleichung von der Form 1) nicht
ganz dasselbe wie eine Integralgleichung von der Form

8) oo, 2. 0 0=0,



Gl 40 1. & 1. Integration der Variaticnen 3

in welcher die Integrationskonstaute einen bestimmten
speziellen Wert hat, da durch die Differentialgleichung 1},
die Koordinatenwerte fiir einen einzigen unter allen Zeit-
momenten unbestimmt bleiben und bieB deren Veriandernngen
fir alle fibrigen Zeitmomente bestimmt werden.

Unter Anwendung der soeben auseinandergesetzien Be-
geichnungsweise schreibt sich das mit dem d’Alembertschen
vereinigte Prinzip der virtuellen Verschiebungen (vergl Glei-
chungen 93; und 184; des I. Teiles, in der Form:

3n

4 ZI (mk f::;i - Xl} dr, = 0.
Wir beschrianken uns im folgenden ausschlieBlich auf die
Falle, wo in den Bedingungsgleichungen und daher auch in
dieser Relntion mnirgends ein Ungleichheitszeichen, sonderan
lediglich das Gleichheitszeichen gilt, und werden auf den
Grund hiervon im Anfunge des niichsten Paragraphen noch
zuriickkommen.

Ein vorgesetates o bezeichnet hierbei immer die Va-
riation, welche die betreffende GriBe erfahrt, wenn man
dem Systeme zur Zeit ¢ eine beliebige virtuelle Verrickung
erteilt (I. Teil, § 84). Dabei ist stets nur ein einziger be.
stimmter Zeitmoment ¢ der Bewegung ins Auge gefaBt, alle
iibrigen Zeitmomente aber sind ganz aufler Betracht ge-
lassen. Der ins Auge gefaBte Zeitmoment dagegen ist aus
ihnen vollkommen willkiirlich ausgewahlt. Daber kénnen
wir auch von Zeitmoment zu Zecitmoment fortschreiten und
den Werten, welche die Koordinaten zu jedem Zeitmomente
haben, willkiirliche Zuwichse erteilen. Wir erhalten dann
fir jeden Zeitmoment besimdere Werte von dz, und es
werden zuvdrderst die fiir den néchsten Zeitmoment gelten-
den Werte dieser Griflen absolut tnabhingig sein von denen,
die zu dem nichst vorhergehenden Zeitmomente gehioren.
Die Gleichung 4) wird auch gelten, wenn sich diese GroBen
von Zeitmoment zu Zeitmoment vollkommen diskontinuierlich

andern, so daf Tntegrale wie | §z,4¢ absolut gar keinen

Sion haben, da die GriBe dz, unter dem Integral-
l*



4 I. § 1. Integration der Variationen. |Gl 5. 8.

zeichen dann eine absolut diskontinuierliche Funktion der
Zeit ist.

Unter allen moglichen Annahmen fiir die Werte der
Variationen der Koordinaten wird es zwar verhiltnismaBig
wenige, aber doch noch immer unendlich viele geben, bei
denen sich die dz, zwar auch noch in ganz willkiirlicher,
aber in kontinuierlicher Weise mit der Zeit #indern. Wir
kdnnpen z B.

5) 5z, = £, (0

setzen ), wobei ¢ eine unendlich kleine, fiir alle Koordinaten
und zu allen Zeiten konstante Grd8e und f, () eine endliche
kontinuierliche Funktion der Zeit ist.

Dieselbe kann fiir jeden Wert des %, d. h. fir jede
Koordinate ganz willkiirlich gew&hlt werden, nur miissen
alle diese Funktionen 7, (#) so gewihlt werden, daB die durch
sie dargestellten Verschiebungen zu jeder Zeit virtuelle, d. h.
mit den Bedingungen vertrfiglich sind, denen das System
gerade zur betreffenden Zeit ¢ unterworfen ist. Ist also 2)
die Gleichung, welche die betreffende Bedingung ausdriickt,
<o milssen die dz, der Gleichung

8n

) 252’5z,=0

gentigen (vergl. I. Teil, § 34, Gleichung 88).%) In dem jetzt
betrachteten speziellen Falle, daB die dz, kontinuierliche

") Die analoge Substitution fiir J x; geht bei dem Prinzip des
kleinsten Zwanges absolut nicht an, denn bei diesems muf ja fiir jeden
Wert des £ und zu allen Zeiten dxz;, = §2" = 0 sein (vergl. die Glei-
chung 187) des I. Teiles). Wiirde man also enalog mit Gleichung 0)
jetzt withrend einer endlichen Zeit setzen d 2} = 5. /i (f), so kionnte
8z, und § 2, hichstens fiir einzelne Momente, niemals aber fiir jeden
Moment dieser Zeit gleich Null oder unendlich klein h8herer Ordnung
als ¢ sein. Wir haben uns also jetzt auf das Prinzip der virtuellem
Verachiebungen zn beschrinken.

) Wir werden spiter einmal auch so variieren, daB wir irgend
einem zu irgend einer Zeit / stattfindenden Zustande 4 der um-
variierten Bewegung einen Zustand B der variierten Bewegung korre-
spondieren lassen, welcher ru einer etwas spiteren Zeit ¢ + d¢ bei



GL 1-9.] L §1. Integration der Variationen. b

Funktionen der Zeit, also durch Ausdriicke von der Form 5)
darstellbar sind, haben Intograle wie

8) féz,dh:sffk{t)dt

eimen ganz bestimmten Sinn. Wir kénnen also die fiir alle
Zeitmomente giiltige Gleichung 4) mit ¢/ wmultiplizieren und
iiber eine beliebige Zeit z. B. vom #, bis ¢ integrieren, wo-
durch wir erhalten:

9) f%(mk o -A')a:r,ar:_o

Hierbei kann /, die Anfangszeit, / das Ende der Bewegung
sein; es kann aber auch {, ein beliebiger, #, ein beliebiger
spiterer Zeitmoment imn Verlaufe der Bewegung sein. Bei
den in der Natur wirklich vorkommenden Bewegungen, z. B.
der der Gestirne, kann ja von einer Anfangs- oder Kndzeit
der Bewegung iiberhaupt nicht die Rede sein. HKs ist 7,
nur der Anfang, # das Ende des gerade ins Auge gefaiten
Stiickes der Bewegung.

Die Variationen dz, der Koordinaten sollen in den
zuniichst folgenden Paragraphen nun zaudem immer der Be-
dingung unterworfen werden, daB sie sowohl fir ¢ = ¢, als
auch fiir ¢ = ¢ samtlich verschwinden. Fiir Zeiten, welche
diesen beliebig benachbart sind, konnen sie dann schon
wieder von Null verschiedene Werte haben. Krst viel
spiter (von § 31 angefangen] werden wir auch den Fall
betrachten, daB die Koordinateuvariationen an den Inte-
grationsgrenzen ebenfalls nicht verschwinden.

der variicrten Bewegung eintritt, so daB Jx die Verinderung be-
geichnet, welche irgend eine Koordinate z erfihrt, wenn man von
dem der Zeit ¢ entsprechenden Zustand 4 der unvariierten Bewegung
zu dem der Zeit ¢ + §f entsprechenden Zustand B der variierten Be-
wegung iibergeht, also jetzt 4 und B korrespondierende Zustinde
sind. Bei dieser noch aligemeineren Art der Variation, welche wir
aber im Texte vorlfiufig noch nicht anwenden, wiirden an Stelle der
Gleichnngen 8) des Textes die Gleichungen treten:

7 BVesg kfmdz =0,



8 1. §4%. AusschlieBung der Ungleichungen. {zL 9.

§ 2. AusschlieBung der Ungleichungen. Umkehrung des im
vorigen Paragraphen entwickelten Satzes.

Wir haben uns hierbei auf die Kille beschrinkt, wo
in Relatiou 4; das Gleichheitszeichen gilt. Die Fille, wo
auch das Ungleichheitszeichen gelten kann, sind ohnedies
weit weniger wichtig. Sie treten ein, falls in den Be-
dingungsgleichungen ebenfalls Ungleichungen vorkommen.
Dann geschieht aber die Bewegung, solange die Vorrich-
tungen, welche die betreffenden Bedingungen erzeugen, in
Wirksamkeit bleiben, nicht anders, als ob in den Bedin-
gungen das Gleichheitszeichen gelten wiirde. Von dem Mo-
ment an aber, wo die materiellen Punkte in Positionen
gekommen sind, wo jeme Vorrichtungen nicht mehr wirken,
g.schieht die Bewegung sofort genau so, als ob die darch
diese Vorrichtnngen hewirkten Bedingungen gar nicht gelten
wiirden. Ks wird daher wieder die Gleichung 9) richtig
sein, In derselben sind jedoch die dz,, solange die betreffenden
Vorrichtungen wirksam sind, so zu wihlen, dafl sie die be-
treffenden Bedingungen erfiillen, in denen aber das Gleich-
heitszeichen mit AusschluB aller Ungleichheitszeichen zu
setzen ist. Sobald dagegen gewisse Vorrichtungen za wirken
aufgehdrt haben, konnen die §x, ganz ohne Riicksicht auf
die durch die betreffenden Vorrichtungen bewirkien Be-
dingungen gewithlt werden.

Die Zeitmomente, in derien jene Vorrichtungen gerade
zu wirken aufhoren oder anfangen, werden, singulire Fille
ansgenommen, ohnedies in das Integral der linken Seite der
Gleichung 9) nur einen Betrag liefern, welcher vernachlissigt
werden kapn. Dieses lutegral ist also in eine Summe
von Integralen zu zerlegen, in denen auBer i) und ¢, alle
diese Zeitmomente als Integrationsgrenzen vorkommen, so
daB kein solcher Zeitmoment innerhalb eines Integrations-
gebietes fallt,

Dadurch wird bewirkt, daB fir jedes der Teilintegrale
tiir alle innerhalb der Integrationsgrenzen liegenden Zeiten
die Gleichung 9) gilt; denn die Bewegung geschieht inner-
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halb dieser Grenzen iiberall so, als ob sowohl in Glei-
chung 4! als auch in den DBedingungsgleichungen uberall
nur Gleichheitszeichen vorhanden wiiren; nur dab fiir einige
Teilintegrale mehr, fir andere weniger Bedingungen mit in
Betracht zu zieben sind. Fir die Grenzen der Integration
dagegen milssen noch besondere Grenzbedingungen aufgestellt
werden, auf welche wir aber in diesen Vorlesungen um so
weniger eingehen werden, als sie meines Wissens noch nie-
mals untersucht worden sind.

Die Bedingung, dabi das Integral 9) fiir alle virtuellen
durch die Gleichung 5; ausgedriickten Variationen ver-
sthwinaen mpB, ist zwar nicht mehr so allgemein als die,
Form, in der wir das Prinzip der virtuellen Verschiebungen
im [. Teile ausdruckten, da jetzt die Koordinatenvariationen
kontinnierliche Bunktionen der Zeit sein miissen, und nicht
wie im [. Teile fiir jeden Zeitmoment vollkommen willkiirlich
und von den fiir alle iibrigen Zeitmomente angenommenen
vollkommen unabhiingig sind. Es folgen aber aus der ersteren
Bedingung, wenn wir den Fall ausschlieBen, .daB die Be-
wegungsgleichungen sich lings einer endlichen Zeitstrecke
von Moment zu Moment diskontinuierlich wmit der Zeit
indern, und wenn in allen Bedingungen das Gleichheits-
zeichen gilt. nach den Regeln der Variationsrechnung noch
immer die Bewegungsgleichungen der Mechanik.

Um dies zu beweisen, nehmen wir an, wir hitten im
Integral 9; diejenigen Variationen, welche durch die Be-
dingungsgleichungen bestimmt sind, durch die iibrigen un-
abhingigen ausgedriickt. Hs miissen dann, wie wir soforg
beweisen werden, wenn duas Integial 9 unter den ap-
genommenen Bedingungen siets verschwinden soll, die Ko-
effizienten aller dieser unabhiingigen Variationen unter dem
Integralzeichen fiir alle Zeiten verschwinden; dies war aber
genau die Bedingung, aus der wir schon im I Taile die
Bewegungsgleichungen ableiteten.

Der noch ausstindige Beweis kann in der folgeunden
Weise gefithrt werden. Wenn irgend ein Koeffizient einer
der unabhiingigen Variationen im Integral 9) nicht fiir alle
Zeiten verschwinden wiirde, so kinnte man dieser Variuiion
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unbeschadet der Bedingung, daB sie eine kontinuierliche
Funktion der Zeit sein soll, fiir diejenigen Werte der Zeit,
fir welche der Koeffizient von einem positiven zu einem
negativen Werte oder umgekehrt tbergeht, sowie fir die
Zeiten ¢, und ¢, den Wert Null, fiir alle anderen Zeiten aber,
fir welche dieser Koeffizient positiv ist, ebenfalls einen posi-
tiven, fir alle Zeiten, wo er negativ ist, einen negativen
Wert erteilen.

Wiirde man dasselbe fiir alle anderen anabhingigen
Variationen festsetzen, deren Koeffizienten nicht ftir alle
Zeiten gleich Null sind, so wiirde das Integral 9) aus lauter
positiven Gliedern bestehen, es kinnte also nicht gleich
Null sein. Sein Verschwinden ftir alle mdglichen virtnellen
Verriickungen, die von der gleichen Anfangslage zur gleichen
Endiage tibergehend sonst beliebige kontinuierliche Funk-
tionen der Zeit sind, hat also zur Folge, daB nach Eli-
mination der durch die Bedingungsgleichungen bestimmten
Variationen die Koeffizienten aller fibrigen unabhingigen
Variationen zu allen Zeiten verschwinden miissen, woraus
schon im I Teile die Bewegungsgleichungen abgeleitet
wurden.

Dies mu8 auch fur Zeiten gelten, die beliebig nahe an
t, und # liegen, und daher auch fir letztere Zeiten selbst,
da wir Diskontinuitdten ausschlossen.

Es folgt also, falls in den Bedingungen nur Gleichheits-
zeichen geltem, nicht nur aus den Bewegungsgleichungen das
Verschwinden des Integrals 9), sondern es folgen auch um-
gekehrt aus diesem Verschwinden fiir alle virtuellen Ver-
riickungen, die kontinuierliche Funktionen der Zeit sind,
unter den oben angegebenen KEinschrinkungen wieder die
Bewegungsgleichungen. Ja wir sehen, daB der Beweis, kraft
dessen wir im L Teile bewiesen haben, daB die Bewegungs-
gleichungen eine notwendige Folge der Relation 4) sind,
dadurch nichts an seiner Beweiskraft verliert, daB wir jetzt
die Koordinatenvariationen als kontinuierliche Funktionen
der Zeit ansehen.
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& 3. Prinzip der stationdren Wirkung.

Wir haben diejenige Bewegung, wobei die k-te Ko-
ordinate zur Zeitz den Wertz, hat und welche also unter den
gegebenen Anfangsbedingungen den Bewegungsgleichungen
gemiB vor sich geht (eine natirliche Bewegung ist), die
unvariierte genannt. Dieser unvariierten Bewegung stellen
wir die variierte gegeniiber, bei welcher zur Zeit ¢ die k-te
Koordinate den Wert z, + dz, hat, wobei dx, durch Glei-
chung 5) gegeben ist. Da auch diese GriBe eine konti-
nuierliche Funktion der Zeit ist, so macht bei der variierten
Bewegung jeder materielle Punkt ebenfalls eine kontinuier-
liche Bewegung.

Da ferner fur die Zeiten £, und ¢, die Variationen sémt-
licher Koordinaten verschwinden, so wird bei der variierten
Bewegung jeder Punkt zur Zeit #, von denselben Positionen
ausgehen wie bei der unvariierten Bewegung, und auch
wieder zur Zeit ¢, dieselbe Lage erreichen, wie bei der un-
varilierten Bewegung. Es kann sein, daf die variierte Be-
wegung bloB dadurch sus der unvariierten entstanden ist,
da8 die der Anfangszeit entsprechenden Werte der Ge-
schwindigkeitskomponenten simtlicher materieller Punkte
unendlich wenig variiert wurden, so daB die variierte Be-
wegung nach denselben Bewegungsgleichungen vor sich geht,
wie die unvariierts. .

Meist wird dies aber nicht der Fall sein; die variierte
Bewegung wird dann unter dem KEinflasse von Kraften,
welche dieselben Funktionen der Koordinaten sind, wie fiir
die unvariierte Bewegung, nicht mdglich sein; wir miissen
diesen Kraften vielmehr neue unendlich kleine Krifte hinzu-
figen, um zu bewirken, daB das System in jedem Zeit-
momente die variierte Bewegung macht. Diese neuen Kriifte
konnen daher rfihren, da8 wir jeden materiellen Punkt mit
der Hand fassen und so fithren, daB er sich genau der
variierten Bewegung entsprechend bewegt, oder sie kinnen
wo immer sonst herrithren. Wir wollen sie immer die
Zusatzkrafte nennen.

Wir kiimmern uns iibrigens vorlinfig gar nicht um
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diese Zusatzkriifte, sondero betrachien die variierte Be-
wegung vielmehr blol als eine im Gedanken neben die un-
varilerte. also neben die wirkliche hingestelite Bewegung.

Wir vergleichen gegenwartiz immer jeden beliebigen,
zu einer beliebigen Zeit { staitfindenden Zustand der un-
variierten Bewegung mit demjenigen Zustande der variierten
Bewegnng, welcher hei dieser zur gleichen Zeit ¢ gehort
und nennen dis Zustinde, welche wir vergleichen, korre-
spondierende. Wir setzen vor eine beliebige Grifle das
Zeichen §, um den Zuwachs auszudriicken, welchen jene
tGroBe erfahrt, wenn man von einem beliebigen Zustande
der unvariierten Bewegung zum korrespoudierenden Zu-
stande der varilerten iibergeht, wobei also hei unseren
gegenwiirtigen Betrachtungen ¢ stets als konstant anzusehen
ist. Das Zeichen d dagegen driickt den Zuwachs aus,
welcher bel der unvariierten Bewegung eintritt, wenn ¢ um
dt wichst, webei wieder von einer variierten Bewegung gar
nicht die Rede ist.

Die Kraftkomponeaten X, ¥,, Z sowie dig Kraft-
fonktion V' (sobald eine solche existiert, und die in den
Bedingangsgleichungen auftretenden (GraBen ¢ und §
sollen fiir die varilerte Bewegung dieselben Funktionen
der Koordinaten und eventuell von ¢ sein wie fir die un-
variierte Bewegung. JdV, d¢ etc. stellen also die Zu-
wiachse dar, -welche diese GroBen dadurch erfahren, dab die
Koordinaten von den Werten z,, =, ..., die 1hnen zu irgend
einer Zeit ¢ bei der unvariierten Bewegung zukommen, zu
den Werten =, + dz,, 2, + 07, ... iibergehen, die sie im
korrespondierenden Zustande der variierten Bewegung haben.
Es ist also:

3n

10) av=D2y,
“a on
In P

11) Sg= Dhardx,
— %

Die partiellen Ableitungen von ¥V + d ¥ nach den Ko-
ardinaten liefern natiirlich nur die Kriifte, welche hei Fort-
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bestand der fir die unvariierte Bewegung geltenden Kraft-
gesetze bei derjenigen Konfiguration der materiellen Punkte
wirksam wiren, die diesen bei der variierten Bewegung
zukommt, wihrend die Kriifte, welche wir die Zusatzkrifte
genannt haben, eine neu hinzukommende oder auch gar
keine Kraftfunktion haben.

Da fiir die varijierte Bewegung zu jeder beliebigen Zeit ¢
der erste materielle Punkt die Abszisse

7+ 0z, =5+

hat, so ist bei der variierten Bewegung dessen Geschwindig-
keitskomponente in der Abszissenrichtung zur Zeit ¢ gleich:
£,
ai

Unserer Ubereinkunft gemaB bezeichnen wir ganz all-
gemein den Zuwachs, den eine beliebige Groie beim Uber-
gang von einem Zustande der unvariierten zum korre-
spondierenden Zustande der variierten Bewegung erfihrt,
durch ein vorgeseiztes 4. Da wir die z-Komponente der
Geschwindigkeit des ersten materiellen Punktes fir die un-
variierte Bewegung mit x,” bezeichnet haben, so ist also der
Zuwachs, welchen diese z-Komponente erhdlt, wenn man
von einem Zustande der unvariierten zum korrespondierendea
Zustande der variierten Bewegung ibergeht, mit dz, zu
bezeichnep. Daher ist nach Wormel 12):

; d . d
12) i+ Im =k +

Sz’ ddx,-

r~ =
1 di

Ebenso erhilt man allgemein

13) =435

Ferner ist zur Zeit ¢ die lebendige Kraft des ganzen Systems:

Gn
14} =} kong o
>

Der Zuwachs, den diese GroBe beim Ubergangs von einem
Zustande der unvariierten zum korrespondierenden Zustande
der variierten Bewegung erfihrt, ist also:
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dn
15) ST = Sktmyz,dz,.
2

Wir kénnen nun in der Gleichung 9) jedes Glied der
Summe einzeln nach ¢ integrieren und sie in der Form
schreibeu:

16) ilfmk%;;’—ﬁrkdt—fszlnﬁwtdtmo.
TR L 1

Jedes einzelne Glied der ersten Summe hat die Form:
4
f-mk Lt J z, dt.
1y

Integrieren wir partiell nach ¢, so geht es iiber in:
&

: dx; dﬂx,
f”‘k i a4

‘m,‘ 53 dax,
ty
Das erste Glied dieses Ausdrucks verschwindet, da wir
vorausgesetzt haben, daB sowohl fir ¢=1¢ als auch fiir
t =t samtliche Jz, verschwinden. Das zweite aber redu-
ziert sich bei Emf“uhrung der obigen Bezeichnung auf:

f"’:%f’zﬁdf

Nehmen wir dieselbe Tra.nsf'orms.tmn mit allen Gliedern der
ersten Summe der Gleichung 16) vor und fassen dann wieder
alle zusammen, so finden wir, daB sich diese Summe auf

1
= f 3 Tdt reduziert. Wir konnen daher die Gleichung 16)

fo

auch in der Form schreiben

4 3n
17) f(ar-a- 2&&@)&::0,

1/ 1

welche Relation man aus einem spiter zu erlauternden
Grunde als das Prinzip der stationdren Wirkung in seiner
allgemeinsten Form zu bezeichnen pflegt. Nicht zutreffend
ist es, sie das Hamiltonsche Prinzip zu nennen, von dem
sie, wie wir sehen werden, nur ein spezieller Fall ist.
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8n
Der Ausdruck 22; dz, der Formel 17) stellt die

Arbeit dar, welche gegen die expliziten Krifte geleistet wird,
sobald das System aus der wirklichen Lage, die es zur
Zeit ¢ hat, in die korrespondierende, d. h. derselben Zeit
entsprechende variierte Lage gebracht wird (vergl. L Teil,
§8 16 und 26). Wenn eine Kraftfunktion ¥ existiert, welche
ibrigens auch noch die Zeit explizit enthalten kaunn, su ist
X, =— 0V[0 =, daher nach Gleichung 10)

8n
18) ZIXEJ:&=—§V,
1

wobei — oV die gesamte Verinderung der Funktion ¥ beim
Ubergang von der wirklichen zur variierten Bewegung unter
Konstanthaltung der Zeit ¢ ist. Existiert keine Kraftiunktion,
oder sind die Kriifte iberhaupt nicht bloB als Funktionen
der Zeit und der Koordinaten gegeben, so wollen wir noch
immer symbolisch

Bn
19) 2x,53,=—avv

setzen, wobel der beigefligte Strich ausdriickt, daB die Summe
kein vollstindiger Differentialausdruck ist. Wenn wir nicht
wissen, ob diese Summe ein vollstindiger Differential-
ausdruck ist oder nicht, so wollen wir dies durch zwei dem &
beigefiigte Striche andeuten, so daB wir ganz allgemein die
Gleichung 17) in der Form schreiben:

4
20) fdt(d‘T-— &'V)m0,
[
wobel stets
LI
" i
21) J'P'-—;xXkc?z,

ist, und es sind beide Striche wegzulassen, wenn man sicher
weiB, daB eine Kraftfunktion existiert; weiB man dagegen
sicher, daB keine existiert oder die Krifte fiberhaupt nicht
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als Funktionen der Koordinaten und der Zeit gegeben sind.
so ist ein Strich zu setzen.

§ 4. Begriff der verallgemeinerten Koordinaten.

Die im vorigen Paragraphen entwickelte allgemeinste
Form des Prinzipes der stationiren Wirkung erweist sich
als besonders niitzlich bei der Koordinatentransformation.
Wir haben bisher die Position jedes Massenpunktes des
Systems durch dessen rechtwinklige Koordinaten bestimmt.
Sehr oft empfiehlt es sich, irgend welche andere Variabeln
einzufithren, welche ebenfalls dazu tauglich sind, die Position
jedes Punktes des Systems zu jeder Zeit zu definieren. Man
kann z. B. die Position jedes Punktes durch Polar- oder
Semipolar- oder elliptische oder noch andere Koordinaten
bestimmen. Wenn zwischen den Koordinaten der verschie-
denen materielien Punkte des Systems Gleichungen bestehen,
so geniigen oft wenige Variable zur Bestimmung der Lage
simtlicher materieller Punkte des Systems. So kann, wie
wir im I Teile ersahen, die Position eines vollkommien freien
starren Ko6rpers im Raume durch sechs Variable bestimmt
werden. Zur Bestimmung der Lage eines um eine feste
Achse drehbaren starren Korpers reicht sogar eine einzige
Variable hin.

Wenn zwischen den 87 rechtwinklicen Xoordinaten der
n Punkte eines matériellen Systems 7 Gleichungen bestehen,
go sind noch 3% — 7 = 7 Kootrdinaten willkiirlich; man sagt,
das System hat ¢ Freih¢iten. Die Zahl der unabhingigen
Variabeln, welche zur Bestiinmung der Lage aller seiner
Teile erforderlich ist, ist dann gleich der Zahl der Frei-
heiten ; es konnen aber auch mebr (s) Variable verwendet
werden. Im letzteren Falle sind dieselben jedoch nicht
voneinander unabhiingig, sondern es werden zwischen den-
selben o = s — i Gleichungen bestelien und man kann sagen,
daB durch Einfihrung der neuen Variable von den Be-
dingungsgleichungen 7 — (s — ¢) = 3n — s eliminiert wurden,
da frither z, jetzt nur mehr o = s — i Bedingungsgleichungen
vorhanden sind.

Diese KElimination von Bedingungsgleichungen wird
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héunfiz folgendermaBen bewerkstelligt. Man driickt die 3»
vechtwinkligen Koordinaten durch 3» neue Variabeln aus
und wiihlt letztere so, dafl einige derselben vermége der
Bedingungsgleichungen fiir alle Zeiten konstant bleiben,
daher nicht den Charakter von Koordinaten, sondern von
reinen Konstanten der Aufgabe baben, wihrend nur die
anderen als verinderliche Koordinaten ithrig bleiben. Wenn
z. B. ein materieller Punkt gezwungen ist, siech auf eimer
Kugeltliche zu bewegen, so driickt man zuerst seine recht-
winkligen Koordinaten durch gewthnliche Polarkoordinaten
aus, deren Ursprung der Mittelpunkt jener Kugelflache ist.
Kine der Polarkoordinaten, nimlich die Entternung vom
Kugelzentrum, ist dann konstant und es bleiben nur die
beiden Polarwinkel als veriinderliche Koordinaten iibrig.

Eg sei nun ein belirbiges System von n materiellen
Punkten gegeben; die rechtwinkligen Koordinaten derselben
sollen wieder mit z, z, . . . z;, bezeichnet werden, uand auch
alle iibrigen bhiskerigen Bezeichnungen sollen beibehalten
werden. Ferner seien p, p, ...p, irgend welche andere
Variable, durch deren Werte ebenfalls die Position simt-
licher materieller Punkte des Systems bestimmt ist. Wir
wollen die p die verallgemeinerten Koordinaten des Systems
oder kiirzer die Parameter pennen. Nach dem Gesagten
mubB s gleich oder groBer als die Arzahl ¢ der Freiheiten
des Systemz sein und bestehen im letzteren Falle s —«
Gleichungen zwischen den p.

Durch die Werte der p soll die Lage, d. h. es sollen
die rechtwinkligen Koordinaten z, z, . . . z, simtlicher ma-
terieller Punkte des Systems bestimint sein. Die letzteren
GroBen sind daher Funktionen der ersteren, was man in
folgender Form schreibt:

n =F (p;ps - Pt
22) Ty =F, (ps03---P,5 1)
Zg= Fg (1), By - - - Py 1))

) Sobald die rechtwinkligen Koordinaten mit den generalisierten
durch ein Gleichungssystem von der Form 22) verbunden sind, be-
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Der einfachste und am haufigsten vorkommende Fall
wird der sein, daB die Funktionen F, welche die recht-
winkligen Koordinaten durch die generalisierten ausdriicken,
die Zeit nicht explizit enthalten, daB sie also zu allen
Zeiten dieselbe Form haben, was z. B. eintritt, wenn man
rechtwinklige Koordinaten durch Polarkoordinaten ete. aus-
driickt. Wir bezeichnen die generalierten Koordinaten dann
als skleronome.

Die Funktionen F konnen aber auch mit der Zeit ver-
anderliche Parameter enthalten, so daf ihre Form mit der
Zeit kontinuierlich veriinderlich ist. Man sagt dann, sie
enthalten die Zeit explizit und driickt es dadurch aus, daB
man unter dem Funktionszeichen F der Variabeln p noch die
Variable ¢ explizit beifigt (rheonome generalisierte Koordi-
naten). Letaterer Umstand wird immer eintreten, wenn durch
Kinfibrung der betreffenden generalisierten Koordinaten
Bedingungsgleichungen eliminiert wurden, welche die Zeit
explizit enthielten.

Am einfachsten und zweckmiBigsten ist es natiirlich,

zeichnen wir die letzteren als holonome. In diesem Buche, mit Aus-
uahme von &§ 27 und 28 ist, sowie iberbaupt in der bisherigen
Mechanik, immer vorausgesetzt, daB die generalisierten Koordinaten
holonome sind. Es kann auch sein, daB blo8 die Differentisle der
rechtwinklizen Koordinaten durch die der generalisierten gegeben
sind, daB slso im cinfachsten Falle an Stelle der Glerchrmgen 22)
Gle:chnngen von der Form

23) dzy=I™Md¢ + ;‘n m®dp,

treten. Wenn diese Gleichungen nicht auf lauter Gleichungen von
der Form

24) day = d Fx(py, pa--- Py

reduzierbar sind, so bezeichnen wir die generalisierten Koordinaten
als nicht holonome. Alsdann treten auch an Stelle der Gleichungen 25)
entsprechende Differeniialgleichungen. Fiir nicht holonome genera-
lisierte Koordinaten bediirfen die meisten im Texte entwickelten Lehr-
sfitze unter anderem schon die L.agrangeschen Gleichungen einer ganz
wesentlichen Modifikation (vergl. §§ 27 und 28, daun Wien. Sitzungsber.
111, TTa, S. 1603, Dezember 1902). Wenn es nicht méglich ist, mehr
als g der Gleichungen 28) auf die Form 24) zu bringen, so nennen
wir g den Grad der Nichtholonomitit der generalisierten Koordinaten.
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wenn die Funktionen # der Gleichungen 22) eindeuntig und
kontipmerlich sind, da danu die Position des Systems durch
die generalisierten Koordinaten eindeutig bestimmt ist. Doch
148t sich manchmal die Einfithrung mehrdeutiger Funktionen
nicht vermeiden. Man kommt dann itberein, daB die Werte
der generalisierten Koordinaten mit bestimmten willkiirlich
gewihlten beginnen und sich dann stets kontinuierlich mit
der Zeit indern sollen. Da auch die Werte der recht-
winkligen Koordinaten sich stets kontinuierlich mit der Zeit
andern. so ist dadorch jede Mehrdeutigkeit ausgeschlossen,
solsnge man nicht an eine Stelle kommt, wo sich mebrere
Funktionswerte verzweigen. An solchen Verzweigungsstellen
oder anderen singuliren Stellen, wo die Funktionen dis-
kontinnierlich, unbestimmt oder unendlich werden, sind
immer besondere Betrachtungen resp. besondere Fest-
setzungen notwendig, wihrend an allen fibrigen Stellen die
zu entwickelnden Gleichungen richtig bleiben.

Wenn zwischen den generalisierten Koordinaten Glei-
chungen bestehen, so konnen natiirlich die Funktionen #
mittels derselben in verschiedene Formen gebracht werden,
indem man die eine oder andere generalisierte Koordinate
vermdge der zwischen den- generalisierten Koordinaten be-
stehenden Gleichungen durch die ibrigen ausdrilckt, oder
sonst gewisse in den Funktionen # vorkommende Ausdriicke
unter Benutzung dieser Gleichungen in eine andere Form
bringt.

Da zu jeder Reihe von kontinuierlich sich folgenden
Wertekombinationen der » bis zv etwaigen Verzweigungs-
punkten oder singuliren Stellen eine einzige kontinuierliche
Reihe von Wertekombinationen der p gehdrt, so kann man
aus den Gleichungen 22) jedenfalls auch umgekehrt die p als
Funktionen der z ausdriicken, was auf folgende Form
fithren soll

py=D (3,2 .. .71

25} p,?(f)z Ty Ty oo Tygs )

p,=9r.2,...5,,1),
Boltrmann, Mechanik IT

2]
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wobei natiirlich die Funktionen @ ebenfalls in verschiedene
Formen gebracht werden kdnnen, falls Gieichungen zwischen
den rechiwinkligen Koordinaten bestehen. Auch die Funk-
tionen @ konnen mehrdeutig sein und einzelne singulire
Stellen haben, fiir welche dann die (iiiltigkeit der zu ent-
wickelnden Gleichungen aufhdrt und besondere Betrachtungen
erforderlich sind.

Ks hitte Leine Schwierigkeit, mittels der Glei-
chungen 22) in die ersten und zweiten Differentialquotienten
der =z pach der Zeit, sowie in die Ausdriicke fir die Krifte
die p statt der z einzufihren. Die Substitution dieser Werte
in die fir die rechtwinkligen Koordinaten geltenden Be-
wegungsgleichungen wiirde dann in jedem speziellen Falle
die Form liefern, welche die Bewegungsgleichungen nach
Einfihrung der verallgemeinerten Koordinaten annehmen.

Wir wollen aber im folgenden zeigen, wie diese Form
viel kilrzer und ganz allgemein mittels des Prinzipes der
stationiren Wirkung gefunden werden kann.

§ 5. Begriff der verallgemeinerten Krifte,

Es seien =z z, ... z,, beliebige Koordinatenwerte,
P Ps - - p, die dazu gehorigen Werte der p oder bei Mehr-
deutigkeit bestimmte dazu gehdrige Werte der p. Den durch
die Gleichungen 5) bestimmten Zuwichsen oz, 0=, ... dz,,
der z sollen die Zuwichse dp, dp, ... dp, der p ent-
sprechen, welche also jedenfalls auch sonst vollkommen
willkiirlich sind, nur daB sie mit den etwa zwischen den p
bestehenden Bedingungen vereinbar sein miissen; die durch
sie bestimmte Verschiebung des Systems nenmen wir die
Verschiebung B. Dann folgt mit Ausnahme der singuliaren
Stellen, von denen jedenfalls nur einzelne vorhanden sein
sollen, aus den Gleichungen 22):

26) aﬁngﬁaph k=1,2,...3n.
1

Wir lieBen immer solche Zustinde einander korre-
spondieren, welche zu gleichen Zeiten gehdren, d. b. bei der
durch das Zeichen § angedeuteten Operation ist immer ein
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Zustand der unvarilerten mit dem der gleichen Zeit ¢ ent-
sprechenden Zustande der variierten Bewegung zu ver-
gleichen. Infolgedessen muB bei Bildung von dz, die Zeit ¢
als unveranderlich angesehen werden, wogegen man fiir den
wahrend der Zeit df bei der unvariierten Bewegung ein-
tretenden Zuwachs von z, die Formel erhalt:

L
S
—— e —-dp, .
27 d'zt—.- ™ at+ : 50 2

Die Koeffizienten der dp in Formel 26) sind die partiellen
Ableitungen der Funktionen F nach den p, also selbst wieder
Funktionen der p und eventuell der Zeit. Wenn man von
bestimmten Werten der » und p ausgeht, so sind bis zu
den singuliren Stellen die dz eindeutig durch die dp be-
stimmt und umgekehrt, da nirgends auBer in den Ver-
zweigungspunkten ein zu gewissen p gehdriges Wertsystem
der z kontinuierlich in ein anderes oder umgekehrt iiher-
gehen kann.

Substituiert man die Werte 26) in den Ausdruck 2!)
fiir die bei der fingierten Verschiebung B geleistete Arbeit
des Systems, so nimmt dieser die Form an

28) — 3"V = ZXé‘xk Z}-Paph,

wobei
An

29) ph_=2h;% Bl %ouod
1

ist. Durch Einfihrung dieser GroBen erhilt man aus Gle:-
chung 17) oder 20):
1y .
30) f(an- EPth*)dtmﬂ.
% 1
Die Richtigkeit der Gleichung 17) wurde fir beliebige
virtuélle Verschiebungen bewiesen, welche jedech sowohl fiir
t =1, als auch fiir { = ¢, verschwinden missen. Ks gilt also
die Gleichung 30) ebenfalls fiir beliebige mit den Bedingungs-
gleichungen vertrigliche d p,, sobald diese simtlich fir jede
2‘
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dieser beiden Zeiten yverschwinden; denn man siebt leicht,
daB, wenn samtliche ¢z verschwinden, dann auch simtliche
Jdp verschwinden miissen und smgekehrt.

Die (irdBen P, spielen eine ganz analoge Bolle wie
friber die GroBen X,. Erstere heifen daher die ver-
allgeiaeiverten Krafte, und zwar P, die in der Richtung
der verallgemeinerten Koordinate p, wirkende verallgemei-
nerte Kraft oder auch die Projektion oder Komponente der
(Fesamtkraft in der Richtung der Koordinate p,. Wenn
nimlich die Koordinatentransformation bloB in einem Uber-
gange zn anders gerichteten Koordinatenachsen besteht, so
sieht man leicht, daB P, im gewohnlichen Siune des Wortes
die Komponente der auf einen Punkt wirkenden Kraft in
der Richtung der betreffenden neuen Koordinatenachse ist.

— d"V ist die bei einer bloB gedachten Verschiebung
geleistete Arbeit. Wollte man die withrend der Zeit d¢ fir
die unvariierte Bewegung wirklich geleistete Arbeit

3a
;k X, dz,
o
1

herechnen, so wiren nattrlich fiir die d= die Werte 27) zu

substituieren und es wiirde folgen — d V + %:’dt

Wenn die X nur Funktionen der Koordinaten sind und
auch die Funktioner F der Gleichangen 22) die Zeit nicht
enthalten, so sind die P ebenfalls Funktionen der ver-
allgemeinerter Koordinaten, welche die Zeit nicht enthalten.
Wir sagen dann, das System ist skleronom und skleronom
bestimmt. Fnthalten die X oder die # die Zeit explizit (ist
das System theonom oder rheonom bestimmt, oder heides) so
wird dres auch wenigstens von einigen der P gelten. Sind da-
gegen die X auch von den Geschwindigkeitskomponenten oder
noch komplizierteren Groflen abhiingig, so enthalten natfir-
lich auch die P die Ableitungen der p nach der Zeit oder
noch verwickelter gebaute Auedriicke. Wenn die X die
negativen partiellen Ableitungen einer Kunktion F (der Kraft-
funktion' nach der betreflenden Koordinate sind und V
nur die Koordinaten und eventuell explizit die Zeil enthilt,
8o dab
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7R

30a) X*=_'a:,, k=1,2...3n

ist, so wird, wie sofort aus Gleichung 29) ersichtlich ist:
An

; N9V bm_ BV

31) P‘h#— k‘axt a[’uﬁ a?’x.

Man erhilt also dann die nach einer beliebigen generali-
sierten Koordinate wirkende generalisierte Kraft, indemm man
in der Kraftfunktion die rechtwinkligen Koordinaten = mittels
der Gleichungen 22} durch die generalisierten Koordinaten
ausdriickt, die so erhaltene Funktion der gemeralisierten
Koordinater und der Zeit nach der betreffenden generali-
sierten Koordinate partiell differenziert und schlieBlieh das
Vorzeichen umkehrt.

Wenn zwischen den p keine Gleichung mehr besteht.
so kann man die nach p, wirkende verallgemeinerte Kraft
unabhingig von den rechtwinkligen Koordinaten und den
Komponenten der #uBeren Krifte nach den Richtungen der
rechtwinkligen Koordinatenachsen in der folgenden Weise
deofinieren. Maa léBt p, wm Jp, wachsen, die ibrigen p
aber konstant, sowie auch die Zeit, insofern die Form der
p mit ibr verdnderlich ist. Die dabei geleistete Arbeit
— &y ¥V durch den Parameterzuwachs Jp, dividiert ist die
betreflfende generalisierte Kraft. s 1st also:

. b
82, Py =— g

Sind die p nicbt voneinander unabhiingig, so kbunen
natiirlich fiir jedes einzelne P verschiedene Ausdriicke auf-
gestellt werden. Es lassen sich dann siimtliche #uBere und
innere nach jedem Parameter wirkenden Kriifte gar nicht
dorch alleinige Betrachtung der Arbeitsleistung bei jeder
virtuellen Verschiebung voneinander trennen, gleichwie allein
durch Angabe der Arbeitsleistung bei jeder virtuellen Ver-
schiehung sdamtliche Komponenten der auf alle materiellen
Punkte wirkenden #uferen Krifte nach den rechtwinkligen
Koordinatenrichtungen in dem Falle ebenfalls noch keines-
wegs bestimmt sind, daB zwischen dem rechtwinkligen Ko-
ordinaten (leichungen bestehen.
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Wenn aber die X, sowie die in den Gleichungen 22}
vorkommenden Funktionen F gegeben sind und man daran
Leine Eliminationen mittels der Bedingungsgleichungen vor-
nimmt, so sind die Ausdriicke 29) bestimmt. Ks sind jene
Werthe, welche die Formel 29) (resp. 82)) geben wiirde,
wenn man ohne Riicksicht anf die Bedingungsgleichungen
alle p bis auf p, konstant 1aBt, aus den Gleichungen 22)
die dazu gehdrigen Anderungen der rechtwinkligen Koordi-
naten und mittels der Formel 28) d; 7 berechnen wiirde.

Die generalisierten Kriifte haben patiirlich nicht immer
die Dimensionen einer Kraft im gewthnlichen Sinne. Da
I, 0p, immer die Dimensionen einer Arbeit hat, so hat
z. B. P, die Dimension einer mit einer Linge multiplizierten
Kraft (einer Arbeit, eines Drehmomentes), wenn p, ein
Winkel, also eine bloBe Zahl ist.

& 6. Generalisierte Geschwindigkeit, lebendige Kraft,
generalisiertes Moment. Eine sehr allgemeine Gleichung.

Wir wollen pun den Differentialquotienten einer be-
liebigen GréBe nach der Zeit wieder mit einem angehéngten
Strich bezeichnen und die Differentialquotienten pi, p2.. .
der verallgemeinerten Koordinaten nach der Zeit die ver-
allgemeinerten Geschwindigkeiten nennen. Die Division der
Gleichung 27) durch di¢ liefert:

33) o= 2%y S’ph‘”ﬂ’* k=1,2...8n

Da die pamellen Differentialquotienten der z, Funk-
tionen der p und der Zeit sind, so sind also durch diese
Formel die gewdhnlichen Geschwindigkeitskomponenten af
als Functionen der verallgemeinerten Koordinaten p und
der verallgemeinerten Geschwindigkeiten p’ ausgedriickt und
zwar sind sie beziiglich der letzteren GroBen linear. Diese
Funktionen werden die Zeit dann noch explizit enthalten,
wenn diese auch in den Funktionen 7 explizit enthalten ist
(wenn die verallgemeinerten Koordinaten rheonom sind).

Der partielle Differentialquotient eines so ausgedriickten
s, nach p, (d. h. der daraus unter Konstanthaltung aller
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tibrigen p’, aller p und der Zeit, wenn letztere explizit in
0z, /0p’, enthalten ist, gebildete} ist

0z dx

34) ap’n = ap’
also gleich dem aus 22) gebildeten partiellen Differential-
quotienten des entsprechenden z nach dem entsprechenden p.

In den rechtwinkligen Koordinaten ausgedriickt ist die
lebendige Kraft durch Formel 14) gegeben. Substituiert
man fiir die ' die Werte 83), so folgt 7 als ganze Funktion
zweiten (Irades der p. Wir wollen setzen

’ T=4 Q‘E‘au PP + ZI Bupnt+v
35) T 1 1
‘ il LTV PN o TN FLPRE Y F5 P e

+ 560, B+ 7
wobel wir unter a,, und a,, stets dieselbe GréBe, namlich
den halben Koeffizienten von p', p’, im Ausdrucke fir 7 ver-
stehen. Die beiden Glieder, welche man erhilt, einmal,
wenn man in der ersten Summe den Summationsbuchstaben
gleich k und in der zweiten gleich k, das andere Mal, weun
man in der ersten Summe den Summationshuchstaben gleich
k und in der anderen gleich k setzt, addieren sich dann zu
Y VAT

Die Koeffizienten a, # und y werden noch die generali-
sierten Koordinaten p in irgend einer von der Form der
Funktionen /7 abhiingigen Weise enthalten. Falls die Funk-
tionen F der Gleichungen 22) die Zeit nicht explizit ent-
halten, also, wie wir uns ausdriickien, fir skleronome
generalisierte Koordinaten verschwinden die £ und y und 7
wird eine homogene quadratische Funktion der p'.

Man bezeichnet den partiellen, d. h. bei Konstant-
haltung des ¢, aller p und aller tibrigen p’ gebildeten Diffe-
rentialquotienter. von T nach p’, mit g, und nennt ihn das
betreffende generalisierts Moment. Es ist also:

a4 - y
36) e e 2* W P + By
T
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Wenn man den Verlauf der unvariierten Bewegung ver-
folgt, so sind allerdings simtliche » Funktionen der Zeit
allein and freilich auch der Anfangswerte, mit denen die
Bewegung begonnen hat, so daB bei einem gegebenen
Systeme und gegebenen Aunfangswerten, wenn emes der p
gegeben ist, dadurch im allgemeinen alle anderen bestimmt
sind, entweder eindeutig oder mehrdeutig, manchmal freihch
unendlich vieldeutig, selbst so, daB sie noch eine kontinuer
lich zwischen gewissen Grenzen liegende Mannigfaltigkeit
von Werten annehmen kounnen. Diep aber sind zudem die
Differentialquotienten der entsprechenden p nach der Zeit

In Formel 36) aber, wie auch schon frither bei Bildung
aller partiellen Differentialquotienten, wird dies gar nicht be-
riicksichtigt. Es wird fiir einen Augenblick 7 einfach als
ein Ausdruck betrachtet, der in gegebemer Weise aus den
p und p' zusammengesetzt ist und ohne Riicksicht auf die
Bedeutung der p und p’ gerade so partiell differenziert
wird, als ob sich jedes der p und jedes der p' unabhingig
von allen anderen fiir sich allein beliebig #ndern kinnte,
was z. B. daun wirklich der Fall wire, wenn man uicht
bloB die Zeit, sondern auch jeden der Anfangswerte der
p und p’ als beliebig verinderlich betrachten wiirde.

in dem speziellen Falle, daB die generalisierten Koordi-
naten mit den rechtwinkligen zusammenfallen, ist p', =4,
daber 7 durch den Ausdruck 1) gegeben und man hat
37) s o
g, ist also dafin das, was wir schon im I. Teile das in der he-
treffenden Koordinatenrichtung geschiitzte Bewegungsmoment
genaunt haben.

Denken wir uns in den Ausdruck fiir 7 die generalisierten
Koordinaten eingefiihrt, so daB er die Form 35) apnnimmt,
so folgt zuniichst fir jeden Zeitmoment:

yar Sar ey
6T=Z‘mapk+2:ﬁ:5h=2%a-ﬁ’a+

38) ]
: STGT
i f*-g;:tjph.
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Hierbei ist dp, der Zuwachs, welchen der Wert der
generalisierten Koordinaten p, bmm Ubergange von dem der
Zeit ¢t entsprechenden Zustande der unvariierten zum korre-
spondierenden Zustande der variierten Bewegung erfiahrt.

P = -%?’—" ist der Wert der entsprechenden generalisierten

Geschwindigkeit zu dieser Zeit fiir die unvariierte,
dp;. dap; , :
rT + - Tl =p,+ 5? Iy

der fir den korrespondierenden Zustand der variierten

Bewegung. Der Zuwachs, den diese generalisierte Ge-

schwindigkeit beim Ubergang von der unvariierten zur

variierten Bewegung erfihrt. ist also:
§ déd
39) oy, = o0
Addiert man zur Gleichung 38) heiderseits den Ausdruck

&

Z‘Pﬁ 0 Pys

maltipliziert mit 47 und integriert von ¢, bis 7, so ergibt sich:

& ']
f(a T S;P,,Jph)dtz
\ Ea

L B , ¥
. o a?l [~
=f"“ 2?‘ [9:.'31’A+laph _I—Pa) ‘5PaJ'
t 1

Irgend ein Glied der ersten Summe der rechten Seite dieser
Gleichung hat mit Inbegriff der Integration nach ¢ die Form

o ———
IQJ. ap-h d t 2

t
was unter Berficksichtigung der Gleichuug 89) durch par-
tielle Integration gleich

f-, f‘
lq;,é'p,. = dt *dp,dt
L &
gefunden wird. Transformiert man jedes Glied der rechten
Seite der Gleichung 40) in dieser Weise und vereinigt dann
wieder alle diese Glieder, so folgt allgemein:
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'y 2 A
41) o A . !

I El
* ‘S‘ d gy aT |
=)ot 2 ﬁl“ at tin J‘"P"} Sk |
fg i 1 1 i

Die Giiltigkeit dieser Gleichung ist keineswegs an die
Bedingung gekniipft, daB fiir die Integrationsgrenzen, also
fir ¢ =, und ¢ = ¢,, die Variationen simtlicher Koordinaten
verschwinden. Wenn dies jedoch der Fall ist, wenu alsc
fir ¢t =4, und ¢=1¢ samtliche dp verschwinden, so ver-
schwindet das letzte Glied der rechten Seite der Gleichung 41).
Andererseits aber verschwindet in diesem Falie auch die
linke Seite dieser (leichang gem#B der Gleichung 30) und
es folgt somit in diesem speziellen Falle:

J‘ L] ~ m
42) [ }_3(“ et R Ina=o.
in 1 ’

§ 7. Erste Form der Lagrangeschen Bewegungsgleichung

Wenn zwischen den p keine Bedingungsgleichungen
bestehen, 8o sind in Gleichung 42) samtliche dp voneinander
unabhiingig und man kann aus der Allgemeingiiltigkeit dieser
Gleichung leicht beweisen, daf alle Koeffizienten aller op
fir alle Zeiten verschwinden miissen. Denn wiirde der
Koeffizient irgend eines der dp, z. B. der von Jp,, nicht
fitr alle Zeiten verschwinden, so kdnnte man fiir alle Zeiten,
fiir welche er positiv ist, auch dp, positiv, fur alle, fiir welche
er negativ ist, auch Jp, negativ, dagegen alle anderen dp
gleich Null wihlen. Die linke Seite der Gleichung 42) wire
dann notwendig positiv und konnte nicht verschwinden, was
mit dem eben Bewiesenen in Widerspruch steht. Man hat
also zu allen Zeiten und, wenn alle Funktionen kontinuier-
lich sind, auch beliebig nahe an £, und #:

439) ‘:f?;‘—§£=Pk, Bove B s o
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Die Zahl s der generalisierten Koordinaten kann nicht
kleiner sein, als die Zahl ¢ = 82 — 7 der Freibeiten des
Systems, weil sonst eine Bestimmung der Lage siamtlicher
Punkte des Systems durch die generalisierten Koordinaten
unmdglich wire. Ist s =14, so tritt der eben betrachtete
Fall ein, daB zwischen den generalisierten Koordinaten
keinerlei Bedingungsgleichungen bestehen. Die generali-
sierten Koordinaten werden aber nur dann holonom sein
konnen, wenn das System selbst ein holonomes ist. Ist da-
gegen & > ¢, so bleiben zwischen den generalisierten Koordi-
naten noch ¢ = s — i = s — 32 + r Bedingungsgleichungen
iibrig.

Beim Gebrauche rechtwinkliger Koordinaten hatte die
I-te Bedingungsgleichung die Form 2). Fiihren wir vermoge
der Gleichungen 22) und 27) die generalisierten Koordinaten
ein, so nimmt diese Bedingungsgleichung die ¥Form an

x
44) atdt + Dialdp =0,
>
wobei
3nr 5 ﬂn‘ P
T e #
44a) m=§+ 1?&},-6—;, ni=;:§;a_5:.

Bei Bildung der partiellen Differentialquotienten der z sind
diese natiirlich vermdge der Gleichungen 22) als Funktionen
von : und den p zu betrachten. Wenn eine Bedingungs-
gleichung von den generalisierten Koordinaten identisch er-
fiillt wird, so mritsseén fiir dieselbe simtliche 7 identisch ver-
schwinden.

Die der Bedingung 44) entsprechende Bedingungs-
gleichung fiir den Ubergang von einem Zustande der
unvariierten zum korrespondierenden Zustand der variierten
Bewegung aber wird, falls nicht alle z verschwinden uud
sie daher identisch erfullt ist, lauten:

45) Z?lfri‘aph= C.

1
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Die n sind natiirlich jetzt Funktionen der genmeralisierten
Koordinaten, welche auch die Zeit explizit enthalten kdnnen.
Letzteres wird jedoch niemals der Fall sein, wenn die friher
mit  und § bezeichneten Funktionen die Zeit nicht explizit
enthielten.

Bei der in der Anmerkung auf Seite 5 §1 angedeuteten
Variationsmethode, bei welcher die korrespondierenden Zu-
stinde nicht gleichen Zeiten entsprechen und daher auch
die Zeit variiert wird, welche wir aber vorliufig nirgends
anwenden werden, miiBten an Stelle der Gleichungen 45)
die Gleichungen treten:

46) ﬂ:ar+2a'-x;am=o.
i

Falls das System holonom ist, werden auch die Be
dingungsgleichungen 44) holomom sein, d. h. sich auf o
Gleichungen von der Form
47) dgp, -0, =0
reduczieren lassen. Wenn dagegen das System inholonom
vom Grade g ist, so miissen g von den Gleichungen 44)
iibrig bleiben, die sich nicht auf diese Form bringen lassen.

Im ersten Falle haben die Bedingungen, welche fur
den Ubergang vom unvariierten zum variierten Zustande
gelten, ebenfalls die Form

48) Sp@ypy---r.0)=0
und es kommt ihinen eine iiberaus einfache Bedeutung zu.
Diese Gleichungen besagen nimlich, daBl die Funktion ¢
beim [Thergange von jedem Zustande der unvariierten zum
korrespondierenden Zustande der variierten Bewegung eben-
falls denselben konstanten Wert behalten muB, der ihr anch
fir die ganze unvariterte Bewegung zukommt, daB also auch
wihrend der ganzen variierten Bewegung diese Funktion
jenen konstanten Wert haben muB, oder mit anderen Worten,
daB auch die variierte Bewegung aus lauter Lagen bestehen
mub, welche mit den Bedingungsgleichungen vereinbar sind,
d. h. selbst mit diesen vereinbar sein muB.

Wenn die Bedingungen in der Form gegeben sind: ¢ =
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emer gegebenen Konstanten. so ist dieser Satz selbstverstind-
lich umkehrbar, d. h. jedesmal wenn die variierte Bewegung
in ihrem Verlaufe den Bedingungen geniigt, muB ihnen auch
jeder Ubergang von einem Zustande der unvariterten zam
korrespondierenden Zustande der variierten Bewegung ge-
piigen. Sind dagegen die Bedingungen bloB in der Form 47)
gegeben, 8o kdnnte im Verlaufe der variierten Bewegung ¢
gleich einer Konstanten sein, deren Wert von dem fiir die
unvariierte Bewegung geltenden etwas verschieden wire.
Dann konnte der Verlauf der unvariierten Bewegung den
Bedingungen geniigen und auch der der variierten fiir sich,
nicht aber der Ubergang von der einen zur anderen. Doch
ist diese Miglichkeit sofort wieder ausgeschlossen, wenn die
Koordinaten fiir £ =1, und ! = nicht variieren.

Die Bedeutung, welche den Variationshedingungen im
zweiten Falle, wenn das System inholonom ist, zukommt,
wollen wir im nichsten Paragraphen erortern. Hier
wollen wir zuniichst zeigen, wie die Gleichung 42) zu be-
bandeln ist, wenn beliebige Bedingungsgleichungen zwischen
den p gegeben sind, deren Anzahl & sei. Wir setzen voraus,
daB jede derselben in die Form 44) gebracht werden kann,
welcher zwischer den Koordinatenvariationen die Be-
dingung 45) entspricht. Wir multiplizieren die Gleichung 45}
mit einem zu bestimmenden Faktor 7, welcher Funktion
der Koordinaten und der Zeit sein kann, summieren dann
beziiglich ¢ von 1 bis o, multiplizieren ferner mit 4¢, inte-
grieren von ¢ = # Ins ¢=1¢ und addieren endlich das Re-
sultat zur linken Seite der Gleichung 42).

Die 2 konnen dann so bestimmt werden, daB in der
auf diese Art erhaitenen Gleichung die Koeffizienten von o
der dp verschwinden. Die iibrigen op sind aber unab-
hingig und man beweist dorch dieselbe Schlubweise, durch
welche wir die Gleichungen 43) erhielten, daB auch ihre
Koeffizienten verschwinden miissen. Die Nullsetzung aller
dieser Koeffiznenten liefert die Gleichungen:

\ dq,‘_af!' o _ B
o = P+\!33 h=1,2,3...¢
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Dies sind die allgemeinen von Liagrange zuerst angegebenen
Bewegungsgleichungen in generalisierten Koordinaten. Falls
eine Kraftfunktion existiert, nehmen sie die Form an

do _ =¥ @,

50) D= a,,. + Z!x a{

wihrend man in diesem Falle anch schreiben kann
aT-v)

51) Bh= g7’

wenn ¥V die Geschwindigkeiten nicht enthalt.

§ 8. Bedeutung der Variationsbedingungen fir nicht
holonome Bysteme.

Wir gehen nun zur Erliuterung der Bedeutung iiber,
welche die Variationsbedingungen fiir nicht holonome
Systeme haben. In diesem Falle ist es durchaus nicht
ein- und dasselbe, ob man sagt, der Verlauf der variierten
oder der (Jbergang von der unvariierten zur variierten
Bewegung solle die Bedingungsgleichungen erfiillen. Da
namlich dann gewisse Bedingungsgleichungen nicht inte-
grabel sind, so brauchen sie, wenn sie von einem be-
stimmten Ubergange aus einem Anfangszustande Z
einen Zustand Z,, und wiederum von einem Ubergange
aug dem Zustande Z, in einen Zustand Z; gelten, nicht
auch von jedem anderen Ubergange aus dem Zustande Z,
in den Zustand Z; zu gelten. Daraus also, daB dlese
Bedingungsgleichungen fiir jeden Ubergang aus einem Zu-
stande der unvariierten Bewegung in den korrespondieren-
den Zustand der variierten Bewegung gelten (Ubergang 4),
folgt dann nicht, daB sie auch fir den Ubergang von jedem
zum nichsten Zustande der variierten Bewegung gelten
(Ubergang B).

Beim Uhergange B gehen die Werte, welche die Ko-
ordinaten bei der variierten Bewegung zur Zeit ¢ haben
{h-te Koordinate = p, + dp,), in diejenigen iiber, welche
sie fir die variierte Bewegung zur Zeit ¢ + d¢ haben (k-te
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Koordinate = p; + dp, + dp, + dJp,). Wir konnen daher
die Form, welche die Gleichung 44) fiir diesen Ubergang
annimmt, symbohsch so schreiben:

din'(p, + 9p,: ) + b{dph+dbph}.ﬂ;(}3,,+5p,;,q=0,
1

was durch Subtraktion der Gleichung 44) liefert:

a‘[nrfu + Shab(p,, ddp,| = Z:!%i;% Sp dt +
1

52) L 1
l{ +2 2 dphap;u+ 1i‘ﬂ'gjd§pk=(}_

Gleichung 45) driickt aus, daB die entsprechende Be-
dingung fir den Ubergang 4 zur Zeit # gilt, d. h. fir den
{lbergang vom wurspriinglichen Zustande zur Zeit ¢ zum
variierten zur selben Zeit. Die Gleichung, welche aus-
driickt, daB dieselbe Bedingung auch zur Zeit ¢ 4 d¢ fir
Ubergang 4 erfillt ist, d. h. fiir den Ubergang aus dem der
Zeit ¢ + dt entsprechenden urspriinglichen Zustande zu dem
derselben Zeit entsprechenden varilerten Zustande, finden
wir, indem wir Gleichung 45), in welcher wir den Summations-
buchstaben auch mit ¥ bezeichnen kinven, nach ¢ diffe-
renzieren, wodurch folgt:

Z F ap,, Z"_‘” dtdp, +
+22 épkdph-i- Skﬂ:md&p =0.
[}

Die Gleichung 53) ist sicher mit 52) identisch, wenn all-
gemein

8z = m a5d 9y = o

ap. gt apj aPh
ist, d. h. wenn die Bedingung holonom ist. Andernfalls sind
beide Gleichungen im allgemeinen nicht identisch. Wenn
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also auch der Ubergang von jedem Zustande der unvariierten
zom enisprechenden Zustande der variierten Bewegung den
Bedingungsgleichungen entsprechend geschieht, so folgt
daraus noch nicht, daB aach die Reihenfolge aller variierten
Zustinde eine den Bewegungsgleichungen entsprechende Be-
wegung liefert.

Besonders auffallend tritt dies hervor, wenn man von
dem variierten Zustande wieder zu einem neuen variierten
Zustande etc. fibergeht, bis man schlieBlich zu einer variierten
Bewegung gelangt, welche um endliches voun der urspriing-
lichen Bewegung, welche wir die unvariierte nannten, ver-
schieden ist. Wenn dann auch jeder Ubergang von jedem
Zustande irgend einer der variierten Bewegungen zum
korrespondierenden Zustande der niichstfolgenden variierten
Bewegung den Bedingungsgleichungen gemif erfolgt, so kann
doch die Reihenfolge der Zustinde, zu welcher man gans
zuletzt gelangt ist, eine Bewegung bilden, weiche die Be-
wegungsgleichungen nicht mehr im entferntesten erfiillt.

Wenn z B. das System eine Kugel ist, so ist die Be-
dingnng, daB sie anf einer festen Fliche rollen muB, eine
nicht halonome, wird also durch eine nicht integrable Glei-
chung von der Form 44), die aber weder die Zeit uoeh
deren Differential enthdlt, dargestellt. Die Bedingung fiir
die Richtigkeit der Gleichung 42) ist dann, daB der Uber-
gang von jedem Zustande der unvariierten zu dem korre-
spondierenden Zustande der variierten Bewegung durch
Rollen auf dieser Fliche geschieht. Hieraus und aus dem
Umstande, daB die unvariierte Bewegung ein Rollen amt
derselben Fliche ist, folgt aber noch keineswegs, daf auch
die durch die Reihenfolge der variierten Lagen dargestelite
Bewegung wieder ein Rollen auf dieser Fliche ist.})

Bei holonomen Systemen kénnen wir die Bedingungen,
denen die variierte Bewegung geniigen muB, in einem
Satze aussprechen, in dem gar nicht davon die Rede ist,
welchem Zustande der unvariierten Bewegung man jeden
Zustand der variierten Bewegung korrespondieren 1iBt, in-

) Vesgl. Holder, Gott. Nachr. 1896, Heft 2, §. 122.
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dem wir bloB sagen, die variierte Bewegung mul als solche
ganz munabhiingig von der unvarilerten den Bedingungs-
gleichungen geniigen. IDlie Bedingungen dagegen, denen bei
picht holonomen Systemen die variierte Bewegung geniigen
mufB, scheint ihrer Formulierung nach davon abhingig zu
sein, weichen Zustand der varijerten Bewegung man bei
Bildung der dp mit einem jeden Zustande der unvarierten
Bewequng vergleicht (ihm korrespondieren 1a8t), da wir
sagten. die variierte Bewegung muf so geschehen, daB der
Uhergang von iedem Zustande der vuvariierten Bewegung
zn demr worrespundierenden Zu-tande der variierten Be-
werung deu Sedingungsgleichungen geniigt. Wir wollen dies
kurz die Hélderache Art der Variation nennen.

Es kann ulin uie Frage aufgeworfen werden, ob eine
bestimmte, dioeer Bedingung geniigende variierte Bewegung
vicht aufhort, ihr zu geniigen, wenn man nichts anderes
verindert, als dab man mit jedem Zustande der unvariierten
Bewegung mnicht denselben Zustand der variierten Bewegung
wie frither, sondern einen zu einer unendlich wenig ver-
schiedenen Zeit gehdrigen Zustand der variierten Bewegung
korrespondieren liBt. Es muB dann, wenn man von der
unvariierten Bewegung nach der Holderschen Variationsart
Zu einer ersten variierten, von dieser wieder nach der
Hplderschen Variationsart zu einer zweiten, dann zu einer
dritten u. s, f. #bergent, bis man zu einer um endliches ver-
schiedenen Bewezungeart gelangt, diese, die zwar den Be-
dingung:n der Autgabe im allgemeinen gar nicht mehr
geniigen wird, dech eine gewisse charakteristische Eigen-
schaft baben, welche zum Ausdruck bringt, daB sie durch
lauter Variationen nach der Holderschen Art aus einer
den Bedingungen der Aufgabe geniigenden Bewegung ent-

standen ist.
DaB in der Tat das charakteristische Merkmal der

Hblderschen Variationsart nicht gestrt wird, wenn man
unter Beibehaltung derselben variierten Bewegung bloB jeden
Zustand derselben einem etwas anderen Zustande der
unvariierten Bewegurg korrespondieren JaBt, sieht man
in der folgenden Weise: Wenn frither der Zustand B
Boltzmsun, Mechanlk IL 3
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der variierten Bewegung dem zur Zeit ¢ gehdrigen Zu-
stande A der unvarilerten Bewegung, jetzt dem zur Zeit
t + ¢ gehorigen Zustande 4, der unvariierten Bewegung
korrespondiert, so mdige dp die frihere, J, p die jetzige
Variation irgend einer Koordinate p, dagegen dp der Zu-
wachs sein, welchen diese Koordinate bei der unvariierten
Bewegung beim Ubergang vom Zustande 4 zum Zustande A,,
also bei der nattirlichen Bewegong wihrend der Zeit J¢
erfihrt, so daB dp = p'd¢ ist. s ist dann &, p = dp — dp,
und da die Bedingungsgleichungen die dp linear enmthalten.
80 1niissen ibner auch die 4, p geniigen, wenn ihnen die op
geniigen. Denn die dp geniigen ihuen, weil sie eiver natiir-
lichen, slso einer jedenfalls mdglichen Bewegung entsprechen.

8 8. Zweite Form der Lagrangeschen Gleichungen.

Wir konnen die Gleichung 49) in eine andere Form
bringen, wenn wir statt der veraligemeinerten Geschwindig-
keiten p' die Momente ¢ einfihren, wobei wir uns aber auf
den Fall beschriinken wollen, daB die Funktionen F der
Gleichungen 22) die Zeit nicht explizit enthalten, daf also
die mit # und y bezeichneten Koeffizienten im Ausdruck
fiir 7 verschwinden (daB die verallgemeinerten Koordinaten
skleronom sind). Die Relationen 36), welche uns die g als
Funktionen der p’ ausdrficken, konnen, wenn man die
Koeffizienten a als gegeben betrachtet, amch als s lineare
Gleichungen aufgefaBt werden, aus denen umgekehrt die p’
als lineare Funktionen der ¢ bestimmt werden kénnen. Dre
betreffenden Gleichungen lauten dann so:

r
54) = 2 By G-

Die Koeffizienten @ sind Funktionen der p, welche wir ver-
miage der Gleichungen 14), 22), 33) und 35) leicht berechnen
kdnnen, wenn die Massen der materiellen Punkte wund
die Funktionen F gegeben sind. Daher sind auch die b
Funktionen der p, die sich in bekannter Weise als Quotienten
zweier die a enthaltender Determinanten darstellen. Die
Determinante im Nenmer ist fiir alle p” gleich, die im Zahler
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ist wegen a,, = a,, ebenfalls fir 5,, dieselbe wie fir &,,,
woraus folgt:

55) by = byp-

Die Auflosong der linearen Gleichungen 36) nach den ¢
wire nor dann unmdglich, wenn die Determinante aller a

Gyyy By - - - Oy,
5b) a’l!" By - = Oy,
a, ,, a a

12 T2a" ¥ 22 g

verschwinden wiirde. Dies kann aber niemals fiir reelle
3n

Werte eintreten. T ist nimlich gleich § > m, ", also eine
i

Summe von Quadraten mit positiven Koeffizienten. Ks kanu
also nur verschwinden, wenn alle 2 und daber auch alle p’
verschwinden. Das Verschwinden der Determinante 56) ist
aber die Bedingung, daB die linearen Gleichungen fiir die p’,
welche man erhilt, wenn man alle ¢ gleich Null setzt, eine
andere Auflosung als das Verschwinden siamtlicher p' zu-
lassen. Wiirde also diese Determinante 56} verschwinden, so
wiirden aus den Gleichungen 36) immer gewisse Werte der p’
bestimmbar sein, welche nicht alle verschwinden, fiir welche
aber alle ¢ und daher auch 7 verschwinden wiirden, da ja,
wie man sofort durch Einsetzen der Werte 38) fiir die g siebt,

57) T =4 Dir,s,
1

ist. Die Gleiehung 57) ergibt sich auch in folgender Weise,
Wenn f eine homogene Fanktion n-ten Grades von ,,y,...y,
ist, so hat man bekanntlich:

_ N1, of
af= 2%53’1'

Setzt man = T, y, = p’,, 80 folgt hieraus sofort die Glei-

chung 57), da 7, wenn die Funktionen ¥ die Zeit nicht

explizit enthalten, eine homogene quadratische Funktion

der p und 0T[0p, =q, ist. In den in 43) und 49) vor-

kommenden GroBen d T/ p, ist T durch die Gleichung 35)
3*
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als Funktion von den p und p’ ausgedriickt zu denken, d. h.
es sind bei der Differentiation alle iibrigen p und alle p’ als
konstant zu betrachten. Wir kénnen aber in T die p’ ver-
moge der Gleichungen 54) als Funktionen der p und ¢
aunsdriicken. Dann erbalten wir 7 als Funktion der p und ¢
susgedrickt. Weil es homogene quadratische Kunktion
der p’ war, diese aber wieder homogene lineare Funktionen
der ¢ sind, =0 wird T auch als homogene gquadratische
Funktion der ¢ erscheinen. Ks sei etwa:

58) T=i2Z‘mhvgﬂhzﬂﬂmt:%--+'q.m.+---

Die Koeffizienten ¢ sind matiirlich Fumktionen der p und
es ist identisch ¢;, = g,,.

Den aus diesem Ausdrucke gebildeter partiellen Diffe-
rentialquotienten von 7 nach p,, wobei alse nebst der
anderen p nicht die p, sondern die ¢ als konstant zu be-
trachten sind, wollen wir mit

3, T

0 P
bezeichnen. Wir werden ihn erbalten, wenn wir zoerst T
als Fubktion von' » und p° ausdriicken und darin die p
vermdge der (leichungen 54) als Funktionen der p und ¢
betrachten. KEs ist also:

8, T _ 8,T 8T  8ph
59} _3;:5 ap. Z ap. a}h = aPr. +zqt ap

0, T/Op, ist die im urspriinglichen Sinne gebildete
partielle Ableitung, wo T als Funktion der p und p’ zu
denken und unter Konstantbaltung der p' nur insofern
nach p, zu differenzieren ist, als diese GrdBe in den Ko-
effizienten ¢ der Formel 85) vorkommt. &p /dp, ist aber
aus Formel 54) unter Konstanthaltung der ¢ nnd aileinigen
Differentiation der -Koeffizienten & nach'p, zu bilden.

Bei Blldung von 6 T/0p', ist es selbstverstindlich, dal
die #ibrigen p' und die p als konstamt anzasehen sind, wos-
halb wir dem & nicht den Index p’ anhiingten, Wie wir
den Ausdruck 59) bildeten, so Lhonnen wir auch den partiellen
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Differentialquotienten von T nach ¢, bilden, indem wir zu-
erst T als Funktion von p und p’ ausdriicken und dann
die p' durch die Gleichungen 54) durch p und ¢ ausdriicken,
wo dann bei Bildung der dp'/d¢ die anderen g und die p
als konstant zu betrgchten sind. Es wird also:

arn 8T 8p, P

A & Pl

60)

s , d
= qubﬂ=Plt —a!:—..
i
Andererseits folgt aus Gleichung 58):

L]

aT
61) 3}}; = tcuqt.

Da dies nach Gleichung 60) gleich dem durch Gleichung 54)
gegebenen Warte vom p’, sein muB, und die Geschwindig-
keiten und daher auch die ¢ unabhingig von den Koordi-
naten alle moglichen Werte haben kdnnen, so miissen ia 54)
und 61) alle Koeffizienten der ¢ gleich sein; man hat also
allgemein:

62) bae = Cna-

Die partiellen Differentialquotienten der p’ kdnnen wir
folgendermaBen eliminieren. Wir denken uns in Glei-
chung 57) die p’, vermdge der Gleichungen 54) als Funk-
tionen der p und ¢ ausgedriickt und dann nach p, diffe-
renziert, indem wir die iibrigen p und alle ¢ konstant be-
trachten. Der Differentialquotient des 7, den wir so links
erhalten, ist genau das, was wir schon in 59) mit 6, 7/d p,
bezeichneten; ebenso ist rechts der Differentialquotient des
P, das, was wir in der rechten Seite von 53) mit p’,/dp,
bezeichneten. Wir erhalten also, indem wir 57) in der be-
sprochenen Weise nach p, partiell differenzieren

') Wir unteriassen es wieder, in diesem Ausdrucke dem 4 im
Zihler den Index ¢ anzuhingen, da es, wenn wir nach einem der g
partiell diferenzieren, selbstverstindlich ist, daB wir alle iibrigen ¢
und alle p als konstant snausehen haben.
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3T _ N1, 22
ST < O3y,

was mit 59) zusammengehalten liefert:

O T — 67T

O pn. o pa

Wenn wir 57) genau in demselben Sinne, in dem wir es
soeben pach p, diflerenzierten, nun nach ¢, differenzieren,
so milssen wir alle ibrigen ¢, und alle p, konstant lassen
und die p° durch die p, und g, ausgedriickt denken. Die
Summe rechts in 57) enthiilt offenbar das Glied g, p’,, welches
nach ¢, differenziert liefert

63)

. ap'

P h ‘+‘ Q;, _a}';_: !
wihrend in allen anderen Gliedern dieser Summe das be-
treflende ¢ als komstant zu betrachten ist. Mit Riicksicht
hierauf erbalt man aus 57)

L]

S a?'___ ’ i aP’l- 0
T “LF DHgg = Ve
1

was 1uit (sleichung 60) tibereinstimmt.

Will man in der von uns gewdhlten Bezeichnungsweise
ausdriicken, daB ip den Gleichungen 43), 49) und 50, bei
Bilduog der partiellen Differentialquotienten die p und p’
als independent zu betrachten sind, so miiBte man diese
Gleichungen so schreiben:

dq& 6‘,,,- T
und
% é 5
63 2B T pr {
) dt Pa + P+ 2 “{#’}'

W_'i.'(rde man dagegen p und ¢ bei Bildung der partiellen
Differentialquotienten als independent betrachten, so wiirde
hieraus nach 63) folgen:

68) don + P, — G T

dit é py
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und

61) L ,v-_w--;- \e)n
dr

Natiirlich wird man die Indizes des d weglassen, wenn man
ein fiir allemal ausgemacht hat, welche partielle Differential-
quotienten man meint.

Wenn die Krifte eine Kraftfunktion haben, die nur die
Koordinaten, eventuell noch die Zeit enthalt, so verwandelt
sich die Gleichung 67) in:

o
. d 3v e,T T
f}&} n =_— = . = b ferd I .
dt 9P 5Pa+.:2s g

Da aber ¥ die ¢ nicht enthili, so kann man die Glei-
chung 68) auch so schreiben:

dgn 3(T+V)
69) S )uz.
Setzt man nun
70) E=T4V,

so ist E die GrioBe, welche, wenn V die Zeit nicht enthilt,
withrend der ganzen Bewegung konstant bleiben muf. Man
kann dann die Bewegungsgleichuugen in der symmetrischen
Form

dpy ¢ K dQ* o, F "__‘ - b
(k! ol o S y = A
) T b At apm T 2_[ LT,

schreiben, welche man die Hamiltonsche kanonische Form
derselben nennt. Wenn nebst den Bedingungsgleichungen
die einzige GroBe E als Funktion der veraligemeinerten
Koordinaten, Momente und eventuell der Zeit gegeben 1st,
konnen die Bewegungsgleichungen ohne weiteres hinge-
schrieben werden. Falls keine Bedingungsgleichungen
zwischen den p existieren, nehmen die Gleichungen 71} dis
symmetrische Form an:

19) drn _ 8 F L1

g ] N
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Setzt man analog
13) T— F=4H,
so erhalten die Gleichungen 64) und 65) eine &hnliche Form.
pamlich:

Qs

H

r }

(H

@

Tx

o

wobei natirlich wieder das Glied len:‘ entfillt, wenn

zwischen den p keine Bedingungen bestehen.

§ 10. Ableitung der Lagrangeschen Gleichungen ohme Hilfe
der Variationsrechnang.

Wir wollen noch zeigen, wie muu die Liagrangeschen
Gleichungen ohne den Umweg fiher .ue Betrachtung der
Variationen gewinnen kann, wobei aher natiriich die generali-
sierten Koordinaten jetzt wieder skleronom oder rheonom
sein kdnnen. Die allgemeinen Gleichungen in rechtwiaklhigen
Koordinaten kSnnen wir mach Gleichung 129 cec 1. Teiles,
§ 43 in der Form schreiben:

75) mIE X+ Dt

Wir muoltiplizieren diese Gleichung mit 3 ;~ bilden sie

fiir alle Werte des k¥ und addieren alle so erhalfenen Glei-
chungen. Setzen wir wie frither
Ba

61:.;
P, = Zbg e
1

so erhallen wir in dieser Weise mit Rilicksicht auf die
Gleichungen 44a)

8=
W PmEimene St

wobei der Summenausdruck rechts varschvnndet, wenn die
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generalisierten Koordinaten die betreifende Bedingung
identisch erfiilllen. Nun ist idemtisch:
Pz 8m; _ d [, im , & 0z

) P m"ﬁ[’t—"ap.]“’ra? T
Im zweiten Faktor des letzten (liedes kann man die Ord-
nung der Difierenunation vertauschen. Denn es ist

d 6 S Tr s @z

di 5p . & ‘emonlt T ipot

6.: , CEA
_'Z ~a Pt at

Bz’. — ": (."!.Tg ‘

9 o op l"‘?,.at

daher

und
o 6::. aw’.

&7 i
wo bei der letzten partiellen Differentiation in z, slle p’
und alle anderen p als konstant, also die Variablen p nnd p’
als independent zu betrachten sind. Bei gleicher Auffassung
der partiellen Differentialgjuotienten hatten wir nach 84):
Oz ox's
TN
Durch Substitution dieser Werte geht 77) iiber in:
a’ o 65; d (,az}) z,;l__s_‘_,.
46 Fp L3 g LTS
Multipliziert man mit »s, und summiert tiber alle Werte

des k, so erhilt man, da
3n

_1 i’
'* ,l’m*zt’ =T:

8z, oT
2’%‘”’:3,‘ i "k

d'z.éz.____f_q_ ﬂT.
2"‘*& im 8t dam

also

ist,
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Durch Substitution dieses Wertes in die Gleichung 76) folgt:

D= oy FE 2 MR
Wir sind also ohne Variationsbetrachtungen zur Glei-

chung 4%) gelangt, welche die aligemeinste Form der
Lagrangeschen Bewegungsgleichungen darstellt. Fiir jede
Bedingungsgleichung, welche von den generalisierten Ko-
ordinnten identisch erfillt wird, verschwinden samtliche n.
Wenn alsu alle Bedingungsgleichungen von den generalisierten
Koordinaten identisch erfilllt werden, also zwischen den
letzteren keine Bedingungsgleichungen mehr bestehen, so
verschwinden iiberhaupt alle z, und es folgt

dagu arT

..‘_13}_ = an B
was mit Gleichung 43 identisch ist.

§ 11. Bewegungsgleichungen in Polarkoordinaten.

Wir wollen zun#chst die Anwendung der gefuudenen
Gleichungen an einigen maglichst einfach gewihlten Bei-
spielen zeigen,

Ein einziger materieller Punkt bewege sich in einer
Ebene, ohne sonst einer Bedingung unterworfen zu sein.
z, y seien seine rechtwinkligen, 7, & seine Polarkoordinaten.
lietztere wiabhlen wir als generalisierte Koordinaten. Wir

setzen also:
_ -9 P er : .
B r, Pk, Py =riasoe. p==ﬂ~—_—._d7.
Da z =rcos&#, y=rsin & ist, so kann man durch direkte
Differentiation nach der Zeit die ersten und zweiten Diffe-

rentziguotienten der Koordinaten nach der Zeit finden:

dr _ dr . a
e —?{CGSL&‘-?‘ND{'}I‘— ete.

Die Substitution dieser Werte in die die rechtwinkligen
Koordinaten enthaltenden Bewegungsgleichungen (§ 9 Glei-
chung 13) des L Teiles) liefert uus ohne weiteres die Form,
welche die Bewegungsgleichungen nach Einfithrung der Polar-
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koordinaten annehmen. Wir wollen jedoch hierzu mittels der
Lagrangeschen Gleichungen gelangen, die uns iu diesem
Falle keinen anderen Nutzen gewihren, als daB sie die
etwas weitlaufige Rechnung abkiirzen.

Wir suchen zuerst nach 32) die generalisierten Krifte.
r wachse bei konstantem &% um J», d. h. der Punkt ver-
schiebe sich um
78) AB=0r
in der Richtung ». Ist B die in dieser Richtung darauf
wirkende duBere Kraft, so ist — 8, V= Rdr die Arbeit. daher
~8T

dr
die nach » wirkende generalisierte Kraft. Wiachst dagegen &
bei konstantem r um o0&, so erfihrt der Punkt die Ver-
schiebung
79) AC=ro&
senkrecht zu r in der Richtung der wachsenden . Ist @
die Komponente der darauf wirkenden #uBeren Kraft in
dieser Richtung, so ist — d; ¥ = 6 .rd+ die Arbeit: daher
P,=1r#6

die pach & wirkende generalisierte Kraft, welche keine
Kraft im gewdhnlichen Sinne, sondern ein Moment ist, also
die Dimension Kraft x Lange hat.

‘Wihrend d¢ wiichst gleichzeitig » um dr und % vm d %
Das Bewegliche legt also nach 78) und 79) in der Richtung »
den Weg 4 B —= dr, senkrecht darauf den Weg 4 C=rd+,
im ganzen dom Weg 4D =YAP L AC* = Jir+Ado*
zuritck. Seine Geschwindigken ist

P, = =R

Ab _yrrrE,
seire lebendige Kraft
80) T=—(+r20.

welche somit als Funktion der p und p’ ausgedriickt ist.
Man erhilt hieraus
aT aT

81, 9 = ar,=snr', q3=W=mrs&',
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82) %=%§'=mr"’“! E;;=-—a%=-0.
Daher liefern die Gleichungen 43):
3(:';"} —mr#?=R, j‘_ﬂ"i__’:__w:re
oder
mg,-‘-::—mr if),= R, mri—,g-l-.?m% %_'}-_—9.

Wollte man den Gleichungen die Form 66) geben, so miiBte
msn T durch die p und ¢ ausdriicken.
Aus 80) und 81) folgt:

. 1 93
83) Ton 3m +* mers
und daher:
87T 9 8T

¥ Faai—— T
Es sind also die Gleichungen 88) erfilit. Durch Substitution
des Wertes von ¢, wird
8T __ 3T,
dr 8r °
denn die partiellen Differentialquotienten in 81) sind die-
jenigen, die wir gepauer mit 0, T/0r und 6,7/0& be-
zeichnet haben. Auch die Gleichungem 60) sind erfiillt;
denn es folgt auns 83):
araiﬂr, 6T=_q_,__”'9.
dq m ’ Tdq  me )
Die Gleichangen 66) aber nehmen die Form an
d d
d_? = T:_:‘s‘ d?

deren Richtigkeit man leicht verifiziert, deren Nutzen man
freilich in diesem einfachen Falle nicht einsieht.

Ebensowenig hat es in diesemn einfachen Falle einen
Zweck, die Gleichungen in die kanounische Form zu bringen,
was wir aber doch blof zur Erlduterung des Mechamsmus der
Methode ausfithren wollen, der matiirlich um so klarer wird,
je einfacher das Beispiel ist. Seien X. Y die Komponsuten
der auf den meteriellen Punkt in den Koordinatenrichtungen
wirkenden %uBeren Kraft und

afa’



Gl 83.] I §11. Polarkoordinaten. 48

X“_a,’(z:’rﬂ’ Y = — aV{xo’Sﬂ

iz oy
dann ist:
Pl = B—-—-av('m g;fmﬁ, ﬂ=X00‘! 4 Ysin &
B=r@=—2TC00rind ) Xsin$ +r Yoos 3.

Bessichnen wir V(rcos 3, rain &, f) karz mit V(r, 3, i),
so ist
m;’ il mr‘&' 4+ Vi, &8
die Energie, welche fir skieronume Systeme wihrend der
ganzen Bewegung konstant bleibt. Deun es ist d7T gleich
der vou den anBeren Kriften der Massp mgeﬂihrten Arbeit

Rdr+r96§‘——d?+ d:.

Will man die kanonische Form hmtellen. 50 hat man
noch g, umd g, fir # ued & einzufibren, erhait also
q"_*- !"+V{f’&f

Smr
und die kanonische Form der Gleichamgen lantet, da p,
mit r, p, mit & identisch ist:
dr @8 E d% @8E dg, 8 K dg, 8 E

e _——

di " 9¢’ df 8q’ dt  @r’ a2t T " §e
Die Gleichungen 74) aber wiirden, wenn man H=T ¥

setzt, lauten:
dgs _ d(mr) 8H(Y)

dt it~ ar

dg _dnry) _ 3H('$)

@t~ df e

., _@&H ,_6H
G =mr == g,—mf:9~=w.

Natiirlich wiirden alle diese Gleichungen auch fiir beliebig
viele materielle Punkte gelten, die sich frei in der Ebene
bewegen, wenn msan Polarkoordinaten einfihrt. Nur wiirde
dann V die Koordinaten aller Punkte enthalten.

Bei Transformation riumlicher recitwinkliger Koordi-
naten z, 3, z in riumliche Polarkoordinaten r, &, ¢ will ich
mich kiirser fassen. Sei
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z=rco8#, y=rsinFcosg, =rsindsing.

Wichst r bei konstantem & und ¢ um dr, so verschiebt
sich der Punkt um Jr in einer Ricbtung, die wir die
Richtung von » nennen. Wichst /+ bei konstantem r und ¢
um J, so verschiebt sich der Punkt wm »J& in einer
Richtung, die wir kurz die von % nennen. Wiichst end-
lich ¢ bei konstantem » und % um J ¢, so verschiebt sich
der Punkt um rsin.% o4 in einer Riehtung, die wir die
von ¢ nennen. Die Komponenten der auf den Punkt wirken-
den anBeren Kraft in diesen drei Richtungen seien /2, ¥ und
@. Die drei Verschiebungsarbeiten sind Rdr», r 8 J ) und
rsin . @ 5, daher die drei generalisierten Krifte:

P =R, 3=rf'), P3=rsin:‘*.¥!3,
Die drei Komponenten des wihrend d¢ zuriickgelegten Weges

in den drei eben besprochenen Richtungen sind dr, »d &,
rsin&.de. Daber ist die Geschwindigkeit

dr\ ,(d.w 230 .d7)
— — St
]/(;:t) +r 771 -+ r2s1in ')'Ldf) '

W

und die lebendige Kraft

T = g(,.fz + 72 ¢ tsin? 9,
woraus folgt

a"F._,_ re L P arT P T aT
-‘7}‘}— —-—mr(!‘) 4+ ¢ “sin r?‘},. 6—7-9_—??3?" @ 3“1()"0081'9', 5—9-)-‘—-0

und die Gleichungen 43) verwandeln sich nach einigen
leichten Reduktionen in:

dl,- I' d:, 2 dm\:‘_ -
mW—mrl(E—{} - (T -,m3:‘}] =R

¢
d‘f.&. dyr d
: - (dq}

b -
s +2mE?ET _t) sin 7 cos ! = 6

2:3:_ - dg dr dp 48

—p + 2msin r‘}?? =3 T 2mrcos & a 5=
Alle weiteren Lagrange-Hamiltonschen Gleichungen
liefern nichts mehr. was fir dieses Problem von Wichtigkeit

mrsin &
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wiire, und zur bloBen Einiibung mag das bei den ebenen
Polarkoordinaten Erbrachte geniigen.

§ 12. Nochmals Drehung eines starren Korpers um eine
feste Achse.

Um an einem Beispiele von der einfachsten Art zu
zeigen, daf die Lagrangeschen Gleichungen auch ganz
ohne Beziehung auf irgend ein rechtwinkliges Koordinaten-
system angewendet werden kénnen, betrachten wir nochmals
den schon im 1. Teile behandelten Fall der Drehung eines
starren Korpers um eine feste Achse.

Wenn sich irgend ein starrer Korper wihrend einer
unendlich kleinen Zeit df um irgend emne Achse um eioen
unendlich kleinen Winkel dw dreht, so beschreibt ein
materieller Pankt mit der Masse m, desselben, der sich in
der Entfernung », von der Drehungsachse hefindet, dabei
den unendlich kleinen Kreishogen ds =1 dw. Die Ge-
schwindigkeit des materiellen Puanktes ist daber:
ds dw
4t - " are
Die lebendige Kraft desselben ist:

g feuy
2 fl((u)

Ebenso ist die lebendige Kraft eines zweiten materiellen
Punktes des Kdrpers von der Masse m,, der sich in der
Entfernung r, von der Drehungsachse befindet:
5 (d w)?
i)
Die gesamte lebendige Kraft des Korpers ist daher, wenn
man dessen Trigheitsmoment 1z, r{ 4+ my 7} + ... beziiglich
der Drehungsachse mit K bezeichnet:
; K [dw)\?
84) 7= -2-(-3-;) ;

Es soll nun auf das Massenteilchen m, irgend eine
Kraft P, wirken. Wir legen durch m, eine Ebene E senk-
recht zur Drehungsachse, welche diese im Punkte O durch-
schneide, und zerlegen die Kraft P, in zwei Komponenten,
von denmen die eine D, die Richtung der Drehungsachse hat,

==
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also senkrecht zor Ebene E steht, die andere Q, in diese
Ebene fallt. #, sei die von O suf die Richtung von Q,
gefiilllte Senkrechte. Da der Weg da des Massenteilchens
in die Ebene E fillt, so leistet die Kraft D, kemme Arbeit.
Die gesamte Arbeit der Kraft P, ist also gleich:

Q,dscos(Q,,ds)=0Q rydwcos(n, n)= Q ndw.

Nun ist aber das Produkt Q, », ‘nichts anderes als das,
was wir im 1. Tele, § 29 das Moment der Kraft P, be-
ziiglich der Drebungsachse gepannt haben, Wir wollen es
mit 3/, bezeichnen. Sei P, irgemd eine andere auf den
testen Korper wirkende Kraft, und I, ihr Moment beziiglich
der Drehungsachse, so tindet man ebeuwso ffir die Arbeit
dieger zweiter Kruft wahrend der Drehung des Korpers um
den unendiich kleiner Winkel dw den Wert 1 dw etc.

Die gesamts Arbeit 34 aller awf den Korper wirkenden
Krifte ist also, wesn wir j«t:t den Drehungswinkel mit 6w
statt mit dw bezeichnen:

85) Ad=0u> MmdwD,;
dabei ist D, die Sumine dor Drenengsmomente aler duBeren
Kriifte um die Drebungsachso, wie s € Teile § 55,

Es hat nun gar keme dehwiegigkeit, die schor im
L Teile, § 55 auf anderem Wegze gewonnene Bewegurngs-
gleichung fir einen festen Korper, der keiner anderen Be-
wegung 2l einer Drehung um eine feste Achse fahig ist,
nochmals aus den Liagrangeschen Gleichungen zu gewinnen.
Der dort mit w bezeichnete Winkel, um den sich der Kérper
von seiner Anfangslage bis zur Zeit ¢ gedreht hat. ist die
einzige Variable, durch welche die Position des Korpers
bereits eindeutig bestimmt ist. Dies ist also die einzige
generalisierte Koordinate p. Daber ist p” gleich der Winkel~
geschwindigkeit © = dw/d¢.

Die generalisierte Kraft findet man nach Gleichung 32),
indem man dem Ausdruck 85) durch dp = dw dividiert. Es
18t also P== D, Die lebendige Kraft ist aach Formel 84)
T=}o?*K. Daher ist:

ar aT arT arT
T el e gregsank.
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In der Gleichung 43) ist, weil nur eine generalisierte Ko-
ordinate p verhanden ist, der Index wegzulassen. Man
erhilt also

d aT
85‘) 2%' - -a"; = .P ]
und nsch Substitution der gefundenen Werte
de
oy = Do

was mit dem im L Teile, § 55 Gefundenen itbereinstimmt.

Doch konnen wir nach dieser Methode natirlich nicht
die Krafte finden, welche auf die Lager wirken.

Andererseits kinnen wir aber den Satz mit Hilfe der
LagrangeschenGleichungen noch bedeutend verallgemeinern.
Wir denken uns beliebige feste Kérper wm beliebige feste
Achsen drehbar, die durch Zahnrider oder Galsche Ketten
(welche anch Masse haben kionnen) so verbunden sind, da8
ihre Winkelgeschwindigkeiten in konstantem Verhiltnis
stehen. Wir kénnen dann den Weg p, welchen irgend ein
Punkt einer Galschen Kette oder ein nicht in der Ro-
tationsachse liegender Punkt eines rotierenden Korpers (der
Antriebspunkt, driving-point) zurfickgelegt hat, als verall-
gemeinerte Koordinate wihlen.

p kehrt dann selbstverstindlich nicht jedesmal zum
Werte Null zuriick, wenn der Antriebspunkt nach einem
oder mehreren Umliiufen wieder an die alte Stelle zuriick-
gekehrt ist, sondern bloB wenn er ebenso viele Umliufe im
einen wie im entgegengesetzten Sinne gemacht hat, so daB
gwar durch den Wert von p die Position des Systems, nicht
aber durch die letztere der Wert von p eindeutig be-
stimmt ist

Die Geschwindigkeit jedes materiellen Punktes mit der
Masse m, des Systems ist dann gleich der Geschwindig-
keit p° des Antriebspunktes, multipliziert mit einer Kon-
stanten a,, welche berechnet werden kann, wenn die Be-
dingungen des Systems gegeben sind. Die gesamte lebendige
Kraft des Systems ist also:

2]
22— Satm,.
Beltzmana, Mechanik 1L 4
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Wenn der Weg p des Antriebspunktes um &p wichst,
so ist die gesamte Arbeit aller anf das System wirkenden

Krifte gleich
0P 0%

wobei im letzten Ausdrucke a, der Wert des Koeffizienten o
fir den Angriffspunkt irgend einer Kraft, Q. deren
Komponente in ‘er Richtung des Weges a.dp des An-
griffspunktes jener Kraft ist. Die generalisierte Krait P,
welche die generalisierte Koordinate p zu vergroBern sucht,

ist also 2 Qva;. Man nennt diese GroBe auch das auf

den Antriebspunkt reduzierte Moment aller Krifte. Die
Lagrangesche Gleichung 43) resp. 85a) verwandelt sich
daher fir unser System in:

a 2'
(—i—tg' kmka§= *Qkak-

Da der Koeffizient von d?p/di* konstant ist, so hat sie
wieder genau die Form der Gleichung 13) des L Teiles,
welche fiir die Bewegung eines einzigen materiellen Punktes
in einer geradlinigen oder krummlinigen Bahn gilt.

Diese Form tritt jedesmal auf, wenn die Position simt-
liche Teile eines Systems durch eine einzige Variable p be-
stimmt ist und 6 7/6p verschwindet, wenn also der Aus-
druck fiir die lebendige Kraft blof den Differentialquotienten
der betreffenden Variablen nach der Zeit enthilt, von dem
Absolutwert dieser Koordinate selbst aber unabhingig ist.
Dies trifft z. B. bei allen Systemen ein, welche Helmholtz
Monozykel ohne langsam verinderliche Parameter nennt
und von denen spater ausfihrlich die Rede sein wird.
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II. Allgemeinste Drehung eines starren Korpers.

§ 13. Generalisierte Koordinaten zur Bestimmung der Lage
eines starren um einen festen Punkt drehbaren Korpers.

Wir gehen nun iiber zur Bewegung eines festen Korpers,
in welchem ein einziger Punkt O fest gehalten wird, wah-
rend er im fibrigen vollkommen frei ist und auf den von
auBen bebebige Krafte wirken. Es handelt sich zuniichst
darum, verallgemeinerte Koordinaten, d. h. Variable ein-
zufiihren, durch welche die Lage des festen Kérpers im
Raume zu einer beliebigen Zeit ¢ eindeutig bestimmt wird.

Zu diesem Zwecke wihlen wir den fest gehaltenen
Punkt O zum Ursprunge zweier verschiedener rechtwinkliger
Koordinatensysteme. Die Lage der Achsen OX, 0Y,02
des einen (des fixen) Koordinatensystems sall im Rar.se
unverinderlich sein. Die Achsen 0§, O, Of des ander.n
(des beweglichen) Koordinatensystems sollen ein fiir allemal
fest mit dem Korper verbunden sein, so daB sia bei allen
Bewegungen des festen Korpers ihre relative Lage gegen
diesen micht verindern, sondern sich einfach mit ihm mit-
bewegen.

Die relative Lage der beweglichen Koordinatenachsen
gegen den Korper kann vorliufig noch ganz beliebig sein.
Spater werden wir sie so wihlen, daB die beweglichen Ko-
ordinatenachsen Hauptirigheitsachsen des festen Korpers
sind, was immer mdglich ist, da nach I Teil, § 59 in jedem
festen Korper sich mindestens in einer Weise drei auf-
emnander senkrschte (Gerade finden lassen, welche Haupt-
trisgheitsachsen sind.

Beide Koordinatensysteme sollen kongruent (nicht
Spiegelbilder) sein, also entweder beide franzosische oder
beide englische (I. Teil, § 80). Im ersteren Falle neunnen
wir eine Drehung um eine gerichtete Drehungsachse positiv
oder negativ, je nachdem sie fiir ein Auge, das von dorther
blickt, wehin die Drehungsachse gerichtet ist, im Sinne des

&‘
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Uhrzeigers oder im entgegengesetzten geschicht. lm letzteren
Falle nehmen wir das Zeichen einer Drehung verkehrt.
Immer ist also die Drebung, durch welche die positive
Abszissenachse auf kiirzestem Wege in die Lage der posi-
tiven y-Achse iibergeht, eme positive Drehung um die posi-
tive a-Achse.

Zu irgend einer Zeit ¢ ist nun die Lage des Korpers
im Raume bestimmt durch die relative Lage des beweg-
lichen Koordinatensystems gegen das fixe. Winkel, weiche
diese relative Lage eindeutig bestimmen, werden also auch
die Lage des festen Korpers im Raume eindeutig hestimmen.

Um solche Winkel zu finden, verfahren wir folgender-
maBen. Wir bezeichnen eine der beiden Hilften, in welche
die Durchschnittslinie der fixen und beweglichen X Y-Ebene
durch dem Punkt O geteilt wird, mit OR Fir den Zeit-
anfang kann man jede belicbige dieser beiden Hilften mit
O R bezeichnen. Fiir alle anderen Zeiten ist dann dadurch
bestimmt, welche der beiden Hilften fiir O R zu wahlen ist,
daB die Lage dieser Geraden OR sich kentinuierlich mit
der Zeit verindern soll; es soll also die Gerade O R niemals
whhrend einer unendlich kleinem Zeit plételich in die ent-
gegengesetzte Richtung @berspringen.

Die relative Liage derartiger Geraden und Ebenen im
Raume versinnlicht man sich am besten, wenn man sich
wie in Fig. 1 die Punkte und grdBten Kreise perspektivisch
zeichnet, in denen sie eine um den Punkt O mii dem Radius
eins geschlagene Kugelfiiche durchschneiden. Die Dureh-
schnittspunkte sollen denselben Buchstaben erhalten, mit
denen die Endpunkte der betreffenden Geraden bezeichnet
wurden.

XRY und § Ry sind also die Quadranten der groBten
Kreise, in welchen der positive Quadrant der fixen resp.
beweglichen X Y-Ebene unsere Kugel durchschneidet. Der
Winkel der Gieraden O X und O R werde mit 4 bezeichnet
und zwar beginne die Zahlung dieses Winkels von 0 X und
gehe in dem Sinne fort, in dem man auf kiirzestem Wege
von der positiven X-Achse zur positiven Y-Achse gelangt.
Die ganze Richtungsinderung, welche man der Geraden 0 X
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in diesem Sinne fort erteilen muB, bis sie in die Lage OR
iibergeht, sei eben der Winkel 4. Bleibt daher 0 X fix
und erhillt 4 einen positiven Zuwachs, so dreht sich OR
in positivem Sinne um O Z.

Der Winkel zwischen der fixen und beweglichen Z-Achse,
und zwar von der ersteren im positiven Sinne um die
Achse OR gegen die letzte gezahlt, heiBe C, so daB bei
festem O Z und wachsendem C die Achse O eine positive
Drehung um O R macht. C ist daber auch der Winkel der
beiden X Y-Ebenen, und zwar derjenigen Halbebenen, in
welche OR durch eine kleine
positive Drehung um O Z resp.
O gelangt,

Da 4 deren Durchschnitts-
linie, € deren Neigung be-
stimmt, so bestimmen beide
Winkel 4 und C die Lage der
& y-Ebene relativ gegen das fixe
Koordinatensystem, also auch
im Raume eindeutig, wodurch
auch die Lage von O{ eindeutig
bestimmt ist. Nach unserer Ubereinkunft #iber die Art der
Zahlung des Winkels C entscheidet der Wert dieses Winkels
auch, in welchem Sinne O{ zu ziehen ist.

Die Lage der beweglichen Koordinatenachsen und da-
mit die des festen Korpers ist also vollstindig bestimmt,
wenn noch der Winkel B der beweglichen Abszissenachse O &
mit der bereits bestimmten Geraden O R gegeber ist, und
zwar soll dieser Winkel von OR gegen Of in dem Sinne
gezihlt werden, in dem eine pegative Drehung um O erfolgt,
so daB also bei fixem OR die bewegliche Abszissenachse
und “damit der Korper bei wachsendem B eine negative
Drehung um OZ macht.

Wir wollen die Winkel 4, B, € 8o zihlen, daB sie im
Verlanf der Bewegung des Korpers niemals einen Sprung
um den Betrag 2z machen. Sie kdnnen also auch groBer
als 2#, ja such groBer als beliebige Vieliache von 2=
werden. Durch die Lage des festen Korpers sind daher

Fig. 1.
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die Werte dieser Winkel nicht eindeutig bestimmt; dagegen
ist dmgekehrt durch den Wert dieser drei Winkel die Liage
des Korpers eindeutig bestimmt.

Diese drei Winkel kénnen daber als die generalisierten
Koordinaten unseres Problems gewiblt werden, und wir
wollen setzen:

p=4, p,=B, p=0C.

Um die Lage dieser Winkel drastisch zu versinnlichen,
konnen wir uns den Korper in einer sogenamnten carda-
nischen Aufhiingung denken. Von drei konzentrischen
Ringen liege der erste fix in der zz-Ebene; der zweite sei
im ersten um die fixe x-Achse drehbar und liege augen-
blicklich in der Ebene ZO R; der dritte sei im zweiten um
die Achse O R drehbar und liege angenblicklich in der Ebene
R O(L. Dieser trage erst den darin um die Achse O{ dreh-
baren Kiorper, in dem eine gegebene, starr mit ithm ver-
bundene zn Of senkrechte Gerade augeublicklich die Lage
O§ habe.

§ 14. Generalisierte Krifte bei der Drehung eines starren
Korpers um einen festen Punkt.

Ehe wir an die Aufstellung der Bewegungsgleichungen
gehen, wollen wir folgende Aufgaben ldsen: 1. Welche Lagen-
inderung erfihrt der Korper, wenn B und C konstant bleiben
und bloB A einen unendlich kleinen Zuwachs & 4 erfihrt?
Dabei bleibt selbstverstindlich wie immer die Lage der
fixen Koordinatenachsen im Raume unveriinderlich. Da C
und B konstant bleiben, so bleibt die Neigung der beweg-
lichen z-Achse gegen die fixe konstant nnd auch der Winkel-
abstand der beweglichen Abszissenachse von OR. Es riickt
nur OR um &4 vor. Der ganze Korper dreht sich also,
da er fix mit dem beweglichen Koordinatensysteme ver-
bunden ist, um die Ache O Z im positiven Sinne um den
Winkel 4 4.

Diese Drehung kann in zwei Komponenten zerlegt
werden, eine um eine Achse, die mit der Richtung, welche
augenblicklich der Achse O¢ zukommt, zusammenfallt, die
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andere um die Achse OR,, welche die Durchschnittslinie
der Ebene der beiden Z-Achsen mit der § 7-Ebene ist. Die-
selbe steht natiirlich senkrecht anf O& und O R, muB also
mit Oy denselben Winkel B bilden, den O mit O R bildet,
und wir wollen sie in dem Sinne ziehen, daB dieser Winkel
von Oy gegen O R, gezihlt gleich B, nicht um =# davon
verschieden ist.

§Rn R und R Z{ sind in der Fig. 1 die beiden gréBten
Kreise, in denen einerseits die £4-Kbene, andererseits die
Ebene der beiden Z-Achsen die Kugel schneiden.

Wir wollen noch den Kosinus irgend eines Winkels
mit dem entsprechenden kleinen lateinischen, den Sinus mit
dem entsprechenden kleinen griechischen Buchstaben be-
zeichnen, also setzen:

86) cosB=1"b, smB=f, cosC=¢, sinC=y.

Dann ist ed 4 die Komponente der Drehung § 4 um die
Achse Of, und yd 4 die Komponente um die Achse OR.
Letztere kann wieder in zwei Komponenten um die Achsen
Of und Oy zerlegt werden. Da die Achse O mit OR,
den Winkel 90° + B bildet, so sind die beiden letzteren
Komponenten — fy 04 und byJd 4. Die gesamte Lagen-
inderung, welche der feste Korper erfahrt, wenn B und C
konstant bleiben, dagegen 4 um & 4 wichst, kann also durch
-drei Drehungen ¢34, — fyJ A und by A um die drei be-
weglichen Koordinatenachsen hervorgerufen gedacht werden.

2. Nun soll 4 und C konstant bleiben, dagegen B um
JB wachsen. Dann macht das hewegliche Koordinaten-
system und daher auch der fix damit verbundene feste
Kérper die Drehung — 0 B um die Achse OZ.

3. Wenn endlich 4 und B konstant bleiben und nur
C um ¢ C wachst, so dreht sich der Kérper um den Winkel
0 C um die Achse O R, welche Drebung in die beiden Kom-
ponenten 50 C und $6C um OF und Oy zerlegt werden
kann. Wenn wir im folgenden von ,,Drehungen um die
Achsen 0, On, 0&% oder von ,Kriftemomenten oder
Komponenten eines Vektors beztiglich derselben® ete. sprechen,
so ist das immer ein abgekiirzter Ausdruck, statt zu sagen
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,um oder beziiglich solcher Achsen, welche mit den Richtungen
zusammenfallen, die sugenblicklich die Koordinatenachsen
0§, 07, OF haben“. Wir kdmpnen das Resultat unserer
Betrachtungen in der folgenden Tabelle darstellen, wo unter
jeder Winkelanderung diejenigen Drehungen verzeichnet sind,
welche zusammen jener Winkelinderung enmtsprechen.

| 84 B aC
l
87) 0fF | —8y04 | — |d2C
on | byda — | pac
0t | ¢34 |-8B] —

Wir wollen nun zunfichst die genmeralisierten Kriifte
finden. Da die Winkel 4, B, C die Rolle der generalisierten
Koordinaten spielen, so finden wir die generalisierten Krafte,
indem wir gleichzeitig 4, B, C um d4, d B und d C wachsen
lassen und die bei der hierdurch erzeugten Lageninderung,
welche wir die Lageninderung K nennen wollen, geleistete
Arbeit — 0" V auf die Form P, § 4 + P, 0 B+ P, 0 C bringen.
Die Koeffizienten der Variationen der generalisierten Ko-
ordinaten sind dann die generalisierten Krifte. Da sich
unendlich kleine Drehungen addieren, so setzt sich die
Lageninderung K aus der Summe aller im Schema 87) ver-
zeichneten Drehungen zusammen. Sie kann daher durch
drei Drebungen erzeugt gedacht werden, eine Drehung um
die Achse Of um den Winkel — 8y 54+ 55C, eine um
die Achse Oy um den Winkel b0 4+ 30C, und eine
Drehung um die Achse O¢ um den Winkel ¢d 4 — 3 B.

Nach Formel 85) ist die Arbeit, welche geleistet wird,
wenn sich ein fester Korper um irgend eine Achse um einen
upendlich kleinen Winkel dreht, gleich dem Produkt des
Drehungswinkels in die Stmme der Momente aller auf den
Korper wirkenden Krifte bezuiglich jener Achse. Bezeichnen
wir daher die Summe der Momente aller auf unseren festen
Korper wirkenden Krifte beziiglich, der Achsem Of resp.
On und Of mit D resp. F und F, so finden wir die durch
die Drebung um Of geleistete Arbeit, ijudem wir dem be-
treflfenden Drehungswinkel mit D multiplizieren, und das-
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selbe gilt fir die Achsen Oz und Of Da ferner die
gesamte Arbeit, welche bei der Superposition mehrerer
unendlich kleiner Bewegungen geleistet wird, immer gleich
der Summe der bei diesen Bewegungen einzeln geleisteten
Arbeiten ist, so ist die gesamte mit — J” ¥ bezeichnete Arbeit
gleich:

D(—By0A +b5C) + EpydA+ f00) + FedA— 3 B).
Setzt man den Koeffizienten von § 4 in diesem Ausdrucke
gleich P,, den von B gleich P,, den von &C gleich F,
so erhilt man:

88) P,=—p8yD+byE+cF, P,=—F, P,=bD+BE.

§ 15. Lebendige Kraft eines starren Korpers, der sich um
einen festen Punkt dreht.

Wir wollen nun weiter den Wert berechnen, welchen
die lebendige Kraft 7 des Korpers zu irgend einer Zeit ¢
hat. Wir lassen zu diesem Zwecke eine unendlich kleine
Zeit dt vergehen und bezeichnen mit d 4, 4B und 4 C die
wirklichen Zuwiichse dieser drei Winkel wahrend der Zeit dz
Das Schema 87} gilt fiir beliebige unendlich kleine Zuwichse
der Winkel, daher auch fur dic Zuwichse d 4, d P und dC.
Die wihrend der Zeit d¢ eintretende Lageniinderung des
Kérpers ist also #quivalent drei Drehungen, einer um den
Winkel
89) dp=—fydA+bdC
um die Achse O, einer zweiten um den Winkel
90) dy=bydd +p34dC
um die Achse O, und einer dritten um den Winkel
91) dy=ocdA—dB
um die Achse O7.

Die durch diese drei Drehungen erzeugte Lageninderung
kanp man auch durch eine einzige Drehung um den Winkel

dw =Ydg? + @0 + @y
um eine Achse £ ersetzen, deren Winkel mit den drei
Koordinatenachsen 0§, Oz und O¢ mit (2, &), (2, %),
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(82, {) bezeichnet werden sollen. Tragen wir die Winkel-
drehung dw auf die Achse Q auf, so erhalten wir nach den
Gesctzen iiber die Zusammensetzung von Drehungen einen
Vektor, dessen Projektionen auf die drei Koordinatenachsen
0, O, O gleich de, dy und dp sind. Es ist also:

92) dg=dwcos(R§), dy=dwcos(r), dy=dw cos(27).

Die Achse 2 heiBt die augenblickliche Drehungsachse,
weil die ganze Lageniinderung des festen Korpers wihrend
der Zeit d¢ durch eine einzige Drehung um diese Achse
erzeugt werden kann. Wir bezeichneten den Quotienten der
unendlich kleinen Zeit d¢ in die Winkeldrehung, welche
wiahrend derselben eintritt, immer als die Winkelgeschwindig-
keit. Es ist also dw/di{= w die Winkelgeschwindigkeit
jener Drehung um die Achse £, welche die ganze Lagen-
inderang des Korpers wihrend der Zeit d¢ hervorbringt.
Wir vennen sie die Gesamtwinkelgeschwindigkeit oder auch
die augenblickliche Winkelgeschwindigkeit;

do dw dy dew

i = 37 %08 (2, &), 3§ M= —o-008 (82, n)

und

d d

3'{{ = 57 cos(R,0)
aber nennen wir ihre Komponenten in den Richtungen
0§, On, 0L Bezeichnen wir die letzteren mit 4, u, », 8o
ist also
93) A=wcos(2,§), p=wcos(2,7), v=wcos(L,]).

Ferner finden wir, wenn wir fur d¢, dy und dy die
Werte 89), 90) und 91) substituieren und wieder 4, B, ¢’
fiir d4/d¢t, d B/dt, d C/dt schreiben:

d ’ d ’
1_?':1.__‘5’73 +350C, #=T§=b7’4‘1+30’,
94)

dw_ ’
vmﬁ_—c.‘i B.

Nun sahen wir (vergl. Formel 84), daB dis lebendige Kraft
eines Korpers, dessen gesamte Bewegung in einem be-
stimmten Zeitmomente sich auf eine bloBe Drehung um irgend
eine Achse reduziert, gleich dem halben Produkt des Trag-
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heitsmomentes des Korpers beziiglich dieser Achse in das
Quadrat der augenblicklichen Winkelgeschwindigkeit des
Korpers ist. Daher ist die lebendige Kraft unseres Korpers
T = i Kw? wobei K dessen Tragheitsmoment beziiglich der
Geraden £, also der augenblicklichen Drehungsachse ist.
Es seien §, 7, 7 die Koordinaten irgend eines Massen-
teilchens m des Ksérpers heziiglich der beweglichen Ko-
ordinatenachsen. Ferner sei
G=22m*+0), H=3SmE +), J=3mE+ 1,
G=>mnyl, H=3SmES J =>mky,
wobei die Summen iiber alle Massenteilchen des Korpers zu
erstrecken sind. Da die beweglichen Koordinatenachsen
unverinderlich mit dem Korper verbunden sind, so bleiben
diese sechs GroBen wiahrend der ganzen Bewegung konstant.
G, H und J sind die Trigheitsmomente des Korpers be-
ziiglich der drei beweglichen Koordinatenachsen. G, H, J,
@', H', J' sind dieselben GrdBen, die wir in § 58 des L Teiles
mit a, b, ¢, d, ¢, f bezeichnet haben, wihrend die dort mit
¢, B, y bezeichneten Richtungskosinus der Achse, beziiglich
welcher das Tragheitsmoment gesucht wird, jetzt die Werte
if@, ufw, v[w haben. Das Trigheitsmoment beziiglich der
Achse £ ist also nach der dort entwickelten Formel 151)

—eX L gt " _ogt? _ogtr_opie
K=o +HE +75 20t —em g —2r°k,

woraus durch Multiplikation mit } w? folgt:
95) T=3}(GA*+ Hy®+Jv))— Gpuyv—H v —J dyu.

Da wir die Lage der beweglichen Koordinatenachsen
relativ gegen den festen Korper wahlen kénnen wie wir wollen,
so wird es am zweckmifigsten sein, dies so zu tun, daB sie
Haupttrigheitsachsen des festen Korpers sind. Da nach
§ 59 des L Teiles jeder Kdrper mindestens drei aufeinander
senkrechte Haupttrigheitsachsen hat, so ist dies immer mdg-
lich. Dann wird ¢ = H' = J = 0, daher:

] iz 1". 2
96) E"—”GF+H—£’;+J-&;
97) T=3}(G3?+ Hu? + Jo¥.
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Hitte der Korper keine andere Drehung, als die mit
der Winkelgeschwindigkeit A um die Achse O §, so wire
T=}G2% Ebenso wire die lebendige Kraft, wenn nur
die Drehungen um die Achse O 5 resp. O & vorhanden wiren,
JHu® resp. }J9%. Die gesamte lebendige Kraft ist die
Summe dieser drei lebendigen Krifte, welche den Drehungen
um Of resp. O und Of allein entsprechen, wenn diese
Koordinatenachsen Haupttriigheitsachsen sind, nicht aber in
allen anderen Fillen, wie iiberhaupt die lebendige Kraft der
Superposition mehrerer Bewegungen keineswegs immer gleich
der Summe der lebendigen Krafte der Einzelbewegung ist.

§ 16. Die Eulerschen @leichungen.

Da wir drei verallgemeinerte Koordinaten haben, so
haben wir in den Lagrangeschen Gleichungen 43) zu
setzen A= 1, 2 und 3. Wir wollen zansichst die Gleichung

dg, ar
9%) E ik T
behandeln, welche wir erhalten, wenn wir 2 = 2 setzen. Da

p, = B ist, so wird:
a7

h=F
Bei Bildung des partiellen Differentialquotienten sind die
beiden iibrigen generalisierten Geschwindigkeiten, also 4
und ¢, sowie alle Koordinaten 4. B, C, daher auch 3, g, ¢,
ganz wie Konstante anzusehen. Nach den Gleichungen 94)
enthdlt von den drei GriBen 7, g, » bloB die letzte die

GroBe B und es ist _‘3_{ = — 1, daher wird:
r
q aaB’“—g“;TzKl.l-G'p——J’.

Bei der Differentiation nach p, = B mub 4, G, 4, B, (',
daher auch ¢ und y konstant betrachtet werden. Es folgt,
wenn man sich der Bedeutung von b und £ ericnert, aus
den @leichungen 94)

3l v ’
5 =—brd -0 =—p,

du ; B
gkt S R ¢ L
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daher:
.. 07 or . 8T
Gps 8B FP%a P
Die Substitution dieser Werte und des Wertes von P,
aus den Gleichumgen 88) in Gleichung 98) liefert:
o arT ¥4
) — gy + F.

a
) 2t l73) =#a

Die beiden anderen Bewegungsgleichungen kénnten wir
ableiten, indem wir in den Lagrangeschen (leichungen
h=1 und #» = 3 setzen. Wir gelangen jedoch durch eine
andere Betrachtungsweise rascher zum Ziele. Ks wurden
zwar die Winkel 4, B, C, welche beziiglich der Koordinaten-
achsen eine unsymmetrische Lage haben, zur Ableitung der
Gleichung 99) benutzt, sie kommen jedoch in der Gleichung
selbst gar nicht mehr vor. Dieselbe enthalt vielmehr bloB
GroBen, welche sich bei zyklischer Vertauschung der Ko-
ordinatenachsen selbst gyklisch vertauschen.

Genau se wie wir die Gleichung 99} ableiteten, hitte
man eine andere Gleichung ableiten kénnen, indem man
den Winkel der beiden Abszissenachsen mit C, die Winkel
der y- resp. %-Achse mit der Durchschnittslinie der beiden
vz-Ebenen mit A4 resp. B bezeichnet hitte. Dann hitte
man dieselbe Gleichung erhalten; nur wiren darin die
GroBen %, u, v, ferner die GroBen D, E, F und ebenso
@G, H, J untereinander zyklisch vertauscht. ks werden also
jedenfalls auch noch die beiden durch zyklische Vertauschung
aus 99) folgenden Gleichungen

d (6T T aT
100) ae(3T)=raa—sm +P
d (aT)_zg_g__.%i:_I_E

dt _a_p o

richtig sein missen. Hierbei ist nach 95)
a T - £ ’
-a-i— = Fi— J ﬂ. — H v

101) =—J A4+ Hy— G v

ol @'a
N RN

=~—HA=Gp+ 7y,
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daher:
81 8T R i

102) v —hgm- py(H=J)+ G (p2—o?)+ H Lp—J Lo,

‘Wihlt man die beweglichen Koordinatenachsen so, dab
sie Haupttragheitsachsen des festen Korpers sind, was man
natiirlich immer tun wird, wenn nicht ganz spezielle Griinde
dagegen sprechen, so wird G' = H' = J' = 0, daher

a7 5 a1 aT

103} —a"l——ﬂGf., a—'p‘—:HP, -67=J¢;,
und die Gleichungen 99) und 100) verwandeln sich’ in:

L di
&E-=(H-J);w+.0

104) BSE =7 —G)iv+ E
dy "
7% = (G —Mip+ P

Diese Gleichungen heiBen die Kulerschen Gleichungen.
Sie bestimmen zunichst A, p, v als Funktionen der Zeit und
man hat dann noch 4, B und C durch Integration der
Gleichungen 94) als Funktionen der Zeit zu berechnen, wo-
durch erst die Bestimmung der Bewegung des Korpers, d. h.
seiner Lage zn jeder Zeit gelungen ist, eine Aufgabe, die
freilich hiufig dadurch erschwert wird, daf man die Mo-
mente D, E, F der Krifte erst berechnen kann, wenn man
die Bewegung des Korpers im Raume selbst schon kennt.

§ 17. Behandlung dreier einfacher Spexzialfille.

Aus den Gleichungen 104) ist sofort folgendes er-
sichtlich:

1. Wenn die drei Haupttrigheitsmomente @, H und J
verschieden sind, und keine #uBeren Krifte wirken, also
D=FE=F=0 ist, 50 konneu die Gleichungen

LA ) -

dt ~ dt dt
nur daun bestehen, d. h. die Rotationsachse kann ihre Lage
gegen den Kérper nur dann vnveréindert beibehalten, wenn
entweder p=v=10 oder Ai=2v=0 oder A=pu=0 ist,
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d. h. wenn die Drehung um eine der drei Haupttrigheits-
achsen stattfindet. Es stimmt dies mit dem im I Teile,
8 60 gefundenen Resultate iiberein, daB, wenn ein Kérper
um eine unverinderliche Achse rotiert, die nicht Haupt-
tragheitsachse ist, stets Krifte auf diese Achse wirken
miissen.

2. Wenn aile drei Haupttrigheitsmomente gleich sind,
so werden die Gleichungen 104) voneinander unabhingig
und jede derselben stimmt mit der Gleichung #berein,
welche wir fiir die Drehung um eine feste Achse erhalten
haben. Ks wird also dann die Drehung um eine der Ko-
ordinatenachsen durch die Drehung um die beiden anderen
Koordinatenachsen nicht beeinfluBt (als nur dadurch, daB
durch jene anderen Drehungen etwa die Momente der Kriifte
beziiglich der ersten Koordinatenachse geéindert werden).

Die Drehung um jede der Koordinatenachsen geschieht
also genau so, als ob der Korper nur um diese Achse
drehbar wire und in jedem Zeitmomente das gleiche
Drehungsmoment um dieselbe drehend wirken wiirde. Wenn
z. B. keine ZuBeren Krifte wirken, so geschieht die Drehung
um jede der Koordinatenachsen mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit.

3. Es sollen zwel Haupttrigheitsmomente untereinander
gleich, z. B. G = H, das dritte aber davon verschieden sein
und keine #uBeren Krifte auf den Korper wirken, also
D=E=F=0 sein. Dann folgt aus der letzten der
Gleichungen 104) v = konst.; die beiden anderen aber ver-
wandeln sich, wenn man setzt
105) {:(TG_,, =}
in

.‘_i.'_l— =
di
woraus man ohne Schwierigkeit findet:
108) A=icos[h{i+17)], p=isin[h(+ 7).
¢+ und 7 sind die beiden Integrationskonstanten.

Wir wollen nun die geometrische Bedeutung der GroBen

GA, Hp und Jv sufsuchen und zwar nicht bloB in diesem

d
—hp, ‘d_,:-=h;"
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spezisllen, sondern im ganz allgemeinen in diesem Abschnitte
behandelten Falle. Irgend ein Massenteilchen m des festen
Korpers befinde sieh zur Zeit ¢+ im Paonkte 4 des Raumes
und gelange infolge der Drehung Adt nach B. Die Projek-
tionen dieser beiden Punkte auf eine fixe Ebene, welche zar
Zeit ¢ mit der g-Ebene zusammenfilit, seien 4" und 5.
Dann ist 4' B = O 4'.4.d¢. Die doppelte Fliache des Dreiecks
QA4 B aber ist 04’2, 4.d¢. Daher ist das, was wir in § 81
des L Teiles das Flichenmoment der Masse m beziiglich der
Achse Of genannt haben, gleich m. O 4'%. i, und die Summe
der Flachenmomente aller Massenteilchen des Korpers be-
ziiglich der Achse Of ist . D> mO4'*=GJi. Man sieht
leicht, daB durch die Drebungen udt¢ und v»d¢ jedes dieser
Flichenmomente nur um einen werschwindenden Betrag
geindert wird. KEbenso sind Hp und Jy die Summen der
Flachenmomente aller Massenteilchen des Kdrpers beziiglich
der Achsen Og und OC.

Diesen drei GroBen sind (ebenfalls nach dem in § 31
des 1. Teiles Auseinandergesetaten) zur Zeit ¢ die Kosinus
der drei Winkel proportional, welche diejenige Achse mit
den drei Koordinatenachsen bildet, beziiglich welcher die
Summe der Flichenmomente aller Massenteilchen des
Korpers ein Maximum ist.

Nun kehren wir zu dem jetzt behandelten speziellen Falle
zuriick. Da keine AuBeren Krifte wirken, ist die Lage dieser
Achse unverinderlich im Raume (vergl. wieder § 31 des
I. Teiles). Wir wollen diejenige Hilfte derselben, um welche
die Drehung im positiven Sinne geschieht, als die positive
O Z-Achse wihlen. Dann ist aiso der Kosinus und Sinus
des Winkes der beiden z-Achsen:

Jy Jy Gz
°= Vot m @it s Y@ardis = Veo+A
Diese Ausdriicke, daher auch der Winkel der beiden z-Achsen,
sind konstant.

Es soll nun die positive O [~Achse in dem Sinne gezogen
werden, dab « positiv ist. Die Lage, welche die Achse der
zu v senkrechten Winkelgeschwindigkeit }A* 4 p¥ =i zu

07
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Anfang der Zeit hat, wahlen wir als O£-Achse und ziehen
sie wieder in dem Sinne, da die Drehung des Kérpers um
die positive 0 £-Achse zu Anfang der Zeit im positiven
Sinne geschieht. Dann ist fir £ =0, u =0 und 4 positiv,
daher in den Gleichungen 106 7 =0 und ¢ positiv. Da
auch die Drehung um O Z im positiven Sinne geschieht. so
liegt zu Anfang, und daher immer C zwischen 0° und 90°
und es ist in den Gleichungen 107) die Wurzel mit posi-
tivem Zeichen zu nehmen.
Die Gleichungen 94, liefern ferner:

d4 d4
f-.-'acoti’fat;“—ﬁy——, p=idsin(ki) =by
1) d4A dB .
”=k°n“”‘°dt T
Aus den beiden ersten dieser Gleuchungen folgt
dA _ | i 3

wo die oberen oder unteren Zeichen zusammengehbren.
Aus der letzten der Gleichungen 108) folgt

et
v=+4 — —h,
£ 7
oder, wenn man die Werte ¢ und y aus 107) substituiert:
¥ =4 JG‘" —h.

Damit dies mit 105) stimmt, miissen die oberen Zeichea
gewahlt werden, und man hat:

VG’% _+_J »?

g
Die invariable Achse O Z liegt anfangs in der %f-Ebene
zwischen der positiven & und positiven f-Achse, da die
Komponente der Drehung um alle diese drei Achsen fiir
t = 0 positiv ist; daher fillt O R mit der negativen O j-Achse
zusammen, da um O B die Drehong von 4 O Z gegen + 0§
also in unserem Falle anch von + O§ gegen + C( eine
positive sein soll; denn bei einer positiven Drehung mm 0 7
muB C wachsen. Legen wir die O Y-Achse in die Richtung.
die anfangs On hat, also die O X-Achse in die anfingliche
Boltzmann, Mechanik II. 3

B=ht—90° A—-t+Ao —t+ 4,.
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Ehene der beiden z-Achsen und zwar in die Halbebene, die
0§ enthilt, so ist auch 4, =— 90°.

O¢ beschreibt eine Kegelfisehe um die Achse O Z.
wobei sich die Ebene der heiden x-Achsen mit der Winkel-
geschwindigkeit 4" = i/y um die z-Achse dreht. was einer
Drehung des Korpers um Of mit der Winkelgeschwindig-
keit » und gleichzeitiz um eine in der Ebene der z-Achsen
auf Of senkrechte Achse mit der Winkelgeschwindigkeit ¢
entspricht. Die augenblickliche Drehungsachse £2, um welche
sich der Korper mit der ebenfalls konstanten Winkel-
geschwindigkeit }{n;i"li_-? dreht, liegt auch in der Ebene
der beiden z-Achsen, und zwar zwischen 0Z und O,
wenn G > J, sonst auf der anderen Seite von O 2Z, da
tg(2, )= Gi|J», 1g(Q, ) =i]v ist

§ 18. Algebraische Losung der Aufgabe im Falle dez
Fehlens éinBerer Krifte.

Wir gehen nun ilber zur Betrachtung des Falles, wo
das Trigheitsellipsoid ein dreiachsiges Ellipsoid ist wnd
keine HAuBeren Krifte wirken, also D = E = F'= 0 ist, so
daB die Gleichungen 104) folgende Form annehmen:

Gh—— =H-=Jjpr
109) 98 T — @2y
I8 = (6= Hip.
Multipliziert man von diesen Gleichungen die erste mit 4,

die zweite mit u, die dritte mit », und addiert alle drei,
so erhilt man:

i( G+ Hy® + J» ) -
dt 2

Rezeichnet man daher den konstanten Wert des ein-
geklammmerten Ausdruckes mit } k2, so folgt

110) GAd + Hp? 4 Jv? = I,

was nichts anderes als die Gleichung der lebendigen Kraft
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ist, da die linke Seite dieser Gleichnng die doppelte
lebendige Kraft des Korpers darstellt.

Multipliziert man von den Gleichungen 109) die erste
mit GA, die zweite mit Hu, die dritte mit J», und addiert
wieder, so folgt in derselben Weise
111) @3 + H p? + /2% = A2,
wobei % eine zweite Integrationskonstante darstellt. Da
Gi, Hp und Jv die Flichenmomente der gesamten Masse
des Korpers beziiglich der Achsen NE, Ux und Of sind
(vergl. § 17, Punkt 3), so ist & das maximale Flichenmoment
des Korpers, also dessen Flichenmoment beziiglich der in-
variabeln Achse K (vergl. I Teil, § 31), deren Winkel mit
den beweglichen Koordinatenachsen durch die Gleichungen

o _ 1
112) cos (K, E}—TG*‘" cos (K, 7?)"—;’3}‘,
cos (K, ) = I

gegeben sind. Ziehen wir sie immer in dem Sinne, daB
das Flichenmoment des Korpers beziiglich derselben positiv
ist, so haben wir A mit positiven Vorzeichen zu wihlen, und
die Kosinus der Formel 112) haben dasselbe Vorzeichen
wie i resp. p und ».

Die invariable Achse K behilt wihrend der gamsen
Beweguung ihre Lage im Raume unverinderlich bei. Dagegen
sind die Kosinus 112) veriinderlich, ds die Achsen O, O,
O{ sich mit dem K&rper mitbewegen und daber ibre Lage
im Raume fortwihrend #indern. )

Durch Elimination von » resp. von g aus den Glei-
chungen 110) und 111) erhalten wir # resp. » durch 1 aus-
gedriickt. Substituieren wir die betreffenden Werte von p
und » in die erste der Gleichungen 109), so erhalten wir:

diGVHT
ViE-—RT 0l P - =Gl 01
Es werden also die GrioBen 1, p. v im allgemeinen durch
elliptische Funktionen der Zeit dargestellt.
Den speziellen Fall, wo zwei Haupttrigheitsmomente

einander gleich sind, wo sich also die Funktionen auf trigono-
6‘

118) dt =
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metrische reduzieren, haben wir schon erschéptend im vorigen
Paragraphen behandelt. Die elliptischen Fusktionen redu-
zieren sich auch auf trigonometrische fiir A = k)H, wenn
also der Abstand der im niichsten Paragraphen zu be-
schreibenden Ebene T vom Mittelpunkte des Trigheits-
ellipsoides gleich der mittleren Halbachse desselben ist.

Wie im allgemeinen Falle die Integrale von der obigen
Form aunf die sogenannte Normalform zu bringen and in
einfachster Weise durch spezielle elliptische Funktionen
auszudriicken sind, wird in den Lehrbiichern fiir diese
Funktionen ausfithrlich gelehrt. Ich will daranf um so
weniger eingehen, als eine einheitliche Bezeichnung der
elliptischen Funktionen moch nicht eingefilhrt ist. Ich will
vielmehr zur Entwickelung einer von Poinsot begriindeten
Theorie itbergehen, welche uns gestattet, uns von der Art
der Bewegung des in Rede stehenden Kérpers ein anschau-
liches Bild zu machen.

§ 19. Poinsots geometrische Konstruktion.

Weder die Achsen 0§, O7, Of noch das zum Punkte O
gehorige Trigheitsellipsoid des festen Korpers verindern
ihre Lage relativ gegen den Korper. Hs geniigt daher,
sich von der Bewegung des Trigheitsellipsoides im Raume
ein auschauliches Bild zu machen. Die Gleichung des-
selben ist entsprechend den Gleichungen 152) und 153) des
L Teiles, § 58
114) GE+Hp + TP =1,
wobei £ 7. £ die Koordinaten irgend eines Punktes des ale
Fliache zu denkenden Trigheitsellipsoides beziiglich der be-
weglichen Koordinatenachsen sind.

Die augenblickliche Drehungsachse £ bildet mit den
Koordinatenachsen Winkel, deren Kosinus mach den Glei-
chungen 93) gleich 1jw, uf/w. »/w sind. Bezeichnen wir
mit £ den Punkt, wo dieselbe die Fliche des Trigheits-
ellipsoides durchsticht, so ist O £’ derjenige Halbmesser des
Trigheitsellipsoides, welcher die Richtung der augenblick-
lichen Drehungsachse hat. Ist ¢ dessen Linge, so sind
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- & »
110) gz'gm——q ﬂ=‘?£‘"s ;:-—-g;—'

die Koordinaten seines Endpunktes €. Da dieser Punkt
auf dem Triigheitsellipsoide liegt, so erfiillen diese Werte die
Gleichungen 114). Ks ist also:

2 I 2 3
o() () o) -

woraus folgt:

116) o=ko,
117) =, = &=3-

Die augenblickliche Winkelgeschwindigkeit o ist also
in jedem Momente proportional der Liinge desjenigen Halb-
messers des Tragheitsellipsoides, welcher die Richtung der
augenblicklichen Drehungsachse hat.

Wir wollen noch im Punkte £ eine Tangentialehene 7
an das Triigheitsellipsoid legen. Die von O auf die Ebene T
gefillte Normale habe die Linge p und bilde mit den Ko-
ordinatenachsen die Winkel (p, &. (», %), (p. &)-

Wir machen nun von folgendem bekannten Satze der
analytischen Geometrie Gebrauch. Wihlt man die Achsen
eines beliebigen Ellipsoides, dessen Halbachsen a, 4, ¢ sind,
als Koordinatenachsen, zielt vom Mittelpunkte des Ellipsoides
auf die im Punkte mit den Koordinaten & 5, & an dasseibe
errichtete Taugentialebene eine Senkrechte, so hat diese die
Liange

1

& + it
el o e i
at b ot

p:

und bildet mit den Koordinatenachsen Winkel. deren Knsinus

£ = 1
cos(p, &) = T » ¢os(p, n) = :T-T__}:_‘-
L& [ SPnTiEa S S R 6 —_— e
a‘/ﬂ‘+b‘+c" bl/n":‘»“rc*
" L
€08 (p C’; == IE nt 7*
S
et

sind. In unsersm Falle sind die Halbachsen:
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dw /Y6, b=1[VE, o= 1jfJ.

Da & der Berithrungspunkt ist, so sind auch fir §, %, {
die Werte 117) einzusetzen, und es wird:
@i H
p=", cos(n,f)= 5 cospm) ="
118)
cos (, £) = -+

Die erste Formel zeigt. daB die Lange p der von O auf die
Tangentialebene T gefallten Senkrechten im Verlaufe der
Bewegung der Kérper konstant bleibt, die drei fibrigen, dal
auch die Richtung dieser Senkrechten im Raume, daher
auch relativ gegen die fixen Koordinatenachsen unverinder-
lich bleibt. Denn diese Senkrechte hat die Richtung der
invariablen Achse, da ja die filr cos(p, &, cos(p, 4) und
cos(p, {) gefundenen Werte mit denen identisch sind, die
wir fiir die Kosinus der Winkel fanden, welche die invariable
Achse mit den beweglichen Koordinatenachsen bildet.

Wenn wir daher in der Richtung der invarisblen Achse
nach der Seite hin, vm welche das maximale Flichen-
moment mit positivem Zeichen erscheint, vom Punkte O aus
die Strecke k/k auftragen und durch ihren Endpunkt eine
zur invariablen Achse senkrechte Ebene 7 legen, so wird
diese Fbene wiahrend der ganzen Bewegung des Kiorpers
vom Trigheitsellipsoid bheriihrt.

Wir berufen uns ferner auf folgenden allgemeinen
phoronomischen Satz. Es seien uns zwei beliebige bewegte
Korper gegeben, die sich in einem Momente in einem Punkte
berithren, an dem die Oberfliche keines der beiden Korper
eine Kante oder Spitze hat. Hs sind drei Fille maglich:
1. Tn der Relativbewegung des zweiten Korpers gegen den
ersten Korper ist die Komponente der Geschwindigkeit des-
jenigen Punktes P des zweiten Korpers, in dem dieser den
ersten berithrt, nermal zur Beruhrungsebene von Null ver-
schieden. Sie mufl, da wir die Gestalt der Korper als
unverinderlich voraussetzen, in bezug auf den ersten Korper
nach auBeu gerichtet sein, die beiden Korper tremnen sich
(wenigstens an dieser Stelle) Diese Geschwindigkeit mu8
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sich zudem unmittelbar vorher diskontinuierlich mit der Zsit
gedndert haben, da sonst der Punkt P des zweiten Korpers
aus dem Innern des ersten herauskommen miiBte. 2. Diese
Normalkomponente ist Null, aber der Punkt # hat relativ
gegen den ersten Koérper eine von Null verschiedene Ge-
schwmdigkeitskomponente, deren Richtung in die gemeinsame
Tangentialebene fallt; dann sagt man, die Kérper gleiten
an dieser Stelle aneinander. 3. Auch die Tangentialkompo-
nente der Geschwindigkeit des Punktes P der relativen
Bewegung des zweiten Kérpers gegen den ersten Korper ist
Null, 80 daB dessen Weg bei dieser Relativhewegung wahrend
emer unendlich kleinen Zeit d¢ klein hoherer Ordnung als
2¢ ist, also durch d¢ dividiert mit abnebmendem d¢ der
Grenze Null zueilt; dann sagt man, die Korper rollen auf-
einsnder.:

Die folgende ist eine allgemeinere Definition des Rollens,
von welcher die soeben gegebene ein Spezialfall ist und
welche auch den Fall einschlieBt, daB mehrere Berithrungs-
punkte vorbanden sind, die auch in Kanten oder Spitzen
der Oberftachen liegen konnen; nur schlieBen wir den Fall
aus, dab suf eine endliche Strecke umendlich viele Kanten
oder Spitzen fallen. ,Zwischen den Zeiten ¢ und ¢ 4 d¢
findet ein Rollen zweier fester Korper aufeinander statt,
wenn eine oder mehrere Stellen vorhanden sind, wo die
Oberflachen beider Korper zur Zeit ¢ die Entfernung Null
hatten, und wenn an allen diesen Stellen je zwei Punkte des
einen und anderen Kdrpers, welche zar Zeit ¢ die Entfernung
Null hatten, such zur Zeit ¢ 4 df eine Entfernung haben,
die unendlich klein hdherer Ordnung als d¢ ist.”

Das Tragheitsellipsoid berithrt die Ebene T nur in einem
Pankte, und zwar hat der Punkt des Tragheitsellipsoides,
in welchem dieses die Ebene T beriihrt, weder eine normale
noch tangentizle Geschwindigkeit, da er in der augenblick-
lichen Drehungsachse liegt, deren ssmtliche Puokte momentan
ruhen (wihrend 4¢ nur Wege zurlicklegen, die unendlich
klein hdherer Ordaung als dt sind) Das Tragheitsellipsoid
rollt also auf der festen Ebene T, wodurch seine Be-
wegung vollstandig bestimmt ist.
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& 20. Poloide, Berpoloide.

Die Bahn des festen Kérpers, d. h. der Inbegrifi der suk-
zessiven Lagen, die er in« Verlaufe der Zeit annimmt, sowie auch
der sukzessiven Lagen der augenblicklichen Drehungsachse
ist durch die Gestalt und Grobe des Trigheitsellipsoides und
den Wert des Verhiltnisses /% vollstandig bestimmt. Die
Wiukelgeschwindigkeit der Drehung ist gleich dem mit &
multiplizierten Halbmesser o des Trigheitsellipsoides, dessen
Endpunkt in der Ebene T liegt. Um daher die Geschwindig-
keit des Korpers in seiner Bahn bestimmen zu konnen. muB
man k und % separat kennen. Die Punkte, in denen nach-
einander die Berithrung des Trigheitsellipsoides und der
Ebene T stattfindet, bilden sowohl auf dem Ellipsoide als
auch auf der Ebene eine kontinuierliche Kurve. Die erstere
Kurve heit die Poloide, die letztere die Serpoloide. Die
Poloide hat eine lemniskatenartige (Festalt und besteht aus
einem zusammenhingenden Zuge oder aus zwei abgeson-
derten Teilen. Die Serpoloide ist eine sternartige ge-
schlossene oder ungeschlossene Kurve, dbulich den m den
Figg. 10, 11 etc. des I. Teiles, § 22 dargestellten Bahnen
bei der Zentralbewegung.

Die Poloide ist der geometrische Ort aller Durch-
schnittpunkte der augenblicklichen Drehungsachse mit der
Oberfisgche des Trigheitsellipsoides. Bezeichnen wir wie im
vorigen Paragraph mit £ #, £ die Koordinaten eines dieser
Punkte (des Punktes '), so folgt aus den Gleichungen 111)
und 117):

G+ B+ PP =

Der Punkt £ liegt also auch noch auf dem durch
diese Gleichung dargestellten Ellipsoide, dessen Halbachsen
ler Richtung nach mit denen des Trigheitsellipsoides zu-
sammenfallen, aber die Liangen haben:

. T 8
kG’ EH®' kT "
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Das letztere Ellipsoid ist also gestreckter, d. h. es weicht
von der Kugelgestalt stirker ab als das Trigheitsellipsoid.

Die Durchschuittslinie der beiden Ellipsoide ist die
Poloide. Es mdgen bheide FEllipsoide dreiachsig sein
und zwar sei G < H < J, so daB also zur Achse Of die
groBte Halbachse beider Ellipsoide und das kleinste Triig-
heitsmoment des Korpers gehort. Dieser soll nun unver-
indert bleiben und wir studieren verschiedene Bewegungen
desselben, wobei die Anfangslage der augenblicklichen
Drebungsachse. also das Verhiltnis /L wechsela soll, welches
ja von den Aunfangsgeschwirndigkeiten der Teilchen des Kor-
pers abhéngt. Dann bleibt also das Trigheitsellipsoid un-
verindert und auch das zweite Ellipsoid bleibt shnlich zu
sich selbst und &ndert nur seine sbsolute GroBe.

Selange h/k < J/G ist, sind alle drei Halbachsen des-
selben kleiner als die des Triigheitsellipsoides; es liegt also
das zweite Ellipsoid ganz innerhalb des Trigheitsellipsoides
und die betreffenden Werte der Konstanten entsprechen
keiner moglichen Bewegung. Wird k/k = Y@, so beriihren
sich beide KEllipsoide an den beiden Polen der grofen
Achse, Der Korper dreht sich also mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit um die Achse des kleinsten Triigheits-
momentes. Ist h/k ein wenig grofer, so heginnen sich beide
Ellipsoide ein wenig zu schneiden und zwar anfangs in zwei
ganz kleinen, die beiden genannten Pole umgebenden Kurven.
Die augenblickliche Drehungsachse bleibt also immer ganz
nahe der Achse des kleinsten Trigheitsmomentes. Mit
wachsendem Werte von %/k wiichst auch das zweite Ellipsoid.
Die beiden Schnittkurven entfernen sich immer mehr von
den beiden Polen der gréften Achse und vereinigen sich
endlich zu einer einzigen Kurve, welche sich an zwei mit
den Polen der mittleren Achse des Triigheitsellipsoides zu-
sammenfallenden Punkten selbst durchschneidet und in der
Form der sich selbst durchschneidenden Lemniskate @hnelt.
Die Drebung kann zwar auch mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit um eine Achse stattfinden, welche die Rich-
tung der mittleren Halbachse des Tragheitsellipsoides hat,
aber die augenblickliche Drebungsachse kann sich nicht in
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einem Kegel hewegen, dessen Seite immer sinen sehr kleinen
Winkel mit der Richtung der mittleren Halbachse des
Tragheitsellipsoides einschlieft.

Wichst %4/k noch mehr, so zerfillt die lemmiskaten-
artige Kurve wieder in zwei getrennte Hilften, welche aber
jetzt die beiden Pole der kleinsten Achse des Tragheits-
ellipsoides umgeben und sich immer mehr nach diesen
rurfickziehen, bis fiir h/k = }J die Berithrung npur mehr in
diesen stattfindet, der Korper also um die Achse seines
groBten Tragheitsmomentes rotiert. Ein ein wenig kleinerer
Wert von %/k entspricht einer Bewegung des Korpers wo-
bei die augenblickliche Drehungsachse immer sehr nahe der
Achse des groBten Tragheitsmomentes liegt. GrdBeren
Werten entspricht keine mogliche Bewegung mehr.

Apparate zur Versinnlichung der geometrischen Dar-
stellung der Bewegung eines frei um einen Punkt dreh-
baren Korpers haben Mach, Obermayer!y und andere
konstruiert.

Die eine Hilfte des Tragheitsellipscides ist aus Holz,
Gips oder Metall modelliert und mittels eines Kugelgelenkes,
das sich im Mittelpunkt des Ellipsoides befindet, nach allen
Richtungen frei drehbar. Das Kugelgelenk wird durch
folgende Vorrichtung getragen.

An einem horizontalen Brette, das die oben besprochene
Kbene T darstellt, ist eine vertikal nach aufwirts gehende
Stange befestigt, welche einen horizontalen Querstab tragt,
Dieser Stab triigt dann nochmals hdher oder tiefer stellbar
eine kiirzere vertikal nach abwirts gerichtete Stange, an
deren unterem Ende das Kugelgelenk angebracht ist; man
stellt nun die letztere Stange bald tiefer, bald weniger tief.
jedoch immer so, daB das Ellipsoid das Brett berihrt und
kann bei jeder Einstellung der Stange vermoge des Kugel
gelenkes das Ellipsoid auf dem Brette in solcher Woeise
witlzen, daB es ohne (Fleitung rollt. Es fihrt dann genau
dieselbe Bewegung aus, welche das mit einem frei um einen
Punkt drehbaren Korper fest verbundene Trigheitsellipsoid

) Carls Repertorium Bd. 4, §. 381 und Bd. 15, 8. b4.
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bei der ohne EinfluB von Kriften nach den Gesetzen der
Mechanik erfolgenden Bewegung des Korpers ausfuhren
wiirde.

Legt man durch die Serpoloide einen im Raume festen
Kegel, durch die Poloide einen fest mit dem bewegten
Korper verbundenen Kegel, welche beide ihre Spitze im
festen Punkte O haben, so rollt wihrend der Bewegung de:
letztere Kegel auf dem ersteren.

Man kann auch aus dieser Konstruktion die schon ge-
fundenen Sdtze iiber die Stabilitit der Rotation um die
Achse groBten und kleinsten Trigheitsmomentes und die
Labilitat der Rotation um die Achse des mittleren Haupt-
trigheitsmomentes herleiten. Wenn sich ndmlich der Kdrper
anfangs um eine Achse drehte, die mit der groBien Achse
des Trigheitsellipsoides einen sehr kleinen Winkel bildet
(d. b. einen Winkel der klein ist gegen dem Quotienten der
groBien Halbachse in die Differenz der gréBten und mittleren
Halbachse), 80 ist p nur wenig kleiner als die grofte Halb-
achse des Trigheitsellipsoides und alle Halbmesser des-
selben, welche erhebliche Winkel mit der gréBten Achse
bilden, sind kleiner als p, reichen daher nicht bis zur Ebene T.
Die Drehung muB also immer um eine Achse geschehen,
die sebr nahe der groBten Halbachse liegt, diese ist stabile
Rotationsachse. Man kann auch sagen: Wenn sie anfangs
Rotationsachse ist und dann eine sehr kleine, nur withrend
kurzer Zeit wirkende storende Kraft auf den Korper wirkt,
so weicht die gestorte Bewegung nach Aufhdren der stéren-
den Kraft fir alle spitere Zeit nur sehr wenig von der
urspriinglichen ab.

Man beweist ebenso, dal auch die kleinste Achse des
Triigheitsellipsoides in demselben Sinne eine stabile Rota-
tionsachse ist. Die Rotation kann auch eine beliebig lange
Zeit hindurch gleichférmig um die mittlere Achse des Triig-
heitsellipsoides geschehen. Tritt aber dann durch kurze
Zeit eine kleine storende Kraft auf, so geschieht nach threm
Verschwinden die Rotation micht mehr genau um die mittlere
Achse. Die Gestalt der Poloide gleicht dann der einer
Lemniskate, die sich nahezu an der Stelle, wo die mittlere
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Achse die Ellipsoidfiiche trifft, selbst schneidet, die der
Serpoloide einer Spirale dbnlich der Bahn bei der Zentral-
bewegung, die dem FuBpunkte der Senkrechten p heliebig
nahe kommen und sich beliebig oft um ihn herumschlingen
kann und dann wieder davon entfernt Die augenblickliche
Drehungsachse entfernt sich daher immer mehr und schlief-
lich um endliches von der mittleren Achse des Trigheits-
ellipsoides. Man sagt, die Rotation um diese kann zwar
andauern, ist aber labil.

Falls das Tragheitsellipsoid ein Rotationsellipsoid ist,
sieht man leicht, wie diese geometrische Darstellung wieder
zu den Resultaten fithrt, die wir schon in § 17 analytisch
ableiteten.

§ 21. Allgemeine @leichungen fiir die Drehung eines
schweren Rotationskérpers um einen festem Punkt.

Wir haben den Fall, daB zwei Haupitriigheitsmomente
eines um einen festen Punkt beliebig beweglichen festen
Kérpers beziiglich dieses Punktes untereinander gleich sind,
schon in § 17 ausfithrlich unter der Voraussetzung diskutiert,
daB keine #uBeren Krifte wirken. Wir kehren zu diesem
Falle, weil er der physikalisch wichtigste ist, nochmals
zuriick und seizen zuniichst allgemein die Wirksamkeit ganz
beliebiger duBerer Krifte voraus. Spiter werden wir be-
sonders auf die Schwerkraft unser Augenmerk richten.

Wir wihlen die Achse des von den beiden anderen
verschiedenen Tragheitsmomentes zur Of-Achse, so dab
also G = H ist und die allgemeinen Gleichungen 104)
folgendermaBen lauten:

[ D=Gl +(J— Quv
E=0Gy —(J— @iy

l Fe=Jy.

Wir wollen bloB das Drehungsmoment # um die Achse OF
in unseren Rechnungen belassen, es aber aus einem sogleich

ersichtlichen Grunde mit — B hezeichnen. Statt D und F
aber wollen wir die Drehmomente @ und U der AuBeren

119)
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Krifte nm die Achsen OR und O Z emnfihren. Man findet
aus den rechtwinkbgen sphanschen Dreiecken §RZ und
yRZ der Fig. 1, § 13, Seite 53 leicht

120) €0s(0§,02)=—By. cos(0O9. OZ)=by

(vergl. das spater vorkommende Schema 139) § 238). KEs
18t also:
C=Db+ ES,

A =—Dfy+ Eby+ Fe.

Wir wollen hier fur D, E. F. die Werte 119), darin aber
fur 2, p, v die Werte 94) und fur 1, , v die daraus darch
Differentiation nach der Zeit folgenden Werte:

Vo BF LA O —YF LB e Bl C = BEC
U =byd" + 80 —ByAB +bed C+bBC
¥ =cd"— B —y & C
substituieren. Es folgt:
E=GI0" —¢cyd)+Jy(cd? -~ 4B
d r
A=-[J'4 —cB\+ &' 4] =
121) | =J24" —cB ' —2ey A0 +yB C)+
+ @724’ +2cy A O)
B=J(—ch +B)=J(—cd"+B" +y40).

Man hatte diese Relationen leicht direkt aus den La-
grangeschen Bewegungsgleichungen 43) in der foigenden
Weise erhalten ksnnen. Man sieht sofort. dab nach der
durch Gleichung 32) ausgedruckien Defimtion der verall-
gememerten Kraft die Groflen %, 8 und € die verallgemei-
nerten Krifte nach den Koordinaten 4, B und € sind. Es
liefern daher die Liagrangeschen Gleichungen-

B i 1 L e
d 6T ar

122) T v ¥
d 87T df

— e i
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Nun ist aber die lebendige Kraft:
G J
T = "é—(la + _u’) + ?vz'
Die Substitution der Werte 94) gibt:
G r 3 J ¢
123) T=_2—(;'u’+0’)+--2—(cA — B

Die Hinfihrung dieses Wertes in die Gleichungen 122)
liefert sofort die Gleichungen 121). Es ist mir picht ganz
verstindlich, warum Helmholtz, welcher dieselben Glei-
chungen nach der letzteren Methode entwickelt hat, sagt?),
das Moment B (Helmholtz nenut es C) miisse seinen Stiitz-
punkt am inneren beweglichen Ringe der kardanischen Auf-
h#ingung haben, durch welche er sich die freie Beweglich-
keit des Korpers um einen Punkt vermittelt denkt. Fir
die bloBe Tatsache, daB die Achse des Momentes B sich
mit der Achse des groBiten Hauptiriigheitsmomentes des
Kérpers mitbewegen mub, ist doch dieser Ausdruck nicht
ganz der richtige.

Falls das Moment der auf den festen Korper wirkenden
4uBeren Krifte zu allen Zeiten beziiglich der Achse Of des
von den beiden anderen verschiedenen Haupttrigheits-
momentes gleich Null ist, was z. B. immer der Fall ist,
wenn die Angriffspunkte aller auBeren Krifte auf dieser
Achse liegen, ist B = 0, und die dritte der Gleichungen 121)
liefert:

124) ¢cd — B’ = v = konst.

Die Gleichungen 121) vereinfachen sich dann und man

erhilt:

s d 3
195) U= (Ive+ Gy 4)

E=G("—cy Ay +Jynd.
Wir spezialisieren nun diese Formeln weiter, indem

wir annehmen, daB auf den in Rede stehenden K&rper, der
beziiglich des Drehpunktes zwei gleiche Haupttriigheits-

) Helmholtz, Die physikalische Bedeutung des Prinzips der
kleinsten Wirkang, Borchardts Jowrn. Bd. 100, 8. 154; Ges. Abh.
Bd. 3, 8. 221.
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momente bat, nur eine einzige Kraft p von unveriinder-
licher GroBe und Richtung wirkt, deren Angrifispunkt aof
der durch den Drehpunkt gehenden Haupttrigheitsachse
O liegt, der das verschiedene [[aupttrigheitsmoment ent-
gpricht. Dieser Fall ist z. B. realisiert, wenn bloB die
Schwere auf den Korper wirkt und sein Schwerpunkt in
O¢ liegt.

Wir wahlen dje unverinderliche Richtung der Kraft
zur negativen fixen O Z-Achse. ziechen also im Falle der
Schwere die positive fixe O Z-Achse vertikal nach aufwiirts,
Ferner wahlen wir diejenige Halbachse, auf welcher der
Angrifispunkt der Kraft p, also ym Falle der Schwere der
Schwerpunkt liegt, als positive ¢ -Achse und hezeichnen
dessen Entfernung vom Drehpunkte mit /, so daB also im
Falle der Schwere p das Gewicht des Kd8rpers und ! die
Entfernung des Schwerpunkies vom Drehpunkte ist. Die
Kraft p itbt jetzt nur ein Moment ply avs, welches den
Winkel C za vergrofern sucht, keines in der Richtung der
Winksl 4 oder B. Es ist also:

A=B=0, EC=piy,

und die Gleichungen 125) verwandeln sich in

126) Jve+ Gy3 4 = x,

127) GO —ey AR+ Ty A =ply,

wobei x eine Konstante ist. Dazun kommt noch die Glei-
chung 124)

CZ, Hp und Jv sind die Flichenmomente des Kir-
pers berziiglich der Richtungen, weiche die Achsen 0§, 01,
0% augenblicklich im Raume haben.

128) Glcos(z, & + Hucos(x, 1) + Jrcos(z, &)

ist also das Flachenmoment des Korpers beziiglich der fixen
Achse O Z. Nun ist cos{%f}=ec. cos(z, &= —fy, cosz,7j=by
(vergl. Gleichung 120) und das Schema 139) des § 28\
Substitgiert man noch fiir 2, w, » die Werte 94), so geht
der Ausdruck 128) in die linke Seite der Gleichung 126)
iiber. Letztere Gleichung besagt alsn, daBll das Flichen-
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moment des Korpers beziiglich der Achse O Z konstant ist,
was selbstverstindlich ist. da ja die Kraft p beziiglich dieser
Achse stets das Moment Null hat.

Dazu kommt noch die Gleichung der lebendigen Kraft,
welche wir am einfachsten in folgender Weise gewinnen.
Wir multiplizieren die Gleichung 127) mit €" und addieren
dazu die mit 4" multiplizierte Ableitung der Gleichung 126)
nach &. Es folgt:

GOC + P44 deyC AYy=plyC
und daraus darch Integration
129) GO+ y* 4% 4+ 2ple=y,

wobei y eine neme Integrationskonstante ist. DaB dies in
der Tat nichts anderes als die Gleichung der lebendigen
Kraft ist, erkennt man leicht folgendermaBen. Da » kon-
stant ist, reduziert sich der verinderliche Teil der leben-
digen Kraft anf } G(A? + p?), was gemaB der Gleichungen 94)
gleich }G(C? + y3 4?) ist. Die Arbeit der Kraft aber ist
Splydt=—ple+ konst.

Eliminiert man aus den Gleichungen 126) und 129) die
GrobBe 4, so erhilt man d¢ durch einen Differentialausdruck
gegeben, der nur C und d C enthalt. Die Substitution des so
erbaltenen Ausdruckes fiir d¢ in Gleichung 126) liefert auch d 4
in Form eines Differentialansdruckes, der nur C und dC ent-
hilt. Die Integration des ersten Differentialausdruckes lefert
C als elliptische Function von ¢, die des zweiten ¢ als ellip-
tische Funktion von 4. Wir fihren dies hier nicht weiter
aus, sondern wollen pur in einigen noch spezielleren Fillen
den Typus der Krscheinungen aus den Gleichungen her-
leiten.

§ 22. Spezialfalle.
I Fir v =0 gehen die Gleichungen 126) und 129) in
die Bewegungsgleichungen eines gewdhnlichen physischen
Pendels iiber, das unter dem FEinfiusse der Schwerkraft

allein um einen festen Puukt drehbar ist und foigende Be-
dingungen erfiillt:
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1. Die Verhindungslinie des Drehpunktes und Schwer-
punkies, welche wir die Pendelachse nennen, muf Haupt-
trigheitsachse sein.

2. Auf dieser Achse muf seine angenblickliche Drehungs-
achse zu Anfang der Zeit senkrecht stehen, wenn es zu
dieser Zeit uberhaupt eine Bewegung hatte.

3. Die Tragheitsuomente beziglich aller darch den
Drehpunkt senkvechl znr Pendelachse gelegien Achsen
miigsen gleich sein.

Die Gleichungen 126) und 129) stimmen 1n diesem
Falle vollhommen mit den Gleichungen, welche wir im
I Telle, § 40 S.144fi fur die Bewegung des einfachen Pen-
dels fanden, wenn wir an Stelle des dort mit w bezeichneten
Winkels 180° — O, an Stelle des mit ¢ bezeichneten Winkels
den Winkel 4 und an Stelle der Konstanten ¢, k und H die
Konstante /2p /G, 1*x[G und £y [G seizen. Es tritt also an
Stelle des Winkels, welclien die vom Aufhingepunkte nach
dem beweglichen materiellen Punkte gezogene Gerade mit der
Vertikalen bildet, der Winkel, den die Pendelachse mit der
Vertikalen bildet, an Stelle des Winkels, den die durch den
Aufhingepunkt und den heweglichen materiellen Punkt ge-
legte Vertikalebene mil emner fixen Vertikalebene bildet, der
Winkel, den die durch die Pendelachse gelegte Vertikal-
ebene mit einer fixen Vertikalebene bildet.

1. Wir betrachten den Fall. daBl » von Null verschie-
den ist, aber der schwere Kirper sich piemals weit von
seiner Ruhelage entfernt, so daB also die positive O ¢-Achse
immer nahesun vertikal nach abwirts gerichtet, und wenn
wir C = 180" — » setzen, r cine kleme GrdBe ist.)) Daher

kann y =sinC=17. ¢ =cos(180Y —r) =—1 +-}f"’ gesetzt
werden und die Gleichungen 126) und 129) verwandeln sich in:
130) (G A+ 3T =x+ Ty,

131) G2 4 2 A) =y +2pl —plr*.

Wir wollen nun die Lage des Kérpers nicht relativ gegen
das fixe Koordinatensystem, sondern gegen ein drittes

) L pomitives v hedeuter also eme Rotation, die von der posi-
tiven - gegen die positive z-Achse auf kurzestem Wege geschieht
Bolisrmaan, Mechamk LI 6
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Koordinatensystem O0X’, OY', OZ' bestimmen. OZ’ soll
immer mit der fixen z-Achse OZ zusammenfallen. OX'
soll zu Anfang der Zeit mit O X zusammenfallen, sich aber
in der festen zy-Ebene mit der konstanten Geschwindig-

keit — J’ um die feste z-Achse im negativen Sinne drehen,

also ao wie man auf kiirzestem Wege von der positiven y-
zur positiven z-Achse gelangt. Die beiden Achsen O X und

O X’ sollen also zur Zeit { den Winkel =—— J” miteinander

einschlieBen. Zur selben Zeit ist daher der kael zwischen
OR upnd OX'

X0R, OX = A+3IG‘-

Wir fahren lieber den Winkel 3 zwischen der Vertikal-
ebene, die die Pendelachse O¢ enthalt, und der X 0 Z-
Ebene also den Winkel ein, welchen jene beiden von der
z-Achse begrenzten Halbebenen miteinander bilden, von
denen die eine die Achse O¢, die andere die Achse 0 X’
enthalt, Da dJdie erstere Halbebene immer senkrecht auf
O R steht, so ist:
Jvi

1327 ¢ =(XOR O0XN—=90%= 4+ —— TE — 90°,

Wenn A und % neue Integrationskonstanten sind, so gehen
die Gleichungen 130) und 131) durch Kinfihrung des
Winkels & tiiber in

133) P2 =k, FAE IV = h— (%‘4-':'—0’7’)#.

Dies sind aber genau wieder die Gleichungen, welche wir
im L Teile, § 40 S. 146 fir sehr kleine Schwingungen des
einfachen Pendels fanden Bei kleinen Schwingungen ge-
schieht also die Bewegung des rotierenden Pendels relativ
gegen das fixe Koordinatensystem, oder, wie man sagt,
absolut 1m Raume gerade so, wie die des gewdhnlichen
nicht rotierenden Pendels relativ gegen ein Koordinaten-
system, das sich mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit

—‘i—%— im positiven Sinne um die nach aufwirts gezogene
Vertikale dreht, also wenn dies die Winkelgeschwindigkeit
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der Erde wire, wie die eines am Pole aufgehingten Fou-
caultschen Pendels relativ gegen die Erde. Beim rotieren-
den Pendel miissen noch die schon am Anfange dieses
Paragraphen hervorgehobenen Bedingungen erfillt sein, daB
die Verbindungslinie vom Drehpunkt und Schwerpunkt
Haupttrigheitsachse ist und daB die Trigheitsmomente be-
ziiglich aller durch den Drehpunkt senkrecht zu dieser Ver-
bindungslinie (der Pendelachse) gezogener Achsen gleich sind.

Die Pendelachse des nicht rotierenden Vergleichspendels
kann sich natiirlich, je nach den Werten der Konstanten,
absolut im Raume in einer Ebene, einem elliptischen oder
Kreiskegel bewegen.

Dieselbe Bewegung macht nach der alten Undulations-
theorie des Lichtes ein Atherteilchen, wenn sich geradlinig,
elliptisch oder zirkular polarisiertes Licht in einem Korper
fortpflanzt, der die Polarisationsebene dreht, denn es
durchiiuft ja dieselben Bewegungsphasen nacheinander,
welche die verschiedenen Atherteilchen des Strahles nach
der alten Undulationstheorie gleichzeitig haben. Daher
erklirt man die elektromagnetische Drehung der Polari-
sationsebene des Lichtes oft durch die Annahme, daB die
Volumelemente Bestandteile enthalten, die um die Achse
der magnetischen Kraft rotieren.

Dieselbe Bewegung erhalt man auch, wenn man mit
einem um die Pendelachse nach allen Seiten gleichbeschaffenen
Pendel ein Gtyrotrop fest verbindet, welches sich rasch um
die Pendelachse als Rotationsachse dreht. Dieses Pendel
schwingt wie ein Foucaultsches schwingen wiirde, wenn
die Winkelgeschwindigkeit der Erde viel groBer ware oder
wie obiges Atherteilchen. Durch eine daran befestigte
Biichse, aus welcher ein feiner Sandstrahl suf ein unter-
gelegtes Brett flieBt, kann man die Bahn eines Punktes der
Achse fixieren. Entsprechend der ungleichen Fortpflanzungs-
geschwindigkeit des rechts- und linkszirkular pelarisierten
Strahles hat das Pendel, wenn es als Kreispendel schwingt
fiir die eine und andere Umlaufsrichtung verschiedene
Schwingungsdauer.

II. Die Bewegung, welche man die Priizessionsbewegung

6*
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eines Kreisels mennt, wird folgendermaBen erceugt: Ein
schwerer Rotationskérper, der sich sehr rasch um seine
Rotationsachse O dreht, wird mbglichst ruhig auf eine Vor-
richtung aufgeseizt, die einen vom Schwerpankte verschie-
denen Punkt O der Achse fixiert.
1J2* ist die Knergie der Rotation des Kérpers am
die Achse OF, welche wahrend der ganzen Bewegung kon-
stant bleibt.
FG*

B o= ;}_724_4_'24____2__--1-?33(} + ¢)

ist die nbrige ¥nergie des Kérpers gegeniiber der Ruhe
desselben in seiner Gleichgewichtslage (d. h. letztere als
Energienullpunkt gewdblt). ¥ muf nach Gleichung 129)
natiirlich ebenfalls konstant bleiben. Die Bedingung, daB
C nahe gleich 180° sei, lassen wir nun fallen. Die Be-
dingung, daB der Karper sehr rasch rotiert, aber ruhig
aufgesetzt wird, prizisieren wir dahin, daB E zu Anfang
und daher immer klein gegen }.J»? sein soll

Da im Ausdrucke fiir E alle drei Addenden wesentlich
positiv sind, so muB um so mebr der ersie derselben } G* 4"
klein gegenitber 1 J»? sein. Wir setzen nun voraus, da G
nicht sehr groB gegeniiber J ist. Da jedenfalls y = U ist,
so folgl, da auch G? y* 42 klein gegen J*1? daher G y* 4’
klein gegen J» ist. Wenn wir die Werte zn Anfang der
Zeit mit dem Index Null bezeichnen, so folgt aus 126):

24— T2 A
e— 0, = G 1o .&onf'y A .
Auf der rechten Seite dieser Gleichung sind im Zihler
beide Ausdriicke klein gegen den Nemner, daher ist die
ganuze rechte Seite klein und e immer sehr nahe gleich e,
Fs wird also der Winkel € immer fast konstant bleiben,
die Achse des Kreisels sinkt nicht. sondern behdlt ihre
Neigung gegen die Vertikale.

IV. Bewegungen, we C konstant ist, sind iibrigens auch
mdglich, wenn 4 J»? nicht grob gegen E ist und wir wollen
alle diese Bewegungen im folgenden unter einem behandeln.
Wenn ¢ konstant ist, muf nach 129) und 130) auch 4
koustant sein. Setzt man die unter dieser Voraussetzung
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aus den Gleichungen 94) abgeleiteten Werte von d/d¢ und

dpfdt in die beiden ersten der Gleichungen 119), so folgt:
—hyGAE =(G—J)vbyd +piyi
—BrGAY =(G=Tlvfy 4 +plyf.

Diese beiden (Gleichnngen sind identisch. Durch Kirzung

der ersten mit by oder der zweiten mit g8y folgt mit Ruck-

sicht auf 124):

134) Ged2—JvA +pl=0
p— v Jr+ VSt - dlepl
135) A" = X .

Sei vperst  gleich 1800 — &, wobel 5 < 90 ist, so wird:
—Jdy & YVI*» ¥ & plcoss
2G cose

Fir v =0 entspricht dies einem gewéhnlichen so-
genannten Kreispendel, d. h. einem Pendel, dessen Schwer-
punkt sich in einem horizontalen Kreise bewegt Die Dauer
eines Hinganges ist n/4". Ist » von Null verschieden, so
enthzlt das Kreispendel einen um die Verbinduogsiinie
seines Schwerpunktes und Aufhingepunktes ohme Reibung
rotierenden Kborper. Die Schwingungsdauer ist dann ver-
schieden, je nachdem das Pendel in der einen oder anderen
Richtung herumgeht. Der Zahlenwert von A’ ist groBer,
daher die Schwingungsdauer kiirzer, wenn 4’ das entgegen-
gesesetzte Vorzeichen wie » hat, d. h. wenn der retierende
Kérper. dessen Achse mit der negativen O Z-Achse einen
spitzen Winkel bildet, so daB ein positives » annahernd
einer gleichsinmigen Rotation wie ein abnehmendes 4 ent-
spricht, im gleichen Sinne rotiert als das Pendel herumgeht.
Dies haben wir fiir sehr kleine Entfernungen von der Rube-
lage schon sub II bewiesen und haben sehon dort auf die
Analogie hingewiesen mit der Verschiedenheit ‘der Fort-
pflanzungsgeschwindigkeit des rechts und links zirkularen
Lichtes in Medien. welche die Polarisationsebene des Lichtes
drehen.

Fiir ¢ = 90¢ wird die Umlaufsgeschwindigkeit fir die
Umlanfsrichtung. fiir welche A’ und » entgegengesetzt be-
zeichnet sind, unendlich, fir die andere gleich

A =
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136) %‘_.

Ist C ein spitzer Winkel, so ist eine derartige Bewegung
nur moglich fir o

Jv=2)Gple,
und zwar, wenn das Ungleichheitszeichen gilt, mit zwei ver-
schiedenen Geschwindigkeiten im gleichen Sinne.

Kehren wir wieder zu der sub III gemachten Speziali-
sierung zurilck, d. h. nehmen wir an, daB » sebr groB
ist. Dann wird die eine Wurzel der Gleichung 134) in
allen drei Fillen (0 < 90°% C=90°% C> 90°% sehr grof
(im zweiten genau unendlich) Die andere nimmt in allen
drei Fillen mit wachsendem » ab und hat fir groBe »
angensihert den Wert 136). Sie entspricht also der be-
kannten sogenannten Prizessionsbewegung. Da 4" positiv
ist, so dreht sich dabei die Ebene der O Z- und O[-Achse
im positiven Sinne um O Z, wenn die Rotation im positiven
Sinne um O¢ erfolgt.

(*enau dieselbe Priazessionsbewegung ist naturlich immer
mdglich, wenn unter sonst gleichen Umsténden stat. der
Schwerkraft beliebige andere Krifte wirken, sobald sich nur
deren Wirksamkeit auf ein Moment % reduziert, das blo8
die Achse O gegen OZ oder davon wegzutreiben, also
den Korper um eine auf diesen heiden Geraden senkrechte
Achse zu drehen sucht. Man hat dann in den obigen
Formeln bloB M /y statt pl zu schreiben.

Den Sinn der Prizessionsbewegung findet man unter allen
Umstanden folgendermaBen: Man denkt sich zuerst die Achse
O¢ anf kiirzestem Wege senkrecht gegen O Z gedreht. Dann
denkt mar sich in einem beliebigen Punkte der Achse O¢,
der nicht mit O zusammenfillt, eine Kraft angebracht, die den
Korper in demselben Sinne wie das Moment I zu drehen
sucht, und verlingert diese Kraft in dem Sinne, in dem sie
wirkt, bis zur Peripherie des rotierenden Korpers. Die
Richtung, wohin sich der getroffene Punkt der Peripherie
infolge der Rotationshewegung des Korpers augenblicklich
bewegt; fillt mit der Richtung zusammen, in der sich der-
selbe Punkt infolge der Priizession bewegt
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& 23. EKomponenten der Drehung um die fixen Achsen.
Winkel der fixen und beweglichan Achsen.

Zwischen den verschiedenen beim Probleme der Rotation
eines festen Korpers um einen fixen Punki vorkommenden
Groben besteht noch eine groBe Anzahl wichtiger Be-
ziehungen, welche wir nun kennen lernen wollen. Wir haben
in den Gleichungen 94) die augenblickliche Winkelgeschwin-
digkeit @ in drei Komponenten um die beweglichen Ko-
ordinatenachsen als Drehungsachsen zerlegt. Wir wollen
sie oun in drei Komponenten um die drei fixen Koordinaten-
achsen O X, 0Y, O Z als Drehungsachsen zerlegen und diese
letzteren Komponenten mit [, m, n bezeichnen. Wir be-
trachten jede der drei Lagen#nderungen, welche ein-
treten, wenn

1. bei konstantem B und C der Winkel 4 um d 4,

2. bei konstantem 4 und C der Winkel B um 4B,

8. bei konstantem 4 und B der Winkel ¢ um dC
wachst, und zerlegen jede in drei Drehungen um die drei
fixen Koordinatenachsen. Die erste Lagenanderung bedarf
keiner weiteren Zerlegung, da sie einer Drehung um 02
um den Winkel d 4 entspricht. Die zweite Lagenfinderung
ist eine Drehung um den Winkel ¢ B im negativen Sinne
um die Achse O(, also um den Winkel — d B im positiven
Sinne um dieselbe Achse. Wir wollen den Durchschnitts-
punkt der beiden groBten Kreise £ Z und §# der Fig. 1, § 13
8. 538, welcher Z am nichsten liegt, mit R, und den der Ver-
lingerung der beiden groBten Kreise XRY und {ZR, mit
R, bezeichnen (letzterer Punkt ist in der Figur nicht ge-
zeichnet). Die obige Drehung um die Achse O zerlegen
wir nun in zwei Komponenten um OZ und OR,. Erstere
ist — c¢d B, letztere y d B. Letztere wird noch in zwei Kom-
ponenten — ¢y dB und + aydB um OX und OY zerlegt.

Die dritte oben betrachtete Lageninderung bestand
darin, daB bei konstantem 4 und B der Winkel ¢ um 4C
wichst. Dabei dreht sich der Korper um die Achse OR
um den Winkel d C, welche Drehung um die Achsen 0X
und O Y die Komponenten ad C und e d C liefert. Weun wir



88 JI. § 28. Winkel der Achsen. [G1. 187. 138.

also ganz wie im Schema 87) S. 56 in die erste Vertikalreihe
die Komponenten der ersten, in die zweite die der zweiten,
in die dritte die der dritten L.agenanderung schreiben; in
die erste Horizontalreihe aber die Drehungskomponenten
um O0X, in die zweite die um O 7, in die dritte die um
0 7Z, so erhalten wir folgendes Schema:

dA dR ac
137) 0X — —aydB ad C
oy — aydB ad (7

0z dA —-ed B

Um I, m,n zu finden geniigt es anzunehmen, daB 4
wahrend der Zeit df um d4d= 4"dt, B um 4B = B di,
C um d7= (' dt wichst. Die gesamte durch d¢ dividierte
Drehung, welche der Kirper dabei min die Achse OX er-
fahrt, ist die Komponente / der Winkelgeschwindigkeit in
der Richtung O X, und da Ansloges fiir die Y- und Z-Achse
gilt, so ist also:

138) l=—eawyB+aC, m=ayB +a«C, n=4 —cBh.

Wir wollen nun die Winkel, welche je eine bewegliche
mit je einer fixen Koordinatenachse einschlieBt, durch die
drei Winkel 4, B, C ausdriicken. Wir bezeichnen den Ko-
sinus jedes Winkels, den die Achse Of mit irgend einer
der fixen Koordinatenachsen einschlieBt, mit w. » und w
haben die gleiche Bedeutung fiir die Achsen O# und OC
Je nachdem die bewegliche Koordinatenachse den bhetreffen-
den Winkel mit OX, OY oder OZ einschlieBt, soll der
Buchstabe fiir den Kosinus unten den Index z, y oder z er-
halien.

Wir denken uns in Fig. 1 wieder alle Punkte auf
der Kugeloberfiiche durch gréfite Kreise verbunden; dann
finden wir u, w, v, », aus den spharischen Dreiecken
XRE, YRE, XRy, YRy, u, und v, aus den sphirischen
Dreiecken ZRE& win ZR7, w, und w, aus den spharischen
Dreiecken { RX und {RY. Diein dieser Weise sich ergebenden
Werte kénuen wir in der folgenden Tabelle zusammenstellen:
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00X oY 0z

139) Of | wy=abd«fe u,=eb—-afic | u,=—Fy
On z,=afl—abe vy,=aff+abe v.=hy

of e, = ay W, =—ag w,=¢

Nach hekannten Formeln der analytischen Geometrie
hat man ferner:

2 3 3 _ 24 .2 B
'+ u, +u=1 v 4ot w?r=1
, 2 2 2 3 2 2 _
AL B ot SO B ul+ot+w 1
2 2 ¥ 3 2 - g
. wrtw+wi=1 w?+v?4w?=1
140}
1] - -
wu, + 9,9 +ww = 1] © v, + U, 7t oy =0
wu, vy, +wu, =0 ww + u,w, + uw, = 0
wv, +ou +ww =0 ovw +9w+vw=0
U, =V,U,— V0, V=W U0 U, W =UD U,
U =V, — D0, T=WU — WU, W =UY,—UD,
b =vw —bW, U,=Wu—Uw, W=iy—uy
z = Ed z = xz = x =
140a)/ y y ’ vy
“’uiwﬂ
w,ow | =1,
U, v W,

wobei in den Gleichungen 140a) das Zeichen wechseln
miiBte, wenn das Jateivische und griechische Koordinaten-
system nicht, wie iu Schema 139) angenommen ist, kon-
gruent, sondern Spiegelbilder wiren. Hierfiir sowie fir die
Formeln 140a) werden wir einen besonderen Beweis zu An-
fang des § 25 liefern. Alle diese Formeln folgen auch durch
Substitntion der Werte des Schenas 139).

§ 24. Die Drehung, ausgedriiekt durch die Differentiale der
Kosinus der Winke! zwischen den fixen und beweglichen
Achsen.

Wir bezeichnen nun mit w_, v, %, ... die Werte, welche

T u

die Kosinus der Winkel zwischen den fixen und beweglichen
Koordinatenachsen zur Zeit ¢ haben, mit w, + du,, v, +dv,,
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u,+du, ... die Werte, welche dieselben Kosinus zur Zeit
{ + dt haben, und wollen daraus die drei Drehungen i1dt,
pdt, vdt um die drei Achsen O§, O, O berechnen, welche
zusammengenommen der gesamten Liagendnderung fquivalent
sind, welche der Kdrper wihrend der Zeit d¢ erfihrt.

Wir wollen da die Achsen O§, O 75, Of doppelt ziehen.
Die einen sollen ohne unteren Index bezeichnet werden,
sich mit dem K&rper mitbewegen und zur Zeit ¢ 4 d¢ die
Lagen O§", 09", 0§ haben. Die anderen 0§,,0%,0¢
sollen zur Zeit ¢ mit Of, O, 0 zusaramenfallen, aber fix
im Raume und daher auch unverinderlich in ihrer Lage
gegen O X,0 Y, O Z bleiben. Dann bilden also 0§, 019, 0§
zur Zeit ¢t und O§,, Ow,,0f immer mit den fixen Ko-
ordinatenachsen Winkel, deren Kosinus u,, v,, %, ... sind.
Of&”, O und 0" aber bilden mit 0 X, 0Y, O Z Winkel,
deren Kosinus w, + du,, v, + dz,, u, + du, ... sind

Die gesamte Lageniinderung des Korpers wihrend der
Zeit d¢ kann man sich durch folgende drei Drehungen her-
vorgebracht denken:

1. Der Korper erfihrt die Drehung id¢ um die Achse
0%,. Schon bei dieser Drehung soll die Achse On fest
mit dem Kérper verbunden sein und in die Lage O  iber-
gehen. FEs ist also der Winkel zwischen Oz und Oy gleich
dem Drehungswinkel Ad¢ Da dieser Winkel sehr klein ist,
so ist mit Vernachlassigung von unendlich kleinem hdherer
Ordnung:

idt=sin(0O9, Oq) = cos(0f, O7).

2. Der Korper erfihrt die Drehung ud¢ um die Achse
O7,. Dabei soll die Achse O7’, welche natiirlich wieder
fest mit dem Korper verbunden ist, in die Liage O#" iiber-
gehen. Da sie sich hierbei in einer Ebene verschiebt, die
senkrecht auf der Ebene der beiden Geraden Of, und O%
steht, so indert sich dabei der Kosinus der beiden letzteren
Geraden nur um unendlich Kleines hoherer Ordnung, mit
dessen Vernachlissigung man daher hat:

cos(0¢,, O7") = Adt.

3. Der Korper erfihrt noch die Drehung »d¢ um die

Achse 0f,. Dadurch soll die noch inmer fest mit dem
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Korper verbundene Achse Ox” in die Lage O#” iber-
gefithrt werden. Da sie sich hierbei wieder in einer Ebene
bewegt, die senkrecht auf der Ebene der beiden Geraden
0§, und O7n” steht, so indert sich deren Kosinus wieder
um unendlich Kleines zweiter Ordnung, es ist also schlieBlich:

141) cos (0f,, O7") = Adt.

O ist aber genau die Lage der Achse O7, welche
schon oben mit O#%” bezeichnet wurde. Denn es ist die
Lage, die dadurch entsteht, daB der Korper seine gesamte
wihrend d¢ erfolgende Lageninderung erfihrt und dabei
die Achse O# fest mit ihm verbunden bleibt. Die Kosinus
der Winkel, welche 0% mit den fixen Koordinatenachsen
bildet, sind daher diejenigen GroBSen, welche wir mit
v, + dv,, v, + dv, v, + dv, bezeichnet haben, wihrend O
mit denselben Koordinatenachsen diejenigen Winkel bildet,
deren Kosinus wir mit w,, w, und w, bezeichnet haben.
Daher ist:

142) { cos (0, O7” =w.(v”+doj+w’(v’+de,]+
+w,lv, +dv) =w,dv, + v, dv, + w,dv,

wegen

143) v, +v,0, +v,w, =0

(vergl. die Relationen 140)

Bedenken wir, daB in du_ etc. nur Glieder hoherer
Ordnung, die also durch dt¢ dividiert mit abnehmendem d¢
sich der Grenze Null nihern, vernachlissigt sind, so daB
die Quotienten du_/d¢ etc. genau das sind, was man als die
Differentialquotienten dieser Grifen nach der Zeit be-
zeichnet, so erhalten wir, wenn wir den Ausdruck 142) in
die Gleichung 141) einsetzen und durch d¢ dividieren:

de, E_f_y_ duv,

144) A=w, gyt gy e gy

Dis Differentiation der Gleichung 1438), welche offenbar zu
allen Zeiten gilt, nach der Zeit lehrt uns, daB die rechte
Seite der Gleichung 144) auch gleich

dw, dw, d 1w,

—Y%gr ~%ar — %a:
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ist. Man erhalt daber auch:

dw, d i, d i,
145) =—%a ~%ar T %ar
Die zyklische Vertaaschung liefert:
o 1w, dw, aw, d ¥y &y, du
148 b=t gt TSI =" % ~%a: —Y%d
) d ., du,_ Effi’ lr,__“H
'=”=d:+yd:+"’ ¥y T Y%ge — %dy
Diese Gleichungen kﬂnnten verifiziert werden. indem
wir in ihre rechte Seite fir v,, w, ... ihre Werte aus dem

Sehema 139) einsetzen. Durch Differentiation dieser Werte
nach der Zeit kann man dv,[di, dw,[dt... finden, die
dann auch in die rechte Seite der Gleichungen 144), 145)
und 146) einzusetzen sind. Man wiirde so fur die rechten
Seiten in 144), 145) und 146) wieder die Werte erhalten,
die nach 94} gleich 4, x und » sind.

Wir konuen analog auch 2, m,n darch v, v, u, ...
nnd deren Differentialquotienten nach der Zeit ausdriicken.
ldt, mdt und ndf sind die drei Drehungswinkel, welche
dem Kérper um die Achsen OX, OY, OZ erteilt werden
miissen, um die Lageniinderung zu erzeagen, welche er
wihrend der Zeit dt wirklich erfahrt.

Man wirde offenbar dieselbe relative Lagendnderung
des Korpers relativ gegen die Achsen OX,0Y, 0Z er-
halten, wenn man den Kidrper und damit die Achsen
0f. On, Of fix im Raume lieBe, aber die drei fest mit-
einander verbundenen Koordinatenachsen 0OX, 0Y, O Z zv-
erst um OX um den Winkel — Id¢, dann vm O Y um den
Winkel — md¢, und zuletzt um O Z um den Winkel — ndt
drehen wiirde. Sie sollen dadurch in die Lagen 0 X", O ¥
und O Z"” tubergehen. Da diese drei Geraden relativ gegen
0&, O, Of dieselbe Lage wie die Geraden. die wir frither
mit 0§, 09", O bezeichneten, relativ gegen 0 X, 07,
O Z haben, so ist z. B.:

14T, {cos{OY”’, 08 =u,+du,. cos(OY”, 09 =y +dv,
/ cos(0Y", 08) = w, + dw,.
Um die Lage O ¥ zu ermitteln, denken wir uns wieder
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die Achsen OX, OF, 07 doppelt gezeichnet. Die ersten
ohne unteren Index sollen die oben besprochenen Drehungen
um die Winkel — Id¢, — mdi, — ndt machen. Die zweiten,
die wir mit OX,, 0¥, 0Z bezeichnen wollen, sollen fix
im Raume und daher auch relativ gegen O &, Oy, G bleiben,
da wir jetzt auch die Lage der letzteren Achsen un-
veranderlich lassen. Die Drehung — ld¢ geschieht um die
Achse OX. Durch dieselbe gehe OY in die Lage OY
iiber, s0 daB man analog der Gleichung 141) hat:

148 —1ldt=sin(0Y,0Y)=cos(0Y, 0Z).

Durch die beiden Drehungen — mdi und — ndt um
die Achse O Y, und O Z, soll die Gerade O Y in die Lagen
OY" und OY" ubergeben. Es ist daun OY" mit der
aben schon so bezeichneten Geraden identisch, und da durch
die beiden zuletzt erwihnten Drehungen der Kosinus sich
nur um unendlich Kleines zweiter Ordnung #ndert. so folgt
aus (zleichung 148):

149) cos(0Y”, 0Z)=—idt.

Da nun

cos(0Z, Ofj=u, cos(9Z,0n)=v, cos(0Z. 0 =uw,
ist, so folgt aus den Gleichungen 147)

cos(0Y", 02)) = u(w,+du) +v,(n,+dv, + 1w, o, +dw),
woraus wir in Verbindung mit Gleichung 149), ganz wie wir
fruher die Gleichung 144) erhielten, finden:

150) I = __u‘é;f;_,‘ ;d&? "'wfﬁ:’“r%? + % +w,f)
mit zwei analogen durch zyklische Vertsuschung gebildeten
Gleichungen. Wurde man die 1m Schema 139) zusammen-
gestellten Werte fir w_, v, u, ... hier substituieren, aus
diesen durch Differentiation nach der Zeit du_/d¢... bilden
und auch diese Werte substituieren, so wiirde man wieder
die Gleichungen 138) erhalten.

8 25, Verschiedene andere Relationen

Betrachtet man die drer unter den Gleichungen 140)
vorkommenden Gleichungen
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u,? + u,z +ul=1
%, v, +“:r”; 4+ u v, =0
w,w, + v w, + %w, = 0
als lineare Gleichungen fiir u,, u,w, und setst die De-
terminante der Koeffizienten

| u,, w, %,
Ups Uy 9, - 4,
w,, Wy, W, |
so folgt:
u 4= v, 0, — 7,0,
151) wd =00, —0,w,
ud=wo9v,—w,0,.

¥ ¥

Addiert man die Quadrate dieser drei Ausdriicke, so erhilt
man links 4%, Die rechte Seite kann man leicht in die Form

@2+ 92+ 00002 + w2+ 1)) — (0, + g0, +9,%0) =1

bringen. Es folgt also 4 =+ 1.

Bringt man die positive O X-Achse mit der positiven
O §-Achse, und gleichzeitig die positive O7-Achse mit der
positiven O Y-Achse zur Deckung, so decken sich, falls die
Koordinatensyteme kongruent sind, auch die positiven
Z-Achsen. Es ist also u, = v, = w, = 1, und aus der ersten
der Gleichungen 151) folgt 4 =+ 1. Falls die Koordinaten-
systeme Spiegelbilder sind, sc deckt sich die positive Z-Achse
mit der negativen {-Achse. Es ist also u, = =—w, =1
und es folgt 4 =— 1.

Natiirlich behdlt 4 in beiden Fillen seinen Wert auch
fir alle anderen relativen Lagen der Koordinatenachsen,
da es, wenn sich die Lage kontinuierlich #ndert, nicht
plotzlich von — 1 zu 4 1 iiberspringen kann. Wir setzen
immer kongruente Koordinatensysteme voraus, so daB also
4=41 ist

Wir wollen nun mit 2,y » die Koordinaten irgend
eines Punktes P des festen Korpers beziiglich der fixen
Koordinatenachsen zur Zeit ¢ bezeichnen. §, 9, { seien die
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Koordinaten desselben Punktes beziiglich der beweglichen
Koordinatenachsen. Die letzteren Koordinaten andern sich
natitrlich nicht mit der Zeit. Dann hat man nach den be-
kannten Formeln fiir Koordinatentransformation:

l x=“5§+vxﬁ+w3‘:
152) y=ué+on+wl
l x=u,§+v‘q+w,§

j E=uz+ uy+ uzx
153) 1T=0,2+v,y+ 1,2
l E=w,z+wy+w,3.

In jeder dieser Gleichungen zieht ein lateinisches z, y
oder z auch den Index z oder y oder z nach sich, ein
griechischer Buchstabe &, 7 oder { aber den Buchstaben
u, v oder w.

Wir wollen nun die Zawichse dz, dy, dx berechnen,
welche die Koordinaten z,y, © durch diejenige Lagendnderung
erfahren, die der Korper wihrend der Zeit d¢ erfihrt. Diese
Lageninderung kann durch die drei Drehungen [d¢ um die
Achse OX, mdt um die Achse OY, ndt um die Achse 0 Z
erzeugt werden. Bezeichnet man die Koordinatenzuwichse,
welche durch die erste resp. zweite oder dritte Drehung
allein erzeugt wiirden, mit dem Index I resp. m oder », so
ist nach Formel 145) (§ 55 des L Teiles):

dz,; =0, dy,=—1zdt, dzx,=I1yd!
dzmr_-mxdt, dym=0, dﬁm=—m£df

dzr, =—nydi, dy =nzdt, dn, =0,

Die durch die gesamte, wihrend d¢ statttindende Lagen-
andernng entstehenden Koordinatenzuwichse sind bis anf
unendlich Kleines hoherer Urdnung die Superposition dieser
Zuwachse. Dividiert man die Gesamtzuwiichse durch di,
so eilen die Quotienten mit abnehmendem di folgenden
Grenzwerten zu, welche also die Differentialquotienten der
Koordinaten nach der Zeit darstellen:
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dzx
-‘;-t-— mx —ny
i

154) H=ns—ix
dx
7 ra ly — mr

Dieselben Formeln erhdlt man, wenn man die erste der
Gleichungen 152) nach der Zeit differenziert. Da die be-
weglichen Koordinatenachsen mit dem festen Korper un-
veriinderlich verbundea sind, so sind dabei &, 1, ¢ als kon-
stant zu betrachten. Es folgt also:
dx d u, d o, _dw,
gr =i t1a; T
Substituiert man fir &, 7. £ deren Werte aus den Glei-
chungen 153), <o folgt mit Riicksicht auf die Gleichungen 150,
wieder die erste der Glewchungen 154). Wenn man die
halbe Masse jedes Massenpunktes des Korpers mit dem
2 Wi s g dz\2 dy)? dz\2
Quadrate seiner Geschwindigkeit (dr) + (:ﬁ) 4 (?F)
dz dy x .
q® dé wd durch die Werte 154)

ersetzt und Uber alle Massenpunkte summiert, so erhalt
man wieder den Ausdruck 95) fur die lebendige Kraft T,
den wir schon kennen.

Unter den obigen Formeln haben alle, in denen die
Momente D, £, F picht vorkommen, einen rein geometrischen
Charakter. In geometrischer Beziehung spielen aber die
Achsen 0X, 0Y und OZ genan dieselbe Rolle wie die
Achsen OE, On, OF. Die relativen Lagen und daher alle
rein geometrischen Beziebungen bleiben vollkomwmen die-
selben, ob die Achsen 0 X, 0Y, 0 Z fix sind und die Achsen
OE, On, 0f die Drehang wit der Winkelgeschwindigkeit w
um die augenblickliche Drehungsachse wachen, deren Kom-
ponenten umi die ersteren Achsen /, m, n, um die letzteren
A, w, v smd. oder ob umgekehrt die Achsen 0§, On, O
fix sind, und die Achsen 0X, OY, OZ gerade die
entgegengesetzte Drehung machen, deren Komponenten
die Achse 0X, OY, 0Z dann opatiirlich — 1, —m, — n,
um die Achsen 0%, On, Of aber — %, —pu, — v sind

multipliziert, darin
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Wir kénnen also in allen Formeln, welche die Drehungs-
momente D, E, F nicht enthalten, die Achsen 0X, 07,
OZ mit den Achsen O, Oy, O und umgekehrt ver-
tauschen, wodurch sich auch die Winkel 4 und B ver-
tauschen, dagegen C in — C und folglich auch ¢ in —C’
und y in — y fibergeht. Alle derartige Formeln von rein
geometrischem Charakter bleiben daher richtig, wenn wir
jede in der folgenden Reihe angefithrte GroBe mit der in
der nachsten Reihe unter ihr stehenden. und umgekehrt
jede in der zweiten Reihe stehende mit der dariiber stehen-
den vertauschen:

T, Y, Xy Uy, U, U, v, w,w, l, m, n, A, C, ©,0X,0Y,07Z.

y? z! Yzt Wy Wy

& 0 & vy v, u, 0. u, v, —2—u,—, B, —C, —w, 0§, O, OF.

u,, v,, w, dagegen miissen ungedndert bleiben. Darch diese
Vertauschung erhilt man z. B. ausw, = ab —af¢c die ent-
sprechende Formel fiir v, ebenso aus {=—wyB +aC’
den fiir — A gefundenen Wert etc. Derartige Vertauschungs-
regeln ersparen, wenn man die eine Hilfte der Formeln
gefunden hat, die Arbeit der Ableitung der anderen Halfte.
Hat man aber alle Formeln bereits abgeleitet, so hilden die
Vertanschungsregeln wenigstens eine oft willkommene Kon-

trolle fiir die Richtigkeit der Rechnung.

§ 26. Die Zusammenfassung der in den behandeclten
speziellen Fillen gefundenen Besulfate liefert die allgemeinste
Bewegung eines starren Edrpers.

Wir haben bewiesen, daB sich bei Einwirkung ganz
beliebiger Kréfte auf einen vollkommen freien Kérper dessen
Schwerpunkt wie ein einziger materieller Punkt bewegt, auf
den alle diese Krafte gleichzeitig wirken und daf die
Drehung um den Schwerpunkt so geschieht, als ob derselbe
ohne Anderung der sonstigen Umstinde festgehalten wiirde.
Da wir die beiden letzteren Probleme nach dem vorgenom-
menen ldsen konnen. so haben wir auch das allgemeine
Problem der Bewegung eines vollkommen freien Korpers
unter Einwirkung beliebiger Krafte indirekt gelist nnd es

Boltzmsnn, Mechanik IL 1
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ist dies in der Tat der Weg, den man meist einschlagen
wird, da man dadurch die kompliziertere Aufgabe in zwei
mdglichst einfache zerlegt. Natiirlich haben wir aber damit
noch nicht die Bewegungsgleichungen fiir den aligemeinsten
Fall explizit hingeschrieben.

Behandelt man das Problem von vornherein in voller
Allgemeinheit, so werden die Gleichungen zwar erheblich
komplizierter und unanschaulicher, aber man hat den Vorteil,
daB man alle Aufgaben, die wir nacheinander ldsten, in
derselben Formel beisammen hat und durch Spezializsierung
derselben gewinnen kann. Wer sich fiir die Schonheiten
dieser Behandlungsweise interessiert, der sei aufler auf
Lagranges Mécanique analytique auf Kirchhoffs Vor-
lesungen fiher Mechanik verwiesen..

Ich will hier nur kurz zeigen, wie man von den bisher
behandelten Spezialfillen aus, da sie ja implizit den all-
gemeinsten Fall enthalten, anch wieder ohne groBe Schwie-
rigkeit zu den allgemeinsten Formeln gelangen kann.

Um in der allgemeinsten Weise die Lage eines voll-
kommen freien festen Korpers gegen ein fixes Koordinaten-
system OX, OY, OZ
zu definieren, legen wir
durch einen beliebigen
Punkt 2 des festen
Korpers drei Koordi-
natenachsen 2§, Qg
¢, die sich mit diesem
fest verbunden mitbe-
wegen (die beweglichen

/ Koordinatenachsen).

be Wir bezeichnen mit
Fig. 2. «, 3,7, welche Buch-

gtaben wir, sowie g, b, ¢

jetzt nicht mehr in demselben Sinne wie hisher ve:-
wenden, die Koordinaten des Punktes £ beztiglich des fixen
Koordinatensystems, und wit «, v, 0 die Komponenten der
Geschwindigkeit des Punktes £ in den Richtungen der be-
weglichen Koordinatenachsen; ferner mit a, b, ¢ die Koordi-
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naten des Punktes O be:iiglic/: der beweglichen Koordinaten-
achsen, mit /, m, n und A, u, » die Komponenten der augen-
blicklichen Drehungsgeschwindigkeit des Korpers nach den
fixen resp. beweglichen Koordinatenachsen, und mit &, #, &
die Koordinaten des Schwerpunktes § des Kirpers bezig-
lich der beweglichen Koordinatenachsen (vergl. Fig. 2). End-
lich setzen wir analog wie friiher:

u, =cos(X.§), wu,=cos(Y,§), ou,=cos(X,7)...

Wiirde der Punkt £ ruhen, so wiren bei gleicher Dreh-
bewegung des Korpers nm den Punkt 22 die Komponenten
der Geschwindigkeit des Schwerpunktes S in den Richtungen
der beweglichen Koordinatenachse:

165) —gnv+Sp, —Si+&r, —Ep+ni

(Infolge der Drehung A allein wiren sie ja mach den For-
meln 143) des L Teiles Null, — 1, + 17; addiert man
dazu die durch zyklische Vertauschung folgenden Geschwin-
digkeitskomponenten infolge der Drebungen g und », so
folgen die Formeln 155); vergl. auch die Formeln 154).)

Dazu addiert sich moch die Progressivbewegung des
Punktes 2, so daB die wirklichen Geschwindigkeitskompo-
nenten des Schwerpunktes S in der Richtung der beweg-
lichen Koordinatenachsen

156) p=u—ny+lp, x=v—Li+Es, Yy=to—Eu+nl

sind. Die lebendige Kraft der im Schwerpunkie vereini
gedachten Gesamtmasse M des Korpers ist also:

157) F@ 2+ ).
Die lebendige Kraft der Drehung um den Schwerpunkt ist:
158) }(GA 4+ Hp* + T8 — Guv— Hiv— T Aip=T,.

Dabei haben G, H,J, G, H, J° dieselbe Bedeutung beaziig-

lich dreier dureh den Schwerpunkt parallel 2§, Q7 und

¢ gelegter Achsen, die sie frither beziiglich Q§, O, O

hatten. Haben noch G, H,, J;, G, H,,J;' dieselbe Be-

deutung beziiglich der Achsen 2§, 24, 2, so ist also
1‘
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G, =G+ ME, H1=H’+Mq‘-', J’1=J+M_E*
G =G+ Mnl, B =H+MEL, J/=J+MEn
(vergl. Formel 149), § 57 des I. Teiles).
Die gesamte lebendige Kraft des Korpers ist nach dem
im I. Teile am Schlusse des § 64 entwickelten Theorem die
Summe der Ausdriicke 157) und 158), also wenn man noch
die Werte 158) substituiert:
T = 4 L+ o— Dt £+ 0 —Ep 12T+
+3 (@GR +Hp + v — Gpy—Hilv—JAp.

159)

Wir wollen nun die Summe der Komponenten aller
auf den Kérper wirkenden Krifte in den Richtungen der
beweglichen Koordinatenachsen mit X, ¥, Z bezeichnen.
Die GriBe X ist dann nach dem Schwerpunktssatze gleich
der Gesamtmasse 3 des Korpers multipliziert mit der Be-
schleunigung des Schwerpunktes in der Richtung, die mit
der Richtung zusammenfillt, welche die bewegliche Ab-
szissenachse gerade zur Zeit ¢ hat. Die Geschwindigkeits~
komponente des Schwerpunktes in dieser Richtung ist zur
Zeit ¢ gleich ¢. Zur Zeit i + r haben die beweglichen
Koordinatenachsen etwas andere Richtungen: 2 &, @2, 7,,
9, ;,. Die Komponenten der Geschwindigkeit des Schwer-
punktes in diesen Richtungen sind zur Zeit ¢ + =:

_ deo dy dy
amEgpEgnh hertYgpn WesYF5p.

Die Komponente der Geschwindigkeit des Schwerpunktes
zur Zeit £ + v in der Richtung, welche die bewegliche Ab-
szissenachse zur Zeit ¢ hatte, ist daher:

Py =Py €08 (2§, 2 &) + 1, co8 (2§, 2 1) + y, cos (2§, 2, ).

Nun ist bis auf unendlich Kleines hoherer Ordnung
cos(RE, 2 £)=1. Da wir ferner sahen, duB sich die
Drehungen der Parallelverschiebung einfach superponieren,
so ist apalog mit 141)

c08(2§, Q 7)) =—vr, co8(2§ L, )=npr1,
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daher mit Vernachlissigung von unendlich Kleinem von der
Ordnung z%:

d
q;!=:p+d—':t-—zst+1p,ur.

Die Beschleunigung des Schwerpunktes in der Richtung,
welche die bewegliche Abszissenachse zur Zeit ¢ hatte,
aber ist

4 - d
hm?‘—,~2=ﬁ—-vz+p¢,

und da diese Beschleunigung mit M multipliziert gleich X
semn mufB, so hat man schlieBlich:
H%%=Jhx-ﬂpw+x.
Diese (Gleichung kann mit Riicksicht auf den Wert 159)

von T und die Werte 156) von ¢, 7, v auch so geschrieben
werden

160) 4 8T arT

8T
At ou ~"ar Maw T
was mit der Gleichung 12) der 6. Vorlesung der Kirch-
hoffschen Bechanik tbereinstimmt.
Da die Drehung um den Schwerpunkt genau so ge-
schieht, als ob dieser festgehalten waire, so hat man ent-
sprechend den Gleichungen 99) und 100)

4 8T, 8T, 3T

161) F7I Tt i o T

s

wobei D, das Drehungsmoment aller auf den Korper wirken-
den Krafte um eine der beweglichen Abszissenachsen par-
allel durch den Schwerpunkt gezogene Achse ist. Bezeichnen
wir mit D das Drehungsmoment derselben Krifte bezuglich
einer Achse, die mit der Liage der beweglichen Abszissen-
achse zur Zeit ¢ zusammenfillt, so ist nach § 29 des I. Teiles:

D=D +73Z-(Y.
Wir konnen daher die Gleichung 161) in der Form schreiben:

d 87, _ 8% _ 37,

dt a1 F A

— g Z4+ LY+ D.

162)
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Nun folgt aus 158) und 159):
9T _ 3% _, 3T o1

I

gi a8
=5 g31 4 ;22
PRI 1 St
d T aT aT

+13¢ 5% ~ ¥ 7o T 5w ot
Driickt man vermdge dieser Gleichungen die in 162) er-
T, 6T 48T
scheinenden Werte von %";‘-, %—il und %—;‘ durch 1
und 3_3’ aus und substituiert fiir X, ¥, Z deren Werte aus
160), so liefert die Gleichung 162)
2 d 6T aT 0T er oT
163} ﬁﬁ=vﬁ—p-§,+w§;v—va—w+D,
was mit Kirchhoffs Gleichungen 18) (L c¢.) iibereinstimmt.
Die Komponente der Geschwindigkeit des Schwerpunktes
in der Richtung der fixen Abszissenachse ist entsprechend
der Gleichungen 153):
ar aT d T) i

@ +o,x +w Y= (uxlé; £ 2 vzﬁ + w’ﬁ-;; "

Da die fixen Achsen ihre l.age im Raume nicht dndemn,
so ist die Komponente der Beschleunigung des Schwerpunktes
in der fixen Abszissenrichtung einfach der Differential-
quotient dieser Grofie nach der Zeit. Multipliziert man
diesen noch mit M, so muB das Produkt gleich der Summe
Xsx der Komponenten aller auf den XKorper wirkenden
Krafte in der Richtung der fixen Abszissenachse sein, wo-
durch man dis Gleichung

d a7 8
164) 55 (W5 + o + w%) -Xpe
erhilt, welche mit der ersien der von Kirchhoff (L c) mit
Nummer 14 bezeichneten Gleichungen identisch ist.

Fudlich sind die Flichenmomente des ganzen Korpers
beziiglich dreier durch dessen Schwerpunkt § parallel der
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augenblicklichen Richtung der Achsen 2§, Q7, 2, ge-

zogenen Achsen gleich 98,25 , 2% Die Flachenmomente

83’ du’' 9»
des Korpers beziiglich dreier gleichgerichteter, durch den
fixen Koordinatenursprung O gezogener Achsen O§, O4,
O{ sind nach § 31, 8. 112 des 1. Teiles um die Momente
groBer, weleche der stets in § befindlichen und mit § mit-
hewegten Masse M beziglich der letzteren Achsen zukime.
Da die Punkte O und S beziiglich der Achsen Q&, 27, Q¢
die Koordinaten a, b, ¢ resp. §, 5, £ haben, so sind die Ko-
ordinaten von S bezuglich der Achsen O§, 07, Of gleich
§—~a, -6, {—c. Die Geschwindigkeitskomponenten
von § in den Richtungen der beweglichen Koordinatenachsen
sind nach 156)

1o 141 19T

Hou' Mde' Miw’
dsher ist das Flichenmoment der in S konzentriert ge-
dachten Masse M beziiglich der Achse O&:

(1—Dgm—C =5

Das Flichenmoment m; des ganzen Korpers beziiglich
derselben Achse finden wir, indem wir hierza noch %—ij

addieren. Daraus ergeben sich dann durch zyklische Ver-
tauschung die Flachenmomente m, und m; des Korpers
bezfiglich O% und O, so daB man hat:

aT aT , 87T,

me= =Ygy —C—dge + 57

a1 éT [ 8T,

165) my= = 90 —E— 5T + 5

a1 8T , 07,
mc“(é"“)"g;""(ﬂ—b);ﬁ;-}- o
Das Flachenmoment des Korpers beziiglick der fixen Ab-
szissenachse aber ist:
m_ = wu_mg+v,m, + w mz.

Hier hat man fir mg, m,, m; die Werte 165) zu sub-
gtituieren. Bedenkt man, daB die Abszisse des Punktes O
beziiglich der Achsen Q§, Q7, 2§ gleich
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a=—au,—fn, —yu,
ist, daB aus 160) folgt
aT a7

8T
1 Tqe ET +57 ax
und nimmt dazu die vier aus diesen beiden (Gleichungen

durch zyklische Vertauschung folgenden Gleichungen, so
ergibt sich unter Zuziehung der Gleichungen 140a):

m, = (Bu, ——7u}g—T+(ﬁv —yt.!)a—T
TENLT U
Setzt man den Differentialquotienten dleser Grdfe nach
der Zeit gemaB dem ¥lachensatze gleich dem gesamten
Drehungsmoment D;, aller Krifte beziiglich der fixen Ab-
szissenachse und bildet aus der betreffenden Gleichung durch
zyklische Vertauschung zwei neue Gleichungen, so erhalt
man das letste System der fir einen vollkommen freien
Korper geltenden (Gleichungen. Man siebt sorfort, daB es
unter Beriicksichtigung der Abweichungen unserer Bezeich-
nungen von denen Kirchhoffs mit dem Gleichungssysteme
identisch ist, welches dieser l. c. mit Nummer 15 bezeichnet.

166)

III. Die verschiedenen Formen des Wirkungs-
prinzipes.

§ 27. Die @Gleichungen, wealche fiir nicht holonome genera-
lisierte Ecordinater an die Stelle der Lagrangeschen treten.

Ehe wir die allgemeine Diskussion der verschiedenen
Formen des Wirkungsprinzipes in Angriff nehmen, wollen
wir noch die Zusatzglieder berechmen, welche zu den La-
grangeschen Gleichungen hinzutreten, wenn die angewandten
generalisierten Koordinaten nicht holonom sind. Sie sind
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danp jedenfalls durch Gleichungen von der Form der Glei-
chungen 23) mit den rechtwinkligen verkniipft.

Wir nennen den aus diesen bei Konstanthaltung aller
p, folgenden Differentialquotienten von z, nach ¢ den par-
tiellen nach # und bezeichnen ihn mit 6#,/d¢; eine analoge
Bedeutung hat &, /Gp,, so daB man also hat:

81, k 8T gk
167) =, 2.
Aus denselben Gleichungen folgt:
18§ Z,=I + gk H;,ph

Dagegen ist bei Bildung der #z, die Zeit konstant zu
erhalten, so daf man hat:

169) Py = ?n}f s, .

Versteht man daher unter einem partiellen Differential-
quotienten der /. einen solchen, wobei von den Variabeln ¢,
p, und @', alle konstant erhalten werden, bis auf die eine,
nach welcher differenziert wird, so ist:

- 8z, oI 8 Ir*
10 Tm T 2‘ el
8%: it l™
-a_P!; = H: T dp ’
letzteres gemaB den Gleichungen 167). Durch Differentiation
derselben Gleichungen folgt-

171)

d [0z, oﬂh .
172) w7 =5 oy Z 75
Es ist also:
8z, d (83 aﬂ* I, ,(aﬂ“ a;z*)
i e~ T 2P\ T
Wir setzen nun kiirzehalber
® X 8 o* aHx
wgp (E 0B s BN DG
ap,, dat A’ aPh ap‘. Ai
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so daB wir schreiben knmen:

ey an;‘; d
Hs E N ap,, Z-m

Die geometrische Bedeutung der hier neu eingefihrien
GroBen ergibt sich durch folgende Betrachtungen.

LaBt man zuerst p, um dp, und hernach p, um dp,
wachsen, 8o nimmt die GriBe z, zuerst um IT; dp,, hernach

H
um (ﬂf Wig dp,.) dp, zu. Diejenige Stelle des Raumes,

wohin wihrend dieses ganzen Prozesses der materielle Punkt,
dessen Masse m_ ist, von seiner Ausgangsstellung aus ver-
schoben wird, heijBe B;;. Nun soll umgekehrt zuerst p, und

dp, und dann erst p, um dp, wachsen, so daB zuerst z, um
k

s
IT¥dp, und daon um (1:1:+ ap.h dpt) dp, wichst. Dabei
gelange dersélbe materielle Punkt, dessen Masse m,_ ist, von
seiner unverschobenen Lage nach 4;;. Man sieht sofort,
daB, wenn k=r, r 4+ 1 oder r 4 2 ist, die GréBe
e eIk
(g};‘ i )dp,. dp, = 5, dpmdp;

nichts anderet ist, als die Projektion der geraden Verbin-
dungslinie 4;; B;; der beiden Punkte 4j; und Bj; des Rau-
mes auf diejenige Koordinatenachse, nach welcher die =z,
gezdhlt werden. Bezeichnet man diese Projektion mit
Cx: Df;, so ist also:

O Dis

8= limg2 apudp;

Ahnlich seien Z; und F. die beiden Punkte des Rau-
mes, wohin sich das Massenteilchen m_ verschiebt, wenn
einmal zoerst ¢ um d/ und dann p, um dp,, das andere
Mal zuerst p, um dp,, dann erst ¢ um d¢ wachst. Ferner
sei G H; die Projektion von E F auf dicjenige Koordi-
natenachse, nach welcher die 2, gezihlt werden. In der-
selben Weise, in der sich frither die geometrische Bedeuntung
von g, ergab, findet man jetzt, daB
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ist.

Bezeichnet man die Faktoren, mit denen Lagrange die
Bedingungsgleichungen 6) multipliziert, mit p,, gty . . . i, 50
folgt ans 6) und 4) in der bekannten Weise:

175) Ny=mmdi+ Simé, k=1,235... 85
1

3n
Fihrt man in dem Ausdrucke > X, 6z, statt der dz,
b 1
die dp, vermige der Gleichungen 23) ein, welche in unserem
Falle liefern: dz, = 23 II; 8p,, so erhilt man:

3n 2

176) 2; xkaa:t.—.??;&ﬂi dp,-

Der Koeffizient von dp, in dem Ausdrucke rechts soll,
wie bei holonomen generalisierten Koordinaten die nach der
Koordinate p, wirkende Kraft genannt und mit P, bezeichnet
werden, so daB man also hat

3= 3n T
177 Bo=2k X I = b (m;,a::-{-Zl w &) Iy ;

letzteres gemaB der Gleichung 175)
Wir wollen nun, wie wir es bei Ableitung der La-
grangeschen Gleichungen im vorigen Paragraphen taten,

den Ausdrnck 2, % nach der Zeit differenzieren. Es folgt:

d 3 Ga:. — a.ﬁt ’ d_ axg

e e (5o =5 ap + 5 (55)-
Bei holonomen Koordinaten kans man offenbar ohune
weiteres

d _B_@ — Bz’;

di\op) Op
setzen. Allein bei nichtholonomen ist dies nicht mehr ge-
stattet. Denn es ist:

T = Hi + Zi ﬂ??i,
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daher:
8%, omHF aﬂ"
N TP 7 Fp P
wogegen:
3
?ﬁfﬁ:ﬂi’
daher:
d ax,"J d I} — 8 M
179 SRR (P nle b ;SR L
) dt(éph_aét-!' l-ap(p=

ist. Man hat daher:

d ’ 85; n a-’L} r dx; , d % ax”i)
‘d_z’(mk_a_" = w + Z ETs +xk('§? in O

7

oder nach Gleichung 174):

d , 8 wOx e 0:5’
180) 7 (:4 'ﬁf) =2 §2 4 5 2% xk(g: + Z ,“p.)

Wir multip].izieren nun diese Gleichung mit m,, addieren
beiderseits 2@, 5;2 * und summieren schlieBlich beziig-
lich k& von 1 blS 3n.

Beginnen wir ganz links und schreiten zu immer mehr
rechtsstehenden Gliedern der Gleichung 180) vor, so ist

1. nach Gleichung 171):

Sa
i § Ba:; ; aw; dq;.
180 sz*?l’_t_(x* ap;) d!Z "Gp e T

g, hat die bekannte Bedeutung. Ks ist das Moment
beziiglich der k-ten Koordinate und wird gebildet, indem
man die lebendige Kraft

3n
182) T= >;:k m, &'

als Funktion der p, und p’, ausdriickt und dann nach p’,
partiell differenziert.

2. Wir betrachten zunichst den Fall, daB die p, die
Bedingungsgleichungen identisch erfiillen. Dann ist bei
konstanter Zeit fur jedes { (1,2...a):
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3n
183) kg 0z, =0,
1

wenn sich die p, beliebig indern, daher auch, wenn alle
anderen bis auf eines, das wir wieder p, nemnen wollen,
sowie die Zeit konstant bleiben. Mit anderen Worten, es
ist far jeden Wert von / und A:

Sn
GES
184) el ——2=0, 1=1,2,8..7t. h=1,28...s
St
3. Nach Gleichung 177) ist:
3= T
9 et S35 -n
1 L /
4. Aus Gleichung 182) folgt:
3n
, 82 8T
186) Zilmt o P T

Es ergibt sich also:
3n .
- d a7 . ’
187) G5 =Rt g - ?Fﬂw’h(zﬁ islfa‘?.;r,-)-

Es sei nun b sowohl die GroBe als auch die Richtung
der Geschwindigkeit des r-ten materiellen Punktes, welcher
die Masge m, =m__, =m__, hat, so daB ", =, ~ _,
die Komponenten von v in den drei Koordinatenrichtungen
sind. Ferner seien u] und uf, die Riehtungen und die durch
dtdp, resp. dp,dp, dividierten GréBender Geraden, welche
friiher mit B F) und A}; B;; bezeichnet wurden. [ann kann
man die Gleichung 187) auch in der Form schreiben:

) Wenn auch die Zeit ¢ wachsen wiirde, so wiirden die =
zudem etwas andere Funktionen der p werden und man hitte jetzt
fiir jedes {:

8=
;Zan-gx E 8z =0.

Diese Gleichung gilt jedoch fiir unsere jetzigen Betrachtungen
picht, da mit allen bisher durch das Zeichen & bezeichneten Variationen
keine Verinderung der Zeit verkniipft ist.
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d ar
dq; =P Fig— ¥ =, m, hr[ufﬁﬁs (o, u7) +
188)

2
+ S u;‘.cos(nr u;‘)] s

wobei in der ersten Summe » blo8 die Werte 1,4,7...32—2
zu durchlaufen hat

Hiermit ist also 1. erwiesen, dass die Lragrangeschen
Gleichungen in unverinderter Form bei Anwendung nicht-
holonomer Koordinaten ungiltig sind, und 2. jedesmal das
Korrektionsglied berechnet, welches man ihnen beifiigen
muss, damit sie wieder giiltig werden.

Der Beweis erleidet nar eine unwesentliche Modifikation,
wenn die Anzahl s der generalisierten Coordinaten griBer ist
als die Anzahl ¢ = 3n — r der Freiheitsgrade des Systems.
Dann bleiben®zwischen den generalisierten Koordinaten noch
s — 1 = ¢ Bedingungsgleichungen bestehen, von denen einige
holonom, andere nichtholonom sein ktnnen. Von den t
zwischen den rechtwinkligen Koordinaten bestehenden Be-
dingungsgleichungen werden dann also blo8 z—¢ durch die
generalisierten Koordinaten identisch erfiillt.

Die Variationen dz, der rechtwinkligen Koordinaten
bei konstanter Zeit miissen nach wie vor die r Gleichungen 6)
erfilllen. Wir konnen alle diese Gleichungen in eine einzige
zusammenfassen, indem wir jede mit einem willkiirlichen
Faktor p, multiplizieren und nachher alle addieren. Dadurch
erhalten wir die resultierende Gleichung:

189) ﬁ;%w‘gazﬁo.

Die Festsetzung, dab diese Gleichung fiir beliebige
Werte der u bestehen soll, vertritt vollkommen die ¢ Glei-
chungen 6).

Wenn wir nun in der Gleichung 189) die dz durch die
op ersetzen, so muB sich die Apzahl der willkiirlichen
Faktoren A von 7 auf o reduzieren, da ja zwischen den §p
nur o Gleichungen bestehen, welche wir in der Form
schreiben wollen:
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&

190) 2& mIp, =0, I=1,2...0.
1

Die Gleichung 189) muB sich daher nach Einfithrung
der dp aunf folgende reduzieren:

21;‘21:"’1: n op, =0,

wobei die 4 jedemfalls + lineare, voneinander mnabhingige
Funktionen der p sind.

Die Faktoren g, p, . ..y, wurden nun nach Lagrange
so gewdhlt, daB der Ausdruck

Siln-mtzs S
1

fir alle Werte der d#, verschwindet. Nach Kinfihrung der
generslisierten Koordinaten verwandelt sich dieser Aus-
druck in

Z:fl{f'fg'i__-_“ km, & (;"-}-Z;h}
+21£9;;}ap,,:u

oder

E{Pn" dg s F“ + 2, m b, [n;m(ﬁ,ﬁ;)%—

1
-+ Z:u;‘.cos (v, u;‘)] -+ Z A, ﬂi} dp, =0,
1 1

wobei wieder » die Werte 1, 4, 7...8n — 2 zu durchlaufen
hat. Wegen der fiir die u getroffenen Wahl, aus welcher
analoge Eigenschaften fiir die 2 resultierten, muB die linke
Seite der letzten beiden Gleichungen fir alle iiberhaupt
mbglichen Werte der dp, verschwinden und man erhilt die

Bewegungegleichungen:
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3n L
%L =Pt 5 "T m,‘m',‘(;;: + Zﬂ’zﬁ,.p’,.) +
1 1

181) i
+ ik =,
Z =
oder
%— = P, +g_{'+_{ m, o, [u" cos (v, u}) +
192)

+ En;i cos (“,“E;)-J + 2 A, = 0.
5 1

Die durch den Mangel der Holonomitit der Koordi-
naten bedingten Zusatzglieder zu den Lagrangeschen
Gleichungen sind also ganz dieselben geblieben, wie in dem
Falle, dass die Anzahl der generalisierten Koordinaten
gleich der Zahl der Freiheitsgrade des Systems ist, so dafl
zwischen den generalisierten Koordinaten keine Gleichungen
mehr iibrig bleiben und es ist somit die gestellte Aufgabe
in voller Allgemeinheit gelost.

& 28, Beispiel zum vorigen Paregraphen.

Wir wollen die gefundenen allgemeinen Gleichungen an
folgendem Beispiele!) illustrieren. Zwei Riemenscheiben sind
durch einen Treibriemen verbunden, welcher parallel der
Achse der Scheiben in #hnlicher Weise hin- und her-
geschoben werden kann, wie man einen Treibriemen von
einer wirkenden Scheibe auf eine Leerscheibe oder um-
gekehrt verschiebt. Die eine Riemenscheibe verjiingt sich
nach einer Seite hin, wogegen sich die andere nach der
entgegengesetzten Seite nach einem solchen Gesetze verjiingt,
daB ein und derselbe Treibriemen iiberall paBt, wenn er
in der geschilderten Weise verschoben wird. FEine solche
Verschiebung des Riemens bewirkt gewissermaBen eine Ver-
anderlichkeit der Radien r, undr, der beiden Riemenscheiben
und daher auch des Ubersetzungsverhiltnisses p, = r, [r,.

) Borchardts Journ. Bd. 98, Heft 1, S. 87, 1885.
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Ist daher p’| die Winkelgeschwindigkeit der einen, '
die der anderen Riemenscheibe. so hat man " = p, p.
Wenn p, verinderlich ist, so kann man p, und die gesamte
Winkeldrehung p, der ersten Riemenscheibe wihrend einer
gewissen Zeit als Koordinaten eiues Punktes 4, der ent-
weder der zweiten Riemenscheibe angehort oder mit ihr fest
verbunden ist, wihlen. Es sind dies nichtholonome Koordi-
naten, da es zur Bestimmung der Lage des Punktes 4 nicht
gleichgiltig ist, ob zuerst p, und dann p,, oder umgekehrt
zuerst p, und daun p, sich um dieselben Betriige Andern.

Der glexche Effekt wirde erzielt, wenn sich zwischen
zwei nach entgegengesetzten Seiten konisch sich verjiingenden
drehbaren Rotationskdrpern emne Scheibe S drehen wiirde,
die auf keinem der Rotationskirper gleiten kinnte und die
parallel ihrer Drehungsachse verschiebbar wire.

Man kann vielleicht zweifeln, ob derartige Bedingungen
ohne jede Gleitung realisierbar sind. Jedenfalls haben aber
die Bedingungen, an welche wir uns das aus den beiden
Riemenscheiben bestehende mechanische System gebunden
dachten, genaun die Kigenschaften, welche Hertz in seiner
Mechanik von nichtholonomen Bedingungen fordert (Hertaz’s
Mechanik, 1. Buch, Abschnitt IV. DaB das in diesem Bei-
spiele gebrauchte mechanische System nicht holonom ist,
ersieit man auch, wenn man bedenkt, dass die Winkel-
stellung w der zweiten Riemenscheibe nur durch die Glei-
chung dp,=adp, bestimmt ist, welche nicht integriert werden
kann. Daher ist diese Winkelstellung und die Lage jeder
Masse, deren Bewegung davon abhingt, in nicht holonomer
Weise durch die Koordinaten p;, und p, bestimmt.

Die Summe der lebendigen Krait aller mit den beiden
Riemenscheiben fest verbundenen Massen kann als Funktion

von p, und %’?— ausgedriickt werden. Sie ist
T=4}{K+ Lp)r't,

wenn ¢ die Zeit ist und K und L die Trigheitsmomente

aller mit der ersten, respektive zweiten Yiemenscheibe fest

verbundencn Massen beziiglich der jeweiligen Drehungsachsen
Boltzmann, Mechanik IL 8
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sind. Alles iibrige denken wir uns dabei massenlos, so unter
anderen den Riemen, resp, die Scheibe S.

Wir wollen die Bewegungsgleichungen nur in dem
speziellen Falle ableiten, daB unser ganzes System aus
eineny einzigen Massenpunkte von der Masse m besteht.
welcher it der Achse im unverdnderlichen Abstande r davon
fest verbunden ist, um welche die Drehung mit der Winkel-
geschwindigkeit ' geschieht. Dann ist glso k=0, L=mr%

Wir wihlen die Ebene, in welcher die Masse 2 rotiert,
aly Koordinatenebene, den Mittelpunkt des Kreises, in dem
sie sich bewegt, als Koordinatenursprung, und hezeichnen die
rechtwinkligen Koordinaten der Masse m zu irgend einer
Zeit mit i, ;.

Dann reduzieren sich die (Hleichungen 23) suf
193) dz, = 1T dp, + Mydp,, do,=Midp, = M2dp,,
wobei

O,=l}=0, Ii=—p,7, Hf:zpzz}.

Darauns folgt:

d It &2,
o~ PaEy T TEA
é I} z
Tm T T TPy T
o I CEA a1 Az,
TR T e e T R F
« a1} o0t
i = 1:;1 __g;: - ap-l = &
194) Xt g2
2 ]
I e = a1 = d 7, = % Py e
Ly =0, =t =0,=0, Zi=—xpp, Z,=0p70,.

Das Gleichungssystem 187) reduziert sich auf die beiden
Gleichungen:

d g or ’ 4
LA+ o e, L) 4
-+ T’, (:Eflf)’l + !?!p’!)}

185, 1 4y ar
l ﬁa F,+ a_)-,’ = m[z’,(gilp ot I;np’:) +

+ zfa (I::pll + E:?P,,)],



Gl. (986.] I §28. Beispiele. 115
und die Substitution der gefundenen Werthe liefert:

d I’ ; 1 0 r
196) m'%_mm P, +p, 01 Py F=0.

mrt

Die Lagrangeschen Gleichungen in ilirer gewishulichen
Forfa aber wiirden falsche Bewegungsgleichungen lefern.
So wilrde z. B. die gewdhnliche Lagrangesche (ley hung
auf die Koordinate p, angewandt lauten:

dg a7
F [ e

Nun enthilt der Ausdruck fiir T' das p’, gar nicht, es
ist also g, = 0, dagegen enthiilt er das ungestrichene p, und
es ist 07/0p, =mrip,p'?. Aus der gewdhnlichen Korm
der Liagrangesehen Gleichung wiirde also folgen

P,=—mrp,p7,

was, wie man leicht einsieht, eine Ungereimtheit wire, wo-
gogen das von ums gefundene Resultat P, = 0 physikalisch
vollkommen evident ist.

Dieselben Gleichungen passen auf folgenden Fall Mit
einer horizontalen Achse sei eine vertikale ebene Scheibe
fest verbunden. p, sei deren Drehung zu irgend einer Zeit.
Daneben steht eine vertikale Achse von quadratischem Quer-
schnitt, welche Massen triigt und deren Dreliungswinkel w
sei, Auf ihr gleite eine Rohre von gut passender Hihlung
mit quadratischem Querschnitte. Mit der Rohre ist eime
kreisformige horizontale Scheibe vom Radius eins fest ver-
bunden, welche auf der vertikalen Scheibe rollt und darauf
zwar radial aber nicht tangential gleiten kann. Der ver-
inderlich gedachte Abstand des Mittelpunktes der borizon-
talen Scheibe vom Punkte, wo die Verlingerung der hori-
zontalen Achse die vertikale Achse trifft, ist p,. Dem Ubel-
stand, daB eine einzige in einem fixen Kreise bewegliche
Masse durch zwei Koordinaten bestimmt erscheint, kdnnen
wir abhelfen, indem wir die Gleichungen fir den Fall ab-
leiten, daB die Masse m oder eine zweite Masse mit der

horizontalen Scheibe fest verhunden ist.
8-‘
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§ 29. Variation der Integrationsgrenzen.

Wir wollen nun wieder zu den Formeln des § 6 und
speziell zur Gleichung 41) zuriickkehren.

Fir jede unter dem KEinflusse gegebener Krifte ge-
gebenen Bedingungen gemidl erfolgende (natiirliche) Be-
wegung gilt, wie dort bewiesen wurde, die Gleichung 42),
aus welcher die Bewegungsgleichungen 43), resp. 49)
folgen. Umgekehrt folgt aus den Bewegungsgleichungen
die Gleichung 42); denn, wenn wir die allgemeinste Form
der Bewegungsgleichungen, niamlich die Gleichung 49) mit
J p, multiplizieren und beziiglich aller A summieren, so er-
halten wir

-5+ m)on= 3 Swan,
1

was infolge der Bed.mgungsglelchungen des Systems ver-
schwindet. Multipliziert man die linke Seite mit d¢ und
integriert von f, bis #, so ergibt sich in der Tat die Glei-
chung 42).

Mit Riicksicht auf diese (Gleichung reduziert sich die
Gleichung 41 auf:

‘, L & “
197) j‘(a'r+2a Pthh)dt=¥h§|qhaph | .
% 1 ‘ %

Diese Gleichung gilt jedesmal, wenn folgende Be-
dingungen erfillt sind:

1. Die unvariierte Bewegung muB eine ,natiirliche*
sein, d. h. sie muB mit den Bedingungsgleichungen vereinbar
sein und ihr zeitlicher Verlauf muB die Bewegungsgleichungen
des Systems erfiillen.

2. Die Variation muB ebenfalls mit den Bedingungs-
gleichungen vereinbar sein, d. h. fir ein holonomes System
mub jeder Zustand der variierten Bewegung, fur ein nicht
holonomes aber jeder Ubergang von irgend einem Zustande
der unvariierten zum korrespondierenden Zustande der
variierten Bewegung mit den Bedingungsgleichungen ver-
einbar sein.
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Besonders wichtig ist der Fall, daB eine Kraftfunktion 1~
existiert, daB also

?& P op, =~090"V

die vollstiindige Variation einer Funktion — 7~ der verall-
gemeinerten Koordinaten darstellt und daher mit — 6 ¥ zu
bezeichnen ist. Die Funktion ¥ kann auch die Zeit explizit
enthalten; allein dann darf die Zeit nicht variiert werden.
Da es fiir das Folgende von besonderer Wichtigkeit ist.
so heben wir nochmals hervor, daB V ledigheh die fir die
unvarierte Bewegung geltende Kraftfunktion bedeutet, und
daB daher unter ¢ ¥ nur die Variation des ¥ zu verstehen
ist, welche dadurch bewirkt wird. daB bei der variierten Be-
wegung die Koordinaten statt p, die Werthe p, + 0p, haben.
Eine etwaige Kraftfunktion der Zusatzkrafte, welche den
Ubergang der unvariierten in die variierte Bewegung be-
wirken, ist memals in J 7 einzubegreifen.
‘Wir setzen, wenn eine Krafttunktion existiert, ein fiir
allemal:
198) T—V=H, T+ V=E.
Die Gleichung 197) reduziert sich dann auf
t 4
- 5
199) hfa‘Hdt_}Tr. qh5ph‘1.
Es seien nun, wie bisher immer, p,, p’, und ¢, die
Werte einer beliebigen (der h-ten) Koordinate, der ent-
sprechenden (teschwindigkeit und des entsprechenden Mo-
mentes zu irgend einer Zeit ¢ fir die unvariierte Bewegung,
=p+0p, V=p,+0dp,, q,=¢ + g, aber seien
die Werte derselben Koordinate, Geschwindigkeit und des-
selben Momentes zur selben Zeit bei der variierten Bewegung
Ferner seien T und ¥ die Werte, welche die lebendige
Kraft und die Kraftfunkiion annehmen, wenn man darin
fiir die Zeit, die Koordinater und in T auch fir die Ge-
schwindigkeiten oder Momente dic Werte ¢. p,. ',. g, sub-
stitwiert, T =T+ 07, B = V 4 J ¥V aber die Werte, welche
diese GroBen fir dieselbe Zeit ¢ annehmen, wenn man fiir die
Koordinaten, Geschwindigkeiten und Momente die Werte p,,
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,, 4, substituiert. Da ¥ und 7 dieselben Funktionen der
Zeit, der Koordinaten und derGeschwindigkeiten oder Momente
geblieben sind, so ist

y s XNV c

200) dV= “3};3?’&__—"' gPlﬁph.
1 1

. 8T

201) ST = E’( A+ a-;:r)ph).

Wir bezeichnen weiter mit 28, »'3, ¢f, V,, T,, H, und
£, die Werte dieser GroBen fiir die untere Grenze f, der
Tntegrale 197) und 199). pf-—=gpf + 3p8, Vi =i+ 0p3%,
ar =92 + g% aber seien die Werte der h-ten Koordinate,
Geschwindigkeit und des h-ten Momentes bei der variierten
Bewegung zur gleichen Zeit #,. KEbenso seien pi, pi, ai,

, T, 4 und E| die Wertc der entsprechenden GrboBen
mr die unvariierte Bewegung zur Zeit ¢, und pi =pi + éni,
pi=pi+ 6p} und ¢} = g} + dgi die Werte fiir den der
Zeit, ¢ entsprechenden Zustand der variierten Bewegung.

Wir seizen nun

h
202) W= [ Hdt
L

und bilden auch das diesem Integrale entsprechende Integral
B= W+ J W tiir die varilerte Beweguug. In diesem letzteren
Integrale briucht aber die untere Grenze fir die Zeit nicht
wit der unteren Grenze #, der Zeit in dem fir Jie unvari-
ierte Bewegung gelteuden Integrale W zusammenzufallen,
sondern die erstere untere Grenze kann eine unendlich wenig
vor #, verschiedenu Zeit t, = ¢, 4 d ¢, sein. Ebenso kann die
obere Grenze des Integrales 3 eine unendlich wenig von ¢
verschiedene Zeit t = ¢, + J¢ sein, so daB wir erhalten

t t
203) B=W+oW= (X —B)dt=[Hdi,
to t

in welcher Gleichung auch die unendlich kleinen Glieder
erster Ordnang gleich sein miissen.
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Nach den Regein der Variationsrechnung hat man
unendlich Kleines zweiter und hoherer Ordnung zu vernach-
lassigen und tindet somit:

1
IW=(T,—V,)ot, — (T,—V,)dt, — f{JT——a Vdt =
204) ‘ &

= H, 04 — B, 0t, + [JHdi.
\ %
Wenn ¥ und die 7 die Zeit nicht explizit enthalten, also fur
sklcronome durch skleronome Koordinaten bestimmte Systeme
kanu man #brigens ohne Besclriinkung der allgemeinheit
of, =0 setzen. Man denkt sich dann die varmierte Bewegung
»ur selben Zeit beginnend, wie di¢ uniariierte. was in diesem
Falle ibren Verlauf in keiner Weise indert. Die Variaticn
der oberen Grenze d# muB dann gleich dem Betrage ge-
macht werden, um wieviel die ganze Integrationszeit in dem
durch Formel 203) bestimmten Integrale ¥ groBer ist, als
in dem durch Formel 202) gegebenen Tntegrale W.
#

Das Integral f d Hdt in Gleichung 204) hat nun genau

dieselbe Hedentun"g wie in Gleichong 199). Wie dort kann
man in §H=46T—4J ¥V die Werte 200) und 201) substitzeren,
die mit o p" behafteten Glieder partiell integrieren und schlinB-
lich dic infolge der Bewegungsgleichuugen des Systems und
den Bedingungen sich auf Null reduzierenden Glieder weg-
lassen. Man erhilt dapn wieder die Gleichung 199), nimlich

b h—s _‘
dHdt="% ) Io
Jore=gleon]

Dije Substitution dieses Wertes wm die (Fleichung 204}
aber liefert:

LJ
205) AW = H, 0t — H, 31, -+ Shig, an', — 4% 1%
1
Man kann auch umgekelhrt sagen, wenn wman von irgend

einem Ubergange gewisser Anfangswerte zu gewissen Knd-
werten als der unvariierten Bewegung susgeht und die
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Gleichung 205) fir alle varilerten Uberginge gilt, welche
den Bedingungen 45) entsprechen, so ist der uuvariierte
Ubergang, von dem man ausging, immer eine den fir die
gegebenen Werte von ¥V und 7 geltenden mechanischen
(Gleichungen entsprechende (eine ,,natiirliche”) Bewegung
des Systems, da dann nach partieller Integration der Jp’
enthaltenden Glieder in dem von { his # erstreckten
Integrale der Koeffizient der Variation jeder Koordinate,
insofern dieselbe nicht durch die Bedingungsgleichungen be-
stimmt ist, fiir jedes ¢ verschwinden mn8, woraus man wieder
die Bewegungsgleichungen des Systems erhilt.

Die Gleichung 205) sagt daher, wenn sie fiir alle mit
den auseinandergesetzten Bedmgungm vertriglichen Varia-
tionen einer gewissen zeitlichen Veranderung der p gilt, aus,
daB diese Veriindernung der ;, den Bewegungsgleichungen der
Mechanik entspricht also die entsprechende Bewegung des
Systems eine natiirliche ist.

& 80. Ableitung der Gleichung, welche die Grundlage fir
das Folgende bildet,

In Formel 205) sind 5;1; und 0pY, die Zuwichse, welche
die A-te Koordinate erfihrt, wenn man von den Zustinden
der unvariierten Bewegung, welche zu den Zeiten ¢, und ¢,
also den beiden Integrationsgrenzen des durch Formel 202)
gegebenen Integrales W eintreten, zu denjenigen Zustinden
iibergebt, welche bei der variierten Bewegung zu denselben
Zeiten ¢, und ¢ eintreten. Ks ist besser, diejenigen Zu-
wichse einzufiihren, welche eintreten, wenn man zu den
Zustinden iibergeht, welche bei der variierten Bewegung zu
den Zeiten t, =1, + 84, und t, =1 + Jt, eintreten, welche
letztere Zeiten wieder die beiden Integrationsgrenzen des
durch Formel 203) definierten Integrales % bilden. Wir
wollen die in letzterer Weise erhaltenen Kocordinatenzuwichse
durch Weglassung des dariibergesetzten Querstriches be-
zeichnen. Beim Ubergange von dem gur Zeit ¢, stattfindenden
Zustande der unvariierten Bewegung zu dem zur gleichen
Zeit i, stattfindenden Zustande der variierten Bewegung
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wiichst die Koordinate p, und 0p%. Da bis auf unendlich
Kleines sich auch bei der variierten Bewegung die Koordi-
nate p, sur Zeit {, mit der Geschwindigkeit p"} dndert, sv
wachst beim Ubergange von dem zur Zeit f; stattfindenden
Zustande der vanierten Bewegung zu dem zur Zeit ¢ 447,
stattfindenden Zustande derselben Bewegung p; um p’y d¢,.
Die Summe dieser beiden Zuwichse ist die GroBe, die wir
soeben Jp° ohne Querstrich dartiber nannten.

Es ist also dpp =0p! + 93 d1, und ebenso findet man
dpl = dpi + p0t,. Da zudem nach Gleichung 57) und
198} allgemein

E';"P’r.?hz‘_"T ond E=2T - H
1

ist (ersterer aber nur fir skleronome generalisierte Koordi-
naten), so erhilt man:

| (@407 — ¢498%) = Sh@h Ir— ¢ 00’ —
—2(T, 84, — T, 314,).

Die Substitution dieses Werthes in die Gleichung 205)
aber liefert:

207) W =— E, 8t + E, 61, +$;. (g%, 8pY, — g% 87%).

206)

Diese Gleichung ist die Fundamentalgleichung, aus
welcher wir nun eine Reibe allgemeiner Relationen ableiten
wollen. Sie erfordert nicht, daB das System skleronom sei,
aber die generalisierten Koordinaten miissen skleronom sein,
d. h. die Lage des Systems muB durch sie zu allen Zeiten
in gleicher Weise bestimmt sein. Es muB eine Kraftfunktion
existieren, welche aber die Zeit explizit enthalten kann.
Falls diese die Zeit nicht explizit enthalt, ist natiirlich
E,=E,.

Die Gleichung 207) zeigt, daB die GrBe W. wenn die Zeit,
die Anfangs- und die Endlagen nieht variiert werden, fur natiir-
liche Bewegungen ein (Grenzwert ist. Wenn die Integrations-
grenzen nicht fiber ein gewisses MaB ausgedehnt werden?)

Y Jacobi, Vorlesungen iiber Dynamik, 8. 64.



122 ITI. §80. Grundgleichung. [G] 207,

und die Kraftfunktion ¥ konstant ist, also keine expliziten
Krifte wirken, so ist dieser (remzwert stets ein absolutes
Mipimum. Man sieht dies am besten, wenn man recht-
winklige Koordinaten einfihrt. KEs ist dann die zweite
Variation von W gleich der Summe der mit den Massen
multiplizierten Quadrate der Variationen der Geschwindig-
keitskomponenten, also eine wesentlich positive GroBe. Wenn
dagegen explizite Krifte wirken, so waren dariiber noch
besondere Untersuchungen notwendig, und es wire vielleicht
der Zusammenhang zwischen den Bedingungen der Existenz
eines absoluten Minimums und der kinetischen Stabilitit
der hetreffenden Bewegung von lInteresse.

Man legte der Funktion W, weil sic in so vielen Fillen
ein absolutes Minimum ist, eine metaphysische Bedeutung
bei und nannte sie die Wirkung, besser hiitte man sie freilich
den ,.Kraftavfwapnd“ genannt: denn man konnte sich meta-
physische Griinde denken, weshalb die Natur alles mit dem
kieinsten Kraftaufwande erreicht, kaum aber dafur. daB sie
immer eine miglichsi kleine Wirkang erzielt. Es machte
fibrigens schon Jacohi darauf :utmerksam, duB, wo Diffe-
rentialgleichungen existieren, im ullgemeinen immer auch
ein hestimmtes Integral existiercu wiird, welches durch die
den Diflerentialgleichungen entsprechenden Verinderungen
zu einem Grenzwerte gemacht wird, daB es daher gur keine
metaphysische Bedeutung hat, wenn es ein solches Integral
auch fir die Differeutialgleichungen der Mechanik gibt

Ohne irgend welche metaphysische Nebengedanken
wollen wir trotzdem kiirzehalber alle aus Gleichung 207)
fiieBenden Relationen nater dew Nawen ,, Wirkungsprinzipe:
zusammenfassen. Das einfachste derselben war schon lange
bekannt. aber erst durch Hamilton und nock vollkommener
durch Jacobi erhielten wir eme allgemecine Ubersicht iiber
alle diese Relationen und ibren Zusammenhang, weshalb
man wohl auch ihren Inbegriff, aber keineswegs bloB den
im ersten Abschnitte bebandelten Satz als das Hamilton-
sche oder Hamilton-Jacobische Frinzip bezeichnen darf
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§ 31. Allgemeine Gleichungen Jacobis.

Ehe wir jedoch hierzu iibergehen, wollen wir, Jacobi
folgend, unsere Gleichungen noch verallgemeinern. Wir
werden zwar in den folgenden Paragraphen dieses Ruches
nur Fille betrachten, wo 7 eine homogene quadratische
Funktion der p’ ist. Man stiBt aber manchmal auf Glei-
chungen, die sonst denen ganz amalog sind, mit denen wir
es hier zu tun haben; nur daB die p’ in anderer Weise in T
enthalten sind. KEs ist daber nittzlich. uns fir einen Augen-
blick von jeder speziellen Annalime iiber das Vorkommen
der p" in 7 unabhiingie zu machen.

Sei H eine ganz beliebige Griife, welche in heliebiger
Weise 1. eine independente Variable, welche wix behufs
Vereinfachung der Sprechweise die Zeit nennen, 2. beliebige
Funktionen p,, p, .. .p, der Zeit und 3. deren Differential-
quotienten p',, py...# , nach der Zeit enthalte. Die par-
tiellen Ableitungen des H nach den g/, welche natiirlich so
zu hilden sind, als ob die p,p" und ¢ independent wiren,
bezeichnen wir mit g. Wir setzen also:

6 H
208) =5y h=12.

Durch diese s Gleichungen sind die ¢ als Funktionen
der p, p’ und der Zeit gegeben. Wir nehmen an. daB sich
daraus umgekebrt die p' als Funktioneu der p, ¢ und de
Zeit finden lassen und daB sie dann in der Form erscheinen:
209) 2, =05, 0, 9.

Alle diese Ausdriicke kénnen entwickelt werden, wenn
H als Fuanktion der p, »’ und der Zeit gegeben 1st. Wir
setzen weiter: yze
210) E = thp'h—ﬂ.

Ferner nchmen wir an, daB von der Zeit ¢, bis zur
Zeit ¢, die p, ' und g bestimmt sind dnrch ihre Anfangs-
werte und folgende Differentialgleichungen

211) %‘i" - 3.?; 4 y iy,

wo der Index ¢ des 0 auadrﬁckt., da.B die partiellen Diffe-
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rentialquotienten so zu verstehen sind, daB E als Funktion
der p, ¢ und der Zeit auszudriicken, also die p’ darin durch
die Werte 209 zu ersetzen sind. AuBerdem sollen die Zu-
wichse der » noch ¢ Bedingungsgleichungen von der Form

h=a
212) rdt+ S aldp, =0, I=12...0

k=1

erfiilllen, wodurch die % hestimmt erscheinen. Sobald H ge-
geben ist, kénnen die » als Funktionen der ¢ ausgedriickt
werden, es sind also durch die Gleichungen 211) und 212)
die (Gesetze der Veriinderung der p, »° und ¢ bestimmt.
Den Inbegriff der mittels dieser Gleichungen aus gewissen
Anfangswerten fiir alle Zeiten von ¢, bis #, folgenden Werte
nennen wir die unvariierten Werte oder auch symbolisch
die unvariierte Bewegung der Werte der p, »” und g.

Wir wollen nun den zu jeder Zeit hierbei eintretenden
Werten der p unendlich kleine Zuwichse erteilen. Die da-
durch entstehenden Werte der p nennen wir deren vartierte
Werte. p, soll dabei zur Zeit ¢ den Zuwachs dp, erfahren.
Simtliche dp sollen senst ganz willkiirlich sein, nur sollen
sie gleich endlichen kontinuierlichen differenzierbaren Funk-
tionen der Zeit multipliziert mit einer unendlich kleinen
Konstanten sein, und den Bedingungen

h=p
218) Slng‘iapk—_—o. 1=1,2...0
h=

geniigen. Der Inbegriff aller variierten Werte der » hildet
wieder ein kontinuierlich mit der Zeit sich inderndes Wert-
system, das variierte oder die variierte Wertebewegung, bei
welcher der Differentialquotient des p, zur Zeit ¢ gleich

arm , 29m
at di

ist. Der zweite Addend ist also der Zuwachs Jp’,, den der

Wert der GroBe p’, zur Zeit ¢+ beim Ubergang von einem

Wertsystem der urspriinglichen zum korrespondierenden (d. h.

n unseren gegenwiartigen Betrachtungen zur gleichen Zeit

gehorenden) der varijerten Bewegung erfihrt. Die ent-

sprechenden Zuwichse der ¢ findet man durch Variierung
der Gleichungen 208).
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I
Wir wollen nun das Intcgral [ 7d¢ zankehat fir die

urspriingliche Wertebewegung berech wn und dann den Zu-
4

wachs ¢ f Hdt suchen, welchen dieses Integral heim Uber-

fo
gang von der urspriinglichen zur variierten Bewegung er-

fahrt. Nach den Regeln der Variationsrechnung ist, da wir
in diesem Paragraphen die Zeitgrenzen nicht variieren:

214) Jfffd; =fdt V(qhﬁph-i- %a‘p‘)

und man erha.lt durch partielle Integration:

A=t Ll b
215 5fEdt—fd12( o+ %"—?;ﬂ’s'f'g!l%"-”*t!"

Wir denkem unt nun in die GroBe E einmal die
Variabeln £, p, p, dann die Variabeln £ p. g eingefithrt, indem
wir die p° durch die Werte 209) ersetzen. Wenn dann simt-
liche der GriBen £, p, p’ ganz willkdirliche unendlich kleine
Zuwiachse o, ¢, 4, p, und J, p’, erfahren, so wird das so oder
so ausgedriickte E denselben Zuwachs §, £ erfahren miissen.
Die aus den Gleichunger 208) hierbei folgender Zuwichse
der ¢ bezeichnen wir mit d, ¢.

Aug Gleichung 210) folgt:

h=z
p d,H aH
0, B = E;Pla-??n"‘T,;;‘sﬁph“” a}“éit'
k=1

Denkt man sich dagegen in E die Variabeln p, ¢ und #
eingetiihrt, so folgt-

o E= S’( E s+ 2 &‘19‘)-}-%%51:

Da diess beiden Werte von &, E fiir alle 6, p, d, ¢ und
o, ¢t identisch gleich sein miissen, so folgt:
6. E dpH  &E_dp. = GE 6 H

210} S Wt e & Al T &
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Geniigt daher das System der unvariierten Werie (die
unvariierte Wertebewegung) den (Gleichungen 211), so folgt

h=gs h==s . .
[ o 3 H\ g (_ﬁz__c*.,k\). _
Z( i T i-;v:.]fp" Z Tt~ Tg) s
h=1 h=1

I=a F‘i‘;

mn e
T 2, )'; Rh‘aphs
i=1 A=l

was vermdge der Bedingungen 213) verschwindet. Man
erhilt also ans 215):

4 h=s
217 sfmat =S\ qor,]-
) “.f él\‘h Py

Te

Man sieht sofort, daB diese Gleichung eine Verall-
gemeinerung der Gleichung 207) ist, welche man wieder
erhilt, wenn man speziell unter den p die generalisierten
Koordinaten des dort betrachteten materiellen Systems und
unter H den Ausdruck 7 — ¥V versteht, dagegen ist Glei-
chung 207) insofern weit allgemeiner, als in derselben auch
die Integrationsgrenzen fiir die Zeit variiert werden, wih-
rend in 217) die Zeit nicht varilert. Da 7 unter den fiir
die Gleichung 207) geltenden Voraussetzungen der Glei-
chung 57) geniigt, so geht unter ehendiesen Voraussetzungen
die Gleichung 210) itber in £ = 27 — H, was dann Lliefert:
E=T+V.

Diese allgemeineren Gleichungen falien jedoch mnicht
zusammen mit den mechanischen Bewegungsgleichungen,
welche fiir den Fall gelten, daB die Koeffizienten der
Quadrate und Produkte der verallgemeinerten Geschwindig-
keiten im Ausdruck fiir die lebendige Kraft die Zeit explizit
enthalten Im letzteren Falle ist 207) und selbst die IL.a-
grangeschen Gleichungen im allgemeinen nicht mehr richtig,
So wiirde fiir rechtwinklige Koordinaten bei variabler Masse
die Gleichung 207) nur giiltig bleiben, wenn die Bewegungs-
gleichungen se lauten wiirden:
dgn d( d:r.) 6H _ &V

il T el | Sl e T
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wihrend man apnimmt, daB auch bei verinderlicher Masse

o :
m T{!—'=_X 18t.

Hamel {Karlsrube) hat die Lagrangeschen Glei-
chungen nach emer anderen Seite hin verallgemeinert, in-
dem er statt der Momeute lineare Fauktionen derselben
(Momentoide) eiufihrte nachdem schon Lagrange und
Poisson gewisse allgemeine Formeln aufgestellt hatten, in
denen statt der Koordinaten und Momente irgend welche
Funktianen derselben eingefiigt erscheinen.

§ 82. Nochmals das Prinzip der stationiren Wirkung.

Wir gelangen in folgender Weise zunichst wieder zam Prin-
zipe der stationsiren Wirkung. Wir lassen sowohl die untere
Grenze 1, als auch die obere Grenze & in Formel 207) oder,
wenn keine Kraftfonktion existiert, in Formel 199) unvariiert,
so daB di, = J% = 0 ist, was, sobald die Kraftfunktion und
die Bedingungsgleichungen die Zeit nicht explizit enthalten,
darsuf hinsuskommt, daB wir die Zeitdauer der Bewegung,
fiber welehe das Integral 202) erstreckt ist, unvariiert lassen.
Ferner iassen wir zur Zeit £, welche die untere Grenze
das Integruls 202) bildet, simtliche materiellen Punkte fir
die unvariierte und varilerte Bewegung die gleiche Lage
haben, so daB also Jp°%, welches in diesem Kalle mit
8p% identisch ist, fir jedes & verschwindet. Endlich lassen
wir die Variationen der Geschwindigkeit fiir die Zeit ¢, und
die Zusatzkrifte, welche die unvariierte Bewegung in die
variierte verwandeln, sonst zwar ganz willkiirlich sein, binden
sie aber an die eine Beschriinkung, dab sie bewirken sollen,
daB such zur Zeit {, die Lage simtlicher materieller Punkte
fiir die unvariierte und varilerte Bewegung dieselbe sein
soll, so daB also auch dp', = dp%, fir jedes 4 verschwindet.
Dann folgt also aus Gleichung 207):

218) OW=0.
W ist ein sogenannter Grenzwert. Sein Zuwachs st

ein unendlich Kleines hdherer Ordnung beziiglich der Zu-
wachse Sp, dp, und dy,, welche die Werte der Koordi-
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naten, (zeschwindigkeiten und Momente zu irgend einer Zeit
im allgemeinen erfahren.

Dieses Prinzip gilt, wie wir schon im I. Abschnitt
sahen, und wie sich sofort ergibt, wenu man in Gleichung 199)
statt in Gleichung 207) die Zeit and die Anfangs- und End-
koordinaten unvariiert 1aBt, auch wenn keine Kraftfunktion
existiert. Nur darf dann das Variationszeichen nicht im
gewihnlichen Sinne vor das Integralzeichen gesetzt werden,
sondern "

SW =0 [(T—7)dt
f

muB bloB als ein symbolischer Ausdruck fiir

&

fEer—o8v)di

%
betrachter werden. Um dies sinnfillig zu machen, konnte
man wieder dafiir &’ W schretben, und sobald unentschieden
1st, mit welchem Falle man es zu tun hat, 0”W, so daB
also die allgemeinste Gleichung so lautet:

2182) W =0.

Das Prinzip der stationiren Wirkung gestattet, jede
bestimmte mechanische Aufgabe auf eine rein phoronomische
zu reduzieren, d. h. die Integrale der Bewegungsgleichungen
jedes mechanischen Problems sind allgemein mit der zur
Befriedigung der Grenzbedingungen nétigen Zahl von Inte-
grationskonstanten gefunden, wenn die Liosung folgender
Aufgabe gelungen ist: Die gegebene Zahl materieller Punkte
ist im Verlanfe der zwischen zwei gegebenen Zeitmomenten
t, und #, liegenden Zeit in solcher Weise kontinuierlich im
Raume von einer bestimmten willkiirlich gegebenen Anfangs-
lage zu einer ebenso willkiirlich gegebenen KEndlage iiber-

¥
zufihren, daB W= [ (T — V)d¢, was wir die Wirkung wih-

fy
rend dieser Zeit nannten, ein Grenzwert wird, wobei 7' eine
durch die Natur des Systems gegebene Funktion der Ko-
ordinaten und Geschwindigkeiten, ¥ eine ebenfalls gegebene
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Funktion der Koordinaten und der Zeit ist, welche beide
Fuaktionen nebst den etwa vorhandenen Bedingnngsglei-
chungen, die fir holonome Systeme bei der unvariierten und
variierten Uberfiihrung eingehalten werden mtissen, die Natur
des Problems bestimmt. Fir nicht holonome Systeme muB
jeder Ubergang von den unvariierten zu den korrespon-
dierenden variierten Werten die Bedingungen erfitllen.

Lost man die Bewegungsgleichungen der Mechanik fir
irgend eine mechanische Aufgabe in der geschilderten Weise
mittels des Prinzipes der stationfiren Wirkung, so ist na-
ttirlich die Berechnung der Integrationskonstanten am ein-
fachsten, wenn diese nicht dadurch bestimmt sind, daB die
Werte der Koordinaten und Geschwindigkeitskomponenten
fir irgend eine Zeit (f = {,, den Zeitanfang), sondern da-
durch, daB die Werte der Koordinaten allein aber fir zwei
verschiedene Zeitem (4, und #,, z. B. den Anfang und das
Ende der Bewegung) gegeben sind. Sind sie in anderer
Weise gegeben, so verfihrt man folgendermaBen: Man denkt
sich zuerst die Koordinatenwerte fiir /=1, und =4 gegeben
und findet so Integrale der Bewegungsgleichungen mit der
notigen Zahl von Integrationskonstanten. Hat man einmal
30 die Form der Integralgleichungen gefunden, so ist dann
die Bestimnrung der darin enthaltenen Integrationskonstanten
aus irgend welchen anderen Grenzbedingungen blof eine
Aufgabe der gewdhnlichen Algebra und macht meist keine
Schwierigkeit mehr.

Da8 unter Einhaltung der Bedingungsgleichungen des
Systems und der Grenzbedingungen J#, =8¢ =48p° =4dp*,=0
die Gleichung d W = 0 besteht, ist die Bedingung, da8 die
betreffende zeitliche Verinderung der p mit den Bewegungs-
gleichungen vertriglich ist, also eine natiirliche Bewegung
darstellt. Kin spezieller Fall zeitlicher Verinderung ist es,
wenn alle p sich gar nicht mit der Zeit &ndern. Fir
diese Bewegung, welche fiir skleronome Systeme jeden-
falls eine natiirliche ist, ist dann 7= 0, V konstant,
SW=—0[t, —£,)V]=— (4 —t)0V. Die Bedingung, da
unter dem KEinflub gewisser Krifte und Bedingungen voll-
kommene Ruhe des Systems mbglich, d. h. wie man sich

Boltzmann, Mechanik IL 9
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ausdriickt, daB sich die Krifte am rnhenden Systeme unter
der gegebenen KEinschrinkung der Bewegungsfreiheit das
Gleichgewicht halten, ist also J ¥ = 0 oder in rechtwinkligen

2
Koordinaten Zh X, 8z, = 0. Dieses Prinzip, dessen Bewess

Lagrange an die Spitze seiner Statik stellt, ist also ein
einfacher spezieller Fall des Prinzipes der stationiren
Wirkung. Far rheonome Systeme gilt derselbe Beweis, wenn
man # — 3, als sehr klein annimmt.

Wir nannten V die Kriftefunktion oder auch das
Potential. Helmholtz nennt es das statische Potential.
Weil sich fiir bewegte Systeme in gewissem Sinne der Aus-
druck H= T — V damit analog verhilt, nennt Helmholtz
die letztere GriBe das kinetische Potential, den Ausdruck

4 4
1 1
—r;;;f”df - 'E“;_&J(T"' v)di

nennt er das mittlere kinetische Potential und bezeichnet
ihn mit A s ist W = (f, — ¢) H, und da beim Prinzip der
stationiren Wirkung # — #, unvariiert bleiben muB, kann
man dasselbe auch dahin aussprechen, daB das mittlere
kinetische Potential H ein Grenmzwert sein mus.

§ 33. Beispiele.

Brstes Beispiel iiber die Anwendung des Primxvipes der
stationdren Wirkung. Es sei ein einziger materieller Punkt
gegeben, auf den gar keine (expliziten) Krifte wirken und
dessen Bewegung auch an gar keine irgendwie beschafiene
Bedingurngen gekniipft sei. Dann ist ¥ konstant und man
sieht sofort, daB man es ohne Beeintrichtignng der All-
gemeinheit gleich Null setzen keann. Die Wirkung withrend
der Zeit#, —1, ist also, abgesehen von einem konstanten Faktor:

4 t
219) W= [ctdit = [(u?+ v* + widt.
A f

An Stelle des Problems, in diesem Falle die Gesetze

der Bewegung zu finden, tritt das geometrische Problem,
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den Punkt aus irgend einer gegebenen Anfangslage in irgend
eine gegebene Endlage kontinuierlich mit der Zeit so iiber-
zufihren, daB der Ausdruck 219) bei konstantem 7, und ¢
ein Grenzwert wird, wobei ¢ die Geschwindigkeit, u, v, w
deren Komponenten in den Koordinatenrichtungen sind. Da
in diesem Integrale die Koordinaten nicht vorkommen, so
ist es gar nicht notwendig, dieselben als Variable einzufithren;
man kann gleich die Varisbeln u, » und w beibehalten; nur
hat man wegen der Unverinderlichkeit des Ausgangspunktes
und Endpunktes der Bewegung die Bedingung beizufiigen,
daB die drei Integrale

1Y 5% Y
Judt, [ode, fwat
f & %

unverinderlich sein miissen. Um den Grenzwert des Inte-
grals 219) unter der Nebenbedingung, daB die letzteren drei
Integrale unverinderlich sein mfissen, zu finden, hat man
nach den Regeln der Variationsrechnung zur Variation des
ersten Integrals die der drei letzten mit willkiirlichen aber
konstanten Faktoren 4, u, v maultipliziert, hinzuzuaddieren,
wodurch man erhilt:

%

fatlu + Hdu+ 0+ p)dv+ (@ + 9 dw] = 0.

s

In dieser letzteren Gleichung sind jetzt du, év, dw
ganz willkiirlich. Daher miissen fir dem Grenzwert ihre
Koeffizienten gleich Null, also 4 =— 1, v=—p, w=—1y,
also alle drei Geschwindigkeitskomponenten konstant sein
(Galileis Tragheitsgesetz).

Die . Aufgabe, daB ein einziger materieller Punkt ge-
geben ist, auf den keine expliziten Kriifte wirken, der aber
gezwungen ist, sich entweder auf einer vorgeschriebenen
Fliche oder auf einer vorgeschriebenen Kurve zu bewegen,
wollen wir nicht weiter behandeln, de er nach dem Gesagten
dem der Variationsrechnung Kundigen keine Schwierigkeit
bereiten ditrfte.

Zuweites Beispiel. Wenn die Bewegung eimes freien
materiellen Punktes mit den Koordinaten z, y, # unter dem

9=
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Einfluf der Schwere zu suchen ist, so kann man die z Achse
vertikal nach abwirts ziehen. Dann ist 7 gleich —mg=
und das Problem, die Bewegung des materiellen Punktes zu
finden, reduziert sich suf die Aufgabe, einen Punkt so kon-
tinuierlich wihrend der gegebenen Zeit #, — ¢, von einer
beliebig gegebenen Anfangslage in eine beliebig gegebene
Endlage zu iiberfiihren, da8 dabei das Integral

4
m{fdz\? dy\? dx\3
W= [{G(E) + (F9) + (&)] + moafar,
ty
welches jetzt die Wirkung withrend der Zeit ¢, — ¢, darstellf
ein Grenzwert wird. Sucht man nach den bekannten Regeln

der Variationsrechnung die Bedingung hierfir, wobei man
am besten tut ¢, #, und dt unvariiert zu lassen, so folgt:

4
dx déxz dy ddy dz ddx _
’“f(‘ié‘*dt—+d—:—as—+ww+9"")‘“*0-
b

Die partielle Integration und separate Nullsetzung der
Koeffizienten von 0z, 0y und Jz liefert dann die bekannten
Gleichungen:

'z dy  d'x

Die sechs Integrationskonstanten bestimmen sich dadurch,
daB far ¢ =1, und ¢t=1¢ die Werte der Koordinaten ge-
geben sind.

Auch bei dieser zweiten Aufgabe wollen wir den Fall,
daB der materielle Punkt nicht frei, sondern gezwungen ist,
entweder auf einer vorgeschriebemen Fliche oder auf einer
Kurve zu bleiben, so daB der Grenzwert desselben Ausdrucks
aber jetzt unter der Nebenbedingung zu suchen ist, daB die
Koordinaten die Gleichung der Fliche oder die beiden

Gleichungen der Kurve erfiillen miissen, dem Leser iiber-
lassen.

§ 34. Helmholts’ Kriifte  und Definition der p’ durch § 2= 0.

In der Physik kommt hiufig der Fall vor, daB die
Gesamtkraft aus zwei Summanden besteht, von denmen der
eine eine Kraftfunktion F hat, der andere bloB als Funktion
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der Zeit gegeben ist, so daB die nach irgend einer Koordinate
p, wirkende Kraft P, die Form hat — %;—-}-53‘, wobei %,
]

eine gegebene Funktion der Zeit ist. Dann hat man einfach
den Fall einer die Zeit enthaltenden Kraftfunktion und in
den entwickelten Gleichungen ist zu setzen:

£20) 'P’:-:F—$ﬁ$‘p‘.

Es kann dann das betreffende System, seine Bewegung und
auch die Kraftfanktion F gegeben sein und von den Glei-
chungen die Beantwortung der Frage gefordert werden, welche
Krafte P, zu den durch die Kraftfunktion F bestimmten zu
jeder Zeit noch hinzugefiigt werden miissen, um am ge-
gebenen System die gegebene Bewegung hervorzarafen.

Werden die Krifte B, von #uBern Vorrichtungen auf
das System ausgefibt, so sind dagegen — P, die Krifte,
welche umgekehrt das System auf jene Vorrichtungen ausiibt.

Helmholtz hat eine Verallgemeinerung des Prinzipa
der stationiren Wirkung gefunden, welche, weil sie in der
Flektrodynamik Anwendung findet, hier noch erwihnt
werden soll.

Er betrachtet 2s vollkommen independente Variabeln
Pys Py---P,y Py Py---p,, welche im Verlaufe einer ge-
gebenen Zeit (von #, bis ¢) beliebige, sich kontinuierlich
folgende Werte durchlaufen sollen, so dafBl also jetzt vom
vornherein gar nicht vorausgesetzt ist, daB p’, der Differential-
quotient von p, nach der Zeit ist. 7 sei eine beliebig ge-
gebene Funktion der 2s Variabeln p, p,...p,, p;...7’,, jedoch
sel es beziiglich der p’ eine ganze Funktion zweiten Grades,
also durch einen Ausdruck von der Form 35) gegeben.
Zwischen den s 4 1 Variabeln ¢, p,, p,...p, kbnnen noch o
holonome oder nicht holonome Bedingungsgleichungen von

der Form n’dt+$ﬁ %, dp, = O bestehen. ¥ und die x

seien beliebig gegebene Funktionen dieser s + 1 Variabeln.
Er stellt nun die Forderung, daf die GroBe

221) 0 ="f['f_ V— Z.(p;— %’-’;—):Pﬂm
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ein Grenzwert sein soll unter folgenden Bedingungen: 1. {,und ¢
und die Werte der ungestrichenen p zu diesen Zeiten sollen
nicht variiert werden, so daB man auch d¢ nicht zu variieren
braucht, 2. die Variationen der ungestrichenen p sollen die

Bedingungen erfiillen $a nia‘pb =0,1=12...0

Da die gestrichenen p voilig unabhéingig sind, so mub
die Variation &2, welche 2 erfibrt, wenn man sonst
alles unverindert laBt und nur eines der p/, z. B. p’;, um
dp’, wachsen 1aBt, verschwinden. Die im Ausdrucke fiir £
in der eckigen Klammer stehende Summe erfihrt dann den

Zuwachs
37, +2‘( ~ )i or

und daher wird:

7, Q—-f"Ps‘“Z(“ T Vswawe

da nun Jp’; eine ganz willkiirliche kontinuierliche Funktion
von ¢ ist, die nur die Bedingung zu erfiillen hat, daB sie
fiir jeden Wert aes ¢ unendlich klein sein muB, so muB der
Faktor von dp; in dem zuletzt fir &, £ gefundenen Aus:
drucke fiir jedes # verschwindan und man hat daher fiir jedes
jundi=1,2..,

232) 2(;: “”") fﬂ, s

Dies sind fiir die s GroBen p/, — d”‘ im ganzen & lineare
T

Spops = A

ist, so sind die Koeffizienten dieser linearen Gleichungen

gleich den a,,, und da nach 56) die Deierminante dieser

Koeffizienten nicht verschwindet, so konnen die s&mtlichen

linearen Gleichungen 222) nur erfiillt sein, wenn siamtliche

Ausdriicke von der Form p/, — i;;l- verschwinden. Der in

§ 9 fur das Nichtverschwinden dieser Determinante gegebene

homogene Gleichungen. Da nach Glelchung 85)
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Beweis gilt auch fir rheonome generalisierte Koordinaten;
denu man kann sich immer denken, da die zwischen den
rechtwinkligen und generalisierten Koordinaten zu einer
bestimmten Zeit bestehenden Beziehungen unabhingig von
der Zeit fortbestehen. Dann werden die generalisierten Ko-
ordinaten skleronom, ohne daB die ¢ ihre Werte indern.

Lediglich aus der Voraussetzung, daB der Ausdruck 221)
unter den soeben prizisierten Bedingungen ein Grenzwert
wird, folgt also, was irither Definition der p, war, dall
=3P ist. Sobald aber dies bewiesen ist, wird der
Ausdruck Q der Gleichung 221) mit dem Ausdrucke W der
Gleichung 202) identisch, und da auch die Bedingungen,
unter denen jetzt 2 ein Grenzwert werden soll, identisch
sind mit denen, unter denen frither W ein Grenzwert wurde,
so folgt, wie damals so auch jetzt, daB die zeitliche Ver-
dnderung der p, fir welche 2 ein Gremzwert wird, die
Lagrangeschen Gleichungen der analytischen Mechanik
erfiillt.

§ 35. Das Wirkungsprinzip als Grundprinzip der
gesamten Naturwissenschaft,

Historisch fithrte natiirlich offener oder verstackter die
Vorstellung der Zenirikrifte zwischen materiellen Punkten
zur allmihlichen Entwicklung der Mechanik in ihrer
heutigen Gestalt. Daraus allein darf man freilich noch
picht den SchliuB ziehen, da8 diese Vorstellung des-
wegen auch immer ihre Basis bleiben miisse. ¥s kommt
ja oft genug vor, daB ein Satz, der zuerst unter gewissen
beschrinkenden Bedingungen gefunden wurde, sich spiter
auch in allgemeineren Fillen als giiltig erweist. So kdnnten
die Prinzipier der Mechanik, wie das der virtuellen Ver-
schiobungen oder das der stationdren Wirkung, ebenfalls
unter Bedingungen gelten, welche sich nicht durch Zentri-
krafte realisieren lassen.

Es wurde in der Tat oft die Ansicht ausgesprochen.
daf man die Vorstellung der Zentrikriifte ganz fallen lassen
und an ihre Stelle irgend eines der allgemeinen Prinzipe
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zur Basis der Mechanik machen solle. Wihit man hierzu
das Energieprinzip, so muB man, da dieses viel spezieller
ist, als die Gleichungen der Mechanik, noch eine ganze
Reihe anderer Sitze hinzunehmen und mit der Ableitung
des Gesamtmaterials aus einem einheitlichen Prinzipe ist es
wiederum vorbei. Dies ware nicht notwendig, wenn man
das Prinzip der stationdren Wirkung wahlen wiirde, da aus
diesem in der Tat die Gleichungen der Mechanik in ihrer
(Gesamtheit folgen.

Es kann hier sogar der Fall ins Auge gefadt werden,
daf der Zustand von Systemen durch andere Koordinaten
bestimmt ist, als solche, welche die Lage in einem dreidi-
mensionalen Raume angeben. So haben z. B. Gibbs,
Helmholtz u. a. Relationen aufgestellt, in denen die Tem-
peratur, der elektrische Zustand und &#hnliche Variabele
vorkommen und welche die mechanischen Prinzipe, besonders
das Prinzip der stationiren Wirkung, als spezielle Fille ent-
halten. Allein diese Relationen sind in anderer Hinsicht doch
wieder viel weniger allgemein. Sie gelten manchmal ausschlieB-
lich fiir Zustinde, die sich nur unendlich wenig vom Gleich-
gewichtszustande unterscheiden. Sie enthalten ferner der
Mechanik fremde Dunkelheiten, wie den Begrift der Eniropie,
der Irreversibilitit aund zahlreiche erfahrungsmiBig gegebene
Eigenschaften der Temperatur, Elektrizitit etc., deren Vor-
stellung keineswegs so einfach ist, wie die der geometrischen
Beziehungen von Punkten.

Es bestebt die Moglichkeit, das Auftreten von Glei-
chungen, welche denen der Mechanik analog sind, in der
Theorie der Klektrizitit, der Wirme etc., sowie die be-
sonderen Kigenschaften, welche den in diesen Theorien
vorkommenden GrtBen zukommen, daraus zu erkliren, daB
diese Phinomene durch verborgene mechanische Bewegung
verursacht sind und auch die Dunkelheiten im Verhalten
der in der iibrigen Physik vorkommenden GrioBen durch
mechanische Bilder aufzuhellen, z. B. die des Entropie- und
Irreversibilitatsbegriffes durch Anwendung der Wahrschein-

lichkeitsrechnung auf das Verhalten sehr zahlreicher ma-
terieller Punkte.
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Wenn ich sage, die mechanischen Bilder kdnnten im-
stande sein, derartige Dunkelleiten aufzuhellen, so meine
ich damit nicht, daB die Lage und Bewegung materieller
Punkte im Raume etwas ware, dessen einfachste Elemente
vollstindig erklarbar sind. Im Gegenteile, die letzten Ele-
mente unserer Erkenntnis zu erkliren ist iiberhaupt nicht
mdglich; denr erkldren heiBt ja, auf Bekannteres, Einfacheres
zurfickfithren und daher muB das, woraunf alles zurfickgefiithrt
wird, immer unerklarbar bleiben. Wenn daher auch alles
aus den einfachsten Grundbegriffen der Mechanik erklart wiire,
so wiirden diese dafiir in aller Ewigkeit geradeso unerklirbar
bleiben, wie es heute fiir uns auch die der Elektrizitiits-
lehre sind.

Auch will ich nicht streiten, ob der Begriff der Lage
im Raume, oder der der Temperatur, oder der einer elek-
trischen Ladung an sich klarer ist: ein solcher Streit wire
gegenstandslos. Nur wire es sicher klarer, wenn wir nicht
nur alle Bewegungserscheinungen an festen, tropfbaren und
gasformigen Korpern, sondern auch Warme, Licht, Elektri-
zitit, Magnetismus, Gravitation, alles durch die Vorstellung
von Bewegungen materieller Punkte im Raume, also durch
ein einziges einheitliches Prinzip erkldaren kdnnten, als wenn
wir fiir jedes dieser Agentien wieder ein ganzes Inventar
vollkommen fremdartiger Begriffe wie Temperatur, elektrische
Ladung, Potential etc. brauchen, ob wir diese fremdartigen
Begriffe nun als etwas vollkommen Selbstindiges oder als
lanter disparate fiir jede Energieform apart zu postulierende
Energiefaktoren bezeichnen mdgen.

Wenn man sich schon iiberhaupt um die kiinftigen
Jahrhunderte oder gar Jahrtausende kiimmern will, so will
ich gerne zugeben, daB es vermessen wire, zu hoffen, daf
das heutige mechanische Welthild selbst nur in seinen
wesentlichsten Zigen sich in alle Ewigkeit erhalten
werde.

Daher bin ich auch weit entfernt, von Versuchen, allge-
meinere Fleichungen zu suchen, von denen die mechanischen
nur spezielle Fille sind. gering zu denken. Ja ich wire
mit dem Erfolge dieses Buches zufrieden, wenn ich durch
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den Nachweis, wie klar ein Weltbild sein kann und mubB,
dazu beigetragen hitte, daf die Konstruktion eines anderen
noch umfassenderen und klareren Weltbildes, sei es auf
Grundlage des Energieprinzips oder des Prinzips der statio-
niren Wirkung oder der geradesten Bahn, gelinge. Nur
dem Leichtsinne, welcher, bevor ein anderes derartiges
Weltbild von der ersten Grundlage bis zur Anwendung auf
die wichtigsten Krscheinungen, die schon so lange durch
das alte Welthild erschopfend dargestellt worden sind,
detailliert ausgearbeitet vorliegt, ja ohne von den Schwierig-
keiten der Komstruktion desselben eine Ahnung zu haben,
das alte Welthild der Mechanik fiir einen fiberwundenen
Standpunkt erklirt, mbchte ich entgegenarbeiten. Vor
allem diirfte man, wenn man das Bild materieller Punkte
vermeiden will, nicht doch wieder in der Mechanik spater
materielle Punkte cinfiihren, sondern man miiBte von anders
beschaffenen Einzelwesen oder Elementen?) ausgehen, deren
Eigenschaften so klar wie die der materiellen Punkte zu
schildern waren.

Ich schrieb das Vorstehende vor etwa sieben Jahren
nieder, der SchluBisatz stellt also die von mir vor sieben
Jahren gestellte Forderung dar (so alt ist der Grundstock
des Manuskripts fir das vorliegende Buch). Ich brachte
alles das jetzt absichtlich unverindert zum Abdrucke. Was
ich dort mach Jahrhunderten oder gar Jahrtausenden er-
wartete, ist in sicken .Jahren zur Hilfte geschehen.

Aber nicht von der Energetik, nicht von der Phino-
menologie ging der Hoffnungsstrahl einer nichtmechanischen
Naturerklarung aus, sondern von einer Atomtheorie, die in
phantasticchen Hypothesen die alte Atomtheorie ebenso fiber-
trifft, wie ihre Elementargebilde an Kleinheit die alten Atome
ithertreffen. Ich brauche nicht zu sagen. daB ich die moderne
Klektroneutheorie meine. Diese strebt gewi nicht die
Begriffe der Masse und Kraft, das Tragheitsgesetz etc. aus
Finfacherem, leichter Verstandlichem zu erkliren, ihre ein-
fachsten Grundbegriffe und Gesetze werden sicher ebenso

Y) Vergl. Wied. Ann. Bd. 60, 5. 241, 1897.
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unerklarlich bleiben, wie fiir das mechanische Welthild die
der Mechanik. Aber der Vorteil, die gesamte Mechanik aus
arderen, fir die Erklirung des Elektromagnetismus ohnehin
notwendigen Vorstellungen ableiten zu kdnnen, wire ebenso
groB, =als wenn umgekehrt die clektromagnetischen Er-
scheinungen mechanisch erklirt werden konnten. Moge das
erstere gelingen und dabei meine vor sieben Jahren gestellte
Forderung erfiillt werden!

& 36. Das Prinzip der kleinster Wirkung.

Wir wollen nun annehmen, daB weder die Kraftfunktion ¥
noch die Bedingungsgleichungen, die nun alle holonom sein
sollen, die Zeit explizit enthalten d. h. daB das System
skleronom sei. Dann braucht man #, nicht zu variieren,
da man ohne Beschrinkung der Allgemeinheit der unteren
Grenze des auf die unvariierte Bewegung beziiglichen
Integrales 202) die untere Grenze des der variierten Be-
wegung entsprechenden Integrales 203) zuordnen kann. &4
ist dann die Variation der ganzen Zeit #; — {,, fiber welche
die Integration sich erstreckt. Ferner ist dann in der
Gleichung der lebendigen Kraft

E=T+7V,
E cine wihrend der unvariierten Bewegung konstante Grofe;
daher wird

W_f@ T — B)dt
[

b 4
SW=23[Tdt— [dEdt— Edt,
% %
wogegen aus Gleichung 207) folgt:

dW=— Edt + 2& (g%, 0p1, — 4%, 89%).

Die Vergleichung dieser beiden Werte fiir & W ergibt:

t; t A
223) 20 [Tdt=[dEd¢ +§i(qlh3p‘i-q“hd'p°h].
1 o
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Wir wollen zunichst das Prinzip der kleinsten Wirkung
in seiner alten historischen Form ableiten. Wir sstzen
dabei voraus, daB das Intervall § — ¢, iiber welches sich
das Integral 202) erstreckt, den Zuwachs d¢ erfihrt, and
dies ist ein wesentlicher Unterschied von dem frither be-
handelten Prinzipe der stationiiren Wirkung, wo dieses Zeit-
intervall unverindert blieb. Ferner setzen-wir voraus, daB
die der unteren Grenze ¢, entsprechenden Werte der Koordi-
naten fir die varilerte Bewegang dieselbe wie fiir die
unvariierte sind, daB also Jp° fiir jedes %2 verschwindet.
Die Geschwindigkeiten fiir die Zeit #,, bei welcher sowohl
fir die unvariierte als auch fiir die variierte Bewegung die
Integration beginnt, konnen zwar Variationen erfabren, jedoch
nur so, daB die gesamte lebendige XKraft T, im Zeitmomente?,
keine Verinderung erfihrt, daB also die Konstante 4 unver-
andert bleibt. Ferner sollen alle Zusatzkriifte, welche noch
eine weitere Variation der Bewegung bewirken, in keinem
Zeitmomente eine Arbeit auf das materielle System fiber-
tragen oder ihm entziehen. KEs soll daher fiir die variierte
Bewegung T + V za Anfang denselben Wert # wie fir die
unvariierte Bewegung haben und auch zu allen spiterem
Zeiten soll die gesamte Enmergie T+ V fir die variierte
Bewegung denselben Wert E wie zu Anfang haben. Da
aber auch fiir die unvariierte Bewegung T + ¥V = K ist, 80
ist allgemein JE = 0.

Dies wire z. B. erfillt, wenn die Zusatzkrifte dadurch
bewirkt wiirden, daB jeder materielle Punkt in eine starre
glatte Rohre eingeschlossen wiirde, deren Mittellinie unend-
lich wenig von der unvariierten Bahn des betreffenden
materiellen Punktes abwiche und durch die Punkte ginge, wo
sich der Punkt zu den Zeiten #, und ¢, bei der unvariierten
Bewegung befand. AuBerdem soll die Variation der fir die
Zeit t, geltenden Geschwindigkeiten und sollen die Zusatzkrafte
noch so beschaffen sein, daB zu irgend einer Zeit ¢ + d¢,
welche gleich ¢, oder unendlich wenig verschieden von ¢ ist,
simtliche materielle Punkte genau in die Lage kommen, die
sie filr die unvariierte Bewegung zur Zeit ¢, hatten. Dann ist
auch dp?, = 0 fiir jedes h und es folgt aus Gleichung 223)
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4
224) o[ Tdt=0.
o

4
Es wird also das Integral [ Tdt einGrenzwert, welche

Aussage das alte Prinzip der t‘kleinsben Wirkung, wie es
schon lange vor Hamilton ausgesprochen wurde, bildet.
Dasselbe ist nur fiir den Fall, daB man die Zeit { — ¢,
also nach unmserer Methode neben #, auch ¢ unvariiert laBt,
ein spezieller Fall des Prinzips der stationiren Wirkung.

§ 37. Variationsmethode, wobei auch die Independente,
resp. die Zeit variiert wird.

Die alte Ableitungsweise des Prinzipes der kleinsten
Wirkung, welcher auch wir im vorigen Paragraph gefolgt
sind, setzt vorsus, daB eine Kraftfunktion existiert, welche
die Zeit micht explizit enthilt. Diese Voraussetzung war
bei Ableitung der Gleichung 30) resp. 2182), welche den all-
gemeinsten Ausdruck des Prinzipes der stationiren Wirkung
darstellt, nicht notwendig. KEs hat Helmholtz gezeigt,
daB sie auch bei Ableitung des Prinzipes der kleinsten
Wirkung nicht notwendig ist und daB daher aus letzterem
Prinzipe die allgemeinen Grundgleichungen der Mechanik
fur skleronome Koordinaten in allen Fillen abgeleitet werden
konnen, in denen sie aus Gleichung 4), 30) resp. 218a) (der
allgemeinsten Form des Prinzipes der stationirem Wirkung)
abgeleitet werden konnen.

Ehe ich aber hierzu ubergehe, will ich noch eme
ungemein wichtige Verallgemeinerung der Variationsmethode
besprechen. Ich habe absichtlich bisher die Variation des
Zeitdifferentials unterlassen, um zu zeigen, wie sie durch
Variation der Grenzen ersetzt werden kann. Wiewohl wir
nun auch in den spiterm Paragraphen nirgends mehr das
Zeitdifferential variieren werden, so will ich diese Variation
doch in diesem Paragraph besprechen, da ohne ihre Kenntnis
der ganze Begriff der Variationsrechnung em ungemein
beschrinkter bliebe.
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Gerade bei Ableitung des Prinzipes der kleinsten Wir-
kung ist es natiirlicher auch d# als variabel zu betrachten,
d. L. die Annahme fallen zu lassen, daB zwei Zustinde der
unvariierten Bewegung jedesmal zeitlich gleich weit abstehen,
wie die beiden korrespondierenden Zustinde der variierten
Bewegung.

Es driickt danv das einer GroBe vorgesetzte 6 immer
den Zuwachs aus, welchen diese GréBe erfilirt, wenn man
von dem irgend einer Zeit ¢ entsprechenden Zustande der
unvariierten Bowegung zu dem korrespondierenden Zustande
der variierten fibergeht, d. h. zu dem, welcher bei der
varilerten Bewegung einer ein wenig davon verschiedenen
Zeit ¢ + Ot entspricht. Dabei kann man 3¢ ganz beliebig
wihlen, also z. B. als eine ganz beliehige Funktion von #
auffassen, welche nur kontinuierlich und unendlich Kklein
von der Ordnung der & der iibrigen GroBen sein muS.

Am einfachsten ist es natirlich allgemein 8¢ =0 zu
setzen, wie wir es im fritheren taten; aber es konnen Griinde
vorhanden sein, weshalb die Einfiihrung eines von Null
verschiedenen, irgendwie passend gewihlten Wertes von
dt rascher zum Ziele filhrt. Wir bleiben also vorliufig
ganz allgemein und legen dem &¢ weiter gar keine
Beschrinkung auf, als daB es kontinuierlich und unend-
lich klein von der Ordnung der 4 der #ibrigen GriSien
sein soll

Um den Unterschied zwischen der Variation bei Kon-
stanthaltung der independenten Variabeln und der Variation,
bei der auch die independente variiert wird, noch deutlicher
hervortreten zu lassen, will ich hier eine kurze Einschaltung
iber die Grundprinzipien der Variationsrechnung im all-
gemeinen machen. Dieselbe soll nur unzusammenhingende
Bruchstiicke ohne jede subtile mathematische Analyse bloB
zur Beleuchtung der geometrischen und physikalischen Be-
deutung der betreffenden Begriffe geben. Sie soll auch
keine Einleitung zum Studium der Variationsrechnung sein,
gondern nur etwa zum Nebengebrauche beim Studium eines
elementaren Lehrbuches éiber Variationsrechnung von einigem
Nutzen sein. Erst nach Absolvierung dieser Einschaltung
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will ich wieder zu unserer mechanischen Aufgabe zuriick-
kehren.

Das einfachste Problem der Variationsrechnung ist das
folgende: Man sucht eine Funktion y = f () einer indepen-
denten Variabeln z so zu bestimmen, daB ein Integral von
der Form:

E S
J= [F@yy)
,

ein Grenzwert wird. Dabei ist 3 = 2¥. z, und z sind

die konstant gegebenen oder in gegebener oder willkiirlicher
Weise veriinderlichen Grenzen des Integrales.

In der Variationsrechnung denkt man sich nun die
Funktion f, fir welche der geforderte Grenzwert eintritt,
gefunden und durch eine Kurve M N (Fig. 3, 4, 5) dar-
gestellt. Dann denkt man sich die Funktion f unendlich
wenig variiert, so daB eine wunendlich benachbarte Kurve
M’ N’ entsteht. Man li8t nun jedem Punkte der unvari-
ierten Kurve 3 N einen Punkt der variierten Kurve M N
korrespondieren und bezeichnet die Zuwiichse, welche Ab-
szisse und Ordinate des betreffenden Punktes erfahren, wenn
man von irgend einem Punkte der unvariierten Kurve M N
zu dem diesem Punkte korrespondierenden Punkte der
variierten Kurve M’ N iiber-
geht, mit 5z, dy. u

Am einfachsten und in r
den meisten Fillen am besten
ist es, wenn man jedem Punkte
der unvariierten Kurve den-
jenigen Punkt der variierten
korrespondieren liBt, welcher
vertikal daritber liegt, also ¢
dieselben Abszisse hat. Dann
ist allgemein dz=0, weil kor-
respondierende Punkte immer
dieselbe Abszisse haben. Jy aber, welches wir in diesem
Palle als J, y bezeichnen wollen, ist gleich der Ordinaten-
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differenz der beiden Punkte, in denen eine der Ordinaten-
achse parallele Gerade die beiden Kurven durchschneidet.
BC in Fig. 8 wire das J,y, wenn B der fragliche Punkt
der unvariierten Kurve, C der ihm korrespondierende Punkt
der variierten Kurve ist.

Eskann sich aber anch aus gewissen Griinden empfehlen,
jedem Punkte der unvariierten Kurve mit der Abszisse z
einen Punkt der variierten Kurve korrespondieren zu lassen,
welche eine ein wenig verschiedene Abszisse z + dz hat,
wobei man fir dz eine beliebige Funktion von z wihlen
kann. Das oz des Punktes B in Fig. 8 sei durch das
Stick 44  dargestellt. Dann ist das dazu gehdrige dy,
das in diesem Falle mit J,y bezeichnet werden soll, der
Zuwachs, welchen die Ordinate erfhrt, wenn man von dem
Punkte B der unvariierten Kurve M N, der die Abszisse z
hat, zu dem korrespondierenden Punkte ¢ der variierten
Kurve M N, also zu demjenigen Punkte dieser Kurve iiber-
geht, welcher die Abszisse z + dz hat. In Fig. 8 ist ¢'D
gleich &,y. dy dagegen ist immer der Zuwachs, welchen
die Ordmnate der unvariierten Kurve erfihrt, wenn man bei
derselben die Abszisse £ um dx wachsen 1i8t; die variierte
Kurve kommt dabei gar nicht.in Betracht.

In Fig. 4 sei AA =dz, DB, =dy. Unter ddy=4Jdy
endlich versteht man den Zuwachs, den das Jdy erfihrt,

>
r -
N
27y | Bt
-l L i
17 z
.77
r
] L L
~ J_ M iy
o &
ax
Fig. 4. . 5.

wenn man es als Funktion von z ausdriickt und in dieser
Funktion x um dz wachsen 1Bt oder den dy erfihrt, wenn
man von den beiden Punkten B und B, Fig. 4 u. 5, deren
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Ordivnatendifferenz gleich dy ist, zu den beiden ihnen korre-
spondierenden Punkten (CC, in Fig. 4, ¢' ¢} in Fig. 5) der
variierten Bewegung iibergeht. In Fig. 4 sind alle diese
GroBen fir den Fall dargestellt, daB dz = 0 ist, in Kig. 5
dagegen fiir den Fall, daB dx von Null verschieden ist. Im
ersten Falle soll das ddy mit dé, y, im letzteren mit dd,y
bezeichnet werden.

Die Analogie der beiden bier betrachteten Variations-
arten mit den soeben in der Mechanik angewandten liegt,
wie ich glaube, klar zutage. Nur daB in der Mechanik
t statt = die independente Variable und statt der depen-
denten Variablen y eine ganze Reihe von Variablen vor-
handen ist. Man konnte sich bei dem mechanischen Probleme
die Verhiltnisse in derselben Weise versinnlichen, wenn
man die Werte des ¢ als Abszissen und die Werte irgend
einer der Koordinaten oder generalisierten Geschwindig-
keiten oder Momente als Ordinaten dariiber auftragen wiirde.

Dies ist es, was ich #iber Variationsrechnung im all-
gemeinen einschalten wollte und wir kehren nun wieder
zar mechanischen Aufgabe zuriick.

§ 38. Uber die Verallgemeinerungen, welche Helmholtz
dem Prinzipe der kleinsten Wirkung erteilte.

Wir wollen also nun auch ¢ der Variation unterwerfen.
Sein Zuwachs heiBe 0¢, d. h. wir lassen dem zur Zeit ¢
stattfindenden Zustande der unvariierten Bewegung den zur
Zeit ¢ 4- dt gehirenden Zustand der variierten Bewegung
korrespondieren. Wir bleiben dabei in diesem Paragraph,
wie schon bemerkt, ganz sllgemein, d. h. wir legen dem ¢
sonst gar keine Beschrinkung auf, als daB es eine kon-
finuierliche Funktion von ¢ und unendlich klein von der
Ordnung der & der iibrigen GrdoBen sein soll.

Wir verfahren nun in der nachstehenden Weise. Wir
bilden uns den Ausdruck

f

925) I[2T5d1+3Tdt+§::nPhﬁphdt]-

Boltzmann Mechanik IT 10
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Diesen Avsdruck tiransformiergn wir m der folgenden
Weise. Wir ersetzen das ecste Glied des Ansdrucks in der
eckigen Klammer durch

3
zl}a qﬁ?;h d‘d( -

(was skleronome Koordinaten voraussetzt) das zweite durch:

Fl

5137
thk(sphrff + Ehmaphdé.
)

1

Die Summme dieser heiden Glieder reduzisrt sich dann aai:
4 ]
i 4T
226) Z-r:ﬁ{hmH g IPads.
1 1

Nun 18t aber p', a# = dp,, daher:
S(p,dt)=ddp, =dop,.

Hiersus tolgt.
o dd
227) Zq‘,‘a{p’dt‘.z hgk—--d—tpldf.
1

Integriert yaan jodes Glied der letzteren Sumime. wie
wir es frither schon dfters taten, per partes, substituiert den
so aas 227) erhaltenen Ansdruck in den nach 228) integrierten
Ausdruck, dann diesen stalt der heiden ersten Guieder des
Ausdricks 225) in diesea Ausdruck. und bedenkt noch, da
kraft der Bewegungsgleichungen. weil die' unvariierte Be-
wegung eine natirliche sein soll,

. dg, , 1
21 (-‘- d"h : pe v o -+ ‘P.';) Jp, =0
1

ist und zwar sowoh, wenn keine, als avch wenn Bedingungs-
gleichungen vorhanden sind, so findet mam:

228) [[278dt+ @7 + ; P.op)d!] = i(’? W= 1 3P%).
&
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Diese Gleichung umfaBt das Prinzip der ststioniren
und das der kleinsten Wirkung: es ist vorausgesetst, daB
die generalisierten Koordinsten skleronom siud.’}

1. Falls dd¢ =10 ist, folgt, da wiur die Integrations-
grenzen wnicht variieries, wieder das Hawiltonsche Prinzip
recte das Prinzip der stationiiren Wirkung.

2. Wenn die Variationen der Koordiuaten fiix die In-
tegrationsgrenzen verschwinden und auBerdem die Variation
speziell so ausgefithrt wird, dal} dberall

229) AT = $P15p“

also der Znwachs der lebendigen Kraft wmmer gleich der
durch Variation d:or Keordinaten geleisteten Arbeit ist, so
daB die die Varation erzeugenden Zusatzkiifte niemsls

4
Arbeit leisten, so ist f2 d(Td4 = 0, daher anch
%

)
230) §fTat=0;
LY

denn die Variation der Grenzen ist hier schon durch Variation
des Zeitdifferentiales berdcksichtigt.

Falls 67 — >+ P, dp, uicht die Variation eines Auvs-
1

drucks st, der fiir endliche Teile der unvariierten Bewegung
koustaut ist, kapn man sich vorstellen, dal} die Bedingung 229)
sich bloB darauf bezieht, welche Momenie der varjierten
Bewegung man den verschiedenen Momenten der unvarherten
korrespondieren liabt, so daB durch die Bedingung 229) der
ganze Verlauf der variierten Bewegung in keiner Wese be-
schrankt wird, diese Bedingung vielmehr blob die beiden
Punkte bestimmt, welche fiir die variierte Bewegung als
Aufangspunkt ond Eudpoukt der Integration gewabit werden

Y} Fulls die Zeit variiert wrd, folgt ans dem Verschwinden der
Variationen der rechtwinkligen Koordinaten an beiden Zeitgrenzen
keineswegs auch das Verschwinden der Variationen irgend welcher
nicht skleronomer generalisierter Koordinaten an denselben Zeitgrenzen
Lrsteres kann dann nichtholonomen Bedingungen widersprechen

10*
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miissen. Fiir Anfang und Knde der Integration miissen
dann noch die Koordinatenvariationen verschwinden. Denn
da wir die Grenzen des Integrals nicht variiert haben, so
muf der Znstand der umnvariierten Bewegung, welche fir
diese die untere Integrationsgrenze bildet, dem Zustande
korrespondieren, welcher fiir die variierte Bewegung die
untere Integrationsgrenze bildet und dasselbe muB fiir die
oberen Integrationsgrenzen gelten.

Dies wird besonders klar, wenn eine Kraftfunktion ¥
existiert, welche aber die Zeit explizit enthilt. Setzt man
dann T+ V= E, so ist:

QT—$Pi3P*=5E.

Da aber ¥ und folglich auch F die Zeit explizit enthalten,
so durchliiuft £ sowohl fir die unvariierte als aueh fiir die
variierte Bewegung eine Reihe Lontinuierlich sich folgender
Werte. Hat dann E nicht gerade fir eine der Integrations-
grenzen ein Maximum oder Minimum, so kann die Be-
dingung 229) dahin ausgesprochen werden, daf der Anfangs-
zustand der varilerten Bewegung dort gewdhlt werden mub,
wo fiir die variierte Bewegung E denselben Wert hat, den
es fiir den Anfangszustand der unvariierten Bewegung hat
und daB dasselbe auch fiir die Endzustinde, d. h. fiir die
den oberen Grenzen der Integrale entsprechenden Zustinde
gelten muB. KEine bestimmte Angabe, wie variiert werden
muB, liegt dann noch darin, daB fiir die beiden Integrations-
grenzen die Variationen simtlicher Koordinaten verschwinden
miissen.

Es geniigt dann iberhaupt, abgesehen von den
Stellen, wo E einen Grenzwert hat und vorausgesetzt, daB
die Koordinatenvariation fiir die Integrationsgrenzen ver-
schwinden, jedem Zustande der unvarilerten Bewegung
denjenigen der variierten korrespondieren zu lassen, wo F
exakt denselben Wert hat, geradeso wie beim Prinzip der
stationiiren Wirkung solche Zustinde korrespondierten, fiir
welche ¢ exakt denselben Wert hat. Letztere Vorstellung
ist uns so natiirlich, da f niemals ein Maximum oder Mini-
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mum haben oder gar fiir eine endliche Strecke konstant
sein kann; erstere Vorstellung ist uns unnatiirlich, weil
gerade fiir die wichtigsten Falle E wihrend der ganzen
unvariierten und auch wihrend der variierten Bewegung
konstant ist. Hat es fiir beide Bewegungen denselben kon-
stanten Wert, =o ist in richtiger Weise variiert, allein dies
ist mnicht durch die Art und Weise bewirkt, wie sich die
Zustinde korrespondieren. Hat dagegen E fir beide Be-
wegungen unendlich wenig verschiedene Werte, so kann dies
durch keine Art der Zuordnung der Zustinde gutgemacht
werden.

§ 39. Jacobis Beleuchtung des Sinnes des Prinzipes der

kleinsten Wirkung. Einfaches Beispiel fiir den Unterschied

zwischien dem Prinzipe der stationiren und dem der kleinsten
Wirkang,

Es sei hier noch eines Umstandes erwihnt, anf den
namentlich Jacobi groBes Gewicht legt. Ks soll die Variation
der Koordinaten fir beide Integrationsgrenzen verschwinden
und es soll eine Kraftfunktion existieren, welche fiir die
unvariierte und die varilerte Bewegung die gleiche die Zeit
nicht enthaltende Funktion der Koordinaten ist. AuBerdem
sollen die generalisierten Koordinaten skleronom sein. Dann
besteht fiir beide Bewegungen die Gleichung der lebendigen
Kraft:

T 4+ V¥V = konst. = E.

Der Wert dieser GroBe E, welche jetzt als eine ge-
gebene Konstante zu betrachten ist, soll nun beim Uber-
gange von der unvarilerten zur variierten Bewegung auch
keine Anderung erfahren.

Da nach Gleichang 35)

L -
dpy, d
231) 27= D Dia, P H
1 1

1st, so folgt:
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l_f'r—l

232 dt = l/z. Sk, dp,dp,.

Unter den angegebenen Umstinden muf nach Glei-
chung 224)

dfTdt=0

sein, was nach Gleichung 231} fibergeht in

of 5 S pan=o.

Da hier die Zeit, bei welcher die Integration beginnt,
nnd ebensn die, wo sic eudet, beliebig variieren kdnnen, und
auBerdem dic Zeit in dem Integrale sonst in keiner Weise

: d
sorkommt, als dab J¢ im Nenner von d’;‘ steht, so kann

man fiir J¢ seiven Wert 2us (leichung 232) einseizen
und erhilt

1
233) !‘J ﬁtﬁﬂ l/?ﬁ 2&- &, dpdp, =0.

Die Grenzen des Integrals bedeuten hicr, daB von den
gegebenen Anfangswerten der Koordinater zn den cbeufulls
gegelenen Endwerten derselbem zn integrieren ist. Die Zeit
ist da vollstindig ehroiniert. Die Gleichung 233) drickt also
nur eine geowetrische Bedingung fiir die Bahn des ma-
teriellen Systems aus, d. h. sie bestimmt die Bahoform fiir
jeden einzelnen Punkt, und welche Punkte aller Bahnen
aller materiellen Ponkte zusammengehoren, d. h. zu eiuver
wnd derselben Zeit gehorige Tiagen der materiellen Punkte
darstellen.

Diese ,,Baho des materiellen Systews* wird dahin be-
stimmt, daB onter Finhaltung der Bedinguugsgleichungen
die Variation 238) verschwinden muB. Wie aber diese
Bahuen im Verlaufe der Zeit euriickgelegt wecden, d. b
welcher Wert des ¢ zn jader geometrischen Koufiguration
der Punkte gehdrt, wird durch die Gleichung 233) nicht
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bestimmt, soudern vielmehr durch Integration der Glei-
chung 232).

Da im Integrale der Gleichung 233) die Zeit gar nicht
enthalten ist, so kann man sie nicht als independente
Variable wiahlen. Wollte man in diesem Integrale durchaus
eine bestimmte independente Variable haben, so konnte man
eine der Koordinaten, z. B. p,, als solche wihlen und die
Gleichung 233) schriebe sich in der Form

Jpl l/ dp» & pu
h =0
E H: dp dlﬁ 1

d?‘:
dPl

Wir wollen nun an emnem ganz einfachen Beispiele den
.Unterschied zwischen dem Priazipe der stationdren uad dem
der kleinsten Wirkung erortern.

Es bestehe das Sysiem aus einem einzigen materiellen
Punkte, der entwedsr ganz [rer oder gerwungen ist, auf
ciner vorgeschriebenen unveranderlichen Fliche zn bleiben,
und auf den keine expliziten Kriifte wirken, d. . keine aly
eventuell die Kraft, die ihu zwingt, auf dieser Fliche .su
bletben. Fs ist ¥V konstant, und Jda es fur die variierte
Bewegung Jer Koordivaten gieich derselben Funktion der
Koordinaten sein muB, so hat es auch fir diese deunselben
konstanten Wert.

Da ferner V + T unserer Verabredang gemiiB ebenfalls
fir die variierte und unvariierte Bewegung denselben kon-
stanten Wert hsben mufll, so muf 7 und daher aunch die
Geschwindigkeit ¢ des materellen Punktes fir beide Be-
wegungen gleich derselben Konstanten sein. Aus Glei-
chung 224) folgt daher, dal:

L
jn;c di = ”i(frﬂ.‘?

ta
ein Grenzwert sein mufl., Da ferner m und e invariable
Konstante sind. so muf

234) §fds=0

wobel natiirlich fur der Wert eins zu setzen 1st.
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sein, also die Linge fds des Weges von einem unver-
inderlichen Ausgangspunkte zu einem unverinderlichen End-
punkte der Bewegung ein Grenzwert sein, ohne daB die zur
Zmritcklegung dieses Weges erforderliche Zeit fiir die variierte
und unvariierte Bewegung gleich zu sein braucht.
Wollten wir dagegen das Prinzip der stationiren Wir-
kung auf diesen Fall anwenden, so kénnte, wie wir sahen,
fiir die variierte Bewegung die Geschwindigkeit von Stelle
zu Stelle ein wenig verschieden sein, miibte aber so va-
rileren, daB die ganze Ubergangszeit von einem fixen Aus-
gangspunkt zu einem fixen Endpunkte nicht variieren wiirde
und das Integral 202), also auch (da V, t, — ¢ und m
t

konstant sind) das Integral f c*dt ein Grenzwert wiirde.
&

§ 40. Verschiedene Fille, wo die Grenzglieder
verschwinden.

Das Prinzip der kleinsten Wirkung liBt sich noch
mehr verallgemeinern. Wir nahmen bisher an, daf der
Ausgangspunkt und Endpunkt der Bahnen simtlicher ma-
terieller Punkte nicht variiert, was wir den Fall 4 nennen
wollen. Das letzte Glied der Gleichung 223) verschwindet
aber auch noch in vielen anderen Fillen. 1. Im folgenden
Falle, den wir den Fall B nennen wollen. Sowohl die va-
rilerte als auch die wuvariierte Bewegung sollen periodisch
sein, so daB bei ersterer nach einer endlichen Zeit ¢ genau
dieselben Bewegungszustinde, sowohl Positionen als auch
Geschwindigkeiten und Geschwindigkeitsrichtungen, fiir simt-
liche materielle Punkte gleichzeitig wiederkehren. Dasselbe
soll gelten, wenn nochmals die Zeit i verliuft und danu
wieder nach der Zeit » u.s. . Fiir die variierte Bewegung
soll analoges gelten; jedoch kann die Zeitdauer einer
Periode unendlich wenig verschieden, z. B. gleich ¢ 4 J¢ sein.
Setzt man dann

L =1, 41, 0t =J1,
so gelten fiir jeden Wert des ) infolge der Periodizitit
der Bewegung die Gleichungen:
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Pha=1r% ¢h=1q" », =p°, oder p, + dp', =1% + %
daher:
opt, = op*,.

Es verschwinden also im letzten Gliede der Gleichung 223)
zwar nicht die auf die obere und untere Grenze beziiglichen
lieder separat, aber sie werden fiir beide Grenzen gleich,
8o daB das ganze letzte Glied der Gleichung 223) doch ver-
schwindet. Wir setzen jetzt immer skleronome skleronom
bestimmte Systeme voraus.

Ein dritter Fall, wo dieses Glied verschwindet, ist der
folgende, den wir den Fall C nennen. Wir bezeichnen mit
L, die Stelle des Raumes, wo sich irgend ein materieller
Puokt des Systems fiir die unvariierte Bewegung zur Zeit
1, befindet, mit M, die Stelle, wo er sich fiir dieselbe Be-
wegung zur Zeit t, + di, befindet, mit &, die Stelle, wo er
sich bei der variierten Bewegung zur Zeit #, befindet. Wir
wollen ferner die Lage der Punkte des Systems durch
gewohnoliche rechtwinklige Koordinaten bestimmen und
es seien:

Prs Prrl und Phrye
die rechtwinkligen Koordinaten des eben besprochenen
materiellen Punkies. Dann sind die Momente gleich den
mit der Masse m multiplizierten Geschwindigkeiten; es
sind also

1 1 1
m"fuad‘m ;?oh-f-l"“o und ;qnﬂi’d‘o

die Projektionen der Geraden L3 auf die drei Koordinaten-
achsen. Dagegen sind:

Jpog,: 5}’8}.{—1 und 5?%-{»2

die Projektionen der Geraden L, N, auf die Koordinaten-
achsen. Wenn also diese beiden Geraden aufeinander senk-
recht stehen, so muf, wie man sofort sieht, wenn man die
Kosinusse der Winkel, welche jede der Geraden mit den
Koordinatenachsen bildet, einfiihrt

4%, 0% + 9°5s10P% ki1 + @ ns2 9P ns2 = 0
sein,
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Ebenso wollen wir mt L, 3, N, die Stellen bhézeichnen,
wo sich derselbe materielle Punkt 1. auf der unvaruerten
Bahn zv den Zeiten ¢, 2. auf derselben Bahn zur Zeit
t, + dt, 3. auf der vamierten Bahn zur Zeit , + d¢t; he-
findet. Dann ist

ehorl, + i Iphhir + @re20Pug2 =0

dic Bedingung. dubl such (e Geraden L, M, und L; N, auf-
einander senkrecht stehen Wenn man daher die Variation
der Anfangslage uod Endlage so austubrt, dab jeder Punkt
in dor Ebene verschoben wird. welche senkrecht stcht, auof
seiner augenblicklichen Bewegungsrichtung in der anvariierten
Bahn, was wir die orthogenale Grenzhestnn mung oder Grenz-
bestimmung & nennen wollen, so verschwindet das letzte
Glied der Gleichung 225 ebenfalls. Hierbei st natiirheh unter
der Variation der kudlage die Verseluebung von der Stolle,
wo sich der materielle Punkt i der unvaruerten Bahn zur
Zeit #, befand, welche die obere Greuse des Integrales 2092)
bilder, nazh derjenigen Stelle zn verstehen, wo er sich m
der variierten Bahn zur Zeit £ + d¢ befindet, welche die
obere Grenze des anf die variierte Bahm bezughabenden
ntegrales 2038) ist.

Wenn das letzte Ghied der Gleichung 223) verschwindet,
so folgt sus derselben

72 1

235) 20 1dt= [oEd:

to fo

Wir wollen nun nichl wie wir 3 1n den leteten vier
Paragraphen taten, voraussetzen, daB dem Systeme bei der
Varmation der Bewegung keine Energie vugefuhrt wird. Wir
wollen vielmeh: annehmen, dic unvarnerte Rewegung ge-
schehe mit der konstanten Encrgie E, die variierte aher mt
der ebenfalls konstanten aber unendlich wenig davon ver-
schiedenea Wnergie B+ 0 B, so daf sich das erste Glied
der rechten Seite der (Gleichung 223) auf (4 — £)d E redu-
ziert. Die Kraftfunktion ¥ soll dia Zeit nicbt explizit ent~
halteu.
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Wenn wir dann die GriBe

236) T= f,-l-t, [ 74
FU

als das Zeitmittel der lehendigen Kraft far die unvariierte
Beweguug wihrend der Zeit  — ¢, bezeichnen, so erhalten
wir aus' Gleichung 223) jedeswal, wenn das letzie Glied
dieser Gleichung verschwindet, also z B. in jedem der
Falle, welche wir zu Anfang dieses Paragraphen die Falle
A, B upd C genannt haben, die Gleichung:

:
[ ¢ -
{ {‘ra:)]:az[r?:g — )],

%

237) -‘3%;{1"—=é:

wobei I den natirlichen Logarithmus bezeichmet. Wir wollen
die Bedeutung dieser Formel durch zwei Beispiele erlautern,
deren erstes wir in diesem Paragraph bringen, wihrend wir
das zweite dem folgenden Paragraph vorhshalten. 1. Beispiel:
Es soll fiir irgend eio Wertegebiet der [ntegrationskounstanten
der Fall B eintreten d. h. die Bewegung soll eine peri-
odische sein, die sich nach der Zeit i, deren Linge Funk-
tion der Integrationskonstanten sein kann, genau wiederholt.

Dies trifit zu, wenn das System <iv einzelner mate-
rieller Punkt ist, der unter dem Einflul einer der Iint-
fernung vom Zentrum direkt proportionzlen Anziebung oder
einer das Newtonsche Gravitationsgesetz befolgenden An-
ziehung eine Zentralbewegung macht. Tm leizteren Falle
jedoch nur fir dasjenige Wartegebiet der lutegrations-
konstanten, wo dic Bahn ganz i1a Endlichen lLegh

Die Intsgrationskonstanten sollen anfungs bestimmte
Werte haben, welche siner bestiminten Anfangsbewegung
mit der Periode 7, und der mittieren lebendigen Kraft 7, ent-
sprechen. Dunn soll dem Systeme einc kleine Energie-
menge o K, zugefihrt werdeu, wobei auch die Flichen-
geschwindigkeit eine beliebige daveu unubhingige Verdude-
rung erfabren kabn. Die wit diesen neuen Werten der
Integrationgkonstanten stattfindende Zentralbewegung vennen
wir die zweite: i enwpreche die Periode ¥, und die miitlere
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lebendige Kraft 7,. Hierauf soll in gleicher Weise unter aber-
maliger beheblﬂer unendlich kleiner Anderung der Flachen-
geschwindigkeit eine zwerte Knergiemenge JFE, zugefiihrt
werden, welche eine dritte Bewegungsart mit a,hermals verian-
derten Werten der Integrationskonstanten zur Folge hat.
So fihrt man fort, bis maun eine ins Endliche verschiedene
SchluBbewegung erhilt, fur welche die betreffenden Werte
den Index m hekommen sollen.

Auf jede Verinderung der Bewegung kann man dann
die Formel 287) anwenden, wobei man t, — 7, immer gleich
der Periode ¢ der betreftenden Bewegung setzt. Summiert
man alle in .dieser Weise der Reihe nach fir die ver-
schiedenen Verinderungen der Bewegung erhaltenen Glei-
chungen, so folgt:

> "f T2 i) — LT, -

Wenn sich die Werte der Integrationskonstanten in der
geschilderten Weise um Endliches von ihren Anfangswerten
entfernt haben, und dann in anderer Weise schlie8lich
wieder za ihren Anfangswerten zuriickgekehrt sind, so wollen
wir dies einen KreisprozeB nennen. Fiir einen solchen ist
T; = _f'; und ¢ = g5 daher:

S

T
Natiirlich ist aber in diesem Falle auch S 6 E=0; da
man ja zur alten Bewegung zuriickgekehrt ist, der dieselbe
Energie innewohnt.

§ 41. Beispiel mit orthogonaler Variation.

Ein einziger materieller Punkt soll sich unter dem
Kinflusse von Kriiften, die eine unverinderliche, die Zeit
nicht explizit enthaltende Kraftfunktion haben, bewegen.
Wir gehen von der unvariierten, mit der Energie E, statt-
findenden Bewegung zu einer unendlich wenig verschledenen
mit der Epergie E, + J E, stattfindenden Bewegung, dann
Zzu einer mit der Energie E, + 0 E, + JE, etc. statt-
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findenden Bewegung iiber, bis wir endlich zu eimer um
Endliches verschiedenen Bewegung gelangen. Die Bewegung
soll aber jetzt nicht jedesmal in einer geschlossenen Bahn
geschehen. Es wird auch jetzt das letzte Glied der Glei-
chung 223} verschwinden und daher die Gleichung 237)
gelten, wenn wir fiir die erste Bewegung die Grenzen der
Integration beliebig wahlen, aber fiir alle folgenden Be-
wegungen die Grengen der Integration durch diejenige
Konstruktion bestimmen, welche wir orthogonale Grenz-
bestimmung oder die Konstruktion K genannt haben d. h.
als untere Grenze jedes folgenden Integrales soll die Zeit
gewahlt werden, wann der Punkt in der varilerten Bahn
die Ebene passiert. welche senkrecht zur augenblicklichen
Bewegungsrichtung durch denjenigen Punkt der vorigen
Bahn geht, wo er sich daselbst zur Zeit befand, welche
damals untere (Grenze des Integrales wir. Durch die
gleiche Konstruktion sollen sukzessive die oberen Grenzen
der Zeit gefunden werden. Dann gilt wieder die Glei-
chung 237). '

Wenn man jetzt abermals einen KreisprozeB durchliuft,
d. h. von der urspriinglichen Bahn 3, N, durch fortwihrende
Variationen zu einer ganz anderen Bahn 3, N, iibergeht und
dann wieder in einer anderen Weise (auf einem anderen
‘Wege) zur alten Bahn M, &, mit den alten Integrations-
konstanten zurtickkehrt, so muB wieder > 8 E=0 =ein, aber

> %‘E— braucht nicht gleich Null zu sein, da man durch fort-

wahrende Anwendung der Konstruktion K bei Rickkehr
zur selben Bahn durchaus nicht immer zuf dieser Bahn
auch zu demselben Ausgangspunkte und Endpunkte der
Integration, also zn denselben Grenzen fiir ¢ zu gelangen
braucht, wenn man beim Ubergange von der Bahn 3 N,
zur Babn M, N, zuriick nicht wieder dieselben Bahnen nur
in umgekehrter Reihenfolge durchlaufen hat, wie beim Hin-
gange von der Bahn M N, zvr Babn 3, N, sondern wenn
der Riickweg iiber ganz andere Bahnen. als der Hinweg
erfolgt ist.

Wir wollen dies deutlichkeitshalber in einem ganz
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gpeziellen Falle durck Figuven versinnlichen.  Sei eine
endliche Strecke der urspringlichen Rahn M, N, gerade
(Tig. 6) Wir wiiblen die heiden Punkte 4 und B als In-
fegrationsgrenzen. Wir wollen nimlich immer kwrz ssgen:

Iw{lf;a N,
R

;

\)‘:f .

Fig. 5. Fig. 1.

Kio Punkt ist Integrationagrenze. wenn die Zeit, zu welcher
das Bewegliche den betreffenden Pankt passiert, Integrations-
grenze des Iutegrales 202) ist. Die Variation. der Bahu
bestehe anfangs darin, daB sich dieses gerade Stiick parallel
«u sich selbst mmer 1wehr nach links verschiebt. bis es in
die Lage M, N, gelangt ist. Wenn wir die Grenzen fort
und fort orthogonal variieren, so kornmen wir endlich Lel der
Bahn M, N, zu den Punkten C uud 77 als Integrationsgrenzen.

Wihrend der weiteren Variation soll nun die Baln
sich immer mehr und mehr kriimmen, bis wir zur Bahn
My N, gelangt sind. Sie soll aber dabei immer durch die
beiden Puukte € und D gehen. Wenn wir daher weiter ortho-
gonsl variteren, so béren die Punkte Cund D wilthrend dieser
zw eiten Periode der Variation nicht aut'die [utegrationsgrenzen
zu bleihen. Nun soll die Bahn des Beweglichen wieder zur
alten Form zuriickkehren, aber nicht anf damselben Wege,
aul welchem sie sich von 3, N, in M N, verwandelte. Diese
weitere Art der Variation ist in Fig. 7 davgestellt. Ks soll
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die Bahn zunichst nngefihr gleich gekrimmt hleiben. oder
ihre Krommung sogar noch etwas zanehmen. Dabei soll
sich die Bahu aber immer mehr nsch rechts verschieben
(dritter VarrationsprozeB. Die Reihe der Formen, welche
die Bshn withrend des dritten Variationsprozesses durch-
lauft, nennen wir kurz die Kurvenschar S.

Wenmn wir jetzt die Grenzen orthogonal transformiereu,
80 kommen wir fiir die Punkie, welche der oberen und
unteren Grenze des Integrales 223) entsprechen, auf die
Punkteschar, die dic beiden durch die Punkte C und D
gehenden orthogonalen Trajehtorien zur Korvenmschar S
bildea. Diese beiden Trajektorien sollen die Gerade M, N,
welche der vurspriinglichen unsariierten Babn apgehdrt, in
der beiden Punkien I und F wreifen, welche also die lute-
gratiousgrenzen darstellen, sobald die durch die Punkte F
und F gehende Bahn von dem Beweglichen erreicht ist.
Von da angefingen soll die Bahn in folgender Weise weiter
variiert werden {(vierter VariationsprozeB). ihre Krumiung
soll sick immer mehr vermindern; sie soil sich daher immmer
mehr der Geraden nihern, dabei aber nicht anfhoren, durch
die beiden Punkte K und F zu gehen. Wenn wir hnmer
orthogonal transformiereu, so bleiban alsn jetzt £ und F
dir Integrationsgrenzen  Der vierte VariatonsprozeB soll
fortgeserst werdes, bis wieder Adie alte Babm #, N, erreicht
ist und Bberhaupt wieder der ganze BewegungsprozeB der
selbe geworden 1st, der er bei der urspriinglichen unvari-
ierlen Bewegung war.

Wir haben also jetzt einen vollstaudigen KreisprozeB
dwichlaofen. Der Beweguugsprozel wurde fort und fort
varilert, bis or schlieBlich genau wieder der alte geworden
ist. Die Dahn ging von der Gestals 3/, N] aus, transfovinierte
sich allmithlich in die Gestalt M; N, und kehrte dann auf
anderem Wege wieder in ddie urspriingliche Gestalt A N

sl
zuriick. Obwoh! daher dax Integrsl ] Tdi mm Schlub

b
wieder genau iiber depselben Bewegungszustand zu erstrecken

ist, wie zu Anfang, so ist doch tewt der Wert desselben
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ein ganz anderer, weil es zwischen ganz anderen Grenzen
zu erstrecken ist. Urspriinglich waren nimlich die [nte-
grationsgrenzen die Zeiten, wihrend welcher das Bewegliche
die Punkte 4 und B passierte. Jetzt sind es die Zeiten,
wihrend welcher es die Punkte ¥ und F passiert, welche
mit 7, und z, bezeichnet werden mdgen. Wenn wir daher
durch das Tntegralzeichen jetzt eine Summe aller wahrend
des ganzen in Fig. 6 und 7 dargestellten Variationsprozesses
eintretenden Zuwichse bezeichnen, so folgt aus Glei-
chung 237)

238) _[—_sz[f’rd,tr#(umt

was im allgemeinen keineswegs gleich Null sein wird.

Um die Sitze, welche wir in diesem und dem vorigen
Paragraphen behandelt haben noch weiter zu spezialisieren,
kiénnen wir den schon 1m ersten Teile § 22 behandelten
Fall einer Zentralbewegung benutzen, welche ein materieller
Punkt von der Masse m ausfithrt, wenn er gegen ein festes

Zentrum O mit der Kraft mT:' — % gezogen wird.

Hierbei ist » die Entfernung des materiellen Punktes
vom Anziehungszentrum, A und o sind konstant. Aus den
dort entwickelten Formeln findet man durch Ausfithrung
einiger iiberaus einfacher Integrationen?) fiir die Zeit, welche
das Bewegliche braucht, um vom Perihel (Perizentrum) zum
Aphel (Apozentrum) zu gelangen, den Betrag:

2

¥

A 1

TETTR OV TR
Ferner ergibt sich das vom Perihel zum Aphel erstreckte
Integral

J.aTdt = g m [

Yy Naheres iiber die Durchfiihrung dieser Integrationen. auf
welche ich hier nicht weiter eingehen will, da es bloBe Ubungsauf-
gaben zu den einfachsten Sitzen der Infegralrechnung sind, findet
man Wiener Sitzungsher. Bd. 75, I, Januar 1877.

]

], u-+lr’J
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Die Division dieser beiden Ausdriicke liefert:

s 3 a A
238) T=mh| -5V~ ora
Der gesamte Zuwachs der Energie aber ist §F=dh.
Es folgt also:

239) . L
T

2 21 e+ i

Fiir a = 0 geschieht die Zentralbewegung nach dem
Newtonschen Gravitationsgesetze. Die Bahn ist, sobald
sie fiberhanpt ganz im Endlichen liegt, eine geschlossene.

Und es ist auch E—f ein vollstindiges Differential. Ist da-
gegen a von Null verschiedem, so sind die Bahnen im
allgemeinen nicht geschlossen. Ks ist daan auch "-%E kein
vollstindiges Differential der beiden als independent be-
trachteten Variabeln A und & (der durch die Anfangswerte
bestimmten Integrationskonstanten der Bewegungsgleichung).

Denn es ist allerdings fiir orthogonale Variation der Grenzen

3E !EE..._
nach Formel 237): — = I{f Td#§?*' .
T Anf.

Allein wenn die Bahn nach beliebiger Variation der
GroBen 2 und k wieder dieselbe wird, so werden die Grenzen
von f Td¢ bei fortwihrender orthogonaler Variation keines-

Ende
wegs dieselben und |I(f 7Td#*|  hat einen von Null ver-
Axt.
schiedenen Wert.

Boltzmann, Mechanik TI. 11
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IV. Analogien mit physikalischen, besonders
wirmetheoretischen Sitzen.

§ 42. Analogon der zugefuhrten Warme.

Die spezielle Eigentiimlichkeit der Gleichungen der
Trhermodynamik ist dadurch bedingt, daB der Zuwachs der
zugefiihrten Wiarme kein vollstindiger Differentialausdruck
ist. Nun ist aber das Differentiale §E der zugefihrten
Energie immer ein vollstindiger Differentialansdruck, so-
lange wir, wie in den Beispielen des vorigen Paragraphen,
skleronome Systeme betrachten. Solange wir uns daher auf
die Betrachtung solcher Systeme beschréinken und das Dii-
ferential der zugefiihrten Warme mit dem Zuwachse J E
der Gesamtenergie in Parallele stellen, ist also schon in
diesem wichtigsten Stiicke keine Analogie vorhanden.

Es hat aus diesem Grunde schon Clausius Systeme
betrachtet, in denen Fernkrifte vorkommen, deren Wirkungs-
gesetz sich mit der Zeit andert, so daB also an die Stelle
gewisser, sonst in der Kraftfunktion ¥V vorkommender Kon-
stanten, mit der Zeit sehr langsam veriinderliche Parameter
treten und das betrachtete mechanische System rheonom ist.

Wenn man sich z. B. einen ein warmes Gas abschlieBen-
den Stempel unter dem Bilde #uBerer auf die Gas-
molekiile wirkender abstoBender Normalkrifte denkt, die
bei groBer Annaherung an die Oberfliche des Stempels
plotzlich enorm groBe Werte annehmen, so kann man
sich ein langsames Zuriickweichen des Stempels unter
dem Bilde einer langsamen Anderung der Kraftfunktion
dieser Kriifte denken. Analog fingiert Clausius auch
Zentralbewegungen, bei denen das Wirkungsgesetz der
Zentralkraft mit der Zeit verinderliche Parameter enthalt.

Es tritt aber bei dieser Clausiusschen Vorstellung
der Verinderlichkeit des Wirkungsgesetzes der Naturkrifte
eine Rechnungsschwierigkeit ein. Zur Kraftfunktion V
dieser Kriifte tritt immer eine additive willkiirliche Kounstante
hinzu, welche wir dadurch bestimmt denken kénnen, daB fir
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eine bestimmte Lage simtlicher materieller Punkte des
Systems (Nullniveau des Potentiales) V=0 wird. Fur
skleronome Systeme ist es vollkommen gleichgultig, welche
Lage man hierfiir wahlt. Andert sich dagegen das Wirkungs-
gesetz der Kraft mit der Zeit, so #ndert sich auch die
Arbeit, welche die Uberfihrung von einer Nulllage in eine
andere erfordert. Der Absolutwert des ¥ andert sich daher
in verschiedener Weise, je nachdem die eine oder andere
Nulllage gewdhblt wird und um vollstindig bestimmt zu sein,
muf man angeben, welche besondere Lage man als Null-
lage wihlt.

Am besten ist es da wohl immer diejenige Lage zu
wihlen, wobei alle materiellen Punkie so weit voneinander
und von allen iibrigen auf sie wirkenden Punkten entfernt
sind, daB auf keinen derselben mehr eine bemerkbare
Kraft wirkt. In physikalischen Fallen wird diese Wahl der
Nulllage immer mdglich sein. Nur bei Kraftgesetzen, welche
durch mathematische Abstraktion konstruiert sind, z. B.
wenn die Kraft, welche zwischen zwei materiellen Punkten
wirkt, der Entfernung derselben direkt proportional ange-
nommen wird, kann diese Wahl der Nulllage unméglich
werden.

Die Clausiussche Annahme, daf sich aus Wirkungs-
gesetz der zwischen den materiellen Punkten titigen Krifte
mit der Zeit veriindert, gibt zwar eine vollstindige Ana-
logie mit den thermodynamischen Gleichungen; allein in der
Natur bemerken wir nichis, was darauf hindeuten wiirde,
daB das Wirkungsgesetz gewisser Naturkrifte mit der Zeit
verinderlich wire. Ja es wiirde sogar die physikalische
Forschung @berhaupt anfhdren, wenn wir nicht wiiBten, ob
die Naturgesetze, welche wir heute gefunden haben, auch
noch fiir spitere Zeiten richtig sein werden. Es ist daher
unter dieser Claunsiusschen Annshme die Energiebilanz
sine #nBerst schwankende, zu einer unzweideutigen Defi-
nition derselben kann man nur unter mehr oder minder
willkiirlichen Annahmen gelangen und es empfiehlt sich, die
Apnahme der Veriinderlichkeit des Wirkungsgesetzes der
Krifte durch die Voraussetzung zu ersetzen, daB mit dem

n-
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» materiellen Punkten, welche das betrachtete System bilden,
noch andere (v) materielle Punkte in Wechselwirkung stehen.
Die letzteren Punkte sollen whhrend der unvariierten Be-
wegung vollstindig unbeweglich sein; wahrend der Variation
der Bewegung aber auBerordentlich langsam ihren Ort ver-
indern. Dann fillt auch die oben erwihnte Rechnungs-
schwierigkeit wieder fort,

Es wird dann nicht die gesamte den »n Punkten zuge-
fiibrte Energie mit der zuogefithrten Wiarme in Parallele
gesetzt, sondern die Arbeit, welche die n» Punkte infoige
ihrer Bewegung unter dem Einflusse der von den » Punkten
auf sie ausgeiibten Kriifte gewinnen, entspricht der eimem
Korper zugefihrten duBeren Arbeit und bloB die iibrige zu-
gefiibrte Energie der zugefiilhrten Wirme, so daB das Diffe-
rential desjenigen Energieanteils, welches der zugefiihrten
Wirme entspricht, kein vollstindiges Differential ist, wihrend
das Differential der totalen zugefiihrten Energie es doch ist.

Die Lage der n materiellen Punkte soll durch s Koordi-
naten (die rasch verinderlichen), die der » Punkte aber
durch g Koordinaten (die langsam verinderlichen Parameter)
bestimmt sein.

So erhilt man z. B. in folgender Weise ein gutes Bild
der umkehrbaren Zustandsinderungen eines (ases, welches
durch einen Stempel abgeschlossen ist. Die Molekular-
bewegung und innere Atombewegung der Gasmolekiile a8t
man der raschen Bewegung der betrachieten n materiellen
Punkte entsprechen. Die Molekiille des Stempels, deren
Wirmebewegung wir uns ohne erhebliche Anderung des
Problems hinwegdenken konnen, 148t man den » materiellen
Punkten entsprechen, welche sich nur bei Variation des
Zustandes des Gases (und zwar solange dessen Zustands-
anderungen umkehrbar sind, anBerordentlich langsam) be-
wegen.

§ 43. Begriff der zyklischen und der damit verwandtem
Bewegungen.

Es handelt sich nun noch darum, auch der raschen
Bewegung der n materiellen Punkte solche Eigenschaften
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zuzuschreiben, daB sie sich mdglichst zn einem treuen Ab-
bilde der fir die Warmebewegung charakteristischen Eigen-
schaften eignet.

Die Aufgabe, eine kurze, systematische Zusammen-
stellung aller Grundtypen mechanischer Systeme zu geben,
welche zu diesem Behufe verwendet wurden, wird da-
darch erschwert, daB viele derselben einige Merkmale mit
andern derselben gemein haben wuwnd die verschiedenen
Autoren bald die einen, bald die andern Merkmale als die
wesentlichsten ansahen, wodurch aunch die Terminologie eine
schwankende wurde. In der hier versuchten Zusammen-
stellung wird es mir daher weder gelungen sein Vollstindig-
keit noch groBtmagliche Ubersicht in der Klassifizierung zu
erreichen und ich war auch gezwungen in der Terminologie
bald von der des einen, bald wieder von der des andern
Autors ein wenig abzuweichen.

Wenn wir die Grundanschauungen der mechanischen
Theorie der Wiarme akzeptieren, so besteht eine der hervor-
stechendsten Eigenschaften der Warmeenergie darin, daB in
einem warmen Korper zwar fortwiahrend die lebhafteste Be-
wegung der kleinsten Teilchen stattfindet, daB wir aber trotz-
dem in dem #nBerlich sichtbaren und wahrnehmbaren Zu-
stande desselben keine Verinderung bemerken, wihrend wir
sonst, wenn ein Korper sich bewegt, klar wahrnehmen, wie
sich der Zustand desselben mit der Zeit fortwihrend &ndert.

Dieselbe Eigenschaft finden wir auch aunf anderen Ge-
bieten der Physik. Auch an einem ruhenden elekirischen
Strome von unveranderlicher Intensitit, in dessen Nachbar-
schaft sich rubende Magnete oder Eisenmassen befinden,
sehen wir auBer in der treibenden Batterie nirgends die
mindeste zeitliche Verinderung und frotzdem erklart
Maxwell die Eigenschaften desselben durch die Hypothese,
daB das Wesen des elektrischen Stromes in einer heftigen
Bewegung bestehe, deren Schauplatz teils das Innere des
Stromleiters, teis auch der umgebende Ather ist.

Wir miissen uns also nach mechanischen Modellen um-
sehen, denen ahmliche Eigenschaften zukommen. Ein Bei-
spiel eines solchen Modelles liefert ein starrer, rund um
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seine Achse herum absolut symmetrischer Rotationskorper, der
keine andere Bewegnng macht, als eine rapide Drehung um
diese Achse. Ein anderes Beispiel liefert ein wirbelloser
Strom einer absolut homogenen, inkompressibeln reibungs-
losen Fliissigkeit in einem in sich selbst zuriicklaufenden
Kanale mit absolut starren Wanden. Wir bezeichnen der-
artige Bewegungen als zyklische.

Spezielle zyklische Systeme wurden schon frither mehr-
fach in der Mechanik und Wirmetheorie besonders von
Rankine verwendet. Maxwell behandelte zuerst allgemeine
cyklische Systeme und verwendete sie zur Erklirung der
elektromagnetischen und elektrodynamischen Erscheinungen.
Ihre Anwendung auf die Wirmetheorie in allgemeinerer
Form als es durch Rankine geschah, die Weiterentwick-
lung der schon von Maxwell aufgestellten Grundgleichungen
fir dieselben, sowie auch die Grundziige der jetzt iiblichen
Terminologie dafiir ist Helmholtz zu verdanken.

Zyklische Systeme im strengsten Sinne (wir wollen sie
im folgenden echte Zykeln nenmnen) sind solche, in denen
zwar beliebige Bewegungen stattfinden, jedoch so, daB,
wenn irgend ein Massenteilchen eine Stelle dez Raumes
verliBt, immer sofort ein vollkommen gleich beschaffenes an
dessen Stelle tritt, welches die gleiche gleichgerichtete Ge-
schwindigkeit hat, die auch das erstere Teilchen an dieser
Stelle des Raumes hatte. Eine Kcordinate heit eine echt
zyklische, wenn das System eine solche Bewegung ausfiihrt,
sobald sich diese Koordinate unter Konstanthaltung der
fibrigen Koordinaten veridndert.

Die Molekularbewegungen, welche nach der mecha-
nischen Wiarmetheorie die Wirme darstellen, sind nach
den Vorstellungen dieser Theorie keine streng zyklischen.
Nur wegen der groBen Zahl der bewegten Molekiile erreicht
immer, sobald ein Molekiil aus einem gewissen Bewegungs-
zustande austritt, bald in der Nachbarschaft ein anderes
Molekill einen sehr #hnlichen Bewegungszustand, so daB
wir #uBerlich keine Verinderung wahrnehmen. Deshalb
hat man den Begrif der echt zyklischen Systeme er-
weitert; das Charakteristikum der echt zyklischen Systeme
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besteht darin, daf ihre simtlichen Eigenschaften nicht von
dem Absolutwerte der echt zyklischen Koordinaten, sondern
bloB von deren Anderungsgeschwindigkeiten abhiingen. Der
nach der Zeit nicht differenzierte Wert einer zyklischen
Koordinate kann daher weder im Ausdrucke fir die leben-
dige Kraft, noch in den Ausdriicken fir die auf das System
wirkenden Krifte noch in den die Bedingungen ausdrticken-
den Funktionen vorkommen. In Verallgemeinerung des
Begriffs der echt zyklischen Koordinaten wollen wir nach
dem Vorgange Hertz' jede beliebige Koordinate, deren nach
der Zeit nicht differenzierter Wert in allen diesen Aus-
drlicken nicht vorkommt, als eine gyklische Kcordinate
schlechtweg bezeichnen.

Wenn in einem Systeme weder innere noch #auBere
Krafte tatig sind, wie dies Hertz von allen Systemen an-
nimmt, so sind, falls auch keine Bedingungsgleichungen
vorhanden sind, selbst die rechtwinkligen ilcordinaien
zyklische.

Eine gewisse Verwandtschaft mit den zyklischen
Systemen haben solche Systeme, deren Bewegung eine
periodische ist, bei demen also nach Verlauf einer gewissen
Zeit immer wieder genau dieselben Bewegungezustinde in
derselben Reihenfolge wiederkehren, und welche wir kurz
periodische Systeme nennen wollen. Dieselben kénnen, wenn
den periodisch bewegten Massen nur eine untergeordnete
Rolle zufillt, fast alle Eigenschaften der zyklischen haben,
wenn sie sich z. B. nur dadurch von echt zyklischen unter-
scheiden, daB sie rotierende Zahnrider, hin- und her-
gehende Kolben oder somstige oszillierend sich bewegende
Massen enthalten.

Helmholtz geht noch weiter und betrachtet Systeme,
welche bloB der Bedingung unterworfen sind, daB nicht nur
die Summe der kinetischen und potentiellen Energie, sondern
jede dieser Energien fiir sich immer konstant bleibt. Er
nennt diese Systeme isokinetische. Kinen noch allgemeineren
Begriff bildet Clausius, indem er eine Bewegung, wobei
niemals der Wert irgend einer der rechtwinkligen Koordi-
naten oder irgend einer der Geschwindigkeitskomponenten
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eines materiellen Punktes nach den Koordinatenrichtungen
iber alle Grenzen wichst, wenn die Bewegung beliebig lang
fortgesetzt wird, als eine stationdire bezeichnet, wofiir ich
aber lieber das Wort ,finit“ gebrauchen will. Wenn auBer-
dem noch die Bewegung zwar nicht in dem Sinne periodisch
ist, daB nach Verlauf einer endlichen Zeit alle materiellen
Punkte gleichzeitig exakt zu ihrer alten Lage, Geschwindig-
keit und Geschwindigkeitsrichtung zuriickkehren und dann
wieder die gleiche Bewegung von vorne beginnen, aber doch
eine solche RegelmaBigkeit in der Bewegung herrscht, daB
das Zeitmittel der lebendigen Kraft, einer Geschwindigkeits-
komponente, oder des Wertes irgend einer rechtwinkligen
Koordinate irgend eines materiellen Punktes oder der ge-
samten Kraftfunktion V etc. je einer festbestimmten Grenze
zueilt, wenn man die Zeit, wihrend welcher dieses Mittel
genommen wird, ohne die Bewegung zu variieren, in be-
liebiger Weise iiber alle Grenzen wachsen 1iBt, so wollen
wir eine solche Bewegung eine mesische nenmen.

§ 44. Spezielle Beispiele,

Wir wollen, ehe wir an die Ausfiihrung der Rechnung
gehen, das Gesagte durch einige Beispiele erliutern.

Das erste Beispiel ist das schon mehrfach erwihnte, aus
der kinetischen Theorie der (ase oder tropfbaren Fliissig-
keiten. Das System wird gebildet durch n materielle Punkte,
die sich ganz wie nach den Anschauungen der mechanischen
Wirmetheorie die Molekiile eines dem van der Waals-
ichen Gesetze folgenden (ases oder einer tropfbaren Fliis-
sigkeit in einem zylindrischen GefiBe mit starren Winden
bewegen, das oben durch einen vollkommen dichten, reibungs-
losen Stempel abgeschlossen ist. Die Erhéhung der leben-
digen Kraft etwa durch von auBen irgend woher kommende
MolekularstoBe korrespondiert der zur Temperaturerhdhung
verwendeten zugefiihrten Wirme, wogegen die gegen die
zwischen den n materiellen Punkten titigen Innenkrifte ge-
leistete Arbeit der imneren Arbeit korrespondiert. Die
s Variabeln sind die zur Bestimmung der Lage der » mate-
riellen Punkte notwendigen GrdBen.
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Der Stempel bewegt sich immer nur langsam, so da8
sein Druck immer nahe gleich dem Gegendrucke der mate-
riellen Punkte ist, zwischen denen immer auch nahezu
Gleichgewicht der lebendigen Kraft bestehen soll Die
g Variabeln bestimmen die Lage des Stempels. Die Arbeit
der Kraft, welche der Stempel auf die materiellen Punkte
ausiibt, ist die #uBere Arbeit. Sie ist gleich der Arbeit,
welche die von auBen auf den Stempel wirkenden Krifte
leisten. Dieses System ist bei genfigend groBer Zahl der
Molekiile ein unechtes Zykel, isokinetisch, finit und mesisch,
doch nicht periodisch.

Zuwesies Bewspicl: Zeniralbewegungsmodell. Wir betrachten
ahnlich, wie wir es schon am Schlusse des Paragraphen 41
taten, die Zentralbewegung eines einzigen materiellen Punktes.
Aber es sei Vorsorge getroffen, daB sich wihrend der Zen-
tralbewegung die beiden Konstanten i und ¢ langsam ver-
indern konnen, welche das Gesetz bestimmen, nach dem die
Zentralkraft wirkt.

An Stelle der Clausiusschen Annahme einer direkten
Veriinderlichkeit der Naturgesetze wollen wir uns die Ver-
anderlichkeit von A und & durch gewdhnliche mechanische
Hilfsmittel bewirkt denken. Handelt es sich zunichst um
die Zentralbewegung eines Planeten um die Sonne, s0
konpen wir uns etwa vorstellen, daB von auBen stets Massen
{Meteorsteine) in die Sonne stiirzen, so da deren Masse und
daher auch deren Anziehungskraft gegen den Planeten mit
der Zeit wichst. Wollte man einen geschlossenen Prozef
analog dem Carnotschen Kreisprozesse konstruieren, so
miiiten z. B. zuerst Massen in die Sonne stirzen. Hierbei
wirde duBere Arbeit gewonnen. Dann miiBte die lebendige
Kraft der Zentralbewegung, welcher die Wirmeenergie des
warmen Korpers entspricht, vermindert werden. Dann
miiBten dieselben Massen wieder von der Sonne fort bis in
unendliche Entfernung gebracht werden. Hierbei wire
weniger Arbeit zu leisten als frither beim Hineinstiirzen ge-
wonnen wurde, da ja der Planet jetzt entfernter ist und
weniger Anziehung ausiibt. Endlich miifte wieder die
Energie der Umlaufsbewegung des Planeten durch eine ent-
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sprechende Energiezufuhr auf den alten Stand gebracht
werden und wir nehmen an, daf Gestalt, Lage und Be-
wegungsgeschwindigkeiten zum Schlusse wieder dieselben
wie zu Anfang des Prozesses sind. Ds hier die Bahn stets
eine geschlossene ist, so wiire bereits vollstindige Analogie
mit dem zweiten Hauptsatze vorhanden. Wenn T die mittlere
lebendige Kraft des Plansten in seiner Umlaufsbewegung
und & @ die Energie ist, die man ihm behufs ErhShung der
lebendigen Kraft seiner Umlaufsbewegung wihrend eines
unendlich kleinen Teiles des Prozesses zufithren muB, so ist
nicht § Q, wohl aber § Q/T ein vollstindiges Differential,
sobald die Masse der Sonne stets so langsam zu- und ab-
nimmt, daB die Zu- oder Abnahme wihrend eines Planeten-
umlaufs als klein und gleichformig mit der Zeit erfolgend
betrachtet werden kann. Man kann dies durch Ausfiihrung
der Rechnung im Detail verifizieren, doch ist das Hinein-
stiirzen von Massen in die Sonne immerhin ein fiir die
Rechnung moch etwas unhequemer Vorgang.

Eine physikalisch zwar etwas abstrakte, aber mechanisch
noch weit klarere Vorrichtung, welche in gréSter Allgemein-
heit alle denkbaren Falle illustriert, ist die folgende: eine
sehr kleine vollkommen glatte Kugel von der Masse m be-
wege sich auf einer glatten horizontalen Ebenme. Daran sei
ein biegsamer massenloser Faden von unverinderlicher Linge
befestigt, der durch ein Loch der Ebene geht, dann ver-
tikal herabhiingt und am Ende einen massenlosen, in einer
vertikalen Rohre reibungelos beweglichen Magnetpol A trigt.
Vertikal unter diesem befinde sich ein auBerordentlich kurzer,
um eine horizontale Achse drehbarer Magnet, dessen. sehr
nahe Pole B und C beiBen sollen.

Man kann nun dem Kiigelchen m wihrend der Zentral-
bewegung durch kleine StiBe langsam lebendige Kraft zu-
fithren (dies entspricht der Warmezufuhr) und auch den
Magneten langsam drehen (entsprechend der Bewegung des
Stempels). So kann man den Zustand langsam variieren
und auch wieder auf anderem Wege zum alten Bewegungs-
zustande zurtickkehren, indem man z. B. zuerst bei weniger
lebhafter Bewegung des Kiigelchens m den kurzen Magnet
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dreht, dann lebendige Kraft zufiihrt, dann bei heftiger Be-
wegung den kurzen Magnet langsam in die alte Lage zurfick-
dreht und dann wieder gerade so viel lebendige Kraft entziebt,
bis die lebendige Kraft den alten Wert erlangt hat und dabei
auch die Bewegungsrichtung gerade so indert, daB schlieBlich
wieder dieselbe Bahn bei gleicher Lage des Magnets eintritt.
Die Variabeln, welche die Position der Masse m in der Ebene
bestimmen, sind die, welche wir frither die & Variabeln
nannten, die g Variabeln reduzieren sich auf eine einzige,
namlich den Drehungswinkel des Magnets.

Man kann in zweifacher Weise bewirken, daB die von
auBen auf den Magneten wirksame Kraft nicht wihrend der
unvariierten Bewegung periodisch veriinderlich, sondern nur,
falls die Bewegung variiert wird, langsam mit der Zeit ver-
anderlich zu sein braucht: erstens wenn man annimmt, daB die
Umlaufszeit der Masse m sehr kurz and das Triigheitsmoment
des Magneten beziiglich seimer Drehungsachse enorm grof
ist, so daB er wihrend der Wanderung der Masse m vom
Perihel bis zum Aphel nur eipe verschwindend kleine
Drehung macht, zweitens wenn man auf der horizontalen
Ebene statt einer einzigen unendlich viele vollkommen gleich
beschaffene Massen m fingiert, welche alle mbglichen Phasen
werselben Zentralbewegung gleichzeitig haben, und sich, ohne
sich gegenseitig zu stdren, unabhingig voneinander hewegen
und alle vom Magneten in gleicher Weise und durch Vermitt-
lung der gleichen beschriebenen Vorrichtungen affiziert
werden. Dadurch kann man das System in ein isokinetisches
im Sinne Helmholtz’ und zugleich auch in ein echt zyk-
lisches verwandeln, wenn nimlich alle diese Massen die
ganze Fliche, welche sie bei der Zentralbewegung im Ver-
lauf der Zeit bestreichen, schon zu Anfang der Zeit in
passender Weise kontinuierlich bedecken. Doch ist dann
zur Bestimmung der Lage irgend eines der in Zentral-
bewegung begriffenen Massenteilchen nebst den langsam ver-
anderlichen Koordinaten, welche die Position des oder der
Magnete bestimmen, keineswegs die Kenntnis einer einzigen
zyklischen Variabeln ausreichend, sondern es sind dazu noch
zwei Variabeln (zwei rechtwinklige Koordinaten in der Ebene,
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oder die Bahnlinge und die Bewegungsrichtung in gegebener
Entfernung vom Kraftzentrum) erforderlich.

Will man bewirken, daB die Zentralbewegung jeder
Masse nach dem Newtomnschen Gravitationsgesetze erfolgt,
g0 darf man keinen gewsOhnlichen Magneten anwenden,
sondern der Pol 4 muB von dem niheren Pole B mit ewmer
der ersten Potenz der Entfernung verkehrt proportionalen
Kraft angezogen, von dem entfernten Pole ¢ aber mit einer
gleichen Kraft abgestofien werden. Dann wird wieder nicht
3Q, wohl aber §Q/T ein vollstindiges Differential sein,
Hat man gleichzeitig zwei Magnete, von denen der eine von
der eben geschilderten Beschaffenheit ist, der andere aber
nach demselben Gesetze wirkt, wie ein gewShnlicher Magnet,
und von denen jeder unabhingig von dem andern drehbar
ist, so erhélt man eine Zentralbewegung, bei welcher die
Zentralkraft das am Ende des Paragraphen 41 erwihnte
Gesetz befolgt und die beiden Konstanten i und o unab-
hiingig voneinander langsam veriindert werden kdnnen.

Es ist dann auch & Q/ T kein vollstindiges Differential und
man sieht, daB nicht fir alle isokinetischen und auch nicht
alle rein zyklischen Systeme 0 Q/T ein vollstindiges Diffe-
rential ist. Beziiglich der ausfithrlichen Berechnung aller
Beispiele verweise ich auf Wien. Sitz. Ber. II, 92, S. 858
Okt. 1885, Exn. Rep. d. Physik 22, S. 135.

Drittes Beispiel. Eine Masse rotiert rasch um eine Achse
und ihre Entfernung von der Achse ist der langsam ver-
anderliche Parameter. KEs ist dies ein lehrreiches Beispiel
fitr ein zyklisches System im weiteren Sinne nach der Be-
zeichnungsweise Hertz', welches kein echtes Zykel ist. KEs
soll Kiirze halber im folgenden immer als das Zentrifugal-
modell bezeichnet werden. Uber die schone Analogie, welche
diese einfache mechanische Vorrichtung mit dem Carnot-
schen Satze und dem Verhalten vollkommener Gase zeigt,
vergl. meine Vorlesungen iiber Maxwells Theorie der Elek-
trizitdit und des Lichtes 1. Band, 2. Vorlesung. Im selben
Buche, 4. und 6. Vorlesung, ist anch eine Vorrichtung be-
schrieben, an welcher zwei voneinander unabhiingige zyk-
lische Bewegungen mdglich sind.
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Viertes Beispiel : Das Flissigkeitsstrommodell. Eine reibungs-
lose, inkompressible Flissigkeit stromt wirbellos in einem
in sich zuriicklaufenden Kanale. Die Gestalt des Kanales
und auch dessen Querschnitt an verschiedenen Stellen kann
langsam verinderlich sein, ohne daf jedoch der gesamte
Hoblraum des Kanales variiert. Dieses System ist ein
echtes Zykel.

§ 45. Bs wird weder Periodizitit moch zyklischer
Charakter der Bewegung vorausgesetst.

Wir wollen nun zunichst die Rechnung mdglichst all-
gemein durchfihren. Wir denken uns n materielle Punkte
(das Kiigelchen m des Zentralbewegungsmodells), deren
Lage durch s generalisierte Koordinaten bestimmt ist.
Zwischen den letzteren kinnen mdglicherweise noch o mit
der Zeit vollkommen unveriinderliche Bedingungen bestehen,
die also auch fiir alle variierten Bewegungen dieselben
bleiben miissen.

Spiter werden wir annehmen, daB die Bewegung dieser
n materiellen Punkte eine zyklische oder eine damit ver-
wandte ist. Vorliufig aber wollen wir sie noch ganz allge-
mein lassen.

Diese » Punkte bilden das betrachiete mechanische
System. AuBerdem sollen noch dreierlei materielle Punkte
wirksam sein.

1. Mit den 7 materiellen Punkten sollen zuniichst
andere (n) in Wechselwirkung stehen, welche letztere ihre
Lage im Raume immer unveriindert beibehalten und daher
ohne Beeintrichtigung der Allgemeinheit auch zu den
n Punkten hinzugerechnet werden kionnen. Ks konnte sich
z. B. beim Zentralbewegungsmodelle an der Stelle, wo der
Faden durch das Loch gebt, eine fixe unverinderliche
Masse befinden, welche eine beliebige Zentralkraft auf das
Kiigelchen m ausiibt. Solche Massen kdnnten auch anderswo
in der Bahuebene des Kiigelchen fix verteilt sein.

2. AuBerdem sollen mit den » materiellen Punkten
andere ¥ in Wechselwirkung stehen, deren durch g genera-
lisierte Koordinaten (die langsam veranderlichen Variabeln
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oder Parameter) bestimmte Lage manches Mal ganz unver-
andert, manches Mal wieder auBerordentlich langsam ver-
anderlich ist. Die » Punkte werden beziiglich des betrach-
teten Systems als auBere angesehen. Sie entsprechen dem
Magnete des Zentralbewegungsmodells.

3. Es sind noch andere (X) materielle Punkte vorhanden,
welche bloB auf die » Punkte, also gar nicht auf die n Punkte
wirken sollen und daher ganz auBerhalb des betrachteten
Systems stehen. Die Kriifte, welche sie auf die ersteren
Punkte ausiiben, miissen den Xriiften, welche die » Punkte
auf die » Punkte ausiiben, vollstindig das Gleichgewicht
halten, solange die letzteren wollstindig ruben, der Zustand
muB von dem des Gleichgewichies sehr wenig verschieden
sein, wenn sich die v Punkte langsam bewegen. KEs sind
dies am Zentralbewegungsmodelle die Krafte, welche am
Magnete den Kriften, die der Pol 4 auf ibn ausfibt, das
Gleichgewicht halten miissen.

T gei die lebendige Kraft der » Punkte, F die Kraft-
funktion aller von ihrer Wechselwirkung untereinander und
der Wirkung der n" Punkte auf sie herstammenden Krafte.
Die Arbeit aller dieser Krifte nennen wir die innere Arbeit,
die der Krifte, welche von den » Punktep auf die » Punkte
ausgeilbt werden (der &uBeren Kriften), nennen wir die
anfere Arbeit. Die auBere Kraft nach einer Koordinate p,
der » Punkte, d. h. diejenige, welche vermdge der Wechsel-
wirkung der » und der » Punkte darauf wirkt, soll mit B,
bezeichnet werden. Die zwischen den » und den » Punkten
wirkenden Krifte sollen ebenfalls eine Kraftfunktion haben,
welche mit 2 bezeichnet werden soll; dagegen soll die Ge-
samtkraftfunktion F+ £ aller zwischen den 7, n° und
v Punkten wirkenden Krifte ¥ heiBen. Sobald man es vor-
zieht von den » Punkten gar nicht zu sprechen, ist die
duBere Einwirkung auf die » Punkte einfach durch die
Krifte 9, bestimmt, welche die Kraftfunktion Q haben, die
aber dann mit der Zeit langsam verénderliche Parameter
enthalt.

Es sollen sich zuerst die » materiellen Punkte bei un-
veranderlicher Lage der » Punkte wahrend der Zeit ¢ — 1,
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bewegen, was wir als deren unvariierte Bewegung bezeichnen
wollen. Die analog der Formel 238) berechneten Mittel-
werte von 7, V etc. wihrend dieser Zeit sollen mit 7, V etc.
bezeichnet werden.

Wir vergleichen mit der unvariierten Bewegung zuniichst
eine andere Bewegung, welche in unendlich wenig ver-
schiedener Weise geschieht, zur selben Zeit ¢, wie die un-
variierte Bewegung beginnt, und zu einer von # unendlich
wenig verschiedenen Zeit ¢ 4 J¢ endet

Irgend einem Zustande 4 der unvariierten Bewegung,
welcher zu irgend einer Zeit ¢ stattfindet, korrespondiert
immer derjenige Zustand B der variierten Bewegung, welcher
zur selben Zeit ¢ stattfindet. Im Zustande B soll die leben-
dige Kraft T der n Punkte um &7 gréBer sein als im Zu-
stande 4

Die Werte der s Koordinaten simtlicher n Punkte
werden ebenfalls im Zustande B etwas andere sein als im
Zustande 4. Die durch diesen Umstand allein bewirkten
Zuwidchse von F, 2 und ¥V bezeichnen wir mit J7, 4 2
und § V. Ist ferner
240, P, i s _a-?;: + B,
die gesamte, nach einer Koordinate p, des Systems der
n Punkte wirkende generalisierte Kraft, so ist also:

241) aF+m=w=_§'}p,3p,.

Es ist also 7 genau die auch im Vorhergehenden
immer so bezeichnete GréBe und stellt den Gesamtbetrag
der dem Systeme der n Punkte zugefuhrten Energie dar,
welcher auf Arbeitsleistung gegen alle auf die » Punkte
wirkenden Krifte verwendet wird. Da ferner d7 den Zu-
wachs der lebendigen Kraft dieser Punkte darstellt, so miiBte
den » Punkten irgendwie die Gesamtenergie

242) 0E=0T+dV=0J +0R2=0J,,—0,8

zugefiihrt werden, um den Zustand 4 des Systems in den
Zustand B uberzufihren. Die Krafte, welche diese Energie
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Zufuhr bewirken und auf welche wir jetzt allein den
Namen Zusatzkrifte beschrinken wollen, sind ganz neue
Krifte, welche von allen wihrend der unvariierten Bewegung
wirkenden vollig verschieden sind. Diese Energie J E stellen
wir mit der einem Korper zugefiihrten Wiarme 4Q in
Parsallele, J = T + F dagegen, oder auch, wenn wir licber
wollen, J, , = T 4 V, setzen wir mit der gesamten inneren
Energie eines warmen Korpers, der lebendigen Kraft der
Molekularbewegung und der auf innere Arbeitsleistung ver-
wendeten Warme in Parallele.

§ 46. Das erweiterte System.

Die Zuwichse der Kraftfunktionen 2 und ¥, welche
daher rithren, daB im Zustande B auch die » materiellen
Punkte etwas andere I.agen haben als im Zustande 4, sollen
mit d, 2 und J, Vbezeichnet werden, so dab der totale Zuwachs,
den die GroBen ¥V und 2 beim Ubergang vom Zustande 4
in den Zustand B erfahren,

°43) Gt V=0V+3,V, 6:R2=02+,0
it, und der Ausdruck
144) 0Jpy=06T+0V+,V

den totalen Zuwachs der Gesamtenergie J,, =T+ V des
erweiterten Systems der n 4 » Punkte darstellt.

Man kann daher sagen: Wenn die Uberfihrung aus
dem unvariierten in den variierten Zustand gerade zur
Zeit ¢ stattfinde, so daf gerade der Zustand 4 in den Zu-
stand B fibergefihrt wiirde, so wiirde dem System der
n Punkte von den Zusatzkriften die Energie § E, durch die
Einwirkung der » Punkte die Energie — & £ zugefiihrt, so
daB seine innere Energie um §J, = 0T + & F wichst oder
es wird von der ganzen, durch Zusatzkrafte zugefiihrten
Energie J E der Teil 6 T4 6 F auf Vermehrung der Eigen-
energie, der Anteil § Q aber auf iuBere Arbeitsleistung ver-
wendet.

L ist die Kraftfunktion der Wechselwirkung der » und
der » Punkte. Da es sich hier bloB um ein mechanisches
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Bild gewisser Naturerscheinungen handelt, so ist es voll-
kommen willkiirlich, welche Punkte man dem betrachteten
Systeme zuzahlt und welche man als AuBere ansieht. Es
kann in dem einen Falle die eine, in dem anderen wieder
eine andere Analogie mit den Eigenschaften warmer Kérper
besonders hervortreten. Man kann daher aunch die » Punkte
noch zum betrachteten Systeme rechnen, so daB dann

V=F+ 0
die potentielle, und
oy =T+ TVT=T+ F+ 0O

die totale Energie des gesamten betrachteten Systems ist.
Dann wire wieder T + 0 17 mit der zugefithrten Wirme
aber jetzt J,V = 0,8 mit der in Form von #uBerer Arbeit
dem Systeme zugefiihrten Energie in Parallele zu setzen,
— &, 2 der auf duBere Arbeitsleistung aufgewendeten Wirme,

Wenn die Krafte, welche die Kraftfunktion 22 haben.
keine gewdhnlichen Fernkrifte sind, sondern den Wert Null
haben, bei einer gewissen Entfernung der Punkte, zwischen
deneu sie wirken, bei etwas groBerer oder kleinerer Ent-
fernung aber sofort ins Unendliche anwachsen, so ist chne-
dies 0 konstant, daher

082 +0,8=1

und es kommen beide Aunffassungen auf dasselbe hinaus.
Bei dem Zentrifugalmodell ist diese Bedingung ohne weiteres
erfiilli: beim Bilde eines von ainem Stempel abgeschlossenen
Gases kann man sich dieselbe jedenfalls ohne wesentliche
ModiGkation des Problems erfillt denken, da ja anch in
diesem Falle nur ein verschwindender Energiebetrag auf
Verinderung der Kraftfanktion derjenigen Krifte verwendet
wird, die zwischen den Gasmolekillen und denjenigen des
Stempels titig sind, also die Variationen von £ nicht in
Betracht kommen.

Mit B, haben wir die Kriifte bezeichnet, welche die
r»Purkte auf die n Punkte ausiiben (der Stempel auf das
Gas). Gleiche und gleich bezeichnete Krifte iiben fiir den
Fall der Ruhe der » Punkte die NPunkte auf die »Punkte

Boltzmamnp, Mechanik IT. 12
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ans (die Hand oder belastende Gewichte von der AuBen-
seite auf einen leicht beweglichen, das (Gas abschlieBenden
Stempel). Gleiche entgegengesetzt bezeichnete Krafte fiben
die n auf die » oder die » auf die NPunkte aus. Fir eine
auBerordentlich langsame Bewegung der »Punkte, wobei
der ganze ProzeB nahezu umkehrbar ausfillt (umkehrbare
Ausdehnung des Gases), gilt das eben (Gesagte wenigstens
mit sehr groBer Anniherung.

Es ist daher — J, 7 auch die Arbeit, welche vermoge
der Bewegung der » Punkte gegen die Kriifte geleistet wird,
die von dem N auf die » Punkte ausgeiibt werden und be-
wirken, daB letztere bei der unvariierten Bewegung in Ruhe
bleiben, bei der variierten aber sich nur iiberans langsam
bewegen. Letztere Krifte sind namlich den Kriften 5,
vollstandig gleich.

§ 47. Anwendung des Prinzips der kleinsten Wirkang.

Es hat nun § E, §7 und § V dieselbe Bedeutung wie
in Formel 228 & 36. V enthdlt allerdings auBer den Ko-
ordinaten der n auch noch die der » Punkte und die die letz-
teren enthaltenden Ausdriicke spielen im Ausdrucke fir die
Kraftfunktion der »Punkte die Rolle langsam verinder-
licher Parameter, sobald die » Punkte sich langsam be-
wegen; allein dies geschieht niemals, solange die Bewegung
unvariiert bleibt. Wihrend der unvariierten Bewegung ist
daher ¥V eine die Zeit nicht explizit enthaltende Funktion
der Koordinaten der n materiellen Punkte und das allein
ist zu Anfang des § 36 vorausgesetzt. Die durch unendlich
kleine Bewegung der » Punkte eintretenden Wirkungen
werden dort zu den Zusatzkriiften gerechnet. Es gilt daher
hier wieder die Gleichung 223), nimlich:

fy K s
25det =j SEdt+ (g dp) — a5 09
1y fa 1

Wir haben bisher die unvariierte Bewegung wihrend
der Zeit { — ¢, und daneben ganz davon unabbingig die
variierte wihrend der Zeit ¢ + Jt — ¢, betrachtet.
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Wir wollen uns jetzt mit der Betrachtung des Uberganges
von der einen zur anderen beschiifigen. Da ist es zuniichst
vollkommen gleichgiiltig, zu welchem oder za welchen im Ver-
lauf der ganzen Zeit ¢, —1, liegenden Zeitmomenten die Zu-
satzkrifte den » Punkten Energie zugefibrt haben. Dagegan
ist es nicht gleichgiiltig, ob die gesamte Verrtickung der
v Punkte in einem einzigen zwischen #, und ¢ liegenden
Momente geschah oder sich aus mehreren Verrickungen
zusammensetzte und wann im Verlauf der Zeit 7, — ¢, diese
eine resp. jede der Partialverriickungen stattfand. Der
Wert, den der Zuwachs 0 E— 02 =0T+ F)=0J, der
Gesamtenergic der n Punkte und ebhenso der Wert, den der
Zuwachs 0., , =0T + dF 4 Ot 2 =0T + &is V der ge-
samten lebendigen Kraft und Kraftfunktion der n + » Punkte
am Ende der Bewegung, also zur Zeit i, + J¢ hat, ist,
wenn die (esamtverschiebung der » Punkte dieselbe ist,
natiirhchdavon unabhiingig, wann diese Verschiebung stattfand.
Dagegen ist die gesamte auBere Arbeit, sei es, daB wir die-
selbe als d 2 oder als — 9, definieren, davon abhangig,
wann die Verschiebung der »Punkte stattfand, ebenso die
Energie 8 T+ 0 V, welche die Zusatzkriifte den n Punkten
withrend der Zeit #, — ¢, im ganzen zufithren missen. Denn
letztere ist gleich 0T + 0y 1" — 6, 2 =0T+ dF 4+ F 0

Es sollen nun speziell die » Punkte wihrend der ganzen
Zeit i, — ¢, der Bewegung sich gleichformig aus der Lage,
die sie fiir die unvarilerte Bewegung haben, in die Lage
hiniiberbewegen, welche sie fiir die variierte Bewegung
haben, so daB sie erstere Lage noch zur Zeit {, haben,
letztere aber gerade zur Zeit ¢ erreichen. Wihrend also
die Bewegung der ~Punkte mit groBer oder kleiner Ge-
schwindigkeit geschehen kann, sollen sich die » Punkte/ un-
endlich langsam, aber vollkommen gleichférmig bewegen,
s0 daB sie wahrend der endlichen Zeit f —¢, nur sehr
kleine Wege zuriicklegen, weshalb wir die ibren FinfluB
ausdriickenden GrioBen die langsam veriinderlichen Para-
meter genannt haben.

Bezeichnen wir dann mit 9, £2 die Arbeit, welche von
den »Punkten gegen die von der Kraftfunktion £ her-

12r
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stammenden Kriifte geleistet werden miiBte, wenn die ganze
Verschiebung der » Punkte im Zeitmomente { vor sich ginge.
so ist die bei der jetat betrachteten allmahlichen Ver-
schiebung der »Punkte wihrend der Zeit di geleisteten

Arbeit gleich
3, Qadt

& -t
wobei &, fir die verschiedenen Phasen der Bewegung
verschieden, daher eine Funktion von ¢ ist. Die ganze von
den vPunkten gegen die der Kraftfunktion £ entstammen-
den Krifte withrend der Zeit # — f, geleistete Arbeit ist
also im Falle der allmihlichen Verschiebung der » Punkte

4
1
; -J:,J‘?'Qd"

Wenn dabei auch passende Zusatzkrifte wirken, welche
wit der Verschiebung der » Punkte zusammen die unvariierte
Bewegung in die variierte iberfithren, so daB sich die
materiellen Punkte zur Zeit £, noch in der Weise bewegten,
welche der unvariierten Bewegung zu dieser Zeit entspricht,
wogegen sie sich zur Zeit # + J¢, genan in der Weise be-
wegen, welche ihnen in der variierten Bewegung zur Zeit
t, + 0t, (der der Endzeit ¢ der unvarierten Bewegung
korrespondierenden Zeit) zukommt, so miissen die Zusatz-
krafte den = materiellen Punkten die Energie
fl
246) 9Q =0T+ 0 V= 7 é,.th-——féT-}—andt
Y

zufibren. Wann wahrend der Zeit ¢ — ¢, und in welcher
Weise die Zusatzkrifte wirken, ist hierbei gleichgiiltig, so-
bald nur der Effekt der ist, daB schlieBlich genau die
varilerte Bewegung erzeugt wurde. Denn wenn der ganze
Energiezuwachs der n Punkte und die (Gesamtverschiebung
der » Punkte, also dadurch auch die nach auBen abgegebene
Energie dieselben sind, so ist dadurch die von den Zusatz-
kriiften zugefitbrte Energie bestimmt.)

245)

) Falls das System ein echt zyklisches ist, d.h. falls in der
unvariierten Bewegung an die Stelle jeder Masse, die ihren Platz
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Nun ist aber 87 + 6 V dieselbe GroBe, die in Formel
223 § 36 mit J E bezeichnet wurde und man erhilt daher
aus Gleichung 246

1y &
247)  (f, —1)0Q = 2§fm:— Dlig; o0} — 6295
t 1

§ 48. Betrashtung periodischer Bewegungen.

Falls sowohl die unvariierte als auch die variierte
Bewegung periodisch sind, kann man sich die drei im
vorigen Paragraphen behandelten Beweguungsarten, die un-
varuerte, die variierte und den allmahlichen Ubergang
von der einen zur andern leicht zeitlich nacheinander
realisiert denken. Ist ¢ die Periode der unvariierten,
i+ 61 die der variierten Bewegung, so kann man setzen
t, =1, +14, 0f =0ddi Man kann sich dann zunichst
mehrere, Male wihrend der Zeit ¢ die unvariierte DBe-
wegung vor sich gehend, dann wahrend der Zeit 7 (auch
2i, 81) die » Punkte langsam verschoben und auch die Zusatz-
krafte wirkend und endlich mehrere Male wihrend der Zeit
¢+ di die varilerte Bewegung ablaufend denken. Man
denkt sich dann alle diese Vorginge nacheinander im Ver-
laufe der Zeit sich abspielend und kann, wenn man will,
die Unterscheidung zwischen zeitlichen Anderungen und
Variationen ganz fallen lassen.

verliBt, sogleich eine andere gleich beschaffene, mit einer gleichen
gleichgerichteten Geschwindigkeit begabte Masse tritt, so daB die
» I’onkte auf die letztere gepau so wie auf die erstere wirken und
falls dasselbe auch fir die variierte Bewegung stattfindet, so hat §, 2
fur alle { den gleichen Wert und die obige Formel gilt auch, wenn
die » Punkte sich nicht gleichférmig aus der unvariierten in die
variierte Lage bewegen, die duBere Arbeit ist dann ganz davom un-
abhiingig, wann die Verschiebung der » Punkte erfolgt. Doch wird
noth immer vorausgesetzt, daB die Gesamtbewegung der » Punkte
wihrend der Zeit #, — #, sehr klem ist. Selbst wenn sie rucloweise
erfolgt, so darf immer nach endlicher Zeit wieder ein nur unendlich
klemer Ruck geschehen. TUnter dieser Bedingung kann man dann
die GroBen, welche den EinfluB der » Puukte ansdriicken, noch immer
als die laugsam verdnderlichen Parameter betrachren.



182 IV. § 48. Periodische Bewegungen. (21, 248,

In diesem Falle, daB sowohl die unvariierte Bewegung
als auch die variierte periodisch sind, werden auch, wie
wir gesehen haben, die Variationen an hciden Grenzen gleich

und es ist:

I0= 2 U'Tdt]_— SUT,
daher _
248) 29 - 0260) _ 5167,

T r' 7
wobei ! den natiirlichen Logarithmus bezeichnet. Nun
herrscht eine nahezn vollstindige Analogie mit dem zweiten
Hauptsatze.

Man gehe zu immer anderen und anderen variierten
Babnen fiber, wobei auch die » Punkte immer andere und
andere Lagen annehmen, sich aber unendlich langsam gegen-
iber den n Punkten bewegen oder bei zyklischer Bewegung
der nPunkte vielleicht auch immer nach einer endlichen
Zeit einen unendlich kleinen Ruck machen sollen. In dieser
Weise varilere man die Bewegung fortwihrend, bis man
endliche Anderungen aller GroBen erhilt, und durchlaufe
schlieBlich einen vollstindigen KreisprozeB, d. h. man kehre
eudlich wieder zur selben Bewegung der n Punkte, verbunden
mit gleicher Lage der v Punkte, zuriick, ohne daB man
jedoch genau dieselhen Bewegungen der » und Lagen
der »Punkie einfach in umgekehrter Reihenfolge wieder-
kehren lieB.

Dann wird die Summe aller hierbei durch die Zusatz-
kriifte den » Punkten zugefithrten Energie, welche wir ein-
fach mit f J O bezeichnen wolleun, fiir alle diese Variationen
der Zustinde im allgemeinen nicht verschwinden, obwohl
man zum SchluBl wieder zum Anfangszustande zuriickgekehrt
ist. Dagegen wird

40

jr
immer gleich Null sein. Denn & Q/T ist nach 248) der
Zuwachs von (i TP, f -‘2;_? ist also die Differenz der Werte
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von I(i T)? im Anfangs- und Endzustande. Da im betrachteten
Falle aber der Anfangs- und Endzustand identisch sind, so
muf diese Differenz Null sein.

Wenn man z. B.,, was wir den Prozef 4 nennen wollen,
zuerst die » Punkte verschiebt, dann die Bewegung der
n Punkte beschleunigt, dann die » Punkte wieder in ihre
alte Lage bringt und schlieBlich den n Punkten wieder so
viel Energie entzieht und auch ihre Geschwindigkeits-
richtungen gerade so indert, daB ihre Bewegung genau
wieder die alte wird, so wird /¢ Q/7 immer verschwinden.
Dagegen wird f0Q im allgemeinen nicht Null sein.
Letzterer Ausdruck wird natiirlich von gleichem Absolut-
werte, aber entgegengesetzt bezeichnet sein, wenn man irgend
eine Reihe von Bewegungszustinden der n» und Lage der
r Punkte gerade in der entgegengesetzten Weise durchliuft.
(Prozef B.)

Dem Prozesse.4 entspricht der folgende Vorgang: man
14ft ein Gas sich zuerst aasdehnen, dann erwirmi man es,
driickt es dann bei der h3heren Temperatur auf das alte
Volumen zusammen und kiihlt es schlieBlich wieder ab, bis
es den alten Zustand angenommen hat, alles in umkehrbarer
Weise. Die direkte Umkehr eines solchen Vorganges ent-
spricht dann dem Prozesse B.

Die von uns betrachteten Systeme unterscheiden sich
insofern von warmen Korpern, als ihr Zustand durch ihre
Energie und die Lage der » Punkte (die iuBere Umgebung)
noch keineswegs bestimmt ist. So kann sich z. B. der
materielle Punkt s des Beispiels 2 des § 44 bei gleicher
Energie und gleicher &uflerer Umgebung im Kreise oder
in einer ellipsenartigen Balin etc. bewegen.

Da f d;? (die Entropie) = 2i(i T) ist und jede Fuuktion

derselben mit dem integrierenden Faktor multipliziert wieder
integrierender Faktor sein muB, so ist auch ¢ integrierender
Faktor von d Q. Da i die Zeit ist, inperhalb welcher ein
Teilchen einen ganzen Umlauf macht, s0 ist 1/¢ die (ganz
oder echt oder unecht gebrochene) Zahl der zyklischen
Umlaufe in der Zeiteinheit.
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Unter einer periodischen Bewegung verstanden wir in
diesem Parugraphen selbstverstindlich eine solche. bei
welcher nach Ablauf der Periode dieselben Werte der
rechtwinkligen Koordinaten aller materiellen Punkte wieder-
kehren. Wihrend, wie wir sahen, periodische Bewegungen
die vollkommenste Analogie mit dem zweiten Hauptsatze
ceigen, so gibt uns die am Schlusse des § 41 und in § 44
als Beispie! 2 hehandelte Zentralbewegung in einer unge-
schlossenen Bahn ein Beispiel einer nicht periodischen Be-
wegung von folgenden Eigenschaften: sie ist sonst den in
diesems Paragraphen behandelten sehr &hnlich und kann
sogar durch Betrachtung unendlich vieler in der gleichen
Ebene bewegter Massenpunkte in eine echt zyklische (aller-
dings nicht monozyklische) verwandelt werden; doch ver-
sehwindet fiir dieselbe schon bei fixer Lage der » Punkte
{(der Magnete. von denen die Werte von 4 und a abhingen),
daher um so mehr bei variierender Lage der » Punkte,
S3Q]T iber einen vollstindigen KreisprozeB -erstreckt
nicht, ja 4 § hat iiberhaupt keine integrierende Faktoren.

Nur durch die Annahme des gleichzeitigen Vorhanden-
seins sehr vieler Systeme mit allen méglichen Flachen-
geschwindigkeiten, unter denen die Zustinde nach den
(Gesetzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung verteilt sind, kann
in diesem Falle die Analogie mit dem zweiten Hauptsatze
der Wirmelehre wiederhergestellt werden.

Durch die gleiche Annahme wird auch der oben er-
wihnte Mangel an Analogie zwischen warmen Korpern und
dem von uns jetzt betrachteten Systeme von = materiellen
Punkten beseitigt, daB der Zustand der ersteren zur vollen
Bestimmtheit anBer der Angsbe der auBeren Umstinde nur
der des Wertes einer Variabeln (der Temperatur) bedarf,
wihrend auf die Bewegung der betrachteten Systeme nebst
der Lage der » Punkte und dem Energieinhalte noch andere
die Anfangsbewegung der n Punkte bestimmende Integrations-
konstanten ihrer Bewegungsgleichungen von EinfluB sein
kdnnen. Hierauf soll jedoch hier micht niher eingegangen
werden.
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§ 49. Theorie der Zykeln.

Wir gehen nun speziell zur Entwicklung einiger Lehr-
gitze aus der Theorie der Zykeln iiber. Wir verstehen,
wie schon erwahnt, unter zyklischen Koordinaten schlecht-
weg solche, welche undifferenziert weder im Ausdrucke fir
lebendige Kraft noch auch in dem fiir die wirkenden Krafte
oder etwa vorhandenen Bedingungsgleichungen vorkommen.
Wie ebenfalls bereits erwihnt, sind, falls keine Kriifte
im gewthnlichen Sinne der Mechanik und keine die Be-
wegungsfreiheit heschriinkenden Bedingungen existieren, auch
die rechtwinkligen Koordinaten zyklische. Allein sie defi-
nieren keine finite, d. h. keine Bewegung, bei welcher fiir
beliebige Zeiten die rechtwinkligen Koordinaten und ihre
Differentialquotienten nach der Zeit zwischen endlichen
Greuzen eingeschlossen sind. Dagegen ist die Variable,
welche die Winkelstellung des im § 44 als Beispiel 3
beschriebenen Zentrifugalmodells definiert, eine zyklische
Koordinate im erweiterten Hertzschen Sinme, welche,
obwohl sie selbst mit wachsender Zeit ins Unendliche
wachsen kann. doch unter allen Umstinden eine finite Be-
wegung bestimmt.

Eine echt zyklische Koordinaie dagegen ist eine solche,
welche eine echt zyklische Bewegung bestimmt, d. h. wenn
sie unter Konstanthaltung aller anderen Koordinaten ver-
inderlich ist, so muB an die Stelle jeder Masse, welche
ihren Ort im Raume verlaBt, sogleich wieder eine andere
volikommen gleich beschaffene mit der gleichen Geschwindig-
keit in gleicher Richtung bewegte Masse treten, worin das
Merkmal der echt zyklischen Bewegung besteht.

Ks sei ein System gegeben, welches folgende Bedingungen
erfullt: 1. unter den Variabeln, welche die Position seiner
materiellen Punkte bestimmen, seien zyklische. 2. Gegen-
iiher den Anderungsgeschwindigkeiten Jer zyklischen Variabeln
(den zyklischen Geschwindigkeiten) seien die Differential-
quotienten nach der Zeit (Andernugsgeschwindigkeiten) der
ibrigen Variabeln, welche zur Bestimmung dieser Position
auBerdem noch erforderlich sind, sehr klein; diese lelzteren
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Variabeln heiBen deshalb die langsam Verinderlichen oder
die Parameter; endlich 3. seien die zyklischen Beschleu-
nigungen ebenfalls sehr klein gegeniiber den zyklischen
Geschwindigkeiten, d. h. die Anderungsn der zyklischen
Geschwindigkeiten, welche innerhalb von Zeitriumen ein-
treten, wihrend denen sich die Absolutwerte der zyklischen
Koordinaten schon sehr bedeutend verindert haben, seien
noch immer sehr klein. Dann nennen wir das System ein
zyklisches System oder noch kiirzer ein Zykel.

Ist seine Bewegung zudem eine finite, so nennen wir
es ein finites Zykel. Sind die zyklischen Variabeln lauter
echt zyklische, so nennen wir es ein echtes Zykel Ist nur
eine unabhiingige zyklische Variable vorhanden, so heifit
das System ein Monozykel; sind deren zwei, so heiBt es
ein Bizykel; sonst im allgemeinen ein Polyzykel; wenn =
unabhiingige zyklische Variabeln vorhanden sind, ein n-Zykel.

An dem #uBerlich wahrnehmbaren Zustande eines echten
Zykels ist also, solange die Parameter konstant bleiben,
trotz der lebhaften Bewegung inmerhalb desselben keine
Verinderung bemerkbar. ¥s zeigt sich dies an warmen
Koérpern, an Drihten, die von konstanten -elektrischen
Strémen durchflossen sind, aber auch an einem absolut
symmetrischen, um seine Achse rotierenden Kreisel oder einer
vollkommen homogenen, in einer in sich zuriicklaufenden
Rohre stromenden Fliissigkeit. Wenn dagegen die zyklischen
Geschwindigkeiten und die Parameter sich langsam #andern,
so entspricht dies einem Gase, welches langsam erwirmt
oder umkehrbar ausgedehut oder komprimiert wird. Ein
anderes Beispiel ist die langsame Intensititsinderung oder
mechanische Ortsverinderung eines von einem elektrischen
Strome durchflossenen Drahtes, oder die langsame Be-
wegung oder Deformation eines rotierenden Korpers oder
eines von ponderabler Flussigkeit, durchstromten Kanales.

Man kann die in den §§ 45—47 entwickelten all-
gemeinen Formeln auf Zykeln anwenden, dabei aher manche
Vereinfachungen anbringen. Das Zykel soll wieder aus
n materiellen Punkten bestehen, deren Lage also teils durch
zyklische, teils durch langsam verinderliche Koordinaten



Gl. 249-251.) IV. §49. Theorie der Zykeln. 187

bestimmt ist. Erstere wollen wir mit p,, letztere mit p, be-
zeichnen. Zwischen ihnen sollen keine Bedingungsgleichungen
mehr bestehen. Diese » materiellen Punkte entsprechen
denjenigen, welche wir auch in den 8§ 45—47 die n mate-
riellen Punkte nannten.

Da die p, nicht undifferenziert in dem Ausdrucke fiir
T vorkommen, so sind die nach den zyklischen Koordinaten p,
wirkenden Krifte (die zyklischen Krifte)

249) ) R
wobei

aT
250) %= 3o

Die Krifte P, entsprechen den Zusatzkraften der §§ 45—47;
die durch sie dem Zykel zugetithrte Energie soll die zyklisch
zugefiithrte heiBen; sie eutspricht der zugefiihrten Wirme.
Da ferner die Glieder, welche zweite Ableitungen der p,
oder p, nach der Zeit enthalten oder welche beziiglich der
o', von der 1. oder gar 2. Ordnung sind, als verschwindend
angesehen werden gegeniiber denjenigen, welche bloB p, und
7/, enthalten, so sind die nach den Parametern p, wirken-
den Kriifte a7
251) P o=— .
Da T eine homogene quadratische Funktion der p’, ist, so
konnen alle p’, und p, konstant, daher py =p',= 0 sein,
wenn alle P, verschwinden. Dagegen miissen, wenn dies
stattfinden soll, die P, im allgemeinen von Null verschiedene
Werte haben. Wir unterscheiden nun verschiedene Klassen
von nach den Parametern p, wirkenden Kriften. Dieselben
kdnnen teils von der Wechselwirkung der n Punkte her-
stammen, teils auch von der Wirkung anderer materieller
Punkte, welche den »n" Punkten der §§ 45—47 entsprechen
und wie diese ein fiir allemal fix im Raume sein und die
fixen materiellen Punkte heiBen sollen. Sie kdnnen iibrigens
hier wie dort auch den » materiellen Punkten zugerechnet
werden. Diese, teils von der Wechselwirkung der n Punkte,
teils von der Einwirkung etwa vorhandener fixer materieller
Punkte auf sie herrithrenden Krifte, welche wir alle als
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innere Krifte bezeichnen, sollen jedenfalls eine skleronome
Kraftfunktion haben, welche wir wieder mit F bezeichnen.

Der gesamte aus dieser Ursache herstammende Anteil von

P, ist also — %—E-

Dazu mhasen damit die p, konstant bleiben, im all-
gemeinen noch weitere Krifie hinzukommen, welche wir
mit P, bezeichnen und die #uBern mach den Parametern
wirkenden Kriifte nennen. Die materiellen Punkte, von
denen sie ausgehen, entsprechen den » materiellen Punkten
der §§ 45—47 und sollen auch wieder die » materiellen
Punkte heiflen. Sie werden fiar das betrachtete System als
duBere angesehen.

Wenn exakt.py =9 =0 ist, also die zyklische Be-
wegung vollkommen stationdr ist, so bleibt auch die Lage
der » Punkte vollstiindig unverindert und muf eine solche
sein, daf exakt

T
252) =% ~ 6?‘ 5’ =

ist. Dies entspricht dem, was wir in 8§ 45—47 die un-
variierte Bewegung genannt haben. Setzen wir hier in der
Theorie der Zykeln wieder
258) T—F=H, T4+ F=2E,
wobei die Buchstaben A und E dieselbe Bedeutung wie in
8§ 45—A417, aber eine etwas andere als in den iibrigen Ab-
schnitten dieses Buches haben, so kénnen wir die Glei-
chungen 249} und 252) auch so schreiben:

dH d oH

254} $§=—'—a—1;:s Pb:‘&—t“aﬁ-

Wenn die langsam veriinderlichen Parameter und die
Werte der p’, sich sehr langsam verindern sollen, so miissen
die B, ein wenig von den durch die obigen Gleichungen ge-
gebenen Werten und die P, ein wenig von Null verschieden
sein. Diese letzteren Krifte entsprechen dann denjenigen,
welche wir in §§ 45 bis 47 die Zusatzkrifte genannt haben
und sollen auch hier wieder diesen Namen beibehalten. Die
von ihnen zugefiihrte Energie, die zyklisch zugefiihrte Knergie,
entspricht in der Wirmetheorie der zugefithrten Warme.
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Die langsame Verinderung, welche die zyklische Be-
wegung durch die Zusatzkrifte sowie vermdge des Umstandes
erfihrt, daB die von den v Punkten ausgehenden Krifte nicht
genau die durch die Gleichung 252) bestimmten Werte 5,
haben, entspricht dem, was wir in den §§ 45—47 die Variation
der Bewegung genannt haben: jedoch ist es gegenwirtig
nicht notwendig, die durch die langsame Bewegung der
v Punkte und die Wirksamkeit der Zusatzkrafte eintretende
allmahliche Anderung der stationiren zyklischen Bewegung
als ein Problem der Variationsrechnung aufzufassen und die
dabei eintretenden Zunwiachse durch Verwendung des
Zeichens J besonders hervorzuheben. Man kann vielmehr
diese allmihliche Zustandsinderung als eine gewdhnliche
unter dem EinfluB der Zusatzkrifte und der Lageninderung
der » Punkte im Verlaufe der Zeit stattfindende Bewegung
auffassen. KEs liegt dies besonders nahe bei dem echten
Zykeln, bei denen die unvariierte Bewegung gar keine sicht-
bare Zustandsinderung darstellt, so daB erst bei deren lang-
samer Variation wahrnehmbare zeitliche Veriinderungen auf-
treten.

Die Werte von T, 7 ete. fir einen beliebigen Zeit-
moment der unvarilerten Bewegung fallen fiir Zykeln mit
den Mittelwerten 7, ¥ ete. derselhen GriBen far die un-
variierte Bewegung zusammen. HEs ist gleichgaltig. in
welchem Zeitmomente der unvariierten Bewegung die
Variation beginnt, welche ganz den Charakter einer unter
dem Einflusse gegebener Krifte stattfindenden mechanischen
Bewegung hat und auch beliebig lange andauern, allmahlich
zu einer endlichen Variation wachsen und zu einer beliebigen
Zeit enden kann. Wenn in irgend einer Phase derselben
plotzlich p,” =p =0 wird, erhdlt man sofort die dieser
Phase entsprechend zu denkende unvariierte Bewegung.

Es tritt hier deutlich zutage, wie die am Eingange
dieses Buches betrachtete Variation ganz allmiihlich sich
dem Charakter einer gewdhnlichen, im Verlaufe der Zeit
stattfindenden Bewegung beliebig nihern kann, bei welcher
nur einzelne Koordinaten viel rascher, andere viel langsamer
verinderlich sind.
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Wir wollen fir diese allmihlich mit der Zeit eintreten-
den Anderungen der zyklischen Bewegungen noch immer
den Namen Variationen beibehalten und auch die Bewegungs-
gleichungen fir die Anderungen der p,, welche dadurch
eintreten, daB die 3, nicht genau die durch die Gleichungen
252) und 254) gegebenen Werte haben, erst in § 53 auf-
achreiben.

§ 50. Der integrierende Faktor des Differentials der
zyklisch zugefiihrten Energie.

Die Arbeit, welche wihrend der Variation der zyk-
lischen Bewegungen in der Zeit d¢ von der Kraft P, geleistet
wird, ist nach Gleichung 249):

255) dQ, =P dp, = F,p/dt =p/ dg,.

Die Summe 4@ aller d Q, ist die gesamte von allen
Kriften P, (den zyklischen oder Zusatzkriiften) geleistete
Arbeit, welche wir die dem Systeme zyklisch zugefithrie
Energie genannt haben und welche der zugefithrten Warme
analog ist.

Falls das System ein Monozykel ist und man die
einzige zyklische Variable ohne Index schreibt, so erhiilt man

dQ =p'dyq
und wegen T =p'g,
256) a9 = -‘i—q?-
Es ist also ETQ ein vollstindiges Differential und Ig¢

die Entropie.

Diese Formel findet Anwendung auf alle echten Mono-
zykeln, innperhalb deren beliebige Massen eine zyklische Be-
wegung machen, so dab sie alle innerhalb derselben Zeit i
gleichzeitic zu ihrer Ausgangslage zuriickkehren und dann
von neuem dieselbe Bewegung machen. Solche Monozykeln
werden von Helmholtz als einfache echte Monozykeln be-
zeichnet und man sieht leicht, daB sie einen Spezialfall der
in § 48 behandelten periodischen Systeme bilden.

Wenn ein Zykel verschiedene Massensysteme besitzt,
deren jedes eine in dieser Weise in sich zuriticklaufende
Bewegung macht, und wenn die Perioden ¢, i, 4,, ... fiur die
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verschiedenen Systeme verschieden sind, so heiBt das System
ein ungefesseltes, oder nur teilweise gefesseltes Polyzykel,
sohald die Dauer dieser Perioden auBer von den Werten
der langsam verinderlichen Parameter auch noch von denen
mehrerer unabhangiger zyklischer Geschwindigkeiten abhéngt,
dagegen ein vollstindig gefesseltes Polyzykel, oder ein zu-
sammengesetztes Monozykel, wenn sie auBer von den Para-
metern nur noch von dem Werte einer einzigen zyklischen
Geschwindigkeit abhingt. Wenn im letzten Falle die Zahl

der Verhiltnisse 7—:?—, % , --- eine endliche ist und die Werte

dieser Verhiltnisse von denen der Parameter (der lang-
sam verinderlichen Koordinaten, vollkommen unabhangig
sind, so kann man sich diese Verhiltnisse ohne wesent-
liche Anderung der mechanischen Bedingungen als ratio-
nale, wenn auch mit sehr groBem gemeinsamen Nenner
denken und daher einen lingeren Zeitraum J finden, inner-
halb dessen die Bewegung aller Massensysteme gleichzeitig
eine periodisch wiederkehrende ist, so daB das gesamte
mechanische Systen: ein einfaches echtes Monozykel von
der Periode J darstellt und alles von einem solchen Be-
wiesene darauf anwendbar ist.

Dies wird aber zweifelhaft, wenn die Anzahl der Ver-

hiltnisse —:l s %, -.. eine unendlich groBe ist und gilt jeden-

falls nicht mehr, wenn die Werte dieser Verhaltnisse kon-
tinuierliche Funktionen der Parameter sind, weil dann die
zyklischen Koordinaten im Vereine mit den Parametern im
allgemeinen nicht mehr ein System holonomer Koordinaten
bilden.’) Alle entwickelten Formelu gelten aber nur fiir
holonome Koordinaten; denn wie wir schon in § 4 auf S.16

") Borchards Journal Bd. 98, 1. Heft 8. 87, 1885; Wien. Sitz.-
Ber. Bd. 111, 8. 1603 1202. Wenn z. B. die parallelen Drehungs-
achsen zweier Kirper sich nach entgegengesetzter Seite komisch ver-
jingen und ein Transmissionsriemen oder eine Friktionsscheibe so
dazwischen kontinuierlich versechiebbar ist. daf sie bald einen dickeren
Teil der ersten Achse mit einem dinneren der zweiten, bald wieder
umgekehrt verbindet und man den Weg s eines nicht in der Drehungs-
achse liegenden Punktes des ersten Korpers als zyklische, die Ver-
schiecbung @ des Riemens oder der Friktionsscheibe als langsam ver-
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in der Anmerkung erwihnten, werden im ganzen Buche, mit
Ausnahme der §§ 27 und 28, unter generalisierten Koordi-
naten immer nur holonome generalisierte Koordinaten ver-
standen. Wir wollen hieraaf nicht niher eingehen und nur
noch den Beweis fiir einen sehr allgemeinen, von Helmholtz
gefundenen Safz fuhren.

Sei ein beliebiges, zusammengeseiztes monozyklisches
(also vollstdndig gefesselies polizyklisches) System gegeben,
dessen langsam veridnderliche Koordinaten mit p , dessen
rasch verinderliche Koordinate mit p bezeichnet werden sollen.
Es wird vorausgesetzt, daB bei passender Anderung der B, die
Bewegung in genau #hnlicher Weise vor sich gehen kann,
wobei nur samtliche Geschwindigkeiten mit einer konstanten,
fiir alle Geschwindigkeiten gleichen, aber ganz willkithrlichen
Zahl n multipliziert, also gewissermaBen die Zeitdauer aller
Vorginge auf den n-ten Teil reduziert erscheint; wenn dann
nur ein einziger langsam veraunderlicher Parameter p_ vor-
handen ist, so ist die gesamte im Systeme enthaltene leben-
dige Kraft immer integrierender Nenner des Differentials
der von auBen zugefiihrten Energie; sind dagegen mehrere
p, vorhanden, so gilt dies ebenfalls jedesmal dann, wenn
jenes Differential iiberhaupt integrierende Faktoren besitzt.

Sei zunéichst nur ein langsam verinderlicher Parameterp,
vorhanden, so werdeu zwei Gattungen von Zustandsande-
rungen moglich sein. Erstens bei ungeiinderten Bahnformen
dndert sich blof die Geschwindigkeit aller beweglichen Teile
proportional. Zweitens indern sich die Bahnformen Die
(Gestalt der Bahnen hingt daher nur von einer einzigen
unabbingig veriinderlichen GroBe ab, wihrend die andere

inderliche Koordinate wihlt, so gelangt ein nicht in der Rotations-
achse liegender Punkt des zweiten Kdrpers im sallgemeinen nichf an
dieselbe Stelle, wenn zuerst s um eine endliche Gréfe ¢ und dann @
um eine ebenfalls endliche Gréfe « wichst, oder wenn zuerst # um
a und dann erst s um o wichst. Wenn also auch durch @ und ds/d¢
séimtliche Geschwindigkeiten, also fails wir ein echtes Zykel vor uns
haben, der ganze erkennbare Zustand desselben gegeben ist, so sind
doch nicht durch die Angabe der Werte von a und s die Positionen
simtlicher Punkte des Systems bestimmt, a und & sind also nicht
Wolonome verallgemeinerte Koordinaten.
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unabhiéingig verdnderliche GroBe bloB die Geschwindigkeit
bestimmt, mit welcher die Bahnen durchlanfen werden.
Falls man daher die Grenzen immer so variert, dab das
letzte Glied der Gleichung 223) verschwindet, muB man bei
der Riickkehr zur alten Bahn auch zu den urspriinglichen
Grenzen zuriickgelangen, die beiden Glieder in Gleichung 238)
rechts werden identisch und d Q/7 wird ein vollstindiges
Differential. .

Falls mehr als ein langsam verinderlicher Parameter p,
existiert, ist 7 im allgemeinen nicht mehr integrierender
Nenner von 4 ¢, da man bei Wiederkehr zu genau demselben
Zustande des Systerns im allgemeinen nicht mehr zu den-
selben Integrationsgrenzen zuriickkommen wird, sobald die
Grenzen immer so geindery werden, daB das letzte Glied in
(Gleichung 223) verschwindet; doch ia8t sich auch in diesem
Falle beweisen, daB T integrierender Nemner sein mu8, falls
fiberhaupt integrierende Faktoren von dQ existiersn. Sei
. aligemein d Q = Md N und mar wihle 7 und die p_ ais die
independenten Variabeln.

Nach dem eben Bewiesenen muB, sobald alle p, bis auf
eines kounstant sind, T integrierender Nenner von d ¢ sein;
ist also y irgend einer der Indizes & und do, dss zum
Faktor 7 hinzutretende Differential, so folgi zumichst:

257) M(3ydT+ 3o-dp,)=T(FEdT+ 52dn,)-

Diese Gleichung muﬁ fiir alle Wertekombinationan der
dabei als konstant vorausgesetzten Variabeln p,, p,,...p, ),
Pyyy--- gelten. Wenn also M und N gegeben sind, so ist
daraus o, bis auf einen nur die letzterwdhnten Variabeln
enthaltenden Ausdruck bestimmt. Dasselbe gilt auch fiir
jeden beliebigen anderen der Indizes @, z. B. kh; man hat
also ebenso

258) M(— NaT+ 3T dpk)—T(aq”dT+ """*dph)
wobei natiirlich die Identltat von o, und g, noch nicht er-
wiesen ist. Aus dieser und der Gleichung (257) folgt un-
mittelbar: .
do [/
259) 8T ~ 8T
Boltzmann, Mechanik IL 13

-
»
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Fs konnen sich also ¢, und g, nur um GroBen unter-
scheidon, welche kein 7. sondern nur die p, enthalten.
Wir wollen seizen: ¢, =7 + oI, o,=0+ Ir, wobei die
77 wicht mehr Funktionen von 7 gind; dann folgt aus der
Gleichung 257)

N éar
260) Mﬁr = Tﬁ'
and I
anNn do a )
a =
A d) Mapv ( + 8 p,

fur jeden Wert von g; hieraus ergibt sich weiter
262) iQ = HdNnT(da +35% dp,)

die Summe ist Giber alle moglichen Werte des Index g zu
erstrecken. Da laut Ubereinkunft d Q einen integrierenden
Faktor hat, so muB es jedenfalls auch einen besitzen, wenn
man alle p, bis auf zwei derselben, etwa p_und p,, konstant
setzt. Dividiert man dann noch das Differential ¢ Q durch
T, so ergibt sich:
da é I, d

263) S7aT+ (3= + 52 dp, + (g2 + G5 dm = 52

Nach dem Gesagten muB auch dieser Differentialaus-
druck einen integrierenden Faktor haben. Schreibt man die
bekannte Bedingung dafiir hin, so sieht man, daB aus der-
selben folgt: entweder

do

77="0
oder

] ;]
264) Bl o TG

6p, 0P 0P, Ops

fur alle Wertepaare von g und kA Die erste Gleichung
kann nie erfullt sein, da sonst bei Konstanthaltung der p,
zur Erhohung der lebendigen Kraft gar keine Energiezufuhr
notwendig wire. Es mfissen daher die (leichungen 264)
gelten, aus welchen folgt, daB E dp das komplette Dif-

ferential einer Funktion I7 der p 18t, weshalb dann
d Q= Td{c + II) wird.
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§ 51. Adiabatische und isozyklische Bewegung.

Wenn fiir ein beliebiges Zykel alle P, = 0 sind, dagegen
die B, von den durch die Gleichungen 252) und 254,
gegebenen Werten verschieden sind, so daB die Para-
meter p_ sich langsam verindern, so nennt man die
Bewegung eine adiabatische. Dann folgt aus den Glei-
chungen 249), daB die Momente g, beziiglich der zyklischen
Koordinaten alle konstant sein miissen, Die zyklischen Ge-
schwindigkeiten p’, aber werden sich dann infolge der lang-
samen Anderung der Parameter allmihlich ebenfalls lang-
sam Andern. Wenn dagegen die P, wihrend der langsamen
Anderung der Parameter stets solche- Werte haben, da die
7", exakt unverindert bleiben, so nennt man die Bewegung
eine isozyklische.

Kin Beispiel fir die adiabatische Bewegung bildet ein
um seine Achse rotierender Rotationskdrper, oder das im
§ 44 als Beispiel 8 beschriehene Zentrifugalmodell, wenn
niemals ein um die Rotationsachse drehendes Moment wirkt.
Dagegen macht das Zentrifugalmodell eine isozyklische Be-
wegung, wenn durch passende, an der Kurbel wirkende
Krifte B, seine Umdrehungsgeschwindigkeit stets konstant
erhalten wird, obwoh! sich die verschiebbare Masse m der
Drehungsachse bald langsann nahert, bald langsam davon
entfernt.

Physikalische Analogien fiir die adiabatische Bewegung
sind warme Korper, bei deren Zustandsinderung Warme
weder zugefiihrt noch entzogen wird (daber der Name
adiabatisch auch fiir die analogen Bewegungen mechanischer
Zykeln), elektrische Stromkreise, in denen unveriinderliche
elektromotorische Krifte titig sind, bewegte, mit konstanten
Elektrizititsmengen statisch geladene Leiter etc. Ilie ent-
sprechenden physikalischen Vorginge werden isozyklischen
Bewegungen analog, wenn die Temperatur der warmen
Korper, die Stromintensitit der elektrischen Strome, das
Potential der elektrostatisch geladenen Leiter konstant er-
halten wird. Bei einem rotierenden Korper tritt isozyk-
lische Bewegung ein. wenn er in Riemen- oder Zahnrad-

18*
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verbindung steht (gekoppelt ist) mit einem rotierenden
Schwungrade von unendlicher Masse oder einem zu Rotation
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit gezwungenen Korper;
physikalische Analogien bietet ein warmer Korper, der mit
einem unendlichen Wirmereservoir gut leitend verbunden
ist, emn elektrischer Leiter, dessen Enden auf konstantem
Potentialunterschied erhalten werden (mit den Polklemmen
des Elektrizititswerkes verbunden sind), in der Elektrostatik
ein zur Erde abgeleiteter Korper, was Helmholtz auch als
Koppelung mit der Erde, dem Wirmereservoir nsw. bezeichnet.

In Gleichung 254) sind die partiellen Differential-
quotienten so zu versteher, daB die p’, konstant zu halten
sind, also die Zustandsinderungen isozyklisch zu geschehen
haben. Wir wollen, wie es schon in § 9 geschah, partielle
Differentialquotienten, bei deren Bildung die », als konstant
zu betrachten sind, mit dem Index p/, solche dagegen, bei
deren Bildung die g, als konstant zu betrachten sind, mit
dem Index ¢ bezeichnen.

Man kann daher sagen: H ist die Kraftfunktion der
nach den Parametern p, wirkenden Kriifte B, fir isozyk-
lische Zustandsinderung, ihr entspricht in der Thermo-
dynamik das isotherme thermodynamische Potential; bei
jeder isozyklischen Bewegung ist

- ,Ei—i-dpﬂ=—d5= dF—dT

die von den auf das Cykel wirkenden Kriiften R bei Ande-
rung der p, dem Zykel zungefithrte (d. h. die in Form von
gubBerer Arbeitsleistung zugefiihrte) Energie. Da der ganze
Energiezuwachs d E=d F 4 d T ist. so folgt d Q=24 7, die
zyklisch zugefithrte Energie ist daher gleich dem doppelten
Zuwachs der kinetischen Energie,

Nach Gleichung 63) ist

S A T

0p. 8 p. 82  Ope

Man kann also die erste der Gleichungen 254) auch so
schreiben:

265) =_"”37f’.
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Die &uBeren Krifte B, komnen daher auch als die
adiabatischen partiellen Differentialquotienten von E nach den
Koordinaten p, und — E als die adiabatische Kraftfunktion
bezeichnet werden. Die gesamte, durch #uBere Arbeits-
leistung dem Systeme zugefithrte Knergie ist also bei adia-
batischer Bewegung gleich d E, also gleich dem gesamten
Energiezuwachs. was selbstverstindlich ist, da sie in diesem
Falle die einzige Energiezufubr ist.

Durch Anwendung des gefundenen Theorems, daB so-
wohl bei adiabatischer als auch bei isozyklischer Zustands-
inderung die #uBeren Krifte eine Kraftfunktion haben, auf
die Warmetheorie erhalten wir folgenden Satz: TWenn ein
warmer fester Korper darch beliebige zuBere Krufte adia-
batisch oder isotherm beliebig deformiert wird, so 1st die
Deformationsarbeit immer emn vollstindiges Differentisl, als
ob die duBercn Kriifte solchen, die von ruhenden Massenteilchen
herrithren, das Gleichgewicht hielten, wenn auch die Massen-
teilchen des Korpers in lebhaftester Warmebewegung be-
griffen sind.

§ 52. Hertz' reziproke Beziehungen.

1. Es mdge sich der Zustand eines Zykels langsam
adiabatisch einmal so verindern. daB nur der Parameter p_
und dp, wachst, das aundere Mal so, daB nur der Parameter
o, um dp, wichst. Im ersten Falle mbge die nach p,
wirkende “uBere Kraft B, um 4%, im zweiten Falle die
nach p, wirkende dubere Kraft _ um %, wachsen, dann
ist immer

¥ _ 2%
dp. dpa’

dasselbe gilt auch, wenn alle Bewegungen isozyklisch er-
falgen, wir konnen diese beiden Relationen ausfihrlicher
sc schreiben:

8y Ba. 9, Ba 8, Bar 0, Ba

Equff. =_E>‘-% uoid g:f = 6pf
der Beweis folgt unmittelbar aus den Gleichungen 254) und
265), d. h. aus dew Umstande, daB die &uBeren Krifte so-
wohl fiir die adiabatische als auch fir die isozyklische Zu-
standsiinderung eine Kraftfunktion haben.

1
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2. Wegen
aF 8,7 8F _ . 81
$“=—§;:__3p,’ 315_0 und Pb"_aq’
(letzteres nach 60)), findet man
GRS 8,9
266) -3

Wenn daher ein bei Konstanz aller itbrigen ¢ und aller
Parameter erfolgender Zuwachs eines zyklischen Momentes
g, um dg, einen Zuwachs der nach einem Parameter p,
wirkenden Kraft B, um dB, bewirkt, so bewirkt ein adia-
batischer und bei Konstanz der iibrigen Parameter erfolgende
Zuwachs von p, um dp, einen entgegengesetzt wie 4P,
bezeichneten Zuwachs (eine Abnahme) der zyklischen Ge-
schwindigkeit »’, um dp’, und zwar ist das Verhiltnis der
als Ursachen angenommenen Zuwichse dg, und dp_ zu den
als Wirkungen betrachteten Anderungen (R, und dp’)
gleich (wie Hertz sagt, das Verhsltnis zwischen Ursachen
und Wirkung ist in beiden Fallen gleich). Es ist unter
diesen speziellen Umsténden
. a%. ap’s

267) e~ R

Da fiir ein Monozykel dp,” und dg, gleich bezeichnet
sein muB, so gilt fiir ein solches auch folgender Satz: Wenn
eine Vermehrung der zyklischen Geschwindigkeit »" bei
Konstanz der Parameter die Kraft nach irgend einem Para-
meter p, erhoht. so muB ein adiabatischer Zuwachs dieses
Parameters bei Kcnstanz der anderen die zyklische e
schwindigkeit »’ vermindern.

3 Ks moge die Kraft P, den in Gleichung 267) vor-
kommenden Zuwachs dg, in der Zeit d¢ erzeugen, so ist

d g, = P, d¢, andererseits ist P’, = E}}f die Geschwindigkeit,
mit welcher dann die Kraft 8, unter den Umstinden wichst,
unter denea die Gleichung 267) gilt. Die linke Seite der
Gleichung 267 ist daher gleich /P, und wenn man fir die
rechte Seite wieder deutlichkeitshalber zur Schreibweise der
Gleichung 266) zuriickkehrt, so folgt aus 267)

268) Ba_ _ %2

Pt_ 6‘9. ?
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in Worten: Wenn alle Parameter konstant und alle nach
den zyklischen Koordinaten wirkenden Krifte bis auf eine
(P, gleich Null sind, so soll wihrend der Zeit d¢ die nach
dem Parameter p, wirkende Kraft P, um P’,d¢ wachsen,
dann bewirkt eine adiabatische Zunahme von p_ unter Kon-
stanz der tbrigen Parameter eine Abnahme von p, und es
ist wieder das Verhdltnis von Ursache und Wirkung in
beiden Fallen gleich, wenn wir die Kraft P, als Ursache,
die Anderungsgeschwindigkeit §’, der Kraft B, =als ihre
Wirkung, und andererseits den Koordinatenzawachs dp, als
Ursache und die Abnahme — dp’, der zyklischen Ge-
schwindigkeit p, als deren Wirkung betrachten.

4. Wegen

8F . 8, T 8, T
Pe= " T e B

hat man
eTao] B 8 /13
o T
d. h. wenn bei Konstanz der fibrigen zyklischen Geschwindig-
keiten und der Parameter ein Zuwachs einer zykhschen
Geschwindigkeit p’, einen Zuwachs der nach einem Para-
meter p, wirkenden Zufleren Kraft P_ bewirkt, so bewirkt
auch ein isozyklischer Zuwachs von p, bei Konstanz der
iibrigen Parameter einen Zuwachs des zu p/, gehorigen
zyklischen Momentes g, und zwar ist, wie Hertz abgekirzt
sagt, wieder fiir unendlich kleine Zuwichse das Verhiltnis
von Ursache und Wirkung in beiden Fallen gleich. Auch
hat fir Monozykeln wieder der Zuwachs der zyklischen
Geschwindigkeit dasselbe Vorzeichen, wie der des zyklischen

Momentes.

5. Genan so0, wie aus Gleichung 266} die Gleichung 268
gewonnen wurde, 8o kinnen wir auch ausGleichung 289) eine
neue bilden. Bei Bildung des partiellen Differentialquotienten
der rechten Seite der letzteren Gleichung ist angenommen,
daB die P, und P, solche Werte haben, daB alle p’, und
alle Parameter mit Ausnahme eines einzigen p, konstant
bleiben. Die dabei nach der zyklischen Koordinate p,
wirkende Kraft soll P,, die Zuwiichse von g, und ¢, wihrend
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der Zeit dt aber sollen dp, und dg, heiBen. Dann ist der

Quotient g}% gleich der in Formel 269) mit %‘2'- be-
zeichneten GroBe, es ist aber auch dp, =p', dt und dq, = P, dt:

daher

30 0o — Py
6 Pa Pa

und man kann die Gleichung 269) in der Form schreiben
0B _ P

270) e

In Worten ausgedritckt: Wenn bei Konstanz der iibrigen
zyklischen Geschwindigkeiten und der Parameter ein An-
wachsen einer zyklischen Geschwindigkeit p’, einen Zuwachs,
der nach einem Parameter p, wirkenden Kraft P, bewirkt,
so muB behufs isozyklischen Wachsens von p, bei Konstanz
der tibrigen Parameter in der Richtung der ayklischen Ko-
ordinate p, eine positive Kraft P, wirken und zwar ist
wieder das Verhiltnis zwischen Ursache und Wirkung in
beiden Fillen gleich, wenn man den Zuwachs von p’, als
Ursache, den Zuwachs von B, als deren Wirkung, anderer-
seits die Geschwindigkeit p ', mit welcher sich p, isozyklisch
indert, als Ursache der Notwendigkeit der Kraft P, und
letztere als deren Wirkung bezeichnet.

Beim Beweise und der mathematischen Formulierung
dieses Satzes ist in Hertz’ Prinzipien der Mechanik Nr. 577)
S. 245 iiberall-das Zeichen 0 zu viel.

§ 53. Helmholtz' Bdtze iiber gemischte Zykeln.

Helmholtz hat einige Betrachtungen von noch etwas
groBerer Allgemeinheit angestellt. Es sei wieder ein System
von n Punkten gegeben, welches mit »’ ein fiir allemal und fiir
immer fixen Punkten in Wechselwirkung stehen kann, welch
letztere Punkte man auch, wenn man will, zu den nPunkten
zéhlen kann. Die Kraftfunktion aller zwischen diesen
Punkten wirksamen Krifte sei ¥, die kinetische Energie
der nPunkte sei . Wir setzen diesmal wieder, wie in
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§§ 45—52, aber abweichend von unserer sonstigen Be-
zeichnungsweise
T+ F=2F,

T—F=H.

80 daB E die gesamte Epergie der n + n' Punkte ist. Unter
den Koordinaten, welche die Position der »Punkte be-
stimmen, kdnnen zyklische sein, die wir wieder mit p, be-
zeichuen wollen, d. h. ihre nicht nach der Zeit differentierten
Werthe sollen weder in T noch in ¥ vorkommen. BloB die
pysollenin T vorkommen. Die Gesamtanzahl dieser zyklischen
Koordinaten sei . Die Gesamtkraft, — @ F/dp,, welche
die n 4 n'Punkte nach irgend einer zyklischen Koordinate
ausiiben, muBl also gleich Null sein. Die fibrigen Koordi-
naten brauchen nicht gerade langsam verinderliche zu sein,
sind alse ganz beliebige Koordinaten. Wir nennen sie daher
gewdhnliche Koordinaten und bezeichnen sie wieder mit p,.
Thre Gesamtzahl sei s. Zwischen den p sollen keine Be-
dingungsgleichungen mehr bestehen. Ein solches System,
welches zwar zyklische Koordinaten enthilt, dessen ibrige
Koordinaten aber nicht oder wenigstens nicht alle als langsam
verinderlich betrachtet werden, wollen wir ein gemischies
Zykel nennen und im Gegensatze dazu ein solches, welches
nur zyklische und langsam veriinderliche Koordinaten ent-
hilt, ein reines Zykel.

Am leichtesten wird das Verstindnis der nun zu ent-
wickelnden Gleichungen, wenn man sich die Beschaffenheit
des Systems der = 4 »' Punkte und die Kraftfunktion F,
sowie auch die Bewegung der Punkte, also deren samntliche
Koordinaten als Funktionen der Zeit, gegeben denkt und
sich fragt, welche Krafte P, und %, nach den zyklischen Ko-
ordinaten wirken resp. zu den vermdge der Kraftfunktion F
nach den gewshnlichen Koordinaten wirkenden Kriiften' noch
hinzukommen miissen, um die gegebene zeitliche Verinde-
rung der Koordinaten zu erzeugen. KEs miissen dann fir
die zyklischen Koordinaten die Gleichungen 254) also

d dH

271) h=dism,
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und fir die gewdhnlichen Koordinaten die gewdhnlichen
Lagrangeschen Gleichungen

" _déH 8H
s B =55, " m
gelten. Fir jeden Index » und % sei

. 9H 3T _
273) 3 byt

Die gesuchten Krifte P, und %, sollen wieder von be-
liebigen #uBeren (den #) materiellen Punkten ausgehen,
um die wir uns fbrigens weiter gar nicht kiimmern
wollen. Sie kénnen, wenn die Werte der p als Funktionen
der Zeit gegeben sind, aus den Gleichungen 271) und 272)
ebenfalls als Funktionen der Zeit gefunden werden, d. h. es
kann die Frage beantwortet werden, welche zuBere Krifte
P, und P, in jedem Momente zu den durch die Kraft-
funktion F bedingten noch hinzukommen miissen, um die
gegebene Bewegung zu erzeugen.

Natiirlich 1st die Giltigkeit der Gleichungen 271) und
272) ganz davon unabhingig, welche Gréfilen man darin als
gegeben betrachtet und nach welchen man frigt. Diese
Gleichungen sind auch richtig, wenn die P, und %, als
Funktionen der Zeit, ja selbst, wenn sie als Funktionen
der Koordinaten, Geschwindigkeiten oder sonst beliebiger
GroBen gegeben wiiren und wenn die Aufgabe gestellt wiire,
die Bewegung (d. h. die p” bei gegebenen Anfangswerten
der p und p’) zu bestimmen. Nur wiirden im letzten Falle
auch die linken Seiten der Gleichungen 271) und 272) die
zu suchenden Unbekannten enthalten. Ja es ist eigentlich
vollkommen willkiirlich, welche Krifte man zur Kraftfunktion
F als innere, welche zu den P, als HiuBere rechnet, ob man
die Kérper, von denen gewisse Kriifte ausgehen, noch zum
System rechnet oder als auBenliegend ansieht, wenn man
sich dann nur konsequent bleibt; so rechnet z. B. Helm-
holtz in der Elektrodynamik den galvanischen Leitungs-
widerstand bloB deshalb zu den B, weil er zu irreversibeln
Vorgiingen Anlaf gibt. Wir wollen aber behufs groBerer
Anschaulichkeit immer fingieren, daB F und die Bewegung
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des Systems gegeben wire und nach den zu ihrer Her-
haltung notwendigen P, und R, gefragt werde.

Gleichungen von der Form der Gleichung 272) miissen
auch an die Stelle der Gleichungen 252) und 254) treten,
wenn man die in §§ 49—51 bebandclte Theorie der Zykeln
ohne jede Vernachlissigung entwickeln will oder iiberhaupt,
wenn man die Frage losen will, wie sich die langsam ver-
dnderlichen Parameter unter dem Einflusse gegebener B,
mit der Zeit verindern. Denn wenn man diese Frage be-
antworten will, so darf man offenbar nicht p. und p_ ver-
pachlissigen. In der Gleichung 271) und 272) aber findet
sich keine Vernachlissigung mehr; denn die Bedingung, daB
die zyklischen Koordinaten undifferenziert weder in 7 noch
in F vorkommen, ist nicht bloB anniherungsweise, sondern
vollkommen exakt realisiert.

Die Gleichung 272) hat die zu Anfang des § 34 an-
gedeutete Form, welche man erhilt, wenn man in der
allgemeinen Lagrangeschen Gleichung 50) die a =0
setzt und dem 7V die Form 220) erteilt.

Es sollen zunichst simtliche P, = O sein, so daB die
zyklischen Bewegungen adiabatisch verlaufen.

Dann sind nach 271) die GroBen

274) _gg; =
zu allen Zeiten konstant. Sind die Werte dieser Konstanten
gegeben, so konnen mittels der ¢ Gleichungen 274) die
o GroBen p, aus 7 und daher auch aus H eliminiert werden.
Da aber die Gleichungen 274) Glieder mit den ersten
Potenzen der p’ und solche die von dem p’ frei sind, eut-
halten, so wird nach dieser Elimination 7 eine Funktion
zweiten Grades der iibrigen p’ (der p’,) sein, welche nicht
mehr homogen ist, sondern auch Glieder, die linear bezlig-
lich der p’, sind und ein von diesen ganz freies Glied ent-
halt. Dann enthdlt also anch die GroBe 9, welche durch
Elimination der p;, aus H mittels der Gleichungen 274)
entsteht, Glieder, die bezliglich der p’, linear sind.

Ein Beispiel hierfir wire ein System, welches einen
um eine Haupttrigheitsachse reibungslos und widerstands-
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los rotierenden Korper enthilt, wie das Pendel. das wir
in § 22 behandelten. Der Winkel, dessen Differen-
tialquotient nach der Zeit die Winkelgeschwindigkeit des
rotierenden Korpers bestimmt, wire das betreffende p,
und es mibte angenommen werden, daB die Krifte immer
nar auf die beiden Spitzen der Achsen wirken, so daB
niemals ein Drehmoment existiert, welches die Drehung be-
schleunigt oder verzbgert. Der gleichen Bedingung unter-
worfene rotierende Korper denkt sich Maxwell zur Erklirung
des Magnetismus innerhalb der Volumenelemente des
Athers vorhanden und erklart dadurch, daf die elektro-
magnetische Energie des Athers Glieder enthalt, die beziig-
lich der Stromstirken linear sind, wogegen die rein elektro-
dynamische Energie eine homogene quadratische Funktion
der Stromstirken ist. Kr nimmt namlich an, das die Strom-
stairken die Anderungsgeschwindigkeiten zyklischer Koordi-
naten sind.

Da § dadurch aus H entstanden ist, da man darin
die p/, vermoge der Gleichungen 274) als Funktionen der
»; und p’, ausgedriickt hat, so ist

b=a
oo _on Ko ap
0 pa CE:N — ops Opn

8H 89 . op, 8H 3 3 ps
Tl TR S AL TP 3
Setzt man daher
h=a
2175) H=8-=Ngqg7p
. 0= 207
80 wird
9N _8H 8H _ BH
d pa d ap's aPa
Hier sind in H' die p/, durch die Gleichungen 274) elimi-
niert zu denken, bei Bildung von 98 g 28 gher als

apa ap
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konstant zu betrachten. Die allgemeine Bewegungs-
gleichung 272) nimmt also, wenn man die p’, mittels der
Gleichungen 274) durch p, und ¢/, ausgedriickt denkt, fir
jedes p, dieselbe Form

‘ d 8H oH

=) A T A Y

an. Nur ist fir & nun die GroBe H' zu setzen, in der die
#’, durch die Gleichungen 274) als Funktionen von p, und
7, ausgedriickt zu denken sind, so daB H' im allgemeinen
eine nicht homogene quadratische Funktion der p’, ist.

Als Beispiel betrachten wir nochmals die schon in
§& 22 behandelte Aufgabe aus der Theorie der Rotation eines
festen Korpers um einen fixen Punkt. Kin starrer Korper
sei um einen festen Punkt drehbar. Sein Trigheitsellipsoid
beziiglich dieses Punktes sei ein Rotationsellipsoid.

Wir wihlen dieselben Bezeichnungen wie dort und es
falle wieder die OZ-Achse mit der Rotationsachse des Trig-
heitsellipsoides zusammen.

Dann erfiillt die Variable B die Bedingungen, die wir
den jetzt mit p, bezeichneten Koordinaten beilegten. Ist
also die nach B wirkende generalisierte Kraft % zun allen
Zeiten gleich Null, so ist nach 274

6H @8H 8T .

m:—a—g—- - konst.
Bezeichnen wir den Wert dieser Konstanten mit — »J, so
folgt also aus der dritten der Gleichungen 121)

ed —B =v

fibereinstimmend mit 124). Eliminiert man mittels dieser
Gleichung B’ aus dem Ausdrucke 123) fir 7, so folgt

217) BE=T=Spa ¢ o)+ Lo

F ist in unseren gegenwirtigen Rechnungen die Kraft-
funktion der inneren Krifte des Systems, also, da dieses
ein einziger fester Korper ist, gleich Null. Die Schwere oder
allgemeiner die Krifte ¥ und € werden als #uBere Krilfte
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angesehen und sind in den anderen Teil der Kraftfunktion
h=a
?;;, P, 7, (Gleichung 220) eingerechnet. H ist namlich hier

immer gleich T— F, nicht wie f{riher in diesem Buch
gleich 7' — 7.

Der Ausdruck 277) ist die in Gleichung 275) mit
bezeichnete GroBe. Aus dieser Gleichung folgt

218) H=9+9JB =5 A+ CY+rJiecd,

wobei die eine Konstante — J#?/2 als iiberfliissig weg-
gelassen wurde. Aus dieser Grofle H’ miissen die nach 4
und C wirkenden generalisierten Kriifte ¥ und € durch
Gleichungen ableitbar sein, welche vollkommen die Form
der Lagrangeschen haben. KEs muf also

oot (iif,)_iﬂ_
: dt \64d’ a4
279) l C=_d (3H)_8M
“Tz?‘(ao')“_“ac

sein. Durch Substitution des Wertes 278) fiir A" liefern
diese Gleichungen tatsiichlich in Ubereinstimmung mit 125)
A=

T:'{(Gy“f + v Je)

280) \
C=G(C" —cydY) +Jvyd.

Die Gleichungen 279) haben vollkommen die Form der
Lagrangeschen Gleichungen, aber H’ enthilt jetzt auch
Glieder, die beziiglich der Geschwindigkeiten linear sind.
Die Bewegungen konnen nicht in gemau umgekehrter Weise
vor sich gehen. Kin Pendel, mit dem ein rotierender Kreisel
verbunden ist, hat, wie wir schon in § 22 sahen, fiir
Schwingungen, bei denen sein Schwerpunkt sich im Kreise
bewegt, bei der einen und anderen Umlaufsrichtung eine
andere Schwingungsdauer, solange sich der Kreisel im
selben Sinne dreht. Ganz analog enthilt das Potential
elektrischer Stréme bei Gegenwart permanenter Magnete,
oder das von dem die elektromagnetische Drehung der
Polarisationsebene des Lichtes abhingt, Glieder, die beziig-
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lich der Stromstirken oder Geschwindigkeiten linear sind.
Diese frappante Analogie ist natiirlich kein Beweis, daB bei
den letztgenannten physikalischen Erscheinungen wirklich
verborgene Rotationsbewegungen eine Rolle spielen; aber
sie wiirde durch diese Hypothese am ungezwuugensten er-
kiart und weist jedenfalls darauf hin, daB das vergleichende
Stndium beider Arten von Erscheinungen weitere Aufschliisse
verspricht. Der in dem eben behandeiten Beispiele betrach-
tete feste Korper ist iibrigens ein reines Monozykel, wenn
die Krafte ¥ und € stets gerade solche Werte haben, daB
A und O sich sehr langsam im Vergleiche zu B #ndern.
sonst ein gemischtes,

Einen Fall, wo X eine noch kompliziertere Funktion der
Geschwindigkeiten sein kann, findet Helmholtz in folgen-
der Weise. Es soli der Ausdruck fiir die lebendige Kraft
aus zwei Summanden bestehen, von denen der eine nur ge-
wisse Geschwindigkeiten p’., der andere nur die iibrigeu
Geschwindigkeiten p’, enthalten soll, so daB also

0T/op ,0p,=0

ist. Da F die Geschwindigkeiten gar nicht enthilt, so
folgt auch

6*H

dp.0pa

AuBerdem soll die duBere Kraft, die nach jeder der Keo-
ordinaten p, wirkt, zu allen Zeiten gleich Null, also P,=0
sein. Hier und in allem folgenden ist von keinen zyklischen
Bewegungen mehr die Rede.

Es sind nun jedenfalls Bewegungen des Systems mog-
lich, fiir welche alle p'; verschwinden, daher alle p, zu allen
Zeiten konstant bleiben. Da H kein beztiglich irgend eines
p'; lineares Glied enthilt, so ist dann auch fiir jeden Index d

0H

281) T =0
und aus Gleichung 272) folgt fiir jeden Index d
252) LY

de
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Aus diesen Gleichungen kénnen, von singuliren Fillen ab-
gesehen, die Koordinaten p, als Funktionen von p, und p’, ge-
funden werden. Substituiert man die so gewonnenen Werte
der p, in H, so erhalt man eine Funktion der p, und p',
welche mit § bezeichnet werden soll. § braucht danp keine
quadratische Funktion der p, zu sein, sondern kann diese
GroBen in ganz beliebiger Weise enthalten, jedoch wird es
eine gerade Funktion der p’, sein. Dann ist

39 _ 8H 8H dpa
op. o p. - épa dp,
89 _ 8H 8H dpa
ap. = ayp. +2_§-; _a—Pfe ’

daher wegen 281) und 282)
89 _oH 8p _8H

op.  dp.’ 8p. 97

283)

und die Langrangeschen Gleichungen fir die Koordi-
naten p, erfahren keine Verinderung in der Form, wenn
man darin § fur H einsetzt. Wenn aus dem Ausdrucke
fiir H vermdge gewisser Bedingungsgleichungen gewisse Ge-
schwindigkeiten eliminiert sind, so nennt Helmholtz das
betreffende Problem ein unvollstindiges, da es sich auf Be-
rechnung der an diese Bedingungsgleichungen gebundenen
Bewegungen beschrinkt,

Wenn man zu physikalischen Vorgiingen mechanische
Analogien sucht, so kann man von vornherein nicht wissen,
welche Variabeln man mit Koordinaten, welche mit Ge-
schwindigkeiten in Parallele stehen soll. So kann man z. B.
in der Elektrodynamik die dielektrischen Momente mit
Koordinaten, die magnetischen mit Geschwindigkeiten und
umgekehrt in Parallele stellen. Nun ist in der Physik in
der Regel die Energie als Funktion der Variabeln experi-
mentell gegeben. Ein vollstindiges mechanisches Problem
kann man daher als Analogie eines physikalischen Vorgangs
nur dann benutzen, wenn der experimentell gegebene Aus-
druck fir die Energie von gewissen Variabeln eine homogene
quadratische Funktion ist, welche dann mit Geschwindigkeiten
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in Parallele gestellt werden miissen. Wihlt man dagegen
ein unvollstindiges mechanisches Problem als Analogie, so
kann es vollkommen zweifelhaft werden, welche physi-
kalische Variabeln man mit Geschwindigkeiten und welche
mit Koordinaten in Parallele setzen soll, da beide in be-
liebiger Form im Ausdrucke fir die Energie enthalten sein
kdnnen.

§ 54. Helmholtz’ Reziproxititssitze.

Diese Reziprozititssitze beziehen sich nicht wie die
Hertzschen auf Zykeln, sondern auf ganz beliebige mecha-
nische Systeme. Jedesmal, wenn eine Gleichung von der
Form 272 gilt, folgt daraus

5 PH
284) +23!’ 8p=p*+25,,ap. 3

Sind nach der im vorigen Paragraphen beschriebenen
Methode gewisse Koordinaten eliminiert, so bleibt diese
Gleichung unverandert giiltig, wenn man unter H diejenige
Funktion versteht, fiir welche eben die Bewegungsgleichungen
die Lagrangesche Form annehmen, also die GroBe H', wenn
die Gleichungen 276 gelten, die GroBe 9, wenn die Glei-
chungen 283) gelten. Wir wollen in folgendem fir aile
diese GroBen denselben Buchstaben H gebrauchen, da die
(Gleichung 284) und diejenigen, welche wir nun daraus ent-
wickeln wollen, fiur alle diese Falle gleichmaBig gelten.
1. Nach Gleichung 284} ist die uBere Kraft §,, welche zu
den durch die Kraftfemktion F bestimmten Kriften hinzu-
kommen muB, um die gegebene zeitliche Verinderung der
Koordinaten hervorzurafem, eine lineare Funktion der Be-
schleunigungen p, und man sieht sofort, daB

285) L LY

ist. Wenn also bei Konstanz der Koordinaten, Geschwindig-
keiten und fibrigen Beschleunigungen ein Zuwachs einer
Beschleunigung py einen Zuwachs einer mit anderem Index
versehenen iuBeren Kraft B, bewirkt, so bewirkt der gleiche

Boltzmsapn, Mechanik II 14
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Zuwachs der Beschleumgung py, die derselben Koordinate
wie die Kraft . entspricht, einen gleichen Zuwachs der
der anderen Koordinate entsprechenden Kraft g,

Bzispiel. Aus der zweiten der Gleichungen 121)ist ersicht-
lich, daB die Beschleunigung B von EinfluB auf die Kraft %

ist. Daher muB auch 4” von Einfluf auf 8 und 69{ ‘;—}}n

gein, Beide Werte ergeben sich aus 121) m der Tat
gleich — ¢
2. Aus Gleichung 284) folgt weiter:

a®  oH PH *H
p% apj.ap,, ap a;;f"ZaP éptap.,'?‘-i_

P H
Zap;amap’m

oder wenn man die beiden letzten Summen so zusammen-

zieht, wie man es auch ruo miiBte, um von Gleichung 284)

zu Gleichung 272) zuriickzugelangen:
623,._ ar H a*H a*H )
dp:r  Epdph ¥ IprEm T (.E'p’,.ap’.

Bildet man ebenso 9%,/dp,, so sieht man, daB in allen
Fallen, wo 0*H/0p'  0p, (was nach 285) gleich 0B, /0pk
und auch gleich 0%, /0py 1st, konstant speziell, wo es
gleich Null ist, die Gleichung besteht

OB _ 0%

ap. aPh
In allen diesen Fillen gilt also folgendes: Wenn eine
groBere Geschwindigkeit p’, ber Gleichheit aller iibrigen
Geschwindigkeiten und der Werte aller Koordinaten und
Beschleunigungen ein groferes B, bedingt, so bedingt eine
groBere Geschwindigkeit p’, nattirlich wieder bei Gleicbheit
der ibrigen Geschwindigkeiten nnd der Koordinaten und
Beschleuniguugen e im selben MaBe kleineres %,

Beispiel. Wenn ein fester, um einen festen Punkt

drehbarer Korper sich so bewegt, daB C, 4" und B konstant
sind und B groB gegeniiber 4’ ist, so macht er eine ein-
fache Prizessionshewegung. Die nach der Koordinate €
wirkende generalisierte Kraft € (das Moment der #uBeren
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Krifte wm die Achse OR) muB daun von Null verschieden
sein und zwar muB es fiir positive 4" und B’ negativ sein
und sein Absolutwert mit wachsendem A4 wachsen, sodaB
G@€[0 A negativ ist. Wenn also ¢ durch die Schwere
erzeugt wird und OZ der Richtung derselben entgegen-
gesetzt ist, so muB der Schwerpunkt auf der negativen
O[-Achse liegen. Ferner ist nach 121)

o i€

so—sr ="

Daher muf % positiv und dem Zahlenwerte nach gleich
0C/0 4 sein Damit also ohne anderweitige Anderung
der Verhiltnisse ¢° von Null zu einem Xleinen positiven
Werte ansteige und diesen dann kurze Zeit konstant behalte,
d. h. damit die positive Of-Achse sinke, der Schwerpunkt
also der Richtung der Schwere entgegen steige, ist ein
Moment ¥ erforderlich, das in der Richtung der wachsenden 4
wirkt, also die Priizession zu beschleunigen sucht, was mit
der Erfahrung stimmt. Natiirlich ist dieser Beweis hier
nur anwendbar, solange sich durch das Wachsen von C die
ibrigen Verhiltnisse noch nicht gedndert haben. Aus den
Gleichungen 121 ergibt sich natirlich unmittetbhar

c% _ 8C

8C - o4
Ebenso ist

88 86

é¢ -~ @B’
aber nichr

0% 3%

6B - T 94
wegen

GRS d%B

v =g =

Beziiglich des Nachweises, daB sich dieser Satz anch
aof allen jenen Gebieten der Warme- und Elektrizitatsiehre
und Chemie bewihri, wo Gleichungen gelten. die mit den
fir verborgene Bewegungen geltenden mechanischen Glei-
chungen analog sind, muB hier auf die zitierte Original-
abhandlung Helmholtz' verwiesen werden. Es sei hier

14*
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nur noch darauf hingewiesen. daB sich die Beziebung
zwischen dem Prinzipe der kleinsten Wirkung und dem zweiten
Hauptsatze auch insofern bewihrt, als die meisten Relationen
die man so erhalt, sonst mittelst des zweiten Hauptsatzes
bewiesen werden. (Beziehung zwischen Kompressionskoeffi-
zient oder Elastizititsmodul und Temperaturinderung bei
Kompression oder Dehnung, Volum#énderung heim Schmelzen
und Schmelzpunktsinderung durch Druck, thermoelektro-
motorische Kraft und Peltierphinomen, Wiarmeentwicklung
in galvanischen Elementen und Abhingigkeit ihrer elektro-
motorischen Kraft von der Temperatur etc. etc. Ebenso
muB ich beziiglich einer Reihe anderer Lehrsitze und Rezi-
prozititen sowie beziiglich der weiteren Anwendungen in
der Wiarmelehre und aller Anwendungen in der Elektro-
dynamik auf die Originalabhandlung verweisen, da sich die-
selben zu weit vom Boden der reinen Mechanik entfernen.

V. Die Hamilton-Jacobischen partiellen
Differentialgleichungen.

§ 55. Das Prinzip der variierenden Wirkung.

Wir kehren nun wieder zu dem ganz allgemeinen im
& 30 betrachteten Falle zuriick, haben aber die Absicht, die
Art und Weise der Variation einer Reihe von neuen be-
schrinkenden Bedingungen zu unterwerfen. KEs soll ein
holonomes System von » materiellen Punkten durch be-
liebige generalisierte Koordinaten p,, p, . . . p, bestimmt
sein.  Dde lebendige Kraft 7 soll eine gegebene, die Zeit
nicht enthaliende Funktion der Koordinaten und generali-
sierten (Geschwindigkeiten (resp. der Koordinaten und
Momente) sein; es soll eine Kraftfunktion ¥V existieren,
welche ebenfalls eine gegebene Funktion der Koordinaten
sein soll und welche letztere die Zeit auch explizit ent-
halten kann. Die Zahl s der generalisierten Koordinaten
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soll jedoch genau gleich der der Freiheitsgrade des Systems
sein, 80 daB zwischen den generalisierten Koordinaten keine
Bedingungsgleichungen mehr bestehen. KEs ist dies er-
forderlich, damit spater die p; und p} unabhingig von-
einander variiert werden kdonnen.

Die allgemeinen Bewegungsgleichungen 50) und 51)
lauten dann wie folgt:

286) o _ avg‘;: B
wobel
_ 3T _aI-»
= o - dp'a

Durch diese Gleichungen und die Werte pf und ¢}, welche
simtliche Koordinaten und Momente zu einer bestimmten
Zeit £,, die wir jetzt immer den Zeitanfang nennen wollen,
haben, ist eine bestimmte Bewegung eindeutig bestimmt,
welche wir die unvariierte Bewegung nennen. Wir kdnnen
fir dieselbe die eimer beliebigen Zeit ¢ zugehorigzen Werte
der Koordinaten und Momente aus den Bewegungsgleichungen
als Funktionen von f, p} und ¢% berechnen. Wir konnen
auch die Werte, welche zur Zeit ¢ die GroBen T und ¥V
und somit auch den Wert, welchen das Integral
t

287) W= [ (T-7)dt

o
hat, als Funktion der 2s Anfangswerte p} und ¢} und der
Zeit ¢ berechnen. Es ist jetzt bequemer die obere Grenze
nicht mit dem Index 1 zu versehen, sondern sie ebenso zu
bezeichnen, wie die Variable ¢ unter den Integralzeichen,
nach welcher integriert wird, da die letztere bald in unseren
Formeln nicht mehr vorkommen wird und es dann listig
ware, den Index 1 immer mitzuschleppen.

Da wir die Bewegungsgleichungen als gegeben annehmen,
so erhalten wir darch Integration derselben s Gleichungen,
welche uns die s Werte der Koordinaten p, als Funktionen
der 2s + 1 Werte von p}, ¢} und # ausdriicken. Aus diesen
s Gleichungen zwischen dea 3s + 1 GroBen p3}, p,, ¢% und
¢{ konnen wir die s GriBen ¢} als Funktionen der 2s 41
Werte von p}, p, und ¢ ausdriicken. Substituieren wir die



214 V. § 55, Variierende Wirkung, [GL 28T.

so erhaltenen Ausdriicke von ¢} in die GréBe W, welche
wir ja schon oben als Funktion der 2s + 1 GriBen p}, ¢}
und ¢ ausgedriickt haben, so erhalten wir fir W einen Aus-
druck, welcher nur die 2s 4+ 1 Variabeln p}, p, und ¢ ent-
balt. so daB also W als Funktion dieser Variabeln dargestellt
erscheint, was wir die Hamiltonsche Darstellungsweise
nennen wollen.

Wir wollen nun wie bisher immer nebst dieser, der
unvariierten Bewegung, eine von ihr unendlich wenig ab-
weichende variierte Bewegung betrachten.

Uber das Verhaltnis der beiden Bewegungen machen
wir jetzt die folgenden speziellen Voraussetzungen:

Der Zeitanfang ¢, soll fir die variierte Bewegung,
genau derselbe sein, d. h. die Funktion ¥ soll, wenn sie die
Zeit explizit enthilt, zu Anfang der variierten Bewegung
dieselbe Funktion der Koordinaten sein, wie zu Anfang der
unvariterten. Sie soll auch zu jeder Zeit ¢ der variierten
Beweguug dieselbe Funktion der Koordinaten sein, wie zu
derjenigen Zeit { der unvariierten Bewegung, welche vom
Zeitanfang der unvariierten Beweguug ebensoweit absteht,
wie die erstere Zeit ¢ vom Zeitanfang der variierten Be-
wegung. Wir wollen die solchen Zeiten entsprechenden
Zustinde wieder korrespondierende nennen und sagen, der
eine sei der Zustand der unmvariierten, der andere der der
variierten Bewegung, welcher zur Zeit ¢ statttindet.

Da wir vorlaufig ¢, als absolut invariabel betrachten,
so branchten wir nirgends hervorzuheben, daB die betreffen-
den GréBen auch Funktionen von i, sind.

Es seil hier noch die folgende Bemerkung beigetiigt, die
fibrigens auch auf die in den vorigen Ahschnitten be-
bandelten Variationsprobleme Anwenduuyg f{indet. Wirde ¥
die Zeit nicht explizit enthalten. so wire die absolute Lage
des Zeitpunktes i, in der Zeitreihe natiirlich vollkommen
gleichgilltig. Diese absolute Lage ¢’ in der Zeitreihe kénnte
fir die variierte eine andere als die (;) fir die onvariierte
sein; es kime bloB darauf an, daB die Zeitabstinde
korrespondierender Zustinde immer gleich waren, so daB,
wenn irgend ein Zustand 4 der unvariierten Bewegung zur
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Zeit ¢, und der korrespondierende Zustand B der variierten
zur Zeit ¢ stattfinde, t' — t =1 — t, wire. Es wirde dann
¢ die der Zeit ¢ korrespondierende Zeit heiflen. Doch
ist die Vorstellung einfacher uand nicht wesentlich ver-
schieden, daB ¢" und ¢ identische Zeiten sind; ebenso ¢
und ¢{,. Wir wollen uns daher immer dasselbe materielle
System zur selben Zeit doppelt in zwei nahe gleichen Zu-
stinden vorhanden denken, ohne daB das eine Exemplar des
Systems das andere irgendwie beeinfluBt

Es soll nun gegenwiirtig speziell die Variation so aus-
gefiithrt werden, daB nicht mur die Form der Funktionen T
und ¥ samt allen darin vorkommenden konstanten Para-
metern vollkommen unvariiert bleiben, sondern daB auch
behufs Erzeugung der Variation der Bewegung nicht die
mindesten Zusatzkrifte wirken, so daB die zn irgend einer
Zeit der variierten Bewegung wirkenden Krifte wieder genau
gleich den partiellen Ableitungen derselben Funktion ¥ nach
den Koordinaten sein sollen und nor deshalb andere Werte
haben kdnnen, weil die in diese partiellen Ableitungen zu
substituierenden Werte der Kcordinaten bei der variierten
Bewegung etwas andere als im korrespondierenden Zu-
stande der unvariierten Bewegung sind.

Die Variation des Integrales W soll also in diesem
Paragrapben und im folgenden bloB durch drei Umstiande be-
wirkt sein:

1. Sollen die Anfangswerte der Koordimaten fir die
variierte Bewegung etwas andere als fiir die unvariierte
sein. Fiir die erstere soll der Anfangswert der h-ten Ko-
ordinate pf + dpi. fiir die letztere pi sein

2. Soll die obere Grepze des iiber die variierte Be-
wegung erstreckien Integrales W micht die der oberen
Grenze des iiber die nnvariierte Beweguug erstreckten Inte-
grales entsprechende Zeit ¢ sein, sondern sie soll um ¢
weiter vom Zejtanfange abstehen als bei der unvariierten
Bewegung.

3. Sollen die Anfangswerte der Momente fiir die
variierte Bewegung ebenfalls etwas andere semn, als fiir die
unvariierte. Der Anfangswert des h-ten Momentes svll fiir
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die variierte Bewegung gf + dg¢i, fir die unvariierte Be-
wegung ¢i sein. Doch wollen wir nicht die GrioBen &g}
in unsere Formeln einfihren, sondern die Variationen dp,
der Endwerte der generalisierten Koordinaten. Unter dp,
verstehen wir die Grofe, welche man zum Werte, den die
h-te Koordinate bei der unvariierten, von den Anfangswerten
ps und g ausgehenden Bewegung zur Zeit ¢ hat, hinzu
addieren mub, um den Wert zu erhalten, den dieselbe
Koordinate bei der variierten von den Anfangswerten
pL+dpf und ¢f 40 ¢° ausgehenden Bewegung zur Zeit ¢ 4 8¢
hat. Dagegen soll, wie schon bemerkt, die Beschaffenheit des
materiellen Systems vollkommen unverindert bleiben, die
Kraftfunktion soll dieselbe Funktion der Koordinaten und
eventaell der Zeit bleiben und es sollen zu den durch
sie bedingten Kriiften keine neuen, noch auch irgendwelche
andere duBere Einwirkungen hinzutreten.

Wir bezeichnen nun mit J 17 den Zuwachs, den W,
also das Integral 287) dadurch erfihrt, daf

1. die obere Grenze der Integration ¢ 4 &t statt ¢ ist;

2. die Anfangswerte der Koordinaten pj + dpp statt
i sind, und

3. die Anfangswerte der Momente so gewahlt sind, daB
bei den neuen Anfangswertén der Koordinaten irgend eine,
z. B. die h-te Koordinate zur Zeit ¢4 d¢ den Wert p, + dp,
hat, wahrend sie bei der unvariierten, von den alten An-
fangswerten ausgehenden Bewegung zur Zeit ¢ den Wert p,
hatte.

Da die Gleichung 207) fiir jede beliebige Variation gilt,
so muB sie auch fiir diesen speziellen Fall gelten. Welche
Werte also auch immer dpi, dp, und J¢ haben mogen,
man hat jedesmal

298) AW =—(T+ 1)t + @ — R IR

§ 56. Die beiden Hamiltonschen partiellen
Differentialgleichungen.
Wir wollen nun unter den partiellen Differential-
quotienten der GroBe W, wenn wir nicht ausdriicklich sagen,
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daB wir es anders meinen, immer diejenigen verstehen.
welche man erhilt, wenn man W in der Weise ausdriickt,
welche wir die Hamiltonsche genannt haben, also als
Funktion der pj, p, und der Zeit 7, wobei wir die Ab-
hingigkeit von £, da dieses immer als konstant betrachtet
wird, nicht weiter beriicksichtigen. Es ist also 6 W /¢ der
durch den Zuwachs d¢ der Zeit dividierte Zuwachs 5, W
des W, welcher entsteht, wenn die obere Grenze des Imte-
grales 287) um J¢ wiachst, aber die Koordinatenwerte fir
die untere und obere Grenze dieselben bleiben, also
dp, =0pf = 0 ist. Dann erhilt man aber aus der Glei-
chung 288}

289) 5, W=—(T+ V)¢,
daher ist:
290) _"ia_;"i=_r- V——E,

was man als die erste Hamiltonsche partielle Differential-
gleichung bezeichnet.?)

Ebenso ist 0 W/0p, der durch den Zuwachs Jdp, des
fir die obere Grenze des Integrales 287) geltenden Wertes
der h-ten Koordinate dividierte Zuwachs J, W des W,
welcher entsteht, wenn die beiden Grenzen des Integrales 287)
sowie die Anfangswerte aller Koordinaten unverandert bleiben,
die Anfangswerte der Momente aber sich so #ndern, daB
auch die fiir die obere Grenze des Integrales 287) geltenden
Werte der Koordinaten alle bis auf p, koumstant bleiben.
Dadurch erhilt man aber aus Formel 288)

5;. W =gq,0p,.
Es ist also
aw
291) T

Endlich findet man in gleicher Weise, indem man in
Formel 288) alle Variationen gleich Null setzt, bis auf dpi

aw

e, —
apg =" q}« -

292)

") Bei konstanten p{ und g wire natiirlich 8 W/dt=T-F.
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Es mag hier nur beilaufig bemerkt werden, dabB wir
gerade so, wie wir bisher f, unverandert lieBen und nur die
obere Grenze ¢ des Integrales 287) anderten, auch vmgekehrt
die obere Grenze konstant halten und ¢, verandern komnen,
dann haben wir in W, das ja Funktion von ¢, ond ¢ ist,
letzteres konstant zu lassen, so daB also bei konstantem ¢
die GroBe W als Funktion von &, p, und pi auszudriicken
ist. Dann folgt aus 207)

aw
293) a4
was man die zweite Hamiltonsche partielle Differential-
gleichung nennt. Die beiden Gleichungen &6 W/dp, = g,
und 6 W/dpj =— g5 bleiben ungeiindert, da daselbst i,
und ! konstant zu betrachten sind. In der Tat sind die
28 4 2 GroBen #,, ¢ und die p§ und p, alle independent von-
einander verinderlich. ¢, und { sind fir jede Art der Be-
wegung ganz willkiirlich. Sind dafiir bestimmte Werte ge-
wihlt, so bestimmen die pf und p, die Art der Bewegung,
also die 2 Integrationskonstanten der Bewegungsgleichungen.
Wenn némlich die p, als Funktionen von ¢ und 2s Inte-
grationskonstanten gegeben sind und man in die betreffen-
den Gleichungen einmal ¢ = ¢, damn = ¢, setzt, so erbilt
man 2s Gleichungen, aus denen jene 2s Integrationskon-
stanten als Funktionen von 7, #, und den p, und p; be-
stimmt werden kounnen.

Wir wollen uns iibrigens hier um diese zweite
Hamiltonsche partielle Differentialgleichung nicht weiter
kiimmern, sondern zuniichst bloB, um die Art der Bildung
der hier vorkommenden partiellen Differentialquotienten zu
illusirieren, die Gesetze der Bewegung eines freien mate-
riellen Punktes von der Masse » imm Raume, auf den gar
keine Krifte wirken, also das Trigheitsgesetz als bhekannt
voraussetzen aund daran die Richtigkeit der Hamiltonschen
partiellen Differentiaigleichung 290), sowie der Gleichung
291) und 292) verifizieren.

Es seiev p,. p,, p, die drei rechiwinkligen Koordinaten
des Punktes, p’, p,, ', die konstanten Komponenten seiner
(Geschwindigkeit in den drei Koordinatenrichtungen. Dann

= E

(1]
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ist, weil die Bewegung des Punktes geradlinig und gleich-
{ormig ist:
294) { Py =P~ by + pis Py =P'g {t — 1) + p3,
Fz = Pts (£ — 1)+ P; .
ferner
AEXY ;2 m
295) { =3 +F ) = SE—ay W )+

+ (P, = P3P + (2, — 23]
V ist konstant, daher:

206} W"j (B =P )om 2ol (et g ) — Vi)

Dlese GroBe muB erst als Funktion von ¢, p und p,
ausgedriickt werden. Da:

297) v, = *";:zf etc.
ist, so folgt:

208) W= 2 2 [(py — 21 py— L+ By — P Vit =1y,

Nun hat man nach den sieben als indenpendent zu be-
trachtenden Variabeln ¢, p und p° partiell zu differenzieren
und erhilt so
oW

209! G = — el — P+ By — PO+ (2 — P V.

Es ist also in der Tat die Gleichung 290) erfillt. Ebenso
ist gemab der zweiten Hamiltonschen Differentialgleichung

‘.’E.‘_“V =T+ V. Ferner wird
‘o
" ew _ mip —ph ’
300, s [ti-tejl =mp, =q

und ebenso sind die iibrigen der Gleichungen 281} und 292)
erfiillt. g, ist das Bewegungsmoment mp’, = 6 7T/dy, in
welchem letzteren partiellen Differentialquotienten aber
die p und p’ als independente Variabeln zu gelten haben. ¢}
ist wegen der Konstanz der Geschwindigkeitskomponenten
gleich ¢,.
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& 57. Anwendung der ersten Hamiltonschen partiellen
Differentialgleichung.

Wir haben in diesem Beispiele die Integrale der Be-
wegungsgleichungen als bekannt vorausgesetzt. Wo die
Hamiltonsche partielle Differentialgleichung praktisch zur
Anwendung kommt, liegt die Sache natirlich anders. Da
ist bloB T als Funktion der p und p, oder p und ¢, ¥V aber
als Funktion der p und eventuell der Zeit ¢ gegeben. Die
Integrale der Bewegungsgleichungen sind unbekannt. Man
hat also zunichst, wenn 7 als Funktion von p und p’ ge-
geben ist, durch partielle Differentiation nach den p’ die
Gréfen ¢ zu bilden, dann diese statt der p” in T einzufiihren,
so daB jetzt T als Funktion von p und ¢ erscheint. Darin
hat man statt g, zu substituieren 077/0p, und den so er-
haltenen Wert von 7 in die erste Hamiltonsche partielle
Differentialgleichung 290) zu substituieren. Die Form,
welche diese dadurch annimmt, wollen wir symbolisch durch

301) +T{6W)+V +E( ,.) 0

hezeichnen.

Dieselbe enthilt in bekannter Weise die s 4 1 in dieser
Differentialgleichung als die independenten zu betrachtenden
Variabeln p und ¢ und die partiellen Differentialquotienten
der als Funktion dieser independenten zu suchenden Unbe-
kannten W nach den independenten Variabeln und zwar
den partiellen Differentialquotienten ¢ W/@¢ linear, von den
ubrigen partiellen Differentialquotienten 6 W/dp, aber die
Quadrate und Produkte je zweier.

Alle diese Operationen kann man vornehmen, ohne die
Integrale der Bewegungsgleichungen zu kennen. Um nun
letztere zu finden, ist es durchaus nicht nétig, die allgemeine
Losung dieser partiellen Differentialgleichung aufzusuchen.
Es geniigt, wenn man sich in irgend einer Weise ein so-
genanntes vollstindiges [ntegral verschafft, d. h. eine Funk-
tion der s+ 1 Varabeln p, und ¢, welche der partiellen
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Differentialgleichung geniigt und genau so viele willkiirliche
voneinander unabhiingige Konstanten enthilt als partielle
Differentialquotienten erster Ordaung in der Differential-
gleichung vorkommen. Es kommen deren in unserer Dif-
ferentialgleichung s 4+ 1 vor. Da aber die Unbekannte W
undifferenziert in der Gleichung nicht vorkommt, so kommt
eine Konstante jedenfalls additiv zu W hinzu und spielt
sphter, da wir immer nur die Differentialquotienten von W
brauchen, gar keine Rolle. Es genfigt also eine Lisung der
Differentialgleichung zu finden, welche s voneinander unab-
hangige willkurliche Konstanten «,, «,, ..., «, enthilt, von
denen keine additiv zu W hinzutritt.

Wenn wir die mechanische Aufgabe vollstindig geldst
hitten, so kénnten wir W als Funktion von ¢, p,, pp aus-
driicken. Dieser Wert des W (er heiBe W) wiire ein voli-
stindiges Integral der Hamiltonschen partiellen Difteren-
tialgleichung 294), da er derselben geniigt und die s wll-
kiirlichen voneinander unabhiingigen Konstanten p; enthalt,
von denen keine additiv zu W hinzokommt. Denn fir
t=1, ist W=0.

Wir setzen nun allerdings voraus, daB wir die mecha-
nische Aufgabe noch nicht gelost haben. Wir kennen daher
auch dieses eine vollstandige Integral der (Gleichung 294)
nicht. Aber wir nehmen an, daB wir irgendwie ein anderes
vollstéindiges Integral gefunden hétten, also eine die partielle
Differentialgleichung 294) erfillende Funktion von %, den p,
und noch s willkiirlichen voneinander unabhiingigen Kon-
stanten «,, von denen keine additiv zu dieser Funktion
hinzukommt. Die Kenntnis dieses beliebigen anderen voll-
stindigen Integrals geniigt dann, um durch blof partielle
Differentiation s Gleichungen zu finden, aus denen die s
unbekannten Variabeln so als Funktionen der Zeit und 2s
unabhéngiger Integrationskonstanten ausgedriickt werden
konnen, daB sie die Bewegungsgleichungen 286) der mecha-
nischen Aufgabe erfiillen, wodarch also die mechanische
Aufgabe vollstindig geldst ist.

Wir wollen dieses andere noch um eine (s + 1)-te
Konstante e, vermehrte vollstindige Integral augenblicklich
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mit W, spater aber wieder mit W chue Index bezeichnen.
Die durch das Integral 287) definierte Wirkung W’ fur
unser mechanisches Problem ist, als Funktion von #, p und
p° susgedriickt, ein vollstindiges Integral der partiellen
Differentialgleichung 801). W’ verwandelt sich, wenn man
die p durch p°. ¢® und { ausdriickt, in eine Funktion von
#% ¢° und £ Nimmt man an, jedes andere vollstindige
Integral W” der partiellen Differentialgleichung 301} stelle
dieselbe Wirkung dar, d. h. dieseibe Funktion der Zeit nur
unfer Einfihrong anderer Konstanten statt der Anfangs-
werte, so konnen die Integrationskonstanten des einen voll-
stindigen Integrales nur Funktionen der Integrations-
konstanten des anderen, also hier die p® nur Funktionen
der & sein und es muB W’ sich identisch in W ver-
wandeln, weun man fiir die p° darin diese Kunktionen sub-
stitniert Iifferenziert man das so erhaliene W” partiell
nach irgend einem «, z. B. nach «,, so folgt:

3w _ ’-ja W §po
aﬂ'h " 8p.° da, ’

302)

o
Nun ktnnen die % wieder nur die Integrationskonstanten

enthalten. Ferner sind mach Gleichung 292) die %—“;f; gleich
den negativen ¢°% also auch Integrationskonstanten. Ks ist
also die ganze rechte Seite der Gleichung 302) eine blofle
Fuuktion der Integrationskonstanten; setzt man sie gleich
fys s0 verwandelt sich die Gleichung 302) in

g w”
303) S =B

welche Relation ¢ Gleichungen darstellt. aus denen die
s GriBen p, als Funktionen der Zeit und der 2s Integra-
tionskonstanten « und § gefunden werden kénnen, womit
die Integrale der Gleichungen 286), also des mechanischen
Problems gefunden sind. Berechnet man die p° und setzt
in den betrefienden Gleichungen und den Gleichungen 303)
t=t,, s0 kann man leicht die @ und # durch die p° und
¢° ausdriicken,
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§ 5S. Direkter Beweis der Richtigkeit der im vorigen
Paragraphen gefundenen Resultate.

Wir wollen 1t folgenden, chne uns auf eine Diskussion
einzulassen, welcher Erginzungen die SchiuBweise am
Ende des vorigen Paragraphen bediirfte, bloB aunf die ein-
fachste Art beweisen, daB die in der beschriebenen Weise
mittels der Hamiltonschen partiellen Differentialgleichung
fir die p, gefundenen Funktionen der Zeit wirklich die ge-
suchte Losung der mechanischen Aunfgabe sind, und zwar
wollen wir diesen Beweis nach dem Vorgange Jacobis
liefern, indem wir durch naehtragliche Differentiation zeigen,
daB die Funktionen der Zeit, welche wir nach unserer Methode
fir die p erhalten und welche auch die erforderliche Anzahl
willkiirlicher Konstanten enthalten, wirklich die Bewegungs-
gleichungen 286) erfiillen.

Wir milssen da bleB die partielle Differentialgleichung 294)
als gegeben und ein vollstindiges Integral W derselben mit
s voneinander unabhbingigen Konstanter «, «, . .. «,
von denen keine additiv za W hinzutritt, als gefunden be-
trachten. Wenn wir dann )

304) LE.4

d oy

=8, =12 ...5

setzen, so erhalten wir s Gleichungen, welche die GrdBen p,
als Funktionen von ¢ und den Koustanten o, und 8, be-
stimmen.

Von diesen Funktionen haben wir nachzuweisen, daB sie,
was immer fiir Werte die Konstaaten ¢, und 2, haben mégen,
immer den Bewegungsgleichungen 286) genfigen. Unter
g, versiehen wir vorliufig nichts anderss als den partiellen
Differentialquotienten des W pach p,, wobei W als Funktion
von t, der p, und der «, anzusehen ist. Die Gleichungen 201)
sind also jetzt nicht als durch Rechnung gefundene Rela-
tionen, sondern vielmehr als die Definitionsgieichungen fiur
die ¢ anzusehen.

Der Annahme gemiB geniigt W fir alle moglichen
Werte der Konstanten &, der partiellen Differentialglei-



294 V. §58. Direkter Richtigkeitsbeweis.  [GL 305-306.

chung 301). Man kann daher diese Gleichung auch nach
irgend einem e partiell differenzieren. Dabei wird die
darin vorkommende GrdBe g, = @ W/dp, als Funktion von ¢,
der p, und der ¢, zu betrachten sein. Man erhilt also
durch partielle Differentiation der Gleichung 301) nach «,

s
*W UE 8q
305) 0to oy 6 9 6‘ oy,

Die Differentialquotienten der p nach der Zeit, die
wieder durch einen oben angehingten Strich markiert werden
sollen, folgen durch Differentiation der Gleichung 303) nach
der Zeit, die ja die Abhingigkeit der p von der Zeit angibt,
wodurch man die mit den Gleichungen 304) identischen
Gleichungen

&w ,  FW daq
804) a:a +Zapaa,.i”f"atau,,+ ‘a_Ps

erhilt, denen wir wieder die Nummer 304) geben. Diese
Relation 304) reprisentiert uns s lineare Gleichungen fiir
die GroBen p’,, welche daraus als Funktionen von ¢ p, und
«, gefunden werden kdmnen, oder auch als Funktionen von
t, @, und §,, da die p, durch die Gleichungen 303) als
Funktionen von ¢, und 8, ausgedriickt werden kénnen. Die
Koeffizienten der p; und das von p/; freie Glied in den
Gleichungen 304) sind aber ganz dieselben, wie die Koeffi-
zienten der GrdoBen O E/0¢, und das nicht mit diesen
GroBen multiplizierte Glied in den Gleichungen 305). Wenn
man daher die letzteren Gleichungen als s lineare (Gleich-
ungen fiir die GroBen 6 E[d ¢, auffaBt, so erhilt man diese
GroBen genau durch dieselben Determinanten ausgedriickt,
wie die GroBen p,., wenn man letztere aus den s linearen
Gleichungen 304) bestimmt. Wir sehen also, ohne daB wir

alle diese Determinanten hinzuschreiben brauchen, ein,
daB allgemein

306) w8 ein... .
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sein muB. Differenzieren wir andererseits die Gleichung 291)
nach der Zeit, so erhalten wir:

[ dg _ W 2w
di — +22

' 6t opaap;
307
_ W Bq oF
T 8topa 5‘?:- Era

Andererseits ist die Gleichung 294} identisch erfiilit, wenn
man darin W als Funktion von ¢, p, und e, substitniert
und fir die g, = 6 W/0p, die in diesem Sinne genommenen
partiellen Differentialquotienten einsstzt. Es muB daher
auch der partielle Differentialquotient der linken Seite der
Gleichung 294) nach p, gleich Null sein, bei dessen Bildung
man ¢ und die e, als konstant anzusehen, die g, aber als
Funktionen von #, p, und «, zn betrachten hat, so daB E
in doppelter Weise zu differenzieren ist 1. weil es explizit
die GroBe p, enthalt, 2. weil die darin vorkommenden
Grofen ¢; Funktionen von p, sind. Setzt man den so
gebildeten partiellen Differentialquotienten der Gleichung
gleich Null, so ergibt sich:

1=
(25 S - 1 \;“'GE 17
BloPn | 0Py | s 84, Dpm

1=1
Subtrabiert man dies von der rechten Seite der Glei-
chung 307), so folgt

d_q_.___EE A
df = O

=1 2,...8

Es ist also bewieser, daB die Differentialquotienten der g,
nach der Zeit genau durch dieselben Gleichungen gegeben
sind, welche fiir die mechanische Aufgabe gelten. Anderer-
seits ist auch durch die Gleichungen 306) bewiesen, da8
die p', aus E oder T (da ja

8E _&T

¥q¢ dq

ist) in derselben Weise wie beim mechanischen Probleme
zu bilden sind. Da sie also dieselben linearen Funktionen
Boltzmann, Mechanik II 15
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der ¢, sind wie beim mechanischen Probleme und da wir
schon sahen, daB die Differentialquotienten der g, nach der
Zeit dieselben Werte wie beim mechanischen Probleme
haben, so folgt hieraus, daB auch die Ableitungen der p’,
nach der Zeit dieselben Werte wie beim mechanischen
Probleme haben, also durch die Gleichungen 286) bestimmt
sind. Es ist somit ganz allgemein bewiesen, daB die durch
die Gleichungen 304) als Funktionen der Zeit und der
2 s Integrationskonstanten «, und f, bestimmten Werte
der p, die Integrale der mechanischen Differentialglei-
chungen sind.

Die Ausfithrungen des § 57 lassen wieder so recht
deutlich die universelle Bedeutung des Energiebegriffs er-
kennen. Man braucht bloB die Energie als Funktion der
Koordinaten und Momente zu kennen und man ist unter
Beiziehung der erforderlichen Anfangsbedingungen ohne
weiteres imstande, die zeitliche Verdnderung aller Koordi-
naten zu berechnen, ohne daB man ihre geometrische Be-
deutung zu wissen braucht. Dies folgt tibrigens auch schon
aus den Gleichungen 72)

Falls V die Zeit nicht explizit enthilt, kann man diese
Variable immer aus der partiellen Differentialgleichung 301)
hinwegschaffen, indem man setzt
308) W=ut+ U,
wobei U nur Funktion der Koordinaten sein soll. Die Diffe-
rentialgleichung 301) verwandelt sich dann in die folgende:

309) @+ E(%—E) =Tl

wobei das Symbol E(%-%—) ausdrickt, daB man in die
Funktion F= T + 7 fiir g, zu substituieren hat 6 U/dp,.

§ 59. Berechnung der Wurfbewegung aus der Hamiltonschen
partiellen Differentialgleichung als einfachstes illustrierendes
Beispiel.

Wir wollen nun zuniichst die Bedentung dieser Formel
an einem moglichst einfachen Beispiele erdrtern. Wir
nehmen an, daB uus die Gesetze der Wurfbewegung noch
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unbekannt wiren und daB wir dieselben aus der Hamilton-
schen partiellen Differentialgleichung ableiten wollten. Es
sei uns ein einziger vollkommen freier materieller Punkt
mit der Masse m und den drei rechitwinkligen Koordinaten
z, y, = gegeben, auf den nur die Schwerkraft wirkt. Die
konstante Richtung dieser letzteren wihlen wir als positive
x-Achse und bezeichnen die ebenfalls konstante Beschleunigung
der Schwere mit g. Dann ist:
s=8, p=x pP=Uy P=%
V=—mgz,
. , . 1
g =mx, g =mYy, Q=m%, T-——g,;(?'*'?:’f&'?)-
In den letzteren Ausdruck sind statt der ¢ die partiellen
Differentialquotienten von ¥, respektive wenn man, da §”
die Zeit nicht explizit enthilt, die Gleichung 309) anwendet,
von IJ nach den Koordinaten zn substituieren. Es wird glso
1 CRAS a U\ gy
B=1+ V=5 |(55) + (55) + (52) ] - o
und die Gleichung 309) gelt daher iiher in

1 [[aU\2 8l o U\z
810w+ |(55) + (55) +{5z) | —mem=0.
wobel W gleich «t+ U ist. Da es sich nor um die Auf-
findung eines vollstindigen Integrales handelt, so wollen wir
setzen: U= U, + [, + U5, wobei U, nur Funktion von z,
U, aur Funktion von y, U; nur Funktion von # sein soll
Die partiellen Differentialquotienten verwandeln sich dann
in gewohnliche und die Gleichung 310} geht iher in
1 2 H
S +,(%%} + (‘%-g!) + (ddi’
welche sicher erfiillt ist, wenn wir setzen:

d U, dU d U,
| T=m Tymer T =Ve+imhs
1 a %
l a@=——(c + «; + «,)-
Aus den Gleichungen 311) folgt:

r

h=ac+0, UL=0y+0

1 5 =i
U’3=—3ngpﬁs+2m=g« +Cﬁ,

]2— 2migx =0,

311)

16*
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daher, da die Konstanten C,, G,, C, alle additiv zu W hin-
zukommen und deshalb weggelassen werden kinuen

Wz-z—:u-(a;' + el o)ttt ay+

1 }/’—_ﬂ_’.
+m oy + 2mPga
Setzen wir

oW i
o =f g =Py T =my

so erhalten wir also die drei Bewegungsgleichungen in der
Form:

. {x,
.1’.‘=?:’-fr+[3!, 9‘-_-;?"5'[93:

o
1,=g-§+2ﬁ3£+a4,
wobei

q 2m*g
eine einfachere stait «, eingefuhrte Konstante ist. Dies
sind in der Tat die gewohnlichen Bewegungsgieichungen
fiir einen geworfenen Korper und es sind auch

%—=C€1; ‘%';1_—‘5-'3? %%nym
die Momente ma’, my und m« beziiglich der Koordinaten-
achsen.

Wir wollen nun zu Fillen ubergehen, wo die Hamil-
teusche partieile Differentialgleichung von wirklichem Nutzen
1st, die aiso mcht mcehr bloB den Chacakter erlauternder
Beispiele haben. Wir miissen da zanichst emme eigentimliche
Art generalisierter Koordinaten. die sogenannten elliptischen,
kenuen lernen.

§ 6. Elliptische Koordinaten,

Es seien drei voneinander verschiedene positive, ein
fiir allemal konstante GroBen gegeben. deren groBte wir
mit a,, deren mittlere mit a,, deren kleinste wir mit a
bezeichnen, so daB also:

6, >a, >a,.
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Ferner seien z,, z,, 2, die rechtwinkligen Koordinaten eines
Punktes im Raume. Wir denken uns fiir einen Augenblick
auch diesen GroBen z,, z,, z, bestimmte konstante endliche
reelle, von Null verschiedene Werte erteilt. Dann wird der
Ausdruck

}

ai + i

3

+a§+l+

x3
al + i

eine Funktion w (1) des Wertes von . sein, den wir augen-
blicklich allein als variabel betrachtern.

Wir wollen eine negative GriBe als um so kleiner be-
zeichnen, je groBer ihr Zahlenwert ist, was wir eine Un-
gleichheit mit Einrechnung des Vorzeichens nennen wollen.
Dann wichst w A) kontinuierlich von 0 bis + oc, d. h. bis
zu einem beliebig groBen positiven Werte, wenn A konti-
nuierlich von + oo bis —a] + ¢ abnimmt, wobei : im
folgenden immer eine positive GroBe sein soll, deren Wert
man so klein wihlen kann, als man nur will. Es mubB also
fir irgend einen zwischen diesen Grenzen liegenden Wert 7,
von A die Funktion (%) gleich 1 werden.

w(A) wichst nochmals kontinuierlich von — oo bis
+ o0, wenn A kontinuierlich von — a?! — ¢ bis —al + ¢
abnimmt. Fir einen zwischen diesen (Grenzen liegenden
Wert 7, von 2 muB also nochmals w (%) = 1 werden.

Endlich wichst (1) zum zweiten Male von — oo bis
-+ oo, wenn 2 kontinuierlich von —a} —e& bis —a} + ¢
abnimmt. Zwischen diesen Grenzen liegt ein dritter Wert 2,
von 1, fir den nochmals (1) gleich 1 wird, fir 1 < — a?
bleibt 1 {2} negativ. KEs hat also die Gleichung

=3
aj + 4

o
Z3 gz
aj + 1

312) . N

al + 1 +

L,

welche sich durch Multiplikation mit (a} + 1) (a] + ) (a3 + 4)
in eine gewdhnliche algebraische Gleichung dritten Grades
verwaudelt, stets drei reelle Wurzeln 2, Z,, 4; und es ist

313) +O>A,>--al>4,> —a} >4 > —al.

Wir heben noch folgende Spezialfille hervor:
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I. Wenn z, sich beliebig der Null ndhert, so nihert
sich 4, der Grenze — a?, wihrend sich 4, und 7, den beiden
Wurzeln der Gleichung

2 22
) =i 5.
8 e el
nidhern. Wir wollen daher sagen, fir z, =0 ist 4, = — a},

i, und Jg aber sind die Wurzeln der Gleichung 314), von
denen man, wie oben, beweist, daB wenn z, und z, von Null
verschieden sind, die eine zwischen 4 oo und — a2, die
andere zwischen — a? und — o} liegt. Wir wollen die
erste mit iy, die zweite mit 1, bezeichnen.

2. Wenn sich z, der Null ndhert, wihrend z, und z,
von Null verschieden sind, so nihert sich entweder i, oder
A, der Grenze — a;, je nachdem die kleinere Wurzel der
Gleichung

Rl z3

31 5} ‘;él"'—_r_—l +a_§7+-_: =1

a) kleiner, D) groBer als — a] ist. Wenn daber z, = 0,
r, und z; aber von Null verschieden sind, so setzen wir im
ersten Falle 1, = — a?, 4, gleich der kleineren dieser Wurzeln,
im zweiten Falle 2, = — al und 4, gleich der kleineren dieser
Whurzeln, wogegen A, immer gleich der groBeren Wurzel
der Gleichung 315) zu setzen ist.

3. Ebenso ist, wenn z, = 0, r;, und », aber von Null

verschieden sind, 7, oder i; = — a7, 4, gleich der kleinsten
Wurzel der (ileichung

a1a i . R

318} a%+1""a§+1"1

und A, oder 1, gleich der groBeren Wurzel dieser Gleichung
zu setzen, je nachidem dieselbe a) groBer oder b) kleiver
als — a} ist.

4. Tst ¥, =1z, = 0. sc setzen wir:

g T Ry 2
J'1" ay, hpFEemillyy Ay S A

5. Fiir 2, =1, = 0 wird:
A

. 2
,==—a] und
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a) falls 22 < a! — al:

by=—a}, 1,=12}—a},
s 2 2 1,
b) fir 25 > a2 —ai:
L, =2} —a;, A, =-—a}, endlch

C} ﬁll’ .ri —_-0: —_

R
@ a2

r — — 2
Ag mi.,_—a‘.

6}Fﬁrz,=fs=0 wird

2 2 '
a) falls z? > a? — a!:
g - 2 T 2 2
J'S_Iz_ai! A'!__az’ , =—=a;,
b) ﬁ.—ll‘ xf—_-az._a::
1 2
i S 2 3 . 2
).s==,1,2_-—a,, ""1—""““

) fir a? — a2 > 2! > a? —al:

— n? 2 __ . 2
hy=—a;, A =2z]—a], b =—aj,
2 3 2.
d) fir 2} =a} —al:
—_— _ N
;'s_ as, 1";'9’_ @,
e} fiir x} <a} —al:
—_—— i X e Gad e
Ay=—a;, 4 =-—a}. i =uzx]—a}.

7. Wenn sich endlich z, x, und z, gleichzeitiz der
Grenze Null nahern, so nihern sich i, Z, und %, gleich-
zeitig den Grenzen — a}, — a] und — aj, weshalb wir fiir
x, = &, = x5 = 0 setzen wollen:

-

Ay,=—a;, i, =—al, L =-—a;.

Falls mindestens eine der Koordinaten unendlich wird,
setzen wir A, =o0o. Wenn dann eine oder zwei der recht-
winkligen Koordinaten endlich oder unendlich niedrigerer
Ordnung sind, so ist eines oder zwei der i gleich einem a2
Sind zwei rechtwinklige Koordinaten z, und z, untereinander
von gleicher und von hoherer Ordnung unendlich als die
dritte, so folgt ein A aus der Gleichung

2 24 ]
317) L S L

o

ﬁﬁc
+
~
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sind endlich alle drei rechtwinkligen Koordinaten unendlich
von gleicher GroBenordnung, so sind fir 2, und 4, die
beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung

x? z3 2
B18) a§+}.+a§ii+ag+1‘"0

zu wihlen.

Nach diesen Festsetzungen gehort zu jeder Terne von
reellen Werten der Koordinaten z,, ,, z; eine und nur
eine bestimmte Terne von reellen Werten von 4,, A, 4,
welche, falls keine der Koordinaten Null oder unendlich
ist, den Ungleichungen 313) geniigen. Lassen wir dagegen
auch die Werte Null oder unendlich der Koordinaten zu,
so geniigen i,, i,, A, Relationen, welche sonst mit den Un-
gleichungen 313) identisch sind, nur daB an Stelle jedes
Ungleichheitszeichens das Ungleichheitszeichen oder Gleich-
heitszeichen stehen kann.

Die Relationen, welche hierdurch aus den Unglei-
chungen 313) entstehen, nennen wir die Relationen 313a)

Ebenso gehiort zu jeder Terne von reellen Werten
von 1. A, und 2, welche den Ungleichungen 313) oder den
Relationen 313 a) geniigen, eine und nur eine Terne, von
reellen positiven Werten von 2}, z} und 2}; wenn an Stelle
der Ungleichungen 318) die Relationen 313a) treten, werden
auch die Werte Null und umendlich fir jede der Koordi-
naten zuldssig. Es sind also auch z,, z, und z,, folglich
auch die Lage des Punktes, dessen Koordinaten z,, ,, =,
sind, im Raume eindeutig bestimmt, sobald die zu z, 2,. =,
gehorige Terne der Werte vou 4,, Z,, 4, und noch das Vor-
zeichen der Koordinaten gegeben ist.

Wir kinnen daher als generalisierte Koordinaten, durch
welche die Lage irgend eines Punktes im Raume bestimmt
ist, die zu den rechtwinkligen Koordinaten z,, #,, x, des-
selben gehorigen Werte von A,. 4, und 2, benutzen. Man
nennt sie die elliptischen Koordinaten des betreflenden
Punktes. Sie bestimmen die Lage desselben -eindeutig,
wenn noch das Vorzeichen der drei rechtwinkligen Koordi-
naten gegeben ist. Es sind also 1,, 4,, 4, eindeutige Funk-
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tionen von z,, z,. xy, umgekehrt sind «,, ,, », Funktionen
von A, 2%, 4,, die durch die letzteren Variabeln bis auf
das Vorzeichen eindeutig bestimmt sind.

§ 61. Geometrische Bedeutung der elliptischen Koordinaten,

Wir wollen nun das bisher Gesagte geometrisch inter-
pretieren. Wir betrachten da zunichst in Gleichung 312)
nebst a,, a,. a,, welche wie immer gegebene, ein fiir alle-
mal konstante GroBen sein sollen, auch 2 konstant. Die
Gleichung gibt uns dann eine Relation zwischen den Koor-
dinaten =,, z,, z,, welcher alle Pankte einer gewissen
Zenwralflache F zweiten Grades geniigen. Wir nennen sie
die dem betreffenden i entsprechende Fliche zweiten Grades.
Da in der Gleichung 312) alle ungeraden Potenzen der
Koordinaten fehlen, so ist der Koordinatenursprung immer
thr Mittelpunkt und die Koordinatenachsen sind jhre Achsen.

Sehr groBen positiven Werten von A entspricht sehr
nahe eine Kugel von sehr groBem Radius. Diese verwandelt
sich, wenn i bis —e] abpimmt, in ein immer kleiper
werdendes dreiachsiges Ellipsoid, dessen griBte Achse die
Richtung der r,-Achse, dessen kleinste die der x,-Achse hat.
Dasselbe nithert sich, je mehr sich i der Grenze —a? niihert,
immer mehr der Fliche einer in der z, z,-Ebene liegenden
Ellipse E, deren Achsen die Koordinatenachsen sind und
deren Halbachsen gleich Ya? — a! und YaZ — a? sind, welche
also die Gleichungen hat:

-] -
319) T

ai —a} ' ai — a}
Wenn man zuerst dem A einen sehr groBen positiven,
dann einen um eine sehr kleine GrdBe & kleineren, dann
wieder einen um z kleineren Wert etc. erteilt, so erhilt
man lauter dreiachsige Ellipsoide, von denen jedes ganz
innerhalb der vorigen liegt; der Raum wird also in lauter
unendlich diinne ellipsoidische Schalen zerlegt, welche den
ganzen unendlichen Raum vollstindig erfiillen.
Tst J wenig kleiner als — a}, so ist die Fliche F ein
einschaliges Hyperboloid, welches noch fast mit demjenigen

=1, z,=0,.
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Teile der z, z,-Ebene zusammenfillt, welcher auBerhalb der
Ellipse ‘E liegt. Daher konnen wir sagen, daB die Fliche F
fur den Fall A =—a} iu die r z,-Ebene degeneriert und
wir werden nach dem fritheren Ubereinkommen 2, so
lange es groBer als — o ist und auch noch so lange es
einem Punkte des von der Ellipse E umschlossenen Stiickes
der z, z,-Ebene entspricht, mit i, bezeichnen. Sobald es
gleich —a? ist, aber emmem Punkte der z, s,~-Ebene entspricht,
der auferhalb jemer Ellipse liegt, oder sobald es zwischen
—a; und — a? liegt, also emem einschaligen Hyperboloide
entsprlcht “erden wir es mit A, bezeichnen, wogegen auf
dem Umfange der Ellipse 4, = 4, = — 4 ist.

Nimmt nun A, welches jetzt 4, heiSt, von — a] bis
—a} ab, so breitet sich das einscha.]jge Hyperboloid
aus und geht fir 2 = — a! in denjemgen zusammenhingen-
den Teil der z, z;-Ebene uber, welcher von den beiden
Asten 4, der Hyperbel

=0

z} 3
320) WA W T
al —al al — af :

2
e

begrenzt ist, fir welchen also o aﬂ =3 <1ist. Aur

diesem Teile der x rs-Ebene st % noch mit 1 zu bezeich-
nen. Der andere Teil der z, z,-Ebene, fir welchen 2 eben-
falls gleich — a} ist, aber schon mit 4, bezeichnet werden
soll, ist die Grenze der zweischaligen Hyperboloide, in
welche die Fliche F iibergeht, sobald 1 < — a?! wird. Nahert
sich # dem Werte — q?, so nahern sich beide Schalen
dieser Hyperboloide von beiden Seiten immer mehr der
gesamten z, z,- Ebene,

Alle die einschaligen Hyperboloide, welche man erhalt,
wenn man

h==—a;—t, L=—0a]—2s...0=—a;

setzt und von denen wieder Jedes folgende das vorhergehende
mrgends schneidet, aber ihm iiberall unendlich nahe liegt,
erfiillen wieder den ganzen unendlichen Raum kontinuierlich
und zerlegen jede der frither besprochenen ellipsoidischen
Schichten in lauter Ringe von unendlich kleinem Quer-
schnitte.
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Alle zweischaligen Hyperboloide endlich, welche den
Werten A =—a? — &, —a? —2s... —a? entsprechen. er-
fillen noch einmal in derselven Weise den ganzen
unendlichen Raum kontinuierlich und zerlegen jeden der
besprochenen Ringe in lauter unendlich kleine Volum-
elemente. Diese Volumelemente sind rechtwinklige Pa-
rallelepipede, da sich, wie wir sofort beweisen werden,
je ein Ellipsoid, je ein einschaliges und je ein zweischaliges
Hyperboloid immer rechtwinklig durchschneiden.

Alle diese Formen, welche die Fliche F der Reihe
nach annimmt, sind (die Fille ausgenommen, wo sie in eine
ebene Fliche degeneriert) konzentrische und koaxiale Flichen
zweiten Grades. d. h. sie haben alle denselben Mittelpunkt
(den Koordinatenursprung). und gleichgerichtete Achsen (die
Koordinatenachsen). Sie sind auch konfokal, d. h. alle Kegel-
schoittlinien, in welchen sie durch die x, z,-Ebene geschnitten
werden, haben dieselben Brennpunkte, ebenso haben alle
Kegelschnittlinien, in welchen sie durch die z, z,-Ebene ge-
schnitten werden, untereinander und alle, in welchen sie
durch die =z,.r,-Ebene geschnitten werden, wieder unter-
einander dieselben Brennpunkte.

Fur die Schnitte mit der =z, z,-Ebene liegen die Brenn-
punkte auf der z-Achse in der Entfernung }a} —e] vom
Koordinatenursprunge O, fiir die Schnitte mit der z, r,-Ebene
ebenfalls auf der « -Achse in der Entfernung Va]— a;
von O, fiir die Schnitte mit der z, ,-Ebene auf der z,-Achse
in der Entfernung Ja! — a von O.

Man sieht dies leicht ein, wenn man bedenkt, daB,
wenn 4 und B beliebige positive oder negative Konstanten
sind und mit Einrechnung des Vorzeichens 4 > B ist, die
beiden Brennpunkte der Kegelschnittlinie, welche die Glei-

chung %2 + _yé'_ = 1 hat, auf der z-Achse in der Entfernung

V4 — B vom Koordinatenursprunge liegen. Dies gilt sowohl,
wenn A und B positiv sind, also die Kegelschnittlinie eine
Ellipse ist, als auch wenn A positiv, dagegen B negativ ist,
also die Kegelschnittlinie eine Hyperbel ist. Ja selbst
wenn 4 und B beide negativ sind, also die Kegelschnitt-
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linie ganz imaginir wird, was bei den Durchschnittslinien
der oben betrachteten zweischaligen Hyperboloide mit der
z, z, Ebene zutrifft, pflegt man diese Punkte noch immer
ihre Bremnpunkte zu nennen und zu sagen, daB diese
reell bleiben.

Den drei Werten des %, welche den Koordinaten eines
gegebenen Punktes entsprechen und also gegenwirtig von
uns als dessen generalisierte Koordinaten bezeichnet werden,
entsprechen also immer drei konzentrische. koaxiale, homo-
fokale Flichen zweiten Grades, ein dreiachsiges Ellipsoid,
ein einschaliges und zweificheriges Hyperboloid, welche
sich, da die Koordinaten des gegebenen Punktes die
Gleichung jeder der drei Flichen erfiillen, in dem gegebenen
Punkte schneiden.

Falls eine oder zwei oder alle drei Koordinaten Nulil
werden, degenerieren eine oder zwei oder alie drei Flachen

Fig. 8.

in eine oder in einen Teil einer der Koordinatenebenen.
Falls mindestens eine der Koordinaten unendlich ist, de-
generiert das Ellipsoid in eine Kugel von unendlichem
Radius.

In Fig. 8 ist das Ellipsoid und das ein- und zwei-
ficherige Hyperboloid (perspektivisch freilich nicht ganz
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richtig) gezeichnet, welche sich in dem mit einem Kreuze
markierten beliebigen Punkte des Raumes durchschneiden.
Auch sind die Durchschnittslinien der beiden Hyperboloide
mit dem KEllipsoide gezeichnet. Wenn man diese Figur
betrachtet, kann man sich leicht klar machen, wie die ver-
schiedenen Flichen degenerieren, wenn gewisse Koordinaten
des Durchschnittspunktes Null oder unendlich werden.

& 62. Die elliptischen Koordinaten sind orthogonal.

iy ist die groBte Wurzel der Gleichung 312), kann
also als eine Funktion von z,, 7,, 2, (sagen wir f (z;, 2;, z,))
betrachtet werden, welche man z. B. mittels der Cardani-
schen Formel explizat hinschreiben konnte, da ja die Glei-
chung 312) eine Gleichung dritten Grades fiir 1 ist

Lassen wir in dieser Funktion z, und », konstant und
betrachten bloB z, als veranderlich, so kdnnen wir ihren
partiellen Differentialquotienten & 2i,/0r, bilden. Dieser
wird am besten in folgender Weise gefunden: Da i, Wurzel
der Gleichung 312) ist, so hat man:
z3

z -
ai + 4

3
a? + 1, + a3l b

ity

+

LaBt man darin z, und x, konstant, so folgt:
LT, T
6z, Al a} +,

Die analogen Gleichungen, welche man erhilt, wenn
man 2, nach z,, z, und i, und A, nach allen z partiell
differenziert, kann man in die Form
3 O . __ 85
821} Pz~ Ai@d + iy
zusammenfassen, wobei sowohl ¢ als anch % unabhéngig von-
einander jeden der drei Werte 1, 2 oder 8 haben kdnnen.
A ist dabei eine abgekiirzte Bezeichnung und es ist all-
gemein

N
329) Ah=@ﬁ-ﬁ,
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wobei wir immer das positive Zeichen der Wurzel wihlen
wollen. Der Index ¢ unter dem Summenzeichen hat, wie
hier immer die Bedeutung, daB dem ¢ alle drei Werte I,
2 und 3 zu erteilen sind, wogegen dem % ein bestimmter
dieser drei Werte zu geben ist, gleichgiltig welcher.

Die Gleichung des durch einen gegebenen Punkt
gehenden dreiachsigen Ellipsoids finden wir, wenn wir die
soeben mit f (%, z,, z,) bezeichnete Funktion, welche uns
2, durch z,, x,, z, ausdriickt, gleich einer Konstanten, nim-
lich gleich dem diesem Punkte entsprechenden speziellen
Werte von J, setzen. Die Richtungskosinus der an dieses
Ellipsoid im gegebenen Punkte errichteten Normalen N,
sind daher nach den bekannten Formeln fiir die Richtungs-
kosinus der an eine Fliche mit der Gleichung f (z,, z,, )
= konst. gezogenen Normalen

1 af

cos (N, x,) = 7 ond
- 1 8f

cos (N, xa}=zﬂf
1 6f

cOo8 (hrs, %)‘—"‘—Ta—xs-

wobei n die positive Wurzel aus
BV, (3)', (21)
GE)+ @D+ Fe)
ist. Dabei sind die partiellen Differentialquotienten a—axli etc.

80 zu verstehen: es ist 2, als Funktion f(r,, z,, z,) von
7y, @4, z, auszudriicken und dann, bei konstantem z, und x,

nach z 2zu differenzieren etc. Es ist also Bf ; 87 ete.
Gz, Oy

genan dasselbe, was wir in den Formeln 321) mit —gé-,

1

g:‘ etc. bezeichneten. Wenn wir daher zu dieser Be-
& 3

zeichnungsweise zuriickkehren, so erhalten wir

1

o = TR + () + B3] O
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und nach Substitution der Werte 321) und 322)

- 1 x
cos (A;, 7)) - ;J“
Ebenso folgt:
1 =
008 (N, o) = gz or 1
" 1
008 (Ny. o)) =gz or i,

Die (Gleichung des einschaligen, durch denselben Punkt mit
den Koordinaten z,, z,, %, gehenden Hyperholoids erhalten
wir in gleicher Weise, wenn wir zuerst die mittlere Wurzel 4,
der Gleichung 812) als Funktion ¢ von z,, z,. z, ausdriicken
und dann diese Funktion ¢ gleich dem dem hetreffenden
Punkte entsprechenden Werte von %, setzen. Die Richtungs-
kosinus der im selben Punkt an das einschalige Hyper-
boloid errichteten Normalen ¥, sind dann wieder den GriBen
;: ii; -g-;’;— proportional und analoges gilt fir die
Normale N;, die man durch denselben Punkt mit den
Koordinaten =, , z,, z, zu dem durch diesen Punkt gehenden
zweificherigen Hyperboloide ziehen kann. Die Formeln,
welche man fir die Richtungskosinus aller dieser Normalen
erhilt, kann man in die Formel zusammenfassen:

1 x,

Der Kosinus des Winkels, welchen irgend zwei (N, und N,

B!
von diesen drei Normalen miteinander einschlieBen, ist daher

cos (N;, N, . ) = cos(N,, =) cos(N; .\, ) +
+cus(N,.,:r,) coS (N, . 1, ;) + COS(N,, z5) COB(N, ., %) =

a2
A’Ann ? @ +3) @ F hgy)

Nuu ist aber
x? 1 ( x? x}
- - - _— 1
@ +h)(@F + b)) A—higy V@] Fhyy af + 1)

daher
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*

? al + &) (a2 + 2 =
4‘-"' (l ?AJ({ n+1)

1 [ x? ! 7
okl LZ af+ i1 Z af+th

In diesen Formeln kann A jeden beliebigen der Werte 1,
2 oder 3 annehmen, im letzteren Falle aber miissen wir
den Index 4 immer als gleichbedeutend mit dem Index 1
betrachten. Wir wollen in allen analogen Formeln auch
den Index 5 mit dem Index 2 ete., d. h. also alle Mod.
drei kongruenten Zahlen, wenn sie im Index stehen, als
gleichbedeutend hetrachten. Der Punkt mit den Koor-
dinaten =z, 2,, x;, in welchem die beiden Normalen N,
und N,,, errichtet sind, gehort beiden Zentralflichen
zweiten Grades, zu denen diese beiden Normalen gezogen
sind, an; daher miissen seine Koordinaten die Gleichung
jeder dieser Zentralflichen erfiillen, es haben also beide
Summen in der eckigen Klammer der rechten Seite der
letzten Gleichung den Wert 1. Diese eckige Klammer
reduziert sich auf Null und man erhilt:

; %}
522 SernEten =
daher auch:

325) cos (N,, N, , ) = 0.

Alle drei Zentralflichen zweiten Grades durchschneiden
sich daher in jedem Punkte rechtwinklig. Die Trans-
formation in elliptischen Koordinaten ist eine Orthogonale.
Man nennt die Einfibrang von £, (,, =,, ), f; (#, z,. =),
fo (=, %, x,) statt z;, ,, =, als Koordinaten orthogonal,
sobald sich die drei Flichen, welche man erhilt, wenn
man f,, f, und f, gleich drei beliebigen Konstanten setzt,
immer rechtwinklig durchschneiden.

§ 63. Ausdruck der rechtwinkligen Koordinaten durch die
elliptische.

Wir wollen nun die umgekehrte Aufgabe in Angriff

nehmen, wenn 1, 2, und i; gegeben sind, die dazu gehdrigen

Werte von =z, z,, ©, als Funktionen von 4, 4,, i, und
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natirlich der immer konstant betrachteten GroBen a,, a,, g,
zu berechnen. Wir denken uns zunichst noch den drei
Koordinaten z,, z,, z, bestimmte konstante Werte, dem 2
dagegen einen ganz beliebigen Wert beigelegt, so daB in
dem Ausdrucke

2 2
326) ¢ () = a;’; -+ 3 a;:_ s -
zunéchst A allein als variabel betrachtet wird. Wir setzen
ferner
327) f&) =(a] + 4)(a3 + A)(a; + N @).

Dann ist f{3) eine ganze Funktion dritten Grades be-
ziiglich 4 und die immer mit 4, 4,, 4, bezeichneten GroBen
sind die Wurzeln der Gleichung f(A) = 0. Nach einem be-
kannten Satz aus der Theorie der Gleichungen ist also:
228) ) = AQ = )G — B4 — ).

Setzt man hier fiir f(1) den Wert 327) ein, wobei fiir
() noch der Wert 326) zu substituieren ist, folgt so 4=—1,
da der Koeffizient von 2° beiderseits gleich sein mu8 und
man erhalt:

329}{95-’: (@; + B3 + A +2; (0] + le; + D) + 2361 +4) (83 +4)

— @+ D@+ @ AN =@ — Dy — N2y — ).

Diese Gleichung gilt fir jeden Wert von A; es ist eine
identische Gleichung, wenn man darin fir 4, 4,, 4, deren
Werte als Funktipnen von z, z,, %y, oder umgekehrt fiir
7,, @,, % deren Werte als Funktionen von ,, 4, 2, sub-
stitniert. Obige Gleichung bleibt also stets richtig, was
immer man fiir 4 fiir einen Wert substituieren mag.

3
x;

aj + A

1

Setzt man darin . = — a}, so erhilt man:
5 2 _ @ +h)@d + Lt + &)
3%0) =T - el - oD

Setzt man dagegen in die Gleichung 329) 4 = — a2, so folgt:

@3+ & (a3 + d)(aj +1y)
(e} — a)(a] — e})

331) z; =

Setzt man endlich R = — a3, so folgt:

_ (a3 + 4)(af + L) (a3 + 3
382) % =" el — ah (@i ~ 2]

Boltsmann, Mechanik II. 16
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Wir wollen nun allen drei GrioBen 4, 4, und i, will-
kiirliche unendlich kleine Zuwichse di,, d1;, d2, erteilen.
Die dadurch entstehenden Zuwichse z,, z,, z; nennen wir
deren vollstindige Differentiale. Wir finden sie am leich-
testen, wenn wir von der linken und rechten Seite der
Gleichungen 330) den patfirlichen Logarithmus nehmen und
dann die vollstindigen Differentiale dieser beiden Logarith-
men gleich setzen. KEbenso verfahren wir mit Gleichung
331) und 332 Es folgen dann drei Gleichungen, welche
wir in die gemeinsame Form

r di

333) dz, = nﬂ_@ﬁ‘iﬁ

zusammenfassen konnen. Wir wollen in der letzten Glei-
chung zuerst i = 1, dann ¢ = 2, dann i = 8 setzen, jede so
erhaltene Gleichung quadrieren und dann die gquadrierten
Gleichungen addieren. Wir bekommen dann links den Aus-
druck de; + dz} + da; = > dz?, den wir kiirzer mit ds®

bezeichnen wollen. Auf derlrechten Seite verschwinden die
Koeffizienten von

B ik, i1, wnd £i.8L,
da dieselben genan gleich der Hilfte der Ausdriicke werden,
welche in den Gleichungen 324) auf der linken Seite stehen,
und vermbge dieser Gleichungen verschwinden. Der Koef-
fizient von di7 aber wird gleich dem vierten Teile des

Quadrates des in Gleichung 822) mit 4, bezeichneten Aus-
drucks. Man erhalt also:

834) ds® = da? +da? 4 do? = } (42 d A + A2 dA2 + 42 d2d).

In dem Ausdrucke, wie er durch Gleichung 322) ge-
geben ist, kommen sowohl die z,, z,, z, als auch die i,
4, Ay vor; den Ausdruck, welchen man fiir 4, erhilt, wenn
man darin 2, z,, z, ebenfalls durch die 1 ausdriickt, so
daB nur mehr die letzteren Variabeln in 4, vorkommen, er-
bilt man am kiirzesten in folgender Weise.

Man betrachtet wieder in der durch die Gleichung 326)
gegebenen Funktion ¢ (1) die GroBen z,, z,, z,, daher auch
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4, Ay, Ay als konstant, die GroBe A dagegen als in beliebiger
Weise verinderlich, Den Ausdruck, welchen man erhalt
wenn man unter diesen Voraussetzungen den Differential-

: Py :
quotienten — ag ; ) bildet und darin mnach geschehener
Drfferentiation 4 = A, setzt, bezeichnen wir mit — —ag—l{)’) i

Er ist genau gleich 43, wie man sofort aus Gleichung 322)
erkennt, wenn man darin 2 = 1 setzt. Ebenso ist

dgil) d |
_{ ol ] oy __{ ® (4)

0L fi=iy 4l _‘1:1,:: 12

wobei die den eckigen Klammern unten angehangten Im-
dizes die analoge Bedeutung haben.

Nun ist, wie wir sahen, in Gleichung 328) der Koeffizient
4 =— 1. Substituiert man den betreffenden Wert von f(1)
in die Gleichung 327), so folgt:

()= G D02 = D0 =
? @l + D@+ e+ 4)

Bei der partiellen Differentiation nach % sind z,, 2,, z,,
daher auch 1, 4,, i, welche ja Funktionen von =, z,, z,
sind, als konstant zu betrachten; es ist also

_8e® _ (=N —8
8 (@ + 1) (a2 + V) le} + X)

mehr noch einer Reihe von Gliedern, von denen aber jedes
fir A = 4, verschwindet. Es ist also:

_ [aq?(k}] =5 {11 - :‘-1) (13 - ;‘-1) .
6{k) ja=s, (a} + m)tad + 4)(af +1y)

Diese GroBe ist aber, wie wir sahen, gleich A4}. Bestimmt
man in derselben Weise 47 und 4], so erhilt man drei
Formeln, welche man in die folgende Form zusammenfassen

kann:

- (p = Ingo) (An — Anga!
335) 4, = 1/ (a? +zw.}(:§ +m<a§:~2w ’

Aus den Gleichungen 333) ergeben sich natirlich sofort

die partiellen Differentialquotienten von z,, z, oder x, nach
16*
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4, %5 oder i, wenn man erstere GroBen als Funktion der
letzteren auffalt, z. B. die nach 4 , indem man di, =di; =0
setzt. Alle diesbeziiglichen partiellen Differentialquotienten
kann man in die eine Form zusammenfassen

dx, x,
A1 —
336) Bin 206t +in)

wobei jeder der Indizes ¢ und % unabhéngig von dem anderen
die Werte 1, 2 oder 8 annehmen kann. Vergleicht man dies
noch mit der Formel 821), s0o kann man auch schreiben

" oa-h
837) %:%Aga;,

wo links die z als Funktionen der %, rechts umgekehrt die
4 als Funktionen der z zu betrachten sind. Die Glei-
chung 824) kann daher mit Riicksicht auf die Gleichungen
336) und 821) entweder in der Form

338) s gi"‘ v—iea;;“ =0 oder :%—E ——-6?‘:;‘ =0

geschrieben werden, wobei wieder im Index alle Mod. 3
kongruenten Zahlen als gleichbedeutend zu betrachten sind.
Da die Richtungskosinus derNormalen, die wir im vorigen

Paragraphen mit N, bezeichneten. den GroBen g_%' gi: ,
gi;: proportional sind, so sind die linksstehenden der Rela

lationen 338) nur die bekannten Gleichungen
Siicos(N,, z)cos (N, . ,,z) =0,

welche ausdriicken, daB sich die Flichen zweiten Grades
orthogonal schneiden. Analog sind die rechtsstehenden
Relationen mit dem Gleichungen

Sitcos (¥, z)os(N,, 7, ,;) = O
identisch.
Wir wollen pun mit 4 einen beliebigen Punkt des
Raumes bezeichnen, der die rechtwinkligen Koordinaten
Z,, ¥, #; und die elliptischen Koordinaten i, Z,, %, hat.
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Ferner sei B der Punkt mit den rechtwinkligen Koordinaten
z, +dz, 7, + dz,, 2, + dz; und den dazu gehorigen ellip~
tischen Koordinaten 2, +di,, A + di,, i, + dl,, wobei
dxz, dx,, dz, willklirlich sein konnen. Es sind damn di,,
d’,, d2; die entsprechenden Zuwichse der elliptischen Ko-
ordinaten. Ks kSnnen aber auch di, d,, di; als willkiir-
lich betrachtet werden, dann sind dz,, dz,, dz, die dazu
gehorigen Zuwichse der rechtwinkligen Koordinaten.

Die in Formel 334) mit ds bezeichnete GrioBe ist dann
die Entfernung der beiden Punkte 4 und B. Diese Formel
stellt also die Liinge eines willkfirlich im Raume gezogenen
Lanienelementes dar. Wenn speziell der Punkt B auf dem-
selben emnschaligen und zweischaligen Hyperboloide wie der
Punkt 4 liegt und nur das Ellipsoid, welches durch B geht,
dem Werte A; + d4, von i, entspricht, wihrend das Ellip-
soid, welches durch dem Punkt 4 geht, dem Werte 4i; ent-
spricht, so wollen wir dem Punkte B den Index 3 anhdngen
und seine Entfernung 4 B, vom Punkte 4 mit ds, bezeich-
nen. In diesem Falle ist d4, = di, = 0. Daher

339) ds, = } Agdly.

Die Gerade ds, ist ein unendlich kleines, vom Punkte 4 aus
gezogenes Stiick der Durchschnittslinie des ein- und zwei-
schaligen Hyperboloides, welche durch den Punkt A gehen,
und steht, da diese beiden Flichen auf dem Ellipsoide
senkrecht stehen, ebenfalls auf diesem senkrecht.

Der Wert, den ds annimmt, wenn di, = di; =0 ge-
setzt wird, soll mit ds, bezeichnet werden. Es ist also
340) ds, =+ d,di, = A B,
der Abstand des Punktes 4 mit den elliptischen Koordi-
naten 4,, 4,, 4, vom Punkte B,, dessen elliptische Koordi-
naten A, 4y + diy, 4 sind. ds, kann auch als ein vom
Punkte 4 aus gezogenes unendlich kleines Stick der Durch-
schnittslinie des durch 4 gehenden Ellipsoides mit dem
durch 4 gehenden zweischaligen Hyperboloid definiert werden
und steht senkrecht auf dem durch 4 gehenden einschaligen
Hyperboloide.
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Ebenso 1ist
341) ds, =34,d}, = 4B,

der Abstand des Punktes 4 mit den elliptischen Koordi-
naten 2, Ay, %, und des Punktes B, mit den elliptischen
Koordinaten 4, +d4 , 4,, ig oder ein von 4 aus gezogenes
unendlich kleines Stiick der Durchschnittslinie des durch
4 gehenden Ellipsoides und einschaligen Hyperboloides und
stebt senkrecht auf dem durch A gehenden zweischaligen
Hyperholoide.

Der frither mit B bezeichnete Punkt mit den ellip-
tischen Koordinaten i, +dA , A, +d4,, i, +di, ist die
A vis & vis liegende Kcke des unendlich kleinen Parallel-
epipedes, von dem 4B, 4B, und 4 B, die drei in 4 zu-
sammenstoBeuden Kanten sind. ds ist die 4 und B ver-
bindende Diagonale dieses Parallelepipedes.

Wihrend wir in Formel 334) unter ds immer die posi-
tive Quadratwurzel aus da? + dz? + dz) verstehen, sollen
in den Formeln 339), 340) und 341) 4,, 4, und 4, wesent-
lich positive GroBen sein, so daB also ds dasselbe Vor-
zeichen wie d 7, ds, dasselbe wie d2, und ds,; dasselbe wie
d 4, erhalten soll.

& 64. Rektifilkation der Krimmungslinien des Ellipsoides,
EKomplanation des Ellipsoides.

Einem bestimmten konstanten A, entspricht ein be-
stimmtes dreiachsiges Ellipsoid. Alle einschaligen Hyper-
boloide, welche wir erhalten, wenn wir dem 7, alle Werte
von — a¥ his — a? erteilen, durchschneiden dasselbe in einer
Kurvenschar. welche wir die Kriitmmungslinie erster Gat-
tung des betreflenden Ellipsoides nennen. Ihre Tangenten
zu jedem Punkte fallen nimlich, wie in der analytischen
Geometrie gezeigt wird, in die Richtung einer durch diesen
Punkt gezogenen Hauptkriimmungsebene. Diese Kriim-
mungslinien beginnen fiir i, = — a, mit der KEllipse, in
welcher die z, z,-Ebene das Ellipsoid durchschneidet und
enden fir 4, = —a’ in den beiden Sticken der Durch-
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schnittslinie des Ellipsoides und desjenigen Teiles der z, z,-
Ebene, welcher zwischen den beiden Asten der Hyperbel liegt,
der die Gleichungen 320) zukommen. In Fig. 9 ist die obere
der positiven z,-Achse zugewendete Hilfte des Ellipsoides von
oben, also von dorther betrachtet, wohin die kleinste Halb-
achse zeigt, perspektivisch gezeichnet. Die ausgezogenen Linien
sind Kriitmmungslinien erster Gattung.

Erteilen wir dagegen in der Gleichung 312) dem 72,
alle Werte zwischen — a? und —a?, so erhalten wir die
Gleichungen einer Schar zweifacheriger Hyperboloide, welche
das Ellipsoid in einer zweiten Kurvenschar, den Kriimmungs-
linien zweiter Gattung durchschneiden. Letztere sind in
Fig. 9 punktiert.

Wenn wir die Formel fiir die Lange der Krimmungs-
linien eines beliebigen Ellipsoides finden wollen, so geniigt
es vollstindig, dieselbe fiir das Ellipsoid zu suchen, welches
dem Werte 4; = 0 entspricht; denn dieses Ellipsoid hat die
Gleichung \ \ \

342) o o =1

Da aber die Konstanten a,, g,, a, ganz willkiirlich sind,
so kbnnen wir sie immer gleich den Halbachsen des ge-
gebenen FKllipsoides machen, um dessen Kriimmungslinien
es sich handelt.

Die beiden Gleichungen einer Krammungslinie erster
Gattung dieses Ellipsoides finden wir, wenn wir nebst 1,=0
noch A, gleich irgend einer zwischen — a} und — « liegen-
der Kopstanten setzen. Das Linienelement einer solchen
Kriimmangslinie ist also zu bilden, indem wir in Formel 334)
Ay = 0, iy = konst. setzen und 2, und d7, wachsen lassen.
Es ist also nach Formel 341) dieses Linienelement

ds, =} 4, dl .

Fin endliches Stiick der Kriimmungslinie ist

zl
¥ f 4,
wobei 2° und A} die dem Anfangspunkte und Endpunkte
des Stickes entsprechenden Werte von 7, sind. Den vierten
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Teil ¢D (Fig. 9) einer Kriimmungslinie erhalten wir, wenn
wir die untere Grenze A’ des Integrales gleich — 4}, die
obere Ai! gleich — a? setzen.
Die Linge der ganzen, in
sich geschlossenen Kriimmungs-
linie ist das Vierfache dieses
bestimmten Integrales. Den hier
zu substituierenden Wert von
A, erhalten wir, wenn wir in
Formel 335) 4, = 0 und 4, gleich
der vorgeschriebenen Konstanten setzen, Es ist also in
allendiesen Integralen zu setzen

_ My — %)
4 =Y arrme TR T
worin also alles bis auf die Integrationsvariable 4, konstant
ist; die Integrale sind also Abelsche Integrale.

Ebenso ist die ganze Linge einer geschlossenen Kriim-
mungslinie zweiter Gattung

: k=%
2;{“’]/ @] +ip@i + (] +4)

Wir gelangen in der nachfolgenden Weise zur Kom-
planation des Ellipsoides.

Wir ziehen vom Punkte 4 mit den -elliptischen
Koordinaten A, und A, des Ellipsoides, fiir welches 7, = 0
ist, aus das Linienelement ds, = } 4, d4, = 4 B, der durch
4 hindurch gehenden Kriimmungslinie erster Gattung des
Ellipsoides und das Linienelement ds, =4 .d4,d4, = 4 B,
der durch ihn hindurchgehenden Krimmungslinie zweiter
Gattung des Ellipsoides. Ferner ziehen wir von B, aus
auf dem Ellipsoide die unendlich kleine Gerade B, C|4B,
und von B, aus die unendlich kleine Gerade B, C||4 B,
Die beiden zuletzt gezogemen Geraden sollen sich im
Punkte C treffen. Dann kann die Figur AB CB, 4
als ein unendlich kleines Reckteck vom Flicheninhalte
4y 4, iy d 7, und zugleich als ein Flement der Oberfliche

Fig. 9.
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des Ellipsoides betrachtet werden, fiir welches 4, = 0 ist.
Ein endliches Stiick der Oberfliche dieses Ellipsoides ist also:

343) F=1/[d4,4,dd},,

wobei alle Wertepaare von A, und 7, in die Integration
einzubegreifen sind, welche Punkten dieses Flachenstiickes
entsprechen.

Integriert man bei irgend einem gegebenen i, beziig-
iech 4, von —a} bis —a}, so umfaBt man einen ganzen
Quadranten C D (Fig. 9) einer Kriimmungslinie erster Gat-
tung. Integriert man noch beziglich 4, von —a} bis —a,
so umfaBt man noch alle Quadranten der Krimmungslinien
erster Gattung von EF bis G H, also einen Oktanten des
ganzen Ellipsoids. Es hat also die ganze geschlossene
Oberfliche des Ellipsoides, dessen Gleichung i, = 0 ist,
welches also die Gleichung 342) hat, den Wert:

2f fA A,d0dy.

Setzen wir

344) (@ +2) @ + 1)@ +2) = B,
dagegen

345) (@7 + 4,)(a; + 4,)(a; + 4,) =— b7,

so sind vermdge der Grenzen, zwischen demen 1, und A4
liegen miissen, 57 und ! wesentlich positive GroBen. In
den zuletzt entwickelten Integralen ist 4, = 0, daher

316) M= V—hla—h) h= kA

Die Vorzeichen wurden in dieser Weise geschrieben, da
— 4, — 4 und i, — A, lauter positive GroBen sind. KEs
verwandelt sich daher das Integral 343) zunichst in

F=i[[B5hVnhanal =

%Jf"’b?f i, di -Aff"b"b:’ il dly.
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Da b, nur Funktion von i, b, nur Funktion von 4, ist,
so zerfallt. jedes Doppelintegral in das Produkt zweier ein-
facher Integrale und man hat

IV"da "di.z,

» .}j T’Jt d?.lfvb:’dlj.

Erinnert man sich an die Werte von 4, und 3,, so sieht
man, daB jedes der Integrale ein elliptisches und fir das
Rotationsellipsoid, wo entweder a, = a, oder a, = ag ist,
durch gewodhnliche zyklometrische Funktionen ausdriickbar
ist. Die ganze geschlossene Oberfliche des Ellipsoides er-
hilt man natiirlich, wenn man mit 8 multipliziert und
! und —a) als Integrationsgremzen fiir 1,, dagegen
? und — a! als Integrationsgrenzen fiir 4, wihlt.

§ 65. Kiirzeste Linien auf dem dreiachsigen Ellipsoide.

Wir wollen nun die spezielle Form entwickeln, welche
die Hamiltonsche partielle Differentialgleichung im Falle
der Bewegung eines einzigen vollkommen freien materiellen
Punktes von der Masse m annimmi, wenn wir dessen Posi-
tion im Raume durch die drei elliptischen Koordinaten
Ay Ay, Ay bestimmen, welche also jetzt die Rolle der frither
mit p, p,...p, bezeichneten generalisierten Koordinaten
spielen.

Seien @, =,, z; die rechtwinkligen Koordinaten des
materiellen Punktes zur Zeit {. Wihrend einer unendlich
kleinen Zeit d sollen dieselben die Zuwichse d«,, dz,, dz,
erfabren, wihrend die dazu gehdrigen Zuwiichse der ellip-
tischen Koordinaten d1, d7,, dj, heiBen mégen. Wir
setzen wie in Formel 334)

ds =Vdz? + dz? + dz)},

s0 daB ds der wihrend der Zeit dt zurtickgelegte Weg,
ds/dt die Geschwindigkeit ¢ des materiellen Punktes zur
Zeit ¢ und
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o ™ (da)s
T=2 (43)

dessen lebendige Kraft ist. Da die Formel 834) fiir be-
liebige Koordinatenzuwichse gilt, so muB sie auch fiir die
wihrend der Zeit d¢ eintretenden Koordinatenzuwichse
gelten. Man hat also:

ds=4 VA2 A + A2 d22 + 4 di2,

A O 1 L B, L L

wobei 4, Z',, 4, abgekiirzte Bezeichnungen fiir die Diffe-
rentialquotienten der . nach der Zeit sind. Endlich wird

T - a =rn 3 oey
T::—g——:x.{i J".f -+ .c.t; /-.; + .(1; J‘.:).

Unser Rezept ging nun dahin, daB man zuerst in dem
Ausdrucke fiir 7 die Momente ¢ einzufithren, dann ¢ W/dp,
fiir ¢, zu setzen und den so erhaltenen Wert von 7 in die
Hamiltonsche partielle Differentialgleichung

oW " _
¢ TT+ V=0

zu substituieren habe. Unter den Momenten verstehen
wir die partiellen Differentialquotienten des T nach den ver-
allgemeinerten Geschwindigkeiten, also nach ', 4, und .
Es ist also:

T s
9, = Fya "_"}m"‘ﬁf':'
arT 7
'13=6l’,= 111’11.1: J.z,
ar & 17
4, T A tm Ak,

Daher:

L
T (G S+ )

ey

Hier haben wir noch fiir ¢, zu substituieren ¢ W/é p,, also
in unserem Falle d W/d4,; ebenso fir g, und ¢, die Aus-
driicke 6 W/8%, und 6 W/G A, Tun wir dies und sub-
gtituieren den so erhaltenen Wert von T in die Hamil-
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tonsche partielle Differentialgleichung, so folgt also
schlieBlich:

8V 21 (aW\* 1 (8W\* 6 1 (dW\*

s 57 + 2 [H(0) + 4 (5) + 4 (GE) [+ -0
wobei 7 als eine gegebene Funktion der Koordinaten 4,
Jg, iy und etwa noch der Zeit ¢ zu betrachten ist. Haben
wir ein vollstindiges Integral, also einen Wert von W ge-
fonden, welcher dieser Differentialgleichung geniigt und
auBer der additiv zu W hinzukommenden noch drei will-
kiirlich voneinander unabhingige Konstanten enthilt, so
kénnen wir daraus in der uns bekannten Weise die Be-
wegungsgleichungen herleiten.

Wir betrachten ein zweites mechanisches Beispiel. Ein
materieller Punkt soll gezwungen sein, bei seiner Bewegung
auf der Oberfliche eines dreiachsigen Ellipsoides zu ver-
bleiben. Wir konnen die dem elliptischen Koordinaten-
systeme zugrunde liegenden Konstanten a,, a,, a; gleich
den Halbachsen dieses Ellipsoides wéhlen. Dann ist 4,=0
die Gleichung dieses Ellipsoides, welche also der materielle
Punkt wihrend seiner ganzen Bewegung erfilllen muB. Seine
Position auf dem ZEllipsoid wird durch die Werte der
beiden anderen elliptischen Koordimaten i, und 7, be-
stimmt. Da A, konstant gleich Null ist, so reduziert 4 ds?
auf A3d2; + 4742}, daher T auf % (43 X3 + 42 ¥%) wnd
die Hamiltonsche partielle Differentialgleichung auf:

R 21 {0 W\? 1 (8 *
uy S+ nlm(E) a6 =0
Falls auBer den Kriiften, welche den Punkt zwingen,

auf dem Ellipsoide zu bleiben, keine anderen Krifte auf ihn
wirken, ist V konstant. Setzen wir dann

349) W=—(%+ V)t-!- U,

wobei U bloB Funktion von 1, und 4, sein soll und dem
konstanten Faktor von ¢ lediglich behufs Vereinfachung
der Rechnung diese spezielle Form gegeben wurde, so reda-
ziert sich die Gleichung 348) auf
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s 16U\, 1 [3U)

1% «=2(en) +3(en)
Da 7; = 0 ist, so nehmen 4, und 4, wieder die Werte 346)
an. Setzen wir auBerdem noch U= U, + [,, wobei U,
blof Funktion von 4, U, blo8 Funktion von 4, ist, so
reduzieren sich die partiellen Differentialquotienten auf ge-
wohnliche und die Gleichung 350) verwandelt sich in

- b3 (d U \? bl (d U,\® .
By @) R —an-an.
Wir erfiillen diese Gleichung. wenn wir setzen

b [ d U, \?
EN (7?,;.1 ) e T R ¥
b (dU,\*

(@) —+m-uh

Aus diesen beiden Gleichungen folgt, da 3, bloB Funktion
von A, und 3, bloB Funktion von %, ist

Ul =f|’“:l§b: ag iy diu-l,

” d

T, =IT?= A — e I
daher

R e e
L + JlE T,

Alle die Substitutionen, welche wir da machten, waren er-
laubt, da es sich bei Ableitung der Bewegungsgleichungen
aus der Hamiltonschen partiellen Differentialgleichung,
wie wir wissen, bloB darum handelt, ein vollstindiges Inte-
gral derselben zu finden, d. h. einen Ausdruck fir W,
welcher ihr geniigt und die ndtige Anzahl unabhiangiger
willkiirlicher Konstanten hat. Der Ausdruck 352) aber ist
ein solches vollstindiges Integral, da er auBer der additiv
hinzukommenden Konstanten noch die zwei willkiirlichen
voneinander unabhingigen Konstanten @, und «, enthalt



254 V. §85. Kiirzeste Linien. (Gl 853.

Setzt man seine partiellen Differentialguotienten nach der
einen und nach der anderen Konstante gleich einer dritten
resp. vierten willkiirlichen Konstauten, so erhilt man die beiden
Bewegungsgleichungen. Da der partielle Differentialquotient
von W nach e, die Zeit nicht enthilt, so liefert er, gleich
einer Konstanten — «,,'2 gesetzt, die Gleichung der Bahn.
Man erhiili also fiir dieselbe

358) "I{.‘Qd:... __f ]l di,
by Vs — 04 g by Vor iy —ay

wobei man sich fiir 3, und b; die Werte 344) und 345)
substituiert zu denken hat, so daB also die Integrale ultra-
elliptische, fiir das Rotationsellipsoid elliptische werden.

Diese Gleichung enthilt in WirL ichkeit nur zwei will-
kiirliche Konstanten e «: vad o, «i, welche so bestimmt
werden konnen, dafB die heorune e :ies gezebenen Aus-
gangspunktes des materiellen }?nnktes diese {sleichung be-
friedigen und daB im Ausgangspunkte die Richtung der
durch diese (Gleichung dargestellten Kurve die gegebene
Bewegungsrichtung des materiellen Punktes hat.

LaBt man auf einer Kugelfische von einem Punkte 4
aus nach allen daranf moglichen Richtungen materielle
Punkte ausgehen, auf welche sonst keine Krifte wirken, als
diejenigen, welche sie zwingen. auf der Kugelfliche zu
bleiben, so beschreiben alle diese materiellen Punkte griBte
Kreise, welche sich in dem A4 vis & vis liegenden Punkte B
der Kugelfiiche wieder trefien. Das zwischen 4 und irgend
einem anderen Punkte 4, eines solchen grifiten Kreises
liegendes Stiick 44, des grofiten Kreises ist so lange die absolut
kiirzeste Linie, die man auf der Kugelfliche von 4 nach 4,
ziehen kann, als der Punkt B nicht auf dem Stiicke 4.4,
zwischen 4 und 4, liegt. Im letzteren Falle, wenn also
der materielle Punkt auf dem Wege von 4 nach 4, den
Punkt B iberschritten hat, ist der griBte Kreisbogen 4 B 4,
nicht mehr die absolut kiirzeste, anf der Kugel liegende
Verbindungslinie der Punkte 4 und 4,, aber er ist noch
ein Grenzwert, d. h. die Linge jeder anderen ihm unend-
lich nahen Verbindungsiinie 4 C 4, der Punkte 4 und 4,

3!
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auf der Kugel ist von der Lénge des griBten Kreisbogens
ABA, um eine GrdBe verschieden, die unendlich klein
hoherer Ordnung ist, als der durchschnittliche Abstand
irgend eines Punktes des groBten Kreisbogens von dem
ihm zunichst liegenden Punkte der Kurve 4 04,.

‘Wenn man nun von irgend einem Punkte A4 auf der Fliche
eines dreiachsigen Ellipsoides in gleicher Weise nach allen
Richtungen darauf materielle Punkte aussendet, auf welche
sonst keine Kraft wirkt, als diejenige, welche sie zwingt,
auf der Ellipsoidfliche zm bleiben, so schneiden sich alle
Bahnen dieser Punkte, deren Gleichungen alle die Form
der Gleichung 833) haben, nicht mehr nochmals in
einem und demselben Punkte, sondern sie haben vis & vis
vom Ausgangspunkte eine einhiillende, die sich mur dann
auf den vis 4 vis von 4 liegenden Punkt reduziert, wenn 4
auf einer der Achsen des Ellipsoides liegt. Das Stiick jeder
solchen Bahn, das zwischen 4 und irgend einem anderen
Punkte 4, der Bahn auf dem Ellipsoide liegt, ist so lange
die absolut kiirzeste Linie, die man auf dem Ellipsoide
zwischen 4 und 4, ziehen kann, als beim Ubergange von
A nach 4, kein Berithrungspunkt mit jener einhiillenden
durchlanfen wird. Im letzteren Falle ist es noch immer
ein Grenzwert, da, wie wir in § 89 aus dem Prinzipe der
kleinsten Wirkung bewiesen, die Bahn eines von keinen
Kriiften affizierten materiellen Punktes auf einer krummen
Flache immer ein Grenzwert sein muf. Es ist aber fiblich,
diese Bahn ohne weitere Erliuterung als eine kiirzeste
Linie auf der betreffenden Fliche zu bezeichnen und des-
halb nennen wir auch alle durch die Gleichung 853) dar-
gestellten Kurven kiirzeste, loxodrome oder auch geoditische
Kurven. Man sucht nimlich zu Schiff im aligemeinen in
einer kiirzesten Linie von der Ausgangs- zur Endstation zu
steuern und in der Geodisie wird die Entfernung zweier
Orte der Erdoberfliche lings der kiirzesten Linien gemessen.

Die Abhingigkeit der Lage des betrachteten materiellen
Punktes auf dem Ellipsoide von der Zeit erbilt mau, wenn
man den partiellen Differentialquotienten, der durch die
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Gleichung 352) gegebenen Grofe W nach «, gleich einer
neuen Konstanten — —“5‘- setzt, Dadurch ergibt sich:

f Vijdia ““f Vi, 4t
bn-""s"‘“l b, ‘-'171—“: * mn
Daraus folgt:

354) L 7 S

bam b Vo by — ey w
wihrend die Differentiation der Gleichung 3853) liefert:
355} Vi:;-’i . VIJ.'; =0,

bVe—ady  bVed—o
woraus durch Quadrierung folgt:
X LS S

o) Houh)  Heh-a
Maultiplizieren wir das Quadrat der Gleichung 354) mit «,,
addieren dazu das mit — e, A, 1, multiplizierte Quadrat der
Gleichung 855) und die mit e, (4 — 4;) multiplizierte
Gleichung 856), so ergibt sich mit Riicksicht aunf die Defi-
nition der Grd8en A durch die Gleichungen 346)

’ ¥ 16
AN+ L =3

Es ist also 4«, das Quadrat des Bewegungsmomentes,
also gleich m?c®.

Die Geschwindigkeit ¢ umgekehrt ist 2 e, /m, also
wihrend der ganzen Bewegung konstant, wie es nicht anders
zu erwarten war. Der wihrend der Zeit ¢ zuriickgelegte
Bogen s der loxodromen Kurve ist also gleich ¢¢ und man
erhalt, wenn man in die Gleichung 853) s/c statt ¢ schreibt,
die Rektifikation der Kriimmungslinien des dreiachsigen
Ellipsoides.

§ 66. Ein spezieller Fall des Dreikorperproblems.

Wir wollen nun die Bewegung eines materiellen Punktes
von der Masse m betrachten, welcher von zwei fixen
Zeutren P und P’ angezogen wird und zwar von jedem nach
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dem Newtonschen Gravitationsgesetze. Wir bezeichnen
die Lange der Geraden PP mit 2e, ihren Halbierungs-
punkt mit O und betrachten zuerst den speziellen Fall, da8
die Anfangsgeschwindigkeit zu Anfang der Zeit in der
Ebene liegt, die man durch P, P" und die Anfangslage des
materiellen Punktes legen kann. Der Punkt bleibt dann
immer in dieser Ebene.

Wir wihlen den soeben mit O bezeichneten Punkt zum
Koordinatenursprunge und ziehen die Abszissenachse 0X, so,
daB der Puokt P auf der positiven Abszissenachse, der
Punkt P’ auf der mnegativen Abszissenachse liegt, die
Ordinatenachse OX, darauf senkrecht in der Ebene der
Bahn, die Achse OX, senkrecht auf die Bahnebene. Der
materielle Punkt befinde sich zor Zeit / 1m Punkte 4, dessen
rechtwinklige Koordinaten z,, z,, #; seien. Es ist dann
z, = 0. Wir konstruieren ferner ein elliptisches Koor-
dinatensystem. Die Konstanten a2, und a, desselben sind
willkiirlich, a, soll jedoch so gewahlt werden, daB

- 2 2 2
357) a—a;=¢e

ist, daB also P und P’ die Brenopunkte der Ellipsen und
Hyperheln sind, in denen die konfokalen Flichen zweiten
Grades, welche die elliptischen Koordinaten definieren, von
der =z, z,-Ebene geschmtten werden. Die betreffenden
elliptischen Koordinaten des Punktes 4 seien %, 7,, 2. Da
fur diesen Punkt 2, = 0 ist, so ist auch 4, =—a?. Die
beiden zweischaligen Hyperboloide degenerieren in die z, z,-
Ebene. Die Relationen zwischen z;, z, und 4,, 4, finden
wir, wenn wir in den Gleichungen 330), 331) und 332)

setzen 4, = — a?, wodurch wir wegen Gleichung 357)
erhalten:

etz = (a3 +4,) @] + 4,),

ot =— (0 + 1) (@ + ).

Die Addition dieser Gleichungen liefert:

z+ ) =al+ o}, 1,

daher
2} + ) e’ =2a) + 4, + 4, =w] + vy,
Boltzmann, Mechanik IL 17
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wenn wir
W= 1:’;1'—:1_; Wy == ‘ai + 7,
setzen, wobei die Wurzeln immer mit positivem Zeichen zu
nehmen sind.
Bezeichnen wir die Abstinde 4 P und 4 P’ mit r und
#, 80 1st

r= Yo, +x, +e—2ex,=w, —w,
358) Vai

Y=Vl + o +e 4 26z, =w, +w,.

Die Yerzeichen sind richtig, da », #, =, und w, positiv und
mit Beriicksichtigung des Vorzeichens i; > 4,, daher auch
2wy > w, ist. Wenn % und ¥ Konstanten sind, so ist die
Kraftfunktion in diesem Falle:

_kk Kue— ) —klws ) {}r' kY w, —(k +k}w,
T ’ ws — w3 Ay — 2,
die lebendige Kraft ist

m fds\? MW, saer 2 arpy 2 (q_ q}
T"E{ﬁ]*Twﬁe+¢M“-mﬂ-4J

A, und .1, erhilt man, indem man wieder in den Formeln 335)
setzt %, = — a}, wodurch folgt:

n "I j'l - }'l 5 ;‘i
A =ginmin L wmronmen

Ferner ist statt g, und ¢, zu setzen 0 W/ 2, und 8 W[4 A,.
Hs wird also

=g e+ e+ 2 (51 -

— (@ + 1)@ + M(%ﬂ :

Bevor wir dies in die Hamiltonsche paitielle Differential-
gleichung 301) substitnieren, wollen wir fiir 4, und i, die
Variabeln w, und w, einfihren. Ferner wollen wir noch
setzen:

359) W=at+ ¥, + 7,

wobei W, nur Funktion von A, oder w,, W, nun Funktien
von 1, oder w, sein soll. Es wird
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W,

d wy

3.
+2mik — kw,—2mk + K)w, =0

: I . TR A%
2moe (Wi — wl) + (e — w';’]( ) + (w] —-e'){dw’)
n 3

und man kann setzen
3t {d H—’e)z

r‘ 2 e i — 1 ‘,7 I_"— A 0y ‘J
Ll oy +2m{—Rw,— 2me, w,

2
o il Bg, 2
(w2 — e (dz:_} =—u, +2mk+ K)w, — 2ma, w?.

Uie duorch diese Gleichungen definierten Funktionea
W, und W, sind elliptische und zwar erscheint W, zuniichst
als Funktion von w,, ¥, als Funktion von w,; beide kiinnen
daher vermbge der Giewhungen 858, auch leichi als
Funktionen von r und r ausgedrickt werden. The Sub-
stitution in Gleichung 859, liefert zuniichst W. Dessen nach
«, genommener partieller Differentialquotient hefert glesh
einer neuen Konstanten gesetzt die Fleichung der Baln,
wogegen man den zeitlichen Verlauf der Bewegung erhilt,
wenn man den partiellen Differentialquotienten von ¥~
nach e, gleich einer abermals neuen Konstanten setzt.

‘Wir wollen nun wieder die Bewegung eines materiellen
Punktes von der Masse m, der gegen zwei fixe Anziehungs-
zentra P und P’ mit der Kraft &:r? resp. X'/7'? gezogen
wird, betrachten., wobei wieder r und »* de Entfernungen
des materiellen Punktes zur Zeit ¢ vou P resp. P’ sind.
Es soll aber die Richtung der Anfangsgeschwindigkeit des
materiellen Punktes nicht in der durch seine Anfangslage
und P und P’ hindurchgehenden Ebene liegen.

Wir wihlen wieder den Halbierungspunkt der Qe-
raden PP, deren Linge wir mit 2¢ bezeichnen, zum Koor-
dinatenursprunge, ziehen von O gegen P die positive Ah-
szissenachse O X,, auBlerdem ziehen wir aber noch zwei
beliebige fixe Koordinatenachsen OY und O0Z auf 0OX,
senkrecht im Raume. Zudem wenden wir noch eine he-
wegliche Ordinatenachse O X, an, welche stets senkrecht
za OX, immer in der durch OX, und die augenblickliche
Lage A des materiellen Punktes m gehenden Ehene X, 00 X,
liegen soll.

17



260 V. § 66. Dreikdrperproblem. [GL. 359,

Die Koordinaten des Punktes 4 bezfiglich des be-
weglichen Koordinatensystemes O X, und O X; sollen mit
z, und z, bezeichnet werden. Der veriinderliche Winkel
zwischen den Geraden OX, und OY, also zwischen der
fixen zy-Ebene X, OY und der beweglichen zy-Ebene X,0X,
soll mit % bezeichnet werden. Dieser Winkel bestimmt
die Lage der beweglichen zy-Ebene, wihrend z, und z, die
Lage des Punktes 4 auf derselben bestimmen. Durch die
drei Variabeln z,, z, und & wird also die augenblickliche
Lage A des materiellen Punktes im Raume eindeutig be-
stimmt.

Das Verhiltnis der Variabeln ,, iy zu z,, z, driickte
in der eben geldsten Aufgabe eine rein geometrische Be-
ziehung aus, welche bloB auf die Lage in der z,x,-Kbene
Bezug hat und ganz davon unabhiingig ist, ob diese Ebene
fix ist oder sich bewegt. Die geometrische' Lage des
Punktes 4 auf der X, OX,-Ebene ist aber jetzt genau
dieselbe, wie frither, als sich der materielle Punkt in siner
Ebene bewegte. Wir kOnnen also jetzt wie damals die
Variabeln 72, und 2; statt z, und z; einflihren. Es werden
alle Gleichungen zwischen diesen vier Variabeln, welche
sich auf die geometrische Lage des Punktes 4 auf der
X, O X;-Ebene beziehen, vollkommen unverindert bleiben.
Setzen wir wieder

2 g 2 2
a,+l=—w2, a; + 2, = wj,
so wird wieder

_ k= k) wy — (K + k) 2,
- wi — w} ’

V=

k¥
r r

Die Bewegung des materiellen Punktes wihrend der
Zeit d¢ kann in drei Komponenten zerlegt werden:

1. Es wiichst z, um dz,. Dadurch verschiebt sich der
Punkt um das Stick dz, in der Richtung O X,.

2. Es wiichst z, um dz,, dadurch verschiebt sich 4
um das Stiick dz, in der Richtung O X,.

3. Es wichst + um d. Die Verschiebung, welche
durch diesen Umstand allein bewirkt wiirde, steht senkrecht
auf den beiden fritheren dz, und dz; und kann als ein
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unendlich kleiner mit dem Radius z, beschrlebener, dem
Zentriwinkel d gegeniiberliegender Krelsbogen von der
Lange z,d:% betrachtet werden. Der gesamte vom materiellen
Punkie wihrend der Zeit d¢ beschriechene Weg ist also

ds==]/d-x: +dz; +z;d 9.

Nun bleiben aber die geometrischen Beziehungen
zwischen A, J,, , und z, dieselben, daher ist

4(da? +dad) = A2dI} + A2 d 2

und wenn man wieder die Differentialquotienten nach der
Zeit durch angehingte Striche markiert

VI T BTN B,
daher.
T R(B) =m0+ e 07

woraus sich die den generalisierten Koordinaten 4,, i,
¥ entsprechenden Momente gleich
g =im AL, ¢, =imAii,, q=mz}
und daher
___ q 93 9
T_m(1 + ,+4::2)

ergibt., Ehe wir dies in die Hamiltonsche partielle
Differentialgleichung

IwW
S+ T+V=0

substituieren, haben wir darin fiir ¢, ¢,, ¢, die partiellen
Differentialquotienten des W nach den Koordinaten, also
O W/dh, 0 W[0A und § W/0 & einzusetzen. Wir wollen
fir 2, und 1, die Variabeln w, und w, einfihren, er-
halten also

_&__E 1 IW 8w 1 W

Gk 2w, Jw,' Ok Bw, 0w,
Diese Werte nebst 6 W/d & sind in 7 fr ¢, ¢, und ¢, zu
schreiben. Ferner ist
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o Ay — iy w} — w3
4= T palin wiwl — e’
a A3 = ky — w% "'w%
A= el - @@i-8
t &2 _ & _
2T e el Fh) | e - e@i-e)
e? ( 1 1 }
:_‘u’i—lﬂé ‘u'j-e’_-_w;-—s*-

Endlich wollen wir noch setzen

W=eat+aF+ W, + W,
wobei W, nur Funktion von %, resp. w,, W, nur Fuuvktion
von A, resp. w, sein soll, so daB

dW _ oW _ cW AW, W _ dW
FE - g8 Y -

B, dw, ' 0wy dw,

wird. Es verwandelt sich schlieBlich nach Multiplikation
mit 2m (w] —w,) die Hamiltonsche partielle Differential-
gleichung in folgends Gleichung:

d W2 'd W2 b el
1 2 33 4 3 3 3 ]
(““j"e}(d_w’)} —-(HJJ_G)(“‘“") Twi--&*_wg'—’v'-‘-

4+ 2mk — K)w, + 2mE 4+ kg + Zme, w, — Zme,w] = 0.
Zu dieser (leichung addieren und subtrahieren wir eine

Aritte Konstante ¢, und spaiten sie dann in die beiden
Gieichungen:

d W,\* . etul
] 2 2 5 Y ar ) "2
{w"-_e](dw,} =2mE — kjw, — 2m ey 0 ST F%s
dW, ! el
Lol — e 3L — 2m Hw. —%mea wt ———"3 _ .
{ie; — e ‘](ﬁ oy mk + E)w, €Wy = + «,

Aus diesen Gleichungen folgt W, als ultraelliptische Funktion
vou 1w, und W; als ebensolche Kunktion von w,. Die
beiden Gleichungen der Bahn erhilt man, wenn man die
beiden partiellen Differentialquotienten des W nach «,
und «, je gleich zwei neuen Konstanten 8, und 3, setzt,
den zeitlichen Verlauf der Bewegung aber erhilt man, indem

man den partiellen Difterentialjuotienten des W nach ¢
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gleich einer letzten Konstanten 3, setzt. Natiirlich besteht
die Gleichung der lebendigen Krait und die auf die y=x-
Ebene beziigliche Flichenmomentengleichung, mit deren

Deduktion aus unseren SchluBgleichungen ich mich aber
nicht aufhalten will.

VI. Methode der Variation der Konstanten.

§ 67. Beziehung dieser Methode zu der der Variatiens-
rechnung der reinen Mathematik.

Schon in § 8, in dem niichsten auf Entwicklung der
Gleichung 53) folgenden Abschnitte, beschiftigten wir uns
mit der Idee einer fortgesetzten Variation, bis man zn
einem um Endliches verschiedenen Zustande gelangt. Im
IV. Abschnitte hatten wir es dannm ‘schon “wiederholt mit
dem Begriffe des allmihlichen Uberganges der rein mathe-
matischen Variation in eine kleine, durch phyasikalisehe
Ursachen bewirkte wirkliche Anderung der Bewegung zu
tan. Damit ist aber Bedentung dieses Begriffes fiir die
theoretische Physik noch lange nicht erschpit.

Es gibt pamlich keinen einzigen Naturvorgang, welcher
sich in so einfacher Weise abspielen wiirde. dab er absolat
exakt in Gleichungen gefaBt werden konnte. Gliicklicher-
weise ist jedoch hiiufig eine der wirkenden Ursachen bei
weitem die ausschlaggebendste und man kann die Bewegung,
welche durch sie allein erzeugt wiirde, in Gleichungen
fassen, welche die wirkliche Bewegung angenihert dar-
stellen und gewisse Integrationskonstanten enthalten.
Die ibrigen wirkenden Ursachen werden dann als solche
betrachtet, welche jene einfache Bewegung storen und die
Werte der Integrationskonstanten kontinuierlich langsam
verindern. Diejenige einfache Bewegung, welche eintreten
wiirde, wenn zur Zeit ¢ plétzlich alle Stérungen aufhéren
wiirden, und welche mit denjenigen Werten der Integrations-
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konstanten fortginge, welche diese bei der wirklichen Be-
wegung gerade zur Zeit ¢ haben. heifit die oskulierende ein-
fache Bewegung.

Diese Methode der Liosung komplizierter Probleme
heiBt die Methode der Variation der Konstanten. Ihre
Durchfuhrbarkeit beruht daraunf, daB alle Ausdriicke nach
Potenzen der als sehr klein betrachteten Stérungen ent-
wickelt werden und zuerst alle Potenzen mit Ausnahme der
ersten vernachlissigt werden. Ist diese Rechnung durch-
gefithrt, so konnen dann die Glieder zweiter Ordnung eben-
falls beriicksichtigt werden u. s. f.

So ist i erster Instanz die Wirkung aller Kriifte eine
Storung und die geradlinige, gleichférmige Bewegung, welche
eintreten wiirde, wenn in einem bestimmten Momente alle
Krifte aufhdren wiirden, die oskulierende. Ein geworfener
Kérper (Geschiitzprojektil) beschreibt in erster Anniherung
die Fallparabel, die Storung durch den Luftwiderstand
wird als klein betrachtet. Reibung, Mittelswiderstand,
elastische Nachwirkung, elektromagnetische Dampfung
werden als kleine Stérungen bei den Schwingungen von
Pendeln, Magneten, bei akustischen und elektromagnetischen
stehenden Schwingungen betrachtet. Die erste Anwendung
und hochste Vollendung erfubr jedoch diese Methode in
der Astronomie, wo man die Bewegung jedes Planeten,
Mondes oder Kometen unter dem Einflusse seines Zentral-
korpers als dessen ungestorte Bahn, die Einflisse aller
iibrigen Himmelskorper aber als kleine Storungen derselben
betrachtet, Obwohl uns daher hier die astronomischen
Aufgaben ferner liegen, so werden wir doch nicht umhin
konnen, sie als Musterbilder fir eine Rechnungsmethode,
die auch in der iibrigen Physik tiglich hiufiger in An-
wendung kommt, hier in den Vordergrund zu riicken.

Die beschriebene Methode der Variation der Konstanten
scheint der Idee nach grundverschieden von der in § 1
definierten und in den folgenden Paragraphen verwendeten
Variationsmethode der reinen Mathematik. Praktisch sind
beiden Methoden die nichsten Verwandten, da beide auf der
Voraussetzung beruhen, daB die Variationen so klein sind,
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daB man die Glieder erster Ordnung fiir sich, die zweiter
davon getrennt wiederum fiir sich ete. betrachten darf

Wir wollen nun die Methode der Variation der Kon-
stanten naher folgendermmaBen definieren: Es sei die Be-
rechnung der Bewegung eines mechanischen Systems, in dem
Krifte tatig sind, die eine gewisse Kraftfunktion ¥ haben,
gelungen. Die Losung enthalte die nétige Zahl von Inte-
grationskonstanten. Es soll daraus, dadurch daB man statt
dieser Integrationskonstanten Funktionen der Zeit sub-
stitniert, die Losung einer anderen Aufgabe abgeleitet
werden, wobei dasselbe mechanische System sich unter dem
Einflusse von Kriften bewegt, welche eine etwas von ¥
verschiedene Kraftfunktion V' + £ haben. Wir wollen
dieses Problem zuniichst nach der Liagrangeschen Methode
behandeln.

§ 68. Lagranges Hilfssatz.

Wir leiten vorerst eine allgemeine Relation ab. Es
sei genau wie in § 35 ein beliebiges mechanisches System
gegeben, das durch die generalisierten Koordinaten p,, p, ...p,
bestimmt ist. Wir setzen Einfachheit halber voraus, daB
zwischen diesen keine Bedingungagleichungen bestehen und
eine Kraftfunktion ¥V existiert, welche nnr die Koordinaten
und eventuell die Zeit enthilt. Wir bezeichnen wie frither
mit p’ die Geschwindigkeiten, mit ¢ die Momente, mit 7 die
lebendige Kraft, welche wir bei Bildung der partiellen
Differentialquotienten gls homogene quadratische Funktion
der Geschwindigkeiten ausgedriickt denken und setzen
H=T— V. Dann lauten nach 74) und 286) die Bewegungs-
gleichungen:

" dq,__d aH‘_iE _
360) -d-t__ﬁ(#ap’.)_'ap. bty Brmuncn S

Aus diesen Bewegungsgleichungen konnen die Koordinaten
als Funktionen von der Zeit ¢ und 2s Integrationskon-
stanten C,, G, ... G, gefunden werden. Wir wollen nun den
Werten siamtlicher Integrationskonstanten unendlich kleine
Zuwichse 60, 9, ... 0 C,, erteilen. Dadurch werden die
zu irgend einer Zeit gehdrigen Werte der Koordinaten,
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Geschwindigkeiten, Momente sowie alle Ausdriicke, welche
Funktionen dieser GroBen und der Zeit smd, ebenfalls
unendlich kleine Zuwichse erfahren, die wir durch ein vor-
gesetztes 0 hezeichnen wollen. Jeder derartige Ausdruck &
kann, wie die Koordinaten, Geschwindigkeiten und Momente
selbst, als Funktion von ¢, £}, C,... (2, ausgedriickt werden
und es ist

Ie

J 4G

0 G = h
o < 3G

3C,.

Die den Werten (' + 6 ¢ der Iutegrationskonstanten
entsprechende Bewegung ist also eine spezielle variierte
Bewegung im mathematischen Sinne der Variationsrechnung
und wir kniipfen hier die Theorie der physikalischen nicht
strenge unendiich kleinen Variationen vollstindig an die
der mathematischen Variationen an.

Wir wollen nun noch ein zweites Mal den Integrations-
konstanten O, C, ... (%, beliebige andere, von den ¢ € voli-
stindig unabhingige, unendlich kleine Zuwichse 4.
4G, ... 40, erteilen. Dann ist ebenso der dadurch er-
zeugte Zuwachs des zu irgend einer Zeit gehorigen Wertes

von G
2s
86
AG:Z‘aC.AG*‘
T

Der Zuwachs, welcheu o 7 erfihrt, wenn man dann die § €
und natirlich immer ¢ unverandert. aber die ¢ wwm JC
wachsen 1aBt, soll mit 46 G, der von 4 &, wenn man bloB
die C um JC wachsen lifit, mit 0 4 @ bezeichnet werden.
Dann 1st offenbar

22 2
; wids 3 500
361) A5G =046 41.-“260,.60,"@"0“‘

Lassen wir in d H/dp’, oder 6 H/dp, die C und & C wachsen,
so erhalten wir die GrdBen

dH il ¢ H

O s
oy s
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und da die d € von der Zeit ganz unabhangig sind, so folgt
aus 360)
o H

it dp - @ pa =0
Ebenso folgt
d dH
_a_fA 8p% A 0 pn MO

Wir subtrahieren die zweite dieser beiden Gleichungen von
der ersten, nachdem wir die erste mit Ap,, die zweite
it dp, multipliziert haben. Wenn wir noch
s 88 ddp. _ oM dip,
ap, dit Bp'. dt
einmal addiereu, dann subtra.hleren. so erhalten wir

d 3H L 8H
-&_f[dph':)_a?:“ t')pkgjm] =

-6 AP;"A o0’y

EFI

= dp,d ;

H
o + 4p,

Wir wollen hier dem % alle Werte erteilen und alle so
erbaltenen Gleichungen addieren. Da die durch J und 4
angezeigten Variationen vollstindig voneinander unabhingig
sind, so ist die Summe der beiden positiven Glieder, die
man so rechts erhilt, nichts anderes als § 4 H, die Summe
der beiden mnegativen aber nichts anderes als — 44 H. Da
nun dJiese beiden GroBen nach 361) untereinander gleich
gind, so verschwindet die rechte Seite und es wird
:x “A haa ’ 6dt 1“?*”*4%'
1

Da V die Geschwindigkeiten nicht enthilt, so ist § H/dp/, =
§ T/, = g, daher kann man die letzte Gleichung auch
so schreiben:

d
362) 5> ‘;’Ap,.&q,,-—émdq#—'o
Aus der GrobBe

363) 2}‘ (dp, 09, — 44,99y
1
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muB also, wenn man alles durch die C und deren Varia-
tionen und die Zeit aunsdriickt, die letztere herausfallen.
Diese GroBe kann so ausgedriickt nur Funktion der ¢ und
derven Variationen sein, Die letzteren enthilt sie natiirlich
80, daB jedes Glied ein o C und ein 4 C als Faktor hat.
Um zu zeigen, wie einfach der Sinn dieser Betrachtungen
ist, wollen wir sie an einem ganz leichten Beispiele er-
értern. Bestehe unser System aus einem einzigen materiellen
Punkte von der Masse eins, dessen Abszisse p sei und der
sich auf der Abszissenachse unter EinfluB einer Kraft — a%
bewegt, die ihn gegen den Koordinatenanfangspunkt zieht
und deren Intensitit der Abszisse p proportional ist. Dann
ist p=C,sin(@t + G,), p'=a C, cos(at + C,)
dp=0Csin(at + C) + C,0C,-cos(at + C,)
dp'=adGeos(at + G)—aC dC,-sin(at + G)
4p = ACsin(at + C,) + C, 4 C,-cos(at + C,)
Adp'=adC cosfat + C))—a C, 4G, sin(at 4 G),

364)

daher
Adp =380, -4 Cycos(at + C,) + 0 C, A4C, cos(at + C) —

— G 3G, 4Csin(at + Cy)
und derselbe Wert folgt fir ddp. HEs ist ¢ =p. Die
Gleichung 862) besagt daher, daB Apdp'— Sp dp’ die Zeit
nicht enthalt, sondern nur Funktion der Integrationskon-
stanten und ihrer Variationen ist. In der Tat folgt aus 364)

Apdp —dpdp'=aC(C AC, — 4C G,
Wir wollen nun zur Methode der Variation der Konstanten
iibergehen.
& 69. Lagranges Methode der Variation der Konstanten.

Es seien die
365) ps ¢ und ¢

als solche Funktionen der Zeit { und von 2s Integrations-
konstanten C gefunden, daB die Gleichungen 360) erfullt
sind, in denen die Kraftfunktion ¥ einen bestimmt gegebenen
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Wert hat. Wir nennen die durch diese Werte der p be-
stimmte Bewegung die ungestdrte. Nun sollen zu den
wihrend derselben wirkenden Kriiften noch sehr kleine, die
storenden binzukommen, wodurch der Wert der Kraftfunktion
von ¥V in ¥V 4+ £ fibergehen soll. £ ist natiirlich im all-
gemeinen eine Funktion der Koordinaten und der Zeit,
deren Wert aber jmmer klein sei. Die unter der Mit-
wirkung dieser stdrenden Krifte stattfindende Bewegung
nennen wir die gestbrte.

Die Gleichungen 360*) fir dieselbe unterscheiden sich
von den Gleichungen 360) blo8 dadurch, da8 7 + 2 an
die Stelle von ¥ tritt und wir stellen uns die Aufgabe in
die Werte 365), welche die Gleichungen 380) fiir die un-
gestérte Bewegung befriedigen, statt der Konstanten C solche
Funktionen der Zeit zu setzen, daB die hierdurch erhaltenen
Variabeln
366) 57 g
die Gleichungen 360%) fir die gestdrte Bewegung erfiillen.

Dsa pun die ¢ variabel sind, so werden sie wihrend
der Zeit d¢ gewisse Zuwichse d (), dC,...dC,, erfahren
und wir wollen den Zuwachs, den irgend eine Funktion der
Variabeln 865) dadurch erfihrt, da man darin blof den C
diese Zuwichse erteilt, durch Vorseizen des Zeichens d,
ausdriicken. Dieser Zuwachs ist bloB durch eine kleine
Veriinderung der Werte der Integrationskonstanten ent-
standen und hat daher ganz die Eigenschaften der frither
mit J oder 4 bezeichneten Zuwichse. Dann ist also

d d pa »
'iigt_ = dpt + d:iJ: :
wobei das erste Glied rechts den Differentialquotienten
des p, nach der Zeit bei konstanten C ausdriickt.

Es sollen nun die 2s GrdBen C so gewdhlt werden,

daB fur jedes &

367) LT

ist. Die physikalische Bedeutung der letzten Gleichumg
kann man sich folgendermaBen klar machen. Wenn man
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aus den Variabeln 365) die Variabeln 366) bildet. d. h. statt
der ¢ diejenigen Funktionen der Zeit setzt, welche wir
finden werden, so erhilt man die gesttrte Bewegung. Wenn
man nun von irgend einer Zeit { an plotzlich den C diejenigen
konstanten Werte erteilt, welche sie gerade zu jener Zeit
haben, so stimmen sowohl die Werte der p als auch der p’
genau mit jenen iiberein, welche diese GriBen hitten, wenn
die C variabel blieken. Man erhdlt also durch diese
Operation die Bewegung, welche das System in der Folge-
zeit machen wiirde, wenn zur Zeit { ohne Anderung der
Positionen und Geschwindigkeiten der Systempunkte die
storenden Krifte plotzlich aufhoren witrden. Man nennt
die Bewegung, welche dann eintriite, die oskulierende un-
gestorte Bewegung.

Wenn z. B. ¥V die Kraftfunktion der Sonnenanziehung
auf die Erde, 2 die der anderen Himmelskérper ist, so
liefert die plotzliche Konstantsetzung aller ¢ die Ellipse,
welche die Erde um die Sonne beschreiben wiirde, wenn
plotzlich alle Storungen aufhérten. Noch einfacher: wenn
wir das Ubergewicht an der Atwoodschen Fallmaschine
als Storung und 2 als dessen Kraftfunktion ansehen, so
erhalten wir durch plotzliches Konstantmachen der C die
Bewegung nach Abheben des Ubergewichts.

Wir konnen daher die gestdrte Bewegung so auffassen,
als ob in jedem Zeitinomente die oskulierende ungestorte
Bewegung statthiitte, sich aber dercn Integrationskonstanten
allmdblich mit der Zeit #indern wiirden; z. B. die gestdrte
Erdbahn so, als ob sich die Erde immer in einer Ellipse
um die Sonue bewegte, deren Achsen, Kbene etc. sich lang-
sam underten, den freien Fall so. als ob die Bewegung in
jedem Augenblicke gleichformig wire, aber die Geschwindig-
keit sich mit der Zeit dnderte.

Die Variabeln 366) sollen nun der Gleichung 3607
geniigen, welche man aus 860) erhilt, wenn man 1"+ Q2
statt ¥ substituiert und welche wir so schreiben kbnnen:

87 9T _ av a8
dp’n 0P apn d pa

a4
dt
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Die Querstriche driicken aus, daB iiberall die Variabeln 366)
statt 365) substituiert sind Nun sind sowohl die p als
auch die § genau so wie die p und p’ aus der Zeit und
den C zusammengesetzt; nur daB in den ersteren die ¢ als
Funktionen der Zeit zu betrachten sind. Daher sind auch
V, T, 6V|0p,, OTiop, und ¢ T/0p, die gleichen Funk-
tionen der Zeit und der C wie die entsprechenden un-
gestrichenen GriBen; nur daB wieder die € Funktionen der
Zeit sind. Dies mufl bei Bildung von %%hemhﬁet
werden. Wir denken uns daher in 0 T'/0p/, die p und p” als
Funktionen der Zeit und der € ausgedriickt und bezeichnen
durch Weglassung des Querstrichs ihren Differential-
guotienten nach der Zeit bei konstanten (. durch das vor-
gesetzte d, aber den Zuwachs, der durch bloBe Verinderung
der C eintritt, also die Eigenschaften des frither durch das
Zeichen & oder 4 ausgedriickten Zuwachses hat. Dann
ist also

d 9T d 8T , d 8T

dt ap’;. dt ap'; Tf_m'

Substituieren wir alle diese Werte in die Gleichung 360%),
go folgt:

368)

;T_or _im
aP}; aph Bp,,

d 63’_,_:('

, 8T _
di ap, ' dt opy

Denken wir uns nun die p und p’ als Funktionen der
Zeit und der C ausgedriickt, so sind die in dieser Gleichung
vorkommenden Grdfen

d &

dt dp’

»  —=—— und

6V
o P

L |
Q)

-
(=11

identisch ebenso aus ¢ und den C zusammengesetzt, wie die
Grofen

und ar

3
Qs
=]

d
op’

1

h.lp-
A Y

-

[« 1)

-

[+1]

®

P

der Gleichung 360). Letztere GroBen erfiillen aber damn
letztere Gleichung identisch, d. h. fiir alle Werte der C und
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des . Daher tilgen sich auch die entsprechenden Glieder
identisch in der Gleichung 368) und diese reduziert sich auf

369) TR A

Da nun 9 ein kleines Zusatzglied ist, so werden sich
auch die Werte der Variabeln 366), wenigstens wenn die
verstrichene Zeit nicht zu lange ist, nur wenig von denen
der Variabeln 365) unterscheiden. Wir konnen daher an-
geniihert in der ohnedies kleinen rechten Seite der letzten
Gleichung letztere fiir erstere schreiben und die C konstant
ansehen und erhalten:

4 arT EXe)
ab9) TR

Dies sind s lineare Gleichungen zwischen dem GriBen
dC/dt. Die Gleichungen 367) stellen nochmals s lineare
Gleichungen zwischen denselben GriéBen dar, so daB alle
diese GroBen als Funktionen der Zeit bestimmt werden
ktnnen. lhre Werte fir eine bestimmte Zeit stellen die
2 s Integrationskonstanten dar.

Die 2s linearen Gleichungen fir die dC/d¢ werden
am leichtesten auf einem Umwege geldst. Wir erteilen zu
diesem Behufe bei der ungestérten Bewegung den C ganz
willkiirliche unendlich kleine Zuwichse 4C,, 4C,... 4 C,,
und bezeichnen den Zuwachs, welchen die Variabeln 365)
urd irgendwelche Funktionen derselben dadurch erleiden,
durch das vorgesetzte 4. Wir multiplizieren ferner dig
Gleichung 369) mit Ap,, die Gleichung 368) mit — 44,
und addieren alle diese Gleichungen, in denen dem 4 alle
Werte von 1 bis ¢ zu erteilen sind, dann folgt:

5

370) DHap %% — 4, %2) =~ 2 4p——40.
1

3
Hier wurde wieder ¢, fiir 6 T/Gp’, geschrieben; ferner be-
deutet links die GroBe d, g, den Zuwachs, den g, erleidet,
wenn die C irgendwelche Zuwichse dC,, dC,...dC,, er-
fahren, hat also denselben Sinn, wie die in 362) mit dg,
bezeichnete GroBe. Nur daB bei d, g, die Zuwichse der ¢
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mit dC, bei dg, aber mit § C bezeichnet wunrden. Jg es
sind die d € im Grunde auch willkiirlich Zuwichse, da ja £
ganz nach Belieben gewihit werden kanm.

Es wird daher nach Gleichung 362) der Ausdruck

h==s

311) RE_I(‘APA d q,— 44,4, P:.)s

wenu man alle p, o’ and ¢ durch die € und t ausdriickt,
nur eine Funktion der [ntegrationskonstanten € und ibrer
Zuwichse 4 C und ¢ C sein konnen. Natiirlich maB er so-
wohl beziiglich der d C als auch beziiglick der 4 C linear
und howogen sein, wie der Ausdruck 363) beziiglich der
0 Cund 4 C. Auch rechts kénnen wir in Gleichung 370) im
Ausdrucke fur Q die p durch die C und ¢ ausdriicken. Da
4 2 der Zuwachs ist, der bloB dadurch entsteht, daB die
C um die 4 C wachsen, so ist '

2.
289
AL = l ?la—o;d Ck‘

Nun sind aber die 4 C vollkommen willkiirlich. Wir kdnnen
daher links und rechts die mit je einem 4 C multiplizierten
Glieder fur sich einander gleich setzen. Wir erhalten so
jedes 8 Q/8 C als lineare Funktion der d C/d¢, deren Koef-
fizienten nicht die Zeit, nur die C enthalten, da die ganze
linke Seite der Gleichung 370) die Zeit nicht enthalt.
Durch Auflésung dieser Gleichungen nach den dC/dt er-
halten wir umgekehrt letztere als linesre Funktionem der
a'saja €, deren Koeffizienten natiirlich wieder nur die C,
nicht die Zeit enthalten.

Die letzteren Gleithungen erhalten wir noch kiirzer in
folgender Weise: Wir bezeichnen die Werts der p und ¢
fur die Anfangszeit mit p uud q. Wir konnen dieselben als
die Integrationekonstanten C wihlen, also die Variabeln 365},
und dsher auch die GroBe £ der rechten Seite der
Gleichung 370) durch ¢ und die p, q ausdriicken. Da 402
der Zuwachs ist, den diese GriBe bloB dadurch erfahrt, dall
die Integrationskonstanteu die mit 4 bezeichuneten Zuwichse
erfahren, so wird dann:

Bolixmann, Mechanik 1, 18



274 V1. §69 Langranges Methode. iGL 272-374.

372) 49 = SI(«—A +32 4q,).

Die binks Seite der Gleichung 370) reduziert sich fir die
Anfangszeit auf

2
Y d, d
373) SHan %2 - 20,%%)
=/ \

und da sie die Zeit nicht explizit enthilt, muB sie zn allen
Zeiten diesen Wert haben.

Der Index 1 beim Differentialzeichen kann jetzt weg-
bleiben, da p, und q, die Integrationskonstanten selbst sind,
also von den Verinderungen, die sie erleiden, wenn man
unter Konstanthaltung der Integrationskonstanten die Zeit
wachsen liBt, keine Rede sein kann. Man erhialt also, wenn
man in 370) die Werte 372) und 378) substituiert:

D+ 5 an- (3 -5 94] -0

und da die Werte sidmtlicher Integrationskoastanten und
daher auch der mit 4 bezeichneten Zuwachse derselben
willktirlich sind, so folgt
dgn @ .Q dp _ 38

¥ dt =T dp’ dt = da

Wollen wir lieber irgendwelche andere Integrations-
konstanten C), C,, G, ... G,, einfithren, so kinnen wir diese
als Funktionen der p, g und umgekehrt ausgedriickt denken.
¥ ist also

51(60. d.py. 6{_}: fi‘],t
aon di T aq dt)’
daher nach Substitution der Werte 374)

a
dChy 2C, 8412 66'; 8 £
@@ ; (ap. e, s )
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Nun ist aber

09 <bRan af_ NJARAG

375) ﬁ:= l"a‘“ﬁ.‘:mr T l*ak &
daher

376) e Z’(v c) w,
wobei symbolisch gesetzt wurde

- 368G 986G d C‘,) ,

3‘7) (Cv C‘ Z(an\ ﬂ’q;. oa -a_h;‘
aus welcher Definition folgt:
378) (G C)==(C. C). (G, C)=0.

Wir haben bewiesen, dafl die Koeffizienten der Glei-
chungen, welche die dC/d¢ durch die 0 2/JC ausdrucken,
pur Funktionen der Integrationskonstanten séin kinnen, es
sind also die (C,, G,) konstante GroBe. Natirlich ist der
Zeitanfang Yollkommen willkiirlich; man kann also statt der
p, q wieder die zu einer beliebigen Zeit ¢ gehorigen Werte p, g
setzen. Die Grofle

roC;_ & G 8dC 8¢
879) G €)= Z oo 52— 7r 55)

ist daher mit 377) vollkommen identisch und ebenfzils nur
Funktion der Integrationskonstanten oder eine reine Kon-
stante. Wenn daher ¢ = C, und = C, zwei beliebige
Integrale der Bewegungsgleichungen 360) sind, wobei ¢ und
4y Funktionen von ¢ und den p und ¢ sind, so muf der
Wert der Grofe

s _ SI[29 2w _ 3¢ 9w
G Q) =(p, W)= D (52 - 32 22
1

wieder von der Zeit unabhingig sein.
Dieser Satz wurde von Poisson gefunden. Jacobi

erkannte, daB er auch zur Ableitung eines neuen lntegrales
18+
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aus zwer gefundenen benutzt werden kann. Sobald namlich
aus (g, w) nicht alle p und ¢ 1dentisch herausfallen, so wird
immer die Gleichung

(o, w) = konst.

von denjenigen Werten der p und ¢, welche den Bewegungs-
glewchungen 360) geniigen, erfullt. Diese Gleichung 1st also
jedenfalls em Integral der Bewegungsgleichungen. Sie 1auB
aber nicht ein neues sein. Sie kann auch eine Kombination
der beiden benutzten Integrale ¢ = C,, 3 = C, sein. so daB
sie von allen Werten der p, g, welche diesen Gleichungen.
geniigen. ebenfalls erfiilit wird. Sie kann auch ein anderes
schon bekanntes Integral sein.

§ 70. Beispiele,

Sei ein System materieller Punkte gegeben, fiir welches
beziighch zweier Koordinatenachsen, z. B. der z- und y-Achse,
die Gleichungen dJes Flichenprinzips

380) 2;1. m, (4, %, — %Y, = a, 2'\ my (x, 2, — x5, %) = b

gelten. Dann konnen wir diese beiden Ausdriicke als ¢
uad v, die rechtwinkligen Koordinaten aber als p wiihlen.
Es reduziert sich (g, y) auf

1 (da db da 8b =y ; .
S -2 - Sean-wn
Da dieser Auwsdruck nach dem Poissonschen Satze kon-
stant sein muB, so lehrt dieser, daB. wenn fiir e¢in System
die beiden Gleichungen 380) bestehen, darans die Richtig-
keit. der analogen Gleichung fir die dritte Koordinaten-

achse folgt.

Hat man aus 376) die p in weiterer AnnBherang ge-
funden, wobei rechts die C als konstant betrachtei werden
konnen, da 1hre kleinen Anderungen mit den kleinen GroBen
¢ £2/6 C multipliziert sind, so erscheinen daselbst zu den Inte-

grationskonstanten gewisse kleine Funktionen der Zeit addiert.
Man kann diese korrigierten Werte in Q2 emsetzen und nach
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Potenzen der neu hinzugekommenen Glieder entwickeln. Man
erhilt dann zu dem Werte des £, den wir bisher benutzien,
noch ein Glied hinzu. Man kann nun wie frither die Inte-
grationskonstanten wiedernm so variieren, daB die Werte
der p die Bewegungsgleichungen inklusive der nea hinzu-
gekommenen Glieder erfiillen und schlieBlich in dieser Weise
die Anndherung so weit treiben, als man willk

Als Beispiel betrachten wir wieder den Fall, wo die
Abszisse p eines auf der Abszissenachse beweglichen mate-
riellen Punktes durch die Gleichung

a 8.2

381) a‘f-l . >
bestimmt ist. Das letzte Glied sei die stirende Kraft. Fir
die ungestdrte Bewegung ist

382) P = pcosat+%‘§inai= C sin(at +Gy),
g=p=—apsinal+qcosat=al cosfal + ().
Daraus folgt:

d1p=dpcosat+-d—:-—sinat, Ap=Apcosat+{quinat

d, q=—adpsinaltdqcosat, Aq=—adpsinat+dqcosal
dqdp—dpdq=dqdy —dpdq=— 4824t

wobei in £ zu setzen ist p=pcosat+% sinaf. Daher folgt

dp _9R dg 9L
858) dt T aq’ t b

Lautet die Gleichung 381) so: %} =—a’p+f({f), s0 Ist

Q=—pfl)=—pf@cosat — —[(mmai.
Es folgt daher aus 333)
884 p=—-1[/@sin@@hds, q=[7@coslayr.

Man sieht leicht, daB die hier behandelte Methode in diesem
einfachen Falle mit der Methode identisch ist, nach welcher
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aus dem sallgemeinen Integrale einer linearen Differential-
gleichung ohne zweiten Teil das der entsprechenden mié
zweitem Teile abgeleitet wird und welche man gemeiniglich
ebenfalls die Methode der Variation der Konstanten zu nennen
plegt. Wollte man die Konstanten C einfithren, so wire

L/:n + L ] /ot 4 T
C, = aretg a--a!=arcth—a¢,,,
G G —{-,,C}:O
(6, 0y =m (G, Gy =2G 26 _ 363G _
- #Bq ap ép g
96,36 96,36 _ 1
T dq dp p da a0

R=—C ft)sinfat + C‘zj.
Die Gleichungen 376) gehen daher uber in

885) L0 =Weosaiy ), G-I Qsinfat + Gy).

Wiirde man aus den Gleichungen 385) C, und C, exakt be-
stimmen und diese Werte in die Gleichung 381) substituieren,
so wiirde man eine exakte Ldésung der Awufgabe erhalten,
dagegen nur eine angenitherte, wenn man die Gleichungen 385)
dadurch in lineare verwandeln wiirde, da8 man auf der
rechten Seite dieser (leichungen, wo noch der sehr kleina
Faktor (/) dabei steht, C, und C, als Konstanten ansihe.
Jedenfalls uber erhélt man eine exakte Ldsung, wenn man
die Werte 384) fir p und q in die Formel 382) einsetzt,

aund ‘f?; bloB als Funktion der Zeit gegeben ist. Enthalt

es dagegen noch p, so kann man felgendes sukzessives Ana
niiherungsverfahren einschlagen. Man gibt den bisher mit
p und g bezeichneten Konstanten den Index Null, den
varinbeln GréBen, welche bei der zweiten Anniherung sich
zu thnen dazu addieren, den Index Fins, deénen die beim
dritten Grade der Anniherung sich weiter dazu addieren,
den Index Zwei etc. Dann ist in erster Anniherung
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p = p,co8(as) + ¢ sm{ut},

2 aber, welches wir als Funktionen von p und ¢ in der
Form Q(p, #) schreiben, gleich

2, thpncosat-{— —u%sinaz,z].
Man erhiit daher statt der Formeln 383)
o =—fdt2 cos@s), p = - [dtsinar 2.

Dabei sollen 2. Q. .. die sukzessiven partiellen Ableitungen
des 2 nach p sein. Der Index Null bedeunfet. daB hinterher
pocoBat + - }1’ sinai far p zu setzen ist, Es ist also in
zweiter Anniherung

ﬂn+&

={p, +pJcosat4 2" Fginail

und za £, tritt das Glied hinzu:
(pl cos ai + —'::_-ain-at) Q.= 9.

Man erhalt daher eine weitere Annaherung, wenn
man zu p, und g, noch die Grofen p, und ¢4, addiert.
Dabei ist:

p,= fdz -—-fd#.Q slnat[cosa.tfﬂ sinafdt —
- sina!fﬂ’ocosatdt] + o [ar 2, [coa atj dt 8 sin* at —
- sinatfdiﬂ;’sinutcoaat.

Ein analoger Ausdruck folgt fir g, =J‘d££2!. Der Wert

p=(p, + 7 +p)cosat+ q"i—q-‘—ﬂ‘- sinat

bildet also den dritten Grad der Anniherung. Die Inte-
grationen reduzieren sich, wenn £ als Funktion von p und
i gegeben ist, auf Quadraturen, die aber natiirlich bald sehr
weiltschweifig werden.
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§ 71. Direkte Methede der Variation der Konstanten.

Die bisher hefolgte T.agrangesche Methode gewiibrt
zwar manchen Einblick in den inneren Zusammenhang; doch
ist sie immerhin mehr indirekt. Wir wollen daher die im
§ 6% gewonnenen Hesultate unabhingig von der dortigen
Beweisiuhrunug nochmals ableiten. Wir fithren sogieich die
Variabeln p und 4 ein, schreiben also die Bewegungs-
gleichungen fiir das unvariierte Problem in der Form:

i dm _&E  dn __3E
386) PN R = d P
fur das variierte aber in der Form:
dpy, 0 E' dg a.E o8R
87) i | JPCES . Lo =
387) df ~ 3¢, dt " Om dn

wobei T die l!ebendige Kraft, ¥ die Kraftfunktion des
unvaviierten, ¥V 4+ 2 die des variierten Problems und
E=T+ V ist

Es seien C,. G, ... G, willkiirliche voneinander unab-
hiingige Kostanten,

288) @) =0C. k=1,2...2s,

lie Integrale des utvariierten Problems also der Glei-
chungen 386), so daf

\ i 09: 3E _8m 3B _
5 *‘Z'(a—ph‘rq« Fa o =

ist. Wir wolien nun die C, gleich solchen mit einer
willkiivlichen Konstanten vermehrten Funktionen der Zeit
setzen, daB 588) die Integrale des variierten Problems, also
der Gleichungen 387) werden. Aus 388) folgt zuniichst:

r

B d'C;p_atﬁj. (aw; dph .-.ldq“
890) dt T’ﬁ"'*'z op, Af + EXA dt}'

Solange die C koustant sind, miissen die Gleich-
ungen 388) die Integrale der Gleichungen 386) sein. Die
bei Konstanz der C aus 388) gebildeten Werte vou
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€ ¢ dy 3
—-'a 7 _aj?* an 3 %

miissen daher die Gleichungen 389) identis¢h erfiillen. Unter
Beriicksichtigung dieses Umstandes erhilt man, wenn man
in Gleichung 390y fﬁr% und % thre Werte aus 387)
substituiert, was erlaubt ist, da js die Cso als Funktionen

der Zeit gewihlt werden sollen, daf die Gleichungen 387)
erfillt sind

dC _ . dgp 882
dt — 1 dgn Ops

Datitr kann man auel schreiben:

€ d C; g 82 dgx 082
S P R S T o
da ja 2 die ¢ nicht enthilt, daher d 2/d¢, =0 ist. Da
2 klein ist, kdonen in der letzten Gleichung rechts fir p
und ¢ die fiir das unvariierte Problem geltenden Funktionen
der Zeit gesetzt werden. Wir wollen nun die partiellen
Differentialquotienten @ ¢, /@ p, . .. einfach mit 6 C, [dp, . ..
bezeichnen, um nicht beide Buchstaben ¢ und C 1wit-
schleppen zu miissen. Daher schreiben wir auch in Glei-
chung 391) 4 /0 p, und 6 C, |0, fir ¢ /dp, und G /04,
Denken wir £ durch ¢ und die C ausgedriickt, so wird

=3 =22
aszr_lzw'ag 56, 848 _NiQ a0 _
0 pa < acC am dqn e aC, 2aq, 2

daher verwandelt sich Glexchung 391) inl

; 4 29" 30
392) d; = l(Cp C:} F‘é“l“"
3

wodurch die Gleichung 376) in einfachster Weise bewiesen
ist. (C,.C) ist wie dort durch die Gleichung 3178) gegebex.
Doch haben wir hier keinen Beweis erbracht, daB nicht
(C,, C) suBer den C auch noch die Zeit explizit enthalten
kénne. Eshat jedoch keine Schwierigkeit diesen Beweis
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cbenfalls direkt zu fiilhren. Seien C.=q(p, ¢, §) und
G, = w(p, 4. /) zwei der Integrale 388), so ist nach 379
die Definition von (C,, C) die folgende:

@ o= (3 5535 45)

daher ist
m_c,,oaﬂz‘;(_ai 4 3y |, By d dg

J “as‘h‘}_‘a}’&_a?ﬁm‘hﬂh)

da @ = C, ein Integral der Gleichungen 386) ist, so hat
man analog mit 389)

29  N(8¢ @B _ iy az)__
:"‘Zj’(an 5g. s op) =

Durch partelle Differentiation dieser identischen Glei-
chungen nach p, oder ¢, folgt

a!q. Z".( a‘rp i_i_}_aw FrE
394) J didpn Ny Ipog Om Eap.ap.
_ oty a-E_Bq: *E )
3pop 0 Om dmdq
a 3_1. e OF dg K
= Di| —2 0¥ R
395) 2io g 5 (aq.dq. ap. dg. 8pid g,
Fp 6F dq OF
T Omdan Og  Om dg a,,)'

Anderseits folgt direkt, indem man wieder fir dp,/d¢
und dg¢,/dt die Werte 386) substituiert:
d | dgt d'g P q a__Fi = oK
37(___)= 910 pn +Z (up,&p. dq: dp,.aq. Bp,)

oF e ig)
(Epié‘q;. aq. EQAa?i am 7
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die Substitution der Werte 394) und 395) in diese Glei-
chungen liefert:

sl sle
%
ty

r«'(_iv_)g \1(39 3£ 09 OF).
di\dg, (3¢ apdgq P Ondq

: d (dy d [y 4
Die Werte von J_t(ﬁ) und ??{6“;) findet man, in-

dem man w mit ¢ vertauscht. Substituiert man diese vier
Werte in 398), so erhdlt man rechts eine Doppelsumme, in
der sich, wie man leicht sieht, je zwei Glieder heben. Es
folgt also d(C, C;/dt = 0, (U, C) kann die Zeit nicht explizit
enthalten.

§ 72. Einfithrung der Hawmilfonschen Konstanten.

Wir haben das Problem jetzt in der allgemeinsten
Weise geldst und in den Gleichungen 392) ganz beliebige
Integrationskonstanten eingefiihrt. Diese Gleichungen ver-
einfachen sich, wie Jacobi gezeigt hat, enorm, wenn man
solche Integrationskoustanten einfiihrt. wie man sie bei der
Integration der Differentialgleichungen 886) des ungestdrten
Problems nach der Hamiltonschen Methode erhilt.

Man hat da zuerst ein vollstindiges Integral der
Hamiltonschen partiellen Differentialgleichung

oW

zu  suchen, welches ¢ voneinander unabhingige Kon-
stanten «,, @, ...« enthdlt, von denen keine additiv zu
W hinzukommt. Die Gleichungen
oW aw aWw

396) ke B e R

sind dann Integralgleichungen der Gleichungen 386), d. h.
sie dricken die p als Funktionen der 2s willkiirlichen
Integrationskonstanten « und S so aus, daB die Glei-
chungen 386) erfiillt sind. Die « und § sind also 2s will-
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kiirliche Integrationskonstanten und da die Formeln 392)
von beliebigen derartigen Integrationskonstanten gelten, so
miissen sie auch von den o und § gelten. Wir kinnen
diese 50 als Funktionen der Zeit mit additiven willkiirlichen
Konstanten bestinmen, daB die Gleichungen 396) die Inte-
grale der Gleichungen 387) sind. Dazu ist erforderlich,
daf die o und B den den Gleichungen 392} analogen
Gleichungen:

do, Ziﬂx “Ja.h_ﬁ_Z‘(a,,, ﬁ!)a;,z

26 Z(ﬂk‘ “z) +2[ﬁa- ﬁl)%—g— r

geniigen. Es ist

397)

i:‘
oy do de, Oa
998 (e ) =g[am Bon  Ogn ap.)
und #hnliche Bedentungen haben («,, 8) und (3. §). Hierbei
ist jedoch jedes « oder § als Funktion der p. g und von ¢
ausgedriickt zu denken.

Wir wollen Kiirze halber jede partielle Differentiation
von W nath «, durch den oben angehiingten Index %, jede
nach p, durch den unten angehfingten Index L markieren. so
daB z. B.

9w
Wh = —ok
Le Op, Opy &g 0my

ist.  Dann kiunen wir die Gleichungen 396) so schreibeu

359) W=,
wogegen di¢ ¢ aus den Gleichungen
400) W, =g,
folgen.

Wollen wir die in 398) verkommende GriBe de,f9p,
bestimmen, so haben wir p, uwud dp, wachsen zu lassen;
dagegen alle ubrigen p und alle g und 7 als Konstauten an-
zusehen. Samtliche ¢ werden sich dabei veriindern. de sei
der Zuwachs von «,. Es folgt daher aus 400)
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Wide, + Wide,... Wide, + Wladpu" 0
Wiyde, + W'day... Wide, + W,,dp, =0

401)
Widae, + Widey,... Wide, + W, dp, = 0.
Setzen wir
W, Wi, W
402) du} Wy W;... W3

Wi, Wi... W
mnd bezeichnen dic Unterdeterminante nach W, mit 4;,
setzen also

k 84
403) 4, = 3 W; -
go folgt aus 401) )
d ay _ 1 -~ k
sn 1 Sw

i=1

Hier ist aber d«, derjenige Zuwachs des ¢,, der entstand,
indem nur p, und dp, wuchs, wihrend die iibrigen p und
alle ¢ konstant blieben. Ks ist also die so herechnete
GroBe de,|dp, das, was in 398) mit de,/Gp, bezeichnet
wurde und man hat

0 1 v
404) = 2-24,‘#’“.

Will man e, /g, fuden, so sind alle p vnd alle ¢
auBer g, konstant zu lassen. Daber folgt aus 400)

W, de + W, de,... W, de,=0

W, day+ W} da,... W, de,=dg,
W,h.;d&, + W;._’ld“'OQ- W:+!d‘ = 0.

Daraus ergibt sich de,/dg,, also die in 398) mit 8¢,/97,
bezeichnete GroBe, gleich

405) %‘: =14
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Aus 399) findet man, wenn alle p- konstant sind
406) dp, = Witda + W¥de, ... Wida,
Wir wollen nun auch alle ¢ bis auf ¢, konstant, letateres
aber um dg, wachsen lassen. Die Quotienten von dg, in die
dabei entstehenden Zuwidchse von d8,, de;, de, ... sind
die von uns mit 88,/0 g, 6« [0 g, ... bezeichneten Grofen.
Die Division von 406) durch dgq, liefert daher

1=2
- aﬁg % | -.3m
9l 1 .
07 FE P -

Sind endlich alle ¢ und alle p bis auf p, konstant,
welches letztere um dp, wachst, so folgt aus 399)

df, = Widp, + DiWide,
1
und die Division darch dp, liefert

408} a ﬁk l Wk +Z Waka [ ¥4 N
Substituieren wir in
h=a
_ day, ey dax Oy
409) (0, @) “g(a_,?{ g dq MJ

die Werte 404) und 405), so folgt
h=s i=s
(et @) = 22’(3 4, — 8- 4)W,,.
=1 j=1
In dieser Doppelsumme ist der Koeffizient von W,
gleich und entgegengesetzt bezeichnet, wie der von W,,. Da
aber W,,= W,,, so hebt sich das Glied mit W, gegen das mit
und daher heben sich iiberhaopt je zwei Glieder der
I)oppelsumme gegenseitig und man hat also
410) (e, a) = 0.

Wir wollen nun in den Ausdruck

@0 B) = — By @) sz‘*g& e 28

x I G4 dgn Opa
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zunichst nur fur

8 g 6
i und i
die Werte 407) und 408) substituieren. Es folgt
— 0oy al aﬂk al': dox do,
(e B) = 23 W"‘TZW ap.aqn‘ﬁa_pi)'

Im zweiten Addenden rechts ist die nach % genommene
Doppelsumme nichts anderes als («,, «), verschwindet also
nach 410). Im ersten Summanden substituieren wir fir
Gea,/dq, den Wert 405). Nach einem bekannten Satze der
Determinantenlehre ist gema8 der Definitionen 402) und 403)

;z Wik

gleich Null oder gleich 4, je nachdem k gleich I oder
davon verschieden ist. Daher ist auch

{ak,ﬁ‘)=-(ﬂl,¢,)=—l fir k=1,
a { e w0 fu k=t

Substituiert man endlich in

df. ofy o0& df
(ﬁvﬁ; Z:(am ”a‘;_jg; Fre

die Werte 407) und 408), so erhilt man drei Glieder.
1. Die dreifache Summe

. ” »
doy du do; Gay
ik WL oo Jft b TR g
3 Sy B b

welche verschwindet, da die nsch 2 zu nehmende Summe
gleich (e, er) ist.

2. Vermooe des nach 408) auBerbalb der Summe
stehenden Gliedes von @ 3,/0p, die Doppelsumme
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welche sich durch Substitution des Wertes 405) unter An-
wendung der soeben angewendeten Sitze iiber Determinanten
auf W reduziert.

8. Verwige des analogen Gliedes von dp3,/0p, die
Doppelsumme

=3

SSweSime

A=1

welche sich ebenso auf — W*? reduziect. Hs ist also all-
gemein

412) B ) =0

Vermige der Relationen 410), 411) und 412) nehmen
die Gleichungen 897) die einfache Form an:

4_1 3} lt!l'; t'!‘ ﬂ d 5} a -(\!

af ~ &g’ dt ~ do

§ 713. Integration des Storungsproblems durch eine der
Hamiitonschen analoge partielle Differentialgleichung.

Die Konstanten « in dem vollstandigen Integral W
der Hamiltonschen partiellen Differentialgleichung 294)
sind irgendwelche Funktionen der Anfangswerte p der Ko-
ordinaten. Wir konnen sie jedenfalls gleich den p selbst
setzen Dann wird nach 292)

eW
K

Die 8 werden also gleich den negativen q. Wir kénnen
also in den Gleichongen 413) die « den p gieichsetzen.
Dann werden die f§ gleich den negativen q und erhalten so
wieder die Gleichungen 374), von denen wir in der Beweis-
fuhrung des § 69 ausgingen.

Wir sahen in § 58, da8 jedesmal. wenn zwischen den

25 Variabeln p, p,, ... q, Diflerentialgleichungen von der
Form
A 0% b 08
dt X} o de = dp,
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bestehen, wobei E eine beliebige Funktion E(p, ¢, f) der
p, ¢ und der Zeit sein kann und keineswegs beziiglich der ¢
bomogen und vom zweiten Grade sein muB, deren Integrale
aus einem vollstindigen Integrale der partiellen Differential-

gleichung

oW W
—a*f--i-E(P, T t)=0,

welche der Hamiltonschen vollkommen analog ist, her-
geleitet werden konnen. Dies gilt also auch hier, da die
Gleichungen 413) genau die in Rede stehende Form haben.
Die en sprechende partielle Differentialgleichung wire, wenn
wir das betreffende ¥ mit dem Index 1 versehea:

414) S —Q=0
wo in £ die p und ¢ durch 4 « und 8 auszudriicker sind
und achher fir jedes f, zu setzen ist gf

Nehmen wir an, wir hitten ein vollstindiges Iniegral
dieser partieller Differentialgieichung W, (¢, &', ¢ gefunden,
wohel die o, die s unabhingigen Integrationskomstanten
sindl, von denen keine additiv zm W hinzukommen darf.
Dann sind durch die Gleichungen

oW,
ag.""ﬁ’i

die Integrale der gewthnlichen Differentialgleichungen 413)
gegeben. Die o wnd g sind die 2s Integrationskonstanten.
Ubrigens wiirde nichts hindern, die Bolle der « und 8 zu
vertauschen, Dann wiirde
W,
dt

+-Q=01

die partielle Differentialgleichung und die « wiren durch
d W, [0 zu ersetzen.

Man kann iibrigens in der folgenden Weise umgekehrt,
die partielle Differentialgleichung 414) direkt ableiten, und
so W, durch die frither eingefihrten Funktionen ausdriicken.

Boltzmann, Meschanik IL 19
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Sei W, ein vollstandiges Integral der Hamiltonschen
partiellen Differentialgleichung

9 W,
o

d W,

3 L Rw

+T+ V=0

fir das ungestérte Problem. o seien die s Konstanten des
selben.

-
415) =B

seien die Integrale der Gleichungen 386) des ungestorter
Problems, die entsprechenden ¢ sind durch die Gleichunger
a W,

gegeben. Es sei nun W die Wirkungsfunktion fiir das
variierte Problem, also

ow

wobei W als Funktion von ¢, p und deren Anfingswerte p°
ausgedriickt zu denken 1st. Dann ist bei konstanten p°

aw aw o W
07 = it + Ty mdey=—(B+ D)dt + g, dp,.

Es sollen nun in den Gleichungen 415) die « und 8
gleich solchen Funktionen der Zeit gesetzt werden, daB die
daraus folgenden Werte von p die Lisungen der Glei-
chungen 387) fiir das gestorte Problem sind. Setzt man in
W, ebenfalls « und 8 gleich diesen Funktionen der Zeit,
s0 soll es in W, ibergehen, was keineswegs mit W iden-
tisch ist, da W, die GrdBe ist, in welche

f(r+ V)di

iibergeht, wenn man vor Ausfithrung der Integration darin
die p und ¢ aus den Gleichungen 415) und 416) entnimmt,
und dabei @ und # konstant betrachtet und erst nach Aus-
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fihrung der Integration « und 4 gleich den betreffenden
Funktionen der Zeit setzt, wogegen in

3
W:f(?‘+ V 4+ Q)dt
to
die p und g zwar auch den Gleichungen 415) und 416) zu

entnehmen, aber schon vor Ausfihrung der Integration die
e und 2 als Funktionen der Zeit zu betrachten sind. Es folgt

L3 s
= W, oW, 0w,
W= T dt+ D goedn, + 5ot da,
1 1

und da die Gleichungen 415) und 418) bei konstanten «
und 8 genau ebenso wie bei variabeln aussehen

d WO = ——Edt'}' 293.&1’5‘!‘ 25&‘“&'
1 1

Subtrahiert man hiervon die Qleichung 417), so
folgt also

AW, — W)= Qdt + P p,da,.
1

Bezeichnen wir pun die Differenz W, — W mit W;, so
folgt aus der letzten Gleichung:
a W, oW
Tt — 2 o A
Driickt man in der ersten dieser Gleichungen Q durch ¢
und die « und £ aus und substituiert statt der § wieder

-aa:?, 80 hat man wieder die partielle Differentialgleichung,

welche der Hamiltonschen vollkommen analog ist.

8§ 74. Anwendung auf die Astronomie.

Wir haben schon in § 67 bemerkt, daB wir alle physi-
kalischen Probleme ohne Ausnahme nur angenihert za 1dsen

vermogen, so daB der Fall die Regel bildet, daB grdBere
19*
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Anniherungen an die Wirklichkeit nach einer Methode
gefunden werden miissen, welche dem Wesen nach mit der
eben entwickelten Storungsrechnung iibereinstimmt. Die
hochste Vollendung hat aber diese Storungsrechnung in
der Astronomie gefunden und es sei daher hier gestattet,
die Grundprinzipien der astronomischen Stdérungstheorie
gewissermaBen als typisches Beispiel zu entwickeln.

Wir betrachten zu diesem Behufe die Somne samt
allen Planeten und stellen uns die Aufgabe, die Stérungen
zu berechnen, welche die Bahn eines derselben (wir wollen
ihn Kiirze halber den Mars nennen) durch die fbrigen
Planeten erfahrt. Wir betrachten simtliche Himmelskorper
als materielle Punkte von bestimmter Masse. welche nach
dem Newtonschen Gravitationsgesetze aufeinander wirken.
Wir beziehen sie zundchst auf ein fest mit dem Fixstern-
himme] verbundenes Koordinatensystem. Sei m, die Sonnen-
masse. &, 7,, {, ihre rechtwinkhigen Koordinaten zu einer
bestimmten Zeit . Dieselben GréBen sollen zur selben
Zeit fiir den Mars die Werte m,, &, 7,, {, fir die anderen
Planeten my, &, 5,8, my, &5y 1, &, - . . m, &, 7, & haben.
Ferner sei r,, die Entfernung der Masse mit dem Index 4
und der mit dem Index %k und x dle Gravitationskonstante.

Dann konnen die Beweg agen in der Form
geschrieben werden

@&, G S* (& — f&)mk .
di* ﬁ Thi

Dabei wurde mit m, wegdividiert. Dem % kann jeder der
Werte s, 0, 1, 2... % ertellt werden und ebense ist die
Summe so zu verstehen, daB dem k die Werte 5,0,1,2...n
7u erteilen sind. Das Glied, fur welches % = & ist, 1st aus
der Summe wegzulassen. Analoge Gleichungen gelten fiir
die y- und z-Achse.

Wir setzen nun

& — & =3, M~ =Y &G—§=2

gk = *Zj‘ +!Ih’+xﬂ =r'a’
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so daB o, die Entfernung des Planeten mit der Masse m,
von der Sonne ist und

The = V(‘r'.a __x*)z_!_ o — )+ {2y — 22

wird. Dann lautet die auf die z-Achse beziigliche Be-
wegungsgleichung fiir die Sonne

da &, xm.r,e "y
R

die entsprechende Gleichung far den Mars aber lautet

"
my (Ty — )
] = — 93 _ rt——&-a::-s__-
0 1 k

d* & x M, Ty

Die Subtraktion der beiden letzten Gleichungen liefert

Se- g S (3 s

Analoge Gleichungen gelten fir die y- und z-Richtung.
Wir werden im folgenden den Index Null weglassen, die
fibrigen Indizes aber unveridndert beibehalten, so daB die
letzte Gleichung sich so schreibt

dtx i m\z
418) ﬁ-_-_x("”f E”‘*(
mit zwei analogen, fiir die y- und z-Rlchtung.

Hier sind z, y, # die Koordinaten des Planeten, dessen
Stérung wir bestimmen wollen beziiglich eines Kaordinaten-
systems OX, OY, OZ, dessen Koordinatenachsen fixe
Richtungen im Raume (gegen den Fixsternhimmel) haben,
dessen Ursprung aber immer im Sonnenmittelpunkte liegt.
Die zeitlichen Anderungen von z, y, » bestimmen also die
Bewegung des Mars relativ gegen die Sonne, also jene Be-
wegung, welche gerade der Beobachtung zuginglich ist
%, Y, %, sind die Koordinaten irgend eines anderen Planeten
relativ gegen das Koordinatensystem OX, OY, OZ also
relativ gegen die Somne,
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e=ya+y++
ist die Entfernung des Mars von der Sonne,

n=Ve—27+u -+ —5f
die von jenem anderen Planeten,

o, = V=i + yi + %
die jenes anderen Planeten von der Sonme.

Es stellt nun das erste Glied der rechten Seite der
Gleichung 418) die ungestdrte Bewegung des Mars relativ
gegen die Sonne dar, welche genau so erfolgt, wie seine
absolute Bewegung im Raume erfolgen wiirde, wenn die
Sonne emn im Raume fixer Zentralkdrper von der Masse
m, +m wire; die iibrigen Glieder aber stellen die Storungen
durch die anderen Planeten dar. Alle betreffenden Krifte
haben eine Kraftfunktion. Setzt man nimhch

n

419) P==L0tm o S) (M#L,
) ¢ ;m* o "k)

s0 kann die Gleichung 415) so geschrieben werden:

Fax 3V 34  ay 3V 8%
d¢ -~ dz d=' d# 3y dy'

419
3 &z IV _ 88
af — T 8z 02

Es 1st also V die Kraftfunktion bei der ungestirten Be-
wegung, 2 die der storenden Krifte. Wir haben daher
folgende beiden Aufgaben zu losen: 1. Wir haben die un-
gestorte Bewegung mittels der Hamiltonschen partiellen
Differentialgleichung zu bestimmen, wobei wir sechs Inte-
grationskonstanten o), «,, @,, 8. §,, f, erhalten. 2. Wir
haben statt dieser Konstanten mittels der Gleichungen 418)
solche Funktionen der Zeit einzufithren, dab die gestdrte
Bewegung dargestellt wird.

§ 75. Hamilton-Jacobische Methode der Losung des Zwei-
Korperproblems.

Die erste Aufgabe fallt sachlich zusammen mit der

Bestimmung der elliptischen Bahn eines Planeten um die
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Sonne, welche wir schon im I. Teile § 21 ausgefithrt haben.
Wir miissen also hier diese Aufgabe ein zweites Mal. nach
einer ganz verschiedenen Methode ldsen.

Wir bestimmen die Lage des in Betracht kommenden
Planeten M (des Mars) im Raume in folgender Weise. Wir
denken uns die Sonne Sim Mittelpunkte des kugelformigen
Himmelsgewdlbes und die Ekliptik als groBten Kreis des
letzteren. DaB die Lage dieses groBten Kreises so gewihlt
wird, daB die (natiirlich ebenfalls gestdrte) Erdbahn zu einer
gewissen Zeit in seine Ebene fallt, ist fiir unsere Rechnungen
unwesentlich. Nur daB alle Planeten sich nicht allzu weit
von dieser Ebene entfernen, wird benutzt. Der grifite Kreis
der Himmelskugel, welcher durch den Pol der Ekhptik und
den Planeten M geht, treffe die Ekliptik im Punkte M
Der Winkelabstand dieses Punktes vom Friiblingspunkte
(die Lange des Planeten) heiBe @. der Winkel M SN (die
Breite des Planeten) heiBe & (vergl. Fig. 10 S.298). Dannsind
¢, und ¢ gewdhnliche Polarkoordinaten. Die Formeln 419a)
zeigen, daB die Bewegung des Mars relativ gegen die
Sonne genau so vor sich geht, wie dessen absolute im
Raume geschiahe, wenn seine Masse gleich eins ware und
¥ resp. 2 die Kraftfunktionen fur die ungestdrie Bewegung
resp. die der stdrenden Kriifte waren. Ks geniigt daher das
letztere Problem zu lsen. Fiir dasselbe wire die leben-
dige Kraft

T— }[o" + %7 + 6*cos? 9 ¢/
(vgl. § 11, wo 7 fir o und 90° — % fiir & geschrieben ist).

Daraus ergibt sich

= QE‘ =0, = ,-,a“; =o'¥, g¢= g-; o?cos? & ¢,

¢i 9%
T=de+ @ +9 Tcos &
Setzt man x(m, + m) = i, so wird also

A

Fiim s, Bl
0 e
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Die Hamiltonsche partielle Differentialgleichung Qd_':’_l_ E=0
lantet also, wenn man fiir £ den Wert 7 — 2 und darin

B
fir ¢,, ¢,, ¢, die Ausdriicke a—%’, O W 1nd 27 substi-

FES dg
toiert, wie folgt:

8w dW\:, 1 (3 W\ 1 (aW\] i _
ar +4{7e) + +(55) +Fwwslar) |- =°
Hin vollstindiges Integrale dieser partiellen Differential-
gleichung finden wir folgendermaBen: Wir setzen
W=at+a,@+ P+ 6,

wobei P nur Funktion von ¢, © pur Funktion von & sein

scll. Dadurch nimmt die partielle Differentialgleichung die
Gestalt an:

i
“1+%dp)+zq(dg)+2qm’& Fﬂo’

welcher geniigt wird, wenn man setzt

d6& 3 al dP\* 2) LH
R A
Bezeichnet man mit , und g, die unteren Integrations-

grenzen, welche wir nach Belieben wihien konnen, so
wird also

& e e
2 dq
G’*f‘”* @ — S5z P=_f'3‘V219—2%93-—“§-
& 'S

&
W=a!t+azq9+fdﬂ'|/ co‘:’g“)'i'
L

e
de
+ [ LV — 2 ¢ —al.
[+ ]

420)

Die drei Integrale der Bewegungsgleichungen

s 3w 3w
To, — P =By G =bh
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verwandeln sich daher in:

2
o ede
421) 8, =1t fl/?li"'zﬁ?'““’

422) B, = -a,f i
cos*d -—3
: !/ 19‘

423) B, = a __;‘_‘?________a,s J de _
]/,, of eVilg— 20, ¢ — o}
Y 2 costd

&
Aus dem zweiten folgt

4o

m‘&l/ u;'m'&.

Ist daher @, = o, so ist J immer gleich Null und die
Bahn des Planeten fillt genan in die Ekliptik. In allen
anderen Fallen muB «, < «, sein. Nun bewegen sich aber
alle Planeten in Bahnen, die der Ekliptik nahe liegen, um
dic Sonne. KEs wichst also ¢ fortwihrend, & dagegen
schwankt zwischea einem positiven und negativen Werte,
also, da der Grenzwert von % nur eintreten kann, wenn
die Wurzel der Formel 424) verschwindet, zwischen dem
kleinsten positiven und den dem Zahlepwerte nach kleinsten
negativen Winkel, dessen Kosinus gleich e, /e, ist. Dieser
Winkel ist aber der Winkel ¢ zwischen der Bahnebene des
Planeten und der Ekliptik. Es ist also

425) cos 1y = g"—
< nimmt jedenfalls auch den Wert Null an, wir kdnnen
daher &, = 0 setzen.

Aus Formel 421) erhalten wir

dg _ 1 R T

?—t—_e]f&kg 2¢, 0 — ).

Fiir das Perihel und Aphel verschwindet do/ds. Tst also g,
die Perihel-, o, die Apheldistanz des Planeten (Mars) von

der Sonne, 8o sind diese GriBen die Wurzeln der Gleichung

424) dg=a
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B g i B
. o—“19+3ﬂ: 0
Es ist also
A al
91+P3=;‘" 91px=2u1'

o, soll zugleich in den Integralen 420) bis 423) als untere
Grenze fir o gewidhit werden. Wenn wir dann mit 7 eine
der Zeiten bezeichnen, wann der Planet (Mars) das Perihel
passiert, folgt aus Gleichung 421)

426) B =1

Ist nun ¢ die groBe, b die kleine Halbachse der Bahn-
ellipse des Mars, ¢ = Vi_i‘_:_—_b‘_ die Exzentrizitat dieser Ellipse,
so folgt

o= a(1—e), 0= a(l +e), e, +o,= 2q, 0,0, ==€£2(1--82),
daher

G=z50 &=Vl =) =Vip,

wobei p der Parameter., die zum Brennpunkte gehorige
Ordinate der Bahnellipse ist.

Wir wollen uns nun in Fig. 10 die Lage der ver-
schiedenen Punkte auf der Himmelskugel versinnlichen.
zZ XY sei die Ekliptik, X der
Frithlingspunkt, Z der Pol der
Ekliptik, K der aufsteigende
Knoten der Marsbahn, P @das
Perihel des Mars, M der Punkt,
wo sich der Mars zu wgend
einer Zeit ¢ befindet. Dann sind
< XSIN=¢ und <M SN= %
die Polarkoordinaten des Mars M
zur Zeit t, = M KN = 4 ist die
Neigung der Marsbahn gegen die
Ekliptik, 9= X SK = 0 ist die Linge des aufsteigenden
Knotens der Marsbahn.
Bezeichnen wir den Winkel K8 M mit 7, so folgt aus
dem rechtwinkligen sphirischen Dreiecke M K N
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427) sin & = sinysiny

und wir kénnen, da v konstant ist, in dem ersten Integrale
der Gleichung 423) 7 statt J als Integrationsvarizble ein-
fihren. Da cosy = @, /@, war und wir & = 0 wihlten,
so wird dieses Integral

Ed

dg
e N e Rl
. ai-—m:#
0

und die Gléichung 423) geht dber in

e

do
428 =g o g r s :
) i b e T
e

Da man fiir den aufsteigenden Knoten X hat & =0,
so folgt aus 422)

lgs =
und aus 428) folgt

ﬁ:{ = Tjps

wobei 5, der dem Perihel der Marsbahn zugehdrige Wert
des 7 ist. In der Astronomie nennt man die Summe 8 4 7p
die Linge & des Perihels der Marshahn, den Winkel M S P
die wahre Anomalie y des Mars zur Zeit ¢, s+ 0 =0 + 7
seine in der Bahn gemessene Linge, ¢ aber seine in der
Ekliptik gemessene Linge. Es ist also

Bs=np=0—8

r=7+0—&=q9—7;s

Zwischen den sechs Integrationskonstanten

429) 6,6y 16,0
und
430) @, @ @y fry By By

bestehen also die Gleichungen:

“1=".'_AE’ a, =cosyYia(l —¢%). a,= }‘lc{l—-ei)=1{3—p-
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431) Bp=1 pfy=0 pfs=0-—-0
i 20, 0} “
amgh, o=1-tnh csy=g

Die beiden Konstanten § und v bestimmen die Lage
der Bahnebene jedes beliebigen Planeten, ® bestimmt dann
die Richtung nach dem Perihel, ¢ die Durchgangszeit durch
das Perihel.

Wie man dann mittels a, ¢ den wirklichen Ort des
Planeten im Raume zu jeder Zeit finden kann, sahen wir
schon im I Teile § 21. Man fihrt die mittlere Anomalie
ein, indem man in Gleichung 421) setzt

432) o=a(l —ecosu).
Die Integration liefert
433) ?%—r-{t-t]=u-—asinu.

Ist ¢ gegeben, so wird zun#chst aus dieser Gleichung das
dazu gehorige » bestimmt; Gleichung 432) liefert dann g.
Die Einfihrung des Wertes 432) in 427) und Ausfithrung
der Integration aber liefert:

p— .

t=n+0—0=2aretg(]/721g
Aus dem Werte von n aber findet man 3 mittels der
Gleichung 427), wihrend das sphirische Dreieck MK N der
Fig. 10 liefert:

tg(p — 6) = cos tg7.

Es sind also simtliche Polarkoordinaten ¢, ¢, @ und
daher auch die rechtwinkligen z, y, » als Funktionen von
t,a,e, ¥, 7, 0 und &, daher vermige der Gleichungen 431)
auch als Funktionen von ¢, a,. @,, o;. f,, §,, §; gefunden.

§ 76. @leichungen fir die Storung der Bahn eines
Planeten durch die fibrigen.

In erster Anniherung geschieht nun die Bewegung des
Mars in der Nahe emer gegebenen Zeit ¢ in einer elliptischen
Bahn mit gewissen Werten der Konstanten 429), daher auch
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der Konstanten 430). Die Storungen kann man so auf-
fassen, als ob dm_ Werte dieser Konstanten langsam geindert
wiirden und es liefern die Gleichungen 413):

doy 882  dey 38 de 882
di 08" At~ " 88’ At 84’
ag _ 98 dp 4R df, IR
dt = da’ At~ dey’ dt o

Nun folgt anus den Gleichungen 431):

86, 1’ Ok 000K T 388K 86 faa’
iR 88
Y M T
da _ A do 2a® 882
dt ~  2a! dt 1 81’
de __ o} dey  2a doy Pf’_£+;ﬁﬂ
Gt T T Be dt T e di . ke 9t ' ael 1 dd’
dy _ 1 asg+q52)__5_§£=
rian u.sinqr(aa E 23 80
5 882
-_-—-lf—[-{'%z-i-{ “"03‘9!’)?;‘]’
ipsiny
ferner ist
88 _ 98 9s 98 30 023y _
0o a de, e dey dw 0oy
i a@ o aR_ 232 p 3R
ﬁ_ﬁfﬁ_&_ﬂ_k’s Fe i da sk Ba
Analog folgt
o 1 4f 4. 3. JyOR ety d&
E__V;'_P'mwé_w doy ae 1 Os maw
daher
dr _ 2a* 88 p_é‘.ﬂ
dt T T 1l 8a el de
o8 1 88
at Vipsiny 0¥
FLUSENET ST SR Svs 3L
¢ dt ' dt Vip ~29¥ e
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Hiermit sind simtliche Storungsformeln berechmet. In
der Astronomie bezeichnet man gewdhnlich den Faktor von
t — ¢ in Gleichung 4883} mit » und fihrt statt i die Kon-
stante » mittels der Gleichung % = n}4® ein.

Berechnet man nur die Storungsglieder erster Ordnung
so addieren sich die von den verschiedenen Himmelskorpern
bewirkten Storungen. Um die Storung des Mars durch
einen anderen Planeten (den Jupiter) zu berechnen, braucht
man im Ausdrucke 419) fiir 2 nur ein Glied beizubehalten,
hat al<o
Q’:xm‘(.vzl-kym—i-xxll_ xm, i

Vol + gt +al Ve -2+ - + & — 2P

Hier sind sowohl die Koordinaten z, y, x des Mars, als
auch die Koordinaten z,, y,, =z, des Jupiter in der friiher
auseinandergesetzten Weise durch ¢ und die Werte der
GréBen 429) auszudriicken, welche fiir den betreffenden
Planeten gelten. Bei der partiellen Differentiation nach
den fiir den Mars geltenden Grifen 429) ist ¢ als konstant
anzusehen. Die fiir den Jupiter geltenden Werte der
GroBen 429) sind bei Berechnung der Glieder erster Ord-
nung ilberhaupt als konstant zu betrachten, so daB 2 bloB
als Funktion von ¢ und den fiir den Mars geltenden
Groben 429) ausgedriickt erscheint: Erst bei Berechnung
der Stbrungsglieder hoherer Ordnung miBte anch beriick-
sichtigt werden, daB sich die Jupiterbahn, wihrend derselbe
storend wirkt, selbst ebenfalls langsam andert.

VII. Gleichungen fiir die relative Bewegung.

§ 77. Absolute und relative Bewegung.

Wir konnen bloB die Abstinde der Teile der ver-
schiedenen Korper voneinander, also bloB deren relative
Lage bestimmen. Es gibt keine Krfahrung, in der sich ein
absoluter Raum bemerkbar machen wiirde. Trotzdem haben
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wir zu Anfang des I. Teiles ein bestimmtes Koordinaten-
system eingefithrt, welches nahezu die Rolle eines absoluten
Ranmes spielt. Wir taten dies bloB, weil sich bei Ein-
fihrung dieses bestimmten Koordinatensystems die Gesetze
filr die relative Bewegung der Korper viel einfacher aus-
sprechen lassen, als bei Einfihrung anderer ganz willkiirlich
gewahiter Koordinatensysteme.

Wir wollen damit keineswegs die Wahrscheinlichkeit
oder: gar die Notwendigkeit behaupten, daB noch neue Er-
fahrungen gefunden werden konnten, mittels deren dieses
hesondere Koordinatensystem sich nidher bestimmen lieBe,
oder welche eine Aunswahl eines bestimmten, aus allen den
Systemen, welche wir in § 11 des I. Teiles taugliche Be-
zugssysteme nannten und damit die Bestimmung eines
absoluten Raumes gestatten, weiche, wie man sich ausdriickt,
die Existenz des absoluter Raumes beweisen wiirden.

Wir sahen nimlich in § 11 des 1. Teiles, daB diese
Reduktion der Bewegungsgesetze auf die einfachste Form
keineswegs bloB bei Zugrundelegung eines einzigen bestimmten
Koordinatensystems S eintritt, sondern daB man mit gleichem
Erfolge sehr verschiedene Koordinatensysteme zugrunde legen
kann. Alle diese Koordinatensysteme nannten wir dort tang-
liche Bezugssysteme. Die Richinng der Achsen im Raume
kann dabei fiir einen hestimmten Zeitmoment und die Lage
des Koordinatenanfangspunktes fiir zwei Zeitmomente ganz
beliebig relativ gegen das eine schon als taugliches Bezugs-
system gefundene Koordinatensystem S orientiert sein. Hat
man jedoch fiir einen Zeitmoment die Richtung der Achsen
gewdhlt, so ist sie dadurch fir alle @ibrigen Zeitmomente be-
stimmt. Man bezeichnet alle Richtungen, welche eine
bestimmte Achse dann zu allen Zeiten hat, als parallel.

Hat man ferner die Lage des Koordinatenursprungs zu
zwei Zeitmomenten gewidhit, so ist wieder die lage des
Koordinatenursprungs zu allen iibrigen Zeitmomenten be-
stimmt. Man nennt die Bewegung, welche der Koordinaten-
ursprung hierbei macht, eine geradlinige und gleichfirmige.

Die Frage, wie sich die Gesetze der Lageninderung
der Korper modifizieren, d. h. wie sich die Bewegungs-
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gleichungen verindern, wenn wir zu den verschiedenen
Zeiten Coordinatensysteme zugrunde legen, welche diesen
Bedingungen nicht geniigen, ist offenbar von hohem theore-
tischen Interesse.

Sie ist aber auch von praktischem Werte; denn wir
beobachten stets nur die Relativbewegung eines materiellen
Systems gegen ein zweites, welches nahezu unverinderlich
ist oder wenigstens als unverinderlich angesehen wird. So
beobachten wir die Bewegung des Planetensystems relativ
gegen den Fixsternhimmel, die irdischer Korper relativ gegen
die Erde oder irgend welche fix mit ihr verbundene Ob-
Jekte. Bei gewissen Experimenten beobachten wir auch die
Bewegung von Flissigkejten oder sonstigen Gegenstinden
relativ gegen ein abeichtlich in Rotation versetztes GefiB
oder Gehsiuse. Die in einem bewegten Wagen oder Schiffe
befindlichen Personen kénnen die Bewegung ihrer Kdrper
und anderer Gegenstiinde relativ gegen den Wagen oder das
Schiff beobachten usw.

In allen diesen Fillen handelt es sich fiir uns lediglich
um die relative Bewegung des ersten Systems gegen das
zweite oder ein mit dem zweiten fix verbundenes Koordi-
natensystem. Letzteres hat in allen Fillen bis auf den
ersten sicher nicht die Kigenschaften eimes tanglichen Be-
zugssystems. Die Natur der Fixsterne ist uns viel zm unbe-
kannt und der Fixsternhimmel selbst ein viel zu unbestimmier
Begriff, als daB man mit Sicherheit entscheiden kénnte, ob
ein mit jhm fix verbundenes Koordinatensystem ein taug-
liches Bezugssystem ware; aber Eigenbewegungen von Fix-
starnen sind bereits konstatiert und jedenfalls ist es auch
da von Wichtigkeit zu wissen, was fir einen Kinfluf es
auf die Bewegungsgleichungen des Planetensystems hatte,
wenn das zugrunde gelegte Koordinatensystem kein taug-
liches Bezugssystem wire.

Wenn die Bewegung eines Korpersystems relativ gegen
ein zweites berechnet werden soll urd die Bewegung des
zweiten Systems relativ gegen ein taugliches Bezugssystem
bekannt ist, so konnte man in jedem speziellen Falle so
verfahren: man konnte zuerst die Bewegung des ersten
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Systems relativ gegen dasselbe Bezugssystem berechnen und
erst dann aus der relativen Bewegung beider Systeme gegen
das gemeinsam zugrunde gelegte taugliche Bezugssystem die
relative Bewegung des ersten Systems gegen das zweite be-
rechnen.

Es ist aber von groBem Vorteile, diese Arbeit nicht in
jedem speziellen Falle besonders auszuffibren, sondern ein
fir allemal die Regeln anzugeben, nach demen unmittelbar
die Bewegung des ersten Systems relativ gegen das zweite
System oder ein damit fix verbundenes Koordinatensystem
gefunden werden kann, sobald die des zweiten Systems gegen
ein taugliches Bezugssystem gegeben ist, welches wir das
ruhende Koordinatensystem nenzen. Wir nehmen an, dal
samtliche Teile des zweiten Systems starr miteinander ver-
bunden sind. Mit ihm denken wir uns ein zweites (dss
bewegliche) Koordinatensystem starr verbunden. Die Aufgabe
ist dann, die allgemeinen Gleichunger fiix die Bewegung
des ersten Korpersystems relativ gegen das bewegliche
Koordinatensystem zu finden.

§ 78. Erster Spezialfall. Das bewegliche Xoordinaten-
system dreht sich micht.

Wir betrachten nun zuerst den Spezialfall, daB das
zweite System, daher anch das damit verbundene bewegliche
ordinatensystem keine Drehung relativ gegen -ein taug-
Iiches Bwugmystam hat. Die Achsen des letasteren wollem
wir mit O, X;, O, ¥, und,0, Z bezeichnen. Die Achsen
0X, OY und OZ des beweglichen fest mit dem zweiten
System verbunden Koordinatensystems wollen wir za irgend
einer Zeit den ersteren Koordinatenachsen parallel wihlen.
Sie werden ihnen dann zu allen Zeiten parallel bleiben und
die Lage des beweglichen Koordinatensystems relativ gegen
das tangliche Bezugssystem ist zn jeder Zeit bestimmt, wenn
wir die Keordinaten a, b, ¢ thres Koordinatensprungs O be-
ziiglich des tanglichen Bezugssystems kenmnen.
Da sich unserer Annahme gemif alle Korper konti-
nuierlich bewegen, so wird auch die Bewegung des Systems,
Boitzmann. Meehanik II. 20
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welches wir das zweite genannt haben, jedenfalls so be-
schaffen sein, daB a, b, ¢ kontinuierliche Funktionen der Zeit
sind, welche endliche erste und zweite Differentialquotienten
haben, Dies soll also angenommen werdern, da die entgegen-
gesetzte Annahme keine physikalische Bedeutung hatte. Die
Bewegung des zweiten Systems soll uns ferner gegeben sein.
Es sollen also a, b, ¢ bekannte Funktionen der Zeit sein.

Wir bezeichnen mit z, y,, 2, die auf das taugliche
Bezugssystem bezogenen Koordinaten irgend eines materiellen
Punktes m des ersten Systems, dessen Bewegung berechnet
werden soll, wihrend die des zweiten Systems und daher
auch die der beweglichen Koordinatenachsen als gegeben
vorausgesetzt wird.

Vermige der Definition eines tauglichen Bezugssystems
gelten fir =z, y,, 2, die gewdhnlichen Gleichungen der
Mechanik

Eo ¥ Ty _
434] m?t-c—*x, ﬂw—ny‘ m—d—ﬁ——z,

wobei X, Y, Z die Komponenten der auf m wirkenden Ge-
samtkraft in den drei Koordinatenrichtungen sind.

Diese drei Gleichungen wiirden uns die Bewegung des
materiellen Punktes m relativ gegen das tsugliche Bezugs-
system bestimmen. Wir suchen aber micht diese, sondern
die Bewegung relativ gegen das bewegliche Km-
system, also die Gleichungen fiir die Verinderungen der
Koordinaten z, y, z, welche dem Massenpunkte m gukommen,
wenn wir ihn auf das bewegliche Koordinatensystem beziehen.

Da die Achsen beider Koordinatensysteme immer
parallel bleiben und die Koordinaten des Ursprungs des
beweglichen Koordinatensystems beziiglich des taunglichen
Bezugssystems a, b, ¢ sind, so ist

o =z4+a, Y =y+b, z=z+c.

Substituiert man dies in die Gleichungen 484), so er-
hilt man
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diz da

T e T o

a* ab

435) mm%zr m
d*z die

o

Dies sind die gewiinschten Gleichungen, welche uns
die Anderung der Koordinaten z, y, z eines beliebigen
Massenpunktes m des fraglichen materiellen Systems, dessen
relative- Bewegung wir finden wollen und welches wir das
erste System nannten, beziiglich des beweglichen mit dem
zweiten System fix verbundenen Koordinatensystems angeben.

Die Bewegung des ersten Systems relativ gegen das
bewegliche Koordinatensystem geschieht also genau so, als
ob letzteres ein taugliches Bezugssystem wire und auf jedes
Massenteilchen m auBer den Kriften X, Y, Z, welche in der
Tat darauf wirken, noch die drei Krafte — md?a/df
—md?b[di*, —md®c[dt* in den drei Koordinatenrichtungen
wirken wiirden.

Dadurch haben wir die neue Aufgabe auf eine schon
bekannte zurilckgefithrt. Wir haben die Rechnung ganz so
auszufithren, ale ob das bewegliche Koordinatensystem ein
taugliches Bezugssystem wire; nur mussen wir den in der
Tat wirkenden Kriften noch diese neuen Kriifte hinzuftigen,
durch deren Hinzufiigung sich dann die Bewegungsgleichungen
auf die alte uns schon gewohnte Form reduzieren; des-
halb nennen wir diese hinzuzufiigenden Krafte die Reduk-
tionskrafte,

Sei umgekehrt die Bewegung des ersten Systems relativ
gegen das bewegliche Koordinatensystem gegeben und seien

- dta d‘b
die
L, =% — m s

die Krifte, welche dieselbe Bewegung relativ gegen ein
taugliches Bezugssystem erzeugen wiirden, so sind
20*
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d*a
- ?

di

d*b

‘Y=Xl -+ m _é_tr,

Y=Y +m

2

Z=1+m %’;
die Krafte, welche die Bewegung relativ gegen das in der
vorgeschriebenen Weise bewegte Koordinatensystem erzeugen.
Wir miissen daher den Kriften X, Y, Z, welche diese
Bewegung relativ gegen ein taugliches Bezugssystem erzeugen
wiirden, noch die Krafte m%, mg—}f—,
um das System auBerdem noch so zu fithren, daB es die-
selbe Bewegung relativ gegen das in der vorgeschriebenen
Weise bewegte Koordinatensystem ausfithrt, weshalb wir die
letzteren hinzuzufiigenden Kriifte die Fithrungskrifte nennen
wollen.

Es beststigt sich neuerdings, daB die Reduktionskrifte
pur gleich Null sind, d. h. daB die alte Form der Bewegungs-
gleichungen ohne Hinzufigung neuer Krifte nur dann er-
halten bleibt, wenn die Bewegung des zweiten Koordinaten-
systems relativ gegen das erste eine geradlinige und gleich-
formige ist.

Wenn jede Masse jedes der beiden Systeme eine gleich-
gerichtete, der Masse proportionale Kraft wirken wiirde, so
wiirde dadurch die Relativbewegung beider Systeme gar
nicht geéndert. Derartige Krifte wiren alsc fiir denjenigen,
der nur jene beiden Systeme wahrnimmt, nicht bemerkbar.
GroBe und Richtung der auf die Masseneinheit wirkenden
Kraft konnten dabei natiirlich noch beliebig mit der Zeit
veriinderlich sein.

dte . z
m—— hi nzufiigen,

§ T9. Beispiele.

Als Beispiel fur die Reduktionskrifte betrachten wir
einen Kisenbahnwagen, welcher in der Richtung der Abszissen-
achse fahrt. Irgend ein bestimmter Punkt desselben habe
zur Zewt ¢ die Abszisse a. An der Decke sei eine Hiinge-
lampe befestigt, auf einem fest mit dem Wagen verbundenen
Tischchen stehe ein Glas, das eine Flissigkeit enthilt. So-
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bald die Geschwindigkeit des Wagens zu- oder abnimmt,
bewegt sich dic Lampe, sowie die im Glase enthaltene
Flissigkeit eventuell das Glas selbst. wenn es nicht genug
Reibung gegen die Tischplatte hat, fiir einen relativ gegen
den Wagen ruhenden Beschauer genau so, als ob zu jeder
Zeit aul jedes Massenteilchen auBer den in der Tat darauf
wirkenden Kriften noch die Kraft —md?a/ds® in der
Richtung der Bewegung des Wagens wirkte.

Den Begrifl der Fithrungskrifte illustriert folgende
Betrachtung: Um in dem besprochenen Eisenbahnwagen
einen menschlichen K8rper ruhig aunf einer Bahk sitzend zu
erhalten, muB zu den Kriiften, welche auch im ruhenden
Wagen wirken wiirden. auf jedes Massenteilchen noch die
Kraft md®a/d ¢ in der Bewegungsrichtung des Wagens dazu
kommen. Diese Kraft wird von der Riicklehne, dem Sitze
eventuell dera Stiitzpunkte der FiuBe ausgehen und durch
innere Krifte passend auf die Massenteilchen des Karpers
verteilt werden. Die Lehne wird bei Beschleunigung der
Fahrt stirker, bei Verz6gerung schwiicher auf den Riicken
driicken. Bei sehr starker Verzbgerung, z. B. sehr.plétz-
lichem Stillstand des Wagens kann der Druck der Lehne
auf deu Riicken negativ werden; man muB den Riicken mit
Gewalt, z. B. die FiiBe anstemmend, an die Lebne andriicken,
wenn der Oberkorper sich nicht nach vorne neigen soll

Ein anderes Beispiel von Fithrungskriiften ist folgendes.
Man hilt das eine Ende eines Fadens, den wir als unaus-
dehnsam betrachten wollen, in der Hand; am anderen Ende
des Fadens soll ein schwerer Korper befestigt sein. Die
Hand soll dasjenige System sein, welches wir in der allge-
meinen Theorie das zweite nannten, der schwere Korper
soll das erste System sein. Wenn die Hand rulit oder sich
gleichférmig bewegt, so muB die Spannung des Fadens,
wenn der schwere Kdrper in relativer Ruhe gegen die Hand
bleiben soll, genan gleich dem Gewichte desselben sein.
Bewegt sich die Hand mit beschleunigter Bewegung vertikal
nach abwarts, so mub auf den schweren Korper, wenn der
Faden gleiche Linge behalten soll, eine abwirts wirkende
Fahrungskraft hinzukommen, es muB daher, da dessen Ge-
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wicht unverindert bleibt, die aufwirts ziehende Spannung
des Fadens abnehmen. Bewegt sich dagegen die Hand
verzbgert nach abwirts oder beschleunigt nach anfwirts, so
muB die Spannung des Fadens wachsen, so daB dieser bei
raschem Anhalten einer Abwirtsbewegung oder raschem
Beginn einer schnellen Aufwirtshewegung der Hand reiBen
kann, selbst wenn seine Festigkeit erheblich groBer, als das
Gewicht der angehingten Last ist.

8 80. Zweiter Spezialfall. Das Koordinatensystem ist in
Drehung begriffen.

Wir wollen nun den Spezialfall betrachten, daB das
System, welches wir als das zweite bezeichnet haben, keine
andere Bewegung hat, als daB es sich um eine in einem
tauglichen Bezugssysteme fixe Achse relativ gegen dieses dreht.

Wir wihlen die Drehungsachse OZ= O Z, zur Z-Achse.
O X, und O Y, seien zwei beliebige andere aufeinander und
auf O Z = O Z senkrechte Koordinatenachsen, deren Lage
gegen das taugliche Bezugssystem unverindert bleibe, so
da8 die Koordinatenachsen 0 X, 0 Y, O Z, zelbst ein taug-
liches Bezugssystem bilden, da sie mit einem solchen fix
verbunden sind.

Dagegen seien OX, OY zwei andere aufeinander und
auf O Z senkrechte, ebenfalls durch den Punkt O gehende
Koordinatenachsen, welche zu irgend einer Zeit (dem Zeit-
anfange) mit O X, OY, zusammenfielen, aber immer mit
dem zweiten Systeme fest verbunden mit rotieren, so daB
der Winkel X, O X gleich demjenigen Winkel w ist, um welchen
sich das zweite System zur betreffenden Zeit relativ gegen ein
taugliches Bezugssystem im positiven Sinne gedreht hat. Der-
selbe soll eine gegebene Funktion der Zeit sein, welche einen
endlichen ersten und zweiten Differentialquotienten hat, wo-
durch die Bewegung des zweiten Systems vollstindig ge-
geben ist.

Wir suchen die Relativbewegung irgend eines anderen
Massensystems (des ersten) gegen das zweite, also gegen die
Achsen OX, 0Y, OZ Wir haben also die Aufgabe, die
Veriinderungen der Koordinaten z, y, z eines beliebigen
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Massenteilchens m des ersten Systems bezogen auf dieses
Koordinatensystem zu finden. Wir konnten diese Aufgabe
folgendermaBen ldsen.

Seien z,, %, z die Koordinaten desselben Massen-
teilchens beztiglich des Koordinatensystems 0X,, 0Y,, CZ
und X, ¥, Z die Komponenten der gesamten auf m
wirkenden Krifte in den Richtungen 0X,, 0Y,, 0Z;
dann ist, da die letzteren Achsen ein taugliches Bezugs-
system bilden

i 2y}

Da ferner w der Winkel der beiden z-Achsem ist, so
hat man

i
=Yl’ m"—gﬂ&.

z, = rcosw — ysinw,
437) ¥, =zsinw 4 ycosw,

=2z
Da w als Fonktion von ¢ gegeben ist, kann man daraus
die zweiten Differentialquotienten von z,, y,, z, nach der
Zeit berechnen. Substituiert man sie in die Gleichungen 436),
so ergeben sich daraus nach passenden Reduktionen die
Gleichungen fiir die szweiten Differentialquotienten von
z, y, ~ nach der Zeit, welche man sucht.

Doch ist dies Verfahren, wenn man es nicht durch
Anwendung der Liagrangeschen Gleichungen abkiirzt, wovon
spiter die Rede sein soll, etwas umstindlich, Kiirzer gelangt
man zum Ziele, wenn man Semipolarkoordinaten einfithrt.

Sei r der senkrechte Abstand des Massenteilchens m
von der z-Achse und seien J und &, die Winkel, welche
» mit den beiden positiven Abszissenachsen OX und O X,
einschlieBt. Dann sind r,, und x gewdhnliche Semipolar-
koordinaten zur Bestimmung der Lage bezliglich eines taug-
lichen Bezugssystems. Wenn wir daher die Richtung der
positiven z-Achse kurz als die z-Richtung, die Richtang der
Verlingerung von 7, welches wir uns immer von der z-Achse
gegen die Masse m hingezogen denken, als die Richtung
von r, und die auf beiden senkrechte in dem Simne, in dem
gich m bei wachsenden % und &, bewegt, gezogene Richtung
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als die Richtung von 9, und miv Z, R und © die Kompo-
nenten der auf m wirkenden Gesamtkraft in diesen drei
Richtungen bezeichnen, so hat man nach § 11

dr de)
m g —mr(q7) = B
@9, s, dr
2 wgp 1 ot Wl
438) mrdt,-i-?mdt a7
dtz
mas =2

Aus diesen Gleichungen, welche uns die absolute Be-
wegung der Masse m, d. h. deren Bewegung bezogen auf ein
taugliches Bezugssystem geben, finden wir sofort die gesuchte
Relativhewegung, wenn wir statt %, den Polarwinkel & mit
der beweglichen Achse OX einfihren, da ja r und z von
der Drehung nicht affiziert werden. Da wir den Winkel
der beiden Abszissenachsen zur Zeit { mit « bezeichnet
haben, so ist, wenn wir die Winkelgeschwindigkeit dew/d¢
des zweiten Koordinatensystems relativ gegen das taugliche
Bezugssystem mit » bezeichnen

d 8, as d® &, ad§d  do
T oate GEe=gEtar

Substitniert man dies in die Gleichungen 438), so folgt:

ar (da*_ § d ¢
Mo —mr F?) =R+mro +2mrma?.
) a9 dr i@, o  dr
439} mrd—t-'—-i—?mﬁ—t—ﬁ—ﬁ-—mr‘-&———-mwﬁ,
a*z
’RF=Z-

§ 81. Interpretation der gefundemen Gleichungen.

Die Gleichungen fir die Verénderung von r, % und z
sind hiermit wieder genau in die Form der Gleichungen 438)
gebracht. Die Bewegung relativ gegen das sich drehende
Koordinatensystem geschieht also wieder genau so, als ob
dasselbe fix (d. h. em taugliches Bezugssystem) wire und
auf irgend einen materiellen Punkt m auBer den Kriften,
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welche tatsichlich darauf wirken, noch folgende Krifte wirk-

SaIn waren:

1. Eine Kraft von der Intensitit mr» w?, in der Rich-
tung von r, welche wir die Zentrifugalkraft £, nenmen
wollen.

2. Eme Kraft von der Intensitat mrd w/dt, welche der
Richtung, die wir die Richtung % genannt haben, gerade
entgegenwirkt. Diese zweite Kraft wollen wir die tangentiale
Reduktionskraft rennen und mit K, bezeichnen.

3. Emme Kraft von der Intensitit 2map, wobei p die
Projektion der gesamten Geschwindigkeit ¢ des materiellen
Punktes m auf die zy-Ebene ist. Diese dritte Kraft heift
die Coriolissche Kraft K, Ihre Richtung liegt in der
zy-Ebene, steht senkrecht auf der Richtung der mit p be-
zeichneten Geschwindigkeitskomponente, alse auch auf der
(eschwindigkeit ¢ selbst, und wirkt in dem Sinne, daB ihre
Richtung in die Richtung von p durch eine Drehung in dem
Sinne, in dem sich der Bezugskdrper dreht, also bei posi-
tivem e in demselben Sinne, wie die positive s~Achse in die
positive y-Achse auf kiirzestem Wege fibergefihrt wird.

Diese drei Krifte wollen wir wieder die Reduktions-
kriifte nennen. Fugen wir sie fiir jeden materiellen Punkt m
des Systems, welches wir das erste genanut haben, den
ohnehin darauf wirkenden Kriften bei, so konnen wir die
relative Bewegung dieses Systems gegen die in Drehung
begriffenen Koordinatenachsen (oder gegen das damit fest
verbundene zweite System) genau so berechmen, als ob
dieselben ruhen wiirden, d. h. ein taugliches Bezugssystem
Wwaren.

Was wir unter 1. und 2. von der Zentrifugalkraft K
und der tangentialen Reduktionskraft K, gesagt haben. lehrt
der unmiuelbare Anblick der Gleichungen 439). Nur das
unter 3. von der Coriolisschen Kraft XK, Behauptetete be-
darf noch der Erliaterung. Wenn mun die Zentrifugal-
kraft X, und die tangentiale Reduktionskraft X; hinzugeftigt
hat, so muf man, wie der Anblick der Gleichungen 439)
lehrt, noch zwei Krifte hinzufigen, um aus den Glei-
chungen 439) solche Gleichungen zu erhalten, welehe genau
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die Form der Gleichungen 438) haben, d. h. damit die Be-
wegung genau so geschieht, als ob die Achsen OX, OF,
0 Z ein taugliches Bezugssystem wiren.

Diese beiden Krifte, deren Hinzufligung noch notwendig
ist, sind: 1. Die Kraft R =2merd &/dt in der Rich-
tung ~ 2. Die Kraft @ =—2meadr/dt in der Richtung
von &. Wir haben also noch nachzuweisen, daB die
Coriolissche Kraft K, in der Tat die resultierende dieser
beiden Krafte ist. Dies geschieht so: dr/dt, rd & [d¢ und
dz/d¢ sind die drei Komponenten der Geschwindigkeiten o
in den drei Richtungen r, & und z Die beiden ersten
dieser GriBen sind dsher die Projektionen der mit p be-
zeichneten Geschwindigkeitskomponente in den Richtungen
r und &, so daB man hat:

j—: = p cO8(p, 7), r‘-:—‘:- = psin(p, 7).

Daher ist:

R =2mwypsin(p, r) = 2m o p cos [(p, r) — 90°],
“0}{ O=2mwpcos(p, r) = 2mwp sin [F(p, r) — 90°],
R und & sind also in der Tat die Komponenten einer
einzigen Kraft von der Intensitit K, =2m wp, deren Rich-
tung um 90° gegen die Richtung von p in dem der Drehung
des Bezugskorpers entgegengesetzten Sinne gedreht ist, also
m dem Sinne, in welchem man die positive y-Achse auf
kiirzestem Wege in die Richtung der positiven z-Achse
drehen kann.

Wenn umgekehrt gewisse Kriifte B, 6, eine bestimmte
Bewegung beziiglich eines tauglichen Bezugssystems hervor-
bringen, so miissen ihnen noch die Krifte — K, — K, und
— K, zugefigt werden, um dieselbe Bewegung relativ gegen
ein sich mit der verinderlichen Winkelgeschwindigkeit o
drehendes Koordinatensystem zn erzeugen, — K, —K, und
— K, sind also die Fiihrungskrifte, welche dem zur Er-
zeugung einer gewissen Bewegung beziiglich eines ruhenden
Koordinatensystems erfordertichen Kriiften noch hinzugefiigt
werden miissen, um jede Masse so zu fithren, daB sie die-
selbe Bewegung relativ gegen ein sich drehendes Koordi-
natensystem macht.



@l 440.) VIL §82. Waeitere Spesialisierung. 315

§ 82. Weitere Spesialisierung.

Wir konnen auf das erste materielle System gewisse
SuBere Krifte wirkend denken, und nun die Krifte, welche
das zweite System auf das erste ausiiben miiBte, wenn das
zweite ruhte, mit denjenigen vergleichen, welche es auf das
erste ausiiben muB, wenn sich das zweite in gegebener
Weise bewegi, wobei in beiden Fillen dieselbe gegebene
Relativbewegung angenommen wird. Die Krifte, welche im
zweiten Falle dazu kommen miissen, sind die Fihrangskrifie,

Wenn sick das bewegliche Koordinatensystem gleich-
formig dreht und jedes Massenteilchen des ersten Systems
relativ gegen dasselbe ruht, so verschwinden X, und K.
Dann muB also das zweite System auf das erste, um die
relative Ruhe zu erhalten, genau dieselben Krifte ausiiben,
als ob bei gleichen #uBeren Kriiften beide ruben wiirden,
aber auf jedes Massenteilchen des ersten Systems noch die
Zentrifugalkraft K, wirken wiirde, welche also in diesem
Falle die einzige Zusatzkraft ist.

Avuf jedes Massenteilchen des ersten Systems muB auBer
den Kriften, welche bet Ruhe beider Systeme das Gleich-
gewicht herhalten wiirden, noch eme der Zentrifugalkraft
entgegengesetzte Kraft, die Zentripetalkraft, wirken, welche
also die Fithrungskraft ist, die jedes Massenteilchen des
ersten Systems in dem Kreise herumfiihrt, den es bei der
Drehung beschreibt.

Sobald die Drehung des zweiten Systems beschleunigt
oder verzdgert ist, tritt zur Zentripetalkraft noch die der
tangentialen Reduktionskraft X, entgegengesetzte Kraft hinzu,
von der im iibrigen das Gleiche gilt wie von der Zentri-
petalkraft. Doch reichen auch diese beiden Kriiwe uuvus
nicht aus, sobald das erste System eine Bewegung relativ
gegen das zweite macht. Dann tritt anch noch die der
Coriolisschen Kraft K, entgegemgesetzte auf. Will man
den fiir die Relativbewegung des ersten Systems gegen das
bewegliche Koordinatensystem geltenden Gleichungen die-
selbe Form geben, als ob dieses ein taugliches Bezugssystem
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wire, so muf man K, K,, X, hinzuftigen. Zu den Kriiften
aber, welche das ruhend gedachte zweite System anf das
erste ausiibt, muf man — K, — K;, — K, hinzufiigen, um
die Krifte zu finden, die es bei seiner vorgeschriebenen
Bewegung aunf das erste ausiiben muB, um bei diesem die
gleiche Relativbewegung zu unterhalten.

Sei z. B. der Hohlraum eines GefidBes ein Rotations-
kdrper mit vertikaler Achse, um welche das Gefif mit kon-
stanter Winkelgeschwindigkeit in Drehung begriffen sei. Im
Gefifle soll sich Quecksilber, Wasser und Ol befinden, even-
tuell sollen auch feste Korper darin sein. Vermige der
Reibung wird ein stationdrer Zustand erst eintreten, wenn
alie Flissigkeiten und feste Korper weder untereinander
noch gegen das rotierende Gefif mehr eine Relativhewegung
haben. Das betreffende Gleichgewicht kann genau so be-
rechnet werden, als ob das Gefi samt seinem Inhalte
rehen wiirde, aber auf jedes Massenteilchen des letzteren
auBer der Schwere noch die entsprechende Zentrifugalkraft
wirken wiirde. Dadurch wird auch auf die Gefifwand im
ruhenden GefiBe derselbe Druek erzeugt, welcher im be-
wegten GefiBe nnter dem Einflusse der Schwere allein herrscht.

Ebenso kann das Gleichgewicht eines an einem Faden
anfgehiingten schweren KEorpers, der in gleiehfrmiger Rotation
begritfen ist, genau so gefunden werden, als ob derselbe ruhte
und auf jeden Punkt desselben auBler der Sehwere noch die
Zentrifugalkraft wirkte. Vom Widerstande der nur teilweise
mitrotierenden Luft ist dabei naturlich abgeseher. Damit
dieser nicht stéren wiirde, muBte der Aufhipgefaden samt
der umgebenden Luft m emem mit gleicher Geschwindigkert
rotierenden Gefifle eingeschlossen sein.

Wenn ein schwerer Kérper irgendwo auf der Krde an
einer wnausdehnsamen oder elastischen Schnur aufgehangt
ist und relativ gegen die Erde ruht, so verhilt er sich genau
so, als ob er samt der Erde ruhte und auBer der Anziehung
der Erde und der Spannung der Schnur noch die Zentri-
fugalkraft infolgs der Achsendrehung der Erde auf ihn
wirkte. Die Schnur nimmt also die Richtung der Resui-
derenden aus der wirklichen Anziehung der Erde auf den
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Korper und der Zentrifugalkraft infolge der Erdrotation an.
Diese Richtung heifit die Richtung der scheinbaren Schwere
oder der scheinbaren Beschleunigung der Schwere oder kurz
die Vertikalrichtung an der betreffenden Stelle der Erdober-
fliche. Sie trifft, wenn diese Stelle auf der ndrdlichen Erd-
halfte liegt, die Erdachse nicht im Erdmittelpunkte 0",
sondern siidlich davon im Punkie 0. Die Spannung der
Schnour, welche den Korper tragt, ist ebenfalls nicht gleich
der Anziehungskraft der Erde auf den Kérper, sondern ider
Resultierenden dieser Anziehungskraft und der Zentrifugal-
kraft. Man nennt diese Resultierende, welche die Spannung
der Schnur oder den Druck des schweren Korpers auf seine
Unterlage im Falle der relativen Ruhe gegen den Erdkdrper
stets bestimmt, das scheinbare Gewicht jenes schweren
Korpers an dieser Stelle der Erde. Das dureh die Masse
des Kbérpers dividierte scheinbare Gewicht rennt man die
scheinbare Beschleunigung der Schwere an der betreffenden
Stelle der Erde. Wenn ein Korper daselbst frei fallt, d. h.
wenn auBer der Erdanziehung keine Kraft auf ihe wirkt,?)
so hat iibrigens, wie wir sehen werden, seine Beschlewnigung
relativ gegen die Erde nur in Momenten, wo er gerade die
Geschwindigkeit Null relativ gegen die Erde hat, genau die
GriBe und Richtung der im betrefienden Punkte herrschen-
den scheinbaren Beschleunigung der Schwere.

Wir werden in der Hydrostatik sehen, daB im Falle
des Gleichgewichtes die Oberfliche einer Fliissigkeit immer
senkrecht zur Resultierenden aller Kriifte stehen muf, die
anf ein Teilchen der Oberfliche wirken. Die Meeresfliche
muB daher im Zustande der relativen Ruhe gegen die Erde
an jedem Orte senkrecht auf der Vertikalrichtung dieses
Ortes stehen. Die Erfahrung lehrt, d2€ aunch die Obertliche
des festen Erdkdrpers, abgesehen von dem gegen die Dimen-
sionen der Erde verschwindend kleinen Erhebungen, Hiigeln

f) Die durch seine Bewegung und die Erddrehung bedingten
Zusatzkrifte sind dabei natfirlich nicht zu den aof den Korper
wirkenden Kriiften gerechnet, da wir sie bloB fingieren, um uns die
Rechnung zu erleichtern.
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und Bergen, senkrecht auf dieser Richtung steht, vielleicht
weil dieser zu einer Zeit, wo die Erde schon nahezu die-
selbe Umdrehungsgeschwindigkeit hatte, fliissig war, vielleicht
auch, weil er noch immer geniigend verschiebbar isf, um
in so langer Zeit die entsprechende Gestalt anzunehmen.
Es ist daher die Erde keine Kugel, sondern nahezu ein an
den Polen abgeplattetes Rotationsellipsoid.

§ 83. Wiedereinfihrung rechiwinkliger Koordinaten.

Wir wollen zundchst in den Gleichungen 439) wieder
die rechtwinkligen Koordinaten einfihren, welehe sich auf
die Achsen OX, OY, OZ beziehen, von denen wir schon zu
Anfang des § 80 Gebrauch gemacht hatten. Wir konnen
dies am leichtesten, wenn wir bedenken, daB die Bewegung
genan so vor sich geht als ob sie relativ gegen ein taug-
liches Bezugssystem geschihe, wenn wir zu den tatsichlich
auf m wirkenden Kriften, deren Resultierende in den Rich-
tungen der drei Koordinatenachsen OX, O0Y, O0Z die
Komponenten X, Y, Z haben soll, noch die drei Kriifte
K,, K,, K, hinzufigen, welche alle in der Richtung 0Z
die Komponente Null haben. Da K, die Richtung von
r hat, so sind mw’z und me'y seine Komponenten
in den Richtungen OX und OY. Da ferner die Kraft
K,=mrdw/dt auf r senkrecht steht und nach der
friither angegebenen Regel in dem Sinne wirkt, in dem w0
wiichst, so daB wenn dw/d¢ und die Koordinaten des mate-
riellen Punktes m positiv sind, ihre z-Komponente positiv,
ihre y-Komponente aber negativ ist, so sind: mydw/d¢,
— mzde/dt ihre Komponenten in den Richtungen 0X
und O Y. Da endlich K, senkrecht auf der mit p bezeich-
neten Geschwindigkeit steht und fiir positive Werte von
dz[/dt und dy/d¢ in der z-Richtung eine positive, in der
y-Richtung eine negative Komponente hat, so sind 2mady/dt
und —2maedz/dt seine Komponenten in den Richtungen
OX und 0 Y. Figen wir alle diese Kriifte den tatsichlich
auf m wirkenden Kriiften X, ¥, Z bei, 80 erhalten wir die
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gewdhnlichen Bewegungsgleichungen, welche nach Division
durch m felgendermafBen lauten:

I Fr o Tl T

a’x 1
l = ml

Sehr leicht findet man diese Gleichungen direkt mit Hilfe
der Lagrangeschen Gleichungen fiir generalisierte Koordi-
naten. Man kann offenbar die Koordinaten =z, y, x der
Masse m relativ gegen das rotierende Koordinatensystem
als Variable betrachten, welche dessen Position zu jeder
Zeit eindeuntig bestimmen und daher Langranges Glei-
chungen anwenden, in demen z, y, z fiir p,, p,, p, ... zu
setzen ist. Aus den Gleichungen 437) folgt:

2, =2 cosw — Yy sinw — zwsinw — ywcosw,
Yy, =x'8inw 4 ycosw + zweosw — ywsinw.
Die lebendige Kraft der Masse m ist
5 p ot +y? + 2%
Tm B +yl+ o) =m|[THLET

2 o® ’
+ & )5 ey -yﬂﬂw]-

Daraus folgt

aT ar aT

5z =me*z+ey), E—=m(w’y-—wﬂ:’), ==,
aT ] GT — » _a__zz 4
..a?=m{m - wy), 7y = m(y +mz}., 77 =M%

Die Substitution dieser Werte in die Lagrangeschen
@leichungen, welche in diesem Falle lauten
d (6T T
ar ("a?) iy
mit zwei analogen fiir die y- und z-Achse liefert sofort die
Gleichungen 441).
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Es ist dies ein Beispisl fiir die Anwendung generali-
sierter Koordinaten, welche die Zeit explizit enthalten, wes-
halb auch die lebendige Kraft T hier eine inhomogene
quadratische Funktion der 2/, %', %* ist

§ 84. Grundgleichungen fiir die Bewsgung eines schweren
Karpers relativ gegen die rotierende Erde.

Wir wollen nun in Kirze eines der wichtigsten Pro-
bleme der Relativbewegung behandeln, namlich das der Be-
wegung eines schweren Korpers relativ gegen die in Drehung
begriffene Erde. Wir betrachten bloB die Bewegung eines
schweren materiellen Punktes von der Masse m relativ gegen
die Erde.

Es sei N der Nordpol der Erde, 4 der auf der nordlichen
Hemisphire gelegene Punkt, wo sich der materielle Punkt m
zu Anfang der Zeit befand. Wir ziehen durch A ein recht-
winkliges Koordinatensystem. Die A4{-Achse ist der Rich-
tung der scheimbaren Schwere im Punkte 4 entgegengesetzt.
Die negative A [-Achse schneidet die Erdachse im Puankte O.
Den Winkel VO 4 bezeichnen wir mit 90 — g, so dafl & die
geographische Breite von 4 ist. Die A4g-Achse ist im
Punkte 4 stdlich, die 4 E-Achse westlich gerichtet. Die
Normale vom Punkte 4 auf die Erdachse habe den FuB-
punkt O, 4 4" sel ihre Verlingerung fiber 4 hinaus. So-
wohl der Punkt 4 als auch die Achsen 4%, 49, 4¢ sind
withrend der Drehung der Erde fest mit dieser verbunden.

Zu irgend einer Zeit ¢ habe der Punkt m die Koordi-
naten §, 5, { beziiglich dieses Koordinatensystems. ¢ sei seine
Geschwindigkeit reélativ gegen die Erde, u = %f—. v = %—’i— )

w= 5;—3— deren Komponenten beziiglich derselben Koordi-

natenachsen. =, H, Z seien die Komponenten der (esamt-
kraft mit KinschluB der Zentrifugalkraft, welche auf m wirkt,
in den Koordinatenrichtungen, so daB also, wenn nur die
Anziehung der Erde wirken wiirde, im Punkte 4 selbst
= =H =0, —Z gleich dem scheinbaren Gewichte mg der
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Masse m wire. wenn g die scheinbare Beschleunigung der
Schwere in 4 ist.

Wir kénnen die fiir rohende Kérper gelienden (lei-
chungen der Mechanik anwenden, wenn wir den Kriften
=, H, Z noch die Coriolissche Kraft beifiigern. Man be-
weist leicht, daB die Resultierende der durch mehrere Ge-
schwindigkeiten geweckten Coriolisschen Kriifte gleich der
durch die Resultierende jener Geschwindigkeiten geweckten
Coriolisschen Kraft ist.

Die durch die Geschwindigkeitskomponente u geweckte
Coriolissche Kraft hat die Intensitit 2mwua und steht
anf » senkrecht in einer zur Erdachse normalen ¥hbene. Sie
hat die Richtung 4 &, da diese durch die Erddrehung auf
kiirzestem Wege in die positive 4 §-Richtung ubergehrt.
@ ist die Winkelgeschwindigkeit der Erddrehung. Die
Komponenten der durch % geweckten Coriolisschen Kraft
in den Richtungen 4§, 47, A sind also Null, —2muwmsins,
—2muwmcose

Um die durch die Geschwindigkeitskompounenten » und
w geweckten Coriolisschen Krifte zu finden, miissen wir
diese beiden (eschwindigkeitskomponenten auf eme zur Erd-
achse senkrechte Ebene projizieren. Die Projektionen sind
vsine und weose und haben beide die Richtung 4 4. Die
durch sie geweckten Coriolisschen Krifte haben daher
beide die Richtung A£ und sind 2mwwsine bezw. 2mwwcoss.

Fiigen wir alle diese Coriolisschen Krifte den Kriiften
=, H, Z bei, so erhalten wir dic Bewegungsgleichungen:

du S =

= =_’;;__+2w(vsms+ucose),
442) _%=$Hm2:uusine,

dw 1 9

e ™ mz—,_.mucos&‘

Man pflegt diese Gleichungen gewdhnlich auf einem anderen
Wege abzuleiten. Man wahlt zuerst O als Koordinaten-
ursprung, ON als positive z-Achse und legt die x-Achse
durch O in den geographischen Meridian des Ortes 4. Sind
Poltsmann, Mechanik IL 21
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z, y, » die Koordinaten des Punktes m zur Zeit ¢ beziiglich
dieses Koordinatensystems, so geltemn fiir z, y, = die Glei-
chungen 441). In diese Gleichungen werden damm §, 7, {
durch Koordinatentransformation eingefithrt. Die Transfor-
mationsgleichungen sind, wie man leicht sieht, die folgenden:

I =z, f=ysing—xcoss, [=ycoss+ zsine— 04,
443)) y=gpsine+({+ Odjcoss, z=—ncose+(£+ 0 4)sins,
l Z=X, H=Ysine—Zcoss, Z=Ycoss+ Zsine.

Es folgen wieder die Gleichungen 442),

Man hat hierbei einen Vorteil. Die Gravitationswirkung
der Erde auf m hat jedenfails eine Kraftfunktion ¢, welche
mit geniigender Anniherung als Funktion von z und
V=* + y* betrachtet werden kann. Wirkt daher nar die
Schwere, so sind X, ¥, Z die negativen partiellen Ab-

leitungen 443) von v = ¢ — ’-'"—2“'2 (@® + y®) nach den Koordi-

naten.

Um — =, —H, —Z zu erhalten aber braucht man
bloB in diesen Ausdruck &, g, { fir z, y, z einzufithren
und dann nach §, g, { partiell zu differenzieren.

Man erhiilt so gaunz aligemein die Gleichungen:

du _ 1 (‘:' °W)+2m(vsins—}-mcoss),

dt — m d&
de 1 du' :
LA S W SR (>

444) dE e (H &’?) 2wusine,
dw 1

55 m(Z’—-—%r-}——%uucose,

wobei die v enthaltenden Glieder die Wirkung der Schwere
und Zentrifugalkraft darstellen, =, H, Z’' aber sind die
Komponenten der Krifte, welche etwa sonst noch aunl die
Masse m wirken.

Es liBt sich aber dic Funktion @ doch nur angenihert
ermitteln und wir werden mit der Gleichungsn 442) aus-
kommen.
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§ 85, Beispiele.

Es moge sich der Punkt m nur wenig von seiner Aus-
gangsstelle 4 entfernen. Da daselbst die A4i-Achse der
scheinbaren Schwere entgegengerichtet ist, so isi dort, wenn
nur die Schwere wirki, Z==H =0, Z=—mg In un-
mittelbarer Niahe von 4 hat man daher die Gleichangen:

-j—% = 2wvsins + wcos g,
de -
445) —5¢ =—2wusine,
A g —2mucose.
dat

1. Schuf nach Siiden. Der Punkt m habe zu Anfang
eine sehr groBe horizontale siidlich gerichtete Geschwindig-
keit ». Aus der ersten der Gleichungen 445} folgt, daf er
allmihliech dazu eine westliche Geschwindigkeit u=2mivsine
erhalt. Er weicht also westlich ah. KErst wenn = groBer
geworden ist, wirkt es wieder auf », und wenn die Vertikal-
bewegung linger gedauert hat, wirkt auch sie auf »; das
erste, was man bemerkt, ist aber die westliche Abweichung.
Da ihre Geschwindigkeit u der Zeit proportional ist, so ist
die Westverschiebung § = @ #vsins dem Quadrate der Zeit
proportional. .

Ebenso erfahrt e¢in westlich geworfener Korper eine
Norddeviation, ein ndrdlich geworfener eine Ost- und ein
Ostlich geworfener eine Stiddeviation. Man sagt der siidlich
geworfene Korper kommt in Gegenden, wo die absolute
ostliche Geschwindigkeit der Punkte der Erdoberfliche in-
folge der Erdrotation groBer ist, bleibt also westlich zariick,
wogegen ein ndrdlich geworfener Kérper éstlich der darnuter
befindlichen Erdoberfliche voraneilt.

Ein nach West geworfener Korper aber bewegt sich
absolut im Raume in der durch den im Kaume fix gedachten
Punkt 4 gehenden Vertikalebene. Geht dagegen der Punkd
mit der Erde mit, so dreht sich die durch 4 gehende

o
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Vertikalebene, und zwar ihre westliche Hilfte nach Siid, so
daB die alte Vertikalebene nach Nord davon abweicht.

2. Benxenbergs Fallversuche. Der Punkt m falle ohne
Anfangsgeschwindigkeit frei. Es ist in erster Anniherung:

w:_:‘,r, u=..._mg§3c,ogg, E:—i;-gtscosa.

Der Korper fillt also picht in der Vertikalen (der Richtuug
eines durch einen ruhenden schweren Korper gespannten
Fadens), sondern weicht ostiich ab und es ist der Absolut-
wert der Deviation der dritten Potenz der Fallzeit propor-
tional. Ks wiire leicht, die Anniherung weiter zu treiben
und die Glieder mit 2 zu berechnen, doch erscheint dies
nicht notwendig.

3. Foucawlts Pendel. Wenn ein langes Pendel nur kleine
Exkursionswinkel beschreibt, so kann man es mit geniigender
Anpiherung als einen materiellen Punkt betrachten, welcher
sich in der £ n-Ebene bewegt und auf den immer eine gegen
dessen Ruhelage 4 wirkende und der Entfernung von der-
selben proportionale Kraft wirkt. Es ist also in den Glei-
chungen 442) zu setzen w =0, = =—ma?f, H=—ma24.
Diese verwandeln sich daher in

d*E 2 dn
gp =—29 B+ 23,?{_,
@y 2 as
ds = q—?b_d_z,

wobel b = wsine.
Das allgemeine Integral ist

§= Acos(n,t+ B)+ Ccosln,t 4 D),
7 =A4sinn t+ Bj— Cgin(n, ¢t + ),
wobeil

n, =VYa 4 b?—b, n, =V} b2 +b,
oder da b klein gegen a ist

m=a—b, mn=a-+b.
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Die einfachste partikulire Losung ist
§=A[cos(a—b)t + cos(a + b)¢{]= 2 Acosbicosal,
7= A[sin (@ — bjt — sin (@ + b)¢] = — 2 Asinbicosat.
Das Pendel schwingt daher anfangs westistlich nach

der Zeit - = —”_ nordsiidlich, d.h. die Westelongation
2h 2wsin s

ist kontinuierlich in eine Nordelongation iibergegangen usw.
Die’ Schwingungsebene dreht sich in der Zeit 24 Stunden
mal sin & um 360° der Erddrehung entgegengesetzt, also
genau 8o, als ob die Lage der Schwingungsebene im Raume
fix wire und sich die FErde mit der Winkelgeschwindigkeit
@ sin ¢ darunter hinwegdrehen wiirde, was die Komponente
ihrer Winkelgeschwindigkeit um die Vertikale des Punktes 4
als Achse ist. Doch geschieht die Bewegung nur, wenn A
einer der Pole der Erde ist, exakt in dieser Weise. Fiir
alle anderen Liagen bewirken die durch die Vertikalbewegung
des Pendels verursachten Deviatienen kleine Abweichungen,
welche wir mit diesen Vertikalbewegungen vernachlassigt
hahen.

§ 86. Bewegung auf einer Niveaufliche der
scheinbaren Schwere.

Da die Schwere groB ist gegeniiber der Coriolisschen
Kraft, so werden, wenn sich die Masse m weit bewegt,
zuerst die Stdrungen bemerkbar sein, welche dadurch ent-
stehen, daB die Schwere in Richtung und GroBe variiert.
Ist der Punkt m gezwungen, sich auf einer Niveaufliche
der scheinbaren Schwere zu bewegen, so wird aber diese
durch den Gegendruck, welcher ihn hierzu zwiugi, immer
aufgehoben. Dann kann man also mit groBerer Anndherung
als sonst die Bahn des Beweglichen aus den Gleichnugen 442)
berechnen, obne dall man die Funktionen ¢ und v zu kennen
braucht.

Es soll auBer der scheinbaren Selhiwere und der Kraft,
welche den Punkt m zwingt, auf einer Niveaufliche derselben
zn bleiben, keine Kraft wirken. Dann erhilt man zo lange
die Niveaufliche, als ehen (mit der &x-Ebene zusammen-
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fallend) betrachtet werden darf, aus 442) die beiden Glei-
chungen:

f_vosine®?, T owsnedt
de *stlusaf’ _df’ --..0151]152-} -
E d S
Ist fur t =02z B. §=9n=0, ;-2 = u,, —&-':-z-vu, so liefert

die Integration

E=""[i — cos (¢ 8)] +1:_sin{czj,

2
u,

n=""fcos (cf) — 1] + “sin(cH),

wubei ¢ = 2@sine. Die Gleichung der Bahn ist

7 \* 2,\* __ i + n}
=2 + o+ 325

e

2 4 =
Dieselbe ist also ein Kreis vom Radius l@—"-il-’?'- Dies
Z2@sins

bawegter Korper etwa in ;I.E‘ Stunden zuriicklegen wiirde.

Der ganze Kreis wird in ;1:—5 Standen beschrieben, wihrend

welcher Zeit die Bewegungshindernisse wohl lingst die Ge-
schwindigkeit des Beweglichen aufgezehrt haben. Die friiher
gefundenen Seitenabweichungen horizontal geworfener Korper
sind dadurch bedingt, dab sich diese in Bdgen dieses Kreises
bewegen. Umgekehrt folgt aus der schon frither gefundenen
Tatsache. daB die Seitenabweichung fiir jede horizontale
Wurfbewegung im selben Sinne erfolgt und gleiche Kriimmung
erzengt. von selbst wieder die Bewegung im Kreise.

Wollte man die Bewegung eines schweren Punktes auf
einer Niveaufliche der scheinbaren Schwere nicht relativ
gegen die Erde, sondern absolut im Raume berechnen, so
mifBte man bedenken, dafl die Schwere allein nicht senk-
recht auf der besprochenen Niveaufliche steht, sondern
tangential dazu eine Komponente hat, die der der Zentri-
fogalkraft immer gerade entgegenpesetst ist. Diese Kompo-
nente bewirkt, daB ein Korper, welcher gezwungen ist, sich
in einer Niveaufliche der scheinbaren Schwere zu bewegen,
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wenn er anfangs die Geschwindigkeit hat, welche derselben
Stelle des Erdkorpers vermoge der Erdrotation zukommt,
sich absolut im Raume nicht in einer geoditischen Linie
der Niveanfliche der scheinbaren Schwere, sondern in einem
zur Erdachse senkrechten Parallelkreise derselben bewegt.
Wenn er eine gleichgerichtete, aber griBere oder kleinere
Geschwindigkeit hat, erklirt diese Komponente die Seifen-
abweichung, falls man von der Betrachtung der Absolut-
bewegung des Korpers ausgeht und diese erst nachher mit
der der Erde vergleicht.

§ 87. Allgemeinste Gleichungen fiir die Relativhewegung.

Wir wollen nur noch weniges iiber den aligemeinen
Fall sagen, daB ein heliehiges starres System (das zweite
System) eine vollstindig beliebige Bewegung macht und die
Bewegung eines anderen (des ersten Systems) relativ gegen
die des zweiten zu berechnen ist.

Wir konnen die Bewegung des zweiten Systems zu-
sammensetzen aus einer Beweguug eines Punktes Q2 des-
selben (des Schwerpunktes oder auch irgend eines anderen
Punktes) in einer Kurve und einer Drehung um eine stets
durch diesen Punkt gehende Achse, die augenblickliche
Drehungsachse, wobei jedoch sowohl die Lage der Achse
als auch die Winkelgeschwindigkeit der Drehung sich kon-
tinuierlich mit der Zeit indern kann. Wir fiihren ganz wie
in § 80 ein fixes Koordinatensystem O X, OY, O Z und ein
bewegliches QE, Q#, 2 ein. Die Achsen des letzteren
sollen fix mit dem zweiten Systeme verbunden sein, sein
Ursprang soll der besprochene Punkt £ sein.

Was wir suchen, sind die Gleichungen fiir die Ver-
anderung der Koordinaten &, 5, £ irgend eines materiellen
Punktes m des ersten Systems beziiglich des zweiten be-
weglichen Koordinatensystems, wihrend wir auf die Koordi-
natenachsen z, v, x desselben Punktes beziiglich des fixen
Koordinatensystems die gewdhnlichen Bewegungagleichungen
der Mechanik auwenden kinnen. Am raschesten kommen
wir da unzweifethaft wiedec mittels der Liagrangeschen
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Gleichungen zum Ziele. Wir bezeichnen, wie in § 26 die
Komponentern der Gesclwindickeit des Punktes 2 des zweiten
Systems in den Richtungen G§, 279, 2, welche augen-
blicklich die beweglichen Koordinatenachsen haben, mut
w, v, w: ferner die Komponenten der augenblicklichen
Winkelgeschwindigkeit des zweiten Systems, also auch des
heweglichen Woordinatensystems in denselben Richtungen
QF Qo und 27 mit 2, u, . Wenn dann ein Pankt mit
den Koordinaten £. %, { beziiglich des beweglichen Koordi-
natensystems fest it diesem verbunden wire, so daB &, 4, £
mit der Zeit unverauderlich wiren, so wiren dessen Ge-
schwindigkeitskompounenten in den Richtungen 2§, 25 und
¢ nach den Glewchungen 158)

446} H+P;' ¥, ?)-%—i’g—l;, w+l?f""p§'

Wir kbnnen uns die Bewegung des zweiten Systems
und damit die des beweglichen Koordinatensystems dadurch
gegeben denken, daf uns dessen Anfangslage und dic Werte
von u, v, w, A, p, v zu jeder Zeit gegehen sind. Ist die
Bewegurg des zweiten Systems irgendwie anders gegeben,
so konnen doch daraus die Werte dieser sechs Griofen fir
jede Zeit berechnet werden. ID)ie Koordinaten §, 7, £ irgend
eines Massenteilchens m des ersten Systems beziiglich des
heweglichen Koordinatensystems sind im allgemeinen nicht
mit der Zeit unveriinderlich. Ihre Differentialquotienten
nach der Zeit seien &, 7, {. Wir finden daher die Gesamt-
komponenten der Geschwindigkeit des Massenteilchens m in
den Richtungen, welche 02§, 22 und 2{ augenblicklich
haben, indem wir zu den drei Ausdritcken 446) noch & bezw.
7/ und { addieren. Diese drei gesamten Geschwindigkeits-
komponenten des Massenteilchens m sind also

E+utpl—wvn, V+o+v§—2s F+wtin—pg,

und die augenblickliche lebendige Kraft des Massenteil-
chens m ist

T=3[E +ut+pl—vat+
+0' +o+vE—AP + T+ w+ iy —uf.
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Bezeichnen wir also mit = die Kraft, welche in der Rich-
tung 2§ auf das Bewegliche wirkt, so ist die auf die
Abszissenrichtung beziigliche Gleichung:

#0-4-:

oder nach Substitution des Wertes fir T

SEtutpl—v)— 2=

=y Fo+vE—A)—pC +wtin—phH=
= 2+ 0)— p €+ )+ EQ2+ uP + 99 — A(AE+un+90).

Die auf die beiden anderen Koordinatenachsen beziiglichen
Gleichungen entstehen daraus durch zyklische Vertauschung.

Es ware leicht, Gleichungen abzuleiten, in denen andere
zur Bestimmung der Bewegung des zweiten Systems dienende
Variable vorkommen, z. B. die Komponenten der Geschwindig-
keit von £ und der Rotationsgeschwindigkeit in- den Rich-
tungen der fixen Koordinatenachsen, sowie die verschiedenen
Zusatz- bezw. Reduktionskriifte geometrisch zu diskutieren.
Doch will ich hierauf nicht niher eingeben, da diese allge-
meinen Gleichungen bisher keine Anwendung gefunden haben.
Es sei nur noch bemerkt, daB, wenn man die augenblick-
liche Winkelgeschwindigkeit eines starren Systems in Kom-
ponenten zerlegt, zwar die wirkliche augenblickliche Ge-
schwindigkeit jedes Punktes die Superposition der Ge-
schwindigkeiten ist, die er infolge der Komponentea hiitte,
dies aber keineswegs von den Beschleunigungen gilt, die ja
aus unendlich kleinen zweiter Ordnung folgen und unend-
lich Kleines zweiter Ordnung wurde beim Beweise des Satzes
von der Zusammensetzung der Drehungen vernachlissigt
Deshalb sind auch die Zusitze, Reduktions- und Fiithrungs-
krifte, welche wegen einer Rotation des Bezugssystems an-
zubringen sind, keineswegs einfach die Superposition der-
jenigen. welche infolge jeder der Komponenten der Rotation
anzubringen whren, wenn diese allein vorhanden wire.
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§ 88. Das Trigheitsgesetz.

Wir wollen nuon zum Schlusse auf eine fundamentale
Schwierigkeit zuriickkommen, welche sich in den einfachsten
Grundgesetzen der Mechanik findet, nimlich anf die Formu-
liernng des Trigheitsgesetzes, wenn man keinen absoluten,
transzendenten Raum einfihren will Wir sind dieser
Schwierigkeit in der einfachsten Weise aus dem Wege ge-
gangen, indem wir von etwas Wirklichem oder Existierenden
gar nicht sprachen, sondern die Materie durch bloBe Ge-
dankenbilder, die materiellen Punkte ersetzten, unbekiimmert
darom, ob dies nicht auch in anderer Weise (z. B. unter
Zugrundelegung eines anderen Koordinatensystems) mit
gleichem Krfolge geschehen kdnne.

Gedankenbilder zu formen, wie wir wollen, kann ans
niemand verwehren nnd daher auch micht nebst den mate-
riellen Punkten noch ein Koordinatensystem (das taugliohe
Bezugssystem) in dieselben aufzunehmen. Wir nennen diese
Gedankenbilder nur deshalb hinterher wahr, weil sie uns
nitzlich sind, die kinftigen Krscheihungen (unsere kiinftigen
Empfindungen) miglichst vollstindig und mlihelos voraus.
+usagen, d. h. ihnen unsere Willensimpulse anzupassen.

Ein ionerer Grund der Behauptung, daB die Gedanken-
lder, in denen das Bezugssystem vorkommt, nicht exakt
4t der Erfabrung sollten stimmen kdnnen, ist mir nicht

erfindlich. Ich finde im Gegenteile, daB gerade diese Be.
hauptung a priori ctwas iiber die Erfabrung auszusagen
bestrebt ist, was diese uns nicht frither selbst sagte. Ich
kann daher in dieser Beziehung Mach micht beipflichten,
welcher, wenn ich ihn recht verstanden habe, daraus, daB
umnsere Gedanken nur Beziehungen zwischen den Objekten
darzustellen haben, schlieBt, daB das Triigheitsgesetz nur
durch die Fixsternwelt bestimmt sein kdnnte. Wire das
hier entwickelte Bild absolut richtig, so wiren eben die
Beziehungen zwischen dep Objekten so, daB zu ihrer ein-
fachsten Darstellung im Geist ein solches Bezugssystem
gehorte. DaB der Fixsternhimmel beziiglich dieses Bezugs-
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systems absolut drehungsfrei ist, wire keine Notwendigkeit,
daB er es sehr angendhert ist, aber ware aus der grofien
Entfernung, die bei starker Drehung enorme Zentripetal-
krifte fordern wiirde, erklirbar.

Fir jemand. der die ganze, endlich gedachte Fixstern-
welt iibersihe, bestiinde sogar die theoretische Moglichkeit,
ihre Drehung wittels des Foucaultschen Pendels oder eines
Gyrotrops zu konstatieren, wie wir sie fiir die Erde kon-
statieren konnten, wenn uns das Licht und damit die
Kenntnis anderer Himmelskérper fehlte. Allerdings wire
diese Konstatierung keine unbedingte. Aber, wollte man sie
leugnen, so miite man die noch weit unnatiirlichere und
den Voraussetzungen dieses Buches zuwiderlaufende An-
rahme eimer von einer fixen Geraden auf alle Massen aus-
gelibten. der Masse und Entfernung proportionalen Kraft
und dazu noch der entsprechenden, auch von der Geschwindig-
keit und Lage im Raume (gegen die Fixsternwelt) abhingigen
Coriolisschen Kraft machen. Auch wiirde eian einziges
Foucaultsches Pendel oder Gyrotrop micht hinreichen;
denn da konnte die Maglichkeit so kleiner stérender Krafte
wobl kaum sicher verneint werden. Aber wenn die ver-
schiedensten Foucaultschen Pendel, Streintzschen Gyro-
trope, nach Lange geschleuderten materiellen Punkte usw.
usw. in ihrer relativen Bewegung gegen die Sternenwelt, die
ich natiirlich endlich und als Ganzes beobachtbar annehme,
alle auf eine Rotation der letzteren hinwiesen, so kénnten
wir doch als hochstwahrscheinlich hinstellen, daB sich Lei
Annshme derselben, also Aufnahme eines Bezugssystems in
unser (xedankenbild, die Erscheinungen am einfachsten er-
kliren oder sagen wir lieber leschreiben, im Gedanken
pachbilden lassen, wie wir ja schon jetzt fiherzeugt sind
daB sich bei Annahme einer Rotation der Erde die kos-
mischen Krscheinungen allein in verniinftiger Weise be-
schreiben lassen.

Da8 es einen wirklichen Kérper « gebe, der stets be-
ziiglich unseres tauglichen Bezugssystems ruhte und dasselbe
daher ersetzen konnte. wire eine absurde Idee. Als bloBes
Gedankending aber nenue ich es lieber .Bezugssystem* als
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,Korper «“. Schon der Name , Koérper scheint mir so
unpassend, wie moglich.

Bleiben wir also wieder bei der Annahme, die in diesem
Buche beschriebenen Bilder wiirden die Natur exakt dar-
stellen und die Welt wire endlich. Dann miifite allerdings
ihre durch ihren Schwerpunkt gehende invariable Achse
beziiglich jedes tauglichen Bezugssystems ihre Richtung
unverinderlich beibehalten und das gesamte Flichenmoment
der Welt beziiglich derselben miiBte konstant sein. Das
hat aber keine andere Bedeutung als die folgende: Gegeben
sind uns nur die relativen Lagen aller Teile der Welt zu
allen Zeiten. Wir konnen sie auf ein beliebiges zu jeder
Zeit wieder behebig anders gewiihlies Koordinatensystem
beziehen und auch je zwei Zeitstrecken nach Belieben gleich
oder verschieden lang nennen. Aber nur bei einer be-
stimmten Bezeichnung der Zeitstrecken als gleich lang und
nur bei bestimmten zeitlichen Reihenfoigen der Lagen dieser
Koordinatensysteme ist die Bedingung erfillt, daB die auf
sie bezogenen Verinderungen jedes materiellen Punktes der
Welt die einfachen in diesem Buche dargelegte Gleichungen
der Mechanik erfullen. Nur wenn dies der Fall ist, nennen
wir die zeitliche Reihenfolge der betretienden Koordinaten-
systeme ein tanghches Bexugssystem.

Fir jedes solche tanghche Bezugssysteme nun mufl nach
dem Bewiesenen die durch den Schwerpunkt der Welt
gehende Achse. beziglich welcher die Summe der Flichen-
momente der Welt ein Maximuro ist, eine unveranderliche
Lage haben und diese NSumme muB selbst eine Konstante
gein. Natiirlich ist dabei noch vorausgesetzt, daB man sich
die Welt iitberhanpt endlich denken will. ¥s kdnnten aber
ganz gut die mechanischen Differentialgleichungen fiir eine
solche Reihenfolge von liagen des Koordinatensystems ihre
einfache Form annehmen, fuor welehe das kenstante Flichen-
moment der Welt um seine durch den Schwerpunkt gebende
invariable Achse nicht den Werti Null hat, so daB also
gewissermallen die Welt in Drehung begnffen ware, die
freilich im selben MaBe klein sein miiBite als die Welt
grof isi.
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So ginzlich unwahrscheinlich esist, daB unsere Kenntnisse
wirklich sich jemals so ausbreiten werden, so kdnnen wir uns
doch im Gedanken in die Lage versetzen, daB wir die ganze
Fixsternwelt, wenn wir wuns dieselbe iiberhaupt endlich
denken, sd gut kennen wiirden, als wir heute unsere Erde
kennen und daB wir eine Drehung derselben so sicher nach-
weisen konnten, als die der Erde. Wenn es das Licht nicht
gibe, uns also aufer der Erde kein Himmelskdrper bekannt
wire, 80 waren wir sicher viel spiter zum Begriffe der ab-
soluten Drehung gelangt. Wir hiitten aber auch sicher
durch Versuche an Gyroskopen, Pendele usw. dazu gelangen
kénnen und wiren auch wahrscheinlich dazn gelangt. Es
ist also keineswegs bloB die Beziehung zum Fixsternhimmel,
was diesen Begriff bedingt.

DaB die sukzessiven Lagen der Haupttriigheitsachsen der
Welt beziiglich ihres Schwerpunkts emn solches taugliches
Bezugssystem bilden, wire patiirlich moglich und unserer
bisherigen Erfahrung nicht widersprechend, nach welcher
beliebige, unverinderlich mit dem nahe unverinderlichen
Fixsternhimmel verbundene Achsen taugliche Bezugssysteme
sind. Unter dieser Annahme wire die Aunfnahme eines be-
sonderen Koordinatensystems iiberfliissig, da dessen Lage
aus den sukzessiven relativen Lagen aller Teile der Welt
fir jeden Zeitmoment berechnet werden konnte. Da aber
die Richtigkeit einer solchen Annahme durch nichts bewiesen
oder beweisbar ist, so ist es zwar sicher gut, auf ihre Mog-
lichkeit hinzuweisen, es wire aber offenbar eine unerlaubte
Beschrinkung der Allgemeinheit, sie #n die Spitze der
Mechanik zu stellen.

Ganz hiervon unabhingig ist die Frage, ob die hier
entwickelten mechanischen Gleichungen und damit auch das
Tragheitsgesetz nicht vielleicht blo8 angenahert richtig sind
und ob nicht bei einer richtigeren Formulieruung die Unwahr-
scheinlichkeit oder sagen wir Inhomogenitit, die in der
Notwendigkeit der Aufnahme eines Koosdinatensystems neben
den materiellen Punkten in das Biid liegl. vou selbst wegfallt.

Da wies Mach auft die Moghchkeit hin, daB wir ein
richtigeres Bild durch die Annahme erhslten, nur die Be-



534 VII. % 88. Das Triigheitasgesetz. (G, 446,

schleanigung der Intfernungsinderung je zweier Masseu-
teilchen sei hauptsiichlich durch die benachbarten Massen,
die Geschwindigkeit dieser Anderung aber durch eine Formel
bestimmt, in welcher die sehr eutfernten Massen den Aus-
schlag geben. Dadurch wird natirlich jede Aufnahme eines
Koordinatensystems in das Bild vermieden, da jetzli nur
von Entfernungen die Rede ist. Freilich fithrt Mach dafiir
andere Schwierigkeiten ein, so die Endlichkeit der Welt,
eine Art Fernwirkung auf die allergroBten Distanzen usw.
Diese Schwierigkeiten schienen mir speziell nicht so groB,
wie vielleicht manchem anderen Physiker, sie haben aber
immerhin das Mibhiche, daB sie jede erfahrungsmiBige
Kountrolle fiir alle Zeiten auszuschlieBen scheinen. Auch
die exakte Ableitung des Superpositionsgrinzips durch fort-
wihrendes Anwendung der neuen Form des Tragheitsgesetzes
auf den Schwerpunkt der in Wechselwirkung begrifienen

Massen scheint mir nicht onmittelbar auf der Hand zu
ot

“Tg—:; ::f-f‘- = ( erst eine Gleichung, also

doch nicht der Aussage ganz iquivalent, daB sich ein Punkt

geradlinig und gleichformig bewegt.

Toter allen Umstinden erscheint mir eine derartige
Erweiterung unseres Blickes durch den Hinweis auf die
Mbglichkeit, daB das, was uns das Gewisseste und Nahe-
liegendste scheint, vielleicht nur angensdhert richtig ist,
héchst wertvoll. Es steht in einer Linie mit dem Iinweise
auf die Moglichkeit, daB sich die Entfernungen der Fix-
sterpe vielleicht nur in einem nichteuklidischen Raurae von
enorr geringer Kriimmung konstruieren lassen, was ja inso-
fern anch mit dem 'Tragheitsgesetze zusammenhingt. dal
dann ein bewegter Kéyper, auf den keine Krifle wirken, in
Aonen an die alte Stelle zuriickkehren mibBte, falls das be-
treffende Kriimmungsmaf positiv ict.

liegen. Ferner ist

In allen diesen Betrachtungen gingen wir von der Vor-
aussetzung der KEndlichkeit der ganzen Welt aus. Denkt
man sich die Welt unendlich, so werden Begriffe, wie der
Schwerpunkt, die invariable Achse. die Haupttrigheitsachsen
usw. der Welt vollkommen gegenstandslos. Man miiBte
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daun annehmen, daf das Triigheitsgesetz durch eine Formel
bestimmt wird, nach welcher die naheliegenden Massen von
verschwindenden, die in Siriusweiten befindlichen vom grofiten,
die poch viel eptfernteren Massen aber wieder von -ver-
schwindendew Einflu auf die Formulierung des Trigheits-
gesetzes sind.

Alle Schwierigkeiten bei Formulierung des Trigheits-
gesetzes vermeidet die elektromagnetische Theorie der
Materie, indem sie apnimmt, daf die Maxwellschen Glei-
chungen fiir das Verhalten des Lichtathers und die Bewegung
der Elektronen in demselben das Primiire sind, aus dem
fiir letztere das Trigheitsgesetz fir die Bewegung relativ
gegen den Lichtather und die itbrigen Gesetze der Mechanik
folgen. Fiir die Teilchen des Lichtithers aber gilt das
Trigheitsgesetz nicht; die Maxwellschen Gleichungen
miiten so gefuBt werden, dafl sie blof die Wechselwirkung
nebeneinanderliegender Volumelemente bestimmen, zu ihrer
Fassung also kein absoluter Raum erforderlich ist. Kine
Entwicklung dieser gegenwirtig noch ganz unausgearbeiteten
Theorie liegt uns hier ferne.
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