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ASYMETRIA W UJECIU BOSHNAKOVA —
PROPOZYCJA METODY SZACOWANIA MIAR
ASYMETRII Z PROBY

Streszczenie: W opracowaniu przedstawiona jest koncepcja G.N. Boshnakova, dotyczaca
wybranych, alternatywnych, funkcyjnych i liczbowych miar asymetrii, odzwierciedlajacych
asymetri¢ wzgledem mody rozktadu. W odniesieniu do miar nazywanych krzywa asymetrii
i wspotczynnikiem asymetrii zaproponowana jest autorska procedura estymacji, ktora nastep-
nie weryfikowana jest za pomoca badan symulacyjnych.

Stowa kluczowe: asymetria rozktadu, krzywa asymetrii, wspotczynnik asymetrii.

1. Wstep

W ekonomicznych badaniach empirycznych niejednokrotnie stwierdza sig, ze lewe
i prawe strony analizowanych rozktadow rdznig si¢ migdzy soba. Znamiennym
przyktadem rozktadow niesymetrycznych — w ogélnym sensie — sa zwroty z indek-
sow gietdowych czy tez tempa wzrostu cen akcji. Wobec tego rozpoznanie rodza-
ju, kierunku i stopnia asymetrii analizowanego rozktadu empirycznego jest bardzo
istotne, chociazby z tego powodu, Ze strategia inwestora na czas hossy nie moze by¢
,odwrotno$cia” strategii na czas bessy.

Istnieje wiele miar (liczbowych i funkcyjnych) stuzacych badaniu asymetrii roz-
ktadow (por. prace [Doksum 1975; MacGillivray 1986]). Jednak kazda z nich ze
wzgledu na swa specyfike odzwierciedla odmienng wtasno$¢ rozktadu, a ponadto
kazda ma pewne ograniczenia co do zakresu stosowalnosci.

Niniejsze opracowanie stanowi kontynuacje wezesniejszych badan autorow (ze-
branych w opracowaniu [Stachura, Wodecka 2011]) dotyczacych pomiaru asymetrii
rozktadéw. Celami opracowania sa: 1) prezentacja koncepcji przedstawionej w pra-
cy [Boshnakov 2007], traktujacej o alternatywnych, funkcyjnych i liczbowych mia-
rach asymetrii odzwierciedlajacych asymetri¢ wzgledem mody, a nie jak zazwyczaj
wzgledem $redniej lub mediany; 2) propozycja metody szacowania zdefiniowanych
miar asymetrii.
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2. Pomiar asymetrii w uj¢ciu Boshnakova

Przewaga koncepcji z pracy [Boshnakov 2007] jest zakres jej stosowalnosci, gdyz
przy zatozeniu ciagtosci i jednomodalnosci rozktadu' nie ma potrzeby czyni¢ zad-
nych innych restrykcji, w szczegdlnosci w odniesieniu do momentéw rozktadu,
a zatem nie musza istnie¢ nie tylko sko$nos$¢ czy odchylenie standardowe, ale na-
wet 1 warto$¢ oczekiwana. Samo za$ ujgcie asymetrii w sensie Boshnakova mozna
przedstawi¢ nastgpujaco.

Niech dany bedzie rozktad ciagly, jednomodalny o ggstosci f, dystrybuancie F
1 modzie m. Woéwcezas dla dowolnie ustalonego / > 0> mozna dobra¢ jedyne takie
x = x(l) oraz y = y(I), ze fim + x) = fim — y) oraz [ = x + y. Powstaja w ten sposéb
funkcje x(/) i y(/), ktore przez parametryzacje (x(/), y(/)) okreslaja na ptaszczyznie
tzw. krzywa asymetrii. Istot¢ konstrukcji funkcji x(/) 1 y(/) oraz krzywej asymetrii
oddaja odpowiednio wykresy (a) i (b) na rys. 1°.

(a) (®)

((1).»(D))

/

e

0 =)

I
m

Rys. 1. Konstrukcja krzywej asymetrii

Zrbdto: opracowanie wilasne.

Krzywa asymetrii umozliwia rozpoznanie typu asymetrii rozktadu, poniewaz le-
zac ponizej prostej y = x (tzn. x(/) [J y([)), wskazuje na asymetri¢ dodatnia, natomiast

"W opracowaniu rozktad ciagtly, jednomodalny rozumiany jest ex definitione jako rozktad, ktorego
gestose jest $cisle rosnaca w przedziale (—oo, m) 1 $cisle malejaca w przedziale (m, +o0), gdzie m jest
moda. Z punktu widzenia analiz empirycznych szeregdw czasowych (takich jak logarytmiczne stopy
zwroty) przyjmowane zalozenie nie jest restrykcyjne, gdyz za modelowe rozktady teoretyczne przyj-
muje si¢ wowczas wlasnie tego typu rozktady.

2 [ nie moze by¢ jednak wigksze niz dlugo$¢ nosnika rozktadu, czyli I < diam (supp(f)).

3 Wszystkie prezentowane w opracowaniu wykresy wykonane sa w $srodowisku R.
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lezac powyzej prostej y = x (tzn. x(/) < y(/)), wskazuje na asymetri¢ ujemna. Mozliwa
jest takze sytuacja jak na rys. 1, w ktorej zmienne wzglgdem prostej y = x polozenie
krzywej asymetrii wskazuje, ze wewnetrzna (w odniesieniu do mody) cz¢$¢ rozkta-
du jest asymetryczna w lewo, za$ stosownie duza cze$¢ rozktadu — uwzgledniajaca
ogony — asymetryczna w prawo. Wida¢ wiec, ze krzywa asymetrii odzwierciedla
kierunek i stopien asymetrii rozktadu od mody az po krafice rozktadu.

Na podstawie funkcji x(/) i y(/) G.N. Boshnakov zdefiniowat tez znacznie wy-
godniejsza w interpretacji, syntetyczna, liczbowa miarg asymetrii (oznaczang dalej
r, 1 nazywang wspotczynnikiem asymetrii). W petni ogélnosci w tym celu odwo-
tat si¢ do funkcji rozmieszczenia masy (decomposition concentration function) G
dowolnej miary u (zadanej na o-ciele zbiorow Borelowskich B) wzgledem miary
Lebesgue’a L, okreslone;:

G() =sup{ u): LA)<I], AeB} dlal>0 W

G(l) =0dla/<0
oraz do istniejacej L-prawie wszedzie pochodnej g tej funkcji (por. [Hengartner, The-
odorescu 1973; Boshnakov 2003]). Na podstawie tych funkcji okreslit on r_ jako:

r,=r —r, (2)

a

g

gdzie: 1, =1E, () = [ 124G, r =1E,(XP) = [722dGq).

W przypadku jednak ciggtego, jednomodalnego rozktadu miary probabilistycz-
nej funkcje G oraz g (bedace wtedy nota bene dystrybuantg i odpowiadajaca jej
gestosciag) daje si¢ wyrazi¢ bardzo prosto, gdyz (por. [Boshnakov 2003]):

G(l) = Fm+x())-Fm-y(), g(l) = f(m+x()) dlal>0 3)
G(l) = g() =0dlal<0.

Tak zdefiniowane wspotczynniki majg wilasnosci: r, r € (0, 1), . +r =1,
r, € (-1, 1). Dzigki temu mozliwa jest nastgpujgca, typowa interpretacja wspotczyn-
nika asymetrii. Jezeli r, < 0, to rozklad charakteryzuje si¢ asymetrig ujemna, a gdy
r, <0 - dodatnig. Ponadto wartosci | | bliskie 1 wskazuja na silng asymetrig rozktadu.

Odnotowac nalezy charakterystyczng wlasnos¢ miary » . Mianowicie decydujg-
cy wpltyw na jej warto$¢ ma obszar rozktadu zlokalizowany nieopodal mody, a ob-
szary polozone coraz dalej od mody majg wptyw coraz mniejszy*. Zatem znaczenie
ogondw rozktadu moze by¢ w niektorych przypadkach wrecz znikome. Wobec tego,
pomiaru asymetrii przy uzyciu 7, powinno si¢ dokonywa¢, gdy badane sg rozktady
o lekkich ogonach lub przynajmniej gdy — z punktu widzenia prowadzonych analiz —

4 Wiasno$¢ ta jest bezposrednia konsekwencja faktu, ze g(/) jako gestos¢ maleje do zera przy
[ —+o0.
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informacje wnoszone z ogondéw rozktadow nie sg zbyt istotne, tudziez celowo nalezy
ograniczy¢ wktad tych informacji.

3. Metoda szacowania miar asymetrii

Zaproponowana w opracowaniu metoda estymacji nawigzuje wprost do zaleznosci
danych wzorami (3). Mozna ja uja¢ w forme nastgpujacego algorytmu.

1. Wyznaczana jest gesto$¢ empiryczna f w postaci linii tamanej opadajacej
na krancach rozktadu probkowego do zera® oraz moda empiryczna m i najwigksza
warto$¢ gesto$ci empirycznej M (M = f(m)).

Wyznaczenie ggstosci jest zupetnie osobnym zagadnieniem i mozna si¢ spotkac
z wieloma rozwigzaniami tego problemu. Na potrzeby niniejszego opracowania wy-
korzystana jest gotowa funkcja z pakietu R z jej domys$lnymi ustawieniami®. Przy
tym w przypadkach, w ktérych gestos¢ z proby nie w pelni odpowiada jednomodal-
nosci’ rozktadu, dokonywana jest jej korekta, polegajaca na tym, ze wartosci z oto-
czenia kazdego minimum lokalnego, lezacego z dala od mody, zostaja zawyzone do

(a) (®)

o

Rys. 2. (a) — korekta oszacowania ggstosci (linia przerywana — przyktadowe oszacowanie ggstosci;
linia ciagla — opisana korekta tego oszacowania); (b) — konstrukcja ciagow x, v, /.

Zrodto: opracowanie wiasne.

5 Taka posta¢ gestosci jest jedynie intuicyjnym wyobrazeniem ciagu punktow ,,weztowych” tej
gestoscei, do ktorych odwotuje sig algorytm. Latwiej jest bowiem w ten sposob wyjasni¢ istotg samej
procedury szacowania. Co wigcej, zastosowany estymator jadrowy daje ggstos¢ wiasnie w postaci cia-
gu punktow.

¢ Uzyto funkcjg density z gaussowskim jadrem catkowym, zwracajaca 512 punktow ,,weztowych”.
Wstepne badania symulacyjne pokazaty, ze wybor jadra catkowego w zasadzie nie ma wplywu na uzy-
skiwane oszacowania ggstosci.

" Tzn. w przypadkach, gdy z dala od mody rozktadu pojawiaja si¢ nieznaczne maksima lokalne.
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wartosci maksimum lokalnego, wystgpujacego bezposrednio za tym minimum (,,za”
w sensie ,,dalej od mody”)® (por. wykres (a) na rys. 2).

2. Ustalany jest ciag d, (i €{1, ..., n}) poziomdw cig¢ gestosci o wartoSciach
z przedziatu (O,M ) w taki sposob, by wartosci ciagu skupiaty si¢ przy zerze, co
w konsekwencji sprawia, ze odpowiadajace poziomom d, dlugosci /, — wyznaczane
w dalszym ciagu — przyrastaja z grubsza rownomiernie (tzn. A/, =1 — 1., sa porow-
nywalnych rzgdoéw), dzigki czemu nie jest pomijany wktad obszarow lezacych na
ogonach rozktadu na warto$ci estymowanych miar.

W opracowaniu wybierano ciagi malejace wykltadniczo do zera, postaci: d, =
M- exp(—%) , gdzie b > 0 jest parametrem dobieranym zaleznie od rozktadu’. Ogol-
nie za$ ciagi te z jednej strony powinny odpowiada¢ asymptotyce zaniku ogonow
rozktadu, a z drugiej powinny by¢ na tyle ,,ggste”, by wlasciwie pokry¢ rejon mody.

. 3. Wyznaczane sa ciagi x;, y,, [, w taki sposob, aby [/, = x, +y,, d, =
f(m+x;) = f(m—y,).Procedura ta sprowadza si¢ do prostych operacji algebra-
icznych (co ilustruje wykres (b) na rys. 2).

4. Za pomoca ciagu punktow (x, y) aproksymowana zostaje krzywa asymetrii.
Wystarczy bowiem nanies$¢ te punkty na wykres!’.

5. Wyznaczane sa sumy" s, = > *dAl, s = z%diAli, ktore stuza
i=2 i=2

aproksymacji wspolczynnika asymetrii, obliczanego jako 7, = 7, —7 , gdzie:
Fo=5,/(s,+s.), 7 = s_/(s, +5_).Korekta wartosci wspotczynnikow s, i
s_do 7 i7 ,wynika z tego, ze suma §, +5_ obliczana na podstawie proby moze
si¢ nieznacznie r6zni¢ od 1, co jest m.in. efektem korekty gestosci empirycznej nad-

mienionej w punkcie 1 algorytmu'2.
4. Badania symulacyjne

Aby zweryfikowaé zaproponowana procedurg estymacji, przeprowadzono badania
symulacyjne (wykonane w srodowisku R) na podstawie rozktadow: standardowego
normalnego (SN); #-Studenta o 3 stopniach swobody (TS); asymetrycznie-normal-

8 Trzeba mie¢ jednak $wiadomos¢, ze taka transformacja powoduje, ze uzyskana funkcja przestaje
by¢ gestoscia (catka z niej jest wigksza od 1). Skutkuje to w efekcie konieczno$cia wprowadzenia ko-
rekty w szacowaniu wartosci calek, opisanej w kroku 5. algorytmu.

° Po wstgpnych badaniach symulacyjnych przyjeto b = 8.

12 Algorytm w tym momencie mozna zakonczyé¢, jesli celem jest tylko oszacowanie krzywej asy-
metrii.

11 Sumy te sa przyblizeniami calek definiujacych r, ir , opartymi na najprostszej metodzie aprok-
symacji calki za pomoca sumy pol prostokatow odzwierciedlajacych pole pod catkowana funkcja.

12'W przedstawianych dalej badaniach symulacyjnych stwierdzane sa jedynie dodatnie odstepstwa
od 1, przecigtnie o ok. 0,01-0,03.
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Rys. 3. Linie kwantylowe z aproksymant krzywych asymetrii (linie przerywane) i teoretyczne krzywe
asymetrii (ciagte linie pogrubione)

Zrbdto: opracowanie wilasne.
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nego® z parametrami a = 1,2, b = 0,8 (AN); Pareto-wykladniczego' z parametrami a
=2,2=2,¢=0,5(PW). Dla kazdego rozktadu wysymulowano probe ustalonej liczeb-
nos$ci n (wybrano n =250 oraz n =10 000)'* i na jej podstawie wyznaczono aproksy-
mantg krzywej asymetrii, a nastepnie obliczono warto$ci: 7, , 7 i 7, . Taka procedu-
re powtorzono J = 10 000 razy i na podstawie kompletu J replikacji wyznaczono linie
kwantylowe (rzedow0,1;0,3;0,5;0,7;0,9) zaproksymant krzywych asymetrii (ilustra-
cjanarys. 3) oraz mediany z poszczegOlnych 7, , 7 i 7, (wyniki przedstawia tab. 1).

Wykresy z rys. 3 wskazuja w przypadku rozktadow symetrycznych na ideal-
na zgodno$¢ mediany aproksymant krzywej asymetrii z jej odpowiednikiem teore-
tycznym, a w przypadku niesymetrycznych — do$¢ znaczaca zgodno$¢ linii kwan-
tylowych z przebiegiem krzywej teoretycznej (w sensie bardzo zblizonych ksztaltu
i krzywizny oraz obejmowania przez linie kwantylowe tej krzywej). Widoczne jest
takze, iz wraz ze wzrostem liczebnosci proby nastepuje wigksze zblizenie linii
kwantylowych wzgledem siebie (zaobserwowane rowniez na — nieprezentowanych
tu — parach wykresow sporzadzanych w tych samych skalach).

Tabela 1. Oszacowania liczbowych miar asymetrii i ich wartosci teoretyczne

Oszacowania symulacyjne (mediany) Wartosci teoretyczne'®
Roz- .
Kad n=10000 n=250 numeryczne analityczne
r r r r r r r r r ro\r. |r

a + - a + - a + - a |+ -

SN |0,00292| 0,50176 | 0,49884 | —0,0007 | 0,50024 | 0,50086 | 0,0000 | 0,5000 | 0,5000 | 0 |0,5(0,5
TS |0,00032 | 0,50552| 0,50515| —0,0012 | 0,51527 | 0,51652| 0,0000| 0,5000 | 0,5000 [ 0 |0,5]0,5
AN | 0,11794 | 0,55897 | 0,44103 | 0,07829 | 0,53915 | 0,46085| 0,1999| 0,5999 | 0,4000 | 0,2 0,6 |0,4
PW |0,01127|0,57703 | 0,56589 | 0,07953 | 0,5872 | 0,51203 | —0,0924 | 0,4538 | 0,5462 | — | — | —

Zrbdto: opracowanie wlasne.

Wyniki z tab. 1 dotyczace wspdtczynnika asymetrii wskazuja na bardzo dobre
oszacowania tej miary dla rozktadow symetrycznych. Natomiast dla rozktadoéw nie-

13 Wprowadzenie asymetrii w rozktadzie normalnym sprowadza si¢ do prostego chwytu polegaja-
cego na osobnych liniowych przeksztatceniach ogonow gestosci f'standardowego rozktadu normalnego
do postaci: cxflat) dla t < 01 cxfibt) dlat > 0, gdzie a, b > 0, za$ ¢ = 2ab/(a + b).

14 Rozktad ten ma prawy ogon typu Pareto z parametrem o, a lewy typu wyktadniczego z parame-
trem A. Z kolei stala ¢ odpowiada za rozmieszczenie masy migdzy ogony rozktadu i jest tak dobrana,
aby rozktad byt jednomodalny. Pelna definicja tego rozktadu znajduje si¢ w [Stachura, Wodecka 2011].

15 Liczebno$¢ 250 nawiazuje do liczby dni roboczych w ciagu roku kalendarzowego, a liczebno$é
10 000 — dajaca duza probe — stanowi punkt odniesienia do weryfikacji doktadnosci stosowanych pro-
cedur

¢ Dla niektorych rozktadoéw nie jest mozliwe analityczne wyznaczenie wspotczynnikow Far
Stad podane zostaly wartosci tych wspotczynnikdw wyznaczone numerycznie. Porownanie wartosci
numerycznych z analitycznymi (w przypadkach, dla ktorych analityczne istnieja) wskazuje na duza
doktadno$¢ zastosowanej procedury numeryczne;.
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symetrycznych mozna zaobserwowa¢ pewne rozbiezno$ci. Najprawdopodobniej
wynika to z tego, ze wykorzystany estymator jadrowy daje nie w petni doktadne
szacowania gestosci, a przez to takze mody. Co gorsza ujawnia si¢ wowczas takze
wyrazna tendencja do statego zawyzania badz zanizania warto$ci mody'’, poniewaz
estymator jadrowy ,,symetryzuje” przebieg szacowanej gestosci w okolicach mody
(por. rys. 4). W konsekwencji, pojawiajace si¢ na etapie wyznaczania aproksymant
krzywych asymetrii, odstgpstwa od linii teoretycznych nawarstwiaja si¢ podczas
wyznaczania sum s, oraz s .

g =

Rys. 4. Rozbiezno$¢ oszacowan mody. Linia ciagla przedstawia ggstosé teoretyczna,
linia przerywana za$ — ggsto$¢ oszacowang na podstawie przyktadowej proby
wysymulowanej zgodnie z ggsto$cia teoretyczna

Zrodto: opracowanie wiasne.

5. Podsumowanie

Oprocz podanych juz wnioskéw ptynacych bezposrednio z symulacyjnej weryfika-
cji zaproponowanej metody szacowania miar asymetrii nalezy ponadto wspomnie¢
o faktach ogdlniejszych.

Prezentowana metoda szacowania miar, dajaca do$¢ dobre oszacowania juz
w swej biezacej wersji, wymaga wprowadzenia pewnych korekt — zdaniem auto-

7W dodatkowych badaniach symulacyjnych, weryfikujacych efekt jednokierunkowego przesu-
nigcia mody z proby, stwierdzono, ze dla analizowanych rozktadow symetrycznych na 1 000 000 po-
wtorzen odsetki przeszacowanych i niedoszacowanych warto§ci mody (niezaleznie od liczebnosci prob
— 250 lub 10 000) sa bardzo zblizone i wynosza wre¢ez 50% do 50%, a dodatkowo $rednia z estymo-
wanych warto$ci mody jest bardzo bliska wartosci teoretycznej (obciazenie: ok. —0,00025). Natomiast
w przypadku rozkltadéw niesymetrycznych analogiczne odsetki sa diametralnie inne i wynosza ok.
67% do ok. 33%, a rzad obciazenia wzrasta (obciazenie: ok. 0,12 dla liczebnosci proby 250 i ok. 0,059
liczebnosci proby 10 000).
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row — przede wszystkim w odniesieniu do estymatora gestosci empirycznej. W tym
zakresie istnieje potrzeba prowadzenia dalszych badan.

Przedstawione miary asymetrii, a w szczegdlnosci krzywa asymetrii, w bardzo
intuicyjny sposob odzwierciedlaja typ i stopien asymetrii rozktadu, odwotujac si¢
przy tym do catego nosnika rozktadu.

Zamieszczona w opracowaniu koncepcja asymetrii rozktadu wzgledem mody
stanowi, jesli nie pewng alternatywe, to przynajmniej znaczace uzupetienie metod
pomiaru asymetrii w odniesieniu do $redniej 1 mediany. Przewagami tej koncepcji
sg z pewnoscig prostota intuicji lezacych u jej podstaw, a takze bardzo duzy zakres
stosowalnosci.
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BOSHNAKOV’S APPROACH TO ASYMMETRY -
PROPOSAL OF ESTIMATION OF SAMPLE ASYMMETRY
MEASURES

Summary: In the paper, a specific approach to measuring the asymmetry of distribution is
presented. The approach was originally proposed by Boshnakov in 2007 and refers to quite
intuitive ideas involving a mode of underlying distribution. Consequently, two notions: asym-
metry curve, and asymmetry index are introduced. The authors propose an algorithm that
serves to estimate mentioned measures, and they verify its accuracy by simulation research.

Keywords: Asymmetry, asymmetry curve, asymmetry index.





