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WYBRANE METODY
ANALIZY DANYCH WZDLUZNYCH

Streszczenie: W artykule przedstawiono mozliwosci wykorzystania wybranych metod wie-
lowymiarowych do analizy zjawisk opisanych danymi wzdluznymi (longitudinal data).
Omoéwiono dwa podejscia wykorzystujace modele ze zmiennymi ukrytymi. Pierwsze podej-
$cie bazuje na modelach réwnan strukturalnych, a doktadniej na modelu latentnych krzy-
wych rozwojowych. Model ten zaktada, Ze zmiana jest procesem ciaglym scharakteryzowa-
nym przez zmienne, ktorych realizacje r6znig si¢ miedzy obiektami. Drugie podejscie bazu-
je na analizie danych funkcjonalnych. Jedna z metod analizy danych funkcjonalnych jest
funkcjonalna analiza gtéwnych sktadowych, ktora posiada zalety klasycznej analizy gltow-
nych sktadowych, dodatkowo umozliwia analiz¢ danych o charakterze dynamicznym.

Stowa kluczowe: dane wzdluzne, funkcjonalna analiza czynnikowa, SEM, krzywe rozwo-
jowe.

1. Wstep

Badania wzdtuzne sg badaniami czasowo-przekrojowymi, powstaja z polaczenia
w jeden zbidr szeregdw czasowych obserwacji pochodzacych z réznych obiektow.
Obiektami, czyli jednostkami przekroju, moga by¢ np. regiony administracyjno-
-gospodarcze w obrebie jednego lub kilku panstw czy powigzane ze sobg makrore-
giony gospodarcze. Na zachowanie kazdego obiektu wplywajg zarowno czynniki
indywidualne, wynikajace ze specyfiki obiektu, jak i czynniki determinujace dzia-
Talno$¢ wszystkich obiektow w jednakowy sposob 1 w jednakowym stopniu.

Celem badan wzdluznych jest obserwacja wybranych obiektéw i1 zjawisk
w dhuzszym okresie, np. kilkumiesigcznym, kilkuletnim i dtuzszym. Badania te
umozliwiajg systematyczne gromadzenie danych dotyczacych badanego zjawiska,
obserwacje¢ zachodzacych zmian oraz wyjasnianie ich przyczyn. Dane wzdluzne
(longitudinal data) pokazuja stan obiecktow w czasie; sg wynikiem wielokrotnych
obserwacji tych samych zmiennych w dtugich okresach.

W artykule pokazano mozliwos$ci wykorzystania metod wielowymiarowych do
analizy zjawisk opisanych danymi wzdluznymi zaprezentowano dwa podejscia
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wykorzystujagce modele ze zmiennymi ukrytymi. Pierwsze podejscie bazuje na
modelach réwnan strukturalnych, drugie na analizie danych funkcjonalnych. Celem
artykutu jest poréwnanie obu metod z uwzglednieniem ich odmiennosci oraz
wskazaniem ich zalet i wad.

W celu zobrazowania tych metod przytoczono przyktad empiryczny, ktérego
przedmiotem badania byt poziom edukacji w panstwach europejskich, scharaktery-
zowany przez wspotczynnik skolaryzacji', dotyczacy studentow uczelni wyzszych
studiow 1 i II stopnia (ISCED 5, 6). Zakres przestrzenny badania to 30 panstw eu-
ropejskich, natomiast zakres czasowy to lata 1999-2011. Dane pochodza z baz
Eurostatu.

2. Funkcjonalna analiza gléwnych skladowych

Analiza gléwnych sktadowych polega na transformacji zmiennych pierwotnych w
zbioér nowych wzajemnie ortogonalnych zmiennych, zwanych gléwnymi sktado-
wymi. Funkcjonalna analiza gléwnych sktadowych posiada zalety klasycznej ana-
lizy glownych sktadowych, dodatkowo umozliwia analize¢ danych o charakterze
dynamicznym. Podstawowg roznicg tych dwoch metod jest rodzaj danych: PCA
bazuje na danych wielowymiarowych, natomiast FPCA na danych funkcjonalnych.
Danymi funkcjonalnymi sa krzywe i trajektorie, czyli ciag indywidualnych obser-
wacji, a nie jak zwykle pojedyncza obserwacja.

W przypadku funkcjonalnej analizy glownych sktadowych (FPCA) kazda
gltowna sktadowa wyrazona jest przez funkcje wagowa gltownych skladowych
(principal component weight function), inaczej nazwang funkcja wilasng (eigen-

function) &, (t) zalezng od czasu [Daniele 2006; Ramsay, Silverman 2005]. Funk-
cja wlasna maksymalizuje wariancj¢ funkcji gtownych sktadowych:

def

v(t,s)=ﬁg{xi(t)—)_c(t)}{xi(s)—)_c(s)}. )

Analogicznie do klasycznej PCA, problemem w funkcjonalnej jest rozklad wa-
riancji funkcji:

V(ZJS):Z’I/';U)%ZJ(S)’ @)
7
gdzie 1,,&,(t) spelniaja rownanie whasne:

(v(.).€,)=24,£,(s) 3)

! Wspotezynnik skolaryzacji wyraza liczbe studentéw na 100 0s6b nalezacych do tej samej grupy
wiekowe;j.
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oraz wartosci wlasne sg dodatnie i niemalejace:

def

2= [ & (e)v(t5)E (s)drds. (4)

T

Funkcje wlasne spetniajg warunek:
[& ()t =1 oraz [£,() (t)de=0 (i< )). 5)
T T

Funkcje wlasne okreslajg gtowne sktadowe zmiennosci migdzy probkowymi
funkcjami x, [Ingrassia, Costanzo 2005; Hall i in. 2006].

Empiryczne wartosci wspotczynnika skolaryzacji dla 30 panstw europejskich w
latach 1999-2011 przedstawia rysunek 1. Dane wielowymiarowe przeksztatcono na
dane funkcjonalne metoda B-spline, a nast¢pnie za pomocg funkcjonalnej analizy
glownych sktadowych wyodrebniono dwie glowne sktadowe (rys. 2).

100

80

60
|

40
l

20
|

2000 2002 2004 2006 2008 2010

Rys. 1. Skolaryzacja panstw europejskich

Zrédto: opracowanie whasne z wykorzystaniem programu R.

Pierwsza funkcjonalna gtéwna sktadowa, oznaczona linig ciagla, wyjasnia 59%
zmiennoS$ci wspolnej, natomiast druga, oznaczona linig przerywang — 40%. Podob-
nie jak w klasycznej analizie gtowne sktadowe nalezy zinterpretowaé, jednak w
przypadku danych funkcjonalnych interpretacja jest trudniejsza. Praktyczne wyjas-
nienie funkcjonalnych gtownych sktadowych ulatwiaja wykresy odchylenia kaz-
dej ze sktadowych od $redniej (rys. 3). Linia ciagla (lezaca posrodku) przedstawia
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Rys. 2. Funkcjonalne glowne sktadowe

Zrédlo: opracowanie whasne z wykorzystaniem programu R.

srednig wielkos¢ zmian wspolczynnika skolaryzacji, linia zbudowana ze znakow
»T~ (najgrubsza) oznacza $rednig powigkszong o t¢ cze$¢ sktadowej, ktora wyjas-
nia zmiennos$¢ wspodlng. Linia zbudowana ze znakdéw ,.—” oznacza $rednig pomniej-
szong o t¢ warto$¢.

Pierwsza funkcjonalna gtéwna sktadowa Druga funkcjonalna glowna sktadowa

120
70

0 20 40 60 80
|

50 60
[

40

T T T T T T T T
2000 2004 2008 2000 2004 2008

Rys. 3. Odchylenia funkcjonalnych gtéwnych sktadowych od $redniej

Zrédto: opracowanie whasne z wykorzystaniem programu R.

Pierwsza sktadowa odpowiada za 0g6lng tendencje. Przyjmuje wartosci dodat-
nie, zatem dla danego kraju dodatni tadunek na tej sktadowej oznacza, ze krzywa
opisujgca wielko$¢ zmian wspotczynnika skolaryzacji lezy powyzej $redniej. Dru-
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ga sktadowa pokazuje tendencje w pierwszych latach w odniesieniu do ostatnich
(,,poczatek kontra koniec”) — poréwnuje okres do roku 2006 z okresem po 2006
roku. Dodatni fadunek na drugiej sktadowej oznacza, ze tempo zmian na poczatku
badanego okresu bylo wigksze od $redniej, natomiast na koncu tempo byto mniej-
sze od $redniej.

Funkcjonalna analiza czynnikowa pozwala na wizualizacj¢ danych, umozliwia-
jaca poréwnanie badanych obiektow. Rysunek 4 przedstawia rzut danych na plasz-
czyzng¢ wyznaczong przez dwie funkcjonalne gtéwne sktadowe.
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Rys. 4. Rzut obiektow na plaszczyzng wyznaczong przez dwie funkcje sktadowe

Zrédlo: opracowanie whasne z wykorzystaniem programu R.

3. Model krzywych rozwojowych

Modelowanie rownan strukturalnych (SEM — Structural Equation Modeling), ina-
czej nazywane LISREL (LInear Structural RELationships), jest ogolna, gtdéwnie
liniowg, wielowymiarowg technikg statystyczng. Jest ona bardziej konfirmacyjna
niz eksploracyjna, czyli wykorzystuje si¢ ja do sprawdzania dopasowania okreslo-
nego modelu do danych, a nie do budowy pasujacego modelu. Jednym ze zlozo-
nych modeli strukturalnych jest model krzywych rozwojowych, ktory stuzy do
analizy zmiany wartosci poszczegdlnych zmiennych w czasie. Model ten zaktada,
ze zmiana jest procesem ciggtym scharakteryzowanym przez zmienne, ktérych
realizacje r6znig si¢ miedzy obiektami [ Acock, Li 2002; Konarski 2004].

Model pomiarowy opisuje zmienne latentne, tzn. parametry krzywych rozwo-
jowych. Natomiast model strukturalny zawiera informacje o zréznicowaniu tych
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parametrow. Model krzywych rozwojowych pozwala na estymacj¢ parametrow
nie tylko funkcji liniowej 1 wielomianowej, ale takze np. logarytmicznej, wyktad-
niczej. Takie podejscie do analizy zmiany pozwala na uwzgl¢dnienie korelacji
miedzy statusem poczgtkowym i tempem zmiany krzywej rozwojowej oraz testo-
wanie relacji miedzy bigdami pomiarowymi [Sej-Kolasa, Sztemberg-Lewan-
dowska 2009].

Przy zatozeniu, ze chwile pomiaru nie r6znig si¢ mi¢dzy obiektami, model po-
miarowy ma postac:

Y =An+E, (6)

gdzie: 'Y — wektor obserwowalnych zmiennych,
A — macierz tadunkoéw czynnikowych,
n — wektor zmiennych latentnych,

E — wektor bledow pomiaru zmiennych obserwowalnych.

Natomiast model strukturalny jest wyrazony wzorem:
n=a+g, (7

gdzie o zawiera Srednie wartosci indywidualnych parametrow regresji 4, iy ;
& zawiera pozostatosci regresji.

Opisany model SEM z zalozeniami: E (1]) =q, F (é) =0, Var(é) =¥ oraz
E(E) =0, Var(E) =0, Cov(E, 1]) =0 bazuje na nastepujacych rownaniach:

n, = Aa, ®)

T=A®A" +0. ©9)

Obiektami w badaniu sg panstwa europejskie, zmienng zalezng — warto$ci
wspotczynnika solaryzacji, natomiast ¢ jest numerem pomiaru, badanie obejmuje
dwanascie lat.

Zmiennymi latentnymi w modelu s3: stan poczatkowy i tempo wzrostu (szyb-
ko$¢ zmian) i-tego obiektu. W wigkszosci modeli rownan strukturalnych tadunki
czynnikowe sg estymowane, tutaj sg znane. Stan poczatkowy i-tego obiektu jest
taki sam w kazdej chwili pomiaru, dlatego tadunki zmiennych na tym czynniku sg
rowne 1. Natomiast tadunki zmiennych na drugim czynniku odzwierciedlajg zroz-
nicowanie czasowe kolejnych pomiaréw w odniesieniu do 1999 roku.

W tabeli 1 zamieszczono miary dopasowania opisanego modelu liniowego do
danych. Otrzymany model przedstawiono na rysunku 5.

Zadowalajaca wartos¢ RMSEA wynosi ponizej 0,05, natomiast dla wszystkich
pozostatych miar im warto$¢ blizsza jest jednosci, tym lepsze dopasowanie. IFI i
MFI wykazuja dobre dopasowanie (wartosci powyzej 0,8), CFI i GFI wykazujg gor-
sze dopasowanie (warto$ci powyzej 0,6), natomiast warto§¢ RMSEA jest graniczna.
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Tabela 1. Miary dopasowania otrzymanego modelu

Statystyka chi-kwadrat p=0,1
Indeks Bollena IFI (Incremental Fix Index) 0,810
Indeks Bentlera I Muellera CFI (Normed Comparative Fit Index) 0,611
Indeks Joreskoga i Sérboma GF1 (Goodness-of-Fit Index) 0,636
Indeks McDonalda MFI (McDonald Fit Index) 0,911
Wskaznik RMSEA (Root Mean Square Error of Approximation) 0,055

Zrédlo: opracowanie whasne z wykorzystaniem programu R.
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Rys. 5. Estymowane parametry modelu

Zrédto: opracowanie whasne z wykorzystaniem programu EQS.
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Wartos¢ constant potrzebna jest w przypadku modelowania zarowno $redniej,
jak i kowariancji modelu. Strzatka charakteryzujaca zalezno$¢ constant z Intercept
reprezentuje Srednig dla statej modelu liniowego, natomiast strzatka taczaca con-
stant z Linear reprezentuje $rednig dla wspotczynnika kierunkowego modelu.
Srednie te s3 wolnymi parametrami modelu.

Wspotczynnik kierunkowy otrzymanego modelu liniowego wynosi 1,8, zatem
tendencja zmian wspoétczynnika solaryzacji jest rosngca.

Model krzywych rozwojowych pozwala dodatkowo na ocen¢ modelu w kaz-
dym badanym roku, co umozliwia okreslenie, w ktérym roku tendencja zmian
wspotczynnika solaryzacji dla wszystkich obiektow byta najwigksza.

4. Podsumowanie

Zardéwno funkcjonalna analiza glownych sktadowych, jak i model krzywych roz-
wojowych bazujg na zmiennych ukrytych. Obie metody pozwalajg na analiz¢ da-
nych wzdluznych (czasowo-przekrojowych). Kazda z metod zaktada, ze zmiana
jest procesem ciaglym scharakteryzowanym przez zmienne, ktorych realizacje
roznig si¢ miedzy obiektami.

Podstawowg réznicg obu metod jest rodzaj wykorzystywanych danych: dane
funkcjonalne lub wielowymiarowe.

Funkcjonalng analizg gtéwnych sktadowych stosujemy w celu wyodrgbnienia
funkcjonalnych glownych sktadowych, natomiast model krzywych rozwojowych —
w celu estymacji parametroéw wybranego modelu, np. liniowego. Zaletg pierwszej
z metod jest mozliwos¢ pokazania nie tylko ogoélnej tendencji zmian, ale takze

Tabela 2. Funkcjonalna analiza gtéwnych sktadowych i model krzywych rozwojowych - porownanie

Wyszczegdlnienie ;Eal;c;gﬁ 3511(1112333:;2:111 Model krzywych rozwojowych
Podstawowe Zmiana jest procesem ciggltym scharakteryzowanym przez zmienne, ktorych
zalozenie realizacje r6znia si¢ migdzy obiektami
Rodzaj danych Funkcjonalne Wielowymiarowe
Funkcje B-spline, stata, wyktadnicza, funkcja | Liniowa, wielomianowa, logarytmicz-
przyblizajace dane | Fouriera, wielomianowa, potegowa na, wyktadnicza
Zmienne latentne | Ogdlna tendencja Stan poczatkowy modelu liniowego
,,Poczatek kontra koniec” (wspotczynnik kierunkowy prostej)
Tempo zmian modelu liniowego
(przecigcie z 0sig)
Cel procedury Wyodrebnienie funkcjonalnych Estymacja parametrow wybranego
glownych sktadowych modelu
Istotne zalety Wizualizacja obiektow Miary dobroci dopasowania parame-
metody trow modelu
Ocena modelu w kazdym badanym
okresie dla wszystkich obiektéw

Zrodlo: opracowanie wlasne.



Wybrane metody analizy danych wzdluznych 329

tendencji w poczatkowym okresie w odniesieniu do okresu ostatniego. Dodatkowo
metoda pozwala na wizualizacj¢ danych. Zaletg drugiej metody jest mozliwos¢
dokonania oceny modelu w kazdym badanym okresie dla wszystkich obiektow
oraz oceny dobroci dopasowania poszczegdlnych parametrow modelu. Wadg funk-
cjonalnej analizy gtownych skladowych jest utrata informacji spowodowana ko-
niecznoscig przeksztalcenia danych empirycznych na dane funkcjonalne. Utrata
informacji wystgpuje rowniez w modelu krzywych rozwojowych na etapie estyma-
¢ji parametrow modelu.
Syntetyczne porownanie obu zaprezentowanych metod zawiera tabela 2.
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SELECTED METHODS FOR AN ANALYSIS
OF LONGITUDINAL DATA

Summary: This paper presents the possibilities of using selected multivariate methods to
analyse phenomena described with longitudinal data. Two approaches based on models with
latent variables are described. The first approach is based on the structural equation model-
ling and, more precisely, on the latent growth modelling. This model assumes that changes
are continuous processes characterised by variables the realizations of which differ between
objects. The other approach is based on the functional data analysis. One of the methods
for analysing functional data is the functional principal components analysis which has the
advantages of the principal components analysis and enables analysing data with dynamic
nature.

Keywords: longitudinal data, functional factor analysis, SEM, growth curves models.
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