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WZMACNIANIE SKALI POMIARU
DLA DANYCH PORZADKOWYCH
W STATYSTYCZNEJ ANALIZIE WIELOWYMIAROWEJ

Streszczenie: Punktem wyjscia zastosowania metod statystycznej analizy wielowymiarowej
jest macierz danych. Problem stosowania narzedzi statystycznej analizy wielowymiarowe;j
komplikuje si¢ wtedy, gdy w zbiorze znajduja si¢ zmienne mierzone na skalach réznych ro-
dzajow lub tylko na stabych skalach pomiaru (szczegdlnie na skali porzadkowej). W artyku-
le proponuje si¢ metod¢ wzmacniania skali pomiaru zmiennych porzadkowych. Propozycja
bazuje na odlegtosci GDM2 wlasciwej do zastosowania dla danych porzadkowych. Rozwa-
zane zagadnienia zilustrowano przyktadem empirycznym z wykorzystaniem programu R.

Stowa kluczowe: wzmacnianie skali pomiaru, dane porzadkowe, odlegtos¢ GDM2, staty-
styczna analiza wielowymiarowa.

1. Wstep

Punktem wyjscia zastosowania metod statystycznej analizy wielowymiarowej jest
macierz danych. Problem stosowania narzedzi statystycznej analizy wielowymia-
rowej nie wystepuje w zasadzie wtedy, gdy wszystkie zmienne w macierzy danych
sa mierzone na skalach metrycznych. Sytuacja komplikuje si¢, gdy w zbiorze znaj-
dujg si¢ zmienne mierzone na skalach réznych rodzajow lub tylko na stabych ska-
lach pomiaru (szczego6lnie na skali porzadkowej). Jedna z podstawowych regut
teorii pomiaru méwi, ze jedynie rezultaty pomiaru w skali mocniejszej mogag by¢
transformowane na liczby nalezace do skali stabszej [por. np. Steczkowski, Zelias
1981, s. 17, 1997, s. 19; Wisniewski 1986; 1987; Walesiak 1990, s. 40]. Bezpo-
srednia transformacja skal, polegajaca na ich wzmacnianiu, nie jest mozliwa, po-
niewaz z mniejszej ilosci informacji nie mozna uzyskac¢ wigkszej jej ilosci. W lite-
raturze [por. np. Anderberg 1973, s. 53-69; Pociecha 1986] podawane sa pewne
aproksymacyjne metody przeksztalcania skal stabszych w silniejsze, opierajace si¢
na dodatkowych informacjach. W artykule proponuje si¢ posrednia metodg
wzmacniania skali pomiaru zmiennych porzadkowych. Propozycja bazuje na
odlegtosci GDM2 wtasciwej do zastosowania dla danych porzadkowych.
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2. Skale pomiaru

W teorii pomiaru rozroznia si¢ cztery podstawowe skale pomiaru, tj. nominalng,
porzadkows, przedziatowa, ilorazowa [zob. Stevens 1946]. Skale przedziatowa
1 ilorazowg zalicza si¢ do skal metrycznych, natomiast nominalng i porzagdkowa
do niemetrycznych. Skale pomiaru sg uporzadkowane od najstabszej (nominalna)
do najmocniejszej (ilorazowa). Z typem skali wigze si¢ grupa przeksztalcen, ze
wzgledu na ktore skala zachowuje swe wlasnosci. Podstawowe wlasnosci skal po-
miaru zawiera tabela 1.

Tabela 1. Podstawowe wtasnosci skal pomiaru

Tvp skali Dozwolone przeksztatcenia Dopuszczalne Dopuszczalne operacje
yp matematyczne relacje arytmetyczne
Nominalna z=f(x), f(x) —dowolne rgwnosci ( X, =Xy), 62 zl}czanle zde}?zen
przeksztatcenie wzajemnie nosci (x, # x,) (1,1czba,r§:1a<f]} o
jednoznaczne 4 B rownosci, réznosci)
Porzadkowa | z= f(x), f(x) —dowolna |powyzsze oraz wigkszoéci |zliczanie zdarzen
$cisle monotonicznie rosngca | (X, > Xx;) i mniejszosci (1,1czba,r§:1agj} .
; réwnosci, r6znosci
funkcja (x,<x,) . e L
4B wickszos$ci, mniejszosci)
Przedzialowa | z=bx+a (b>0), zeR powyzsze oraz rOwnosci powyzsze oraz
dla wszystkich x zawartych w | FOZicC i przedziatow fiodayvame .
R, warto$é zerowa na tej skali | (X, — X = X0 — X)) 1 odejmowanie
jest zwykle przyjmowana
arbitralnie lub na podstawie
konwencji
Ilorazowa z=bx (b>0), zeR, dla powyzsze oraz rOwnosci powyzsze oraz
wszystkich x zawartych w g , |ilorazow (X4 _ Xc ) mnozenie i dzielenie
. o X, X
naturalnym poczatkiem skali 57D
ilorazowej jest warto$¢ zero-
wa (zero lewostronnie ogra-
nicza zakres skali)

Zrédlo: opracowanie whasne na podstawie [Stevens 1959, s. 25 i 27; Adams, Fagot, Robinson 1965;
Walesiak 1995, s. 189-191; Walesiak, Bak 2000, s. 17].

Szczegdlowa charakterystyke skal pomiaru zawierajg m.in. prace: [Walesiak
1993, s. 32-35; 1996, s. 19-24; 2011, s. 13-16].

3. Metoda wzmacniania porzadkowej skali pomiaru

w skale¢ metryczng

Propozycja wzmacniania skali pomiaru zmiennych porzagdkowych bazuje na odleg-
losci GDM2 wtasciwej do zastosowania dla danych porzadkowych. Miara odleg-
loéci dla obiektow opisanych zmiennymi porzadkowymi moze wykorzystywac
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w swojej konstrukeji tylko relacje wskazane w tabeli 1. To ograniczenie powoduje,
ze musi by¢ ona miarg kontekstowg, ktora wykorzystuje informacje o relacjach,

w jakich pozostajg poréwnywane obiekty w stosunku do pozostalych obiektow
z badanego zbioru obicktow. Taka miarg odleglosci dla danych porzadkowych

jest miara GDM2 zaproponowana przez Walesiaka [1993, s. 44-45]:

m n

Z%MW+ZEMWW
diw:l_ — s (1)

2 PHED LY

Jj=11=1 j=1 1=1

=

gdzie: d,, €[0;1] — miara odleglosci GDM2 obiektu i-tego od obiektu-wzorca w,
p=wl; r=il;il=1,...,n —numer obiektu,
j=1,...,m —numer zmiennej porzadkowej,
1 jezeli x;>x, (xw. > xrj)
a,(b,;)=1 0 jezeli x,=x, (x,=x,), dla p=wl;r=il.
-1 jezeli x,<x, (x , <xrj)
Z uwagi na to, ze metoda wzmacniania skali pomiaru zmiennych porzadko-

wych z wykorzystaniem odleglosci GDM2 dotyczy kazdej zmiennej z osobna,
zatem wzor na odleglto§¢ GDM2 dla j-tej zmiennej ( j =1,...,m ) w tej sytuacji jest

nastepujacy:

ww+2%w

d. :l_ 1#i,k . (2)

fgeze]

Do przeksztalcenia zmiennej porzadkowej w zmienng metryczng zastosowany
zostanie dla j-tej zmiennej ( j =1,...,m ) wzor:

Siw = 1 - diw ‘ (3)

W wyniku zastosowania wzoru (3) nastagpi wzmocnienie skali porzadkowe;j
w skale metryczng zgodnie ze schematem:
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X,
obliczenie podobienstw (3)
dane porzadkowe | x; | = bazujacych na odleglosci| s; | = dane metryczne

GDM?2 od obiektu wzorca

)Cn/. Snj i

W sytuacji, gdy w badaniu bedg wykorzystywane metody statystycznej analizy
wielowymiarowej, ktére nie wymagaja wyodrebnienia w zbiorze preferencji wsrod
zmiennych (np. analiza skupien, skalowanie wielowymiarowe, analiza czynniko-
wa), we wzorze (2) x,, (j=1,...,m) oznacza¢ bgdzie kategori¢ maksymalng spo-

wj
srod wszystkich kategorii danej zmienne;.

W szczegblnych przypadkach metody statystycznej analizy wielowymiarowej
wymagaja wyodrgbnienia w zbiorze preferencji wsrdd zmiennych (np. dla metod po-
rzadkownia liniowego zbioru obiektow). Wyrdznia si¢ wtedy stymulanty (S), destymu-
lanty (D) i nominanty (N). W tej sytuacji we wzorze (2) x,, (j=1,...,m) oznacza¢
bedzie kategorie najbardziej korzystng sposrod wszystkich kategorii danej zmienne;.
Dla stymulanty i destymulanty jest to kategoria odpowiednio maksymalna i minimal-
na. Z kolei dla nominanty jednomodalnej jest to kategoria nominalna zmienne;.
W wyniku takiego przeksztalcenia zmiennej porzagdkowej na zmienng metryczng dla
destymulanty i nominanty nastgpi dodatkowo przeksztalcenie w stymulantg.

W sytuacji, gdy wszystkie zmienne w zbiorze zmiennych mierzone sa na skali
porzadkowej do agregacji wartosci zmiennych w porzadkowaniu liniowym stosuje
si¢ metode bazujgca na wzorcu rozwoju i odlegtosci GDM?2 dla danych porzadko-
wych. Nie jest mozliwe zastosowanie metod bezwzorcowych usredniajacych
znormalizowane warto$ci zmiennych z uwagi na to, ze formuty normalizacyjne i
metody usredniania znormalizowanych wartosci zmiennych (np. $rednia arytme-
tyczna, geometryczna, harmoniczna) dopuszczalne sa dla skal metrycznych.
Wzmocnienie skali pomiaru zezwala na wykorzystanie w tym przypadku bezwzor-
cowych metod usredniajacych znormalizowane wartos$ci zmiennych.

4. Przykladowe zastosowanie wzmocnienia skali porzadkowej

Poziom rozwoju spoteczno-gospodarczego powiatéw ziemskich wojewddztwa
wielkopolskiego opisano z wykorzystaniem 12 zmiennych metrycznych i 6 po-
rzadkowych, biorgc pod uwagg nastepujace kryteria podrzedne: warunki spoteczne,
wyposazenie infrastrukturalne, rozwdj gospodarczy i warunki przyrodnicze [zob.
Fuczak, Wysocki 2012]".

' Dane statystyczne do przeprowadzonego badania udostepnili prof. Feliks Wysocki i dr Alek-
sandra Luczak.
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A. Warunki spoteczne:
x1 —udziat pracujacych w rolnictwie, le$nictwie, towiectwie i rybactwie (%),
x2 —udziat pracujacych w przemysle i budownictwie (%),
x3 — stopa bezrobocia (%),

B. Wyposazenie infrastrukturalne:
x4 — odsetek ludnosci korzystajacy z instalacji kanalizacyjnej (% ogoétu ludnosci),
x5 — odsetek ludnosci korzystajacy z instalacji gazowej (% ogotu ludnosci),
x6 — miejsca noclegowe na 1000 ludnosci,
x7 — uczniowie przypadajacy na 1 komputer z dostgpem do Internetu w gimnazjach

dla dzieci i mlodziezy (bez szkot specjalnych),
x8 — jako$¢ drog gminnych i powiatowych,
X9 — poziom oczyszczalni Sciekow,
x10 — jakos¢ edukac;i,

C. Rozwdj gospodarczy:
x11 — podmioty gospodarcze od 10 do 49 zatrudnionych na 10 tys. ludno$ci,
x12 — podmioty gospodarcze zatrudniajgce 50 i wigcej osdb na 10 tys. ludnosci,
x13 — produkcja sprzedana przemystu ogétem na 1 mieszkanca (zt),
x14 — naktady inwestycyjne w przedsigbiorstwach na 1 mieszkanca w zt (z 2008

roku),
x15 — dochody wiasne gmin w dochodach ogotem (%), (Srednia z 5 lat),
x16 — poziom kultury rolnej,
x17 — poziom rozwoju bazy przetwdrczej przemystu rolno-spozywczego.

D. Warunki przyrodnicze:
x18 — walory $rodowiska przyrodniczego (lasy, jeziora, rzeki, parki).

Zmienne x8, x9, x10, x16, x17, x18 mierzone sa na skali porzadkowej. Eksperci
ocenili poziomy dla zmiennych porzadkowych na skali pigciostopniowej: 5 —
bardzo wysoki, 4 — wysoki, 3 — dostateczny, 2 — niski, 1 — bardzo niski. Pozostale
zmienne mierzone sg na skali ilorazowe;j. Trzy zmienne, tj. x1, x3, x7, maja charak-
ter destymulant. Pozostale zmienne sg stymulantami. Dane statystyczne pochodza
z roku 2010.

Celem badania jest uporzadkowanie liniowe powiatow wojewodztwa wielko-
polskiego ze wzgledu na poziom rozwoju spoteczno-gospodarczego z wykorzysta-
niem uogdlnionej miary odlegtosci GDM. Z uwagi na to, ze w zbiorze danych
zmiennych sa zmienne metryczne i porzadkowe, mozliwe sa cztery drogi postepo-
wania:

1. Pomina¢ w praktyce fakt, ze zmienne sg mierzone na skalach réznych typow
i stosowa¢ metody wiasciwe dla zmiennych jednego typu. Zmienne porzadkowe
potraktowac jak metryczne i zastosowac syntetyczny miernik rozwoju (SMR) ba-
zujacy na odlegtosci GDM1. Sposob ten, cho¢ atrakcyjny z aplikacyjnego punktu
widzenia, jest nie do przyjecia ze wzgledow metodologicznych (nastgpuje tu bo-
wiem sztuczne wzmocnienie skali pomiaru).
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2. Zastosowa¢ jako SMR odlegltos¢ GDM2 wiasciwg dla danych porzadko-
wych. Wtedy zostaje ostabiona skala pomiaru dla grupy zmiennych mierzonych na
skali ilorazowej (zostaja one przeksztalcone w zmienne porzadkowe, poniewaz
w obliczeniach dla miary GDM2 uwzgledniane sg tylko relacje wigkszosci, mniej-
szo$ci 1 rownosci). W podejsciu tym nastepuje utrata informacji poprzez ostabienie
skali pomiaru dla dominujacej grupy zmiennych.

3. Wyznaczy¢ warto$ci syntetycznego miernika rozwoju osobno dla grupy
zmiennych ilorazowych (z wykorzystaniem odleglosci GDM1) i porzadkowych
(z wykorzystaniem odlegto§ci GDM2). Nastepnie wyznacza si¢ warto$¢ zagrego-
wang SMR. Taki sposob postepowania zastosowano w artykule Luczak i Wysocki
[2012].

4. Dokona¢ transformacji zmiennych tak, by sprowadzi¢ je do skali jednego ty-
pu poprzez wzmocnienie skali porzadkowej w skale metryczng (zob. formuta (3)).
Dzigki tej operacji mozliwe bedzie zastosowanie odlegtosci GDM1 jako syntetycz-
nego miernika rozwoju dla danych metrycznych.

W przeprowadzonym badaniu zastosowano czwarte rozwigzanie. Ponadto w
badaniu przyjeto wagi zroznicowane dla zmiennych ujete w tabeli 2.

Tabela 2. Wagi dla kryteriow podrz¢dnych opisujacych poziom rozwoju spoleczno-gospodarczego
powiatow

Wyszczegblnienie Kryterium podrzedne

spoteczne infrastrukturalne gospodarcze przyrodnicze
Wagi dla kryteriow 0,262 0,118 0,565 0,055
Liczba zmiennych 3 7 7 1

Zrédlo: [Euczak, Wysocki 2012, s. 305].

Wagi dla poszczeg6élnych zmiennych wynikajg z podzielenia wag dla kryteriow
przez liczbe zmiennych.

W celu pordéwnania otrzymanych wynikow z rezultatami porzadkowania linio-
wego przeprowadzonego na podstawie trzeciego rozwigzania zastosowano naste-
pyjaca formute SMR [Luczak, Wysocki 2012, s. 303]:

sMR, - DML, ’
GDM1; + GDM1’

“

gdzie: GDM1; (GDM]1; ) — odlegtos¢ GDM1 obiektu i-tego od gornego bieguna
rozwoju (dolnego bieguna rozwoju)’.

Wyniki porzagdkowania liniowego powiatow ziemskich wojewoddztwa wielko-
polskiego ze wzgledu na poziom rozwoju spoteczno-gospodarczego metodg Lu-
czak 1 Wysocki [2012] oraz metoda Walesiaka zawiera tabela 3.

2 W literaturze przedmiotu stosuje si¢ zamiennie terminy wzorzec (antywzorzec) rozwoju.
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Tabela 3. Wyniki porzadkowania liniowego powiatow ziemskich wojewddztwa wielkopolskiego
ze wzgledu na poziom rozwoju spoteczno-gospodarczego

i Luczak i Wysocki [2012] Walesiak — formuta (4)
Lp. Powiaty
SMR,,, ranga SMR,, ranga
1 | chodzieski 0,406 20 0,417 21
2 | czarnkowsko-trzcianecki 0,387 21 0,367 22
3 | gnieznienski 0,452 18 0,561 18
4 | gostynski 0,568 7 0,715 2
5 | grodziski 0,538 8 0,638 10
6 | jarocinski 0,579 4 0,651 9
7 | kaliski 0,197 29 0,210 27
8 | kepinski 0,529 10 0,666 5
9 | kolski 0,299 26 0,250 25
10 | koninski 0,242 28 0,101 30
11 | ko$cianski 0,531 9 0,635 11
12 | krotoszynski 0,503 14 0,632 12
13 | leszczynski 0,518 12 0,619 14
14 | miedzychodzki 0,576 5 0,664 6
15 | nowotomyski 0,575 6 0,660 7
16 | obornicki 0,467 17 0,588 17
17 | ostrowski 0,344 24 0,464 19
18 | ostrzeszowski 0,380 22 0,345 23
19 | pilski 0,468 16 0,614 15
20 | pleszewski 0,168 30 0,116 29
21 | poznanski 0,820 1 0,949 1
22 | rawicki 0,417 19 0,459 20
23 | stupecki 0,135 31 0,071 31
24 | szamotulski 0,478 15 0,632 12
25 | $redzki 0,522 11 0,654 8
26 | $remski 0,585 3 0,676 3
27 | turecki 0,300 25 0,220 26
28 | wagrowiecki 0,366 23 0,304 24
29 | wolsztynski 0,608 2 0,674 4
30 | wrzesinski 0,507 13 0,614 16
31 | zlotowski 0,288 27 0,194 28
Srednie z wartosci SMR 0,4436452 X 0,4959677 X
Odchylenia standardowe
z warto$ci SMR 0,1466254 X 0,2168981 X

Zrédto: obliczenia whasne z wykorzystaniem programu R.

Przecigtny rzad odchylen warto$ci pordéwnywanych zmiennych syntetycznych
(w tab. 3 SMR,,, dla metody Luczak i Wysockiego oraz SMR, Walesiaka) mie-
rzony wspolczynnikiem W Theila wyniost 0,099. Bylo to wynikiem:
— zmian w zroéznicowaniu warto$ci zmiennej syntetycznej, $wiadczacych
o zwigkszeniu dysproporcji miedzy powiatami w metodzie Walesiaka
(W} =0,0049 dla S,,, =0,1466 i S, =0,2169),
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— réznicy w $rednich warto$ciach dla SMR (%> =0,0027 dla SMR.» =0,4436
1 SMRw =0,4960),
- réznicy w kierunku zmian wartosci SMR (W, =0,0022 dla r =0,9656).
Nastegpnie poréwnano uporzadkowanie powiatow (kolumna 4 i 6 w tab. 3)
w metodzie Luczak i Wysockiego z uporzadkowaniem w metodzie Walesiaka.
Wspoétezynnik ten pozwala mierzy¢ stopien podobienstwa dwoch uporzadkowan
obiektow, wskazujac na stopien przemieszczenia w hierarchii powiatow dla po-
rownywanych metod. Wspolczynnik tau Kendalla wynosi tutaj 0,870. Najwicksze
roznice w uporzgdkowaniu powiatéw (5 pozycji) wystepuja dla powiatow: gostyn-
ski, jarocinski, kepinski, ostrowski.

5. Podsumowanie

W artykule zaproponowano metod¢ wzmacniania skali pomiaru zmiennych po-
rzadkowych, bazujaca na odlegtosci GDM?2, ktéra jest wlasciwa do zastosowania
dla danych porzadkowych. Zaleta proponowanego podejscia jest, w przypadku
zbioru zawierajacego zmienne metryczne i porzadkowe, ujednolicenie skali pomia-
ru w zbiorze zmiennych poprzez zastosowanie posredniej metody wzmacniania
skali pomiaru zmiennych porzadkowych. Dzigki tej operacji mozliwe jest zastoso-
wanie metod statystycznej analizy wielowymiarowej, wlasciwych dla danych me-
trycznych.

Rozwazane zagadnienia zilustrowano badaniem empirycznym, w ktorym po-
rownano wyniki porzadkowania liniowego poziomu rozwoju spoteczno-gospo-
darczego powiatow ziemskich wojewoddztwa wielkopolskiego z wykorzystaniem
metody Luczak i Wysockiego oraz metody Walesiaka. W przeprowadzonym bada-
niu uwzgledniono 12 zmiennych metrycznych i 6 porzadkowych. W obliczeniach
wykorzystano program R, a w szczegodlnosci pakiet clusterSim (funkcja ordi-
nalToMetric).
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REINFORCING MEASUREMENT SCALE FOR ORDINAL DATA
IN MULTIVARIATE STATISTICAL ANALYSIS

Summary: The data matrix is the starting point for the application of multivariate statistical
methods. The problem of application of multivariate statistical analysis methods becomes
more complicated when the variables in data set are measured on mixed scales or contain
variables measured on weak measurement scales only (especially on ordinal scale). In the
article we propose a method of reinforcing measurement scale for ordinal data. The proposal
is based on GDM2 distance for ordinal data. Considered aspects are illustrated by empirical
example and R program.

Keywords: reinforcing measurement scale, ordinal data, GDM2 distance, multivariate sta-
tistical analysis.





