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Rozdzial 1

Wstep

Teoria gier jest dziedzing matematyki zajmujaca sie rozwigzywaniem probleméw w przy-
padku, gdy zachodzi konflikt intereséw. Znajduje szerokie zastosowanie w ekonomii, bio-
logii, socjologii a takze w informatyce. Opisuje ona interakcje miedzy graczami, a takze
bada wplyw ich zachowania na Srodowisko.

Poniewaz w grach niekooperacyjnych gracze zazwyczaj nie moga przewidzie¢ strate-
gii swoich rywali, a interakcje miedzy graczami maja wplyw na wyplaty poszczegdlnych
graczy zostalo wprowadzone pojecie rownowagi. Jest to uktad strategii graczy, od ktorego
odstepstwo przez pojedynczego gracza jest nieoptacalne. Pojecie to zostato wprowadzone
przez Cournota [17]. Rozpatrywal on wowczas problem duopolu czyli rozwazal gre dwu-
osobowa. Pojecie réwnowagi zostato rozszerzone na problem oligopolu przez Johna Nasha
[38, 39], stad z jego nazwiska wywodzi sie pojecie rownowagi Nasha.

Pojecie gry stochastycznej wprowadzil Shapley [55]. W grze stochastycznej kazdy
gracz podejmuje decyzje w ustalonych etapach. Decyzja gracza uzalezniona jest od ak-
tualnego stanu gry, ktory w tym przypadku pochodzi ze zbioru skonczonego. Aktualny
stan jest zmienna losowa zalezng od historii gry, czyli od standéw gry i uktadoéw decyzji
poszczegblnych graczy we wczesniejszych etapach. Shapley rozpatruje gry o sumie ze-
rowej, w ktorej catkowita wyptata dla gracza jest oczekiwana warto$¢ sumy dziennych
wyptlat zdyskontowanych na moment rozpoczecia gry. W pracy Shapleya wykazano ist-
nienie stacjonarnych strategii optymalnych.

W roku 1964 Fink [22| zajmowal sie modelem zdyskontowanej gry stochastycznej o
sumie niezerowej, w ktorej jednak zbioér stanéw nadal ma tylko skonczenie wiele ele-
mentow. Wykazal on istnienie rownowagi Nasha taczac dwie idee - klasyczny dowdd
Nasha i rownania optymalnosci Bellmana. W swojej pracy wykorzystal miedzy innymi
Twierdzenie Kakutaniego o punkcie stalym [56]. Dla zdyskontowanych gier stochasty-
cznych o sumie niezerowej i o zbiorze stanéw mocy continuum problem istnienia rownowagi
Nasha (nawet w zbiorze strategii zrandomizowanych) w ogélnym przypadku jest otwarty.
Pewne twierdzenia o istnieniu € - rownowagi zostaly uzyskane za pomoca dyskretyzacji
przestrzenii stan6w w pracach [41, 45, 62, 64]. Sa jednak klasy gier dla ktorych istnienie
rownowagi udato sie wykaza¢. W najbardziej ogélnym przypadku strategie graczy za-
leza od historii gry. Zatem postaé strategii jest bardzo skomplikowana w poréwnaniu do



przypadku zdyskontowanych gier o sumie zerowej, w ktorej udato sie wykazaé istnienie
rownowagi stacjonarnej. Problemowi temu przygladali sie Mertens i Parthasarathy [36].
I[stnienie stacjonarnej réwnowagi w grze o sumie niezerowej i zbioru stanéw mocy conti-
nuum wykazano dopiero w pracy Himmelberga, Parthasarathy’ego Raghavana i Van-
Vlecka [28|.

Kolejnym przykladem jest praca Parthasarathy’ego i Sinha’y [47]. Zalozono tu, ze
prawdopodobienstwo przejscia jest bezatomowe, oraz nie zalezy ono od aktualnego stanu
gry, a jedynie od ukladu decyzji graczy. Zalozono, ze decyzje graczy pochodza ze zbioru
skoniczonego. Uogdlnienie powyzszego modelu znajduje sie w pracy Nowaka [42]. Praw-
dopodobieristwo przejscia jest skoniczong kombinacja liniowa miar bezatomowych ze wspo6t-
czynnikami zaleznymi od stanu gry i akcji graczy. Przy pomocy nieskoriczenie wymiarowej
wersji Twierdzenia Kakutaniego i Twierdzenia Lapunowa o obrazie wektorowej miary
bezatomowej wykazano istnienie stacjonarnej réwnowagi Nasha.

Szczegblnym przypadkiem gier niekooperacyjnych sg gry supermodularne. Przy po-
mocy wynikow pracy Milgroma i Robertsa [37] mozna zawezy¢ klase decyzji w grach
dynamicznych do stacjonarnych strategii bedacych funkcjami monotonicznymi. Gry su-
permodularne rozwazane byly przez Amira [3|, Curtata [18] i Nowaka [44].

Inna podklasa gier stochastycznych jest klasa gier eksploatacji zasobow. Ta klasa
moze mie¢ zastosowanie przy problemach typu: jaka ilos¢ danego odnawialnego surowca
skonsumowaé, a ile zostawi¢ na nastepny okres. Gry tego typu moga mie¢ zastosowanie w
takich problemach jak eksploatacja lasow czy polowy ryb. Stan gry oznaczajacy ilosé za-
sobow jest zmienna losowa zalezna od ilosci pozostawionego surowca w poprzednim okre-
sie. Model potowu ryb zaproponowali Levhari i Mirman [32]. Prawdopodobiefistwo przej-
dcia bylo zastapione deterministyczng funkcja produkeji. Wazna wlasnoscia tej funkeji
byto przeciecie sie jej z diagonalg uktadu wspotrzednych w punkcie zerowym i w pewnym
punkcie o dodatniej odcietej. Przeciecie nastepowato w taki sposob, ze przy mniejszych za-
sobach produkcja powodowala zwiekszenie ilosci zasobow w nastepnym okresie, natomiast
przy wiekszych zasobach nastepowal spadek ilosci zasobow. Bardziej ogolng postac takiej
funkeji wprowadzili Dutta i Sundaram [21], natomiast stochastyczny odpowiednik takiej
funkcji zastosowano miedzy innymi w pracy Majumdara i Sundarama [33] oraz Dutty i
Sundarama [20]. W grze Levhariego i Mirmana pojawil sie problem tragedii wspdtist-
nienta. Skonsumowanie zbyt matej ilosci surowca powoduje zmniejszenie zyskow gracza,
a powoduje wzrost zyskow przeciwnikéw. Natomiast pobranie zbyt duzej ilosci surowca
powoduje zmniejszenie ilosci surowca w przysztosci, co powoduje zanik zyskow zardéwno
dla gracza jak i oponentow. Tragedie wspolistnienia w swoich modelach kwestionowali
takze Dutta i Sundaram [21], ale ich rozwazania dotyczyly tylko duopolu.

Sundaram [58|, Majumdar i Sundaram [33] oraz Dutta i Sundaram [20]| rozwazali
symetryczng gre eksploatacji zasobow. Za pomoca Twierdzenia Schaudera wykazali ist-
nienie stacjonarnej rownowagi w klasie funkcji dolnie potciaggtych.

Podobnie jak w grach supermodularnych, réwniez w niektorych grach eksploatacji za-
sobow istnienie niezrandomizowanych stacjonarnych réwnowag Nasha zostalo wykazane
przez zawezenie zbioru strategii do rodziny funkcji jednakowo cigglych i wykorzystaniu
twierdzenia Arzeli - Ascoliego, a nastepnie twierdzenia o punkcie staltym. Takiego sposobu



uzyt Amir [2, 5]. Za pomoca Twierdzenia Topkisa o maksymalizacji funkcji supermodu-
larnej [60] wykazal istnienie stacjonarnej rownowagi w klasie funkcji monotonicznych i
lipschitzowskich ze wspolng stata. Z kolei Balbus i Nowak w [9] otrzymali podobne wtas-
nosci rownowagi, korzystajac z wynikow w pracy [10], w ktoérej przy pomocy Twierdzenia
Shaudera wykazano istnienie réwnowagi Nasha, nie precyzujac jej wlasnosci.

Kolejnym problemem w teorii gier stochastycznych jest kwestia zbieznosci rownowag
Nasha i wyptat Nasha w grze o skoriczonym horyzoncie czasowym, gdy dlugosé horyzontu
dazy do nieskoriczonodci. Praca Raghavana, Tijsa i Vrieze’a [49] pokazuje, ze w ogol-
nym przypadku problem ten jest ma negatywne rozwiazanie, poniewaz zbiér rownowag
Nasha moze by¢ wieloelementowy, a takze w odr6znieniu od procesu decyzyjnego nie
jest tatwo stworzy¢ odpowiedniego operatora zwezajacego. W pracy Nowaka i P. Sza-
jowskiego [46] problem zbieznosci funkeji rownowagi udato sie rozwiaza¢ w przypadku gier
dwuosobowych. Prawdopodobienstwo przejécia bylo skonczona kombinacja miar proba-
bilistycznych w tym delty Diraca skupionej w punkcie zero. Za pomoca rownan Bellmana
otrzymano monotoniczng zbiezno$¢ funkcji rownowag Nasha w grze ze skoriczonym hory-
zontem czasowym do funkcji stacjonarnej rownowagi Nasha w grze o nieskoriczonym hory-
zoncie. Przy okazji udowodniono istnienie rownowagi Nasha nie korzystajac z Twierdzenia
Schaudera. Z kolei Balbus i Nowak [8] udowodnili zbieznosé¢ zaréwno rownowag Nasha,
jak rowniez funkcji rownowag, co zostalo opisane w Rozdziale 3. Autorzy tej pracy roz-
patrywali gre wieloosobowa, ale rozwazania ograniczyli do gier symetrycznych. Problem
zbieznosci rozwiazal takze P. Szajowski w pracy [59]. Tym razem gra byla niesymeryczna
i wieloosobowa, ale wspotczynniki przy prawdopodobienstwie przejscia mialy inna forme.

Grami eksploatacji zasobow zajmowali sie rowniez Cave [16]|, Fisher i Mirman [23],
Mendelsohn i Sobel [35], Sobel [57] oraz Wiecek [63].

Gry stochastyczne, a w szczegolnosci gry eksploatacji zasobow mozna rozpatrywaé
jako podklase gier wielogeneracyjnych z czynnikiem altruistycznym stale rownym jeden.
W grach wielogeneracyjnych gracze wystepuja w wielu pokoleniach i tworza dynastie.
Kazdy gracz zyje przez jeden etap gry, a po nim natychmiast pojawia sie potomek. W
obrebie danej dynastii wszyscy gracze maja te sama funkcje wyptlaty, ktora zalezy tylko
od stanu gry, zaleznego od stanu i uktadu decyzji w czasie zycia poprzedniego pokolenia.

Model gry wielogeneracyjnej za stalym wspolczynnikiem altruistycznym wprowadzili
Phelps i Pollak [48]. W ich pracy podobnie jak w kolejnych wystepowala tylko jedna dy-
nastia. W pracy Harrisa i Laibsona [26]| sposob dyskontowania zaproponowany przez au-
torow pracy [48] zostal nazwany quasi-geometrycznym. Ponadto w tej pracy wprowadzo-
no pojecie Mocnej i Stabej Hiperbolicznej Relacji Fulera. Wykazano, ze réwnowaga Nasha
spelnia Stabg Hiperboliczng Relacje Eulera. Podali réwniez warunki na spelnienie Moc-
nej Hiperbolicznej Relacji Fulera. Quasi-geometryczny sposob dyskontowania pojawit sie
rowniez w przykladzie obliczeniowym w pracy L. Maliar i S. Maliar [34].

Alj i Haurie [1] wprowadzili gre, w ktorej w kazdym pokoleniu wystepuja przedstawi-
ciele réznych dynastii, w taki sposob, ze w kazdym etapie wszystkie dynastie maja po
jednym przedstawicielu. Stany i strategie pochodzity ze zbioru skoriczonego. Rozwiazanie
problemu istnienia doskonalej réwnowagi Nasha w grach wielogeneracyjnych pojawit sie
rowniez w pracach Bernheima i Ray’a [12] oraz Leiningera [31]. W tych pracach uzyto



deterministycznej funkcji przejscia. W tym samym czasie posta¢ rozwiazania pojawila sie
w pracach Lane-Leiningera [29, 30| oraz Bernheima i Raya [11]. W powyzszych pracach,
podobnie jak w pracach Arrowa [6] i Dasgupty [19] uzyto sposobu dyskontowania w opar-
ciu o postulat, ze preferencje graczy zaleza tylko od jego wtasnej konsumpcji i konsumpcji
bezposredniego nastepcy. W drugiej czesci pracy Arrow rozpatrzyl przypadek, gdy prefe-
rencje kazdego gracza zaleza od jego konsumpcji oraz od konsumpcji m potomkow (m
ustalone dowolnie). Powyzsze rozwazania uogoélnili Harris [25], a nastepnie Amir [4],
ktory wprowadzit losowe prawdopodobienstwo przejécia. Prawdopodobiestwo przejscia
podobnie jak w [2] miato dystrybuante wklesta wzgledem warunku i podobnie jak w [2]
znaleziono stacjonarng rownowage w klasie funkcji monotonicznych i lipschitzowskich ze
stata 1.

Kolejny przyktad gry wielogeneracyjnej zaprezentowal Nowak [43]. Prawdopodobieri-
stwo przejscia bylo kombinacja wypukta skonczonej ilosci miar zaleznych od aktualnego
stanu. Byla to struktura prawdopodobienstwa znana z prac Nowaka [42], Nowaka i P.
Szajowskiego [46], oraz Balbusa i Nowaka [8]. W tej pracy zbior multi - strategii zostal
poszerzony do pewnego zwartego podzbioru zbioru strategii zrandomizowanych. Jednak
rownowa Nasha, otrzymana jako punkt staly pewnego ciaglego operatora jest niezran-
domizowana.

Gry wielogeneracyjne spetniajace stacjonarny postulat rozwazal réwniez Rawls [50].
Zaproponowal on zasade sprawiedliwego oszczedzania, zwana takze zasada maksyminows.
Preferencje graczy zalezaly tylko od ich wtasnych konsumpcji. Z drugiej strony reguta
Rawls’a uwzgledniata potrzeby nastepcow i polegata na tym aby kazdy potomek osiagnat
przynajmniej pewne minimum. Kryterium Rawls’a zastosowali Arrow [6] i Dasgupta [19].
Arrow przyjal liniowa funkcje produke;ji.

Stacjonarny postulat powoduje, ze w wielu grach wielogeneracyjnych z nieskoriczonym
horyzonem czasowym mozna uzyskaé stacjonarng doskonata rownowage Nasha, stosujac
odpowiednie twierdzenia o punkcie stalym. Od tej zasady odeszli Saez-Marti i Weibull
[54]. Rozwazany przez nich model zawieral czynnik dyskonta zmienny w czasie. Zapro-
ponowany przez nich model jest rownowazny pewnemu modelowi gry wielogeneracyjnej
z pewnym czynnikiem altruistycznym, ktoéry jest takze zmienny w czasie. Co wiecej
kazdej funkcji dyskonta odpowiada funkcja wagi altruistycznej w sposob ”jeden na jeden”.
Poniewaz z kazdym pokoleniem zmieniajg sie preferencje graczy wyznaczenie stacjonarnej
doskonatej rownowagi jest niemozliwe.

Niniejsza rozprawa dotyczy modeli altruistycznych z quasi-hiperboliczng funkcja dys-
konta, w ktorych wystepuje zasada stacjonarnego postulatu. W ogélnym przypadku
czynnik altruistyczny moze zaleze¢ od aktualnego stanu. We wszystkich rozdziatach
rozwazane sg gry z wklesta i odpowiednio gtadka funkcja uzytecznosci, natomiast praw-
dopodobieristwa przejscia sa kombinacjami wypuklymi miar probabilistycznych, ktore w
najbardziej ogélnym przypadku zaleza od biezacego stanu.

W Rozdziale 2 przedstawiono rezultaty pracy Balbusa i Nowaka [10], w ktorej zas-
tosowano model Alj i Haurie’go [1] w celu uogoélnienia tradycyjnych gier eksploatacji za-
sobow, ktore byly prezentowane przez Amira [2|, Nowaka [42], Balbusa i Nowaka [8], czy
Nowaka i P. Szajowskiego [46]. Prawdopodobieristwo przejscia jest kombinacja wypukta



dwodch miar probabilistycznych niezaleznych od obecnego stanu. Nie jest to szczegolny
przypadek prawdopodobieristwa znanego z pracy Amira [2], bo w odréznieniu od niego,
dystrybuanta warunkowa prawdopodobienistwa przejscia jest nieciggta wzgledem warunku
w punkcie zerowym. Istnienie stacjonarnej doskonatej rownowagi Nasha udowodniono
przy pomocy Twierdzenia Schaudera, konstruujac przy pomocy stabej* - topologii zwarty
podzbioér zbioru strategii zrandomizowanych i odpowiedni operator. Konstrukcja tego ope-
ratora byta mozliwa dzieki udowodnieniu jednoznacznosci réwnowagi Nasha za pomoca
pomocniczej gry statycznej. Poniewaz nie byto mozliwe zastosowanie Twierdzenia Gabaya
i Moulina [24], ani Twierdzenia Rosena [52, 27|, problem jednoznacznosci rozwiazano ele-
mentarnie definiujac nowy porzadek na przestrzenii R" i rozwazajac wlasnosci funkcji
malejacych.

W pozostatych rozdzialach przedstawiono modele dyskontowanych gier stochasty-
cznych. Rozdzial 3 przedstawia rezultaty z pracy [8]. Rozwazono symetryczna gre
wieloosobowa z prawdopodopodobienistwem przejscia bedacym kombinacja wypukta skon-
czonej ilosci miar probabilistycznych zaleznych od obecnego stanu. W tym modelu istnieje
stan pochtaniajacy (zerowy), ktory daje zerowa uzyteczno¢, a wiec powoduje, ze gra sie
koriczy. Udowodniono, ze réwnowagi Nasha w grach o skoriczonym horyzoncie mono-
tonicznie zbiegaja do rownowagi w grze z nieskonczonym horyzontem. Powyzszy sposob
pokazuje (podobnie jak praca [46]), ze istnienie rownowagi mozna wykaza¢ z pominieciem
Twierdzenia Schaudera. Oprocz tego jak pokazuje zamieszczony przyktad, rownowage w
grze z nieskonczonym horyzontem mozna aproksymowaé, réwnowagami w grze o skon-
czonym horyzoncie.

Kolejny rozdziat opisuje model symetrycznej gry stochastycznej eksploatacji zasobow
z prawdopodobienstwem przejscia znanym z Rozdzialu 2 i pracy [10]. Dopuszczono sytu-
acje, gdy zadania graczy przekraczaja dostepne zasoby. W takim przypadku gracze dziela
miedzy soba dostepne zasoby na réwne czesci i gra sie konczy. Podobny sposéb podzia-
tu rozwazali Majumdar i Sundaram [33|. Istnienie rownowagi Nasha w grze obcietej do
zbioru multi-strategii takich, ktore uniemozliwiaja graczom przekroczenie dostepnych za-
sobow, zostalo juz wykazane w pracy [10] i Rozdziale 2. Okazuje sie, ze jest to takze
rownowaga Nasha w grze rozszerzonej i to zar6wno ze skonczonym jak i nieskoriczonym
horyzontem czasowym. Ponadto podobnie jak w [2]| jest to funkcja monotoniczna i ma-
jaca wlasno$¢ Lipschitza ze stata 1. Dodatkowo zastosowanie réwnowagi z ograniczeniami
daje wiekszy zysk niz podziat wszystkich zasobow miedzy siebie. Wyniki tego rozdziatu
znajduja sie w pracy [9].

W ostatnim rozdziale rozwazane sa asymptotyczne wlasnosci réwnowag Nasha w
dyskontowanej i niesymetrycznej grze eksploatacji zasobow znanej z pracy [46]. Postaé
rownowagi jak rowniez posta¢ odpowiedniej wyplaty jest znana z prac Amira [2, 5|. Do-
datkowo z Rozdziatu 2 i z prac [10, 24] mozna wywnioskowa¢, ze zachodzi jednoznacznosé
rownowag w grze ze skoriczonym horyzontem. W tym rozdziale wykazano, ze rownowagi i
odpowiednie funkcje wyplat zbiegaja (przy 5 — 1) jednostajnie do pewnej funkcji, ktora
okazala sie by¢ € - réwnowaga w 3 - dyskontowanych grach stochastycznych o skorniczo-
nym horyzoncie czasowym dla dostacznie duzych . Za pomoca zbieznosci rownowag
udowodnionych w [46], podobne wyniki uzyskano w grze z nieskoriczonym horyzontem.



Rozdziat 2

Gry stochastyczne wielogeneracyjne

Rezutaty niniejszego rozdziatu pochodza z publikacji [10]. Glownym celem tej czesci
pracy jest wykazanie istnienia réwnowagi doskonatej w grze wielogeneracyjnej. Model gry
wielogeneracyjnej, przedstawia sie nastepujaco:

T ={1,2,...} jest zbiorem krokdw gry,
Dla kazdego t € T, Gy = {14, 2, ..., m} jest pokoleniem m graczy,

Dla kazdego i € M := {1,...,m}, F; := {i;},cp jest dynastiq, a kazdy gracz i, €
Gy11 jest potomkiem gracza i, € Gy,

S C R, jest przedzialem zawierajacym 0 zwanym przestrzeniq standw,

A;(s) - przestrzen akcji dla kazdego gracza i, € F; przy stanie s € S. Niech

A(s) = Ai(s)x, ..., X, Apn(s) oraz C:={(s,z):s€ S,ze A(s)}.

r; : C'— R jest funkcja wyplaty (uzytecznosci) gracza i, € F;. W kazdym kroku
t € T, przy stanie s; € 9, kazdy gracz j, € G; wybiera akcje z;, € A;(s). Wtedy
gracz 1; € F; otrzymuje biezgcq uzytecznosé r; (Sg, 1,y ..., Tm,) -

q - jest prawdopodobieristwem przejicia ze zbioru C' do zbioru S zwanym prawem
ruchu. Jesli s; jest stanem dla kroku ¢ € T', gracze z pokolenia GG; wybieraja akcje
xy € A(sy), q(+]st, x¢) jest rozktadem prawdopodobienistwa nastepnego stanu.

a: S — [0,1] jest ciagty funkcja. Dla kazdego t € T oraz s; € S, a(s;) nazywamy
wspotczynnikiem altruizmu.

B € (0,1) nazywamy czynnikiem dyskonta.



2.1 Istnienie stacjonarnej rownowagi Nasha w grze ek-
sploatacji zasobow

Niech ®; bedzie zbiorem funkcji borelowskich f; : S — S takich, ze fi(s) € A;(s) dla
dowolnego s € S i niech
P =0, x...xd,,.

Strategiq markowskq dla gracza i; € G nazywamy funkcje f;, € ®,. Multi-strategiq dla
pokolenia G; nazywamy funkcje f; := (fi,,. .., fm:) € ®. Dla kazdego ¢t € T niech

flr={frr=t+1,t+2,...}.

Wtedy [ jest zbiorem multi-strategii stosowanych przez wszystkie pokolenia nastepu-
jace po Gy. Uzytecznosé dla gracza i, € Gy definiujemy jako:

Vi () (s1) = ri(se, filsi)) + als) EY] ( i 5Tt7“z'(8ﬂf7(87))) : (2.1)

T=t+1

gdzie Eff jest operatorem wartosci oczekiwanej dla jedynej miary probabilistycznej Psff
(zdefiniowanej na zbiorze wszystkich mozliwych historii gry startujacej ze stanu s;) wyz-
naczonej przez f' i prawdopodobienstwo przejscia g zgodnie z Twierdzeniem Ionescu Tul-
cea (Proposition V.1.1 w [40]). Zalézmy, ze kazdy gracz iy € G, stosuje ta sama strategie
fi € ®;. W tym przypadku méwimy, ze gracze z dynastii F; uzywaja stacjonarnej strategii.
Zakltadajac, ze wszystkie dynastie w kazdym kroku uzywaja tej samej strategii i ktadac
f:=(f1,-.., fm) zauwazamy, ze multi-strategia

flro={fr=fiT=t+1,t+2,...},

jest taka sama dla wszystkich ¢ € T'. Stad mozna ja nazwaé stacjonarng multi-strategiq w
grze miedzygeneracyjnej. Zauwazmy, ze powyzsza multi-strategia jest wyznaczona przez
pewnga funkcje f € ®.

Sprobujemy przedstawi¢ wyrazenie (2.1) w bardziej czytelnej postaci dla multi-strategii
stacjonarnych. Dla kazdej ograniczonej funkcji v i f € ® kladziemy:

Q4] () = [ v()a(ds'ls. £ (5)) (22)

S

gdzie s € S'i f:=(f1,..., fm). Dla dowolnego t € T zdefiniujmy:

{Q’}Hv} (s) := [Q}Q}v} (s). (2.3)

Dla kazdej stacjonarnej muli-strategii f := (f1,..., fm) € &, t > 21 s, € § definiujemy



Ji(f)(se) == rilse, fi(se)) + i 87 |QF ()] (s0), (2.4)

T=t+1

gdzie r(f;)(s) := ri(ss, fi(s¢)). Gdy wszystkie pokolenia uzywaja stacjonarnej multi-strategii,
z (2.1) i z (2.4) wynika, ze funkcja uzytecznosci dla kazdego gracza i, z dynastii F; jest
taka sama i zadana jest wzorem:

Yir (f)(8¢) = ’Yz't(ft)(st) = 13i(St, fi(st)) + @(St)ﬁ/Ji(f)(3t+1)61(d3t+1|5t, f(s1))

Dla kazdego f € ®, s € S rozwazamy jednokrokowa gre I'(f, s) o sumie niezerowej, gdzie
funkcja wyptaty dla gracza 7 jest postaci:

kils, (@) i=ri(s,2) + a()8 [ H((a(ds']s. ), 25)
S

gdzie x = (x1,...,x,) € A(s) jest multi-strategia m graczy.

Definicja 1 f* € ® jest stacjonarng rownowagq doskonatq w grze miedzygereracyjnej
jesli dla kazdego s € S, f*(s) € A(s) jest czystq rownowagq Nasha w grze T'(f*,s).
WprowadZmy teraz podstawowe zalozenia:

A1 Dla kazdego ¢ € M zbior akcji jest postaci:
Ai(s) = [0, a;(s)],
gdzie funkcje a; sa nieujemne, niemalejace i ciggle oraz dla kazdego s € S spelniaja
nier6wnosc:
a1 (s) + ...+ an(s) <s.

R1 Dla kazdego i € M, oraz = := (z1,...,x,) € A(s), funkcje biezacej uzytecznosci
sa postaci:
ri(s, x) = ui(x;).

Zakltadamy ponadto, ze funkcje u; s Scisle wkleste, rosnace i dwukrotnie roézniczkowalne,
przy czym u;(0) = 0.

P1 Prawdopodobieristwo przej$ca ¢ jest nastepujacej postaci: ¢({0}]0, (0,...,0)) =1,
oraz gdy s > 0, z = (z1,...,2m) € A(s),

q(-|s,z) =g (s — Zx]) w(+) + (1 -9 (3 — Zx])) v(+), (2.6)
j=1 j=1
gdzie g : S — [0, 1] jest funkcja dwukrotnie rézniczkowalna, Scisle wklesta i rosnaca.
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Uwaga 1 Z zalozenia P1 wynika, ze dla kazdego s; € S, z; = (xy,,%9,,...,Tm,) €
A(sy), rozktad prawdopodobieristwa nastepnego stanu q(+|s;, ;) zalezy od poziomu tacznej
inwestycji

m
I(sy,z4) = s — le-t.
i=1

Uwaga 2 Czasami zaklada sie, ze miara p we wzorze (2.6) stochastycznie dominuje miare
v. Oznacza to, ze dla kazdej funkcji niemalejacej zachodzi nieréwnosé

/v(s')u(ds') > /v(s')y(ds').
S s

Wtedy zwiekszenie poziomu lacznej inwestycji w pokoleniu G; powoduje, ze zwieksza sie
takze oczekiwany stan zasobow w nastepnym pokoleniu. To zalozenie stosowano miedzy
innymi w [18, 43|, oraz w Rozdziale 4 niniejszej pracy.

Uwaga 3 Przedstawiony model mozna zinterpretowaé nastepujaco: S jest zbiorem wspol-
nych zasobow graczy, ktore moga by¢ przez nich wykorzystywane do konsumpcji, lub in-
westowania. Zbiory A;(s) okreslaja granice konsumpcji dla gracza i; € G, przy stanie
s. Warto zwrdcié uwage, ze biezaca uzytecznosé gracza i; zalezy wytacznie od jego wtas-
nej konsumpcji. Przejécie ze stanu s; do stanu s;;; odbywa sie zgodnie z rozktadem
prawdopodobieristwa opisanym za pomoca formuly (2.6). Prawdopodobienstwo przejscia
zalezy od poziomu lacznej inwestycji wszystkich graczy z pokolenia Gy, przez ktora naley
rozumie¢ I(s, zy).

Uwaga 4 Koncepcja réownowagi doskonatej przedstawionej w Definicji 2.1 pochodzi z
pracy Alj i Haurie'go [1], gdzie rozpatrywano gry o skonczonych zbiorach stanow i akeji,
bez szczegblnej interpretacji ekonomicznej. Alj i Haurie uog6lnili pojecie rownowagi w
mode-lu wielogeneracyjnym wprowadzonym do literatury ekonomicznej przez Phelpsa
i Pollaka [48], ktorzy zakltadali, ze kazda generacja sklada sie z jednego reprezentanta
(m = 1) i rozpatrywali model z deterministyczna funkcja przejscia. Wersje stochasty-
czng modelu Phelpsa i Pollaka studiowal Amir [4], po czym w miare ogolny rezultat w
tym zakresie podal Nowak [43]. Niniejsza praca stanowi rozszerzenie wynikow Amira i
Nowaka [4, 43|, polegajace na tym, ze uzytecznosé przedstawicieli generacji G uwzglednia
konsumpcje wszystkich nastepnych pokoleri.

Uwaga 5 Definicja 2.1 wydaje sie by¢ nieco skomplikowana. Fatwiej zrozumieé¢ problem
w niej poruszany przyjmujac m = 1. W takim przypadku chodzi o znalezienie polityki,
ktora stanowi najlepsza odpowiedz dla kazdej geneacji, gdy wszyscy stosuja stata regute
konsumpcji. 7 matematycznego punktu widzenia chodzi o znalezienie punktu statego
pewnego odwzorowania okreslonej przestrzeni funkcyjnej w siebie, dajacego réwnowage
miedzy generacjami, ktorej nikomu nie optaca sie zmieni¢ (zaburzy¢).
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Uwaga 6 Przedstawiony wyzej model moze by¢ inaczej interpretowany. Mozemy przyjac,
ze 1; = 1 dla kazdego t, czyli catla dynastia jest w istocie tym samym graczem. W
tym przypadku mamy na uwadze m graczy, ktorych uzytecznosci ulegaja zmianie w cza-
sie. Uzyteczno$é gracza ¢ na poczatku okresu ¢t wyrazona wzorem W;, uwzglednia fakt,
ze zmienia swOj punkt widzenia na przyszte poziomy konsumpcji przez uwzglednienie
wspolezynnika a(s;). Tak moze sie dzia¢ na poczatku kazdego okresu. Mamy wowczas
uogoblnienie standardowego modelu z czynnikiem dyskonta (3. Czasami w litera-turze 7,
nazywany jest sobowtorem gracza i o numerze t (self t). Zmieniajac swoje spojrzenie na
przysztoéé gracz ¢ modyfikuje klasyczng uzyteczno$é¢ dyskont znana na poczatku kazdego
okresu. Czasami pojawia sie sytuacja, ze «(s;) < 1, co oznacza, 7ze gracz zaczyna mniej
my$leé¢ o przysztosci, niz mu sie wezedniej wydawato. Tego typu interpretacja jest przyjeta
w pracy [26]. Jesli a(-) = 1, to model o ktorym piszemy redukuje sie do do standardowej
gry stochastycznej z czynnikiem dyskonta (3, w ktorej uzytecznosci w graczy nie zmieni-
aja sie w czasie. W Rozdziatach 3, 4 i 5 bedziemy analizowali gre z o = 1, ktéra ma
standardows interpretacje.

W niniejszym rozdziale zmierzamy do udowodnienia nastepujacego rezultatu.

Twierdzenie 1 Kazda wielogeneracyjna gra eksploatacji zasobow z nieskoriczonym hory-
zontem spetniajgca zatozenia A1, R1 i P1 posiada stacjonarng rownowage doskonatq.

Uwaga 7 W przypadku o = 1 twierdzenie 1 przynosi nowy rezultat o istnieniu stacjonarnej
rownowagi Nasha w grze stochastycznej z continum stanow.

2.2 Jednoznaczno$¢ rownowagi Nasha w grze pomoc-
niczej
Ten podrozdzial ma charakter pomocniczy. Uzyjemy nastepujacych oznaczen: jesli

(x1,...,71) € R*, wtedy

k m
X = Tj, Oraz =T_; = ij.
j=1 J#

Niech d = (di,...,dy), di > 0. Ponadto niech U; : [0,d;] — Ry, H; : [0,d] — R beda
ustalonymi funkcjami. Rozwazmy pomocnicza jednokrokowa k - osobowa gre 'y, dla ktorej
i— ty gracz (i = 1,...,k) wybiera strategie ze zbioru [0,d;]. Funkcja wyplaty i— tego
gracza jest postaci

wi(z) = Ulz;) + ¢ Hi(Z),

gdzie x := (x1,...,x%), ¢; > 0. W niniejszym podrozdziale wprowadzono nastepujace
zalozenie:
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C: Funkcje U; oraz H; s $ciéle wkleste i klasy C2. Ponadto U; jest rosngca, natomiast
H; jest malejaca.

Zmierzamy do udowodnienia pomocniczego rezultatu:

Twierdzenie 2 Przypusémy, zZe zachodzi warunek C. Wtedy gra T'y ma doktadnie jedng
rownowage Nasha.

Do udowodnienia powyzszego rezultatu potrzebujemy kilku lematow. Niech (R, <)
bedzie przestrzenia z nastepujaca binarnag relacje <:

Definicja 2 z := (z1,...,21) <y = (y1,...,yx) wtedy i tylko wtedy gdy:
T <Yy

dla kazdego1=1,... k.

Lemat 1 (R* <) jest zbiorem czesciowo uporzqgdkowanym.

Dowéd Latwo udowodnié¢, ze relacja < jest zwrotna i przechodnia. Wystarczy wykazac
staba asymetrie relacji. Niech x < y oraz y < x. Wtedy dla dowolnego ¢ mamy

> (zj—y;) =0.
J#i
Latwo zauwazy¢, ze roznica wektoréw r := x — y spelnia uktad Cramera Ar = 0, gdzie

01 1 ...11
101 ...1°1
110 ...11

A=
111 ...01
111 ...10]

Poniewaz det(A) # 0, wiec 7 =0, czyli z = y. O
Definiujemy funkcje najlepszych odpowiedzi dla i - tego gracza jako

Bi(z-;) == arg max, {Ui(a) + c;Hi(a +7;)} .

a€l0,d;
Dla kazdego = := (x1, ..., xy) niech
B(z) := (B1(Z_1), B2(T_2), ..., Br(T_4)) .
Z naszych zalozen wynika, ze B(z) ma jeden element.

Lemat 2 Funkcja B : (R*, <) — (RF, <) jest nierosngca.
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Dowdd Niech

Ai(a,y) :==Us(a) + ;H;(a+y), a€l0,d], yel0,d]

oraz B
oi(y) == argmaxae[o,di]/\i(av y), ye€l0,di (2.7)
Poniewaz
O?\
<0,
Oady —

A; jest funkcja submodularng. Z Twierdzenia 6.1 w pracy Topkisa [60] lub ze strony 5-7
w ksiazce Rossa [53] mozna wywnioskowaé, ze ¢; is nierosnaca i ciggla. Stad wynika, ze
B : (R*,<) — (R <) is nierosnaca. Poniewaz dla z, z € R*, x < z pociaga za soba
T < z, funkcja B : (RF, <) — (R*, <) jest réwniez nierosngca. O

Lemat 3 Jesl x 1 z sq rownowagami Nasha w grze Iy, oraz x < z, wtedy x = z.

Dowo6d Niech z,z , beda rownowagami w grze 'y, oraz x < 2. Wtedy z Lematu 2
z = B(z) < B(z) = x. Stad i z Lematu 1 wynika, ze x = 2.0

Lemat 4 Niech £ : [0,b] — R bedzie funkcjq cigglq. Zaldzmy, Ze istnieje przeliczalny
i domkniety zbior Z C [0,b] taki, ze &'(y) istnieje i &'(y) > —1 dlay € [0,b] \ Z. Jesli
Yo € (Oab] ly € [anO): wtedy

() < &(wo) — (¥ — wo), (2.8)
oraz jesli yo € [0,b) iy € (yo,b] zachodzi
§(y) > &(wo) — (¥ — wo)- (2.9)

Dowd6d Definiujemy

p(y) = E&(y) —&(yo) + (¥ —yo), v €[0,0].

Ta funkcja jest ciagha na [0,b] i rozniczkowalna w kazdym punkcie y € [0,0] \ Z. Ponadto
P (y) =& (y)+1 > 0 dla dowolnego y € [0,b] \ Z, oraz p jest ciagta na [0,b]. Stad wynika,
ze funkcja p jest Scisle rosnaca na [0,b]. Zatem jesli yo € (0,0], oraz y € [0,10), wtedy
p(y) < p(yo) = 0, co pociaga za soba nier6wnos¢ (2.8). Jesli yo € [0,b) oraz y € (yo, ],
wtedy p(y) > p(yo) = 0, co pociaga za zoba (2.9). O

Lemat 5 Funkcja ¢; zdefiniowana w (2.7) jest rézniczkowalna w kazdym punkcie y €
0,d;] \ Z, gdzie Z jest zbiorem przeliczalnym i domknietym. Ponadto ¢;(y) > —1 dla
kazdego y € [0,d;] \ Z.
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Dowéd Definiujemy A; == {y € [0,dj] : 0 < ¢;(y) < d;}. W dowodzie Lematu 2
wykazano, ze ¢; jest funkcja ciggla i nierosnaca. Stad, A; jest przedzialem lub A; = 0.
Niech D; := Int(4;). Gdyby A; = 0, wtedy ¢; bytaby funkcja stala na [0,d;] i stad
zasztoby ¢i(y) = 0 > —1 dla dowolnego y € [0,d;]. Zalozmy wiec, ze A; # 0. Niech
D; = (m,m2). Jesli 1 > 0, wtedy ¢;(y) = d; dla kazdego y € [0,m;) i stad ¢(y) = 0
dla y € [0,m1). Jesli gy < d;, wtedy ¢;(y) = 0 dla kazdego y € (12, d;] i stad ¢}(y) = 0
dla y € (&,d;). Zdefiniujmy Zy == {y € (n1,m2) : u!(y) = 0}. Jest to zbior przeliczalny

i domkniety. Rozwazmy dowolnie ustalony y € [0,d;] \ Zo. Z zalozenia C, ¢;(y) jest
jedynym rozwigzaniem réwnania

Ui(oi(y)) + cilH(di(y) +y) = 0. (2.10)

Z Twierdzenia o Funkcjach Uwiktanych iz (2.10) wnioskujemy, ze ¢; jest funkcja rozniczko-
walna w kazdym punkcie y oraz spetniona jest zaleznosé

Ul (¢i(y))9i(y) + ¢ H! (¢:(y) + ) (di(y) + 1) = 0. (2.11)

Niech Z = ZyU {1, n2}. Wtedy zbior Z jest przeliczalny i domkniety. Z zaleznosci (2.11)

mamy
o) = ciHY (6i(y) + )
Z ¢ H{ (6i(y) +y) + Uj'(¢i(y))
dla kazdego y € [0,d;] \ Z, co koriczy dowod. O

> 1,

Dow6d Twierdzenia 2 Zauwazmy, ze funkcja najlepszych odpowiedzi B; dla gracza ¢
ma posta¢ B;(T;) = ¢;(T;). Z Lematu 5, B; speklia zalozenia Lematu 4. Przypu$émy,
ze 'y, posiada dwie rézne rownowagi Nasha x = (x, 29, ..., 1) oraz z = (21, 29, ..., 2k). Z
Lematu 3 wynika, ze musza istnie¢ rozne indeksy ¢ oraz j takie, ze T; > Z; i jednocze$nie
T; < Zj. Z Lematu 4 otrzymujemy

Bz(fz) > 2 — (EZ — gz) oraz Bj(fj) < 25 — (Tj — 5]‘).
oraz rOwnowaznie
BZ(TZ)—ZL‘Z >Z—7T oraz Bj(fj)—l‘j <Z-—T.

Zatem

Bi(Z:) — x; > By(T;) — xj,
co oznacza, ze x nie jest punktem stalym B, a tym samym nie jest rownowaga Nasha w
grze ['y. Sprzecznosé konczy dowod. O

Twierdzenie 2 mozna rozszerzy¢ na m osobowa gre T, o wyplatach w postaci
gdzie z := (z1,...,2,) € R™, x; € [0,d;] oraz ¢; jest wlasciwe dlai =1,...,m.
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Twierdzenie 3 Jedli spetnione jest zatozenie C, wtedy gra T, ma doktadnie jedng réwno-
wage Nasha.

Dowod Niech I := {i : ¢; < 0}. Bez straty ogolnosci mozna zalozyé, ze I # (). Dla
wszystkich ¢ € [ oraz T;, funkcja w; jest nierosnaca w x;. Stad dla kazdego gracza i € I i
T;, mamy

Bz(fz) = argmaxxie[oydi}(Ui(xi) + CZHZ(.I'Z + Tz)) = dz
Niech z} := d; dla dowolnego i € I. Jesli I = {1,2,...,m}, wtedy * = (27,25, ..., },) =

(dy,ds, ...,dy,) jest jedyna rownowaga w grze I',,. Bez straty ogolnosci mozna zalozy¢, ze
I={k+1,..,m}z1<k<m-—1. Jedli k =1, wtedy jedyna rownowaga Nasha jest w

postaci * = (27, dy, ..., d,,) gdzie
z] = argmax,, (o 4,(U1(z1) + e Hi(xy 4 dy)).

Przyjmijmy, ze 2 < k < m — 1. Rozwazmy I'j, z

FIZ‘ :Hz (f—f— Z dj),

j=k+1

gdzie © = (1,2, ...,x1), ¢; > 0 dla kazdego i = 1,2, ..., k. Z Twierdzenia 2, gra [, ma
jedyna réwnowage Nasha nazywana (z7, 23, ..., 77). Niech 2* := (27, 25, ..., 2}, diy1, -, din).
Wtedy z* jest jedyna rownowaga Nasha w grze I',,. O

Uwaga 8 Twierdzenie 2 nie zachodzi, jesli zalozymy, ze funcje U; sa tylko wkleste. Niech
Ui(z;) = x4, ¢; = 1/e, oraz Hy(xy +x5) = 1 — e~ @422 . € [0,1], i = 1,2. Kazda para
(x7],x3) spelniajaca rownos¢ x} + x5 = 1 jest rownowaga Nasha w tej grze.

Uwaga 9 Gdy zalozymy dodatkowo, ze U/'(z) < 0 dla kazdego = € [0, d;], twierdzenie 2
mozna udowodnié¢ za pomoca mocniejszej wersji Twierdzenia Rosena [52, 27].

2.3 Istnienie r6wnowagi Nasha w grze z nieskoniczonym
horyzontem

Definiujemy
p v

(= 5

Strategia skorelowana jest to borelowskie prawdopodobienistwo przejscia ¢(-|-) takie, ze
P(A(s)|s) = 1 dla kazdego s € S. Przez W, oznaczamy przestrzen klas rownowaznosci
skorelowanych strategii, w ktorej strategie w obrebie tej samej klasy sa sobie rowne (-
prawie wszedzie. Kazda funkcja f € ® moze by¢ traktowana jako element 1 € W, taki,

ze ({f(s)}]s) =1 ¢-p.w.
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Przez funkcje Carathéodory’ego na zbiorze C' rozumiemy w : C' — R taka, ze w(s, )
jest ciagla na A(s), w(-,a) jest funkcja mierzalna na S, oraz funkcja s — max lw(s,a)l
acA(s

jest ¢ - caltkowalne na S. Poniewaz wszystkie zbiory A(s) sa zwarte, U, jest przestrzenia
zwarta i metryzowalna w slabej* topologii. Szczegoly mozna znalezé w pracach [7, 61].
W niniejszej pracy wykorzystamy fakt, ze ¢, — ¢ w ¥, wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdej funkcji Carathéodory’ego w na C'

/S/A(S)w(s,:v)iﬁn(dﬂs)C(dS)—>/S/A(S)w(s,:v)w(dx|s)§(ds) gdy n—o0. (2.12)

Lemat 6 Jesli v, — ¢ w Y., wtedy dla kazdej funkcji Carathéodory’ego zbieznosé w
(2.12) zachodzi gdy C zastapimy przez p, lub v.

Dowéd Latwo zauwazy¢, ze teza wynika z definicji ¢, oraz z faktu, ze p,v < ¢. O

Oznaczmy L. (C) := Lo (95, () jako przestrzenn Banacha ztozona z funkcji (-istotnie ograni-
czonych o dziedzinie w zbiorze S i wartosciach w zbiorze liczb rzeczywistych. Niech dla
L (¢) bedzie dang staba* topologia o(L.(¢), L1(¢)). Staba gwiazdka zbieznosé¢ ciagu
{v,} do v € Loo(¢) jest oznaczone przez v, — v w Loo(().

Dla kazdej mierzalnej i ograniczonej funkcji v : S — R iy € ¥, niech

)= [ (@ w)tdals) - oraz QU V(s) = [QUQE(5)

Lemat 7 Zatéimy, ze zachodzi P1. Niech v, — v € Loo(C) oraz v, — v w V. Wtedy
dla dowolnego t € T, mamy ijivn =5 QSZ)’U in Loo(C) przy n — oc.
Dowo6d Niech t = 1. Zachodzi

Quvn = Qv = Qv = Q) + (Q4)vn — Q3 )v). (2.13)
Z definicji zbieznosci ciagu 1, do 1 w przestrzenii ¥, wynika, ze wyrazenie w pierwszym

nawiasie z prawej strony rownosci (2.13) dazy do 0 (n — oo) w stabej* gwiazdka topologii
na L. (¢). Zauwazmy

Q% w0 = 0]) = | [ (0nls) = o

‘/ va(s') —v(s))v(ds)].

Stad i 7z faktu p < ¢, oraz v < ¢ wynika, ze [prlj (v, —v)](s) zbiega jednostajnie do zera

w s € S. Stad Qz(;n) (v, —v) = 0 W Loo(€). Wiec lemat jest udowodniony dla t = 1. Dowod
dla dowolnego t € T' przebiega indukcyjnie. O

Dla kazdego v € U, k > 2,1 s € 9, definiujemy

Ji(¥)(s) == u )+ Z BT i (w)](s), (2.14)

T=k+1
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gdzie

ui(@)(s) = [ wl@)(dels),

A(s)

r = (21, Tay ..., Ty) € A(s) oraz ;(x) := w;(z;).

Lemat 8 Jesli spetnione sq zatozenia A1,R1 oraz P1, wtedy funkcje — [¢ J;(¢)(s)u(ds)
oraz Y — [¢ Ji(V)(s)v(ds) sq cigglte na V.

Dowdéd Zauwazmy, ze szereg (2.14) jest jednostajnie zbiezny. Stad teza wynika natych-
miast z definicji zbieznosci w ¥, (2.14), oraz Lematow 6, 7. O

Dowé6d Twierdzenia 1 Dla kazdego ¢ € U, s € S definiujemy gre o sumie niezerowej
['(¢, s) w ktorej przestrzenia akcji jest A(s) i dla dowolnego x = (x1, 9, ..., x;) € A(S)
funkcja uzytecznosci dla gracza ¢ wynosi

ki(s, ) (x) = wizi) + Bals / T(0)()q(ds'|s, 7). (2.15)
Jak zwykle niech T = 377" | z;. Z P1, mamy
ki(s,1)(x) = wi(z:) + Bals)lei() + di(P)g(s — 7)), (2.16)

0) = [ B oraz di(w) = [ Hw)(u(ds) = [ H@)wlds).

Przy zalozeniach R1 i P1, z Twierdzenia 3, oraz (2.16) wynika, ze gra I'(¢, s) ma jedyna
rownowage Nasha, zwana f,(s) € A(s). Warunki ciaglosci i jednoznacznos$é réwnowagi
Nasha w I'(¢, s) implikuje, ze funkcja s — fy(s) jest ciagta.

Definiujemy N : ¥ +— ¥ jako N (¢) := [fy], gdzie [fy] oznacza klasa funkcji f € ®
takich, ze f = f, (-p.w. Zauwazmy, ze jesli ¢, — o w ¥ (przy n — o0), wtedy (z
Lematu 8) ¢;(1,) — ¢i(wy) oraz d;(v,) — d;(¢g) dla wszystkich i. Z (2.16), mamy

lim max |k;(s,¥n)(x) — ki(s,vo)(x)| = 0.

n—00 g A(s)

gdzie

Powyzszy fakt i jednoznaczno$é rownowagi Nasha w grze ['(v), s) (dla wszystkich ¢ i
s € S) (Twierdzenie 3) implikuja, ze fy,(s) — fy,(s) dla dowolnego s € S gdy n — oco. Z
Twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci ograniczonej wynika, ze [fy,] — [fy,] W ¥ (ze staba*
topologia). Pokazano, ze N jest funkcja ciagla. Z Twierdzenia Schaudera-Tikhonov’s
o punkcie stalym (Rozdzial I, Warga [61]), istnieje ©* € U takie, ze ¢* = N (¢*). To
oraz definicja N'(¢*) implikuje istnienie zbioru borelowskiego By C S i pewnego f* € ®
takiego, ze f*(s) = ¢*(s) dla kazdego s € B; oraz ((B;) = 1. Ponadto wiemy, ze f*(s)
jest jedyna rownowaga Nasha w grze I'(¢*, s) dla kazdego s € By. Niech s € S\ By.
Poniewaz p, v < ¢, mamy p(S\ By) =01 v(S\ By) = 0. Stad wynika, ze w obu grach
L(yw*, s) i I'(f*, s) funkcje uzytecznosci sa takie same dla kazdego gracza i € M oraz dla
dowolnego s € S. Stad f*(s) jest czysta rownowaga Nasha w grze I'(f*, s) dla dowolnego
s € S, co konczy dowod. O
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2.4 Istnienie i jednoznaczno$¢ ré6wnowagi Nasha w grze
ze skonnczonym horyzontem czasowym

Niech n > 2 skonczonym horyzontem gry. Niech T,, := {1,2,...,n}. Niech {fi}ier,
bedzie ciagiem strategii kazdego pokolenia w grze o skonczonym horizoncie. Mamy
fi = (f1,, fous -y fm,) Oraz fi € ®. Niech

fr={f, 7=t ..n}, teT,.
Dla wszystkich t < n — 1, funkcja uzytecznosci dla gracza i; € G; jest zdefiniowana

jako

T=t+1

Yoo (F)(51) = wi(fi,(50)) + a(ss) Ef ( S B i fi, sT))) . (2.17)

Jedli t = n, wtedy
Yoo (F)(56) = Vi (f") (80) 7= wi(fi, (50))- (2.18)
Z (2.17) oraz (2.18), mozna zauwazy¢ (dla t <n — 1), ze

Vi (F) (50) = wi(fi,) (50) + a(8t>ﬁ/S’yn*l,it-kl(ft+1)(8t+1)q(d8t+1|st7 fi(s)). (2.19)

Dla dowolnych ¢ < n — 1, f*' = {fi\1, ..., fu}, oraz s; € S, oznaczmy T'(f*! s;) - gre
0 sumie niezerowej granej przez pokolenie Gy, z przestrzenia strategii A(s;) i funkcja
uzytecznosci dla gracza i; € Gy

kio(2) = ki, (f7 ) 50) (2) o= wi(as,) + a(st)ﬁ/S%,z‘m(ft+1)(5t+1)9(d5t+1|3t7$)’ (2.20)

gdzie x = (x1,,T9,, ..., Tm,) € A(sy) jest profil strategiczny dla pokolenia G;. Réwnosci
(2.19), (2.17) umozliwiaja zdefiniowanie réwnowagi doskonalej w grze ze skonczonym
horyzontem.

Definicja 3 Niech f := {fl,fz,...,fn}, gdzie f, = (flt,fgt,...,fmt) € ®. Markowskq
rownowage doskonatq w miedzygeneracyjnej grze o skoriczonym horyzoncie nazywamy ciqg
f taki, ze

fi(sn) = Argmaz,e 4,5, wi(a)  dla kazego s, € S, i, € G, (2.21)
i dla kazdegot <n —1, i € Gy, s € S, ft(st) jest rownowagq Nasha w grze F(ft“, S¢).

Twierdzenie 4 Przy zatozeniach A1, R1 i P1 gra miedzygeneracyna o skoriczonym
horyzoncie ma jedyng rcwnowage doskonatq.

Dow6d Konstrukcaja rownowagj doskonalej przebiega za pomoca indukeji wsteczne;.
Latwo wykaza¢, ze f" jest jednoznacznie wyznaczona w (2.21). Zauwazmy, ze funkcja
uzytecznodci k;, dla gracza i, € G, zdefiniowana przez (2.20) jest ciagta na A(s;) $cisle
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wklesta lub rosnaca wzgledem x;, niezaleznie od strategii pozostatych graczy. Funkcja
wyptaty dana jest wzorem

kit (:L‘) = uz(x“) + a(st)ﬁhihq (Sta ZL‘),
gdzie
hit+1(5tax> = / Tn Zz+1 3t+1) (dStJrl)
+ </ Ve (f 5t+1) (dsit1) /%zm ft+1)(3t+1)y(d3t+1)) g(s — ).

Jednoznaczno$é rownowagi Nasha wynika z Twierdzenia 3 zastosowanej w kazdej grze
L(f,s),t<n-—1.0
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Rozdzial 3

Aproksymacja réwnowagi Nasha w grze
symetrycznej eksploatacji zasobow

Rezultaty niniejszego rozdziatu zostaly opublikowane w pracy [8]. Jak juz wspomniano w
Uwadze 6, poczawszy od tego rozdzialu rozwazamy standardowa gre stochastyczna m -
osobowa, przyjmujac a = 1. Udowodniono, ze w grze symetrycznej rownowagi Nasha dla
gier skonczenie krokowych sa zbiezne monotonicznie do rownowagi w grze nieskorczenie
krokowej, gdy horyzont czasowy wzrasta. Podobna zbieznosé zachodzi takze dla wyptat
Nasha.

Gdy f jest markowska strategia tacznag dla graczy, wyptata dla gracza i w grze z
nieskonczonym horyzontem czasowym wyrazona jest wzorem

0)6) = B (3l o)) 3.1)
t=1
W przypadku gry n - krokowej wyptata dla ¢ - tego gracza wynosi
0 06) = B (S nlon (s 32)
t=1

W niniejszym rozdziale przyjmujemy nastepujace zalozenia:

A2 Zachodzi A1 oraz dodatkowo a;(s) = a(s) < s/m dla kazdego i € M.

R2 Zachodzi R1 i dodatkowo u;(s) = u(s) dla kazdego i € M.

P2 Prawdopodobienstwo przej$ca ¢ jest nastepujacej postaci:

q(-|s,z) = ;gj (3 - f:l%) i (-[s) + g0 (8 - i%) ("), (3.3)

J=1

gdzie L € N, dlaj=1,....L, g; : S — [0,1] jest funkcja dwukrotnie rézniczkowalna,
Scisle wklesta i rosnaca, j;(-|-) sa pewnymi rozktadami prawdopodobienstw przejscia z S
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do S, do(+) - delta Diraca skupiona w 0. Ponadto gy : S — [0,1], go(0) = 1 i spelniona
jest rOWnosé

;)gj(') =1

Zatem mamy do czynienia z gra symetryczng, to znaczy, ze zbior akcji, oraz funkcja
uzytecznosci sa takie same dla wszystkich graczy. Udowodnienie glownych rezultatow
poprzedzono analizg pomocniczej gry jednokrokowe;j.

3.1 Pomocnicza gra jednokrokowa

W tym podrozdziale rozpatrujemy pomocnicza symetryczng m-osobowa gre, w ktorej
zbior strategii dla graczy to I = [0,d] gdy d > 0. Zalozono, ze U : I — [0,00) jest
jest funkcja $cisle wklesta i rosnaca taka, ze U(0) = 0 oraz, ze Hy : [0,md] — [0,00)
sa to funkcje $cisle wkleste i malejace (kK = 1,...,L). Ponadto u, hj sa dwukrotnie
rozniczkowalne. Niech G bedzie gra symetrycznag w ktorej funkcja wyptaty jest

wi(z) == Ul(x;) +§:10ka <§; xt> :

gdzie x = (z1,...,xp) € I, ¢ = (c1, ..., c) speliaja warunek ¢, > 1 dla wszystkich k.
Niech G = G° oraz w{ = w; gdy ¢, = 1 dla kazdego k.

Przy powyzszych zalozeniach gry G i G° maja symetryczne rwnowagi Nasha, ktora
oznaczono przez r* = (a*,...,a*) i odpowiednio przez y* = (b*, ..., b*).

Lemat 9 Zachodzi

dla kazdego gracza i.

Dowo6d Krok 1. Na poczatku pokazemy, ze b* < a*. Definiujemy

L
w(a,t,c):=U(a) + Y cpHi(a+ (m—1)t)
k=1
gdzie a, t € I, ¢ = (¢y,...,cp) 1 kladziemy w(a,t) := w(a,t,c), gdy ¢ = 1 dla wszystkich
k. Niech ¢(t) := argmax,e; w(a,t). Mamy

0?w(a,t)

L
=(m-—1 H}! - t) <

co oznacza, ze w jest funkcja submodularng. Z Twierdzenia Topkisa w [60]| lub ksigzki
Rossa [53], funkcja ¢ jest niemalejaca i ciaglta. Zatem przeciecie wykresu funkcji ¢ z
diagonala na I? zawiera jeden punkt zwany (a*,a*). Zauwazmy, ze

L
w(a®, a") :I{ng;(w(a,a ) = max U(a)+kz::1Hk(a+(m—1)a )
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co oznacza, ze (a*,...,a*) € I"™ jest symetryczna rownowaga Nasha w grze G.
Podobnie definiujemy (¢, ¢) := arg max,ec 4 w(a, t, ¢). Zauwazmy

0*w(a,t, c)

= H] —1t) <
aaack k(a’_'_(m )t> —07

zatem (a, c) — w(a, t, c) jest funkcja submodularna przy kazdym ustalonym ¢. Z Twierdze-
nia Topkisa [60] ©(t, c) jest funkcja ciagla i nierosnaca wzgledem ¢ € RE. (Oczywiscie na
R* rozwazamy porzadek produktowy.) Poniewaz ¢; > 1, dla dowolnego j, otrzymujemy

o(t,c) < @(t) dla dowolnego t € 1. (3.4)

Dla ustalonego ¢ mozey zaobserwowac, ze wykres funkcji t — (¢, ¢) przecina diagonale
w [0, d]* w dokladnie jednym punkcie nazywanym (b*,b*). Oczywiscie, (b*, ...,b*) € [0, d]™
jest symmetryczna rownowaga Nasha w grze G°. Z (3.4) wynika, ze b* < a*.

Krok 2. Niech t* := arg maxycy k.(t) gdzie

Ke(t) :==U(t) + kz: cpHy(mt). (3.5)

(Oczywiscie, k. jest funkcja Scisle wklesta.) Kladziemy k := k. gdy wszystkie wspotezyn-
niki ¢, = 1. Udowodnimy, ze t* < b*. Przypusémy, ze t* jest rozwigzaniem réwnania

U'(t) + > meHy(mt) = k,(t) = 0.
k=1

Zauwazmy

L L
At) ==U'(t) + > cpHy(mt) > U'(t) + > meHy(mt) = k(1) (3.6)
k=1 k=1
dla kazdego t € I. Zalozmy, ze A\(b°) = 0. Wtedy z (3.6) wynika, ze t* < °. Gdy
b’ = b* otrzyujemy natychmiast ¢* < b*. Zachodzi to, gdy b* € (0,d). Gdy b* = d, wtedy
oczywiscie t* < b*. Przypusémy, ze b* = 0. Wtedy z definicji t* i zalozen, ze funkcje hy
sa malejace oraz, ze (0,...,0) € I"™ jest rownowaga Nasha otrzymujemy

Poniewaz u jest $ciSle wklesta, podobnie jak funkcje Hy, a takze stale ¢, sa dodatnie
otrzymujemy t* = 0. Stad t* = b* = 0.

Krok 3. Jesli k.(t) < 0 dla kazdego t € (0,d), wtedy t* = 0 < b*.

Krok 4. Jesli k.(t) > 0 dla kazdego t € (0,d), wtedy t* = d.

Zauwazmy, ze

L
U'(t)+ Y el (mt) > k() >0
k=1
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dla wszystkich ¢t € (0,d). Zatem otrzymujemy b* € {0,d}. Gdy b* = d mamy t* = b*.
Przypusémy, ze b* = 0. Wtedy z zalozenia, ze (0,...,0) € I jest rownowaga Nasha i
definicji t*, otrzymujemy

To oznacza, ze k.(0) = k.(d) = kK.(t*) i przeczy zalozeniu, ze k. jest Scisle wklesta.
Dowiedlismy, ze t* < b* < a*.

Krok 5. Definiujemy E :={t € I : k.(t) > k(a*)}. Wida¢, ze E jest przedzialem oraz
a*, t* € E. Zatem b* € E. Mamy wiec w;(2*) < w§(y*) dla kazdego gracza i. O

Z Lematu 9 i Twierdzenia 2 natychmiast otrzymujemy:

Lemat 10 Gra G¢ ma doktadnie jedng rownowage Nasha i jest ona symetryczna.

3.2 Gléwne rezultaty

Niech By(S) bedzie przestrzenia wszystkich ograniczonych nieujemnych borelowskich fun-
kcji v 1 S — R takich, ze v(0) = 0. Przez F oznaczamy zbiér wszystkich multi - strategii
f (f, [,y ) € ®. Zauwazmy, 7e istnieje odwzorowanie typu 1-1 miedzy f € F'i f eF.
Zdefiniujemy dobrze znany operator w programowaniu dynamicznym odpowiednim dla tej
gry. Niech f € F, oraz v € By(S). Niech

(T1v)(s) = ulf()) + 5 | v(s)a(ds'|s, () (3.7)

gdzie f(s) = (f(s),..., f(s)) € A(s). Poniewaz v(0) = 0, z P2, wynika, ze Tyv € By(S)

(Tyo)(s) = () + 8. [ oy (asIs)gs(s = m (). (3.8)

Jj=lyg
Dla kazdego v € By(S) oraz s € S, definiujemy gre symetryczna I'(v, s) z funkcja
wyptaty dla gracza i postaci:

k('usx)—u:cszﬁ/ q(ds'|s, )

gdzie © = (z1,...,2,) € A(s). Zauwazmy, ze dla kazdego v € By(S) i dla dowolnego
s € S, mamy

ki(v, s, z) = u(z; —1—5/ q(ds'|s, x). (3.9)
Poniewaz v > 0, z (3.9), zalozenia P2 i Lematu 9, wynika, ze, dla kazdego s € S, ta gra

ma (czysta) symetyczna rownowage Nasha SNET (v, s). Latwo wida¢, ze SNET (v, s) =
(0,0, ...,0) dla s = 0.
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Rozwazmy najpierw gre o skonczonym horyzoncie. Za pomoca indukcji wstecznej
Rieder [51] otrzymal procedure wyznaczania zrandomizowanej rownowagi Nasha w kazdej
n— krokowej grze. Przy naszych zalozeniach, jestedmy w stanie otrzymacé niezrandomi-
zowang réwnowage i otrzymac¢ dodatkowo monotonicznosé dla réwnowagi Nasha i funkcji
rOwnowagi.

Niech n bedzie horyzontem gry. Niech fi(s) := a(s) dla kazdego s € S. Wtedy

v1(s) ;= max u(a) = u(fi(s))
a€A(s)

dla kazdego s € S. Oczywiscie v; € By(S). Jesli vo(s) := 0 dla kazdego s € S, wtedy
fl( ) = SNET(vg, s). Innymi stowy, fl( ) jest symetryczna réownowage Nasha w grze
jednokrokowej, natomiast v; jest funkcja réwnowagi dla wszystkich graczy oraz v, =
Tpvo. Uzywajac Lematu 9, mozna zdefiniowac fas s fn € F, a takze vy, ..., v, € By(S)
nastepujaco 3

fr(s) == SNET(vg_1,s) oraz wvg(s) = (Tr,ve—1)(5) (3.10)

dla s € Sik =2, .. n. Rozwazmy n-krokowsa strategie Markowa 7r (n) zdefiniowana jako

W(n) = (ffafga 7f;> = (fnafnfla “'7f1> (3'11)

gdzie f, € F odpowiada profilowi f, € F (k=1,...,n). (Latwo wida¢ fff = fn_g41.)
Otrzymano nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 5 Kazda n-krokowa gra stochastyczna spetniajgca zatozenia A2,R2, P2 i

L posiada niezrandomizowang Markowskq réwnowage Nasha 7™ = (ﬂn) Wén),. L) 2

7TZ-(n) zdefiniowang w (3.10) i (3.11), i = 1,...,m. Funkcja réwnowagi w grze n-krokowej
dla i— tego gracza jest v, € By(S) (niezaleznie od i). Ponadto mamy

Un(8) > vp1(s)  oraz  fo(s) < fn_1(s) (3.12)
dla kazdego s € S.

Dowéd Stwierdzenie, ze 7™ jest réwnowaga Nasha wynika z powyzszej konstrukeji i
rownan Bellmanna dla programowania dynamicznego w grach o skonczonym horyzoncie,
[13, 14] i [53]. Nalezy udowodni¢ (3.12). Oczywiscie, fx(0) = 0 oraz vg(0) = 0 dla
dowolnego k, zatem (3.12) zachodzi dla s = 0. Ustalmy s > 0 oraz gracza i. Definiujemy

n(a) +5/ v1(s")q(ds'|s, a, ;)
gdzie § := fo. Z (3.7), (3.8) oraz definicji v i g = f, mamy
() = (Ty00)(s) = mas ). 3.13)

Z zatozenn R2 i P2 mamy 7/(a) < v'(a) dla kazdego a € A(s). To oraz (3.13) implikuje, ze
fa(s) = argmax,eca(s) n(a) < fi(s). Stad tez va(s) > vi(s). Niech v,_1(s) > v,_o(s) oraz
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fa—1(s) < fn_o(s) dla dowolnego s € S i dla pewnego n. Niech s € S,. Rozwazmy gre G
z podrozdziatu 3.1, gdzie U(z) = u(z) dla dowolnego = € A(s) oraz

Hy, <§:9€t) = gi(s 5/ Vn—2(8") pur(ds'|s),

gdzie © = (z1,...,x,,) € A(s). Nastepnie rozwazmy gre G¢, w ktorej

cpHy <§:$t) = g(s 5/ Un-1(8") i (ds']s)

t=1

7z ¢, zdefiniowanym jako:

s
Cr - —
s
Z Lematu 9 otrzymujemy v,(s) > vp,_1(s) 1 fu(s) < fu_1(s), co konczy dowod. O

Twierdzenie 6 Kazda m - osobowa stochastyczna gra eksploatacyi zasobow z nieskonczo-
nym horyzontem spetniajgca zatozenia A2,R2,P2,L ma niezrandomizowang stacjonarng
i symetryczng rownowage Nasha f* € F. Ponadto dla kazdego s € S mamy

v*(s) := lim v,(s) :’yi(f*)(s) oraz [*(s) = lim f.(s).

n—oo n—oo

Dowo6d Granice v* oraz f* istnieja na mocy Twierdzenia 5. Oczywiscie v*(0) = 0 i
f*(0) = 0. Niech s € S. Kladziemy ¢™(s) := (f,.(5), ..., fu(s)) € A(s). Z (3.7) oraz (3.8)
mamy

v*(s) = lim v,(s) = lim (Tf Un—1)($)

n—oo

- +B/ Ja(ds'|s, f*(s)

oraz

v*(s) = lim max [ —I—ﬁ/ Up—1(s")q(ds|s, (a, z)‘|

n—00 qc A(s)

- mw[ )+ [ @%(af<»ﬂ.

acA(s)

Zatem dla s € S, mamy

vi(s) = +ﬁ/ )p(ds']s, [*(s)) (3.14)
+6/ p(ds']s, (a, ()|

= max
a€A(s)
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Oczywiscie, (3.14) zachodzi dla s = 0 z f*(0) = 0 oraz v*(0) = 0. Z postaci rownan
Bellmana i strategii optymalnej dla programowania dyskontowanego opisanego w [14] lub
w [13] mozna wywnioskowacé, ze

v*(s) = 7%(f*)(s) = sup i(m, f*,)(s)

WiEHi

dla dowolnego s € S oraz dowolnego gracza i, wiec f* jest symmetryczna i stacjonarna
rownowaga Nasha. O

Niech
B(0)(s) = [ v(s)mlds'ls

+

dla v € By(S).

Twierdzenie 7 Przypusémy, ze spetnione sq¢ zatozenia A2,R2, P2 i L. Ponadto S =
0, s0], funkcje s — a(s) oraz s — Ji(v)(s) sq ciggle dla dowolnego k i kazdej funkcji
ciggtej v € By(S). Wtedy granice

n(s) — v*(s) oraz fu(s) — f*(s) as n— oo
sq jednostajne w s € S.

Dowo6d Z Lematu 10 oraz (3.14) funkcje f* i v* sy ciagle. Z (3.10) oraz Lematu 10
wnioskujemy wiec, ze kazde v, oraz f, sa funkcjami ciaglymi. Zatem teza twierdzenia
wynika z (3.12) oraz Twierdzenia Diniego. O

3.3 Przyklad

W tej czesci znaleziono e-rownowage w grze dwuosobowej. Niech S = [0,1], A(s) =
0,5/2], u(a) = 4a — 4a* dla s € S, a € A(s). Zalozmy, ze prawdopodobienstwo przejscia
p ma postac

q(-]s,z) = g(s(x))u(-) + [1 = g(s(2))]d0(-),
gdzie ¥ = (z1,22) € A(s) x A(s), s(x) = s — 21 — x5 oraz g(s(x)) = 2s(z) — s*(2), p
jest miarg probabilistyczna na S majaca gestosé p(s) = 2s. Niech § = 0.6. Dla gry n
- krokowej z n = 7, funkcje rownowagi vy, ...,v7; i rownowagi Nasha 771(7) = (ff, . f7)
sa nastepujace: fi(s) = fi(s) = s/2 oraz vi(s) = —s* + 2s, dla kazdego s € S, oraz
famy(8) = fu(s) = s/2 dla s < sy, vg(s) = —s* +2s dla s < s, k = 2,..., 7, gdzie funkcje
fr 1 wartosci s, sa dane w ponizszej tabeli.
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fi(s) Sk

0,15 1 0,3 0,75
0,10278053624628s + 0, 29443892750745 | 0, 74125
0,10304563274190s + 0,29390873451620 | 0, 74040937386917
0,10307183192095s + 0, 29385633615811 | 0, 74032623479516
0,10307443003588s + 0,29385113992824 | 0, 74031798947798
0,10307468777241s + 0,29385062445517 | 0,74031717152542

| O U | W DO

Uk (8)

—0, 3652 + 1.44s + 0.06

—0, 36886679046082s2 + 1, 475467161843265s + 0, 04203283815674
—0, 369708921258885s% + 1, 47883568503552s + 0, 04034556722614
—0,36979211754163s + 1,47916847016652s + 0,04017906024316
—0, 369800367634645> + 1,47920147053855s + 0, 04016255050549
—0,36980118605213s2 + 1, 47920474420853s + 0, 04016091274062

|| OY | W DN

Mamy

measx(w( s) — vg(s)) = € := 0.00000081748762. (3.15)

Niech w :=wvg i g* := f7;. Wtedy
w(s) < vy(s) = (Ty~w)(s) dla kazdego s € S. (3.16)

Z programowania dynamicznego przedstawionego w literaturze [13, 14| oraz (3.16), wniosku-
jemy, ze
w(s) < 7i(g7)(s) < sup 7i(mi, g7,)(s)- (3.17)

71'1'61_[1'

Innymi stowy, z (3.15) mamy

mjm(x —i—ﬁ/ p(ds'|s, (a, 3" ;(s)))] = vz(s) <w(s) + & dlakazdego s € S.
a€A(s)
(3.18)
Z programowania dynamicznego [13, 14| i (3.18), otrzymujemy
- ellull be
sup (i, §7,)(s) < w(s) + ——2 = w(s) + -, (3.19)
€11, 1 — B 2

gdzie s € S, |lu|| = max,ep,1/9 u(a) = 1 oraz € jest zadang liczbg w (3.15). Z (3.17) i
(3.19), g* jest e-robwnowaga z € = 2.5¢.
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Rozdzial 4

Gra eksploatacji zasobow bez
ograniczen

Rezultaty niniejszego rozdziatu zostaly opublikowane w pracy [9]. Przedstawiony zostal
model stochastycznej i symetrycznej gry m - osobowej, w ktorej gracze nie maja ograniczen
co do planowania wtasnej konsumpcji. Celem tego rozdziatu jest wykazanie, ze rownowagi
Nasha w grze z ograniczeniami na konsumpcje dominuja w sensie Pareto rownowage Nasha
polegajaca na calkowitej konsumpcji na poczatku gry. Rozpatrywany model spetnia do-
datkowe zalozenia:

A3 Dla kazdego ¢ € M zbior akcji jest postaci:
AZ(S) = [0,8].

R3 Dla kazdego i € M, oraz = := (x1,...,x,) € A(s), funkcje biezacej uzytecznosci
sa postaci:

u(x;) gdy f xj < s,
=1

u(s/m) w przeciwnym wypadku.

ri(s,z) =
Zakltadamy ponadto, ze funkcja u jest Scisle wklesta, rosnaca i dwukrotnie rozniczkowalna,
oraz u(0) = 0.

P3 Spetnione jest zalozenie P1 i dodatkowo miara probabilistyczna u stochastycznie
dominuje v, czyli tak jak wspomniano w uwadze 2, dla kazdej funkcji niemalejacej v
spelniona jest nier6wnos¢é

/v(s')u(ds') > /v(s')y(ds').
S S

Uwaga 10 Gdy za miare v przyjmiemy dy, otrzymamy model opisywany w rozdziale 3.
Zatem przedstawione prawdopodobienstwo przejscia ma bardziej ogolng postac.

Podobnie jak w Rozdziale 3 zaktadamy, ze gra jest standardowa ( - dyskontowana gra
stochastyczna ze skoriczonym lub nieskoriczonym horyzontem czasowym. Zatem wyptlata
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dla gracza ¢ jest w postaci (3.2) dla skoniczonego horyzontu lub (3.1) dla nieskoriczonego
horyzontu.

4.1 Symetryczna ré6wnowaga Nasha w grze z ogranicze-
niami

W tym podrozdziale wprowadzono dodatkowe ograniczenia. Zalozono, ze zbior akcji
dostepnych dla kazdego gracza jest w postaci A$(s) = [0, s/m]. Wtedy

Af(s) == Af(s) x ... x A7 (s).
Niech
C:={(s,z) :se€ S,z e As)}.

Niech F* bedzie zbiorem wszystkich borelowskich funkecji f : S — R, takich, ze
f(s) € A%(s) dla dowolnego s € S. Funkcja uzytecznosci dla kazdego gracza jest postaci
ri(s,x) = u(x;). Dla dowolnej borelowskiej i ograniczonej funkcji v : S — R takiej, ze
v(0) = 0 mozna wyznaczy¢ pomocnicza symetryczna gre G(v, s) z funkcja wyptaty

ki(v,s,x) :=U(z;) +cH (s - ig) , (4.1)

gdzie
UC) i=u()+ 6 [ o(s)u(as),
S
H() =0 ( Jo(shutds) — | v(s’)u(ds'>) 90,
S S

c:= /v(s')u(ds') - /v(s')u(ds’).

S S

Z zalozenia P1 wynika, funkcja H(-) jest wklesla, rosnaca i dwukronie rézniczkowalna.

Oznaczenie: Dla s € S i dowolnego ¢ = 1,...,m niech x € A$(s). Definiujemy & :=
(x,x,...,x) € A%(s).

Twierdzenie 8 Kazda skoriczenie krokowa gra stochastyczna z ograniczeniami spetnia-
jaca zatozenia R3, P3 i L ma jedyng symetryczng rownowage Nasha. Ponadto funkcja

rownowagt jest niemalejgca wzgledem stanu.

Dowd6d Poniewaz s = 0 jest stanem absorbujacym bez straty ogélnosci mozna zatozyc¢,
ze s > 0. Gra jednokrokowa ma tylko jedng symetryczna rownowage Nasha i jest to
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7= (f1,..., fm) gdzie f;(s) = s/m dla kazdego gracza i. Funkcja rownowagi jest taka
sama dla wszystkich graczy i wynosi
v1(s) := max u(a) = u(s/m).
acAS(s)

Z zatozenia R3 jest to niemalejaca funkcja. Przez indukcje przypus$émy, ze teza twierdzenia
zachodzi dla gry n - krokowej. Wystarczy zatem udowodni¢ teze dla gry (n+1) - krokowej.
Niech 7 := (fn, fn,l, ceey fl) bedzie jedyna symetryczna rownowaga Nasha w grze n
- krokowej stosowana poczawszy od drugiego kroku. Przez v, oznaczono odpowiednia
funkcje uzytecznosci. Z zalozenia indukcyjnego wiemy, ze v, jest niemalejaca. Rozwazmy
gre G(vy, s). Funkcja uzytecznosci wynosi k;(v,,, s, -). Z zalozenia indukcyjnego wynika, ze
parametr ¢ we wzorze (4.1) jest nieujemny. Stad i z Lematu (10) wynika, Ze istnieje jedyna
symetryczna rownowaga Nasha f, 1 w grze G(vy,s). Gdy s = 0 fuy1(s) = s/m. Z pro-
gramowania dynamicznego stwierdzamy, ze w1 = ( fn+1,7r(”)) jest rownowaga Nasha
w grze (n + 1) - krokowej. Pozostatlo do pokazania, ze funkcja v,,1(-) jest niemalejaca.
Do tego nalezy udowodni¢, ze funkcja v ,,(s) :== s — (m — 1) f,,(s) jest niemalejaca.

Niech Yj(s) := [, =*5] dla kazdego i oraz s € S. Niech Y (s) := Yi(s) x - -+ x Y}, (s).
Rozwazmy gre pomocnicza G(v,, s) gdzie funkcja uzytecznosci dla gracza i jest

&(s,y) izU(s_yi) +cH (M)

m—1 m—1

gdzie y = (y1, ..., Ym) € Y (s). Zauwazmy

2¢. — s —
0°&; _ 1 U//<S yz>_ m CH,/<M)ZO.

0s0y; (m—1)? m—1 (m—1)2 m—1

Stad &; jest funkcja supermodularna na kracie L := {(s,v;) : s € S,y; € Y;(s)} z porzad-
kiem produktowym, co wynika z wynikow zaprezentowanych w pracach Rossa [53] i Top-
kisa [60]. Dalej z Topkisa w [60] funkcja najlepszych odpowiedzi dla gracza ¢ zdefinowana
jako

Bi(sayfi) ‘= arg max fi(sayfiayi)
y:€Yi(s)

jest niemalejaca na s € S. Poniewaz

0?&; 1 sm — o(y)
— HI/ <
Ay 0y (m —12° ( m—1 )="

dla wszystkich i # j, & (s, y) jest funkcja submodularng na kracie Y'(s), [53] i [60]. Znowu
z Twierdzenia Topkisa funkcja najlepszych odpowiedzi dla gracza i dla ustalonego s € .5,
jest niemalejaca w y_;.

Niech §*(s) = (y*(s),...,y*(s)) bedzie jedyna symetryczng réwnowaga w G(v,,s).
Dla kazdego s > 0 oraz gracza i, mamy y*(s) = B;(s,7*,(s)). Pokazemy teraz, ze y* jest
nierosnaca. Niech s; < so. Wtedy dla dowolnego 7, mamy

0 = y*(s1) — Bi(s1,9-,(51)) = y"(s1) — Bi(s2,7%,(s1)),
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oraz

0 = y'(s2) — Bils2,95:(s52)).
Stad
y*(s1) = Bils2,57i(s1)) < y"(s2) — Bils2,57:(s2)). (4.2)
Przypusémy, ze y*(s2) < y*(s1). Wtedy dla dowolnego i, *,(s2) < 7*,(s1) wzgledem
porzadku produktowego. Z monotonicznosci B;, wnioskujemy, ze

Bi(s2,5%(s1)) = Bi(s2,"(s2)) < 0.
Stad i z (4.2) dochodzimy do sprzecznosci, ze y*(s1) < y*(s1). Zatem mamy y*(s;) <

y*(s2).
Definiujemy

* * S — y*(S) * * *

ri(s) = () = L o) = (af(6), ) (43)
Poniewaz *(s) jest symetryczng rownowaga Nasha w grze G(v,,s), latwo pokazaé, ze
T*(s) jest rownowaga w G(vy,s). Z jednoznacznoéci symetrycznej réwnowagi G(vy, s),
(Lemat 10), 2*(s) = fr,(s) dla kazdego s € S. Z (4.3) wynika, ze z* = fr ;| jest funkcja
niemalejaca w s € S. W koncu dowodzimy, ze v, 41 jest funkcja niemalejaca. Niech s; < ss.
Mamy fr (s) = z*(s) dla wszystkich s oraz poniewaz g niemalejace, otrzymujemy

Unt1(s1) = max {U(%) +cg(si — (m—1)a"(s1) — )}

xi€A:(s1

, nax {U(xl) +cg(si— (m—1)a*(s1) — )}

, max (U () + cg(ss — (m — 1)z*(s2) — )}

UnJrl(SQ)a

INIA

co konczy dowodd. O

Rozwazmy gre z nieskoniczonym horyzontem. Z Twierdzenia 1 w [10] istnieje stacjonarna
symetryczna réwnowaga Nasha f* = (f*, .., f*), f* € F.. Funkcja rownowagi to v*.
Wiadomo, ze f*(s) jest jedyna rownowaga Nasha w grze G(v*, s). Udowodnimy, ze v* jest
niemalejaca.

Twierdzenie 9 Zalozmy, ze dyskontowana gra stochastyczna spetnia zatozenia R3 P3 1
A3. Wtedy funkcja réwnowagi v* w grze stochastycznej z ograniczeniami i z nieskonczo-
nym horyzontem jest funkcjg niemalejgcg.

ci= /v*(s’)u(ds’) — /v*(s’)z/(ds’).
s

5
Jesli ¢ > 0, wtedy mozna powtorzy¢ rozumowanie z Twierdzenia 8 rozwazajac gre G(v*, s)
i wtedy pokazujemy, ze v* nierosnaca. Przypusémy, ze ¢ < 0. Wtedy jedyna sym-
metryczna stacjonarna rownowaga w G(v*, s) jest postaci z*(s) = (s/m,...,s/m). Stad
v*(s) = u(s/m) dla wszystkich s € S. Poniewaz p stochastycznie dominuje v, zachodzi
¢ > 0, co przeczy zalozeniu. Stad ¢ > 01 dowdd jest zakoriczony. O

Dowé6d Definiujemy
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4.2 Symetryczna rownowaga Nasha w grze bez ograniczen

W tym podrozdziale rozwazamy gre, w ktorej gracze moga wybiera¢ dowolnie duzy poziom
konsumpcji.

Twierdzenie 10 Przypusémy, ze zachodzq R3 i P8. Niech 7f = (fi, ..., f;) bedzie
symetryczng markowskq rcwnowagq Nasha w grze k - krokowej grze bez ograniczen skon-
struowanej w Twierdzeniu 8. Wtedy m; jest rownowagqg Nasha w k-krokowej grze bez
ograniczen.

Dowéd Teza zachodzi dla s = 0 or n = 1. Niech s > 0 i zalézmy, ze teza za-
chodzi dla n > 1. Rozwazmy gre (n + 1) - krokowa. Oznaczmy 77, = (fi 1, ..., [7)
symetryczng rownowage w tej grze skonstruowana w Twierdzeniu 8 Z zalozenia induk-
cyjnego 75 = (f, ..., ff) jest symetryczna rownowaga Nasha w n-krokowej podgrze bez
ograniczen startujacej z drugiego stanu. Oznaczmy wspolng wyplate rownowagowa dla
wszystkich graczy przez v,.

Oznaczmy

f:;Jrl(S) = (f:;Jrl(S)a o :;Jrl(s))'

Niech (f7,;)—i(s) oznacza [}, (s) bez i - tej wspolrzedne;j.
o) = r(s,2) + B [ 0a()p(ds s, (Fia) (s),2), @ € A(s) = [0,5]",
S
Uzywajac definicje ¢ oraz H, dana w dowodzie Twierdzenia 8, otrzymamy

p() = ulr) +cH((m—=1);,,(s) — )

jesliz <s—(m—1)fr. ,(s) oraz (x) = u(s/m), w przeciwnym razie. Wystarczy pokazac,
ze

Jrni(s) = arg max (s). (4.4)
Z Twierdzenia 8 otrzymujemy ¢ > 0. Z R3 oraz P3, ¢ jest Scisle wklesta na [ :=
[O, s—(m— 1)f:+1(s)T. Wiemy, ze

* 1(s) = arg max s). 4.5

Jusa(s) = arg max o(s) (4.5)

Stad o(fr,1(s)) = @(s/m). Przypusémy, ze x ¢ I oraz v < s. Poniewaz s/m € I, mamy

P(fara(s)) = w(s/m)
= u(s/m) + cH((m =1)[1(s) —s/m)
> u(s/m)
= ().
Przypusémy fr.,(s) = s/m. Jesli z € (s/m, s], wtedy = & I, oraz o(f,,(s)) > ¢(z) =
@(s/m). Zalozmy, ze fr.  (s) < s/m. Poniewaz ¢ jest Scisle wklesta na I oraz zachodzi

(4.5), dochodzimy do wniosku, ze ¢(fr (s)) > ¢(x) dla dowolnego x € I. Pokazali$my,
ze zachodzi (4.4). O
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Twierdzenie 11 Zaldzmy, ze zachodzi R3 i« P3. Wiedy stacjonarna symetryczna réwno-
waga Nasha f* w grze z ograniczeniami jest tez rownowagq w grze bez ograniczen.

Dowd6d Dowdd przebiega podobnie jak dowdd Twierdzenia 10. Wystarczy skorzystac z
Twierdzenia 8, z ktorego wynika, ze v jest funkcja niemalejaca.O

Na koniec udowodnimy nastepujacy rezutlat.
Twierdzenie 12 Przy zatozeniach R3 + P3 mamy
vn(s) > u(s/m) oraz v*(s) >u(s/m), seS.

gdzie v, (v*) sq wspdlnymi wyplatami réwnowagowymi w grze n-krokowej (nieskoriczenie
krokowej).

Dowéd W grze jednokrokowej powyzsze nieréwnosci sa widoczne, bo vy(s) = u(s/m),
s € S. Niech n > 1. Z Twierdzenia 8 i 10, mamy

vals) = kil vnen, ()
> u(s/m) +ﬁ/vn1 Ja(ds'|s. (F)-i(s). 5/m)
> u(s/m).

Dla gry z nieskoficzonym horyzontem, z Twierdzenia 9 i 11 otrzymujemy

v'(s) = ks ()
> u(s/m) +ﬁ/ Ja(ds'ls, J*,(s). s/m)

> u(s/m)

co konczy dowod. O

4.3 Przyklad

Rozwazmy m - osobowa gre stochastyczng z S = [0, 1], u(z) = /z,9(y) = /¥, pu(s) =
2s,p,(8) = 26(1 — $)*°, gdzie p, oraz p, sa gestosciami p i odpowiednio v. Niech

= (fr,..., f{) bedzie symetrycznag Markowska rownowaga Nasha w grze k-krokowej.
Odpowiednia uzyteczno$é¢ dla kazdego gracza oznaczono przez v,. Wtedy:

v1(s) =/s/m, s€S,

oraz v,4+1(0) = 0 podczas gdy dla s > 0, mamy

bnsr(5) = L (5) + 05 = m () [oa(®)ou®) = pu()dt+ 8 [ 0alt) pult) .
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Oczywiscie, fi(s) =s/midlan > 1, f! spelnia rownosé¢

1

1 B o) (pu(t) — pu(t))dt

__0 =0
2\/T 2/s —mx ’

lub réwnowaznie,

Vs —mz —6\/§/vn(t)(pu(t)—p,,(t))dt _ (4.6)

Z (4.6) otrzymujemy

S

T = fr(s)= . 5 )
<5({Un(t)(ﬂu(t) - Pu(t))dt> +m

(4.7)

Calka w (4.7) w kazdym kroku byta obliczana numerycznie metoda trapezow. Niech m = 2
oraz # = 0.99. Ponizszy wykres pokazuje funkcje rownowagi w grach z ograniczeniami dla
roznych wartosci krokow k (s > 0). Widaé, ze vy (s) > vi(s) dla k > 1 oraz s € (0, 1].

Rysunek 4.1: Funkcje rownowagi w grze skoniczenie krokowe;j.
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Rozdziat 5

Asymptotyczne wlasno$ci rownowag
Nasha w dyskontowanych grach
stochastycznych

W tym rozdziale rozpatrzono dwuosobowa niesymetryczng (3 - dyskontowang gre stochasty-
czng. Celem tego rozdzialu jest zbadanie asymptotycznych wtasnosci réownowag Nasha
i funkcji rownowag gdy 5 — 1. Z tego wzgledu uzytecznosci dla gracza i (i = 1,2)
zdefiniowane w (3.2) i (3.1) oznaczamy *yfn(f)(s) i odpowiednio v7(f)(s).

Ponadto gra spetnia zalozenie R1 oraz

S S jest przedzialem ograniczonym. Niech S = [0, s*].

A4 Spelnione jest zalozenie A1. Ponadto dla ¢« = 1,2 funkcje a; sa lipschitzowskie ze
stata rowng 1.

P4 Prawdopodobieristwo przejscia jest postaci (3.3). Zalozono dodatkowo, ze dla
j=1,..., L miary p;(+|s) nie zaleza od s. Oznaczamy wiec p;(-) := p(-|s) dla dowolnego
s€eS.

5.1 Asymptotyczna r6wnowaga w grze ze skonczonym
horyzontem czasowym

Niech

81 — S2 o

5::{f:5—>S:O§M<1}.

Latwo wida¢, ze £ jest zbiorem funkcji niemalejacych ze stata Lipschitza rowng 1. W
tym podrozdziale rozpatrzono gre ze skonczonym horyzontem. Z tego wzgledu mozna
dopusci¢ rowniez gry 3 - dyskontowane z = 1. Wtedy wyplata dla gracza jest rowna
sumie dziennych wyptat.
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Dla kazdego (vi,v2) € Bo(S) x By(S) (By(S) jest zdefiniowane w podrozdziale 3.2), s € S,
B € (0,1] wyznaczono gre I'(3, vy, vs,8), w ktorej funkcja wyplaty dla kazdego gracza i
jest roOwna

ki(B,vi, 8, 2) = ui(; +5/ vi(s)q(ds'|s, x), (5.1)

gdzie ©x = (x1,22) € A(s). Poniewaz v; > 0, zachodza zalozenia R2 i P4 oraz funkcja
wyplaty jest w postaci (5.1), z wynikow w artykule [46] mozna wywnioskowa¢, ze dla
dowolnego s € S, gra ma czysta rownowage Nasha N ET (3, vy, ve, s).
Oczywiscie NET'(3,v1,v9,5) = (0,0) dla s = 0.

Niech § € (0, 1] bedzie czynnikiem dyskonta, natomiast n bedzie horyzontem gry. Dla
i=1,21s € S niech ffl(s) = a,(s), oraz

vin(s) == max u;(a) = u;(f(s)).

a; €A;i(s)

Oczywiscie '051 € By(S). Jesli ’050(8) := 0 dla dowolnego s € S, wtedy

f7 = (f1(5), f21(s)) = NET(B,7g, v5. s).

Zatem flﬁ jest rownowaga Nasha w grze jednokrokowej, vf 1 jest funkcja rownowagi Nasha
dla gracza i oraz '051 = ki(B,vip, s, (a1(s), as(s ))) Rozumujac analogicznie jak w [46],

mozna zdefinowaé f{;, ey ffn € F; oraz vf;,. € By(S) w nastepujacy sposob

°) ’l n

f_lf = (flﬁ,kafg,k) = NEF(ﬁ,’Uﬁkfl,ngfl,S) oraz
/Ufk;(s) = ki(ﬁ’®£k—1(8)asafkﬁ(s>>a

gdzie s € S oraz k = 2,...,n. Na mocy Twierdzenia 2 wynika, ze powyzsze definicje
sa poprawne, poniewaz gre (3, v1,vq,s) mozna sprowadzi¢ do gry z podrozdziatu 2.2.
Rozwazmy strategie n - krokowe jako Wﬁ")’ﬁ dla gracza i zdefiniowanej jako

’ = (f szv‘“aff:;) = (fznafzn 1 “'7f61)'

(Oczywiscie ffk = ff;_kﬂ.) Niech 78 .= (W%n)”g,wén)”g). Oznaczmy fi, = f
B
Vin ‘= U;

n iy OTAZ n™ = (W%n),ﬂén)) = (W%n)’ﬁ,ﬂén)ﬁ) gdy 6 =1.
Z powyzszej konstrukcji i réwnania Bellmana dla programowania dynamicznego w
grze ze skoficzonym horyzoncie (na przyktad [13, 14, 53] lub [53]) wynika, ze 7("# jest
rownowaga Nasha w grze n - krokowej (G-dyskontowanej. Z Twierdzenia 14.4.1 w ksigzce

Amira [5] oraz Lematu 2.1 w [2] dla dowolnego 3 € (0, 1), zachodzi ffn() € £. Ponadto

vf;n() sy funkcjami niemalejacymi i cigglymi.

Lemat 11 Dla dowolnego n € N, oraz i = 1,2 zachodzi
ffn(s) - fi,n(s) gdy ﬁ - 1,
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oraz

jednostajnie wzgledem s € S.

Dowdd Bez straty ogbélnosci mozna zatozy¢, ze s > 0. Latwo widac, ze teza zachodzi dla
n = 1. Zalozmy, ze

f2.(s) = fin(s) edy B —1

oraz

U7 (8) = vin(s) gdy B — 1

jednostajnie wzgledem s € S (dla ¢ = 1,2). Ustalmy s € S. Z réwnan Bellmana dla
gracza ¢ otrzymujemy

L

Uiﬁ,nﬂ(s) = U (flﬁnJrl —1—52/1;?” /‘LJ (ds )9]( f1n+1( s) — f2n+1( ))
S

> wilw) + B [ ol (i(ds)gs (5 = 2= fila(9))
Jj=lyg

dla dowolnego (x1,z3) € A(s). Niech Sy bedzie dowolnym ciagiem takim, ze By — 1 oraz
f; n+1( ) jest zbiezny dla i = 1,2. Niech

zi(s) = hm fzn-l—l()

Z zalozenia indukcyjnego i Twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci ograniczonej (dla j =
1,...,L) mamy

/vm( Ypj(ds') = hm / s")pj(ds").
5 5
Stad i z ciagtosci funkcji w; (i =1,2) oraz g; (j =1,...,L) mamy (dla (s, z1,22) € D)

L

wi(x}(s)) + Z/Uz‘,n(sl)ﬂj(dsl)gj (s — 27(s) — w3(s))
5

j=1

L
> ui(e) + X [ vinig(ds)gs (5 = i = w3, (5))
S

J=1
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cO oznacza, 7€ ((x’{,ﬂ")) , (x§,7r2"))) jest rownowaga Nasha w grze (n + 1) - krokowej

gdy f = 1. Z Twierdzenia 4 rownowaga Nasha w tej grze jest jedyna. Stad f;,11(s) =
xi(s) = él_}Hll ffnﬂ(s). Z ciaglosci k; otrzymujemy

Vins1(s) = 0 07 (5).

7 Lematu 2.1 w [2] i Twierdzenia 14.4.1 w [5] funkcje s — f0 1(s) € Eis — v],,1(s)
sa niemalejace i ciaglte. Powtarzajac rozumowanie z Lematu 14.5.3 w [5] otrzymujemy
jednostajna zbieznosé ffn+1() i vfnﬂ(-) dlapg—1.0

Lemat 12 Dla dowolnego n € N niech
o= (0 0P

ceey i

bedzie pewnq rodzing strategii dla i - tego gracza zalezng od € (0,1]. Zatdzmy ponadto,
ze istnieje granica

wl-(n) = lim @Z)Z(n)’ﬁ. (5.2)
B—1
Jesli zbieznosé w (5.2) jest jednostajna, wtedy dla i = 1,2 orazn € N zachodzi
lim (Slelg ™ 08P () = (0™, %"))(S)D =0. (5.3)

Dowé6d Bez straty ogdlnosci mozna zatozyé, ze s > 0. Wiadomo, ze dla n = 1 teza
twierdzenia jest prawdziwa. Przypu$émy zatem, ze teza (5.3) zachodzi dla pewnego
ustalonego n. Zauwazmy, ze

s (S0 () — s (0 ) ()] <

wi(@" () = i (" (5))] + BAs(s), (5.4)
gdzie
Ag(s) = [wi(s) — wi(s)],
W) = [ (U7 07) (5 atds s, 67 (5), 050 (s))
oraz i

n n n+1 n+1
(s = [ (7, 087) (ads'|s, o (5), 05 ().
5
Ze zbieznosci jednostajnej w (5.2) oraz jednostajnej ciaglosci funkeji w; wynika, ze pier-

wsza czesé (5.4) dazy jednostajnie do 0. Wystarczy teraz dowies¢, ze HAB()H dazy do
0, gdy B — 1. Zauwazmy, ze

wi(s) =3 ( [ (7, 0807) (s (s gs (s~ 5”*1”(5)—asé”*”ﬂ(s)))).
J=1 \g
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Ustalmy dowolnie € > 0. Poniewaz (z zalozen lematu) (bz("ﬂ)’ﬁ(-) jest jednostajnie zbiezne,
gdy 8 — 1, oraz funkcje ¢;(-)(j = 1,..., L) sa jednostajnie ciagte, istnieje 3; takie, ze dla
dowolnego (3 > (3, zachodzi

ﬁs>sz(/ o (0" 87 ) () (ds' g (s — oV (s) — é"“><s>>))+e
J=1 \g

= wg(s) + e,

Zzl(/ o (U1 057) (s (g (5 ("H)(S)—¢§"H)(s))>) .

= wi(s) —e

Poniewaz € jest dowolny i niezalezny od s, |[Ag(-)||,, — 0, gdy § — 1. O

Twierdzenie 13 Dla dowolnego € istnieje stata By taka, zZe jesli 3 > [y, profil (ﬂ ,7?5"))
jest e- rownowagq w [ - dyskontowanej grze n - krokowej.

Dowéd 7 Lematu 11 7 jest jednostajnie zbiezna do 7™ (gdy 3 — 1) dla kazdego n €
N. batwo zauwazy¢, ze dlan =11 s = 0 teza Twierdzenia jest prawdziwa. Niech s > 0.
Zatozmy, ze teza zachodzi dla pewnego n. Stad istnieje stata 3; taka, ze dla kazdego 3 >
Bi, ™ jest £/4 - rownowaga w grze n - krokowej. Niech ™+ = (qﬁ("“), oM. qﬁ(l))
bedzie dowolng strategia Markowa dla gracza i w grze (n + 1) - krokowej. 7 zalozenia
P3, jednostajnej ciaglosci u; (i = 1,2), g; (j = 1,..., L) wynika, ze istnieje 3, taka, ze
dla wszystkich § > (3, zachodzi

7£+17z (ﬂ_§n+1)7 W§n+1)) (8) —

= i (fin1(5) + 8 [ 5 (77, 787) () (A 5, frms1(5), Fons (5))
S

> i (f(s)) + 8 / 72 (7 7l (g (ds'

— e/4,

5, 15 i1 (8), Flnia (5))

co wynika z Lematow 11 i1 12. Dalej z rownan Bellmana (Ross [53]) otrzymujemy
> (¢ (s)) + 8 / Yo (7 7Y (8)q (ds' [, i (), 670 (s))

— €/4,
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poniewaz profil 7("+t1)# jest rownowaga Nasha w grze n + 1 krokowej. Z zalozenia induk-
cyjnego otrzymujemy

Z U ((b(nJrl)(S)) + ﬁ/7£,z 7T3 ) 77vb(n ) (S/)q (dsl S, f£,i7n+1(3), ¢(n+1)(8>)
S

1
5¢
Z Lematow 12, 11 wynika, ze istnieje 35 taka, ze dla 8 > (3, s € §
"ynz (77-3”?)7 (n )) (S> - ’757@ (71-3 zaw(n ) (S>‘ S 5/4
Stad gdy (3 := max (1, 52), wtedy dla dowolnego 3 > (3 mamy

n+1 n+1
YViera (70,7 (5) >

Z Uy ((b(nJrl)(S)) + ﬁ/’yg,z 7T3 79 w(n ) (8/>q (dsl S, f£,i7n+1(5>, ¢(n+1)(8>>
S

Z Lematu 12 i jednostajnej cigglodci g; istnieje B, taka, ze jesli 8 > 3,

B [ (720 () (d5'[s (), 07 (s) ) 2
S

5/75,1‘ (W:(s@ia @/)(n)) (s)q (dS, 8, f3—in+1(8), ¢(”+1)(8)) —e/4.
s

Do zakonczenia dowodu wystarczy przyjaé Gy := max(0s, 54). O

5.2 Asymptotyczna ré6wnowaga w grze z nieskoniczonym
horyzontem

Dla gracza ¢ niech M; bedzie zbiorem strategii markowskich.

Lemat 13 Niech v := (1, ¢9) bedzie dowolng multi-strategiq Markowa. Wtedy

sup

@) 9) = @) (5] = 0. gy 0o o
PEM1 X Mo

jednostajnie wzgledem s € S, i 3 € (0,1).
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Dowo6d Zauwazmy, ze
Y (W)(s) = D2 BY (i (Wia(s1)) B7)
t=1

gdzie 1;, jest poziomem konsumpcji dla gracza ¢ w kroku ¢ jesli gracz stosuje strategie
;. 7 zatozenia P4 dla t > 1 zachodzi

2(s) = EY (wi(ials)8)
= Zﬁtil /Ui(wi,t(sl))ﬂj(dsl)E;p (gj(stfl - wl,t(5t71> - w2,t(3t71)))

Jj=1 g
L
< lullyg X2 Y (95(st-1 — tre(s6-1) — ¥24(s0-1))) -
j=1

Niech '
WP (s) = BY (g;(si—1 — Y14(si-1) — ¥ou(si-1))) .-

Z zalozenia P4 mamy
L
W) = X [ o5(s = nals) — o)l ds RS (5). (5.5)
S

k=1

Niech hf(s) := HllaXL{h{”g(s)}. Z (5.5) oraz P4 mamy

W (s) < Cxhly(s)<C'hi(s) <O,
gdzie
L
= Z/ Vi (ds")
k=173
Oczywiscie 0 < C' < 1, oraz C' jest stala niezalezng od s i 3. Poniewaz
2(s) < lull 10t

7z kryterium Weierstrassa szereg zf(s) jest jednostajnie zbiezny w (s, 3), co konczy dowdd.
O

Lemat 14 Dla dowolnego 3 € (0, 1] niech (wf, w§> € @ bedzie stacjonarng multi - strate-
gig. Jesli dla i = 1,2 zachodzi

J(s) = vi(s)| =0

=1 se5

wtedy

p |77 (47, 98) (5) = (9, 9) ()| = 0

B—1 ¢
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Dowéd Niech € > 0. Z Lematu 13 dla wystarczajaco duzych n mamy
W (W8 8) (5) = o7 (r,12) (5)] < il (W0, 08) (5) = 30 (W1, 002) (5)] + €. (5.6)

Z Lematu 12 po przejsciu do granicy § — 1, lewa strona wyrazenia (5.6) nie jest wieksza
niz e. O

Bazujac na wynikach w pracy [46], oraz korzystajac z twierdzenia 2, mozna uzyskac
zbiezno$¢ rownowag Nasha w grze ze skoriczonym horyzontem czasowym do stacjonarnej
rownowagi Nasha w grze z nieskoriczonym horyzontem czasowym.

Lemat 15 Dla dowolnego i = 1,2, oraz 5 € (0, 1) istnieje granica
f5(s) := lim ffn(s) (5.7)

Powyzsza zbiezno$é jest jednostajna wzgledem s € S. Ponadto stacjonarna multi-strategia
78 = (Wf, Wg), W? = (ff, ff, .. ) jest rownowagq Nasha w (3 - dyskontowanej i nieskoricze-
nie wiele krokowej grze.

Dowod Ustalmy 3. W pracy [46] zostata udowodniona zbieznosé vfn — 07 gdy n — .
Stad i z twierdzenia 2 natychmiast otrzymujemy zbiezno$é¢ w (5.7). Ponadto z [2]| oraz
[5] wynika, ze kazda funkcja ffn() € £. Stad natychmiast otrzymujemy jednostajnag
zbiezno$cé ciagu f4(-) dla dowolnego 3. Z réwnan Bellmana mozna natychmiast zauwazy¢,
ze m jest stacjonarna réwnowaga Nasha w (3 - dyskontowanej grze z nieskonczonym
horyzontem. O

Lemat 16 Dla i = 1,2 istnieje jednostajna granica
fi(s) = lim f7(s).

Dowéd Niech i, oraz 35 beda dowolne. Z lematu 15 wynika, ze dla dowolnego € > 0
mamy

[P (s) = £2(s)| < [F080s) — £22(5)] + €2,

dla dowolnego s € S i wystarczajaco duzych n. Z Lematu 11 istnieje stata [y taka, ze
jesli By, B2 > By wtedy

Jon(s) = fin(s)] < e/2.
Poniewaz € oraz s € S sa dowolne, dowod jest skoriczony. O

Dla i = 1,2 definiujemy 7} := (f, f5,...).

197J40
Twierdzenie 14 Dla dowolnego € orazn € &£ istnieje By taka, ze jesli B > By, stacjonarna

mulli - strategia (7}, m5) jest e- rownowagq w B - dyskontowanej grze z nieskoriczonym
horyzontem.
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Dowéd Niech € > 0. Dla dostatecznie duzych § mamy
v () (s) > ) (7l md) () — e (5.8)

Powyzsza nier6wnos$¢ zachodzi z Lematow 14 i 16. Niech (11, 12) bedzie dowolna multi-
strategia. Stad i z (5.8) zachodza nieréwnosci

¥ (mm3) (s) > o (Y,m5) (s) —e
h () (s) 2 A () (5) e
Z Lematu 13 dla wystarczajaco duzych n mamy
’716 (ﬂa W;) (8) > ’Ylﬁ,n <¢17 Wg) (S) — 2
Y (11,73) (5) = Ao (70, 402) () — 2e.
Z Lematu 12 mamy
7 (w5, m3) (s) Vin (1, 75) () — 3e
’)/QB (7T>1k7 7T>2k> (8) > ’yg,n (ﬂ-fa 7?2) (8) — 3e.
Z Lematu 13 mozna przej$¢ do granicy n — oo, aby otrzymac
W (w5, m3) (s) W (¥1,73) (s) — 3e
Y5 (75, 73) (s) Vs (75,1) (5) — 3.

Poniewaz € jest dowolny, mozna zdefiniowaé¢ € = 3¢ aby otrzymaé ¢ - rownowage. O

v

>
>

5.3 Przyktad

Rozwazmy gre dwuosobowa w ktorej S = [0, 1], a1(s) = aa(s) = s/2, ui(s) = ua(s) = /s,
natomiast prawdopodobienstwo przejscia jest w postaci

p(-]s,2) =+/s —x1 — xapu(-) + (1 — Vs — T — x2> do(+),

gdzie u jest rozktadem jednostajnym na [0,1]. Z [8] oraz Twierdzenia 4 istnieje jedyna
symetryczna réwnowaga Nasha w 3 dyskontowanej grze o skoriczonym horyzoncie. Za-
uwazmy, ze

f1ﬁ,1(3) = f2ﬁ,1(3) = 5/2,
oraz

via(s) = vha(s) = y/s/2

Dla i = 1,2 oraz n > 1 otrzymujemy WZ("W = ffn dla
s

242’

n

Fo.(s) =
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oraz funkcje rownowagi
140

ﬁ(s)—i s

gdy ¢, zdefiniowano indukcyjnie: ¢; =0 oraz dlan > 1

214 ¢

Jesli wezmiemy granice n — oo, otrzymamy

s |18 —88)2+16(9+45%) — (18 —88)
- 2(18 — 85) ‘

Z Twierdzenia 6 oraz 7 natychmiast wnioskujemy, ze

3 S
i \8) = )
1) 2+ (cB)?
oraz, ze ™ = (fig, ff) jest stacjonarng réwnowaga Nasha w 3 - dyskontowanej grze z

nieskonczonym horyzontem, a takze

1)
(%) +2

v

2 (s)

S

jest funkcja rownowagi. Biorac granice § — 1 otrzymamy

20
= 787
30 + /192

V192 + 10
20192 + 600

7 Twierdzenia 14 wynika, 7ze stacjonarna strategia 7* = (f, f5) jest € rownowaga [ -
dyskontowanej nieskoniczenie krokowej grze, gdy [ jest wystarczajaco duze.

fi(s)

oraz

i (s) =
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