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Streszczenie: Celem artykutu jest zaprezentowanie metod agregacji indywidualnych ocen
preferencji za pomoca dwoch miar odleglosci. Sa to odleglo$¢ Spearmana (Spearman foot-
rule distance) 1 odleglo$¢ v — Kendalla. Miary te sa wykorzystywane do agregacji rang
w $rodowisku R. Na zakonczenie zaprezentowano przyklad agregacji preferencji z wyko-
rzystaniem funkcji BruteAggreg pakietu RankAggreg.

Stowa kluczowe: preferencje indywidualne, metody agregacji, miary odlegtosci, srodowi-
sko R.

1. Wstep

Agregacja indywidualnych ocen preferencji jest jednym z podstawowych problemow
teorii wyboru spotecznego. Najbardziej znang metoda agregacji jest metoda Bordy,
w ktorej tgcznego uporzadkowania relacji preferencji dokonuje si¢ na podstawie
pozycji, jakie zajmujg obiekty w indywidualnych uporzadkowaniach preferencji
poszczegblnych osob.

Pomocnym narzedziem agregacji preferencji mogg by¢ miary odleglosci migdzy
uporzadkowaniami preferencji obiektow dokonanymi przez poszczegdlnych respon-
dentow. Nalezy jednak pamietac, ze w tym celu dopuszczalne jest stosowanie wy-
acznie takich miar odleglosci, ktdre sg wlasciwe dla zmiennych mierzonych na skali
porzadkowe;j.

W artykule zaprezentowano ide¢ agregacji preferencji z wykorzystaniem miar
odleglosci bazujacych na rangach. Szczeg6lng uwage zwrocono na miar¢ odleglosci
Spearmana oraz 7 — Kendalla, poniewaz te dwie miary sg wykorzystywane w pro-
gramie R do agregacji rang.

W czeSci empirycznej przedstawiono przyklad, w ktdérym agregacji preferencji
indywidualnych dokonano za pomoca funkcji BruteAggreg programu R.
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2. Preferencje indywidualne i zasada zwyklej wiekszoS$ci

Niech X = {xl yeees Xy et xm} oznacza zbidr m obiektow poddawanych ocenie pre-
ferencji, zas N = {1, by n} jest zbiorem respondentow (konsumentow) doko-
nujacych ocen preferencji. Preferencje indywidualne respondenta 4 (h =1,2,..., n)

reprezentowane sg przez binarng relacj¢ x,F,x;, co oznacza, ze obiekt x; jest przy-

najmniej tak samo preferowany przez osobg / jak obiekt x ;.

W celu uporzadkowania zbioru obiektow X ze wzgledu na preferencije stosuje si¢
nastepujace relacje:
— preferencji mocnej: x; > x,,
—  preferencji stabej: x; > x;,
— indyferencji: x; = X;.

Jezeli istnieje funkcja, ktéra umozliwia pomiar obiektow na skali porzadkowe;,
to wymienione relacje mozna przedstawi¢ w nastgpujacy sposob (por. [Bak 2004,
s. 37]):
X, =X, & u(x,)>u(x,),

X = X; & u(x,) 2 u(x,),
- x,~2x; Sulx)=u(x,),
gdzie funkcja u jest funkcja uzytecznosci porzadkujaca analizowane obiekty zgodnie
z preferencjami konsumenta. W badaniu preferencji nie sg istotne wartosci rdznic
miedzy warto$ciami funkcji uzyteczno$ci poszczegodlnych konsumentoéw, przez co
dozwolonymi przeksztalceniami matematycznymi dla obserwacji sa $cisle monoto-
niczne funkcje rosngce, ktore nie zmieniajg dopuszczalnych relacji, tj. rownosci,
roéznosci, wigkszosci 1 mniejszosci.
Relacje preferencji indywidualnych powinny spetia¢ nastepujace warunki (zob.
np. [Varian 1997, s. 66, Bak 2004, s. 36]):
— zwrotnosci — jezeli dla kazdego x, € X' zachodzi relacja x, > x;, tzn. dwa
identyczne obiekty nie sg rozrdzniane na skali preferencji danego konsumenta,
— spojnosci — dla kazdej pary obiektow x,,x; € X' musi by¢ speliony przy-

najmniej jeden z warunkow: X, > X, VX, <X, V X, ®x;, tzn. konsument musi
by¢ w stanie rozstrzygna¢, czy przedklada x; nad x;, czy x; nad x,, czy tez

jest wobec nich indyferentny,
— przechodniosci — jezeli dla kazdej trojki obiektow x,, x;,x, € X oceny kon-

sumenta speiniajg warunek racjonalnosci, tzn.: X, >x; A X; =X, = X, 22X, .



300 Artur Zaborski

Oceny formutowane przez konsumentdw zazwyczaj spetniaja te warunki. Waru-
nek spojnosci moze nie by¢ spetniony w przypadku, gdy obiekty znacznie r6znig si¢
od siebie i trudno je umiesci¢ na ,,wspolnej skali”, warunek przechodniosci za$ — gdy
obiekty r6znig si¢ bardzo mato lub sg na tyle ztoZzone, ze trudno jest je porownywac
miedzy soba.

Informacj¢ o relacji preferencji A-tego respondenta ( R, ) otrzymuje sig¢, proszac
go o uporzadkowanie obiektow zbioru X od najbardziej do najmniej preferowanego.
Na przyklad relacja R, :x,,X, —X; oznacza, ze x, > x, ~x,. Mozna tez poprosi¢
respondenta o dokonanie, zgodnie z jego wlasnymi preferencjami, poroéwnan
wszystkich par obiektow. Ten drugi sposob jest jednak bardzo pracochtonny,
zwlaszcza przy duzej liczbie obiektow. Ponadto, w wyniku poréwnan parami, mozna
otrzymac relacje, ktdra nie spelnia warunku spdjnosci lub przechodniosci.

Relacja preferencji s-tego respondenta moze by¢ rowniez prezentowana w postaci
macierzy o wymiarach m x m. Wiersze i kolumny tej macierzy odpowiadajg poszcze-

golnym obiektom x, € X, za$ elementami tej macierzy sg liczby r €{0,1}, przy

czym:

(D

T

. |ledyx, -x,,
0gdyx, <x,vx, zxj'

Na przyktad relacja R, :x,,x, —x, W zapisie macierzowym ma postac:

R, =

S O O
S O =
S o

Dla n respondentow profilem preferencji indywidualnych R” bedziemy nazywa-
li funkcje ¢: N — O, ktora kazdej osobie ze zbioru N przypisuje pewna relacje (upo-
rzadkowanie) preferencji obiektéw X nalezacg do Q (@ — zbior wszystkich mozli-
wych relacji preferencji elementow zbioru X). Jest to ciag n indywidualnych relacji
preferencji:

R'={R,...R,,.... R }.

Przykiad profilu preferencji indywidualnych dla m =4 i n = 4 prezentuje tab. 1.

Wiele metod agregacji preferencji opiera si¢ na okresleniu rozktadéw preferencji

dla wszystkich mozliwych par (x;, x].) , polegajacym na podaniu liczby osob, ktore:
— przedkladaja x; nad x,, tj. N(x, > x,),
— przedkiadaja x; nad x,,t. N(x, > x,),

— sgindyferentne wzglgdem X, oraz x,, tj. N(x, = x,).
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Tabela 1. Przyktadowy profil preferencji (m =4 in =3)

Numer respondenta Relacja preferencji indywidualnej
1 'xl > xZ > x? > x4
2 Xy, X,X,,X,
3 Xys X35 X5, X,
4 Xy Xys Xp5 Xy

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Prezentacja rozktadow preferencji indywidualnych dla wszystkich par (xl.,x].)

jest mozliwa za pomocg macierzy:
Ro=YR,=[r] @)
h=1

Elementy tej macierzy (r;) okreslaja liczbe 0sob, dla ktorych x, > x .
Chociaz elementy macierzy Ry informuja o liczbie osob, dla ktorych miedzy x,
oraz X, zachodzi wylacznie relacja mocnej preferencji, to na jej podstawie mozna

obliczy¢ liczbg 0s0b indyferentnych wzgledem x; oraz x; wedlug wzoru:
N(x,~#x;)=n-N(x; > x;) = N(x, <x,). 3)

Dla profilu preferencji indywidualnych przedstawionych w tab. 1 R, przyjmuje
postaé:

— N O N
—_— O N =
S W W W

Jedng z najstarszych metod agregacji indywidualnych preferencji jest zasada
zwyktej wigkszosci. Jej podstawa sg rozklady preferencji dla wszystkich par bada-
nych obiektow. Opiera si¢ ona na zalozeniu, Ze:

X, =x; < N(x, = x;)>N(x; > x,),
X, #x, & N(x, -x,)=N(x; - x),
X, <x; & N(x, > x;) <N(x; = x,).

Istnieje wiele metod zwigzanych z zasadg zwyklej wickszosci (zob. np. [Lissow-
ski 2000]). Wsrod nich mozna wymieni¢ m.in. metodg Copelanda oraz metodg Bor-
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dy. Pierwsza z nich wykorzystuje relacje preferencji dla wszystkich par obiektow,
druga za$ — pelne profile preferencji poszczegdlnych respondentow.
W metodzie Copelanda [1951] wprowadza si¢ wskaznik liczbowy, ktory kazde-

mu obiektowi x; przyporzadkowuje, zgodnie z zasada zwyklej wigkszosci, roznice

mi¢dzy liczbg x;, dla ktorych x; > x,, aliczbg x,, dla ktorych x; <x,, ..
c(x,) =‘{xl. IN(x, = x,)> N(x, < xj)}‘ —‘{x,. IN(x, > x,)<N(x, < xj)}‘. 4)

Wartosci tego wskaznika stanowig podstawe do uporzadkowania obiektow.

W metodzie Bordy obiektom przypisywane sg pozycje (rangi), jakie zajmujg one
w indywidualnych uporzadkowaniach preferencji. Laczna liczba punktow otrzyma-
nych przez obiekty ze wzgledu na ich pozycje we wszystkich indywidualnych rela-
cjach preferencji decyduje o tacznym uporzadkowaniu obiektow. Odmiany metod
zwigzanych z regutg Bordy prezentuje Lissowski [2000].

3. Wykorzystanie miar odleglosci
do agregacji preferencji indywidualnych

Idea agregacji preferencji z wykorzystaniem funkcji odleglosci polega na znalezie-
niu, sposrod wszystkich permutacji uporzadkowan nalezacych do zbioru Q, takiej
relacji preferencji R°, dla ktorej suma odlegloéci od wszystkich indywidualnych
uporzadkowan preferencji jest najmniejsza, tzn.:

> d(R,,R")=min) d(R,,R), (5)
=1 ReQ 93
gdzie: d(R,,R") — odlegto$¢ miedzy R, a R,
0 — zbidr wszystkich mozliwych uporzadkowan preferencji m obiek-
tow.

Poniewaz mediana jest tag warto$cig, ktora minimalizuje sumg¢ odleglosci wartosci

zmiennej od statej, dlatego R" okresla si¢ mediang uporzadkowan preferencji.

Do pomiaru odlegtosci miedzy relacjami preferencji dla poszczegoélnych respon-
dentéw majg zastosowanie miary odleglosci bazujace na rangach. Przed zastosowa-
niem wilasciwych miar relacje preferencji poszczegdlnych respondentow zostaja
porangowane. Na przyktad dla relacji preferencji R, :x,,x,,x,,x, Wwartosci rang

poszczegdlnych obiektéw wynosza: " (x,)=3, r"(x,)=1, r"(x,)=2 1 r"(x,) =4
(r"(x,) — ranga obiektu x, w indywidualnej relacji preferencji dla A-tego respon-
denta) .
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Sposrod wielu miar opartych na rangach (zob. np. [Walesiak 2012]) mozna wy-
mieni¢ odleglo$¢ Spearmana (Spearman footrule distance) oraz odlegltos¢ v — Ken-
dalla' (zob. [Pihur, Datta, Datta 2009]).

Odleglos¢ Spearmana przyjmuje postac:

dy(Ry )= Y| (o) = (), (©)

gdzie: ;¢ (x) (#"(x,)) — rangai-tego obiektu w profilu preferencji g-tego (A-tego)

respondenta,
i=12,....m — numer obiektu,
g,h=12,...,n — numer respondenta.

Odlegto$¢ Spearmana moze by¢ znormalizowana tak, aby przyjmowata wartosci
z przedziatu [0;1]. W tym celu wyrazenie (6) nalezy podzieli¢ przez m* /2.

Przyklad 1

Respondenci przedstawili swoje preferencje odnosnie do korzystania ze srodkoéw
transportu publicznego (zob. tab. 2). Wektory relacji preferencji dla poszczegdlnych
respondentéw przedstawialy si¢ nastgpujgco: (samolot > pociag > samochod
> autobus) oraz (samochdd > pocigg > autobus > samolot).

Tabela 2. Relacje preferencji dla dwoch respondentéw

. Rangi
Respondenci 1 2 3 1
R, samolot pociag samochod autobus
R, samochod pociag autobus samolot

Zrodlo: dane umowne.

Znormalizowana odlegto$¢ Spearmana mi¢dzy przedstawionymi relacjami prefe-
rencji wynosi:

[1-4]+2-2[+]3-1|+]4-3|
dS(Rl’RZ): 3

Odlegtos¢ T — Kendalla [Kendall 1938] oparta jest na liczbie inwersji wystepuja-
cych w danej relacji preferencji w porownaniu z inng relacja preferencji. Odleglosé¢
7 — Kendalla przyjmuje postac:

=0,75.

dK(Rg’Rh):iKij’ (7)

i,j=1

' Wybér miar odleglosci zostat podyktowany ich wykorzystaniem w programie R.
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gdzie:
0 gdy (rg(xl.)<rg(xj)/\rh(xl.)<rh(xj))\/(rg(xi)>rg(xj)/\rh(xl.) >rh(xj))

1 gdy (rg(x,.) >ré(x;) A (x) < rh(xj))v(rg(xi) < rg(xj)/\rh(x,.) > rh(x].))'

Podobnie jak dla odlegto$ci Spearmana odlegto$¢ 7 — Kendalla mozna znormali-
zowac tak, aby jej warto$ci miescily si¢ w przedziale [0; 1]. Normalizacji dokonuje
si¢ przez podzielenie wyrazenia (7) przez m(m —1)/ 2.

W celu obliczenia wartosci odlegtosci 7 — Kendalla migdzy relacjami preferencji
dla przedstawionego wczesniej przyktadu nalezy dla kazdej pary obiektow obliczy¢

warto$¢ K; (zob. tab. 3).

Tabela 3. Inwersje w pordéwnywanych relacjach preferencji

Pary obiektow R R, K,
(samolot, pociag) 1<2 4>2 1
(samolot, samochdd) 1<3 4>1 1
(samolot, autobus) 1<4 4>3 1
(pociag, samochdd) 2<3 2>1 1
(pociag, autobus) 2<4 2<3 0
(samochdd, autobus) 3<4 1<3 0

Zrodto: opracowanie wlasne.

Znormalizowana odleglos¢ T — Kendalla dla przedstawionych relacji preferencji
Wynosi:
4

d(Rl,R2)=4(4_—1)/2=

b

4. Agregacja preferencji w programie R

W programie R agregacja preferencji z wykorzystaniem funkcji bazujacych na ran-
gach jest mozliwa za pomocag funkcji BruteAggreg pakietu RankAggreg.
Sktadni¢ funkcji oraz jej podstawowe argumenty prezentuje tab. 4.

Tabela 4. Opis funkcji BruteAggreg w programie R

BruteAggreg (x, k, weights=NULL, distance=c("Spearman", "Kendall"),
importance=rep (1, nrow(x)))

X macierz uporzadkowanych preferencji

k liczba najwazniejszych uporzadkowan podlegajacych agregacji
weights wagi uporzadkowan preferencji podlegajacych agregacji

distance wykorzystywana miara odleglo$ci

importance |wektor wag wskazujacy wazno$¢ kazdego uporzadkowania preferencji

Zrédto: opracowanie whasne z wykorzystaniem dokumentacji programu R.
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Przyklad 2

Na podstawie zbudowanego drzewa klasyfikacyjnego z wykorzystaniem algo-
rytmu CHAID (warto$ci podstawowych parametréw algorytmu ustalono nastepuja-
co: Maximum Tree Depth = 4, Parent Node = 45, Child Node = 15) wyodrebniono na
podstawie poziomu zaawansowania w nauce j¢zyka obcego szes¢ wzglednie jedno-
rodnych klas stuchaczy jednej ze szkot jezykowych (szczegdtowe wyniki klasyfikacji
przedstawiono w pracy [Kurzydlowski, Zaborski 2004]). Ze zbioru zmiennych obja-
$niajacych w konstrukcji drzewa zostaly uwzglgdnione zmienne charakteryzujace
wyksztatcenie respondenta, jego miejsce nauki oraz poznawany jezyk obcy. Pozosta-
e zmienne objasniajace, ktore brano pod uwage w analizie, okazaty si¢ statystycznie
nieistotne ze wzgledu na prowadzony cel badania, tzn. nie wystgpila statystycznie
istotna zalezno$¢ miedzy okreslong zmienng objasniajacg a zmienng objasniang.

Respondentom przedstawiono 7 nastgpujacych czynnikéw: poziom ksztatce-
nia (A), kwalifikacje kadry (B), stosowane metody nauczania (C), atmosfere w szko-
le (D), cene (E), lokalizacje szkoty (F) i opinie znajomych (G), oraz poproszono o
uporzadkowanie, zgodnie z wlasnymi preferencjami, waznos$ci tych czynnikow przez
przyporzadkowanie im kolejnych liczb naturalnych od 1 do 7. Liczba 1 oznaczata
czynnik najbardziej istotny, liczba 7 za$§ — czynnik majacy dla respondentow naj-
mniejsze znaczenie.

Oddzielnie dla kazdej klasy shuchaczy dokonano agregacji ocen preferencji z
wykorzystaniem funkcji BruteAggreg znastgpujaca sktadnia polecen:

library (RankAggreg)

x<-read.csv2 ("danel.csv'", header=FALSE)

liczbaObiektow<-ncol (x)

x<-as.matrix(x)

ml<-BruteAggreg(x, liczbaObiektow, distance="Kendall")

m2<-BruteAggreqg(x, liczbaObiektow, distance="Spearman'")

print (ml, quote=FALSE)

print (m2, quote=FALSE)

plot (ml)

plot (m2).

Wyniki analizy zestawiono w tab. 5.

Tabela 5. Zagregowane uporzadkowanie czynnikoéw z wykorzystaniem odleglosci Spearmana
i 7 —Kendalla

| Odleglo$¢ Spearmana Odlegto$¢ 7 — Kendalla
K ) « . .
asa Uporzadkowanie zd (R ,R,) Uporzadkowanie >d.(R,R))
I ACBDEFG 8,411765 ACBDEFG 5,000000
1I CABDEFG 7,285714 CABDEFG 4,547619
11T CABDEFG 8,875000 CABDEFG 5,437500
v ACBDEFG 8,222222 ACBDFEG 4,888889
\ CABDEFG 7,684211 CABDEFG 4,491228
VI CABDEFG 7,657143 CABDEFG 4,742857

Zrédlo: opracowanie whasne z wykorzystaniem funkcji BruteAggreg.
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Uzyskane wyniki agregacji wskazuja, ze bez wzgledu na przynalezno$¢ do okre-
slonej klasy uporzadkowanie preferencji respondentow wzgledem przedstawionych
czynnikow jest prawie takie samo. Wyjatek stanowig stuchacze zaklasyfikowani do
klas 11 IV (osoby z wyksztalceniem podstawowym lub $rednim oraz uczniowie szkot
podstawowych), dla ktorych poziom ksztalcenia (A) jest wazniejszy niz atmosfera
panujaca w szkole (C). Ponadto agregacja z wykorzystaniem odlegtosci 7 — Kendalla
wskazata, ze stuchacze klasy IV (uczniowie szkot podstawowych) przyktadaja nieco
wigkszg wage do lokalizacji szkoty (F) niz pozostali.

5. Podsumowanie

W artykule zaprezentowano metode agregacji preferencji indywidualnych z wyko-
rzystaniem wybranych miar odleglos$ci. Skoncentrowano si¢ na nastepujacych mia-
rach: odlegtosci Spearmana, ktora jest sumg wartosci bezwzglednej rdznicy rang
poszczegolnych obiektow w dwoch uporzadkowaniach preferencji, oraz odlegtosci
7 — Kendalla opartej na liczbie inwersji wystepujacych w porownywanych relacjach
preferencji. Miary te, chociaz nie s3 typowymi miarami dla zmiennych mierzonych
na skali porzadkowej (zob. [Walesiak 2012]), sa stosowane do agregacji rang w pro-
gramie R. Jednak zaleta programu R, jaka jest otwarty kod zroédlowy wlatwiajacy
rozwoj procedur i dostosowanie ich do potrzeb uzytkownika, umozliwia modyfikacje
funkcji agregacji np. o typowa dla danych porzadkowych miar¢ GDM2, ktorej do-
datkowym atutem jest mozliwo$¢ zastosowania dla preferencji indyferentnych.
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INDIVIDUAL PREFERENCES AGGREGATION BY USING
DISTANCE MEASURES AND R PROGRAM

Summary: The aim of this paper is to present the methods of aggregating individual prefer-
ences scores by using two distance measures. They are Spearman footrule distance and
Kendall’s tau distance. These measures are used to rank aggregation in the R software. Fi-
nally, an example of preference aggregation is presented in which the BruteAggreg func-
tion of RankAggreg package is used.

Keywords: individual preferences, aggregation methods, distance measures, R software.





