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1. WSTEP

Koniecznos¢ racjonalnego, ekonomicznego projektowania nowoczesnych kon-
strukcji inzynierskich, jak rowniez wzgledy architektoniczne inspiruja badaczy do
udoskonalania istniejacych metod oraz opracowywania nowych, stuzacych do anali-
zy lub projektowania tych konstrukcji. Jedna z grup probleméw, dotyczacych takich
konstrukcji sa zagadnienia drgan dzwigaréw (uktadéw pretowych, tarcz, ptyt i po-
wiok) o zmiennych parametrach geometrycznych i fizycznych.

Podstawowa metoda stosowana w programach komputerowych jest metoda ele-
mentow skonczonych (MES). W praktyce projektowej profesjonalne oprogramowanie,
korzystajace z tej metody, umozliwia rozwiazanie zagadnien statycznych oraz podstawo-
wych zagadnien dynamicznych (zagadnienie wiasne, drgania wymuszone itp.). Pro-
gramy te, mimo wielu zalet, m.in. mozliwosci rozwiazywania duzych pod wzglgdem
numerycznym uktadéw oraz wzrostu liczby zagadnien dynamicznych rozwiazywa-
nych przez te programy, maja tez pewne wady. Wada pojawiajaca Si¢ W rozwiazywa-
niu ukladéw o zmiennych parametrach moze by¢ ograniczona doktadnos¢ rozwiazania
w przypadku malej liczby elementdéw skonczonych. Zastosowana w algorytmach me-
toda dyskretyzacji, polegajaca na zastapieniu elementéw o zmiennych parametrach
(np. 0 zmiennym przekroju) elementami o parametrach statych lub o arbitralnie przy-
jetej zmiennosci, moze dawac¢ wyniki obarczone trudnymi do oszacowania btedami.
Uzyskana doktadnos¢ moze by¢ dostateczna dla projektanta, natomiast dla badacza
rozwiazujacego ztozone, skomplikowane problemy dynamiczne jest niewystarczajaca.
Doktadnos¢ te mozna oczywiscie zwiekszy¢ przez zageszczenie siatki podziatu na
elementy, ale niestety prowadzi to do duzej liczby wspdtrzednych uogdlnionych.
Trzeba tutaj rowniez wspomnie¢, ze nie zawsze zaggszczanie siatki podziatu prowadzi
do zwigkszenia doktadnosci wynikéw. Typowym przyktadem jest tak zwany efekt
blokady scinania (shear locking), pojawiajacy si¢ w przypadku zastosowania w ele-
mencie Timoshenki do obliczen przemieszczen poprzecznych i katéw obrotu przekro-
jéw poprzecznych aproksymacji liniowych. W tej sytuacji, mimo zwiekszania liczby
elementow, nie uzyskuje sie zbieznosci do rozwiazania doktadnego. Drugim sposo-
bem zwigkszenia doktadnosci jest doktadniejszy opis tzw. funkcji ksztattu.

Wada rozwiazan opartych na MES jest takze czysto numeryczny charakter wyni-
kéw. Uzyskane w postaci zbioru liczb rozwiazanie trudno bowiem podda¢ dalszym
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badaniom jakosciowym. Numeryczny charakter ogranicza réwniez mozliwos¢ two-
rzenia rozwiazan hybrydowych, taczacych rozwiazania otrzymane metoda MES
z rozwiazaniami uzyskanymi metodami analitycznymi. Jednym z wielu przyktadow
moze by¢ interakcja dzwigardw z nieskonczonymi osrodkami ciagtymi, modelujacymi
podtoze sprezyste. W przypadku MES mozna, co prawda, wykorzysta¢ do dalszych
badan odcinkowa aproksymacje wynikajaca z funkcji ksztattu, ale ze wzgledu na niski
stopien wielomiandw stosowanych zazwyczaj do opisu tych funkcji (funkcji ksztattu)
uzyskane w ten sposéb rozwiazanie nie jest dostatecznie regularne, zwiaszcza jego
kolejne pochodne. Zastosowanie metody elementdéw skonczonych z klasyczna aproksy-
macja przemieszczen oraz z wykorzystaniem doktadniejszych i bardziej ztozonych
funkcji ksztattu do dynamicznej analizy ukfadéw pretowych, o zmiennych parame-
trach, mozna znalez¢ w pracach: [10, 35, 58, 64, 70, 92, 152]. Zastosowanie tej meto-
dy do rozwiazywania ptyt 0 zmiennych parametrach podano w pracach: [60, 63, 81,
113, 138, 149, 163, 179].

Do rozwiazania ukfadéw o zmiennych parametrach stosuje sie rowniez metode
sztywnych elementéw skonczonych (SES). Opis metody oraz przyklady jej zastoso-
wania mozna znalez¢ m.in. w pracach [100-102].

Wad opisanych w przypadku MES nie maja oczywiscie $ciste rozwiazania anali-
tyczne. Niestety rownania rézniczkowe, opisujace rozwazane w pracy problemy, sa
rownaniami o zmiennych wspdtczynnikach i maja rozwiazania analityczne tylko dla
okreslonej postaci wspotczynnikow. Przyktady takich rozwiazan dla zagadnien sta-
tycznych, w tym problemow statecznosci, mozna znalez¢ np. w monografii [104]. Za-
gadnienia dynamiczne rozwiazywane metodami analitycznymi dla okreslonej postaci
wspotczynnikow réwnan ruchu mozna znalez¢ w pracach [21, 28, 30, 53, 56, 63, 146].
W przypadku ogdlnym, tj. dla dowolnych wspoétczynnikdw, rozwiazania analityczne
nie istnieja.

Inng klasa metod majacych zastosowanie do rozwiazywania tego typu zadan sa
metody aproksymacyjne, w ktorych rozwiazan poszukujemy w postaci skonczonych
lub nieskonczonych szeregéw. Niewatpliwa zaleta tych metod jest pdtanalityczna po-
sta¢ rozwiazania. Doktadnosé rozwiazania zalezy od postaci przyjetych funkcji bazo-
wych, od rozmiaru bazy aproksymujacej, a przede wszystkim od zastosowanej meto-
dy; na przyklad: metody Rayleigha—Ritza, Galerkina, szeregéw potegowych oraz
metod, w ktorych stosuje si¢ do aproksymacji klasyczne szeregi Fouriera.

Metode Rayleigha—Ritza do rozwiazania zagadnien dynamicznych, w ktorych ana-
lizowanymi uktadami byty belki o zmiennych parametrach, wykorzystano w pracach:
[4, 70, 85]. Rozwiazanie ta sama metoda zagadnienia drgan ptyt podtuznie niejedno-
rodnych przedstawiono w pracach: [7, 9, 14, 25, 65, 67, 68, 69, 76, 110, 170, 202].
Metoda Rayleigha—Ritza jest jedna z czgsciej stosowanych do rozwiazania tego typu
probleméw metod aproksymacyjnych.

Przyktady zastosowania metody Galerkina mozna znalez¢ w pracach [11 i 20]. Roz-
wiazania zagadnienia drgan pretéw i phyt prostokatnych, o zmiennej sztywnosci z zasto-
sowaniem do aproksymaciji szeregébw Fouriera, przedstawiono m.in. w monografii
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[82]. Prezentowane w pracy [82] rozwiazania sa ciekawa ilustracja zastosowania me-
tody szeregéw Fouriera.

Rozwiazania te maja jednak stabe strony, ktore wynikaja z zastosowanej metody, a Sa
nimi: ograniczona dokfadno$¢ aproksymacji w otoczeniu koncow przedziatu, w przy-
padku gdy poszukiwana funkcja przyjmuje na koncach rézne wartosci (co wynikato ze
znanego w teorii szeregow Fouriera zjawiska Gibbsa), koniecznos¢ doboru funkcji
aproksymujacych (sinus, kosinus) w zaleznosci od wystepujacych warunkéw brzegowych
oraz z tego, ze zmiana warunkdw brzegowych wymaga praktycznie ponownego roz-
wiazania. Powoduje to, ze metoda jest trudno ,,algorytmizowalna”. Zastosowanie do
aproksymacji w zagadnieniach dynamicznych szeregéw Fouriera mozna znalez¢é row-
niez w pracach: [56, 59, 124, 197]. Rozwiazania omawianych zagadnien z zastosowa-
niem wielomiandw lub szeregéw potegowych przedstawiono w pracach: [33, 40, 41,
42, 43, 48, 58, 70, 92] (uktady pretowe), [7, 32, 66, 67, 68, 110, 190] (ptyty). Zdecy-
dowana wigkszos¢ prac, w ktorych stosowano metody aproksymacyjne dotyczyta
uktadow, w ktorych zmienne parametry przyjmowaty zadana, okreslona postac.

Z innych metod stosowanych do rozwiazywania zagadnien drgan uktaddw niepry-
zmatycznych jest metoda kwadratur roznicowych DQM (Differential Quadrature
Method), ktora polega na zastosowaniu w rozwiazywanym rownaniu rézniczkowym
kwadratur numerycznych stuzacych do wyznaczenia pochodnych funkcji na podstawie
zbioru wartosci funkcji wyjsciowej. T¢ czysto numeryczna metodg zastosowano m.in.
w pracach [87, 88, 90].

Nalezy podkresli¢, ze wskazanie wad opisywanych sposobOw rozwiazywania pro-
blemoéw nie ma na celu ich dyskredytowania, ale pokazanie, ze wciaz jest miejsce na
udoskonalanie oraz opracowywanie nowych metod stuzacych do ich rozwiazywania.
Kazda metoda rozwiazania ma bowiem swoje niezaprzeczalne zalety oraz pewne wa-
dy, a ich wystepowanie zalezy od typu zagadnien, czy typu uktadéw, do ktérych roz-
wiazywania ja zastosowano.

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie metody oraz opracowanie na jej podstawie
algorytméw stuzacych do analizy dynamicznej dzwigaréw (belek, ptyt) o zmiennych
parametrach geometrycznych i fizycznych (w pracy nie rozwaza si¢ zagadnien prowa-
dzacych do réwnan o zmiennych w czasie wspdtczynnikach). W rozwazanej metodzie
korzysta si¢ z twierdzenia opisujacego sposob przyblizonego rozwiazywania linio-
wych réwnan rozniczkowych zwyczajnych za pomoca wielomianéw Czebyszewa
(patrz praca [144]). Ze wzgledu na ogdlny charakter zastosowanego twierdzenia, uzy-
skanie skutecznych algorytméw wymaga zdefiniowania réwnan opisujacych rozwia-
zywane zagadnienie (np. przyjecie rownania ruchu belki, réwnania ruchu phyty), nie
wymaga natomiast okreslenia wystepujacych w réwnaniu wspotczynnikow funkcyj-
nych. Opisana metoda jest metoda aproksymacyjna — rozwiazanie otrzymujemy w po-
staci szeregu Czebyszewa. Uzyskane rozwiazania maja zatem wygodna do dalszych
ewentualnych przeksztatcen posta¢ potanalityczna. Jak juz wspomniano, stosowana
metoda umozliwia rozwiazanie zagadnien, w ktérych parametry geometryczne i mate-
riatowe analizowanych uktadéw sa opisane dowolnymi funkcjami. Jedynym z nielicz-
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nych warunkdéw stawianym tym funkcjom jest mozliwosé¢ rozwijania pewnych (okre-
slonych w zatozeniach stosowanego twierdzenia) liniowych kombinacji tych funkcji
i ich pochodnych w zbiezne szeregi Czebyszewa.

Dlaczego do rozwiazania analizowanych probleméw wybrano wiasnie szeregi
Czebyszewa? Powodow jest kilka. Jednym z nich jest to, ze naleza one do jednych
z lepiej przebadanych i opisanych wielomianéw. Drugim wazniejszym powodem sa ich
bardzo dobre wiasciwosci aproksymacyjne. Opis tych whasciwosci wraz z dowodami
odpowiednich twierdzen mozna znalez¢ w obszernej literaturze specjalistycznej doty-
czacej tych wielomianéw m.in. w monografii [144], czy w pracach cytowanych w tej
monografii. O przydatnosci wielomianéw Czebyszewa we wszelkiego rodzaju proce-
durach numerycznych moze $wiadczy¢ roéwniez bogata literatura dotyczaca metod
numerycznych, w ktérych te wielomiany maja zastosowanie. Przyktadem moga by¢
prace: [36, 37, 78, 86, 91, 143, 165, 189].

Analizowane w pracy modele ukladéw maja bardzo ogdlny charakter i uwzgledniaja
zazwyczaj najwazniejsze czynniki wptywajace na dany ukfad, wyprowadzone rozwia-
zania pozwalaja na analizowanie wielu zagadanien zwiazanych z rozwazanymi ukia-
dami. W niektdrych przedstawianych problemach, aby zwiekszy¢ przejrzystosé pre-
zentowanego rozumowania, zostata ograniczana liczba uwzglednianych czynnikdw
wplywajacych na dany uklad. W tych jednak przypadkach mozna wykorzysta¢ wcze-
$niejsze rozwazania umozliwiajace wyprowadzenie brakujacych elementow rozwiaza-
nia.

Rozprawa zawiera 11 rozdziatdw. W rozdziale drugim przedstawiono wybrane de-
finicje, wasciwosci i twierdzenia dotyczace wielomianow i szeregow Czebyszewa.
W rozdziale tym przedstawiono réwniez wybrane zagadnienia zwiazane z teoria réw-
nan rozniczkowych zwyczajnych. W kolejnych rozdziatach wyprowadzono, z wykorzy-
staniem omawianej w pracy metody, ogélne rozwiazania zagadnien drgan ukfadow
pretowych i piyt.

Rozdziat trzeci dotyczy dynamiki niepryzmatycznych prostoliniowych pretéw
Eulera. W rozdziale tym opracowano metode umozliwiajaca rozwiazanie wszystkich
podstawowych zagadnien dynamicznych: zagadnienia wiasnhego, problemu drgan
wymuszonych harmonicznie i aperiodycznie oraz drgan wymuszonych nieinercyj-
nym obciazeniem ruchomym. Dokonano poréwnania rozwiazan zagadnienia wia-
snego belek pryzmatycznych, uzyskanych r6znymi metodami. Poréwnywane meto-
dy to: metoda elementow skonczonych oraz metody aproksymacyjne, w ktérych
rozwiazania poszukiwano w postaci klasycznych szeregéw potegowych lub trygo-
nometrycznych szeregow Fouriera. Otrzymane rozwiazania poréwnano rowniez do-
ktadnymi rozwiazaniami analitycznymi. Rezultaty tych poréwnan pokazaty, ze réz-
nica migdzy doktadnym rozwiazaniem analitycznym a rozwiazaniem przyblizonym
(btad rozwiazania) jest znacznie mniejsza w przypadku zastosowania do rozwigzania
prezentowanej w pracy metody niz w przypadku stosowania innych testowanych
w przyktadzie metod.
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Rozdziat czwarty dotyczy zagadnienia drgan niepryzmatycznych pretow Eulera,
gdy warunek prostoliniowosci osi preta nie jest spetniony. W tej sytuacji do matema-
tycznego opisu modelu prgta wprowadza sig prostoliniowa 0$ odniesienia. Konse-
kwencja tego jest powstanie w rownaniach sprzezen miedzy przemieszczeniami po-
przecznymi i podtuznymi. Wyprowadzono zaleznosci pozwalajace na rozwiazanie
tego problemu oraz pokazano mozliwos¢ wykorzystania opracowanej metody do roz-
wiazania zagadnien nieliniowych. Analizowanym zagadnieniem nieliniowym jest pro-
blem drgan niepryzmatycznej belki o osi krzywoliniowej, gdzie uwzgledniono wptyw
sit osiowych na poprzeczne przemieszczenia belki.

Rozdziat piaty dotyczy zagadnien statecznosci uktadéw pretowych obciazonych si-
fami zachowawczymi i niekonserwatywnymi. Analizujac uktady liniowe, ograniczono
rozwazania do okreslenia poziomu obciazen krytycznych. Jako warunki utraty sta-
tecznosci wykorzystano kinetyczne kryterium w sensie wezszym (utrata statecznosci
przez flatter) oraz kryterium statyczne (utrata statecznosci przez bifurkacje — wybo-
czenia). Wykorzystujac opisywana w pracy metode rozwiazania, opracowano algo-
rytm pozwalajacy na rozwiazanie tego typu probleméw.

W rozdziale szdstym pokazano mozliwos$é zastosowania opisanej metody rozwia-
zywania do zdefiniowania niepryzmatycznego elementu skonczonego. Rozwiazanie za-
gadnienia drgan belki krotkiej spoczywajacej na inercyjnej potptaszczyznie sprezystej
zamieszczono w rozdziale si6dmym. To skomplikowane zagadnienie rozwiazano, wy-
korzystujac omawiana w pracy metode oraz metodg analityczna zastosowana w pracy
Sejmowa [160] do rozwiazania zagadnienia drgan sztywnego bloku fundamentowego
na potptaszczyznie sprezystej. Rozwazania dotyczace drgan oraz statecznosci uktadéw
pretowych, w ktdrych elementami sa belki Timoshenki zamieszczono w rozdziale
6smym. Podobnie jak w rozdziale trzecim, dokonano poréwnania rozwiazan zagad-
nienia wlasnego belki pryzmatycznej, uzyskanych réznymi metodami: metoda ele-
mentéw skonczonych oraz metodami aproksymacyjnymi, wykorzystujacymi do
aproksymacji klasyczne szeregi potegowe lub szeregi Fouriera. Otrzymane rozwiaza-
nia poréwnano réwniez z doktadnymi rozwiazaniami analitycznymi.

Kolejne dwa rozdziaty (rozdz. 9, 10) sa poswiecone dynamice niejednorodnych
(niepryzmatycznych) ptyt kotowych i pierscieniowych. W rozdziale dziewiatym roz-
wigzano ogdlnie zagadnienia drgan kotowych i pierscieniowych ptyt cienkich o osio-
wo-symetrycznym rozktadzie parametrow, obciazonych obciazeniem o dowolnym
rozktadzie. Uwzgledniono wplyw sit statycznych dziatajacych w ptaszczyznie plyty na
jej ugiecie. Rozwiazanie rownan ruchu ptyt sredniej grubosci opisanych wedtug teorii
Hencky’ego—Bolle’a przedstawiono w rozdziale dziesiatym.

Okreslajac zakres analizy prezentowanych w poszczegdlnych rozdziatach proble-
mow, przyjeto zasadg, ze w przypadku szczegotowego oméwienia okreslonego zada-
nia jednego typu konstrukcji, nie rozwaza si¢ go w konstrukcji innego typu. Oczywi-
scie, kiedy w rozumowaniu nowego typu uktadu nie pojawiaja si¢ istotne zmiany.
Oméwione w przypadku belek Eulera zagadnienia drgan harmonicznych, aperiodycznych
nie sa rozwazane w rozdziatach dotyczacych innych typow uktadéw. Analogicznie
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postapiono z thumieniem, uwzgledniajac go tylko w belkach, pominieto je natomiast
w pozostatych analizowanych uktadach. Uproszczenie to miato na celu zwigkszenia
przejrzystosci prezentowanych rozwazan.

Wyprowadzone rozwiazania ogolne sa ilustrowane przykfadami obliczeniowymi.
Przyktady te mozna podzieli¢ na dwie grupy. Jedna grupe tworza przyktady ilustrujace
mozliwos$¢ zastosowanie wyprowadzonych rozwiazan ogolnych do rozwiazania kon-
kretnych problemdéw mechaniki. Grupe druga stanowia przyktady stuzace do ilustracji
skutecznosci metody oraz badania doktadnosci otrzymanych rozwiazan. W przykia-
dach tych poréwnujemy otrzymane w pracy rozwiazania z rozwiazaniami uzyskanymi
przez innych autoréw, a w przypadku ich braku poréwnania wykonywane sa z ukfa-
dami o statych parametrach (belki pryzmatyczne, ptyty jednorodne), gdzie istnieja $ci-
ste rozwiazania analityczne. Poniewaz celem pracy byto przedstawienie metody oraz
opracowanie odpowiednich algorytmow, zrezygnowano z rozwiazywania takich przy-
ktadow, w ktorych celem bytaby szczegotowa analiza wptywu wybranych parametréw
na zachowanie si¢ rozwazanego uktadu.

Wyniki we wszystkich przyktadach numerycznych otrzymano za pomoca progra-
moéw kodowanych przez autora w systemie Mathematica®, z wykorzystaniem nume-
rycznych procedur tego systemu. Ze wzgledu na mozliwo$¢ petnej kontroli doktadno-
sci obliczen, otrzymane wyniki w ramach analizowanych procedur mozemy uwazac za
doktadne.



2. WYBRANE ZAGADNIENIA DOTYCZACE
WIELOMIANOW | SZEREGOW CZEBYSZEWA
ORAZ TEORII ROWNAN ROZNICZKOWYCH

2.1. WPROWADZENIE

W rozdziale przedstawimy wybrane definicje, wtasciwosci i twierdzenia dotyczace
wielomiandw i szeregéw Czebyszewa, ograniczajac rozwazania do podania tych in-
formacji, ktdre najczesciej beda stosowane w niniejszej monografii. Czytelnika zainte-
resowanego 0gdlna wiedza oraz problemami szczegdtowymi dotyczacymi wielomia-
now i szeregbw Czebyszewa odsytamy do specjalistycznej literatury, m.in. do
wielokrotnie cytowanej w niniejszej pracy monografii [144]. W rozdziale tym przed-
stawimy roéwniez wybrane zagadnienia zwiazane z teoria réwnan rézniczkowych zwy-
czajnych.

2.2. DEFINICJE SZEREGOW CZEBYSZEWA, ZBIEZNOSC

Szeregiem Czebyszewa funkcji g(x) okreslonej w przedziale [-1, 1], nazywamy jej
rozwiniecie

9(x) =3 a 9] T (x) = %30[Q]TO(X)+31[9]T1(X)+a2[Q]Tz(x)"’---’ (2.1)

1

ak[g]:%.l[ (1-x) 2g(x) T (%) dx, (2.2)

a T(X) sa wielomianami Czebyszewa | rodzaju.



12 Rozdziat 2

Wielomiany Czebyszewa | rodzaju sa ortogonalne w przedziale [-1, 1] z waga
(1 - x*)™ i definiuja je nastepujace wzory rekurencyjne

To(x)=1 T()=x

(2.3)
T (X)=2xT 4, (X)-T o (Xx), k=2, 34, ..
Wielomiany mozna réwniez okresli¢ wzorami
W2 /K . j
T (x)=> (2] X2 (¢-1), k=012, (2.4)
j=0 \#]
lub
T, (x)=cos(karccosx), |x|<1, k=0,+1+2, .., (2.5)
gdzie [K] oznacza czes¢ catkowita liczby.
Przyjecie nastgpujacej zaleznosci
T () =T (%) (2.6)

umozliwia rozszerzenie definicji wielomianéw na ujemne catkowite wartosci k. £atwo
wykaza¢, ze wielomiany T(X) sa funkcjami parzystymi dla parzystych k i nieparzystymi
dla k nieparzystych. Wykresy pierwszych czterech parzystych i nieparzystych wielo-
mianow Czebyszewa | rodzaju przedstawiono na rysunkach 2.1 2.2.

.,
. o
.....
g .
........

Rys. 2.1. Wielomiany Czebyszewa T(X), k=0, 2, 4, 6
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Rys. 2.2. Wielomiany Czebyszewa T((X), k=1, 3,5, 7
Po przyjeciu

alol=alg]. k=1 23. 27)

szereg Czebyszewa (2.1) mozemy przedstawi¢ w postaci

9(x=3 3 alel (). 8)

=—c0

Jednym z podstawowych twierdzen dotyczacych zbieznosci szeregéw Czebyszewa
jest twierdzenie ([144], s. 111, T. 8.4), ze dla dowolnej funkcji g(X) ciagtej i majacej
wahania skonczone w przedziale [-1, 1] (do szerokiej klasy funkcji o wahaniach
skonczonych naleza m. in. funkcje przedziatami monotoniczne) jej szereg Czebyszewa
(2.1) zbiega do funkcji g(x) jednostajnie w tym przedziale. W przypadku funkcji prze-
dziatami ciagtej szereg jest jednostajnie zbiezny w kazdym domknietym podprzedzia-
le przedziatu ciagtosci.

Oproécz wielomiandéw Czebyszewa T(X) — pierwszego rodzaju, definiuje sie wie-
lomiany Czebyszewa drugiego rodzaju U,(x). Poniewaz w niniejszej pracy pojawiaja
sig¢ one rzadko, ograniczymy rozwazania tylko do podania ich definicji. Wielomiany
Uk(X) definiuja nastepujace zwiazki rekurencyjne

Ug(x)=1, Uy(x)=2x,

(2.9)
U (X)=2xU, 4 (X)-Uy,(x), k=2, 34, ..

Mozna je réwniez okresli¢ wzorami

(%2l k41 , i
Uy (X)= ( - Jxk‘”(xz—l)], k=0,1 2, .. (2.10)
io\2]+1
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lub

Uk(x):(l—xz)_;sin[(k+1)arccosx], x|<1, k=0,+1+2 .. (2.11)

Wykresy pierwszych trzech parzystych i nieparzystych wielomianéw Czebyszewa
Il rodzaju przedstawiono na rysunkach 2.3 i 2.4.

o
.....
. .
. .
""""
» »
----------

Rys. 2.3. Wielomiany Czebyszewa U,(x), k=0, 2, 4

3
.....
""""
-----------

-1 -0,5 0 0,5 1
Rys. 2.4. Wielomiany Czebyszewa Uy(x), k=1, 3,5

W przypadku gdy rozwijana funkcja jest okreslona w przedziale [0, 1], wygodnie
jest stosowac przesuniete wielomiany Czebyszewa

* *

T, (x)=T,(2x-1), U,(x)=U,(2x-1).
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2.3. PRZYBLIZONE ROZWIAZYWANIE ROWNAN
ROZNICZKOWYCH Z WYKORZYSTANIEM
SZEREGOW CZEBYSZEWA

Jednym z podstawowych narzedzi wykorzystywanych do rozwiazywania omawia-
nych w pracy zagadnien jest nastepujace twierdzenie, dotyczace rownan rozniczko-
wych zwyczajnych [144]:

Twierdzeniel

Jezeli funkcja f(x) spetnia réwnanie rézniczkowe liniowe rzedu n >0

> B (x) £ (x) = P(x) (2.12)
m=0
oraz
Qm(x):i(—nm*" (n_j) P™)(x), m=0,1, ..,n, (2.13)
=0 m-]
gdzie

)

a P, P sqdowolnymi funkcjami, ale takimi, ze funkcje (Q, )™, (Qf)™?, .., Q,f,P

maja okreslone wspotczynniki szeregow Czebyszewa zwyktych lub przesunigtych, to
dla kazdego catkowitego k prawdziwa jest nastgpujaca tozsamosé

22” ”‘anm ) @i [ Qm(x) T(x) = me, Jania | P(¥)]

(2.14)
z4n manm a-k rm—ZJ[Qm :I annj n+2j|:|s(x):|’

gdzie byy (K) sa wielomianami zmiennej catkowitej k

-1

B (K) = (1)( J(k n)n mH(k m+2J)(k+J+1)n_j(k2—n2) 219
m=0,1..,n j=0,1... m
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k ! n=0 2.16
(), = k(k+1)(k+2)...(k+n-1) n=123,.., (2.16)
a a,[h] i a,[h] - sa odpowiednio k-tymi wspétczynnikami rozwiniecia funkcji h(x)
w szereg Czebyszewa wzgledem zwyktych i przesunietych wielomianéw Czebyszewa
| rodzaju.

Dowdd tego twierdzenia mozna znalez¢ w pracy [144], s. 231-234. W celu lepsze-
go zrozumienia przestawionego twierdzenia oraz prezentowanych jego uogoélnien,
przedstawimy szkic zaprezentowanego w pracy [144] szczeg6towego dowodu twier-
dzenia. W szkicu tym ograniczymy rozwazania do wzoréw zwiazanych ze zwyktymi
wielomianami Czebyszewa. W pierwszym etapie dowodu twierdzenia udowadnia si¢
prawdziwosc¢ zaleznosci

> (Qnl) ()" Z P (%) (217)

pozwalajacej na zastapienie rownania (2.12) réwnaniem

> (Qu(x) £ (%)™ =P(x). (2.18)

m=0

Korzystajac z tego, ze obie strony rownania (2.18) maja identyczne wspotczynniki
rozwiniecia Czebyszewa, przyréwnuje sie do siebie takie same nastepujace ich linio-
we kombinacje

g}bﬂﬂj z ak n+2j |:<Qm( ) ) :| annj n+2j [IS(X)] ' (2-19)

Ostatni etap polega na udowodnieniu zaleznosci

anzbnn] akm+2][Qm( ) ( ):I
(2.20)

ibm, e (@00 100) "]

z ktorej oraz z rownania (2.19) wynika teza twierdzenia (2.14).

Cytowane twierdzenie mozna uogolni¢ na ukfady liniowych réwnan rézniczko-
wych (patrz [144], s. 323). Uktad N réwnan rézniczkowych mozemy przedstawié¢
W postaci macierzowej
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¥ B (F ™™ ()= B(x), (221)

gdzie wspdtczynniki |5m(x) sa macierzami kwadratowymi stopnia N, a f(x) i I5(x) Sa
N-elementowymi wektorami. R6zniczkowanie wektora oznacza tutaj rézniczkowanie
kazdej jego sktadowej. Jesli funkcja wektorowa f(x) spetnia uktad réwnan (2.21) oraz
sa spetnione zalozenia cytowanego twierdzenia, to dla kazdego catkowitego k praw-
dziwa jest tozsamos¢

22“ manmJ ak m2j [Qm :I annj Ant2j [ﬁ)(x)]'

m=0 j=0

Z 4n mZhme ak m+2 |:Qm (x):l: ;)bhnj (k) aI>z—n+2j [ﬁ)(x)]

m=0

(2.22)

Wystepujace we wzorze funkcje Qm(X) sa macierzowymi odpowiednikami funkcji
okreslonych wzorem (2.13)

X) = i(—l)m+j ( - j.}ﬁ}’””(x), m=0,1 ..., n, (2.23)
j=0 m

-

a a [Qm(X) f(X)] oznacza wektor, ktérego elementami sa I-te wspotczynniki rozwinig-
cia Czebyszewa sktadowych wektora Q(X) f(X).

Analizujac szkic dowodu cytowanego twierdzenia, tatwo zauwazy¢ nastepujaca
mozliwos¢ uogoblnienia tego twierdzenia:

Jezeli funkcje f(X) i g(x) spetniaja rownanie rézniczkowe

3 (B (™™ (x)+ R (x)9™™ (39) = B(x) (2.24)
m=0
oraz
Q,n(x)zzrn:(—l)m+j (n— j_jlsj(”H)(x), m=0,1, .., n, (2.25)
i=0 m-]
sm(x):i(—n””"(n_j,}ﬁe(j””(x), m=0,1, .., n, (2.26)
i=0 m-J

to dla kazdego catkowitego k prawdziwa jest tozsamos¢
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Z‘;)Zn mzbﬂm (ak ﬂH—Z]I:Qm( ) ( ):|+ak—m+2j[sm<x)g<x)})
_thnj A _ni2j |:A(X):|'
2)4” ’"anm ) (@cme2i [ Qe (X (X) ]+ 8mezj [ Sm(¥) (X))

(2.27)

_thnj n+2]|:A(X):|'

W szczegblnym przypadku, gdy wszystkie wystepujace we wzorze (2.24) funkcje
sa funkcjami dwdch zmiennych (x, t), a funkcja g(x, t) = o f/otP, wtedy ukfad réwnan
(2.24) staje si¢ uktadem réwnan rozniczkowych czastkowych. Przedstawione uogol-
nienie pozwala na sprowadzeniu uktadu réwnan rézniczkowych czastkowych do nie-
skonczonego uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych, w ktorych niewiadomymi
sa zalezne od t wspdtczynniki rozwinigcia Czebyszewa poszukiwanej funkcji f(x, t).

Poniewaz w dalszej czgsci pracy bedziemy wykorzystywaé cytowane twierdzenie
do rozwiazywania rownan lub uktadéw rownan rézniczkowych rzedu 2 i 4 (ze wzgle-
du na zmienna X), dalsze rozwazania ograniczymy do uktadu réwnan tych rzeddw,
traktujac jednoczesnie rdwnanie (2.12) jako szczeg6lny przypadek réwnania (2.21).

W przypadku uktadu czwartego rzedu (n = 4)), po obliczeniu wielomianow byy(K)
wystepujacych we wzorze (2.22) i wykorzystaniu zaleznosci (patrz [144] s.128, 139),
okreslajacej wartos¢ k-tego wspotczynnika rozwinigcia iloczynu funkcji g(x) i f(x)
wzorem

a [ g(x) f( )]=5 (& [g]+aci[a]) alf]
=0 (2.28)

a:[9(x)f (x)]= i'(a;_.[g]+a:+|[g])a[f],

1=0

rownania (2.22) przyjma posta¢ nieskonczonego uktadu réwnan algebraicznych

i { (kZ_g)( 4)(k2 1)k ak 1 [Qo]+ 2. [Qo])

4 ( )( 4)(k2 1) a1 [Q1]+ a1 [Qu]- ak—l+1[Q1]_ak+|+1[Q1])
+ ( )( 4)( k+1 akl 2 [Qz]+ e 2[Q2])_2k(ak—| [Q2]+ & [Qz])
+(k—1)(ak—|+z[Q2]+ak+l+2 [QZ]))
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(K =9)((k+2) (k+2)(a1-5[Qs] + B[ Qa])
=3(k=1)(k+2)(81-1[Qa] + B[ Qs]))
+3(k+1)(k=2)(a1,a[ Qs+ @[ Qs ])

~(k=1)(k=2) (@115 Qs] + u113[Qs]))

#2 {4 2) (ke 2) (k- 3) (Br-a[Qu] + B [Qu )

—4(k+3)(K* = 4) (812 [Qa]+ 812 [Qu])
+6k(K* —9) (a1 [Qa]+ 8 [Qu])
—4(k=3)(K* - 4) (812 [Qa ]+ A2 [Qu))
+(k=1)(k=2)(k=3) (8114 [Qa]+ a4 [Qu])) }a [ 1]
= (k+1)(k+2)(k+3)aq| P|-4(k+3)(k* —4)a.,| P|+6k(k* -9)a | P]
—4(k=3)(K* ~4)a.,| P|+(k-1)(k-2)(k-3)a4| P|,

k=012 3, .. (229
gdzie
Z@[f a[fl+afl+a[f]+..., (2.30)

Qo =Py, Q=-4PY+P, Q,=6P?-3RY+p,, (231)

a g [f] sa poszukiwanymi wsp6tczynnikami rozwiniecia Czebyszewa funkcji wektorowej f.
W przypadku uogolnionej wersji twierdzenia 1 (wzory (2.24)—(2.27)), we wzorze
(2.29) zamiast funkcji Qn, wprowadzamy Qp, + S.
Postepujac analogicznie w przypadku rownan rzedu drugiego (n = 2), otrzymamy

i/{ 2(k? ~1k (ak—l [Qo]+ac [Qo])

+(K° -1) (B2 Q]+ B2 [Qu] + A1 [Qu]+ 81 [Q1])
F2{(k41) (802 [Qe)+ B2 [Qe]) -2k (A [Q) 48 [Qa)  (232)
+(k=1) (8122[Qa]+ B2 [Q2]))} & [f]

=(k+1) a,| P]-2k 8 [P]+(k-1) a.,|P|, k=0123, ..,
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gdzie

Qo = ﬁ’o, Q =-2 I50(1) + |511 Q,= I50(2) - I51(1) + ISZ ' (2.33)

W przypadku zastosowania do rozwiazania réwnan rozniczkowych przesunigtych
wielomianéw Czebyszewa | rodzaju otrzymujemy analogiczne réwnania rozniace sie¢
od réwnan (2.29) i (2.32) tylko wspoétczynnikami liczbowymi. | tak we wzorze (3.29)
wspotczynniki 8, 4, 2, 1 nalezy zastapi¢ liczbami 128, 64, 8, 2, natomiast we wzorze
(3.32) wspdtczynniki 2, 1 zastgpujemy liczbami 8, 2. Wynika to ze wzoru (2.14) oraz
z tego, ze wzOr na wspotczynniki rozwinigcia iloczynu dwoch funkcji w przypadku
wielomianow przesunigtych jest taki sam jak dla zwyktych wielomianéw Czebyszewa
(patrz wzor (2.28)).

W nieskonczonych uktadach rownan (2.29) i (2.32), w zaleznosci od rzedu réwna-
nia rézniczkowego n, ktérego one dotycza, pierwsze nréwnan dlak=0, 1,..., n -1 jest
spetnionych tozsamosciowo. W rozwazanych przez nas przypadkach mamy odpo-
wiednio n =4 lub n = 2. Rownania te zastepuje si¢ rownaniami opisujacymi warunki
brzegowe. W okreslaniu warunkow brzegowych przydatne beda nastgpujace wzory
stuzace do obliczania wartosci wielomiandw Czebyszewa i ich pochodnych w punk-
tach x==1, 0 ([144], s. 48):

1 gdy m=0
T'gm) )= m k_f!lﬂ(n+ k) gdy m>0 (2:34)
T (-1)=(-)"™ T (D). (2.35)

(—1)2 gdy m=0, n parzyste

n-m m-1
Trgm)(o)z (-1)2 JJ(n-m+2k) gdy m>0, n—m parzyste (2.36)

0 gdy n—m nieparzyste

gdzie0<m<n.

W wyniku podstawienia zwiazkow (2.31) i (2.33) odpowiednio do uktadow réw-
nan (2.29) i (2.32), w uktadach tych pojawia sie wspotczynniki rozwinie¢ w szeregi
Czebyszewa funkcji Pi(X) — a [Pi(X)] oraz wspdiczynniki rozwinie¢ pochodnych tych
funkcji PM(x) —a[P™ (x)], gdzie w zaleznosci od rzedu réwnania i postaci funkcji
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Pi(x) parametr m moze przyjmowa¢ wartosci m=1, 2, 3, 4 lub m=1, 2. Po wykonaniu
opisanego podstawienia gtownym problemem, jaki pojawia sie w metodzie rozwiaza-
nia, jest wyrazenie wspotczynnikow rozwinig¢ pochodnych funkcji

&(m)=a{f(m)}=a{aa:”

przez wspoétczynniki rozwinigé funkcji wyjsciowych a = g[f], gdzie przez f oznaczyli-
smy dowolna funkcje bedaca elementem wzoru okreslajacego funkcje Pi(X).

Do rozwiazania zagadnienia wykorzystuje sie nastepujacy zwiazek miedzy wspot-
czynnikami rozwiniecia w szereg Czebyszewa funkcji f(x) a wspotczynnikami rozwi-
niccia jej pierwszej pochodnej f'(x) ([144], s. 124, 127)

1 ’ ’
3= r(aa-al) 1#0

! (237)
a = r(ai-al). 120

gdzie
a-alil a-alt]-a 5| a=alr]. & =al1]-a 5.

Zastosowanie zaleznosci (2.37) (mimo jej prostoty) w przypadku réwnan roznicz-
kowych wyzszych rzedow nie jest zadaniem prostym.

Ze wzgledu na koniecznos¢ pozbycia sie, w niektorych réwnaniach rézniczkowych
osobliwych mnoznikéw x™ m< k lub (1 — x*)™, réwnania beda mnozone obustron-
nie przez X lub 1 — x. Podczas wykonywania tej operacji korzysta si¢ z nastepujacego
zwiazku (patrz [144], s. 123, 126)

(2.38)

gdzie & =a[f(X)], & =a[f(X)].
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2.4. WYBRANE ZAGADNIENIA DOTYCZACE
ROWNAN ROZNICZKOWYCH

Bardzo uzytecznym twierdzeniem wykorzystywanym w rozwiazywaniu ukiadu

rownan rézniczkowych o statych wspotczynnikach (A = const)
g=Aq+f, (2:39)
do=0(0) .

jest nastepujace twierdzenie o sprowadzaniu macierzy do postaci kanonicznej Jordana
(patrz np. [29], s. 117, [71] s. 537):

Twierdzenie2

Kazda macierz kwadratowa A n-tego stopnia jest podobna’ do pewnej macierzy

J=SAS™, (detS=0) (2.40)
majacej posta¢ jordanowska
J=diag[3;(4), 35(4), s Im(An) ], m<n, (2.41)
gdzie Ay, A, ..., Am Sa réznymi wartosciami wkasnymi macierzy A,
Je(a)=diag 3 (4), 4 (), I (A) | r=r() (242
oraz
A 1 0 0 0]
0 4 1 0
0 0 A 0 0 i=1,2,..,r(k), k=1,2,..,m
3 ()= ,

! Méwimy, ze macierze A i B sa podobne, jesli istnieje macierz S(det S+ 0) taka, ze B = SAS™.
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jest tzw. klatka Jordana, odpowiadajaca wartosci whasnej A, przy czym kazdej wartosci wia-
snej A macierzy A, o krotnosci a4, odpowiada jedna lub kilka klatek Jordana stopnia €!”,
gdzie " + € +..+ &) = e, r=r(k), k=1,2,..,m 0raz o+ 0y +...+ 04, =N.

Liczba r(k) klatek Jordana, odpowiadajacych wartosci wiasnej A, jest rowna
maksymalnej liczbie liniowo niezaleznych wektoréw wiasnych macierzy A dla war-

tosci A W przypadku gdy r(k) = a4, mamy e =el? =..=€{" =1 i wszystkie
klatki Jordana, odpowiadajace Ay, redukuja sie do jednoelementowych klatek pro-
stych JO(1) =[4,].

Z przedstawionego twierdzenia 2 wynika, ze macierz wspoétczynnikéw A (réwn.
(2.39)) mozna przedstawi¢ w postaci A = S*JS, gdzie J jest macierza Jordana, a za-
tem ukfad rownan rozniczkowych (2.39) sprowadzi¢ do nastgpujacej postaci

S'sg=S5"3Sq+f. (2.43)

Po wprowadzeniu podstawienia y = Sq i pomnozeniu lewostronnie obu stron réw-
nania (2.43) przez S otrzymujemy

y=Jy+Sf,
Yo =Y(0)=Sq,.

Z teorii rownan rézniczkowych zwyczajnych wiadomo, ze rozwiazaniem uktadu
rownan o statych wspdtczynnikach (2.44) jest funkcja (patrz [71], s. 139)

(2.44)

y(t):Y(t)y(o)+j Y (t-7)(Sf(7))dr, (2.45)

gdzie Y (t) jest unormowana macierza fundamentalna réwnania jednorodnego, tj. ma-
cierza kwadratowa spetniajaca nastepujace macierzowe rownanie rézniczkowe
dy (t)
—2=JY(t 2.46
" (t) (2.46)
oraz warunek poczatkowy Y (0) = I. Korzystajac z faktu, ze y = Sq, rozwiazanie q(t)
wyraza Sie wzorem

q(t):S‘lv(t)Sq(o)+j S'Y(t-7)Sf(7)dr

t (2.47)

=2(t)a(0)+ [ z(t-7)f (z)dz.
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Poniewaz macierz J ma posta¢ jordanowska okreslona wzorem (2.41), unormo-
wane fundamentalne rozwiazanie uktadu (2.46) wyraza si¢ wzorem (patrz [71], s. 151)

Y (1) =" = diag| )1, &R)1, &l |, (2.48)
gdzie
PERE SPTE R S S
1! 2! (g —1)!
-2
0 ! teat 07
1! (8 —2)!
S A _ (2.49)
-3
0 0 e Y
(& -3)!
0 0 0 et |




3. DRGANIANIEPRYZMATYCZNYCH
PRETOW EULERA O OSI PROSTOLINIOWEJ

3.1. WPROWADZENIE

W niniejszym rozdziale analizujemy zagadnienia drgan pretow niepryzmatycznych,
tj. pretéw, ktorych charakterystyki geometryczne lub materiatowe sa zmienne na dtu-
gosci preta. O duzym znaczeniu tego typu zadan w praktyce inzynierskiej moze
swiadczy¢ duza liczba publikacji zajmujacych sie ta problematyka.

Rozwiazanie wielu zagadnien statycznych, w tym statecznosci, mozna znalezé
w monografii Krynickiego i Mazurkiewicza [104]. Autorzy pracy [104] rozpatrzyli
wiele ztozonych stanéw obciazen. Uzyskane rozwiazania miaty posta¢ analityczna.
Autorzy ograniczyli rozwazania do pretow, ktérych moment bezwiadnosci przekroju
mozna opisa¢ funkcja

I(&)= 3 (1 (1-&)+ &) n=0,2,3, 4.

Ten sam sposdb rozwiazania zagadnienia drgan ram ztozonych z pretdéw o liniowo
zmiennej wysokosci zastosowano w pracy Krynickiego [103]. Analityczne rozwiazanie
problemu drgan swobodnych belki o liniowo zmiennej wysokosci i szerokosci z dota-
czonym do belki zbiorem oscylatorow harmonicznych uzyskano w pracy Chena i Wu’a
[21]. Wyznaczone rozwiazanie miato posta¢ liniowej kombinacji funkcji Bessela.
Rozwiazanie w postaci kombinacji funkcji Bessela otrzymali rowniez De Rosa i Mau-
rizi [28]. W cytowanej pracy rozwiazali zagadnienie drgan swobodnych dla belki o zada-
nym zmiennym przekroju

A(z):AO[1+CIZ)n, |(z)=|0(1+%f+2

z dodatkowa masa skupiona oraz jawnym elementem ttumiacym. Rozwiazanie, pole-
gajace na rozwinicciu funkcji przemieszczen w szereg Fouriera, wyznaczeniu energii
kinetycznej i sprezystej, a nastgpnie rozwiazanie rownania Lagrange’a zostato przed-
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stawione w pracy Heidebrechta [72]. Szeregi Fouriera do rozwiazania problemoéw sta-
tycznych i dynamicznych wykorzystat w swej monografii Kacner [82]. Zastosowanie sze-
regéw Fouriera uzupetnionych wielomianami potegowymi do rozwiazywania szerokiej
klasy problemoéw opisanych przez liniowe réwnania rézniczkowe o zmiennych wspot-
czynnikach, do ktoérych prowadza m.in. zagadnienia drgan pretow o zmiennym prze-
kroju przedstawiono w pracy Ganga Rao i Spyrakosa [59]. Macierz sztywnosci
i bezwhadnosci belki o liniowo zmiennej wysokosci wyznaczyt Gupta [64] i na ich pod-
stawie rozwiazat zagadnienie wihasne belki wspornikowej i swobodnie podpartej. Bel-
kami niepryzmatycznymi zajmowat si¢ réwniez Eisenberger. W pracy [34] Eisenberger
wyznaczyt elementy macierzy sztywnosci dla kilku rodzajoéw belek niepryzmatycznych.
Razem z Reichem w pracy [35], zastosowat do rozwiazania zagadnien statycznych
i dynamicznych metode elementdéw skonczonych, aproksymujac przemieszczenia we-
whnatrz elementu wielomianami trzeciego stopnia. W rozwazanych zagadnieniach
sztywnosc¢ 1 gestos¢e belki byta okreslona przez wielomiany potegowe. Formuty pozwala-
jace na wyznaczenie elementow macierzy sztywnosci elementu belkowego o zmiennych
sztywnosciach osiowej, skretnej i gigtnej, opisanych szeregami potggowymi, Eisen-
berger przedstawit w pracy [33]. Taka sama wielomianowa aproksymacje do wyzna-
czenia macierzy sztywnosci i bezwtadnosci belkowych elementdéw skonczonych typu
Eulera i Timoshenki, 0 zmiennych parametrach, zastosowat Klasztorny [92]. W pracy
[92] zostato rozwiazanych wiele przyktaddw ilustrujacych zastosowanie opisanej me-
tody. Uogolnienie formut uzyskanych w pracy [33], opisujacych macierze sztywnosci
i bezwiadnosci dla pretdw o zmiennej na dtugosci preta sztywnosci i gestosci, spo-
czywajacych na dwuparametrowym podtozu, mozemy znalez¢ w pracy Glabisza [58].
W pracy tej analizowano zagadnienie statecznosci niepryzmatycznego preta poddane-
go dziataniu niepotencjalnych obciazen. Podobnie jak w pracy [33] i [92] do aprok-
symacji funkcji przemieszczen zastosowano szeregi potegowe. Klasyczne wielomiany
potegowe do rozwiazania zagadnien drgan roznych typdéw belek zastosowat rowniez
w swych pracach Elishakoff [40-43]. Uwzgledniajac przestrzenny rozkiad odksztat-
cen i naprezen (3-D) oraz stosujac metode Ritza, w pracy [85] Kang i Leissa rozwiaza-
li zagadnienie wihasne dla belki o zmiennym na diugosci, kotowym przekroju.
Otrzymane rozwiazanie poréwnano z rozwigzaniem klasycznym (1-D) belki Eulera.
Jako przyktady zastosowania innych metod do rozwiazywania omawianego problemu
moga stuzy¢ prace Mateji [131] oraz Karami i Malekzadeha [88]. Autor pracy [131],
wykorzystujac metode macierzy przeniesienia rozwiazat zagadnienie drgan swobod-
nych dwaoch potaczonych sprezyscie pretdw o skokowo zmiennym przekroju. Nato-
miast w pracy [88] zastosowano do rozwiazania problemu drgan belek niepryzma-
tycznych metode kwadratur réznicowych DQM (Differential Quadrature Method).
Metoda ta polega na zastosowaniu w rozwiazywanym réwnaniu rézniczkowym kwa-
dratur numerycznych stuzacych do wyznaczenia pochodnych funkcji na podstawie
zbioru wartosci funkcji wyjsciowej. Szczegotowy opis tej metody mozna znalezé
m.in. w pracy Berta i Malika [16]. Metode te do rozwiazywania zagadnien drgan pre-
tow pryzmatycznych zastosowali rowniez Chen, Striz i Bert [23]. Zastosowanie tej
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samej metody do rozwiazywania probleméw drgan belek i pyt prostokatnych mozna
znalez¢ tez w pracy Wanga, Berta i Striza [191]. Rozwiazanie zagadnienia drgan belki
niepryzmatycznej obciazonej sita osiowa przedstawiono w pracy Auciello [6]. Zadanie
rozwiagzano metoda Rayleigha—Ritza, przyjmujac za funkcje aproksymujace zbior
funkcji ortogonalnych. Pierwszy element tego zbioru to wielomian spetniajacy warun-
ki brzegowe, nastepne elementy wyznaczono metoda ortogonalizacji Grama—Schmidta.
Analityczne rozwiazanie swobodnych drgan podtuznych preta o zmiennym przekroju
w postaci funkcji hipergeometrycznych przedstawiono w pracy [146]. Przykiady roz-
wiazania probleméw statycznych i dynamicznych, dotyczacych belek niepryzmatycz-
nych z wykorzystaniem réznych metod, mozna znalez¢ w pracy Glabisza [56]. Zasto-
sowane w tej pracy metody to: metoda Galerkina z aproksymacija trygonometryczna,
metoda Ritza, metoda ,,strzatow”. Do rozwigzania jako narzedzie wspomagajace wyko-
rzystano program Mathematica®.

Osobna grupe dotyczaca zagadnien drgan belek stanowia prace, w ktorych czyn-
nikiem wymuszajacym drgania sa obciazenia ruchome. Pomijajac bogata bibliogra-
fig dotyczaca uktadow pryzmatycznych, ktéra mozna znalezé m.in. w monografii
Fryby [52], Sniadego [171] oraz pracach przegladowych Szczesniaka [175, 177],
ograniczymy dyskusje do prac dotyczacych ukladéw niepryzmatycznych. Analiza
zagadnien tego typu mozna znalez¢ np. w pracach Dugusha, Eisenbergera [31],
Zhenga, Cheunga, Au’a, Chenga [24, 201], oraz Martineza—Castro, Muserosa i Ca-
stillo-Linaresa [129]. W pracy [31] rozwiazano zagadnienie drgan wieloprzestowej
belki, wykorzystujac do aproksymacji klasyczne wielomiany potegowe. Funkcje
wiasne jako funkcje aproksymujace oraz zasade Hamiltona zastosowano w pracy
[201]. Rozwiazanie problemu drgan belki o okresowej geometrii wywotanych dzia-
taniem deterministycznych i losowych obciazen ruchomych przedstawiono w pra-
cach Mazur-Sniady i Sniadego [136, 137]. W pracach tych wykorzystano model
belki, o prawie periodycznej strukturze, uzyskany metoda usredniania tolerancyjne-
go opracowanej przez Wozniaka [194].

W niniejszym rozdziale rozwazamy zagadnienie liniowych drgan belki o zmiennych
parametrach wytrzymatosciowych i geometrycznych, spoczywajacej na dwuparame-
trowym niejednorodnym podtozu sprezystym [55, 80, 164] (w pracy [80] podano ob-
szerny przeglad literatury dotyczacej problematyki uktadéw spoczywajacych na spre-
zystym podtozu). Zaktadamy, ze zmienne parametry preta, takie jak sztywnos¢ gigtna
I osiowa, gestos¢, zmienne (pod belka) parametry podtoza i obciazenie, mozna przed-
stawi¢ w postaci rozwiniecia w szereg wzgledem wielomianéw Czebyszewa | rodzaju.
Wykorzystujac twierdzenia i zaleznosci dotyczace tych wielomianéw przedstawione
w rozdziale 2, wyznaczamy og0lne rozwiazanie w postaci szeregu Czebyszewa.
Wspotczynniki otrzymanego rozwiazania sa okreslone zamknigtymi formutami anali-
tycznymi. Analizowane sa podiuzne i poprzeczne drgania preta. Stosujac analogie
migdzy réwnaniami opisujacymi ruch podtuzny i skrgtny preta mozna zastosowac,
uzyskane zaleznosci okreslajace drgania podtuzne do opisu drgan skretnych. Przed-
stawiona metode zastosowano do rozwiazania zagadnienia wiasnego belki swobodnie
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podpartej i wspornikowej. Uzyskane wyniki numeryczne poréwnano z rezultatami uzy-
skanymi w pracach [64, 72]. Rozwiazano réwniez zagadnienie drgan wymuszonych har-
monicznie, drgan wymuszonych aperiodycznie oraz drgan wymuszonych obciazeniem
ruchomym.

W rozdziale dokonano poréwnania rozwiazan zagadnienia wlasnego belek pry-
zmatycznych, uzyskanych réznymi metodami. Poréwnywane metody to: metoda
elementéw skonczonych oraz metody aproksymacyjne, w ktorych rozwiazania po-
szukiwano w postaci klasycznych szeregéw potegowych lub trygonometrycznych
szeregbw Fouriera. Otrzymane rozwiazania porownano réwniez z dokkadnymi roz-
wiazaniami analitycznymi. Rezultaty tych poréwnan pokazaly, ze rozwiazania
otrzymane prezentowana w pracy metoda sa obarczone znacznie mniejszymi bieda-
mi (w stosunku do doktadnych rozwiazan) niz wyniki uzyskane innymi metodami
testowanymi w przyktadzie. Niektére z omawianych w tym rozdziale probleméw
przedstawiono w pracy autora [150].

3.2. SFORMULOWANIE ZADANIA

Przedmiotem rozwazan jest analiza drgan niepryzmatycznej belki Eulera o osi
prostoliniowej, dtugosci 2a, spoczywajacej na dwuparametrowym podiozu sprezy-
stym, ktéra poddano dziataniu obciazen dynamicznych. Analizowane beda dwa od-
rebne zagadnienia: zagadnienie drgan poprzecznych belki wywotanych obciazeniem
normalnym P(X, t) (rys. 3.1) oraz zagadnienie drgan podtuznych wywotanych przez
styczne sity R(X, t) (rys. 3.2).

EJ(X), p(X)
P(X, 1)
/ 0§ odniesienia
+a X
0$ odniesienia
po deformacji
vy | o COO.KXK

Rys. 3.1. Schemat dynamiczny uktadu w przypadku analizy drgan poprzecznych

Rozdzielenie drgan na dwa zagadnienia umozliwia wprowadzenie zalozenia
upraszczajacego, polegajacego na pominieciu wptywu zmiennych sit osiowych (wyni-
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EAX), A(X)
R(X, t)
' el I
_a U(X, t) —— | +a X

F(X)

0$ odniesienia

\/

Y

Rys. 3.2. Schemat dynamiczny ukfadu w przypadku analizy drgan podtuznych

kajacych z drgan podtuznych) na poprzeczne drgania belki. Przyjmiemy ponadto, ze
wystepujace w ukiadzie ttumienie ma charakter zewnetrzny oraz w celu uproszczenia
pominiemy wptyw sit bezwiadnosci podtoza (uwzglednienie sit beztadnosci podtoza
omdwiono szczegotowo w rozdziale 7).

Dla przyjetych zatozen poprzeczne i podtuzne liniowe drgania niepryzmatycznej
belki sa opisane nastepujacymi réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi (patrz np.
Osinski [142])

;7;2 (B(X)??!J—%(N(X)?ﬁ(’j—jx (c(x)?)"(’jm(x)w

IW I*W e
+6{,(X)7+p(X) PO P(X,1),
d 2N, JU U

gdzie Wi U — przemieszczenie prostopadte i styczne do osi belki, E — modut Youn-
ga, A(X) i J(X) — pole i moment bezwtadnosci przekroju belki.

Funkcja p(X) jest masa preta, przypadajaca na jednostke dtugosci, H(X), K(X),
C(X) — funkcje charakteryzujace reakcje podioza sprezystego, a &V, 6H — funkcyjne
parametry ttumienia. Przyjeto, ze N(X) > 0 dla sity rozciagajace;j.

W formutowaniu warunkéw brzegowych, wynikajacych ze sposobu podparcia
belki w punktach ta, bedziemy dodatkowo korzysta¢ z zaleznosci definiujacych kat
obrotu przekroju belki, momenty gnace, sity tnace oraz sity osiowe
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oW
@(X,t)Z&—X,
W
X2’

M (X,t)=-EJ
) (3.3)
J _. W AW
X t)=——2_EJ N+C)<=,
Q(X.1) IX ax2+( " )ax

s(x,t)=ea?%.
IX
Po wprowadzeniu wielkosci bezwymiarowych
X w u
X= —_—, W= —_—, Uu=—
a a a
rownania (3.1) i (3.2) przyjma postaé
J*w (.IBI(x))PPw (*EI(x)
+ 2 +
Ix! ax Jax | IxX

—n(%+%}m+nﬁ(x)w+®(x)a—w (3.4)

EJ(X)

(3.5)

a zwiazki (3.3) wyraza si¢ wzorami

w

ax’
M(axt)a —9%w

=-El—,
EJ, a X

2 N\ 92w 93 o
q(x,t)zQ(aX—’t)az_ iE\] M—E‘JM+n(N+C)M,
EJ, IX ) I Ix J

(xt)=(axt)=
m(x,t) =
S(ax,t)

s(x,t)z—zE_Aﬂ,
EA a X
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gdzie
E)=EJE], N=RN,C=RC, K=2K, p=p 7, & =—L 8w, P=P,
P P aaZP a‘p, a?EA) (3.7
EA=EAEA H=-2H, R="2r, n="20, g="%0 d= :
“FA a? a EJ, J EJ, EJ,

a EJy, EAy, o, Po sa wielkosciami poréwnawczymi. W celu uproszczenia zapisu kon-
sekwentnie przyjmujemy EJ, EA, N, ... zamiast EJ, EA N, ... Nie bedziemy réwniez
rozrozniali symboli 8, i @, przyjmujac na nich jedno oznaczenie 6, pamigtajac, ze
w rdwnaniach dotyczacych drgan poprzecznych 8 = &, a w réwnaniach opisujacych
drgania podtuzne 6= 6.

Warunki brzegowe podstawowych sposobéw podparcia belki w punktach *a
przedstawiono w tabeli 3.1.

Tabela 3.1. Warunki brzegowe podstawowych sposobéw podparcia belki

Sposéb podparcia w 17 q m u S
0 0 0
A 0 0 0
_E 0 0 0
o
Z 0 0 0
o
Zl 0 0 0

Réwnania (3.4) i (3.5), uzupetnione warunkami brzegowymi, sa podstawa do roz-
wiazania sformutowanego problemu.

3.3. OGOLNE ROZWIAZANIE PROBLEMU DRGAN

Do rozwigzania rownan (3.4), (3.5) wykorzystano przedstawione w punkcie 2.3
twierdzenie 1 dotyczace réwnan rdzniczkowych zwyczajnych.

Rozwigzan rownan rozniczkowych czastkowych (3.4), (3.5) poszukiwaé bgdziemy
w postaci szeregow Czebyszewa
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w(x,t>=§'a [w] T|<x>=§'w| (0T (%), (38)
u(x,t>=§'a )T, <>z (0T (%), (3.9)

gdzie a [w], a [u] — poszukiwane wspotczynniki rozwiniecia funkcji przemieszczen
w i uw szeregi Czebyszewa, oznaczone w dalszej czesci pracy odpowiednio przez wi i u.
Rozwiazanie problemu rozpoczniemy od réwnania czwartego rzedu (3.4), opisujacego

przemieszenia w(x, t). W tym przypadku wystepujace w (2.24) funkcje |5m, P sa okreslo-
ne wzorami:
R (x)=EI(x),

I%(X)zzmzo_)‘])gx),

'52(X)=a&Eiz(x)—”(N(XHC(x)),

5 (N IN(X) JC(x)

Ps(X)——n( I + o J (3.10)
P, (X)=nK(x),

P(xt)=np(xt)-g p(x)it_‘zf"_g(x)%

=np(xt)—g p(X)W(x,t)—6(x)W(x,t).
Po podstawieniu wyrazen opisujacych funkcje I5m do wzoru (2.31) otrzymamy:

Q (x)=EJ(x),

Q=222

Qz(X>=&&E—iz(X)—n (N(x)+C(x)), (3.11)
_ [IN(x)  JC(x)

@ (x)=n | 250,200

Q (x)=nK(x).
Jezeli wprowadzimy nastgpujace oznaczenia wspotczynnikdw rozwinigé wyste-
pujacych w rownaniu rézniczkowym (3.4) funkcji:
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g=a[EI(X)]. n=a[N(X)]. g=a[C(x)] k=a[K(X)]. g =a[p(x)],

(3.12)
6=a[o(x)] n(t)=a[p(xt)], v (1) =a[W(xt)]. W (1) =a [w(x)]

to wspdiczynniki rozwiniecia w szereg Czebyszewa funkcji Qi(x), i =0, 1, 2, 3, 4
oraz P(x,t) beda miaty postaé

a[Q]=a[El]=
a[Ql]=a+[ 85} -2¢,

A°EJ

a[Q]=4 —n(N+ C)} g-n(n +gq),

8N BC

7
@[ _+_} e
[

X

aK

al[ ]: _lgz gl m+gl+m) (t)

2 m=0

_%Z)(el—m"'eum)wm(t)'

We wzorze (3.13) zastosowano nastepujaca konwencje dotyczaca oznaczania
wspotczynnikow: jesli przez a oznaczymy |-ty wspotczynnik rozwinigcia funkcji
f(x), tj. & = & [f], to &  oznacza |-ty wspotczynnik rozwinigcia funkcji f’(x), tzn.
a'=a[f’] itd.

Okreslone wspotczynniki funkeji Qi(x), i =0, 1, 2, 3, 4 oraz P(x,t) (wzor 3.13)
podstawiamy do uktadu réwnan (2.29). Ukkad ten poddajemy dalszym przeksztatce-
niom z wykorzystaniem zwiazku (2.37). W celu umozliwienia czytelnikowi przesle-
dzenia toku wykonywanych przeksztatcen, jak rowniez utatwienia stosowania oma-
wianej metody do rozwiazywania innych nieprezentowanych w pracy problemoéw,
przedstawimy szczegotowy tok wykonanych na réwnaniu (2.29) przeksztatcen. Dla
przejrzystosci przedstawianych operacji ograniczymy rozwazania do pokazania
szczegOtowych przeksztatcen tylko tych wspdtczynnikoéw réwnania (2.29), ktoére
zawieraja funkcje EJ(x) i jej pochodne. Po wykorzystaniu wprowadzonych we wzo-
rze (3.13) oznaczen, odpowiednie czesci rownania (2.29), zwigzane z funkcjami
Qi(x),i=0,1, 2, przyjmuja postac:
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o wspotczynniki zwiazane z Qy(X)

8(k* —9)(K* - 4)(K* -1}k (8 +8c ). (3.14)
o wspotczynniki zwigzane z Qy(X)
_8(k2 _9)(k2 _4)(k2 _1)(q/<—|—1 +q’<+l—1 - Q/(_|+1 - e;+I+1) ! (3'15)

o wspotczynniki zwiazane z Q,(X)
+2(k*-9)(k* - 4)
((k+1)(e;’_|_2 + 6010 ) = 2K (8 + & ) H(K=1) (6112 + & ))

Pominiecie w réwnaniu (2.29) elementéw zwiazanych z funkcjami Qs(X), Q4(X)
wynika z tego, ze w Qs(x) i Q4(X) nie wystepuja funkcje EJ™(x). Dalsze przeksztatce-
nia polega na takiej modyfikacji wzoréw (3.15) i (3.16), aby mozna byto zastosowaé
wzor (2.37) zapisany w formie a_, —a/,; =2lg, |#0.

Przeksztatcenie wzoru (3.15):

_8(k2_9)(k2_4)(k2_1)(e;—l—1+e;+l -1 e; |+1_e;+l+l)
2_8(k2_ )( )(kz 1)( e; -1~ / )+(e; eK+|+l)) (3'17)
+1)e

(
- 15( 9] ~4)( 1)(k-1)es k)

Przeksztatcenie wzoru (3.16):

2(k2 =9)(K? = 4)((K+1)(615 + &) — 2K (6 + €l )+ (k=) (612 + €is2)
= 2(K? ~9) (K? —4)((k+1) (6, &1 )~ (K—1) (6 ~ € 1.2)
+(k+1) (61— — & ) —(k=1) (& — '+|+2))
= 4(K? -9)(K? - 4)((k+1) (=1 ~1) €y (k=) (k=T +1)& 1,y
+(K+1)(k+1-1)€f 4 — (k- 1)(k+|+1)ek+|+1)
( o11) —
( )

(3.16)

:4(k2—9)(k2—4) k+1)k | — 1) 611~ 6y41)— 2 q;—|+l

(&
+( -1 k+|+1)( &1 q<+l+1 +2|q,<+l+1)
|-

= 4(k2 —9)(k2 —4)<(k+1)(k—| —1) (61— 41)—2 Z(QQ—sz—l _Q;—|+2j+1)

+(k_1)(k+l +1)(Q'<+|_1 —QQ+|+1)) _
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:8(k2—9)(k2—4) ((k+1)(k=1-1)(k—1)g_ -2l li(k—nzj')eK,HZj

+(k=1)(k+1+1)(k+1)g; ). : (3.18)

Po wykonaniu na pozostatych elementach wzoru (2.29) analogicznych przeksztat-
cen oraz redukcji podobnych wyrazéw otrzymamy nieskonczony uktad réwnan réz-
niczkowych zwyczajnych, pozwalajacy na wyznaczenie wspdtczynnikow w; rozwinie-
cia funkcji przemieszczen w okreslonego wzorem (3.8):

((E., +nN,, +nC,, + nK W+6,, Ww+gG, W |=nF,
g{;(( k| k| k| k,I) | k1 W k,| |) k (3.19)
k=0,1 2, ..

gdzie

Eei =8(k* —9)(k* - 4)1 {(k+1)(l -1) a —2|§(k—| +2)8 125 +(k=1)(1 -1),

=1

Ny :—2(k2 _9)| [(k+1)(k+2)(nk—|—2 _nk+l—2)_2(k2 _4)(nk—l — M)

+(k=1)(k=2) (M2 - nk+|+2)]

Cr ==2(K2 =91 [ (k+2)(k+2)(Ge-1-2 ~ Gerr-2) ~2(K* ~4) (61 ~ Gear)

+(k_1)(k_2) ( Ci—1+2 _Ck+l+2):|'

Kk =%[(k+1)(k+2)(k+3)(kk_|_4 + kk+l—4)_4(k+3)(k2 _4)(kk—l—2 + K2 )

+6k(k2 _9)(kk—l + K )_4(k_3)(k2 _4)(kk—l+2 +Kiai12)
+(k_1)(k_2)(k_3)(kk—l+4+kk+l+4)]’ (3.20)
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Gy =% |:(k+l)(k+2)(k+3)(gk_|_4+gk+l—4)_4(k+3)(k2 _4)(gk—l—2 +Okii2)
+6k(k2 _9)(gk7, * Okl )—4(k—3)(k2 _4)(gk—l+2 + Osie2)

+(k_1)(k_2)(k_3)(gk—l+4 + 9k+|+4)]!

(3.21)
O, =% [(k+1)(k+2)(k+3)(9k_|_4+¢9k+|_4)—4(k+3)(k2 ~4)(6c1 2+ Ot 2)
+6K(K? =9) (B + 6 )~ 4(k=3) (k2 =4) (B iz + bhora2)
+(k=1) (k=2)(k=3)(6has +Borea) |
Fe = (k+1)(k+2)(k+3) p_ —4(k+3)(K* - 4) p , 62

+6K(K* ~9) p —4(k=3)(K? = 4) pyp +(k=1) (k= 2)(K=3) s -

Aby wyznaczy¢ przemieszczenia u(x, t), nalezy rozwiaza¢ rownanie rézniczkowe
(3.5). Funkcje P, P, wystepujace we wzorze (2.21) oraz zwiazane z nimi zaleznoscia
(2.33) funkcje Qm, sa okreslone w tym przypadku nastgpujacymi wzorami:

Ry (x) =-d EA(x),

B(x) ——aZEAX)

B Ix (3.23)
I52(x) =nH(x),

P(x,t)=nr(xt)—g Ui-6u,

Q (x)=—d EA(x),
Ql(x)=d3'5;—;(x), (3.24)
Q, (x)=nH(x).

Funkcje przemieszczen u poszukujemy w postaci szeregu Czebyszewa, okreslonego
wzorem (3.9). Podobnie jak w przypadku wyznaczania przemieszczen w, zmienng t traktu-
jemy jako parametr. Po wyznaczeniu wspdtczynnikdw rozwinie¢ w szeregi Czebyszewa
funkcji Qn, podstawieniu ich do uktadu réwnan (2.32) i wykonaniu takich samych prze-
ksztatcen jak w przypadku rozwiazywania réwnania (3.4) otrzymamy nastepujacy nieskon-
czony ukfad réwnan rézniczkowych zwyczajnych pozwalajacy na wyznaczenie poszukiwa-
nych wspdtczynnikéw u,
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i((d Dy +nH ) U+, U +9Gy ):an, k=0,12,.. (3.25)
=0

gdzie
Dy =—2(K* —1)| (At + ),
Hy, = %((k"'l)(hk—l—Z +heo) =2k (e + ey )+ (k=1)(he o +hk+|+2))’

(K+1)(Gki—2 + Gri—2) = 2K (Gt + st )+ (K=1) (Gyrsn + gk+l+2))' (3.26)

|l—‘ r\>||—\

G ==
O, = ( (K+1)(Bcia +6kai—2) = 2K (Bt + 6 ) +(K=1)(Bcri2 +bkiiz))

R =(k+1) Mo — 2K e +(k=1) re,.

Wystepujace we wzorze (3.26) wspotczynniki sa wspdtczynnikami rozwinigé¢ na-
stepujacych funkcji:

d=a[EA(X)] h=a[H(x)] g =alp(x)] n(t)=ar(xt)].

W dotychczasowych rozwazaniach nie uwzglednialismy warunkéw brzegowych.
Warunki te wynikaja ze sposobu podparcia belki w punktach £1 (konce belki) i w przy-
padku podstawowych sposobdéw podparcia zostaty opisane w tabeli 1. Przy ich opisie
korzysta¢ bedziemy ze wzoréw (3.6), z rozwinie¢ w szeregi Czebyszewa funkcji EJ(X),
N(X), EA(X) oraz zaleznosci (2.34), (2.35).

Wartosci wielomianéw Czebyszewa i ich pochodnych w punktach +1, obliczone
na podstawie wzorow (2.34) i (2.35), wynosza

Tn (1) =1, Tn(—l) =(_1)n’

) =, To (1) =~

/(1) =n? % o) = w | (3.27)
o (n2 —1)(n —4) y (_1)n nz(n _1)(n _4)

T(1)= 15 T (-1)=- T

Obliczone za$ z ich wykorzystaniem wartosci funkcji EJ, N, EA, dEJ/0x, niezbed-
ne do wyznaczenia sit przekrojowych w punktach +1, wyrazaja sie wzorami:
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EJ(—l)—EJ_—g aﬂ(—l);g'(—l)'a,

i?i: X_+1=EJ1=§QT((1)=§ I%q

e RS ES W
N(+1):N+=§'n| N(—1)=N_=§'(—1)ln|
C(+1)=C,=Y'q, C(-)=C.=Y'(-1)q,

1=0 1=0

EA(+1)=EA =Y 'd, EA(-1)=EA =" (-1)' .

(3.28)

(3.29)

Na podstawie wzoréw (3.6) oraz obliczonych wartosci funkcji (3.28), (3.29)
otrzymamy zaleznosci niezbgdne w definiowaniu warunkoéw brzegowych. Zaleznosci
te, zwiazane odpowiednio z drganiami poprzecznymi i podtuznymi preta, maja postac

w1, )=V S WERY sy

a 1=0 a 1=0
¢(+1,t)=q§(+a,t)=§:'I2V\4, ¢(—1,t)=q§(—a,t)=—§:'(—l)lI2V\4,
m(+1t) = (rata_ 1 EJ+i'I2(I2 ~1)w,

_nIZ(N+ +C+)V\4:)
a(-Lt)= Q(:‘J’;)a - :0 (212 {_l(ﬂ ~1)EY +115(|2 ~1)(17 —4)EJ_}V\4

(3.30)
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u(r10)=" J;a,t) :gul ! u(—1,t)=U(;a’t) =§'(—1)' u,
S(+1t)= S(+ayt) _EA i'lzu o(1 ):M__EA i'(—1)' Ny (3.31)
' EA = " ’ EA, - |

Gdy dwuparametrowym podtozem jest podtoze Pasternaka, Wiasowa czy Fito-
nienki-Borodicza, a koniec belki jest koncem swobodnym, wowczas na koniec preta
dziata dodatkowa sita wynikajaca z oddziatywania nieobciazonej, znajdujacej si¢ poza
liniag kontaktu, czesci poditoza sprezystego. Uwzglednienie tej sity prowadzi do naste-
pujacych rownan okreslajacych warunki brzegowe

oW(xt)
ox

q(£1 t)=nC(+1) (3.32)

X==%1

gdzie W(X,t) jest rozwiazaniem dla nieobciazonej czesci podtoza |x| >1 opisanej rownaniem

J W R W
—N—1| C(X) — |- nK(x)w+ X)—5-=0 . 3.33
o] coo 58 - (+ap(92 ] 59

W przypadku przyjeciu zatozenia, ze parametry podtoza dla x| =1 Sa state oraz
pominieciu sit beztadnosci podtoza w tym obszarze, przemieszczenia W(X,t) sa okre-

slone wzorem (patrz np. [193])

w(-1t)e”™Y gdy x<-1

W(xt)= (3.34)
{W(+1,t)e“(“) gdy x>+1
gdzie
K
a=|—.
C

W tym przypadku wartosci pochodnych wystepujacych we wzorze (3.32) mozna
wyrazi¢ wzorem

IW(x,t)
oX

(-1) w. (3.35)

=+aW(£l, t)=taw(£l t)=ta )
X=%1 1=0

W nieskonczonych uktadach réwnan (3.19) i (3.25), jak juz wspominalismy, odpo-
wiednio pierwsze cztery oraz pierwsze dwa rdwnania sa spetnione tozsamosciowo. ROw-
nania te zastepujemy rownaniami okreslajacymi warunki brzegowe.
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W przypadku réwnan rézniczkowych czastkowych prezentowana metoda prowadzi do
nieskonczonego uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych, w przypadku zagadnien
stacjonarnych (zagadnienie wiasne, drgania wymuszone harmonicznie) — do nieskon-
czonego uktadu réwnan algebraicznych.

Nieskonczone uktady réwnan moga by¢ przedstawione w nastepujacej postaci ma-
cierzowej

K K v 0 0 v 0 0 v F
A R R M R CED)
Kl’p KI’I’ Vi C"p C“’ Vi Brp B” Vi Fr

gdzie v = [Wo, Wy, W, ...]" lub v = [Ug, Uy, Uy, ...]".
Po wykonaniu mnozenia réwnanie (3.36) przyjmuje postaci
{ KoV +K v, =Fp,

Krpvp+K”vr+C Y +C”vr+Brpvp+B”vr:Fr,

(3.37)
m-p

gdzie podmacierze K, K, maja odpowiednio wymiary n X ni n x e (n =4 lub 2)
i ich elementy sa wspbtczynnikami zwiazanymi z warunkami brzegowymi, podmacie-
rze Ky, Kir, Crp, Cyr 1 Brp, By Sa macierzami wspotczynnikow wystegpujacych w row-
naniach (3.19) lub (3.25), Vp = [Vo, -, Vil Vi = [V, Vi1, Viwzs --]', @ wektory Fy, F;
okreslaja odpowiednio warunki brzegowe oraz wspétczynniki zwiazane z obciazeniem
zewngtrznym.

Z rownania (3.37), w przypadku gdy det K, # 0 (det Ky, = 0 w przypadku ukfadu
geometrycznie zmiennego), otrzymamy

__ k-1 -1
V= —KpK Ve + K Fp. (3.38)

Po podstawieniu (3.38) do rdwnania (3.37), dostaniemy

(Kir = KK oK pr ) Ve +(Crr = CrpK K e )V, (B = BrpK K o0 ), (3.39)

_ -1
=F, —(Krp+Crp+Brp)Kppr .

Aby rozwiaza¢ uktady rownan rozniczkowych, jest konieczne jeszcze okreslenie
warunkow poczatkowych

v(0)=[v(0), v, (0)] " =[ KK v, (0)+KEF, . v, (0)]
¥(0)=[Vp(0), v, (0)] " =[~KipK ¥, (0)+ Ky , ¥, (0) ]

Poniewaz miedzy wektorami v,(0) i v,(0) oraz v ,(0) i V,(0) zachodzi zwiazek
(3.38), bardzo czgsto mowiac o warunkach poczatkowych, bedziemy ograniczali ana-
lizg do warunkow okreslonych przez wektory v,(0), v, (0).

(3.40)
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3.4. WYBRANE ZAGADNIENIA DRGAN PRETOW
NIEPRYZMATYCZNYCH

3.4.1. ZAGADNIENIE WELASNE

Wyprowadzone w punkcie 3.3 réwnania wykorzystamy do rozwiazania zagadnie-
nia wkasnego. Nieskonczony uktad réwnan rézniczkowych (3.39) w przypadku zagad-
nienia wiasnego staje si¢ nieskonczonym uktadem réwnan algebraicznych

[(K” ~ KKK o ) = @2 (B ~B oK K )J v, =0. (3.42)

W celu jego rozwiazania ograniczymy go do ukfadu skonczonego. Wtedy funkcje
przemieszczen sa okreslone przez skonczone sumy szeregéw Czebyszewa

w(x)=Y W T (),

=0 (3.42)

Po rozwiazaniu zagadnienia wiasnego otrzymujemy czestosci wiasne ay oraz wek-
tory wihasne v;, réwnania (3.41). Korzystajac z obliczonych wektoréw v;, oraz zwiazku
(3.38), mozna wyznaczy¢ wektory v;

-1
v, =|:Vi p:|=|:_KppK prVir:| . (3.43)
Vir v

ir
Elementy wektorow v; sa wspotczynnikami rozwinieé¢ (3.42) form wiasnych w;i(x)
lub u;(X) rozwazanego zagadnienia.
Przykiad 3.1

Przedstawiona metode stosujemy do rozwiazania zagadnienia wiasnego dla przed-
stawionych na rysunkach 3.3 i 3.4 pretdw niepryzmatycznych. Przyktady te zaczerpnie-
to z prac [59, 64, 72].

s h 4—bF
hy h(x) he | Q
m IO
| | |
\ a | a |

Rys. 3.3. Schemat belki swobodnie podpartej
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Rys. 3.4. Schemat belki wspornikowej

Parametry geometryczne prgtow wynosza: a = 0,381 m (15 in), b = 0,024 m (1 in),
h; =0,03810 m (1,5 in), h, = 0,05715 m (2,25 in).
Pozostate parametry zadania to

E = 2,068929 10" N/m? (30-106 |b/in2),
py =7845,4494 kg/m?® (0,00073386 Ib sec’/in* |

gdzie py — masa na jednostke objgtosci.

Badajac zbieznos¢ rozwiazan uktadu (3.41), rozwiazano zadanie dla coraz wiek-
szego rozmiaru bazy aproksymujacej, przyjmujac kolejno m = 20, 25, 30. Uzyskane
czestosci whasne oraz formy whasne wi, i = 1, 2, 3, ..., 6 przedstawiono odpowiednio
dla belki swobodnie podpartej w tabeli 3.2 i 3.3 oraz na rys. 3.5 i 3.6, dla belki za$
wspornikowej w tabeli 3.4 i na rysunku 3.7 (przedstawiono tylko czestosci i poprzecz-
ne formy wiasne, poniewaz czestosci i podtuzne formy wihasne belki wspornikowej sa
takie same jak belki swobodnie podpartej).

Tabela 3.2. Czestosci poprzecznych drgan wtasnych belki swobodnie podpartej

m | o [rad/s] @, @3 (2 @5 23 @,
20 | 1183976 | 4762564 | 10706,35 | 19023,94 | 29716,57 | 42779,43 | 58213,59
25 | 1183976 | 4762564 | 10706,35 | 19023,94 | 29716,53 | 42784,54 | 58227,98
30 | 1183976 | 4762564 | 10706,35 | 19023,94 | 29716,53 | 4278454 | 58228,15
m 2 Wy [N [0 (1) W3 Wy
20 | 76371,16 | 9589516 | 1213369+ | 121336,9 - | 160171,3+ | 1601713+ | 236992,6 —
10999,61i | 1099961 | 43595,25i | 43595,25i | 1415662 i
25 | 7604655 | 96278,36 | 118897,6 | 142701,6 | 168360,9 | 204872,0+ | 204872,0 -
2278461 | 227846
30 | 76047,46 | 96242,50 | 118814,9 | 1437657 | 170950,1 | 2004853 | 2368581
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Rys. 3.5. Poprzeczne formy wiasne belki swobodnie podpartej
Tabela 3.3. Czgstosci podtuznych drgan wiasnych belki swobodnie podpartej

m ay [rad/s] (0] 0] wy (03 W 24
20 11466,43 | 32080,81 53125,22 7424155 | 95382,38 116534,4 137694,0
25 11466,43 | 32080,81 53125,22 7424155 | 95382,38 116534,5 137692,6
30 11466,43 | 32080,81 53125,22 7424155 | 95382,38 116534,5 137692,6
m 23 Wy W (20 (1) W3 W4
20 158874,2 179928,4 | 200490,0 | 2233352 | 276529,1 | 328887,6 | 474410,0
25 158854,4 180019,1 201180,1 222307,3 | 2436485 | 265784,6 | 2844318
30 158854,4 180018,5 201184,3 222351,1 | 243517,2 | 2646957 | 2859304
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Rys. 3.6. Podtuzne formy wiasne belki swobodnie podpartej

Tabela 3.4. Czestosci poprzecznych drgan whasnych belki wspornikowej

m an, [rad/s] @ o3 Wy s s ,
20 538,2102 2863,900 7637,498 14766,37 24271,00 36147,47 50462,99
25 538,2102 2863,900 7637,498 14766,37 24271,21 36151,29 50407,01
30 538,2102 2863,900 7637,498 14766,37 24271,21 36151,29 50406,95
m. a3 £ (o (2N W12 13 o
20 68292,05 122071,8 c) C C C C
25 67043,51 86090,80 107092,0 128225,3 157486.4 215992,1 252043,0
30 67038,30 86045,55 107428,0 131151,1 1571447 187138,8 258759,3

*) C — zespolona wartos¢ whasna

Wystepowanie czgstosci wiasnych, o wartosciach zespolonych, moze by¢ pewnym
zaskoczeniem. Nalezy jednak pamigta¢, ze macierz wspotczynnikoéw ukiadu rownan
nie jest macierza symetryczna, co jest warunkiem dostatecznym otrzymania rzeczywi-
stych wartosci wiasnych. Do macierzy takiej prowadza inne metody rozwiazywania,
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PELLITN
. .

.

. N

-1,0 L
-1,0

‘—‘O‘,S‘ o O‘
Rys. 3.7. Poprzeczne formy wiasne belki wspornikowej

np. metoda elementéw skonczonych. Trzeba pamicta¢, ze rowniez w tych metodach,
mimo ze wyzsze czestosci whasne sa liczbami rzeczywistymi, wyznaczone wartosci dla
ograniczonej bazy aproksymacyjnej moga znacznie rozni¢ si¢ od wartosci faktycznych.

Wyznaczone czgstosci poprzecznych drgan wiasnych uktadu z rysunku 3.3 po-
rownano z wynikami przedstawionymi w pracach [64, 72] oraz z czgstosciami uzy-
skanymi metoda elementéw skonczonych przy podziale uktadu na 6 elementéw pre-
towych typu Eulera (elementy o 4 stopniach swobody). Wartosci zestawiono
w tabeli 3.5. Czestosci, podobnie jak w cytowanych pracach, wyrazono w Hz.

Tabela 3.5. Poréwnanie wynikéw

@, [Hz] @ 3 @y @5 Ws @y ax
Praca 188,44 757,99 | 1703,97 | 3027,75 | 4729,39 | 6808,80 | 9286,04 | 12103,70
[72] 188,45 758,08 [ 1704,90
[64] 189,12 843,64 | 2116,50
MES 189,19 760,55 | 1715,09 | 3076,50 | 4873,81 | 7607,60 | 10357,42 | 1417,59

Z poréwnania uzyskanych wynikow widzimy, ze czestosci wiasne, wyznaczone za
pomoca prezentowanej w pracy metody, nieznacznie réznia sie od wartosci doktadnych
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uzyskanych analitycznie (patrz praca [72]). Maksymalny btad wzgledny pierwszych
trzech czestosci wynosi 5,5-107 % i w stosunku do bieddw, jakimi sa obarczone czesto-
$ci otrzymane za pomoca pozostatych metod, jest bledem najmniejszym.

3.4.2. DRGANIA WYMUSZONE HARMONICZNIE

Ograniczajac rozwazania do zagadnienia drgan poprzecznych preta, przyjmijmy,
ze na pret dziata obciazenie harmonicznie zmienne p(x, t) = p(x)€*, gdzie @ jest cze-
stoscia kotowa wzbudzenia. W tym przypadku uktad réwnan (3.36) przyjmuje postaé

K K 0 0 0 0 w 0
PP 0 . p :{ } (3.44)
Krp Krr Crp Crr Brp Brr W, Fr

Wektor wyrazow wolnych F, = [F,, Fs, Fe, ...]" jest okreslony przez prawa strong
rownania (3.19) i jego elementy wyrazaja si¢ wzorem

Fye :n{(k+1)(k+ 2)(k+3) pk_4—4(k+3)(k2 —4) Py_» +6k(k2 —9) Py

, (3.45)
~4(k=3)(K® =4) Py + (k=1) (k=2)(k=3) P,
gdzie p, — wspbtczynniki rozwinigcia w szereg Czebyszewa funkcji rozktadu obciaze-
nia p(x)

m

P(X)=2 B T (x). (3.46)

1=0
Uktad réwnan algebraicznych (3.44) pozwala na bezposrednie rozwiazanie anali-
zowanego zagadnienia.
Przykiad 3.2

Rozwiazemy problem drgan uktadu przedstawionego na rysunku 3.4, przyjmujac
obciazenie jako rownomiernie roztozone

p(x)= p:%(Zp). (3.47)

Obliczenia wykonano dla réznych wartosci czestosci wymuszenia @ oraz dwdch
wartosci parametru ttumienia (przyjeto C,p, = xKp, Cir = xKy,, gdzie x = pa,
a ¥ = 0,025, 0,050). Wykresy maksymalnego przemieszczenia punktu x = —a belKki
z rysunku 3.4, w zaleznosci od czestosci wymuszenia , przedstawiono na rysunku 3.8.
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a) f\bs wW(=1,t)x10*[m]
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Rys. 3.8a. Wykres przemieszczen dla x = -1, w zaleznosci od czgstosci wymuszenia @

0) " Abs W—1,t) x10° [m]

10 A
8
6

1000 1500 2000 2500 3000 3500

» o [rad/s]
Rys. 3.8b. Powigkszenie fragmentu wykresu zaznaczonego na rysunku 3.8a

3.4.3. DRGANIA WYMUSZONE APERIODYCZNIE

Drgania preta wymuszone aperiodycznie opisuje rownanie ruchu przedstawione
wzorem (3.39). Nie zmniejszajac ogolnosci rozwazan, przyjmiemy, ze wektor Fp, opi-
sujacy warunki brzegowe, jest wektorem zerowym. Zatozymy ponadto, ze uklad ten
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jest juz uktadem skonczonym, tj. przyjelismy poszukiwana funkcje przemieszczen
(w lub u) w postaci skonczonego szeregu. Uwzgledniajac te zatozenia i wprowadzajac
nastepujace oznaczenia

K=K, K KiK.
C=Cy —C, KK, (3.48)
B=B, —B KKy

rownanie (3.39) mozemy napisa¢ w nastepujacy sposob

évr +CA:\'/r + er =F. (3.49)

A

Macierze K, C, B sa macierzami kwadratowymi o wymiarze
NxN =(m-3)x(m-3)
dla réwnania opisujacego drgania poprzeczne oraz
NxN =(m-1)x(m-1)

dla réwnania drgan podtuznych preta, gdzie m jest parametrem okreslajacym rozmiar
bazy aproksymujacej (p. wzor (3.42)). Po pomnozeniu réwnania (3.49) przez macierz
B~ i wprowadzeniu podstawienia X, =V, uktad réwnan (3.49) sprowadzimy do
uktadu pierwszego rzedu

K P R 3.50
M* IR BIG M‘ 8F | (3:50)

a warunki poczatkowe przyjma postac¢

v, (0 v, (0
{ r()}{.r()] (351)
X (0)] ¥ (0)
gdzie I = diag(1, 1, ..., 1) jest macierza jednostkowa.
Uklad ten oczywiscie ma rozmiar dwukrotnie wiekszy niz uktad wyjsciowy (3.49).

Po wprowadzeniu nowych oznaczen ukfad (3.50) oraz warunki poczatkowe (3.51)
mozemy napisa¢ W prostszej postaci

a, =Aq, +f,

3.52
Qrozqr(o)’ (352
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B N T T (353)
YT )Tl ) AT R gl T lE R '

Gdy zastosujemy do rozwigzania rownania (3.52) metode przedstawiona w roz-
dziale 2.4 (posta¢ rownania (3.52), identyczna z postacia rownania (2.39)), otrzymamy
ostatecznie

gdzie

q, (t)=S7'Y(t)Sq, (o)+js—1v(t ~17)Sf, (7)dr

t (3.54)

=Z(t)q, (0)+J.Z(t—r)fr (7)dr,

gdzie Y(t) wyraza si¢ wzorem (2.48), a macierz S jest macierza sprowadzajaca ma-
cierz wspotczynnikéw A do postaci Jordana, tj. SAS™ = J (J jest macierza Jordana).

Pamigtajac o tym, ze g, (t) =[v, (t), v, (t)]", a wektor wspotczynnikéw rozwi-
nigcia funkcji przemieszczen ma postac v(t) = [vy(t), v,(t)]" oraz ze miedzy wektorami
V(1) 1 v,(t) zachodzi zwiazek (3.38), ostatecznie otrzymamy

v(t)= [_KB%/T(F:)\'f (t)} . (3.55)

Poniewaz bezposrednio z rownania (3.54) otrzymujemy réwniez wektor v, (t) =X, (t),
mozemy wigc bez formalnego rdézniczkowania (wzglgdem czasu) otrzymaé wektor
wspotczynnikow rozwiniecia funkcji predkosci

v(t)= [_KB%)): E’;)Xr (t)} . (3.56)

Procedura ta jest szczegdlnie efektywna w przypadku, gdy rozktad Jordana prowa-
dzi do jednokrotnych wartosci wkasnych. W tym przypadku macierz Jordana jest ma-
cierza diagonalna J = {4} i ukfad rownan (2.44) prowadzi do niezaleznych réwnan
postaci

2N
Vi ()=4;y;()+F; (1), Fi(t)=> sy fru(t), i=12..,2N, (357)
k

gdzie sy sa elementami macierzy S = W bedacej odwrotnoscia macierzy wiasnej W,
AW = W{1}.
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Po wyznaczeniu wszystkich funkcji y;(t) i wykorzystaniu zaleznosci q,(t) = Sy(t)
= Wy(t) otrzymamy

2N
O (1) =D Wy Vi), =12, ...2N. (3.58)
k

gdzie wj sa elementami macierzy wiasnej W.

W przypadku bardziej skomplikowanych wymuszen F.(t) (f:(t)) wygodniejsza
metoda rozwiazania rownania (3.57) moze by¢ bezposrednie catkowanie numerycz-
ne. Opisana metoda jest znana w literaturze pod nazwa metody modalnej (patrz np.
[94], 5.128).

Czas obliczen mozna skroci¢, odrzucajac nieistotne postacie drgan. Taka sama ope-
racje mozemy wykona¢ w przypadku postaci drgan obarczonych btedami (formy wiasne
odpowiadajace wyzszym czestosciom). W tym przypadku uwzgledniamy k < 2N form
wiasnych, a macierze transformacji W i S = W™ staja si¢ macierzami prostokatnymi,
odpowiednio o wymiarach 2N x k i k x 2N. Zmienia sie rdwniez liczba rozprzezonych
rownan (3.57) (zamiast 2N mamy teraz k réwnan) oraz liczba sktadnikow sumy (3.58),
gdzie granice sumowania 2N zastepujemy Kk (patrz [94], 5.128).

Z mozliwosci zmniejszenia bazy aproksymacyjnej korzystamy w zagadnieniach
aperiodycznych. Jak pokazano w p. 3.4.1 uzyskiwane przedstawiona metoda czgstosci
whasne w poczatkowej czegsci widma charakteryzuja si¢ bardzo duza doktadnoscia
i liczba tych bardzo doktadnych wartosci wiasnych zwigksza si¢ wraz ze wzrostem
rozmiaru szeregu aproksymujacego. Jednoczesnie dalsza czes¢ widma jest obarczona
btedami metody. Czestosci te oraz zwiazane z nimi formy wiasne jako ,,btedne” beda
pomijane.

W przypadku gdy macierz ttumienia jest liniowa kombinacja macierzy sztywnosci
i bezwladnosci C = BB+ kK, zamiast analizy uktadu (3.52) wygodniej rozwiazywac

zmodyfikowany uktad wyjsciowy (3.49)
v, + é‘l(ﬂé + zck)\‘/r +B7Kv, =V, +Cv, +Kv, =F,, (3.59)
gdzie
C=p1+xB'K,a F. =B'F..

Jezeli rozwiazaniem zagadnienia wiasnego, odpowiadajacego zadaniu opisanemu
rownaniem (3.59), sa jednokrotne wartosci wasne, macierza rozprzggajaca jest ma-

cierz wkasna @ (K(I)=<I){ o’ } ) Stosujac podstawienie v, = ®X oraz mnozac le-

wostronnie réwnanie (3.49) przez &, otrzymamy N rozprzezonych réwnan
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4 0+ (82 4 00 -0
N (3.60)
F’j(t)=2¢jkﬁ,k(t), i=12,.., N,

gdzie ¢ — czestosci whasne uktadu.
Po rozwiazaniu uktadu (3.60) i wykorzystaniu zaleznosci v, = ®x otrzymamy

N
Ve i (1)=D dux (1), =12, .., N. (3.61)
k

Zatozenie o postaci macierzy ttumienia C mozemy ostabi¢. Wystarczy, zeby ma-
cierz ta miata taka posta¢, aby iloczyn macierzy ® 'B7'C® w wyniku dawat ma-
cierz diagonalna.

Przykiad 3.3

Opisana metoda rozwiazemy nastepujace zadanie. Niech na uklad przedstawiony
na rysunku 3.3 dziata na catej dtugosci belki, prostopadte do osi, obciazenie rowno-
miernie roztozone

p(xt)= p[H(t)-H(t-1)] :%(2 p)[H(t)-H(t-4)], (362)
gdzie H(t) — funkcja Heaviside’a.

Rozkfad czasowy obciazenia przedstawiono na rysunku 3.9.

A

o' A t

Rys. 3.9. Obciazenie impulsowe belki

Rozwinigcie w szereg Czebyszewa przestrzennego rozktadu obciazenia w tym
przypadku redukuje sie do jednego wyrazu py = 2p, pi = 0, i # 0. Przyjmujemy zerowe
warunki poczatkowe v(0) = w(0) = 0. Geometryczne i materiatowe parametry przyj-
muja wartosci okreslone w przykladzie 3.1. Wykresy przemieszczen konca belki
wspornikowej w(-1, t) przedstawiono na rysunku 3.10, przy czym rysunek (a) dotyczy
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przemieszczen wywotanych impulsem o czasie trwania A = 0,05 s, a rysunek (b) zas
A=0,01s.

v? w(—1, t) x 10°
Rys. 3.10. Wykresy przemieszczen dla x = -1, wywotane przez impulsy prostokatne

Przyktad 3.4

Innym waznym typem obciazen wystepujacym w praktyce inzynierskiej sa obcia-
zenia ruchome. Typowym przyktadem zagadnienia, gdzie obciazenia te wystepuja,
jest zadanie drgan mostow wywotanych ruchem pojazdéw. Jak wiadomo, na koncowa
posta¢ réwnan ruch, oprocz modelu dzwigara, duzy wptyw ma model poruszajacych
sie pojazddw. Poniewaz problem ten doczekat sie wielu opracowan, a celem pracy nie
jest szczegotowe omodwienie zjawisk dynamicznych wynikajacych z interakcji migdzy
dzwigarem a r6znymi modelami pojazdéw, rozwazania ograniczymy do przypadku
obciazen nieinercyjnych, o ustalonej wartosci i ustalonym rozktadzie. W przypadku
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obciazen inercyjnych (ruchome masy resorowane i nieresorowene lub ich ztozone
uktady) w réwnaniach ruchu pojawiaja si¢ zmienne w czasie wspotczynniki i jak
wspomniano we wstepie tego typu problemy nie sa przedmiotem rozwazan w niniej-
szej pracy.

Rozpatrzmy zadanie, w ktérym obciazenie porusza sie po precie ze stata predko-
scia V. Rozklad przestrzenno-czasowy obciazenia po wprowadzeniu wielkosci bez-
wymiarowych i parametrow opisanych wzorem (3.7) oraz podstawieniu V = av jest
opisany wzorem

p(xt)=P(H(-1-x+wt)—H(-1-x)). (3.63)

Schematyczny wykres obciazenia przedstawiono na rysunku 3.11.

T

Rys. 3.11. Posta¢ obciazenia dla réznych czasow

Zanim okreslimy wyrazy szeregu Czebyszewa obciazenia p(x, t), zdefiniowanego
wzorem (3.63), wyznaczymy rozwiniecie wystepujacej w tym wzorze funkcji H(-x),
gdzie H(X) jest funkcja Heaviside’a. Formalnie k-ty wyraz szeregu tej funkcji jest
okreslony wzorem

21 ) 1 2% ) 1
H(x —X)[=— | H(X% —Xx)(1-x) 2T, (X)dx=—| (1-x") 2T, (x)dx,
A [H0o=x] = [HOo (1= 2T [ (1) 2Tl o
x%e[-11], k=0,12,..,
gdzie funkcja (1 — x*)™2 jest funkcja wagowa.
Po wykonaniu podstawienia x = cos t oraz wykorzystaniu przedstawionych w roz-
dziale 2 wzorow (2.5) i (2.11) otrzymamy

ST 2 __ 2 2y
a[H(xg —x) =~ sin (karccos ,) == Uy (30) (1= )7, .

aO[H(Xo - x)]= Z—EarccosxO k=123, ..
T

Gdy mamy wzory (3.65), okreslajace wyrazy rozwiniecia w szereg Czebyszewa
funkcji H(—x), mozemy wyznaczy¢ wyrazy rozwinigcia obciazenia p(x, t):
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ek=0
o (t)= —Pg(arccos (vt —1)—arccos(-1)), (3.66)
I
ek=1,23,..
2 2 3
pk(t):—PEUk_l(vt—l)(l—(vt—l) 2. (3.67)

Jako przyktad ilustrujacy zagadnienie drgan wymuszonych obciazeniem rucho-
mym rozwiazemy belke stalowa przedstawiona na rysunku 3.12.

os odniesienia ¢
—a A / a
JA— (9
1

> hy (%)

OT | TO

Rys. 3.12. Analizowana belka

Geometria belki opisana jest funkcjami

h, (x):%c(Tz(x)—l)—b,
(3.68)

s (X)==2c(T,(x)-1) +b

gdzie T,(X) = 2x° -1 jest wielomianem Czebyszewa | rodzaju, drugiego stopnia.
Przyjmiemy ponadto:

a=10m, b=01m, ¢c=0,056m, d=0,2m.

Rozwaza¢ bedziemy dwa schematy statyczne: belke swobodnie podparta oraz
belke wspornikowa. Pozostate parametry to: modut Younga E = 2,067-10" N/m?,
gestosc belki py = 7845,45 kg/m®, predkos¢ ruchu obciazenia v = 30 m/s, obciazenie
P = 1 N/m. W ukfadach pominieto ttumienie. Do aproksymacji uzyto 11 wyrazow
szeregu Czebyszewa. Uzyskane wyniki w postaci funkcji przemieszczen, zaleznych
od czasu dla charakterystycznych punkéw analizowanych belek x, = -0,5, 0,0 oraz
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[ e— Vv

w(x,t,) x10°

Rys. 3.14. Przemieszczenia belki swobodnie podpartej wywotane ruchomym obciazeniem
w wybranych chwilach: ty = 0,25T (=), ty = 0,5T (===~ ), to=0,75T (=), to=T (***)
(T — czas przejazdu frontu obciazenia przez belke)

% = -1,0, -0,5, 0,0, 0,5 przedstawiono na rysunkach 3.13 i 3.15. Czas obserwacji
ograniczono do czasu przejazdu sity po belce. Funkcje przemieszczen catej belki
w wybranych chwilach t, = 0,25T, 0,5T, 0,76T, 1T, gdzie T — czas przejazdu przez
belke frontu obciazenia (rys. 3.14 i 3.16).
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—> vy

W(X,,t) x10°

Rys. 3.15. Przemieszczenia belki wspornikowej wywotane ruchomym obciazeniem w wybranych
punktach belki: xo =-1,0 (==, Xg =-0,5 (*=*= ), % =0,0 ( ), X0=0,5( )

w(X,t,)x10°

Rys. 3.16. Przemieszczenia belki wspornikowej wywotane ruchomym obciazeniem w wybranych
chwilach: ty = 0,25T (= ), ty=0,5T (***'), t,=0,75T (=), tr=T ()

3.5. POROWNANIE RQZWIAZAN ZAGADNIENIA
WLASNEGO PRETOW PRYZMATYCZNYCH
UZYSKANYCH ROZNYMI METODAMI

W celu zbadania dokfadnosci i skutecznosci metody prezentowanej w pracy porow-
namy otrzymane rozwiazania z doktadnymi rozwiazaniami analitycznymi (patrz Nowacki
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[139]). Jako zadanie testowe rozwazymy zagadnienie wiasne belki pryzmatycznej. Z do-
kladnym rozwiazaniem analitycznym poréwnamy réwniez rozwiazania uzyskane innymi
metodami przyblizonymi. Poréwnywane metody to: metoda elementéw skonczonych oraz
metody aproksymacyjne, w ktérych rozwiazania poszukujemy w postaci klasycznego sze-
regu potegowego oraz klasycznego (trygonometrycznego) szeregu Fouriera. Obliczenia
wykonamy w przypadku dwdch typdw belek: belki wspornikowej oraz belki na jednym
koncu sztywno utwierdzonej, a na koncu drugim swobodnie podpartej —=a. _, ktdra
w dalszej czgsci pracy bedziemy nazywac belka sztywno-przegubowa.

Nie wchodzac w szczegGty zwiazane z wyprowadzeniem réwnan, przedstawiamy kon-
cowe wzory pozwalajace na wyznaczenie poszukiwanych wspotczynnikow szeregow
aproksymujacych doktadne rozwiazania. W przypadku zastosowania szeregow Fouriera
réwnania te przyjmuja postac:

o Belka wspornikowa (aproksymacja kosinusowa)

o k2,2
> ] 2(0) 4 G+ SEELE e g2 22w o
k=L Om 30y

2 (3.69)
6—(—1) L
MV\/', m=1 2,3 ..
= 30

gdzie L = 2a — dtugos¢ belki, w{ —wspotczynniki rozwinigcia w szereg Fouriera drugiej
pochodnej funkcji przemieszczen 0°w/ox’, x = X/L — zmienna bezwymiarowa,

o =-—, k=123 .., & :izi4
w” pAL

a om— symbol Kroneckera.

Po zastapieniu we wzorze (3.69) sum nieskonczonych sumami skonczonymi i roz-
wiazaniu dla otrzymanego uktadu rownan zagadnienia wasnego dostajemy wartosci
whasne oraz odpowiadajace im wspotczynniki rozwinie¢ form wiasnych. Formy te
oraz ich kolejne trzy pochodne wyznaczamy ze wzorow

1 o W 1 2 2
=—W—-) — wW(L)—(3x"-L"),
w(x) 5 b kziaf cos g X+ W ( )GL( X )
:i%sinakx+W(L)lL,
k=l (3.70)
W’ (X) = Wik )+Z\/\4(cosakx
L ia

w”(x ZakV\/ksmakx

k=1
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gdzie

e Belka sztywno-przegubowa (aproksymacja sinusowa) — koncowe wzory przyj-
muja postac

(3.71)

gdzie

4
/12=C()2 pAL
EJ

a M(0) jest nieokreslona wartoscia momentu gnacego w punkcie x = 0 (funkcje witasne
wyznaczamy z dokfadnoscia do statego mnoznika).

Po wyznaczeniu wartosci whasnych oraz odpowiadajacych im wspotczynnikéw
rozwinie¢ form whasnych, formy te wyznaczamy ze wzoréw

w(x):—i %; singg x,  W(X) :—i W
k=1 O k=1 Ok

COS 04 X,
(3.72)
W(x)= D wsinggx,  W(X)= D a4 W cosayX.
k=l k=l

Do wyprowadzania prezentowanych réwnan wykorzystano wzory przedstawione
w pracy Kacnera [82].

W przypadku zastosowania do aproksymacji szeregéw potegowych do rozwiaza-
nia wykorzystamy metode Hadamarda (patrz Nowacki [139], s. 448). W metodzie tej
funkcja przemieszczen i jej pochodne sa okreslone wzorem

- k - k
W(X)=zwk%, W(p)(x):ZWker%, (3.73)
k=0 ; k=0 :

Koncowe réwnania pozwalajace na rozwiazanie zagadnienia wiasnego belki pry-
zmatycznej maja postac¢

W, =A%W,_,, k=4,56, .., (3.74)
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gdzie

4
0> pPAL .
EJ

A% =

Réwnania te nalezy uzupetni¢ czterema réwnaniami wynikajacymi z warunkow
brzegowych:
o belka wspornikowa

12K -
(4k) kz 4k+1 0 (3.79)

2(k+1) = g2

2 e T g

2
=
Mx OMX

w(1)=w,

o belka sztywno-przegubowa

w(0)=w, =0,
W(0)=w; =0,
oo //le oo
1)= , 3.76
W)W224k2) k24k3) (379
ﬂZk ) /12k

=W, Z

W?’Z (4k+1)!

We wszystkich stosowanych metodach przyjeto identyczne (lub w przypadku MES
nieznacznie wigksze) rozmiary baz aproksymacyjnych m = 25. Réwnania opisujace
zagadnienie przyjeto w postaci bezwymiarowej, dlatego w przypadku czestosci wia-

snych nalezy pamigta¢ 0 mnozniku wymiarowym +/EJ / (pAL*), gdzie EJ - sztywnos¢
belki na zginanie, p — gestos¢ belki przypadajaca na jednostke objetosci, A—pole
przekroju poprzecznego, L — dtugosc.

Doktadne oraz otrzymane przyblizonymi metodami wartosci wiasne przedsta-
wiono w tabelach 3.6 i 3.7. W tabelach tych w celu okreslenia stosowanej do roz-
wiazania metody przyjeto nastepujace oznaczenia: MES — metoda elementéw skon-
czonych, CF - metoda aproksymacyjna z aproksymacja rozwiazan klasycznymi
szeregami Fouriera, CP — metoda aproksymacyjna z aproksymacja klasycznymi sze-
regami potegowymi.
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Oprécz czestosci whasnych poréwnano réwniez wektory wiasne. W tym przypadku
przedmiotem poréwnan byty funkcje bteddw wzglgdnych okreslonych wzorem

f(x)—f(x
ey 10T - s 67
gdzie f(x) — rozwiazanie dokfadne, F(x) — rozwiazanie przyblizone, natomiast
||f(x)||: sup |f(x)|
-1<x<1
Tabela 3.6. Czestosci whasne belki wspornikowej wyznaczone réznymi metodami
2 @ @5 o) @5 @5 @ @y @

MES | 3,51602 | 22,0347 | 61,7028 | 120,943 | 200,043 | 299,154 | 418,579 | 558,796 | 720,474
CF 3,51544 | 22,0424 | 61,6843 | 120,964 | 199,863 | 298,796 | 417,147 | 555,847 | 713,693
CP 3,51602 | 22,0345 | 61,8060 | 96,6521 C C C C C

Praca | 3,51602 | 22,0345 | 61,6972 | 120,902 | 199,86 | 298,556 | 416,991 | 555,116 | 712,865

Doktadne | 3,51602 | 22,0345 | 61,6972 | 120,902 | 199,86 [ 298,556 | 416,991 | 555,65 | 713,079

Tabela 3.7. Czgstosci whasne belki sztywno-przegubowej wyznaczone r6znymi metodami

O] @ 0] @y 0] Ws @y 0] 0]
MES 15,4183 | 49,9679 | 104,275 | 178,40 | 272,500 | 386,842 | 521,893 | 678,343 | 857,116

CF 15,6742 | 50,8163 | 106,071 | 181,47 | 277,045 | 392,829 | 528,856 | 685,165 | 861,797
CP 15,4182 | 49,9623 C C C C C C C

Praca [ 15,4182 | 49,9649 | 104,248 | 178,27 | 272,031 | 385,531 | 518,773 | 671,748 | 844,135

Dokladne | 15,4182 | 49,9649 | 104,248 | 178,27 | 272,031 | 385,531 | 518.771 | 671,750 | 844,468

C - oznacza zespolona wartos¢ wiasna

Poniewaz formy wiasne wyznaczamy z doktadnoscia do statego mnoznika, mnoz-
nik w rozwiazaniu przyblizonym przyjeto tak, aby btad sredniokwadratowy

1 ~
L(f (X) — f(X))*dx przyjmowat wartos¢ najmniejsza. Wykresy btedéw wzglednych

(3.77) wybranych form wihasnych (W;, @), (W, @), wyznaczonych réznymi meto-
dami, pokazano w skali logarytmicznej na rysunkach 3.17 i 3.18. Rysunki te dotycza
odpowiednio wynikow dla: belki wspornikowej oraz belki sztywno-przegubowe;j.

Analiza doktadnosci uzyskanych wynikdéw pokazuje bardzo dobra zgodnos¢
miedzy czestosciami wiasnymi obliczonymi proponowana metoda a doktadnymi
wartosciami czestosci wyznaczonymi analitycznie. Btad wzgledny pierwszych 9
czestosci whasnych nie przekracza wartosci 3,9-10™. Podobnie bardzo dobrze aprok-
symowane sa formy wiasne.
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Rys. 3.17. Wykresy btedéw wzglednych E,, okreslonych wzorem (3.69) wybranych form wtasnych belki
wspornikowej, wyznaczone z wykorzystaniem nastepujacych metod: proponowana metoda (=),
aproksymacja klasycznym szeregiem Fouriera (====), MES (—), aproksymacja klasycznym
szeregiem potegowym (- )
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Rys. 3.18. Wykresy btedéw wzglednych E,, okreslonych wzorem (3.69) wybranych form wtasnych belki
sztywno-przegubowej, wyznaczone z wykorzystaniem nastepujacych metod: proponowana metoda (—),
aproksymacja klasycznym szeregiem Fouriera (****), MES (—), aproksymacja klasycznym szeregiem

potegowym (=)

Z analizy wartosci wihasnych (patrz tabele 3.6 i 3.7) oraz wykreséw bteddw
wzglednych, zdefiniowanych wzorem (3.77), réznych metod rozwiazania zagadnie-
nia whasnego (patrz rys. 3.17 i 3.18), widzimy, ze najdoktadniejsze wyniki uzyskano
metody prezentowana w pracy. W przypadku form wiasnych btad ten jest mniejszy
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od bteddw innych metod rozwiazania o kilka rzeddéw wielkosci. Szczegolnie jest to
widoczne w przypadku drugiej i trzeciej pochodnej funkcji przemieszczen. Podobna
doktadnos¢ pierwszych dwadch wartosci i form wiasnych data metoda aproksyma-
cyjna z wykorzystaniem klasycznych szeregéw potegowych, niestety juz od piatej
czestosci, w przypadku belki wspornikowej oraz od trzeciej czestosci w przypadku
belki sztywno-przegubowej, uzyskujemy niedajace si¢ z niczym poréwnaé rozwia-
zania zespolone. Osobnego komentarza wymagaja nieprezentowane w pracy wyniki
dla belki swobodnie podpartej. W tym przypadku najlepsza aproksymacje¢ uzyskano
za pomoca klasycznych szeregow Fouriera (prezentowana metoda dawata btad
o kilka rzedow wigkszy). Wynik ten jednak nalezatoby traktowac jako wyjatek od
reguty. Tak dobra aproksymacja za pomoca klasycznych szeregdéw Fouriera w przy-
padku belki swobodnie podpartej wynika z faktu, ze doktadne, wyznaczone anali-
tycznie, formy wiasne tego typu belek maja posta¢ sinusoid A;sin gsx. W przypadku
zastosowania do aproksymacji szeregu Fouriera rozwiazania zagadnienia wiasnego
(formy wiasne) okreslone sa przez jeden odpowiedni wyraz szeregu i przyjmuja po-
sta¢ rozwiazania doktadnego. Pojawiajace si¢ w rozwiazaniu btedy wynikaja z ogra-
niczonej doktadnosci obliczen.

Co prawda, wykonanie poréwnan kilku przyktadéw nie pozwala na formutowa-
nie bardzo ogélnych wnioskéw, niemniej jednak przyktady te pokazuja, ze doktad-
nos¢ rozwiazania otrzymanego proponowana metoda przyblizona w stosunku do sci-
stych, analitycznych rozwiazan jest bardzo duza. W rozwazanych przypadkach jest
ona wigksza o kilka rzedow niz doktadnos¢ rozwiazan otrzymanych innymi przybli-
zonymi metodami.



4. ZAGADNIENIE DRGAN PRETOW
NIEPRYZMATYCZNYCH O OSI KRZYWOLINIOWEJ]

4.1. WPROWADZENIE

W rozdziale 3 prezentowane rozwazania dotyczyty belek niepryzmatycznych
0 osi prostoliniowej. Mimo braku takiego zatozenia w pracach omawianych w po-
przednim rozdziale (co mogtoby sugerowac, ze wykorzystywane tam rownania maja
charakter uniwersalny i dotycza kazdej niepryzmatycznej belki Eulera), zdaniem
autora wszystkie cytowane prace dotyczyly tego typu belek. W przypadku gdy os$
belki nie jest prostoliniowa, powstaje watpliwosé: czy taka belkg nadal mozna opi-
sa¢ tymi samymi rownaniami, ktore opisuja belkg prostoliniowa? Odpowiedz na to
pytanie uzyskamy, analizujac analogiczny problem w teorii ptyt. Odpowiednikiem
belki o prostoliniowej i nieprostoliniowej osi w teorii ptyt sa ptyty odpowiednio
0 symetrycznej i niesymetrycznej niejednorodnosci poprzecznej. Dla ptyt o syme-
trycznej niejednorodnosci poprzecznej plaszczyzna odniesienia jest ptaszczyzna
srodkowa, a wyprowadzone wzglgdem niej réwnania przemieszczeniowe Sg rozsepa-
rowane (oczywiscie mowimy tutaj o liniowym modelu ptyty, w ktdrym pomijamy
wptyw sit tarczowych na jej przemieszczenia poprzeczne). W przypadku gdy pyta
jest niesymetrycznie niejednorodna poprzecznie, wprowadzamy do opisu jako ptasz-
czyzne odniesienia tzw. ptaszczyzne podstawowa (patrz praca pod redakcja Woz-
niaka [195]), a wyprowadzone wzgledem tej ptaszczyzny réwnania przemieszcze-
niowe sa rGwnaniami sprzezonymi.

Analogicznie postapimy w przypadku belek o osi krzywoliniowej. Wprowadzimy
mianowicie do opisu belki prostoliniowa 0$ odniesienia. Uzyskane wzgledem tej osi
réwnania przemieszczeniowe sa wtedy rownaniami sprzezonymi.

W analizowanym przyktadzie numerycznym dokonamy poréwnania rozwiazania
ukfadu sprzezonego otrzymanego dla belki o osi krzywoliniowej, z rozwiazaniem
uproszczonym (brak sprzezen w réwnaniach), uzyskanym w przypadku modelu belki,
w ktérym tg o$ ,,wyprostowano”.
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4.2. SFORMULOWANIE PROBLEMU

W dotychczasowych rozwazaniach analizowalismy prety niepryzmatyczne, w kto-
rych o$ byta linia prosta. W niniejszym rozdziale rozpatrzymy przypadek, w ktérym
warunek ten nie jest spetniony. Rozwazmy pret 0 zmiennym przekroju, symetrycz-
nym wzgledem ptaszczyzny ruchu XY. Wykorzystujac wzory okreslajace stan napre-
zen w pretach liniowo-sprezystych (patrz np. [54], s. 209) oraz réwnania rownowa-
gi, otrzymamy nastepujace réwnania opisujace drgania preta

02 ow | 92 ou 0 au oW Jow IwW
EJ - ES, = |- L 9v _ -p
axz[ Zasz axz( Szax] ax[[ ¥ Jax]+ ra

(4.1)

9 [ a9V 0°W 0°U oW
- -E -sy =R,
X [ x £xg ] P~ oxa

gdzie U i W sa podtuznymi i poprzecznymi przemieszczeniami punktoéw osi odniesie-
nia X (niebedacej w analizowanym przypadku osia preta); Jz(X), S(X), A(X) sa odpo-
wiednio momentem bezwadnosci, momentem statycznym (wzgledem osi Z) oraz po-
lem przekroju poprzecznego, a S;'(X) =S, (X)o(X) jest masowym momentem
statycznym. Prostopadta do ptaszczyzny ruchu preta 0$ Z nie jest w tym przypadku
centralna gtdwna osia bezwladnosci przekroju. Analizowany uklad schematycznie
przedstawiono na rysunku 4.1.

EJ(X), EAX), A(X)

P(X, 1)
0$ preta ‘ R(X, t o$ odniesienia
== L_:—} f >
z —%0  [TEX X
« \%/@ 0$ odniesienia
po deformacji
Y
Y \

Rys. 4.1. Schemat uktadu
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4.3. ROZWIAZANIE ZADANIA

Rozwazania rozpoczniemy od rozwiazania zagadnienia, w ktdrym pominiemy
wphyw sit osiowych

oU 9’ W
N(X,t)= EAa_X_ESZ axz

(4.2)

na poprzeczne przemieszczenia preta. W tym przypadku rownania (4.1) upraszczaja
si¢ do postaci

2 2 2 2
P) (EJ aw} P) (Eszau}pawzp,

oxZ| " Fax? ) ax2\ T rax ) "o
2 2 " (43)
0 (L, 0U . W) U
~ 9 eaY g ipl) _gp W g
ax( o Szasz P axar

a okreslone w (2.24) funkcje |5m, P, odpowiadajace uktadowi réwnan (4.3), po przej-
sciu w tym uktadzie do zmiennych bezwymiarowych x = X/a, w= W/a, u = U/a okre-
slone sa wzorami:

o wspétczynniki zwiazane z ™ (x,t) = [amw/ ox™, 9™/ axm]T

| 9%Ed JES, |
oEJ z -2
_[BlL 0] |25 dES | PV ax
PO = ’ P]_ = ! P2 = !
0 0 dES, 0 4% _4ea
oX ]
(4.4)
_ 82ESZ _
0 —d Y 00 np
I’:\>3 = ’ I’:\>4 = ’ IS = 1
0 _d aiA 0 O nr
L ox
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- - - c .. .o T
o wspétczynniki zwiazane z ™ (x,t) = [amw/ ox™, 9™t/ axm]

00 0 0 gp O
00 g 0 0 gp

Wystepujace we wzorach (4.4) i (4.5) state sa okreslone we wzorze (3.7). We wzo-
rach tych przyjeto ponadto ES, = EA, aES;, a w oznaczeniach funkcji bezwymiaro-
wych, podobnie jak w rozdziale 3.2, dla uproszczenia zapisu zastosowano oznaczenie
EJ zamiast EJ itd.

Zalezne od funkgcji I5m funkcje Q,, przyjmuja postac:

- 9%EJ JES,
=z 0 85;2 ~ES, w4 ox
QO = ' Ql = ' QZ = 1
0 O
: dES, 0 2d%ES _gea
L ox 1 (4.6)
0 0
00 np
Q3 = 2 ’ Q4 = ’ ls =
da ES, daiA 00 nr
ox? ox

a funkcje S, zalezne od funkcji ﬁm wyrazaja Si¢ wzorami:

0 0 0 0 9p

Po podstawieniu do wzoru (2.29) sumy Qn, + Sy, m = 1, 3, 4, wykonaniu prze-

ksztatcen szczeg6towo opisanych w p. 3.3, otrzymujemy nieskonczony ukiad rownan
rézniczkowych

5 [lall) el MWL AW, Z e ]

k=01 2, 3,..
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w ktorym wystepujace wspotczynniki okreslone sa wzorami
ly (k1) =8(k*=9) (k> =4I
=
{(k+1)(| ~1)ac =2 (k=1 +2j)ac.) +(k=1)(1 -1)& ]

kip (k1) =-4d (k2 _9)(k2 _4)| ((k"‘l)(sk—l—l_§<—|+1)_(k_1)(51<+|—1 +§<+|+1))'
k21(k'|)=4d(k2 _9)(k2 _4)I (K +2)(Se2 = Serr1) = (K1) (Sccin + Scran)
+(k+1)(k+2)(1 +1) S5 = (k=1)(k=2)(I =1) S0

1-1
—122(k—| +1+2j)§<_|+1+2j )1

oo (K1) ==2d(K* =91 ((k+1)(k+2)a
—2(k2 _4)ak—l +(k=-1)(k-2)a .,
_(k+1)(k+2)ak+l—2 +2(k2 _4)ak+| _(k_l)(k_z)ak+l+2)v (4-9)

mll(k,l)=—%g[(k+1)(k+2)(k+3)(gk_,_4+gk+,_4)
—~4(k+3)(K* = 4)( gtz + Gear2)
+6k(k2 —9)(9k_| + Ol )—4(k—3)(k2 —4)(9k_|+2 + Okris2)
+(k=1)(k=2)(K=3)(G 14 + Grrira) |-

my, (k1) =gl [(k+1)(k+2)(k+3)(s;“_|_3 ~ 7 5)-3(K? ~9) (k+2)(SP 4~ sy 4 )
+3(k2 = 9) (k= 2)( S~ Sha-a) = (k=) (k= 2) (k=3) (8813 = Shsa) |

rr122(k,l)=—%g[(k+1)(k+2)(k+3)(gk_|_4+gk+|_4)
~4(k+3)(K* =4)( 912 + G o)
+6k(K2 =9)(Ghs + it )~ 4(k=3)(K2 = 4)(Ghc 112 + Grer2)
+(k=1)(k—=2)(K=3)( Gy 14s + Okstsa) ] (4.10)
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Pl(k)zn((k+1)(k+ 2)(k+3) Py — 4(Kk+3)(K* = 4) pe_, +6k(k*-9) py

~4(k=3)(K* =4) ez + (k=1)(k=2)(k=3) Pra ).
)

(K+2)(k+3)rqg —4(k+3)(K* —4)r,_, +6k(K* =9}

|
SN
~
|
w
~
—_—

k2—4)rk+2+(k—1)(k—2)(k—3)rk+4), (4.11)
gdzie
a[E),]=q.a[EAl=a,a[ES]=5, a[p]=g.a[S|=5" a[p]=p.a[r]=r

Pierwsze 8 rownan (4 grupy po 2 réwnania) jest spethionych tozsamosciowo.
Roéwnania te zastgpujemy szescioma rownaniami opisujacymi warunki brzegowe.
Liczba warunkéw brzegowych wynika z rzedéw rownan wystepujacych w ukfadzie
(4.3). Do opisu kinetycznych warunkow brzegowych wykorzystamy nastepujace wzo-
ry okreslajace sity przekrojowe (wzory w postaci bezwymiarowej)

_M(ax t)a Jdu 2*w

m(x,t)_E—JO_dESZﬁ_E ZW,
2
q(x,t)z%—d[—EszJ dESZa—
0 % 4.12)
J 92w P w “
-| =E), |5—=-EB),7—,
(3x J&xz ax

n(x,t):% QU_ESZ_

Po rozwinigciu sit przekrojowych opisanych wzorem (4.12) w szereg Czebyszewa
i wykorzystaniu wzoréw okreslajacych wartosci wielomianow Czebyszewa w punk-
tach £1 (wzory (2.34), (2.35)) otrzymujemy

m(+1,t)=w%a:t)a=§(d ES,.|y —%EJHIZ(IZ —1)V\4j,
m(-1,t)=%it)a=§'(-d ES, (1) 12y —%EJZ_(—l)I 12 (17 -1)w j
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q(+1,t)=M i,(dlz[ES;_'f‘ ( —1)E32+}u|

E‘]O 1=0

S A ENY

E‘JO =0
+(—1)'|{—§(|2—1)EJ;+i(| ~1)(12-4)E }wij
n(+1,t)=%= I;(EAI e ESHIZ( )ij
n(—1,t)=%= g'(—EA_(—l) ——ESZ( 1)'17(12 —1)\/\4} (4.13)

gdzie we wzorze zastosowano nastgpujace oznaczenie
f=f(-1), f,=1().

Do opisu kinematycznych warunkdw brzegowych wykorzystamy wzory (3.30)1_,
i (3.31);.

W przypadku uwzglednienia wptywu sit osiowych na poprzeczne drgania preta
rozwazane zagadnienie komplikuje sig, poniewaz jest opisane przez nieliniowy ukfad
rownan (4.1). W celu uproszczenia postaci wyrazu nieliniowego wystepujacego
w ukladzie (4.1) uktad ten zapiszemy w postaci

=P,

92 LEJ azw] i(ESZauj_aNaw NOW oW
(4.14)

| T T axE T ax ) Tax ax T N axz P
0 au w azu oW

- m —
oX ax at2 SZaxat2

gdzie zgodnie z (4.2) przyjeto

ouU 0’ W
N=EA—-E
oX > X2’

Opisywana w pracy metoda dotyczy tylko réwnan rézniczkowych liniowych.
Mozna ja jednak zastosowac¢ posrednio do réwnan nieliniowych. Posrednie zastoso-
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wanie metody polega na linearyzacji danego ukfadu réwnan. W wyniku linearyzacji
rownanie nieliniowe zostaje zastapione ciagiem rekurencyjnie tworzonych réwnan
rozniczkowych liniowych, a te z kolei sa rozwiazywane przedstawiona w pracy meto-
da (patrz [144], s. 330).

Po wprowadzeniu zmiennych bezwymiarowych, zastosowana do linearyzacji pro-
cedura iteracyjna, przyjmuje posta¢

Wy, IEI, Py 9EJ, Wy
ot ox o % e

o%u JES, 9’y 9%ES, U
dl gs P, (r) Q)
( > ox T ox? " x> oX

EJ

(4.15)

n=0,12, ...

W pierwszym kroku iteracyjnym przyjmujemy Ny = 0 (pominigcie w pierwszym
kroku wptywu sit osiowych na poprzeczne przemieszczenia preta). W przypadku gdy
Sa znane wartosci sit osiowych od obciazenia statycznego Nga(X), W pierwszym kroku
iteracyjnym mozemy przyja¢ Ny = Newi(X). W kolejnych krokach iteracyjnych przyj-
mujemy
oY "Wy

1)
= , n=123.. 4.16
PR W (4.16)

n—.

Nin) =EA

n

We wzorze (4.15) wprowadzono state i funkcje bezwymiarowe okreslone w (3.7),
wyjatkiem jest inne okreslenie funkcji N =N/EA,. Ponadto w celu uproszczenia zapi-

su przyjeto oznaczenia EJ zamiast EJ itd.

Wigkszos$¢ macierzowych wspotczynnikow I5m, P i Ifim ukfadu (4.15) wyraza sig
wzorami (4.4) i (4.5). Rdznice dotycza tylko wspdtczynnikow ISZ, I53, ktére w tym
przypadku sa okreslone wzorami
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OB, 4N _og9ES: Ny %ES,
. X (") ox . ox ox°
d%ES: _dEA 0 _g9EA
oX i L oX
a zalezne od nich wspétczynniki Q,, Qs przyjmuja postaé
[ 9%EY, JES, | N, |
—dN d—= d 0
X (M= ax X
Q, = , Qz= (4.18)
2
_2d%ES _4EA g UES, 4 9EA
L X ] Y ox |

Po podstawieniu do wzoru (2.29) Qn + Si, m =0, 1, 2, 3, 4 i wykonaniu prze-
ksztatcen otrzymujemy nieskonczony uktad réwnan opisany wzorem (4.8). Wszystkie
wystepujace we wzorze (4.8) wspotczynniki, z wyjatkiem ks (K, 1), sa okreslone wzo-
rami (4.9)—(4.11). Wspétczynnik ki, (k, I) wyraza sie natomiast wzorem

iy (k1) =8(k* -9)(k* - 4)

1-1

I{(k+1)(| ~1)ac —2) (k=1+2j)8 ) +(k-1)(1-1)&

j=1

] (4.19)

1S (D 1Mol

—2(k2 _4)(Nk—l =Ny )(n) +(k=1)(k=2)(Ny,o - Nk+'+2)(n))'

Modyfikacji ulega tez wzor okreslajacy sity tnace (4.12), w ktorym nalezy dodac
dodatkowy sktadnik N ow/ox oraz odpowiednio zmodyfikowa¢ wzory (4.13); 4.
Przyktad 4.1

W przyktadzie rozwiazemy zagadnienia wiasne belki o osi krzywoliniowej (rys.
4.2a) oraz dla jej odpowiednika o osi prostoliniowej (rys. 4.2b)

Geometria belki o osi prostoliniowej jest okreslona wzorem (3.68). Geometria bel-
ki 0 osi krzywoliniowej jest opisana natomiast wzorem

hg(x):—b,
hy (x) =—¢(T,(x)-1)+b,

gdzie T,(X) = 2% — 1 jest wielomianem Czebyszewa | rodzaju, drugiego stopnia.

(4.20)



Zagadnienie drgai pretoéw niepryzmatycznych o osi krzywoliniowej

73

a) 0$ odniesienia d
_a A o1 /7 4
o - ., hy (%)
A 0.2 A-A
b) 0$ odniesienia d
c L= /7 y
: JA— b
B — _,__J X ha(x)
A \J A-A

Rys. 4.2. Belka o osi krzywoliniowej (a), odpowiadajaca tej belce belka
»Wyprostowana” o osi prostoliniowej (b)

Przedstawione na rysunku 3.12 oraz we wzorze (3.68) i (4.20) parametry przyj-
muja wartoscia=1,0m, b=0,1 m, c=0,05m, d=0,2 m. Pozostate parametry to:
E =2,8- 10" N/m?, p, = 2400 kg/m>. Rozwazaé bedziemy dwa schematy statyczne: bel-
ke swobodnie podparta oraz belke wspornikowa. W przykfadzie tym w celu uzyskania
duzej doktadnosci rozwiazan do aproksymacji uzyto 50 wyrazéw szeregu Czebyszewa.
Jak juz wezesniej wykazalismy drgania belki o osi krzywoliniowej sa opisane réwnaniami
sprzezonymi. W przypadku belki o osi prostoliniowej rdwnania te si¢ rozprzegaja.

Otrzymane w wyniku rozwiazania czestosci wlasne zostaty przedstawione w tabe-
lach 4.1 i1 4.2. W pierwszym wierszu umieszczono wartosci uzyskane w wyniki roz-
wiazania ukladu sprzezonego, tj. belki o osi krzywoliniowej. Kolejne dwa wiersze za-
wieraja wartosci wiasne dotyczace belki o osi prostoliniowej, odpowiadajace
odpowiednio ,,poprzecznym” oraz ,,podtuznym” formom wiasnym.

Tabela 4.1. Wartosci wtasne belki wspornikowej

wy, rad/s [0 0 y 03 Wy
Formy sprzezone | 208,15977 | 1459,9777 | 2686,8541 | 4063,6880 | 7818,8809 | 8210,4024
Formy W 208,12565 | 1478,7192 - 4078,9303 | 7944,0417 -
Formy U - - 2664,2312 - - 8040,7086
Wy (2] (2] W (2N (V)
Formy sprzezone | 12881,5945 | 13651,296 | 18652,670 | 19632,536 | 24273,272 | 26843,178
Formy W 13089,8790 - - 19517,688 - 27228,500
Formy U - 13327,075 | 18621,107 - 23915,266 -
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Tabela 4.2. Wartosci whasne belki swobodnie podpartej
wy, rad/s [0 0 N s ws
Formy sprzezone 688,02455 | 2488,6149 | 2799,0824 | 5793,9015 | 8138,5473 | 10265,988
Formy W 691,44619 | 2609,9372 - 5837,4972 - 10344,580
Formy U - - 2664,2312 - 8040,7086 -
w; 4 ] o [N (V]
Formy sprzezone | 13542,400 | 15955,802 | 19019,129 | 22606,546 | 24814,364 | 29002,185
Formy W - 16132,788 - 23203,307 - -
Formy U 13327,075 — 18621,107 - 23915,266 | 29212,266

Dokonano réwniez poréwnania form wiasnych analizowanych belek. Poniewaz
formy wiasne sa okreslone z doktadnoscia do statego mnoznika, formy otrzymane dla
belek o osi krzywoliniowej unormowano z uzyciem normy sup | f(x)|, co daje dla

|x<1
tych belek funkcje wlasne o maksymalnej wartosci rownej 1,0. Formy wiasne belek
0 osi prostoliniowej unormowano natomiast w taki sposéb, by zminimalizowa¢ btad
sredniokwadratowy

[ (0= 1P (),

gdzie f i f¥ sa formami wiasnymi odpowiednio dla belki o osi krzywo- i prostoli-
niowej.

Tak unormowane formy wiasne poréwnano, wprowadzajac jako miare réznicy po-
przecznych form wiasnych W, funkcje

Diff [W ]=W" (x)-W" (x) (4.21)

a dla form podtuznych

Diff [U; ]= U (x)=U (x)-g(x)r (x), (4.22)
gdzie ¢(X) — kat obrotu przekroju poprzecznego, r(x) — odlegtos¢ migdzy osia belki
a osiag odniesienia (patrz rys. 3.12).

Ostatni sktadnik we wzorze (4.22) okresla naturalng réznice w przemieszcze-
niach podtuznych miedzy dwoma punktami A(X) i B(Xo) lezacymi odpowiednio na
osi odniesienia i na osi belki. Otrzymane wyniki w postaci wykreséw przedstawio-
no: dla belki wspornikowej na rysunku 4.3, dla belki swobodnie podpartej na rysun-
ku 4.4.
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Rys. 4.3. Rdznice miedzy formami wiasnymi Diff[W] i Diff{U;] belki wspornikowej
0 osi krzywoliniowej i jej odpowiednika o osi prostoliniowe;j:

i=1(=),i=2( ), i1=3( ), i=4( )
<
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;& -0,02
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Rys. 4.4. Rdznice miedzy formami wtasnymi Diff [W(] i Diff [U;] belki swobodnie podpartej
0 osi krzywoliniowej i jej odpowiednika o osi prostoliniowe;j:
i=1(=),i=2( ), i=3( ), i=4( )
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Przedstawione rezultaty pokazuja, ze zastapienie belki o osi krzywoliniowej (uktad
sprzgzony) jej odpowiednikiem o osi prostoliniowej (uktad rozprzgzony) moze dawac
roznice migdzy otrzymanymi rozwiazaniami. Widoczne przy poréwnywaniu wartosci
wiasnych réznice pierwszych 12 wartosci wkasnych wynosza:

o belka wspornikowa — formy poprzeczne 1,62%,
— formy podtuzne  2,38%,
o belka swobodnie podparta — formy poprzeczne 2,64%,

— formy podiuzne  4,82%.
Znacznie wigksze réznice otrzymano dla form witasnych. W przypadku poprzecz-
nych form wiasnych ré6znica wynosi okoto 6%, a w przypadku form podtuznych na-
wet ok. 35%.

Przykiad 4.2

Aby zilustrowa¢ mozliwosci zastosowania opisanej metody do rozwiazywania
zagadnienia nieliniowego, rozwazymy problem drgan wymuszonych harmonicznie,
z uwzglednieniem wptywu sit osiowych na poprzeczne drgania preta. Przedmiotem
analizy jest belka wspornikowa i swobodnie podparta, opisana w przykiadzie 4.1.
Belki te na calej dilugosci sa obciazone obcigzeniem réwnomiernie roztozonym
o intensywnosci 5,0-10* N/m i czestosci wymuszenia @ = 100 & rad/s. Na koncach,
z mozliwoscia przesuwu poziomego, belki sa obciazone stata sita osiowa o wartosci
N = -10-10° N. W rozwazaniach nieuwzgledniono ttumienia. Do aproksymacji funk-
cji przemieszczen przyjeto 31 wyrazow szeregu Czebyszewa.

Rys. 4.5. Wykresy przemieszczen belki wspornikowej
w(X, t) = wexp(iaty), gdy to = T/4 + KT, k=0,1,2 ...
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Rys. 4.6. Wykresy przemieszczen belki swobodnie podpartej

w(x, t) = wexp(iaty), gdy to = T/4 + KT, k=0,1,2 ...

77

W pierwszym kroku iteracyjnym pominigto wpltyw sit osiowych na poprzeczne prze-

mieszczenia preta — Ny = 0. Wykresy przemieszczen W(X, t) = amw exp(iato), gdy to = T/4 +
KT, k=0, 1, 2, ... w kolejnych trzech iteracjach przedstawiono na rysunkach 4.5 i 4.6.

2

Tabela 4.3. Wspdtczynniki rozwiniecia funkcji N(x) = % N (x)

dla kolejnych krokéw iteracji — belka wspornikowa

Iteracja 1

Iteracja 2

Iteracja 3

Iteracja 4

—7,2203179x10-05

—7,2214812x10-05

—7,2214813x10-05

—7,2214813x10-05

—3,1546293x10-07

—3,2242892x10-07

—3,2243003x10-07

—3,2243003x10-07

7,5426047x10-08

7,5397034x10-08

7,5396980x10-08

7,5396980x10-08

2,2096365x10-09

3,3933083x10-09

3,3935381x10-09

3.3935382x10-09

—6,8977779x10-10

—7,2291451x10-10

—7,2292960x10-10

—7,2292960x10-10

4,9483274x10-10

3,8720807x10-10

3,8718918x10-10

3,8718918x10-10

—-1,9239509x10-10

—2,0281868x10-10

—2,0281928x10-10

—2,0281928x10-10

—5,2255033x10-12

—4,5232888x10-12

—4,5233220x10-12

—4,5233220x10-12

—-3,9082955x10-12

—4,0746332x10-12

—4,0746622x10-12

—4,0746622x10-12

O |0 (N ||~ |w]|N (- |O

—-1,4343183x10-13

—1,2465627x10-13

-1,2465026x10-13

-1,2465026x10-13

[N
o

-1,6106202x10-13

—-1,6477992x10-13

—-1,6478019x10-13

—-1,6478019x10-13

[EEN
[E=N

—6,1627480x10-15

—5,1944085x10-15

—5,1940601x10-15

—5,1940601x10-15

=
N

—7,9045153x10-15

—7,8360347x10-15

—7,8360110x10-15

—7,8360110x10-15

[N
w

-3,2535270x10-16

—2,5820155x10-16

—2,5817427x10-16

—2,5817426x10-16

[EEN
SN

—7,7521839x10-17

—4.1865239x10-17

—4,1863228x10-17

—4,1863228x10-17

[N
[8)]

-1,9391708x10-17

—-1,4037064x10-17

—1,4034543x10-17

—1,4034543x10-17
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Wykresy dla drugiego i trzeciego kroku iteracyjnego praktycznie sie pokrywaja.
Wartosci pierwszych 16 wspotczynnikow rozwinigcia w szereg Czebyszewa funkcji
sit osiowych

a‘2

N(x)=—=N(x)

EJ

dla kolejnych czterech krokéw iteracji przedstawiono w tabelach 4.3 i 4.4.

2

Tabela 4.4 Wsp6tczynniki rozwinigcia funkcji N(x) = % N(x)

dla kolejnych krokéw iteracji — belka swobodnie podparta

Iteracja 1 Iteracja 2 Iteracja 3 Iteracja 4
0 —7,2429764x10-05 —7,2442418x10-05 —7,2442421x10-05 —7,2442421x10-05
1 —4,3366241x10-07 —4,3940178x10-07 —4,3940288x10-07 —4,3940288x10-07
2 8,0279605x10-08 8,0928670x10-08 8,0928789x10-08 8,0928789x10-08
3 1,3294282x10-08 1,3470344x10-08 1,3470380x10-08 1,3470380x10-08
4 2,4254163x10-10 3,7129977x10-10 3,7132315x10-10 3,7132316x10-10
5 -3,.2132448x10-12 —-3,0848691x10-12 —-3,0830552x10-12 —-3,0830550%x10-12
6 —2,9218298%10-10 -3,0580762x10-10 -3,0581016x10-10 -3,0581016x10-10
7 —4,3028847x10-13 —4,5808328x10-13 —4,5831830%x10-13 —4,5831835x10-13
8 —5,3277014x10-12 —5,5238630%x10-12 —5,5238907x10-12 —5,5238907x10-12
9 -1,2514786x10-14 -1,3220192x10-14 -1,3226090x10-14 -1,3226091x10-14
10 —2,1271029x10-13 —2,1639858%10-13 —2,1639811x10-13 —2,1639811x10-13
11 —5,5621964x10-16 —5,6603286x10-16 —-5,6610972x10-16 —-5,6610972x10-16
12 —-1,0203828x10-14 —-1,0087262x10-14 —-1.0087205x10-14 -1,0087205x10-14
13 —2,9928222x10-17 —2,8485306x10-17 —2,8473010x10-17 —2,8473008x10-17
14 | -1,4780297x10-17 -1,1636367x10-17 -1,1632998x10-17 -1,1632997x10-17
15 —1,7994750x10-18 —1,5465352x10-18 —1,5444284x10-18 —1,5444282x10-18

Analizujac wyniki przedstawione w tabelach 4.3 i 4.4, widzimy, ze proces itera-
cyjny jest szybko zbiezny. Po zaokraglenia do siedmiu cyfr znaczacych (w tabelach
przedstawiono liczby z dokfadnoscia do osmiu cyfr znaczacych) wartosci otrzymane
po 4 iteracjach sa rowne wartosciom uzyskanym po 3 iteracjach. Wyniki te potwier-
dzaja skutecznos¢ omawianej metody w rozwiazaniu analizowanego problemu nieli-
niowego.



5. STATECZNOSC UKELADOW PRETOWYCH

5.1. WPROWADZENIE

Jednym z podstawowych zagadnien w praktyce inzynierskiej jest problem statecz-
nosci konstrukcji. Jego podstawowe znaczenie wynika z tego, ze wiele wspdiczesnych
obiektéw inzynierskich jest konstrukcjami smuktymi, dla ktérych analiza statecznosci
jest niezbedna.

Rozwiazanie wielu zagadnien statecznosci belek i ram, skladajacych si¢ z ele-
mentéw niepryzmatycznych, mozna znalezé w monografii Krynickiego i Mazurkie-
wicza [104]. Eisenberger i Reich w pracy [35] zastosowali metode elementéw skon-
czonych do analizy statycznej, dynamicznej oraz rozwiazania problemu statecznosci,
aproksymujac przemieszczenia belki wielomianami trzeciego stopnia. Wérdd innych
prac na uwage zastuguja prace dotyczace ukiadéw poddanych dziataniu obciazen
niepotencjalnych. Elishakoff i Pellegrni [45], wykorzystujac funkcje Bessela, roz-
wigzali problem swobodnie podpartego preta obcigzonego stycznym, roztozonym
obciazeniem $ledzacym. Massey i Van der Meen [130] badali stateczno$¢ niepry-
zmatycznego wspornika obcigzonego skupiona sifa §ledzaca. Sankaran i Venkate-
swara Rao [157] wyznaczyli krytyczne wartosci obciazen Sledzacych zbieznych ko-
lumn o sztywno i sprezyscie zamocowanych koncach. Uogolnienie formut uzyskanych
przez Eisenbergera [33], opisujacych macierze sztywnosci i bezwiadnosci pretow
o0 zmiennej sztywnosci i gestosci, w przypadku pretéw spoczywajacych na dwupa-
rametrowym podiozu i poddanych dziataniu obcigzef niepotencjalnych mozemy
znalezé w pracy Glabisza [58]. W pracy tej, wykorzystujac opracowana oryginalng
metode, rozwigzano kilka zagadnien statecznosci, dotyczacych niepryzmatycznych
kolumn wspornikowych poddanych dziataniu roziozonych i skupionych obciazen
niepotencjalnych. Podobnie jak w [33] do aproksymacji funkcji przemieszczen
w pracy [58] zastosowano klasyczne szeregi potggowe.

W niniejszym rozdziale, wykorzystujac prezentowana w pracy metodg szeregéw Cze-
byszewa, rozwiazemy zagadnienie statecznosci pretow niepryzmatycznych o zmiennych
parametrach wytrzymatosciowych i geometrycznych, spoczywajacych na dwupara-
metrowym niejednorodnym podiozu sprezystym [148]. Zakladamy, Zze zmienne para-
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metry preta, takie jak sztywno$¢ gigtna i osiowa, gestosé, zmienne parametry podioza
i obciazenie, mozemy przedstawié w postaci rozwinigcia w szereg wzgledem wie-
lomianéw Czebyszewa I rodzaju. Rozwazania ograniczymy do analizy uktad6w ob-
ciazonych statycznie. Poszukujac rozwigzania w postaci W(X, ) = W(X)e™, wyzna-
czymy zespolone wartosci 4; = ¢ £ iw; (wartodci wiasne). dla ktérych rozwazane
zagadnienie ma nietrywialnie W(X) # 0 rozwiazanie. Ze wzgledu na przyjety liniowy
opis problemu, analiza otrzymanych wartosci wiasnych umozliwia sciste wyznacze-
nie obciazen krytycznych. Rozwiazanie zagadnienia wiasnego uniemozliwia nato-
miast okreslenie pokrytycznego zachowania sig¢ ukiadu (wektory wiasne pozwalaja
na okreslenie przemieszczenn w momencie utraty statecznosci z dokiadnoscia do sta-
fego mnoznika).

Przedstawiony w niniejszym rozdziale sposb rozwiazania zastosowano do ana-
lizy problemu stateczno$ci niepryzmatycznego preta wspornikowego oraz preta
sztywno-przegubowego, obcigzonych skupionym lub roztozonym obciazeniem $le-
dzacym. Rozwazone przyktady zaczerpnigto z pracy Glabisza [58]. Uzyskane wy-
niki numeryczne poréwnano z rezultatami uzyskanymi w pracach [15, 58, 116].
Niektére z omawianych w tym rozdziale probleméw przedstawiono w pracy autora
[151].

Czytelnika zainteresowanego powszechnie rozumiana tematyka dotyczaca sta-
tecznosci odsytamy do literatury specjalistycznej, np. do pracy Timoshenki i Gera
[180] lub pracy pod redakcja Waszczyszyna [192], czy prac Tomskiego i zespotu
[182-187].

5.2. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA

Przedmiotem rozwazan jest niepryzmatyczny, prostoliniowy pret wspornikowy
o diugosci 2a, spoczywajacy na dwuparametrowym podiozu sprezystym, poddany na
swobodnym koncu dziataniu skupionej sity P i skupionego momentu M = Pe (rys. 5.1).
Ponadto na pret dziata osiowe, niepotencjalne obciazenie roztozone s(X). W tym przy-
padku liniowe poprzeczne drgania preta opisane sg nastepujacym réwnaniem réznicz-
kowym

2> I*w d ow d ( aw
EJ](X)— |-— ) - )
2 (CRY)
+K(X)W+p(x)i“f
2

A%
= s(XM(X)=— *
s(X)mn( )ax
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Miedzy sifa osiowa a obcigzeniem zewnetrznym zachodzi zwiazek

N(X)={P+]£ s(X)dX].

Wystepujacy we wzorze (5.1) wspdlczynnik 7(X) nosi nazwe ,,wspétczynnika
$ledzenia”. Pozostate wspolczynniki opisano w punkcie 3.2 (patrz opis pod wzorami
(3.1), 3.2)).

Geometryczng interpretacje funkcyjnego wspoiczynnika (X)) przedstawiono na
rysunku 5.1. W przypadku gdy 7 =0, obciazenie s(X) staje si¢ klasycznym obciaze-
niem potencjalnym o przestrzennie ustalonym kierunku i materialnie zadanym punk-
cie przylozenia. Natomiast gdy 1§ =1, s(X) jest obcigzeniem §ledzacym.

s - Y Aax)

7
Rys. 5.1. Schemat ukiadu

W trakcie utraty statecznosci moze zmieniaé sie punkt przylozenia sity okreslony
przez parametr e, jak réwniez moze zmieni¢ si¢ jej kierunek okreslony przez para-
metr /.

Po wykorzystaniu wzoréw (3.3), okreslajacych sity wewnetrzne, warunki brzego-
we, wynikajace z zachowania si¢ obciazenia w trakcie utarty statecznosci, przyjmuja
postaé:
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« w przvpadku korica swobodnego (X = a)

3*W (X,
M(a.r)=—EJ(a)——(-—,——) =~Pe,
aX- S
B ) 5.2)
d W (X.1) oW (X .1
= S ot i LY =—Pla-y),
0(aa) ax[w(x) - ] M@ =-Pa-v)
X=u =4
gdzie
L4 ¢ T, W (5.3)
aX
X=a
¢ w przypadku konca utwierdzonego ( X = —a)
IW (X,1)
W(-at)=0, —— =0. 5.4
(-ar)=0, —= - (5.4)

Przesuniecie punktu przylozenia sily e i kat jej obrotu wzgledem ugietej osi preta
W zaleza od przemieszczenia W(a, 1) i obrotu aw/ax| o swobodnego konca preta.
Poniewaz warto$¢ krytyczna obcigzenia zalezy tylko od liniowej kombinacji tych
funkceji (patrz praca [192], s. 23 lub praca [187]), zachowanie si¢ obciazenia w trakcie
utraty stateczno$ci mozemy uzalezni¢ od czterech bezwymiarowych parametrow
2V, 4, ¥

e= ﬁaM +‘|?W(a,r),
X | .
= (5.5)
LA +71w (a).
oX . a

Jak pokazano w pracy [192], obciazenie swobodnego kofica preta jest obcigzeniem
potencjalnym, w przypadku gdy spelniony jest warunek

V+a—-1=0. (5.6)

Uogélniona formulg tego warunku podat Tomski i zesp6t w pracy [182] w postaci

W (x.
(xt) ]=o, G.7)

(m-l)[w,. (1)) Walnr)
X

X

- w’m (1,1')

X=a
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gdzie przez W,. W, okreslono n-ta i m-ta forme wiasng.

Zerowanie si¢ we wzorze drugiego czynnika oznacza liniowa zalezno$¢ migdzy
formami wlasnymi W,, W,,. Po uwzglednieniu zwiazkow (5.5) warunki brzegowe (5.2)
przyjmuja posta¢

WX ow
) G =p[ﬁaﬂ +aw(a.f)}
axX- oX
X=u X=u
(5.8)
P I*W(X.1) oW (X,1) s}
st BN X fre—ats =P frmsast —W (a,1) |.
ax[ = ] (n | W)
X=a X=a
Rozwiazania rownania (5.1) poszukiwaé bedziemy w postaci
W(X,t)=W(X)e. (5.9)
Po wprowadzeniu wielkosci bezwymiarowych
X=X W(X.0)=W(X)eM =an(x)e
a
oraz
% R =
s(X)r,t(X):?S(x) (5.10)
otrzymamy
— *w [ OEI(x)\d*w (%EI(x) ~, . =, .\ ]0%w
EJ(x 2 = = 2
J(\)a.ﬁ +[ 5 Jé‘xs - 53 n (N(x)+C(,x)) =3
(5.11)
n[&!;’(x) 3C(r)+ S(x )] +}:K(x)w+i g p(x)w=np(x),
x
a warunki brzegowe (5.8) wyraza si¢ wzorami
T2 wnP pala("’_f) +vw(Le) |,
2 i _
x=l x=1 (512)
e 2
«;—(Ef(x)a :v] =nP (l T])aw(x r) +'}'Aw(l,t) i
x
x=1 x=1

gdzie funkcje El. N.C K. p oraz stale n, g zdefiniowane s3 we wzorze (3.7).
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Dalej w celu uproszczenia zapisu konsekwentnie przyjmowaé bedziemy EJ, N, S,

C.K.pzamiast EJ, N, S, C, K. p . We wzorze (5.12) wspolczynnik [i zastapiono
.wspdlczynnikiem sledzenia™ 7j=1- .

5.3. ROZWIAZANIE ZADANIA STATECZNOSCI

Do rozwigzania réwnania rézniczkowego (5.11) korzystamy z przedstawionego
w rozdziale 2 twierdzenia |. Rozwiazania poszukiwac¢ bedziemy w postaci szeregu
Czebyszewa (3.8).

Wystepujace w rownaniu (5.11) funkcje 13, . .f’3 sg takie same jak te okreslone
we wzorze (3.10). Pozostale natomiast wyrazajg sie wzorem

163 (-Y):_Il(agg’t)"' agit) +S(x) i

134 (\:) = K(.r) +A%g p(x), (5.13)
ﬁ(x,t)EO.

Po wykorzystaniu zaleznosci (2.31) funkcje Q,, zwiazane z P

"

przyjmuja postaé

Oy (x) = EJ (x),

Bl aEJ (,x)
Qz(-\')=&§—;(x)-—n (N (x)+C(x)). (5.14)

O (x) =n [ 3;’51) + aC;E'x) +S (x)],

0,(x)= n[xm Bl (r)}

Korzystajac z cytowanego twierdzenia oraz wykonujac opisane w rozdziale 3.3
przeksztalcenia, ostatecznie otrzymamy

2 (EAJ +H!V‘(._.; +anJ +”'Kk.|' +”Sf\f +12 gG&_r)“‘} ':0, k =0. l, 2. 31 seey (5--’-5)
=0
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gdzie wspélczynniki Egs, Nisy Ciyy Kiy, Gry, sa okredlone odpowiednio wzorami
(3.20)—(3.22).
Wspdiczynniki zwigzane z niepotencjalnym obciazeniem S(x) wyrazaja si¢ wzorem

St = =1 (e ) (k4 2) (k4 3)(54-te3 = Starcs) = 3(k + 2) (K =9) (it = Sgat1)

(5.16)
+3(k ‘2)(k2 -9)(3;(4“ = Stare1 ) = (k=1) (k= 2)(k = 3) (k=143 =~ Stats3 )]

Wystepujace we wzorze (5.16) parametry s; = ¢; [S(x)] sa wspotczynnikami rozwi-
niecia funkcji S(x).

Poniewaz wyjsciowe réwnanie bylo réwnaniem rzedu 4, pierwsze cztery réwnania
ukiadu speinione tozsamosciowo, zastgpujemy czterema rownaniami okre$lajacymi
warunki brzegowe. Po przyjeciu zdefiniowanych we wzorze (3.28) wartosci funkcji
EJ, , EJ] oraz obliczonych ze wzoréw (3.27) wartosci wielomianéw T,(£1) réwna-

nia te mozemy napisa¢ w nastepujacej postaci:

e rdwnania wynikajace z warunku sztywnego utwierdzenia na konicu x =—1
S w =0, 3 (-1) Pw =0, (5.17)
=l 1=0

=0
s réwnania wynikajace z warunkéw brzegowych na koncu x = +1

it[%ﬁ(‘z‘l)"ﬂf”f’(ﬁf *‘?)]“Fo,

=0

i’[%ﬁ(z? ~1)EJ; +l—1531(f"- ~1)(1* =4)Es, —nP((1-)P -!-}?)]w =0.

=0

(5.18)

W wyniku rozwiazania zagadnienia wiasnego opisanego ,,obcigtym™ do skonczonych
rozmiaréw ukladem réwnan (5.15), uzupetnionym réwnaniami opisujacymi warunki
brzegowe, otrzymamy zbidr zespolonych wartosci wiasnych A; = ¢; + i@;. Ruch woké}
polozenia rownowagi jest stateczny, a zatem roéwnowaga jest stateczna (patrz praca
[192], s. 10), gdy wszystkie czesci rzeczywiste ¢; sa ujemne (ruch asymptotycznie
stateczny), jezeli istnieje cze$¢ rzeczywista ¢; dodatnia, to oczywiscie amplituda roz-
wigzania narasta w czasie i ruch jest niestateczny. Niestateczno$¢ pojawia sie réwniez
w przypadku, gdy dla jednego z pierwiastkéw mamy ¢; = 0. Jezeli jednoczesnie w; = 0,
to mamy do czynienia z utratg statecznosci przez dywergencje (wyboczenie), nato-
miast w przypadku gdy warunkowi ¢ = 0 odpowiada @; # 0, wéwczas utrata statecz-
nosci nastepuje przez flatter. Pierwsze kryterium, tj. ¢; = 0 i @; = 0, nosi nazwe sta-
tycznego kryterium utraty statecznosdci, kryterium drugie ¢; = 0 i @; # 0 nazywane jest
kinetycznym kryterium utraty statecznoéci w sensie wezszym. Utrata statecznosci mo-
ze wystapi¢ rowniez w przypadku, gdy niektdére czesci rzeczywiste ¢ sa réwne zeru,
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a odpowiadajace im czestosci @ si¢ zréwnaja. Wystepuje wtedy utrata statecznosci
przez flatter. Opis uktadéw, w ktérych utrata statecznosci ma bardziej skompliko-
wany charakter (np. uklady hybrydowe), mozna znalez¢ m.in. w pracy Tomskiego
i Szmidli [187].

Przedstawione rozwazania dotyczyly kolumny wspornikowej. Odpowiedni do-
bér wspdlczynnikéw p,V, A, 7 umozliwia okreslenie réznych typdw obciazen.
Czytelnika zainteresowanego ta problematyka odsylamy do pracy [192] oraz do
prac [182-187].

Przyklad 5.1

Opisana metod¢ stosujemy do analizy problemu statecznosci pretdw pod obcia-
zeniem niepotencjalnym. Przedstawione przyktady zaczerpnigto z pracy [58]. Roz-
waza¢ bedziemy dwa schematy statyczne: pret wspornikowy (rys. 5.2a) oraz pret
sztywno-przegubowy (rys. 5.2b). W przyktadach tych wspéiczynniki p, v, f, 7
przyjmuja nastg¢pujace wartosci:

p=v=9=0, g=1-1, 0<A<L (5.19)
E E
P P
Y = H :
oM
A-A
I ' S NE
S S T
NS lalal
—*—.I_—u —t!———_——?-ﬁl—w
a) b)

Rys. 5.2. Pret wspornikowy a) oraz sztywno-przegubowy b) obcigzony nicpotencjalng sila
skupiona P oraz niepotencjalnym obciazeniem réwnomiernie roztozonym s

Prety obc_:iaj:one sa skupiong sita $ledzacg lub $ledzacym, stycznym obcigzeniem
rownomiernie roztozonym. Korzystajac z dynamicznego kryterium utraty statecznosci



Statecznosé ukiadoéw pretowych 87

(bifurkacja lub flatter), wyznaczymy krytyczne warto$ci rozwazanych obcigzen. Ana-
lize wykonamy dla pretéw jednorodnych, o zmiennych przekrojach opisanych funk-
cjami b(x), h(x) (rys. 5.2). Przyjmiemy ponadto, ze dlugos¢ preta L= 2a =1 m, modut
Younga E = 1 N-m” oraz gestosé preta na jednostke objetosci py = 1 kg/m’.

W pierwszym przyktadzie (rys. 5.3) analizowano kolumny Becka i Leipholza ob-
ciazone skupiong sila Sledzaca oraz Sledzacym obciazeniem réwnomiernie roziozo-
nym [15, 116].

oy [rad/s]
P.=20,050954 ( s=0), wyr=11,015

s o= 40,053720 ( P=0), w; = 11,030
30 B

y

Rys. 5.3. Zaleznos¢ czgstosci drgan swobodnych od skupionego P (=)

i rozlozonego s (=****) obciazenia $ledzacego dla kolumn Becka oraz Leipholza
2P [rad/s]
P,=17911368 (s=0), wy = 8,465
S or=34,023813 ( P=0), wy =17,599
20,0
17,5
15,0
12,5 TS
O RR— EJ=1
7,5 L L=2a=1
S0 e ﬁ(x) N n - I

2,5

Rys. 5.4. Zaleznos¢ czgstosci drgan swobodnych wspornika o zmiennym przekroju
b(x) = h(x) =2 — (x + 1)*/4 od skupionego P (— ) i rozlozonego s (**--*) obciazenia sledzacego

Na rysunkach 5.4 i 5.5 przedstawiono rozwigzania problemu statecznosci pretéw
0 zmiennym przekroju opisanym funkcjami
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(1)

b(x)=h(x)=2 y

w, [rad/s]

P.,=10,23158 (s=0)
s = 51,50603 ( P=0)

12
10
B Ree I
N -
I\ L %=2a=1
----------- N(x)=n=1

: . Pig

.20'.-'3;-0'.‘-4.(5? gd‘ .

Rys. 5.5. Zalezno$¢ czestosei drgan swobodnych preta sztywno-przegubowego o zmiennym przekroju

b(x) = h(x) =2 — (x + 1)%/4 od skupionego P (= )i rozlozonego s ( ***** ) obciazenia $ledzacego
o [rad/s]
n=0,5  P,= 501167(s=0), @;=4.970
A n=1,0  P,= 8,67421(s=0), @« =7.241
n=1,5  P,=1248830(s=0), w,=7,528
14 F
BE i I 1,0
BB o — -
g E ) EJ =1
SF L N - L L=2a=1
: _____ = N - fitx)=n=1
: — n=05 _P
2" a4 76 8 10 12

Rys. 5.6. Zaleznos¢ sily krytycznej P dla kolumny Becka o zmiennym przekroju

b(x) = h(x) = 2 — (x + 1)%/4 od wartosci wspotczynnika $ledzenia

Wplyw parametru $ledzenia 77 na warto$¢ sily krytycznej w przypadku preta
o przekroju



pokazano na rys. 5.6.

Wyznaczone wartosci sit krytycznych oraz wyniki uzyskane przez Becka [15],
Leipholza i Madana [116] oraz Glabisza [58] przedstawiono w tabeli 5.1.

Statecznosé ukladdw pretowyeh

x+1

Tabela 5.1. Poréwnanic wynikéw

89

Uklad zrys. 5.3 Uklad z rys. 5.4
P er a-!," Ser (U}‘ Prr C[J'r Ser m{
Praca autora 20,05095 11,015 {40,05371 |11,030{17,91136 8,465 |34,02381 7.599
Praca [58] 20,05095 11,016 40,0537 |11,029}17,93 - |34,00 -
Praca [15]. [116] [20,0509 [15) -  |40,05 15| - - - - -
Uklad zrys. 5.5 Uklad zrys. 5.6
B wy Ser (6] P,-r(n = 0‘5) 4373 P[‘r (n= [.5) Wy
Praca autora 10,3158 0,0 |51,50603 | 0.0 {5,01167 4,970 {12.48830 7.528
Praca [58] 10,23 0.0 |51.49 0,0 |5.01 - 112,48 -

Otrzymane rezultaty potwierdzajg idealng zgodnos¢ z rozwigzaniami otrzymanymi
teoretycznie [15, 116] oraz z wynikami uzyskanymi w pracy [58]. Dzigki zastosowa-
niu wielomianéw Czebyszewa mozna ograniczy¢ rozmiary bazy aproksymujacej. We
wszystkich przedstawionych przyktadach funkcje przemieszczen aproksymowano sze-
regiem Czebyszewa (3.42), przyjmujac m = 20 (aproksymacja — 21 wyrazow szeregu).



6. NIEPRYZMATYCZNY PRETOWY
ELEMENT SKONCZONY

6.1. WPROWADZENIE

Ze wzgledu na duze znaczenie MES w praktyce inzynierskiej w niniejszym roz-
dziale pokazemy mozliwos¢ zastosowania prezentowanej w pracy metody do opisu
belkowego niepryzmatycznego prostoliniowego elementu skonczonego typu Eulera.
Ten sposob podejscia do rozwiazania problemu drgan uktadéw, o zmiennych parame-
trach geometrycznych i mechanicznych, prezentuja w swych pracach m.in. Gupta
[64], Eisenberger i Reich [35]. Autor pracy [64] wyznaczyt macierz sztywnosci i bez-
wiadnosci preta o liniowo zmiennej wysokosci. W pracy [35] autorzy zastosowali me-
tode elementéw skonczonych do analizy statycznej, dynamicznej oraz rozwiazania
problemu statecznosci. Do aproksymacji funkcji ksztattu zastosowali wielomiany
trzeciego stopnia. Wzory pozwalajace na wyznaczenie elementdéw statycznej i dyna-
micznej macierzy sztywnosci elementu belkowego o zmiennej sztywnosci, przedsta-
wit w pracy [33] Eisenberger. Uogolnienie formut uzyskanych przez Eisenbergera
[33], opisujacych macierze sztywnosci i bezwtadnosci prgtow o zmiennej sztywnosci
i gestosci, w przypadku pretow spoczywajacych na dwuparametrowym podtozu i pod-
danych dziataniu obciazen niepotencjalnych mozemy znalez¢ w pracy Glabisza [58].
Podobnie jak w [33], do aproksymacji funkcji przemieszczen w pracy [58] zastosowa-
no klasyczne szeregi potegowe. Aproksymacje wielomianowa do wyznaczenia macie-
rzy sztywnosci i bezwiadnosci belkowych elementéw skonczonych o zmiennych pa-
rametrach typu Eulera i Timoshenki zastosowat Klasztorny [92]. Klasyczne
wielomiany potegowe do aproksymacji funkcji ksztattu, w metodzie krepych elemen-
tow spektralnych zastosowat réwniez Wrana [196]. Zalezne od czestosci funkcje
ksztattu umozliwiaja wyznaczenie dynamicznej macierzy sztywnosci.

Rozwazany w niniejszym rozdziale pretowy element skonczony, o zmiennych pa-
rametrach geometrycznych i mechanicznych, jest elementem typu Eulera o szesciu
stopniach swobody. Zaktadamy, ze dowolnie zmienne parametry preta, takie jak
sztywnos¢ gigtna i osiowa, gestos¢, zmienne parametry podtoza i obciazenie, mozna
przedstawi¢ w postaci szeregu wzgledem wielomianéw Czebyszewa | rodzaju. Na
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podstawie twierdzenia i zaleznosci dotyczacych tych wielomianow, przedstawionych
w rozdziale 2, wyznaczamy funkcje ksztattu, a z nich dynamiczna macierz sztywnosci
rozwazanego elementu.

Opisane elementy zastosowano do rozwiazania metoda MES zagadnienia statecz-
nosci uktadéw ramowych.

6.2. SFORMULOWANIE | ROZWIAZANIE ZADANIA

Rozwazmy niepryzmatyczny, prostoliniowy element skonczony typu Eulera, o dhugo-
sci 2a, spoczywajacy na dwuparametrowym podtozu spregzystym, poddany dziataniu
dynamicznych obciazen normalnych P(X; t) i stycznych R(X, t) (rys. 6.1). Ponadto na
pret dziataja osiowo, niepotencjalne obciazenie roztozone s(X), a na koncach preta
skupione niepotencjalne sity Ps, Ps.

0. Q. PSYD  Earg EI0. o000 Q2

. FTE
O RXY "
N ) _ ::’_;(?’:. “ oo
XD T Tco_o’T KooT "
0 Qs ‘} ' 9 Q.

Rys. 6.1. Pogladowy schemat elementu skonczonego

Zagadnienie drgan przedstawionego uktadu opisuja réwnania rézniczkowe (3.1)
i (3.2), przy czym prawa strong réwnania (3.1) nalezy uzupetni¢ sktadnikiem
s(X) 7 (X) 0WIOX, opisujacym wptyw niepotencjalnego obciazenie roztozonego (patrz
rownanie (5.1)). Poszukujac rozwiazan tych réwnan w postaci szeregéw Czebysze-
wa oraz ograniczajac rozwazania do drgan harmonicznych, uzyskujemy nastepujace
nieskonczone uklady rownan algebraicznych opisujacych odpowiednio drgania po-
przeczne

ZI(EK,I +N(Nyj +Cyy +Kyy +S )+ 8 | —@°g G )VV| =nFk, 6.1)
1=0 :

k=0,1 2, ..
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oraz podtuzne drgania preta
z’(deJ +nHky| +|a)@H k|l —wngkJ )U|:an, k:O, 1, 2, (62)
1=0

Wystepujace w réwnaniach (6.1) i (6.2) wspotczynniki okreslone sa odpowiednio
we wzorach (3.20)-(3.22), (3.26) oraz we wzorze (5.16).

Dynamiczna macierz sztywnosci elementu skonczonego, bedaca macierza trans-
formacji przemieszczen brzegowych g = [, G, ..., 0] Na sity brzegowe Q = [Q:, Q,,
..., Qs]" (Q = S(@)q), ma strukture blokowa

s 0
s(w){ ; s“} (6.3)

I jest macierza zalezna od zmiennej w (patrz np. [108], s. 117]. Podbloki tej macierzy
mozemy wyznaczy¢ z nastgpujacych zaleznosci [13]

SW(a)):—I H’V’V(X)EJ(X)H’V’VT(x)dX+§I H, (X)N(X)HY (x)dx

va | HW(X)K(X)HIV(X)dX+%I HL (C()HT (X)dx  (6.4)

- aw? Jl‘ HW(x)p(x)HIv(x)dx—J‘ H;, (X) S(x) Hy, () dx,

S“(a)):ij‘ H'(x)EA(x)H;T(x)dx+aI Hy (X)F (X)H] (x)dx
- - (6.5)

gdzie macierze Hy(x), Hu(X) okreslaja zaleznos¢ migdzy przemieszczeniami W(X)
i U(X) wewnatrz elementu a wspétrzednymi qi, Q, ..., Js OpiSUjacymi przemieszczenia
i obroty na koncach preta.
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Zaleznosci te maja nastepujaca postac:

G
W(x)=HL,(x)a =[Hy(X) Hy(x) Hs(x) Hy(x)] ‘;;, (6.6)
04
T Os
U (x)=Hy (x)q, =] Hs(X) Hﬁ(x)]{qﬁ] (6.7)

Wystepujace we wzorach (6.6), (6.7) funkcje Hi(x), i = 1, 2, ..., 6 nazywane Sa
funkcjami ksztattu. Funkcje Hy, H,, Hs, Hs mozna wyznaczy¢, rozwiazujac nieskon-
czony ukiad réwnan (6.1), w ktérym pierwsze cztery réwnania spetnione tozsamo-
sciowo zastepujemy réwnaniami okreslajacymi warunki brzegowe. Warunki te w przy-
padku funkcji H;, i =1, 2, 3, 4, przyjmuja odpowiednio postac:

H, tq=¢(-1)=1 q,=¢(1)=0, og;=aw(-1)=0, g, =aw(1)=0,
H, 1o =¢(-1)=0, 0, =¢(1)=1 ¢y=aw(-1)=0, g, =aw(1)=0, 68)
Hy tqu=¢(-1)=0, 0, =¢(1)=0, gy=aw(-1)=1 g, =aw(l)=0,
H, i =¢(-1)=0, o, =¢(1)=0, gg=aw(-1)=0, g, =aw(l)=1,
gdzie
o(-1)=-3 (1) Pw =t ¢(+2)=3 1w = ¢,
=0 1= (6.9)
W-0=3 (-0 w=F W) =3 w =

W wyniku uzyskamy cztery ciagi wspdiczynnikow W% k=1, 2,3, 4;1=0,1, 2, ...,
okreslajace poszukiwane sciste funkcje ksztattu

Hk(x)=ai'l/l/|k'|'|(x), k=1, 2,

- (6.10)
Ho(X)=8> W T (x), k=3 4,

1=0
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gdzie przez & oznaczono bezwymiarowa czes¢ wielkosci poréwnawczej a (np. jesli
a=25m,to a =2,5).

Analogicznie mozna wyznaczy¢ Hs, Hs. W tym przypadku rozwiazujemy ukfad
réwnan (6.2), w ktérym pierwsze dwa réwnania maja posta¢

:i,(—l)I U :i, u(+1):i'u| :q—;, (6.11)
1=0

a warunki brzegowe sa okreslone wzorem:

Hs: gg=au(-1)=1 o;=au(l)=0,

(6.12)
Hg: og=au(-1)=0, gg=au(l)=1.
Majac dwa rozwiazania uktadu UK, k=5,6; 1=012, ..., otrzymujemy
He(x)=8>. U T (x), k=586 (6.13)

=0

Inna metoda wyznaczenia dynamicznej macierzy sztywnosci elementu skonczo-
nego jest bezposrednie obliczenie wartosci sit Qi, Q,, ..., Qg. Sity te mozna wyzna-
czy¢ ze wzordw (3.30)s, (3.31),, ktdre okreslaja wartosci sit przekrojowych na kon-
cach preta

Q=0 m(-1)=-3 0B 3 () 1771w,

e By 2B 50

Q3=—%( 1)= _%g'(—l)'lz[—%(lz—l)ai (6.14)
+%(|2—1)(|2—4)EJ_—nN_}V\4

=D R R

oraz

Q =—E a(-1 EA;EAZ 1) 12u,
(6.15)

Qs =EAQ(+1)=EA EA Y1y,
1=0
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Po podstawieniu do wzoréw (6.14), (6.15) odpowiednio wspolczynnikdéw rozwiniecia
funkcji ksztattu Hy, Hy, Ha, Hy oraz Hs, He, tj. wspotczynniki wk k=1,2,341=0,1,2,

.., Oraz U", k=5, 6;1=0,1 2, ..., otrzymamy elementy dynamicznej macierzy sztyw-
nosci

gwkzé% J, g"lz(lz—l)wk,
s ——E—‘]zo(i’(—n' |2 {_1 (12-1)E3
a \|=0
+%(|2 -1)(1*-4)EI_-n N_}Wk -7 n|5], (6.16)
W __E —’ 1 _ ’
ik = azoﬁé'{g('z 1) BJ;

k=1 2,3 4,

S =EAEA S (-1) 1245,

-0 (6.17)
S=EAEAY 1YY, k=56,

=0
gdzie P,= R R, P, =R R

Wystepujace we wzorze sity Ps, P maja oczywiscie rowniez wptyw na wartosci
sitosiowych N_, N, .

Wektory weztowych sit czynnych mozemy wyznaczy¢ z relacji

1 1

FW:POI p(x)H,, (x)dx, F“:R)jr(x)Hu(x)dx. (6.18)

Po podstawieniu do wzoru (6.18) rozwinie¢ funkcji p(x), r(x), rozwinie¢ funkciji
ksztattu oraz zastosowaniu zaleznosci (2.28) otrzymamy
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S || W) T, a6

n=0 _1[ 1=0
o 1T w

F'=-8R) J{Z r|( A|+UA+|)}Tn(X)' 1=5,6
n=0 _1[ 1=0

Wykorzystujac zwiazek ([144], s. 43)

1 - ., gdy n parzyste
[ Ta(gax=y pz_g TY " P (6.20)
O

0, gdy n nieparzyste

ostatecznie otrzymujemy

., . . 1 .
> pI(VVZIn—I + Wi )}m =12,

FiW=—aF5i’[
n=0
2

A~ ’ had ’ H 1 1 .
FiW :-aF(’) Z 8] (M/Zln—l +M/2|n+l) 2 A =3, 4, (6'21)
n=0 [ I=0 4n° -1
N i) : ; 1 .
R :_a%z Z f (Uzln—l +U2|n+|) 2 . I =5, 6.
n=0 |1=0 4n" -1

Przykiad 6.1

Opisane elementy skonczone zastosujemy do rozwiazania zagadnienie statecznosci
uktadow ramowych obciazonych osiowym statycznym obciazeniem potencjalnym.
Schematy analizowanych ram przedstawiono na rysunku 6.2.

Pierwszy z przyktadéw zaczerpnigto z monografii [104], s. 63. W pracy tej zagad-
nienie statecznosci rozwiagzano metodami analitycznymi, ograniczajac rozwazania do
wyznaczenia pierwszej sity krytycznej. Przyjeto nastepujace parametry uktadu

J=7,2-10" m* A=0,24 m?,
. _4 4 . _2 2

3(x)="10 (3+5j m, A(X)=T10 (3+1j m?, (6.22)
64 a 8 a

E=2,8-10'" N/m?, p =2400 kg/m?,
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EJ, A & >
” , \ EJ, A V
20D
7 o ¥
VAN
WA
EJ(X) EJ(X) £
AX) I AX) <
©
WA T! W/)

Niepryzmatyczny element skosiczony

6,0m

w[rad/s]

80

I

Rys. 6.2. Rama o weztach nieprzesuwnych a) i przesuwnych,
b) obciazona osiowym obciazeniem potencjalnym P

P, & = 2660589 N
P, « =2730629 N

Y

05-10° 10-10° 15-10° 2,0-10° 25-10°

Rys. 6.3 Zaleznos¢ czestosci drgan swobodnych ramy
(schemat z rys. 6.2 a) od osiowej sity potencjalnej P
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w[rad/s]
A
70 ¢ P1 o= 558500 N
60 L .., P, o = 2666634 N
50 T
40 S
30| @2 .
20 |
10 | / @1 . P
05-10° 10-10° 15-10° 2,0-10° 25-10°
Rys. 6.4. Zaleznos¢ czgstosci drgan swobodnych ramy
(schemat z rys. 6.2 b) od osiowej sity potencjalnej P
Tabela 6.1. Poréwnanie wynikdw
Uktad z rys. 6.2a Ukfad z rys. 6.2b
Klasyczna Klasyczna Klasyczna Klasyczna
Praca FEM Praca FEM Praca FEM Praca FEM
PIN] |, [radfs]|a, [radls]| @, 2 PLN] 2] 2] @, @,
0 63,96 61,86 66,80 64,38 0 4,77 4,70 64,08 61,98
250000 | 61,24 59,10 64,01 61,57 | 50000 [ 4,56 4,48 - 61,44
500000 | 58,34 56,14 61,05 58,56 [100000| 4,33 4,25 - 60,90
750000 | 55,21 52,95 57,87 55,32 (150000| 4,10 4,01 - 60,34
1000000 51,83 49,47 54,43 51,81 |200000( 3,84 3,75 - 59,78
1250000| 48,11 45,63 50,89 47,95 (250000| 3,57 3,47 61,36 59,22
1500000| 43,97 41,32 46,53 43,64 (300000| 3,28 3,17 - 58,64
1750000| 39,26 36,35 41,85 38,72 [350000| 2,95 2,82 - 58,06
2000000 33,73 30,38 36,41 32,89 [400000| 2.57 2.43 - 57,47
2250000 26,83 22,60 29,78 25,52 450000 2,13 1,96 - 56,87
2500000 16,94 9,15 20,81 14,35 |500000| 1,57 1,31 58,46 56,27
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Uktad z rysunku 6.2 podzielona na 4 elementy skonczone (2 stupy + 2 rygle), sto-
sujac do aproksymacji przemieszczen w elementach niepryzmatycznych 26 wyrazow
szeregu Czebyszewa (m = 25). Uzyskane rezultaty przedstawiono na rysunkach 6.3,
6.4 oraz w tabelach 6.1, 6.2.

Tabela 6.2. Poréwnanie wynikéw

Ukfad z rys. 6.2a Uktad z rys. 6.2b
Pl,cr[N] Pz,cr[N] Pl,cr[N] PZ,Cr[N]
Praca 2 660 589 2730629 558 500 2 666 634
Klasyczna FEM 2 547908 2612 683 540 865 2 553 525
Praca [104] 2 618 000 - - -

W tabelach tych w celu poréwnania umieszczono réwniez wyniki uzyskane z za-
stosowaniem do rozwiazania klasycznych, pryzmatycznych elementéw skonczonych
(elementy o czterech stopniach swobody). W tym przypadku uktad podzielono na 12
elementéw skonczonych (stupy — 4 elementy, rygle — 3 elementy). Uzyskane wyniki
pokazuja dobra zgodnos¢ z wynikami uzyskanymi innymi metodami.



7. ZAGADNIENIE DRGAN HARMONICZNYCH
PRETA SPOCZYWAJACEGO NA INERCYJNEJ
POLPLASZCZYZNIE SPREZYSTE]

7.1. WPROWADZENIE

Szczegoblne znaczenie zagadnien dotyczacych statyki i dynamiki ustrojow na pod-
tozu sprezystym wynika z tego, ze prawie kazda konstrukcja inzynierska spoczywa
bezposrednio lub posrednio na podiozu gruntowym. W rozwazaniach dotyczacych
tego typu problemoéw przyjmuje sie rozne modele podtoza sprezystego, poczynajac od
najprostszego modelu Winklera, poprzez modele dwuparametrowe (Pasternak, Fito-
nienko-Borodicz, Whasow [193]), konczac na jednym z bardziej skomplikowanych,
inercyjnej potprzestrzeni spregzystej. Wymienione modele nie wyczerpuja oczywiscie
wszystkich opisanych i stosowanych w praktyce inzynierskiej modeli. Opis tych mo-
deli mozna znalez¢ pracach przegladowych, np. w pracy Jemielity i Szczesniaka [80],
w monografii Sevaduraiego [164] lub w pracy [162].

Z prac korzystajacych z prostszych modeli podtoza, w ktdrych rozwiazano problem
drgan belki niepryzmatycznej, mozna wymieni¢ omawiane we wczesnhiejszych roz-
dziatach prace [41, 58, 150, 151] oraz prace Elishakoffa [46] oraz Burra, Triantafylol-
lou’a i Yue’a [19]. W pracy [46] rozwiazano problem polegajacy na wyznaczeniu
funkcji sztywnosci belki oraz parametréw podtoza sprezystego o zadanym rozktadzie
gestosci, tak aby pierwsza forma wiasna przyjmowata okreslona posta¢, np. aby byfa
identyczna z statycznym rozwiazaniem belki obciazonej réwnomiernie. Natomiast
w pracy [19] badano problemy falowe dla odcinkowo niepryzmatycznej belce nie-
skonczonej. Analiza drgan belki spoczywajacej na dwuparametrowym podtozu spre-
zystym wywotanych r6znymi typami obciazen jest omowiona w pracy Ghani Razagpur
i Shah [148]. W tym przypadku rozwazania ograniczono do belek pryzmatycznych. Pro-
blem drgan belki pryzmatycznej na podtozu Pasternaka rozwazany byt rowniez
w pracy Coskuna [27], w ktorej rozwiazano problem drgan belki krétkiej obciazonej
skupiong sita harmonicznie zmienna. Ciekawym elementem tej pracy jest uwzgled-
nienie w rozwiazywanym zagadnieniu wiezOw jednostronnych i wyznaczenie
obszardw kontaktu miedzy belka a podtozem sprezystym. Ten sam model Pasternaka
zastosowali Chen, Lu i Bian w pracy [22], w ktdrej rozwiazali problem drgan
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li Chen, Lu i Bian w pracy [22], w ktorej rozwiazali problem drgan swobodnych belki
krotkiej metoda DQ (differential quadrature). Zastosowanie innego, tréjparametrowe-
go modelu podtoza (modelu Kerra) w zagadnieniu statycznym przedstawiono w pracy
Avramidisa i Morfidisa [8]. Przeglad prac zwiazanych z zastosowaniem tego modelu
mozemy znalez¢ w pracy [76].

Bardzo liczna grupa prac, przedstawiajacych rozwiazanie probleméw interakcji
miedzy konstrukcja a podlozem, sa prace dotyczace zagadnien drgan sztywnych fun-
damentow blokowych na podtozu sprezystym. Bogata bibliografi¢ dotyczaca tej tema-
tyki mozna znalez¢ m.in. w pracy Filipkowskiego, Hryniewicza i Sienkiewicza [51]
oraz w pracy Sienkiewicza [168]. Literaturg, aczkolwiek nie tak liczna jak
w wymienionych pracach, mozna znalez¢ réwniez w pracy [93]. Mnigj liczna grupe
stanowia prace dotyczace probleméw drgan uktadéw odksztatcalnych (belki, ptyty,
powtoki), spoczywajacych na inercyjnej potprzestrzeni sprezystej. Rozwiazanie tych
skomplikowanych zagadnien mozna znalez¢ m.in. w pracach [75, 125, 147, 159].

W niniejszym rozdziale rozwiazemy problem drgan wymuszonych harmonicznie,
niepryzmatycznej belki krotkiej spoczywajacej na inercyjnej potptaszczyznie sprezy-
stej. W prezentowanych rozwazaniach, w czeséci dotyczacej wyznaczenia funkcji
przemieszczen potptaszczyzny sprezystej, pomyst rozwiazania zaczerpnigto z prac
Sejmowa (patrz prace [160, 161]). Przedstawione w tych pracach rozwiazanie doty-
czyto zagadnienia drgan sztywnego fundamentu blokowego spoczywajacego na pot-
ptaszczyznie sprezystej.

W rozdziale tym wykorzystano wyniki autora przedstawione w pracy [153].

7.2. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA

Przedmiotem rozwazan jest niepryzmatyczna, prostoliniowa belka Eulera o diu-
gosci 2a, spoczywajaca na inercyjnej potptaszczyznie sprezystej, poddana dziataniu
dynamicznych obciazen normalnych P(X, t) oraz statycznych sit osiowych N(X).
Belka i potptaszczyzna sa potaczone w kierunku normalnym wigziami dwustronny-
mi (rys. 7.1).

Rozwazania ograniczymy do drgan wymuszonych harmonicznie. Liniowe po-
przeczne drgania belki opisuje sie wtedy nastepujacym réwnaniem rézniczkowym

szz [EJ(X)??(AZ/J—;X(N(X)?)A(/j—a)zpB(x)Wz P(X,t)-R(X,t),(7.1)

gdzie pg — masa belki przypadajaca na jednostke dtugosci, R(X, t) — funkcja opisujaca
reakcje podtoza sprezystego.
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P(X 1)
0$ belki \ a ‘a X
N ———e
Tt ! ’ W(X, t) V(X t)
R(X, t)
Y v

Rys. 7.1. Schemat uktadu

Sity przekrojowe: momenty gnace oraz sity tnace okreslone sa wzorami (3.3) ,,3 .
Funkcje przemieszczen inercyjnej potptaszczyzny sprezystej opisane sa dwoma
sprzezonymi rownaniami rozniczkowymi czastkowymi

oV oV (A ) U 0V |_ oV
Hlaxz oy Mlaxay Tavz TP o

(7.2)
o°U +azu (A4 ) 0%U . 0V | o
laxz T ove Ml axz Taxay | ar
oraz nastepujacymi warunkami brzegowymi
Ow (X,0,1)=-R(X)e'™*, gdy -a<X<+a,
ow (X, 0,1)=0, gdy a<|X]|, (7.3)

oxy (X, 0,1)=0, gdy —oco<X <+oo,

gdzie U(X, Y), V(X, Y) — odpowiednio poziome i pionowe przemieszczenia potptasz-
czyzny, A, u — state Lamégo, p — gestosé podtoza sprezystego.

Ze wzgledu na wprowadzone wiezy miedzy belka a potptaszczyzna dla przemiesz-
czen zachodzi nastepujacy zwiazek

V(X,0,t)=W(X,t) dla—a<X<+a (7.4)

Po wprowadzeniu w rownaniach (7.1)—(7.2) wielkosci bezwymiarowych x = X/a,
y = Y/a i wykorzystaniu w tych rownaniach zaleznosci

W(X.)=W(X)e" =aw(x)e, iy 1y p(x)eiot = P p(x)eie

V(X,0,t)=V(X,0)e'™ = av(x,0)e', | 2 _' (7.5)
U(X,O,t)=U(X,0) eiwt:au(x,o)eiwt' R(X,t)=R(X)e'M=;OI’(X)e'aI,

otrzymamy nastepujace rownanie drgan belki
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EJ(X) 84W{Z 85()()}073\”{0725()() -n N(X)J&V

ax* ax |ox X X (7.6)
IN —
-n %% ~&’g pg (X)w=n(p(x)-r(x)),

a sity przekrojowe wyraza si¢ wzorami (3.6) », 3. Wystepujace w rownaniu (7.6) funk-
cje EJ, N, EB sa okreslone we wzorze (3.7). Dalej dla uproszczenia zapisu konse-
kwentnie przyjmowac bedziemy EJ, N, p, zamiast EJ, N, p,.

Po zastosowaniu zaleznosci (7.5) rownania opisujace drgania potptaszczyzny wy-
raza Sie wzorami

2 2 2
I g Y (1- )T =gy,
d X oy dXady .7
82V 2 82V 2 82u 2 2 .
—+ 0 —+|1-0° | —=—=-F"K"V,
9 y? 9 X ( p )8xay p
a warunki brzegowe przyjma posta¢
iat
yy:_l% r(x)ae , gdy —1<x<+],
oy =0, gdy 1>|x|, (7.8)
Oy =0, gdy —eo < X< oo,
gdzie
2
G U wa o, A+2u 5 U
ﬂz =< = , K':—’ C_I. =, 02:_
¢ A+2u c P P

sa odpowiednio predkosciami rozchodzenia sig fal podtuznych i poprzecznych w podiozu.

7.3. ROZWINIECIE W SZEREG CZEBYSZEWA
FUNKCJI PRZEMIESZCZEN POLPLASZCZYZNY SPREZYSTEJ]

Do rozwiazanie uktadu réwnan rézniczkowych czastkowych (7.7) zastosujemy
metode potencjatéw oraz transformacje Fouriera. Nie wchodzac w szczegdty tego kla-
sycznego sposobu rozwiazywania problemow elastokinetyki (patrz np. [139]), przed-
stawiamy ostateczne rozwiazanie
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oo ’ 2 2.2+
v(x, 0)=- dt | e KT () e de, (7.9)

V2mau —w(2a2 —/(2)2 —40:2\/052 - B Vo — i

gdzie r(e) — transformata Fouriera funkcji odporu podtoza r(x).
Nieznanej funkcji odporu podtoza r(x) poszukiwaé bedziemy w nastepujacej po-
staci (patrz [160], s. 70)

1o

r(x)=(1-x) 231 T (x), (7.10)

1=0

gdzie T,(X) sa wielomianami Czebyszewa | rodzaju.
Wykonujac na réwnaniu (7.10) transformacje Fouriera oraz wykorzystujac naste-
pujace wzory catkowe (patrz [61], s. 850)

1 +1 ) 1 Ziox |
7 L () 2T (e ™= (1) 0 (),
1+1 1 (7.12)

1 (7.12)
(2] (S 0 o @i Z ) st
1=0 1=0
Po podstawieniu transformaty (7.12) do wzoru (7.9) dostaniemy
oo o 2 — 2 .
V(X, O)Z_iz (_1)' I Ksza B K2r2l Ja (0!) e 4o

2a1 -m(Zaz—Kz) PN NP

(7.13)

RS ] NS adaa@ iy,
2au i _w(2a2—K2)2—40{2\/0!2—ﬂ2K2\/0(2—K2

Funkcje przemieszczen (7.13) rozwiniemy (patrz [160], s. 71) w szereg wzgledem
wielomianéw Czebyszewa | rodzaju
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= a VT (=Y v, (7.14)
n=0

n=0

Z definicji wspotczynniki tego rozwiniecia a,[w] sa okreslone wzorem (2.2).
Po wykorzystaniu zaleznosci (7.11), wzoru

3y (6™ z)=e™" 1y, (2) (7.15)
oraz wprowadzeniu podstawienia &= of K ostatecznie otrzymujemy:

i I+n T 2 \/52 ﬂz 2I(K'§)‘]2n(’(§)
0 (282 -1) ~ag2 & - g2
|+n 2I+1]° 2\/52 i o141 (K ) Ipnaa (KE)
(252 _1) 452 [52 IBZ [52

Catki niewtasciwe (7.16) poddamy dalszym przeksztatceniom. W celu uproszcze-
nia zapisu wprowadzimy nastepujace oznaczenia

dg,

aZn[ =Vop = __;1
(7.16)

d¢.

Qny [V] =Vonu = _a_'u§

P _2jF (k&€)J, (KE)dE, 1 -n=2m, (7.17)

gdzie

F($)= -5 . (7.18)

(252_1)2_452 /ggz_ﬂz /52_1

Dodatkowy warunek we wzorze (7.17) oznacza, ze liczby I, n, okreslajace rzedy
funkcji Bessela, sa jednoczesnie parzyste lub jednoczesnie nieparzyste. Zatozymy po-
nadto, ze | > n. Dokonujac we wzorze (7.17) podstawienia

23, (x)= H(Vl)(x)+Hf,2)(x) (7.19)
gdzie
Hf,l)(x):JV(x)+i N, (x), Hf,z)(x):JV(x)—i N, (X) (7.20)

sa funkcjami Hankela I i 11 rodzaju, otrzymamy
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Do = [F(E)3) (RE)HD (£)dE+ [F(£)3, () HD (£)de.  (720)

Catki (7.21) obliczymy, przechodzac z catkowaniem na ptaszczyzne zespolona.
Odpowiednie kontury catkowania przedstawiono na rysunkach 7.2 i 7.3. Znaki oraz
charakterystyczne wartosci wystepujacych we wzorze (7.18) funkcji wieloznacznych

gdzie
z=¢+in

przedstawiono na rysunku 7.4.
Korzystajac ze znanego twierdzenia, dotyczacego catkowania na plaszczyznie ze-
spolonej, otrzymamy

oo = [ F(£)3, (€)Y (x2)dE + [ F(£)3, () HD ()0
0 0 (7.22)

o

=]°|1d§+j|2d§= | Izdz+TIldz+TI2dz—2ninesI2.
0 0 OBR (0] R

0

linia rozgatezienia _/

Rys. 7.2. Kontur catkowania, w przypadku gdy w funkcji podcatkowej wystepuje funkcja H(nl) (z)
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o A B P

linia rozgatezienia 7

@ *—@ T

R,Blfr

HY (2)

Rys. 7.3. Kontur catkowania, w przypadku gdy w funkcji podcatkowej wystepuje funkcja Ht )( )

Vi = ZZ_IBZ ‘r n
v, =42 -1
z=¢(+in

Imy, , Imy, >0

Rev, =0

/7/7_—Imv1—0

N

O AU
Rev, =0—

Rev,>0
Rev,>0

<
¥Imv2—0

Imy, , Imy, <

Rys. 7.4. Znaki oraz charakterystyczne wartosci funkcji wieloznacznych

v =yZ -, v,=\Z -1 naplaszczyznie zespolonej

Po wykonaniu odpowiednich przeksztatcen za pomoca zaleznosci (7.15) oraz na-
stepujacego wzoru

ostatecznie otrzymamy

(7.23)



108 Rozdziat 7

v =21 | Wl (M ()
0(52 1) +4§2 ﬂZ 52 1— 52

+j 454 (£ F1-¢ 3 (RE)HP (x8)dé
ﬁ(2§2—1) +16§4(§2—ﬁ2)(1—§2) (7.24)
— = f ‘ 3 (k6 HO (x5, |

§=§r

[(252 1) a2 @}

|-n=2m, |=n.

W przypadku gdy | < n, iloczyn funkcji Bessela J, (.) H () wystepujacy we wzo-

rze (7.24), nalezy zastapi¢ iloczynem J,(.) H () Szczegoty przedstawionej metody

obliczenia catek nieskonczonych mozna znalezé m.in. w pracy [49], s. 132-134 oraz w
pracy [62].

7.4. ROZWIAZANIE ZADANIA DRGAN BELKI
NIEPRYZMATYCZNEJ]

Po podstawieniu do réwnania (7.6) funkcji odporu podtoza (7.10) otrzymamy

4 EJ 3 2EJ 2 N
EJ(X)& W, 20—) () &W+ ? (X)—nN(x) aw—n& (X)07_vv
ax* ax | ox IX? G X IX

(7.25)

— g pg (X)W= n[ p(x)-(1-2) 220 T (X)J.

1=0

Rozwiazania réwnania rézniczkowego (7.25) poszukiwaé bedziemy w postaci sze-
regow Czebyszewa

Z a [W]T, (x Z w T (x (7.26)
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Do rozwiazania réwnania (7.25) zastosujemy przedstawione w punkcie 2.3, twier-
dzenie 1.
Zastosowanie tego twierdzenia wymaga m.in. rozwinigcia prawej strony réwnania

(7.25) w szereg Czebyszewa. Poniewaz funkcja (1— x?)™?, zwiazana z reakcja pod-
foza, nie ma takiego rozwinigcia, prawa i lewa strong rownanie (7.25) przemnozymy
przez (1— x?), otrzymujac nastepujace rownanie

Ffes 2 o 720

ox* Ix  )ax
J*EJ(X) I*w
- 2>[ il )JW
- (7.27)
—n(1-x%) P v 2g(1-) pg (X)W

Wystepujace w tak zmodyfikowanym réwnaniu rézniczkowym czwartego rzedu
funkcje I5m , P sq okreslone wtedy wzorami

(7.28)

ﬁ(x,t>=n((1—x2)p(x)—(l—xz)zi'nﬂ <X>]~

1=0

Po wykorzystaniu zaleznosci (2.31) zwiazane z |5m funkcje Qm przyjmuja postac¢
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X

Q (x)=(1-%) &ZEJZ(X) ~12x

dX X

%) _12E3(x)- (1-*)nN(x), (7.29)

U 9%EI(x) JEJ(X)
Q;(x)=4x Ewe +12 o
82EJ()

Y

X

—4xnN(x),

+2xn? )+2nN(x)—(1—x2)wzng(x).

Q (X)=-

W dalszych przeksztatceniach wykorzystamy zaleznosci (2.38) oraz rozwinigcie
w szereg Czebyszewa funkcji (1— x? ) V2 ([144], s. 143)

11 (x. (7.30)

Po podstawieniu formut (7.29) do wzoru (2.29) i wykonaniu ztozonych przeksztat-
cen, z wykorzystaniem wzoréw (2.37) i (2.38), otrzymamy nieskonczony uktad row-
nan algebraicznych umozliwiajacy wyznaczenie wspotczynnikdw w; rozwinigcia
funkcji przemieszczen w(x)

i'(Ek,l +I’1Nk’| +wngky| ) V\4 =H[Fk +i|I’| sz"} ’ k=0, 1, 2, 3, veny (731)
1=0

=0

gdzie
E., =-2(k+1)(k+2)(k+3)(k—4)(k=-5)(I-1)lg__,
~2(k-1)(k-2)(k-3)( k+4)(k+5)(1 D)l e,
+{4{k"-9)
+{4{k" o)
)

(

k? =41 (kI +11)-8(k+2)(k+3)(k—1)I( 7Tk —23))q

(k*-4)1(
(K® —4)1 (kI =12)+8 (k=2)(k=3)(k+ 1)l (7k+23)) g,
+(2( ~9)(Kk? - 4)(k? -1) (k- 21 -4)

(

~2(K?=9)(K* = 4) (k=1 +1)(( k+1)(k—1+2)-12(k-1))
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~8(k? -9)(k-1)(k—=2)(k—1)(k—1+2)

—4(k=1)(k- )( 3)(k=1+2)(k=1+3))ac,

+(2(k2 )

—~2(k* -9)(k* - 4) k+1-1)((k=1)(k +1-2)+12(k+1))
+8(k*=9)(k+1)(k+2)(k+1)(k+1-2)
4(k+1)(k+2)(k+3)(k+| 2)(k+1-3)8,_

—-4(k?*-9)

(K —4) (K> -1)(k+21 +4)

(kz )( k | +2)g o +(k+1-2)g,,_ 2} gdy | =0,1;
—4E[Z4I(2k2—23) (k2—9)(k2—4)(l—2)J(k—I+2j)q<_|+2j, gdy | =2,3;

-1
961" (2k* = 23)(k—1+2]) & j2; gdy >4,
j=1

_(k2 —9)(k2 —4)(| —2)[(k=1+2)g 1,0 +(k+1-2)8,1, |,

(7.32)
Ny, :%(k+1)(k+2)(k+3)(k—5)l(nk_|_4—nk+|_4)
—(k+2)(k+3)(2k2—9k+13)l(nk_l_z—nk+|_2)
+3(k2 —9)( k2+2)l(nk_| ~Ney) (7.33)
—(k—2)(k—3)(2k2+ ok + 13)|(nk_|+2—nk+|+2)

+= (k=1)(k=2)(k=3)(K+5) 1 (N 14 —Nsira)

) )(9k-1-6 + ki 6)
( (9k1-a + Gki1a)
(k=2)(k+3)(Gki—2 + Gsi2) — ZOk(k2—7)(9k_| + Okt ) (7.34)
)(K=3)( G2 + Gcai2)
(k=3)(

Ok-144 + gk+l+4)
k—
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F :%(—(k+1)(k+2)(k+3) Pics +6(k—1)(k+2)(k+3) Py

~15(k+1)(k—2)(k+3) p_, +20k(K* ~7) py

(7.35)
~15(k=1) (k+2)(k=3) Py + 6(k-+1)(k—2) (k-3) sy
~(k=1)(k=2)(k=3) Py ).
R _2 (k+1)(k+2)(k+3) (k+1)(k+2)(k+3)
Pl (k-1-a)- (k+1—4)
) ( 4)(k+3) ( )(k+3)+6k(k2—9)
(k=1-2° -1 (k+1-2° -1 (k-1)*- .36
6k(K* - 9) 4( 4)(k- ) 4( )(k—3)
(k+1)° -1 (k=1+2)" -1  (k+l+2)° -
L (k=1)(k- 2)( Y DK=D |11)mo)
(k- I+4) (k+|+4) -1

Wystepujace we wzorach (7.32)—(7.35) parametry e, n, g, pi Sa wspdtczynnikami
rozwinig¢ funkcji

q=a[EI(x)], n=a[N(x)] g =a[ps(x)] n=a[p(x)]

Pierwsze cztery rownania speinione tozsamosciowo zastgpuje sig¢ rOwnaniami

okreslajacymi warunki brzegowe. W rozwazanym problemie warunki te maja posta¢
(patrz wzory (3.3) 2,3)

e P (2 gy o]
A(F)=-EI () o LEBI(X) [N (= <o,

Korzystajac z wartosci wielomianéw T (™ (1) obliczonych ze wzoréw (2.34),

(2.35) oraz wartosci statych EJ , EJ, ,EJ’, EJ’ ,N_, N, (patrz wzory (3.28),
(3.29)), otrzymamy cztery dodatkowe réwnania opisujace warunki brzegowe
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m(-1)=m_ :—EJ_%i (-1) 12 (12 1) wy =§'Boy| w =0,

1=0

m(+1)=m, =—EJ+%i 12(1°-1) w =i'BL, w =0,
= 1=0

oo

=3 1)|{—§( —1)EJ:

=0

. - (7.38)
+E(|2 —1)(|2 —4) EJ —n N_}vw :é B, W =0,
q(+1):t+:—§'I2F(I2—1)EJ
=0 3
+%(|2—1)(|2—4)EJ+—nN+}V\4=;'B&,W, =0.

Cztery réwnania (7.38) oraz rownania (7.31) dla k = 4, 5, 6, ... tworza nieskonczo-
ny uklad réwnan algebraicznych, pozwalajacy na wyznaczenie nieznanych wspot-
czynnikow rozwiniecia funkcji przemieszczen w(x) (wzor (7.26)). Po zapisaniu uktadu
W Uproszczonej postaci otrzymamy

> B w =0, k=0123
B (7.39)

1=0
iI(EkJ +nNk’| +a)2gGk’| )\/\4 :n(Fk +ill’| Rk’lj, k:4, 5, 6, ey

1=0 1=0

7.5. ROZWIAZANIE PROBLEMU INTERAKCJI BELKI
Z POLPLASZCZYZNA SPREZYSTA

W analizowanym zagadnieniu zatozylismy nastepujace warunki zgodnosci prze-
mieszczen poOtptaszczyzny i belki (wzor (7.4) po wprowadzeniu wielkosci bezwymia-

rowych)
v(x,0)=w(x), gdy -1<x<+1 (7.40)
rownowazne relacjom
W=y, 1=012 .. (7.41)
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gdzie v(x, 0) — amplituda przemieszczen brzegu pétptaszczyzny, w(x) — amplituda
drgan osi belki.

Po podstawieniu zwiazku (7.41) do uktadu réwnan (7.39), wykorzystaniu (7.16),
(7.17), (7.22) i wykonaniu przeksztatcen otrzymujemy nieskonczony ukfad réwnan
algebraicznych

8| mo =
- - |
+ Z f2ami1 (Z(_l)m B1<,z|+1 2] +1,2m+1j} =0,
m=0 1=0
k=0,1 2,3
. P (= (7.42)
] 1 I
_Z rzm[—o[Z (_1)w C 2 ¢2I,2mJ+an,2mJ
m=0 a/l 1=0
o P (= |
_z anwl(_o(Z(_l)m Ck,2|+1 ¢2I+1,2w1j+nR<,2rm1J: nk,
m=0 au\ 5
k=45, 6, ...
gdzie
Ck,| = Ek,| +nNk’| +a)2gGk’| (743)

pozwalajacy na wyznaczenie nieznanych wspotczynnikdw r.,. Po podstawieniu wspot-
czynnikow rp,, do wzoréw (7.16) wyznaczymy wyrazy rozwiniecia poszukiwanej funk-
cji przemieszczen poétptaszczyzny (7.14), a po uwzglednieniu relacji (7.40) réwniez
przemieszczen belki (7.26).

7.6. PRZYKLADY OBLICZENIOWE

Przyktad 7.1

W celu ilustracji przedstawionej metody zastosujemy ja do rozwiazania problemu
drgan belki o symetrycznym przekroju wzgledem osi X, dla kt6rej wysokos¢ jest opi-
sana funkcja (rys. 7.5)
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= (7.44)

Po przejsciu do wielkosci bezwymiarowych (7.5) funkcja ta wyrazi si¢ wzorem

(x2 —1) -1
h(X)Z—T. (745)
H(0)= a/25
H (X)
H(-a)= a/50 — ——— H@=a50

— X
—a a

'y

Rys. 7.5. Charakterystyczne wartosci funkcji H(X) opisujacej wysokos¢ belki

PQLZ

T\T\T\t\
—
—

—a a

Y

Rys. 7.6. Przestrzenny rozktad obciazenia dziatajacego na uktad

Pozostate parametry belki wykonanej z betonu to: E = 2,8-10'° N/m?, pgy = 2400
kg/m® (psv jest masa na jednostke objetosci), a = 1 m, dla potptaszczyzny u =
1,5-10° N/m?, p = 2000 kg/m®, v = 0,3. Na belke dziata liniowo zmienne obciazenie
antysymetryczne (rys. 7.6). Przestrzenny rozkiad obciazenia w postaci bezwymia-
rowej wyraza funkcja
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3
pz(x):Ex. (7.46)

Po rozwinieciu w szeregi Czebyszewa bezwymiarowych charakterystyk geome-
trycznych belki J(X) i A(X) — gdzie A(X) jest jej polem przekroju i podstawieniu pozo-
statych wartosci liczbowych otrzymamy EJ(X) oraz ps = pgy A(X).

Obliczenia wykonano dla czterech czgstosci wymuszenia: @y = 25n rad/s, @, =
50m rad/s, a» = 1007w rad/s, ay = 2007 rad/s. W celu rozwiazania nieskonczonego
uktadu rownan algebraicznych (7.42) ograniczymy go do ukfadu skonczonego. Wtedy
funkcja przemieszczen oraz funkcja odporu podtoza sa okreslone przez skonczone
sumy szeregdw Czebyszewa

m , 1 m

=2 wWT(X), r(x)=(1-*) 2> (T () (7.47)
1=0 1=0
Re r(x) \/1—7 Im r(x) \/1——x2

-0,01¢}
-0,02 |
0,03/
Abs r(x) V1-x? 4 AT V1-x2

o r B N N
- o 1 ©o un

Rys. 7.7. Wykresy zespolonej funkcji r(x)v1—x2 (r(X) — funkcja odporu podtoza) w przypadku réznych
rozmiarow bazy aproksymacyjnej m= 13 ( ),25 (= =), 37 (====~ ), 49 (=)
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Badajac zbieznos¢ rozwiazan, uktad ten rozwiazano dla coraz wiekszego rozmia-
ru bazy aproksymujacej m= 13, 25, 37, 49. Otrzymane w wyniku obliczen funkcje
przedstawiono na rysunkach 7.7 i 7.8.

Poniewaz funkcje r(x), w(x) przyjmuja wartosci zespolone, na rysunkach tych
przedstawiono ich czesci rzeczywiste — Re(z) oraz urojone — Im(2), a wystepujace
tam réwniez funkcje Abs(z), Arg(z) oznaczaja odpowiednio modut oraz argument

zespolonej wartosci z Na rysunku 7.7 przedstawiono wykresy funkcji r(x)y1-x? .

Analogiczne rezultaty dla funkcji przemieszczen w(x) pokazano na rysunku 7.8. Ob-
liczenia wykonano dla czgstosci wymuszenia @ = 100 & rad/s.

Wykresy przedstawione na rysunkach 7.9 i 7.10 pokazuja natomiast funkcje
r(x)v1-x2, w(x) obliczone dla réznych czestosci wymuszenia @ = 25r, 50r, 100,
200m rad/s, w tym przypadku parametr m= 49.

Wykresy zespolonych funkcji przemieszczen w(1) (na koncu belki) w zaleznosci
od wartosci bezwymiarowego parametru czgstosci wa/c, przedstawiono na rys. 7.11.
Przyjete do obliczen czgstosci w= 25w, 50rt, 1007w, 2007 rad/s odpowiadaja nastepu-
jacym wartosciom bezwymiarowego parametru czestosci walc, = 0,287, 0,573,
1,147, 2,294.

Rew(x) x 10° Imw(x) x10°

A Argw(x)

[ mﬂu._..._...

o B B N N
U o U1 o U

\J

Rys. 7.8. Wykresy zespolonej funkcji przemieszczen w(x) w przypadku réznych rozmiaréw bazy
aproksymacyjnej m=13 ( ),25 (= =), 37 (=== ), 49 (—)
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Re r(x) V1-x? Im r(x) y1-x2 x10?
0,75
0,50
0,25

\J

A Abs r(x)y1-x R Arg r(x)1-x?
0,6 2,5
2,0
al
' 1,5
o) 1,0
0,5
-1 -0,5 0,5 1 -1 -0,5 0,5 1

Rys. 7.9. Wykresy zespolonej funkcji r(x)v1—x?> w przypadku réznych czestosci
wymuszenia = 25, ( ), 501 (= =), 1007 (+====" ), 2007 (=)

Rew(x) x10° Imw(x) x10°

Absw(x) x10° T Argw(x)
2,0 s
Ls |
0,5
| 7‘—“_‘_“_‘_“_‘{“““““
T s 1™

Rys. 7.10. Wykresy zespolonej funkcji przemieszczen w(x) w przypadku réznych czestosci
wymuszenia @ = 25w ( ), 50n (= =), 1007 ('====" ), 200w ( )
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Imwx10°, Rewx10°

Rys. 7.11. Wykresy zespolonej funkcji przemieszczen w(1): Re (===, Im (=),
w przypadku réznych wartosci bezwymiarowego parametru czestosci wymuszenia wal/c,.

ro(x, 1) A re(X, 1)

t=0,25:107, [s]

Rys. 7. 12. Wykresy funkcji odporu podtoza r(x, t) = | r(x) | cos(100mtt + Arg(r(x)))
irgxt)= | r(x) | sin(100xt + Arg(r(X))) w przypadku réznych wartosci czasu t
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Aby uzyska¢ zaleznosci funkcji odporu podtoza od czasu t, nalezy wykorzystaé re-
lacje (7.5) oraz wykonac¢ nastgpujace przeksztatcenia:

r(xt)=re(xt)+irg(xt)=r(x)exp(imt)=(Rer(x)+ilmr(x))exp((iwt)
=|r (x)|exp(i(@t)+Arg(r (x))) (7.48)

=|r (x)|cos(@t+Arg(r (x)))+i|r (x)|sin(wt+Arg(r(x))).
Analogicznie w przypadku funkcji przemieszczen otrzymujemy

w(xt)=w(x)exp(iwt)=w, (xt)+iwg(xt)

=|w(x)|cos( @t + Arg(w(x))) +i [w(x)|sin (@t + Arg (w(x))). (7.49)

Wy(X, t) We(X, t)

\j

t, =0,25-107, [s]

Rys. 7.13. Wykresy funkcji przemieszczen wg(x, t) = |w(x)| co0s(100xtt + Arg(w(x)))
i wy(x, t) = |w(x) | sin(100xt + Arg(w(x))) w przypadku réznych wartosci czasu t

We wzorach (7.48), (7.49) oznaczenie funkcji Abs(z) zastapiono symbolem |z].
Wykresy funkcji re(x, t), r«x, t) oraz we(x, t), we(x, t) w przypadku réznych wartosci
czasu t przedstawiono na rysunkach 7.12, 7.13. Z analizy otrzymanych wynikow wi-
da¢, ze dostatecznie dobra aproksymacje rozwiazan uzyskujemy dla m = 37. Roznice
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miedzy wynikami dla m = 37 oraz m = 49 sa bardzo mate. Zaskoczeniem moga nato-
miast by¢ nieduze rdéznice w rozwiazaniach dla réznych czestosci wymuszen.
W przypadku czestosci 100r rad/s i 200m rad/s wykresy analizowanych funkcji prawie
sie¢ pokrywaja.

Wyniki uzyskane w przypadku gdy na uktad z rysunku 7.5 dziata obciazenie row-
nomiernie roztozone mozna znalez¢ w pracy autora [153].



8. DRGANIA NIEPRYZMATYCZNEJ BELKI TIMOSHENKI

8.1. WPROWADZENIE

Zagadnienia dotyczace ukladéw belkowych typu Timoshenki, podobnie jak pro-
blemy zwiazane z uktadami pretowymi typu Eulera, ciesza si¢ duzym zainteresowa-
niem. O zainteresowaniu tym $wiadczy duza liczba prac o tej tematyce. Analityczne
rozwiazanie zagadnienia drgan wiasnych pryzmatycznej belki Timoshenki przedstawit
m.in. Huang [74]. Sprowadzit on uktad dwaoch réwnan rézniczkowych do jednego
rownania, ktore rozwiazat analitycznie. Uzyskane rozwiazanie wyraza si¢ przez funk-
cje trygonometryczne i hiperboliczne. Zagadnienia drgan wiasnych belki wsporniko-
wej, z umieszczonym na koncu elementem masowym o niepomijalnej bezwtadnosci
obrotowej, Bruch i Mitchell [18] rozwiazali ta sama metoda. Wiele z publikowanych
prac zajmujacych si¢ drganiami belek Timoshenki dotyczy zagadnienia statecznosci.
Problemem tym zajmowali sie m.in. Katsikadelis [95] i Kounadis [95], [96]. W pracy
[95] przedstawiono analityczne rozwiazanie statecznosci kolumny Becka. W pracy
[96] Kounadis wyprowadzit rownania opisujace drgania belki Timoshenki obciazonej
skupionym i rownomiernie roztozonym obciazeniem $ledzacym. Rownania te zostaty
wyprowadzone niezaleznie trzema metodami z zastosowaniem: zasady prac przygo-
towanych, zasady Hamiltona oraz na podstawie stanu réwnowagi dynamicznej infini-
zytymalnego elementu belki. Wykorzystanie do wyprowadzenia réwnan, opisujacych
drgania belki Timoshenki obciazonej sita osiowa i sita §ledzaca, wariacyjnej zasady
Hamiltona mozna znalez¢ w pracy Sato [158]. Zagadnienia drgan i statecznosci nie-
pryzmatycznej belki Timoshenki rozwiazane metoda macierzy przeniesienia przed-
stawiono w pracy Irie, Yamada i Takahashi [77]. Rozwiazanie problemu statecznos$ci
belek niepryzmatycznych, z uwzglednieniem roznych sposobdéw podparcia belki,
przedstawili w pracy [48] Esmailzadeh i Ohadi. W pracy tej rozwiazania poszukiwa-
no w postaci szeregow potegowych. Szeregdw potegowych uzyto réwniez do rozwia-
zania zagadnienia statecznosci belki wspornikowej i sztywno-przegubowej w pracy
Leunga i Zhou’a [121]. Rozwiazanie zagadnienia drgan belek niepryzmatycznych,
z wykorzystaniem metody elementow skonczonych, mozna znalez¢ w pracy Klasztor-
nego [92]. W pracy tej przyjeto wielomianowa aproksymacje funkcji ksztattu, na pod-
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stawie ktorych wyznaczono nastepnie macierze sztywnosci i bezwtadnosci belkowych
elementéw skonczonych typu Eulera i Timoshenki. Metoda elementéw skonczonych
do rozwiazania zagadnienia wiasnego pryzmatycznej belki Timoshenki, sprezyscie
utwierdzonej na brzegach, zostata zastosowana rowniez przez Abbasa [2]. Teori¢ do-
tyczaca metody krepych elementow spektralnych oraz zastosowanie tej metody do
analizy dynamicznej fundamentow ramowych pod turbozespoty przedstawiono w mo-
nografii Wrany [196]. Dynamiczna macierz sztywnosci pryzmatycznego elementu
skonczonego typu Timoshenki zostata wyznaczona analitycznie w pracy [10] przez
Banerjee’a i Williamsa. Zastosowanie do rozwiazania transformacji Laplace’a mozna
znalez¢ pracach Lueschen, Bergmana i McFarlanda [127] oraz Saito i Otomi [154].
W pracy [127] wyznaczono i poréwnano funkcje Greena pryzmatycznych belek Eule-
ra i Timoshenki. W przypadku belki Eulera uwzgledniono obciazenia belki niezmien-
nym w czasie obciagzeniem osiowym. W pracy [154] rozwiazano zadanie drgan i sta-
tecznosci belki Timoshenki z dodanym elementem masowym (o niepomijalnej
bezwtadnosci obrotowej), poddanej dziataniu obciazenia osiowego oraz obciazenia
sledzacego. Dodatkowy element masowy, przytwierdzony do swobodnego konca bel-
ki, uwzgledniono réwniez w pracy Auciello [5]. W pracy tej za pomoca aproksymacji
Lagrange’a rozwiazano zagadnienie drgan swobodnych sprezyscie utwierdzonej belki
wspornikowej o liniowo zmiennej wysokosci. W innej pracy Auciello i Ercolano [4]
do rozwiazania zagadnienia drgan belki Timoshenki obciazonej sita osiowa zastoso-
wali metode Rayleigha—Ritza. Jako zbior funkcji bazowych zastosowano funkcje or-
togonalne. Pierwszy element tego zbioru to wielomian spetniajacy warunki brzegowe,
nastepne otrzymywane sa metoda ortogonalizacji Grama—Schmidta. Metode Rayle-
igh—-Ritza do wyznaczenia czestosci wiasnych belki swobodnie podpartej, sprezyscie
utwierdzonej na koncach, o zmiennej liniowo wysokosci, zastosowali réwniez Gutier-
rez, Laura i Rossi w [70]. Do aproksymacji przemieszczen i funkcji obrotu przekroju
poprzecznego wykorzystali klasyczne wielomiany potegowe. Metode Galerkina do
wyznaczenia czegstosci wiasnych zastosowali w pracy [20] Chehil i Jategaonkar.
W pracy analizowano belki o przedziatami liniowo zmiennych parametrach. Jedna ze
stosowanych metod do rozwigzywania omawianych probleméw jest metoda DQM
(Differential Quadrature Method). Przykiad jej zastosowania mozemy znalez¢é w pra-
cy Karami, Malekzadeha i Shahpari [89]. Rozwiazanie problemu drgan belki o okre-
sowej geometrii wywotanych obciazeniem harmonicznie zmiennym wraz z zagadnie-
niem wrazliwosci przedstawiono w pracy Mazur-Sniady i Sniadego [135]. Problem
drgan skretnych belki Timoshenki obciazonej sita osiowa rozwiazano w pracy [166].
Odmienne podejscie do rozwiazania problemu drgan belek niepryzmatycznych
przedstawiaja Tong, Tabarrok i Yeh [188]. Belke niepryzmatyczna aproksymowali oni
belka odcinkowo-pryzmatyczna o skokowo zmiennych parametrach. Korzystajac
z analitycznych rozwiazan belki pryzmatycznej oraz warunkéw ciagtosci, rozwiazali
analizowany problem. Rozwiazanie zagadnienia drgan belki, o skokowo zmiennych
parametrach, przedstawili w pracy [200] Yavari, Sarkaniand i Reddy. Do rozwiazania
wykorzystali formalizm teorii dystrybucji. Zagadnieniem drgan bardziej ztozonych
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uktaddw zajmowat si¢ m.in. Posiadata [145]. W pracy [145] rozwiazano problem po-
przecznych drgan swobodnych belki Timoshenki z dodatkowymi elementami, takimi
jak sprezyny, elementy masowe z zerowym i niezerowym momentem bezwiadnosci,
liniowe oscylatory oraz dodatkowe podpory. Funkcje przemieszczen i katdw obrotu
przekroju poprzecznego aproksymowano szeregiem wzgledem funkcji whasnych, kté-
re uzyskano z rozwiazania zagadnienia bez dodatkowych elementéw. W pracy zasto-
sowano formalizm wariacyjny z mnoznikami Lagrange’a.

W czesci z cytowanych prac, tj. [10, 18, 74, 95, 96, 145, 154, 158], rozwazania doty-
cza belek pryzmatycznych. Jezeli w pracach pojawiaja si¢ rozwazania dotyczace pretow
niepryzmatycznych, to zazwyczaj przyjmuje si¢ w nich szczeg6lna posta¢ funkcji opisu-
jacych zmienne parametry ukiadu, np. funkcje liniowe, paraboliczne, wykladnicze (jak
np. w pracy [5, 70, 77]) lub wielomiany potegowe (jak w pracy [48]). W przypadku
0gblnym rozwiazania te nie sa znane. Obszerna bibliografie dotyczaca belek Timoshen-
ki mozemy znalez¢ w pracy przegladowej Laury, Mauriziego i Rossiego [112].

W niniejszej rozdziale rozwazamy zagadnienie liniowych drgan belki Timoshenki
0 zmiennych parametrach wytrzymatosciowych i geometrycznych, spoczywajacej na
dwuparametrowym niejednorodnym podtozu sprezystym. Zaktadamy, ze funkcje okresla-
jace zmienne parametry preta, takie jak sztywnos¢ gietna, gestos¢, zmienne parametry
podioza i obciazenia, mozna opisa¢ dowolnymi funkcjami. Jednym z nielicznych ograni-
czen jest zatozenie, ze funkcje te mozna rozwina¢ w szereg wzgledem wielomianéw Cze-
byszewa | rodzaju. Przedstawiona metode zastosowano do rozwiazania trzech zagadnien:
drgan wiasnych belki pryzmatycznej, statecznosci belek niepryzmatycznych obciazonych
obciazeniem niepotencjalnym oraz statecznosci uktadu ramowego. Wyniki uzyskane
w pierwszym przykladzie, tj. czestosci wlasne oraz odpowiadajace im formy wiasne, po-
rownano z doktadnymi wynikami analitycznymi uzyskanymi przez Huanga [74]. W przy-
ktadzie drugim dokonano poréwnania rozwiazan uzyskanych belek Timoshenki
z rozwiazaniami pretow Eulera oraz rozwiazano przykfad pokazujacy wptyw podioza
dwuparametrowego na wartosci obciazenia krytycznego. Przykiad trzeci ilustruje
mozliwos¢ zastosowania opisanej metody do bardziej ztozonych uktaddw pretowych.

W celu zbadania skutecznos¢ oraz okreslenia doktadnosci prezentowanej metody,
zagadnienie wiasne belki pryzmatycznej rozwiazano réwniez innymi metodami przy-
blizonymi. Zastosowane metody: metoda elementéw skonczonych (metoda z nieza-
lezna aproksymacja kata obrotu, wynikajacego z odksztatcalnosci postaciowej, przed-
stawiona w pracy Langera i Bryji [107]) oraz metody aproksymacyjne, w ktorych
rozwiazania poszukiwano w postaci klasycznych szeregéw potegowych lub klasycz-
nych (trygonometrycznych) szeregdéw Fouriera. Otrzymane rozwiazania poréwnano
z doktadnymi rozwiazaniami analitycznymi [74]. Rezultaty tych poréwnan pokazaty,
ze prezentowana w pracy metoda daje znacznie mniejsze biedy (w stosunku do do-
ktadnych rozwiazan) niz inne testowane w przyktadzie metody.

W niniejszym rozdziale wykorzystano wyniki autora opublikowane w pracy [152].
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8.2. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Przedmiotem rozwazan jest prostoliniowa niepryzmatyczna belka Timoshenki o diu-
gosci 2a, spoczywajaca ha dwuparametrowym podtozu sprezystym. Belka poddana
jest dziataniu dynamicznych sitowych obciazen normalnych p(X, t), obciazen momen-
towych o(X, t) oraz obciazen stycznych r(X, t). Ponadto na belke dziata obciazenie
statyczne F(X), ktore w przypadku 7 = 1 jest obciazeniem sledzacym, a gdy 7 =0, jest
obciazeniem osiowym. Przyjeto, ze F(X) > 0 w przypadku sity rozciagajacej. Liniowe
poprzeczne i podtuzne drgania belki sa opisane wtedy nastepujacym uktadem réwnan
rézniczkowych czastkowych [77] (w celu uproszczenia pominieto wptyw tlumienia)

2Q I°W I’W I ( avvj_ _
—ax+77F(X)axz A (X) -7 T ox C(X)_&X K (X)W + p(X,t)=0,

oM oW 2P _
Q-2 —(1—77)|:(x)—ax—|(x)—atz +0(X,t)=0, (8.1)

2 (B0 ]-Ho0u-p, (022

+r(X,t)=0,

gdzie W — oznacza przemieszczenie prostopadie do osi preta, U — przemieszczenie
styczne, @— kat obrotu przekroju poprzecznego, M — moment gnacy, Q — sita tnaca.

Funkcje
P (X)=pg(X)+p8 ™ (X)

Sa suma mas preta oraz tzw. mas ,,wspd&tpracujacych” podtoza, przypadajacych na jed-
nostke dtugosci, 1(X) = Ig(X) jest masowym momentem bezwiadnosci przekroju preta
(przypadajacym na jednostke dtugosci preta), a K(X), C(X), H(X) sa funkcjami charakte-
ryzujacymi reakcje podtoza sprezystego. Element preta dX przedstawiono na rysunku 8.1.

W réwnaniu (8.1) pominigto réwniez wptyw na drgania poprzeczne preta efek-
tow drugiego rzedu, wynikajacych z dziatania zmiennej w czasie sity osiowej S =
EA(X) 0U/oX. W przypadku braku takiego zatozenia otrzymuje si¢ sprzezony ukiad
roéwnan nieliniowych. Sprzezenia w ukladzie (8.1) pojawiaja sie réwniez w przypadku
braku symetrii parametrow wzgledem osi X.

Po wykorzystaniu wzordw okreslajacych momenty gnace, sity tnace i sity osiowe

M(x,t):—EJ(x)g_i’, Q(x,t):KGA(x)ﬁ—F(x)(ng_")\(’—qu,
8.2)

oW ou
=—--@, S(X,t)=EA—,
p o X (X.1) oX
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Q+dQ W’ +dw’

T 1

Rys. 8.1. Element dX belki obciazony obciazeniem osiowym (77 = 0) oraz sledzacym (77 = 1)

gdzie EJ(X) — sztywnos¢ preta na zginanie, EA(X) — sztywnos¢ osiowa, xGA(X) —
sztywnos¢ preta na scinanie, x— wspotczynnik $cinania, £ — kat odksztatcenia posta-
ciowego, uklad rownan (8.1) zapisujemy w nastepujacy sposob:

°W (9kGA 9(yF) oC oW
xkGA+C - — |——-KW
(xCA+ )ax2+( oX X X )ax
o0d (JdkGA oF ?W
—(kGA-F)——-| ———— |®- +p=0,
( )ax (ax axj Ao TP
2 2 (83)
(1<GA—F)aW+EJa (p+aE‘]a—(p—(KGA—F)<15—I J gzs+o:0,
X ax?2 X oX ot?
J°U , JEAJU L ’U 4
IX2 X IX " ot? '
Po wprowadzeniu zmiennych bezwymiarowych
X W (X) U (X)
=—, = , = y :@ X
x= 2 W)= u()=—% 0(x)=(X)

ukfad réwnan (8.3) przyjmie postac:
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[E— E— 2 A e Yo E—
(KGA+nC)a W+ aKGA—n a(nF)_8_C a\—N—nKW
o ox ox  ox )] ox
—— —\0¢ [0kGA OF _Pw
—(xkGA-nF)==— -n=_ |¢-gA, —+nP=0,
( " )8x ( oX naxj(’]) 9A ot? Tnp
—— oW —0% 0B — = Py 8.4)
(KGA—nF)—+EJ—¢+——¢—(KGA—nF)¢—g|—¢+n6:0,
ox % OX ox ot?
—d%u JEAJU) — QU
d{EA%+W0_)—J—nHU—ngﬁ+nr:0,
a sity przekrojowe (8.2) wyraza si¢ wzorami:
M (X,t —
mixt)= M3 _ g590
EJ, oX
Q(ax)a® ——(ow j —(_aw j
t)=——""—=xGA ——¢ |-nF|T——¢ |, ,
q(x.t) = o ¢ NF| =0 (8.5)
S P
S(X,t)_ﬂ: 8_u
EA ox
gdzie
- E'JO
EJ(X)=EJ,E](x), KGA(X)=?KGA(X),
EA(X)=EAEA(X), F(X)=RF (x),
(X)=7(x), An=pAn (X)=pal(x)
&R @ g TEA (8.6)
E‘]O E‘]O E"]0
p(X,t):%T)(X,t), o(X,t)=Ro(xt), r(X,t):%OT(x,t),
C(X)=RE(Y). K(X)=3K(x), H(X)=DH(x),
a a

F,C, K H I, pvu, 7, P, 0, 1 zamiast EJ, kxGA EAF,C, K, H, I, py .77, p,0,T.
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Nie begdziemy rowniez rozroznia¢ symboli py i pn, przyjmujac dla nich jedno ozna-

czenie p, pamigtajac, ze w roéwnaniach dotyczacych drgan poprzecznych p = py,
a w réwnaniach opisujacych drgania podtuzne p = py.

8.3. ROZWIAZANIE UKLADU ROWNAN RUCHU

Rozwiazania ukfadu réwnan rdzniczkowych (8.4) poszukujemy w postaci szere-
gow Czebyszewa | rodzaju

o(x)=3 aldm (=3 aTi(x) 67)
u(x,t):il a [ulT, (x):i' u T, (x),

Do rozwiazania uktadu (8.4) zastosowano twierdzenie 1, przedstawione w rozdzia-
le 2.3. Korzystajac z oznaczen wystepujacych w tym twierdzeniu, mozna przedstawi¢
analizowany uktad réwnan (8.4) w nastepujacej postaci macierzowej

A

Po (X)F”(%,t) +PL(X)F (xt)+ P, (X)f (x,t)=P(x.t), (8.8)
gdzie
kGA+nC 0 0
Po(x)=| 0 EJ 0 |
0 0 -dEA

_E)KGA_n(a(ﬂF)_a_Cj ~(KGA-nF) 0

oX ox oX
P, (x)= kGA-nF aaiXJ 0o |
0 0 _g %A

oX
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0

OxGA _ oF
ox ox

P,(X)=—| 0 xGA-nF 0

nK

—nH

i | (8.9)
gpw-np gp 0 0 jjw| |np
P(xt)=| gl ¢-no|=| 0 gl 0 |[4|-|no]| (8.10)
gpu-nr 0 0 gp|u nr
Okreslone wzorem (2.33) funkcje Qm(X) przyjmuja nastepujaca postaé
kGA+nC 0 0
Qo(x)= 0 EJ 0 :
0 0 -dEA
—aKGA—n(a(nF)+a—Cj —-(kGA-nF) 0
oX oX oX
oEJ
X)= kGA—-nF -— 0
Q4 ax
0 0 g IEA
oX
9% (nF |
-n (772 )+nK 0 0
oX
0kGA oF
X)=— -n— kGA-nF 0
Q2 (x) oX oX
0 0 -nH
(8.11)

Po wprowadzeniu oznaczen, dotyczacych wspotczynnikdw rozwinig¢ Czebyszewa,
wystepujacych we wzorze (8.8) funkcji
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a[El]=8q, a[xGA|=a, a[EA]=d, &[F]=f,a[C]=q, a[K]=k,

alHl=h.a[p]=9,a[l]=i, a[p]=p,a[o]=q, a[r]=r, (8.12)

przyjeciu zatozenia, n(x) = 7 = const, wykorzystaniu wzoru (2.32) oraz po wykonaniu
przeksztatcen za pomoca zaleznosci (2.37), otrzymujemy nastepujacy nieskonczony
ukfad réwnan rozniczkowych zwyczajnych:

L k(D) e (kl) 0w | R(K)
Z k21(k’|) kzz(k’l) 0 A |= Pz(k)

=0 0 0 k33(k,l) U F%(k)
- | ma(kl) 0 0 Vi
D 0 mu(kl) 0 |4 (8.13)
1=0 0 0 mys (k1) || G
k=0,12, 3, ..

gdzie

ks (K, |):2(k2 _1)I[n(ck—l = Cyest ) +(By — By )}
=2 (K+2) (K2 —Keer-2) = 2K (Kt =Kot )+ (KD (Kt =K )]
—2n7[ (k+2)(k=1)1 fiy =(k=1)(k+1)1 fiyy |

0 gdy 1=0,1

= .
_ gdy 1>2;

annl Y (k=1+2]) fyia)

j=1

ki (K, |):_(k2 _1)|:(ak—l—l+ak+|—1_ak—l+1_ak+l+l)
~N(fioa+ fna— fia- fk+|+l):|'

Kot (K 1) = (K+1)1 (81 = 8i-1) = (K=2)1 (8151 = Briaa)
—n[(k+1)| ( fk—l—l_ fk+|—1)_(k_1)| ( fk—|+1_ fk+|+1)]'
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Koo (K.1)= 2( )(Qu Q1)
_E[(k"_l)(ak—l—z +ak+|—2)_2k(ak—l + 8y )+(k_1) (ak—|+2 +ak+|+2)

=N ((k+2)(fr2 + fiera) = 2K(fiy + fiy )+ (k=) (o + fk+|+2))]
kaa (K, 1)=2(I =1)1 (dey =), (8.14)

R (k)=-n [(k"‘l) Pz — 2kpy +(k-1) pk+2]
Py (K)=—n[(k+1)0,_, — 2ko, +(k=1)0,; |, (8.15)
R (K)=—n[(k+1)t_, —2kn +(k=1)r,, |,

my (K, I)=%g((k+l)(gk—l—2 + Oi-2) = 2K( Gy + Gt ) +(K=1)( Gz + gk+l+2))’

1 . . . . . .
my (k, |)=§9((k+1)('k—|—2 Figgr_2) = 2K (i Figer ) F(K=1) (k42 +|k+l+2))’ (8.16)
1
Mg (K, |):Eg((k+1)( Okt—2 + Okai—2) = 2K( Guy + Gkt ) H(K=1)( Gyrin + gk+|+2))-

W nieskonczonym uktadzie réwnan (8.13) pierwsze dwie grupy réwnan, gdy k =
0,1 (6 réwnan), sa spetnione tozsamosciowo. ROwnania te zastepujemy rownaniami
okreslajacymi warunki brzegowe. W przypadku belki Timoshenki warunki brzego-
we podstawowych sposobow podparcia maja taka sama postac¢ jak dla belki Eulera
(patrz tab. 3.1).

Po rozwinigciu funkcji wystepujacych w definicji sit wewngtrznych (8.5) w szeregi
Czebyszewa, wyznaczeniu odpowiednich pochodnych i wykorzystaniu tozsamosci

(2.34) otrzymujemy nastepujace wyrazenia stuzace do okreslenia brzegowych warun-
kéw kinetycznych

oo

~1t)= Z ng m(+1,t) —EJZI(A
=0
i KGA-n7 1)_(-) 17w -3 (xGA-nt)_(-1'q,
= 1=0 (8.17)
q(+1 1) Z (kGA-n7 1) 12w -3 (kGA-nf) 4,
=0 1=0

oo

-1,t)= Z Iu|, s(+Lt)= EAZIu|,
=0
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gdzie

EJ. Zaﬂ 1)=3(-1)'a,

1=0

EJ, =EJ(+1) Z qT (1 Zq
(kGA-nsf) = KGA(—l)—nsf (-1)
(a -nsf)T (-1)=3"'(-1) (& —nsf,), (8.18)

(xGA-nsf) =xGA(+1)-nsf (+1)

M_x

I
o
I
o

(g —nsf))T (+1 =i -nsf),

M_s

]
o
O

Do okreslania brzegowych warunkéw kinematycznych korzysta si¢ natomiast ze
WZOrow:

w<—1.t>=§ (1) w, w<+1.t>=§ W,
¢(—1,t>=li< 1) g, o(+Lt)= liqa (8.19)
U-1)=3 (1) u, u(L)=3 'y

I
o
I
o

otrzymanych z wyrazen (8.7), po uwzglednieniu zaleznosci (2.34), (2.35).

Po zastapieniu pierwszych szesciu réwnan uktadu nieskonczonego (8.13) réwna-
niami okreslajacymi warunki brzegowe uzyskujemy nieskonczony uktad rownan roz-
niczkowych zwyczajnych pozwalajacy na rozwiazanie danego zagadnienia.

8.4. PRZYKLADY OBLICZENIOWE

W celu ilustracji przedstawionej metody, jak rowniez w celu weryfikacji jej sku-
tecznosci rozwiazano trzy przyktady numeryczne. W przyktadach tych dokonano po-
réwnania rozwiagzan uzyskanych przedstawiona w pracy metoda z rozwiazaniami
uzyskanymi innymi metodami (w tym poréwnania z doktadnymi rozwiazaniami anali-
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tycznymi) oraz poréwnano rozwiazania otrzymane wedtug modelu Timoshenki
z rozwiazaniami uzyskanymi wedtug modelu Eulera. W pierwszych dwdch przykia-
dach analizowano tylko przemieszczenia poprzeczne belek, w przykiadzie ostatnim
uwzgledniono réwniez przemieszczenia podiuzne.

Przykiad 8.1

Przedstawiona metoda postuzyta do rozwiazania zagadnienia drgan wiasnych belki
pryzmatycznej. W przyktadzie rozwazano dwa typy belek: belke swobodnie podparta
i wspornikowa. Przyjete do obliczen parametry belek wynosity: modut sprezystosci
E = 2,1-10" N/m? modut $cinania G = 3E/8, dtugos¢ 2a = 0,4 m, przekr6j poprzecz-
ny: prostokat o wysokosci h = 0,08 m i szerokosci b = 0,02 m, wspdtczynnik $cinania
k= 2/3, gestosc belek py = 7850 kg/m®. Przyjeta wartosé wspétczynnika i jest warto-
scig przyktadowa. Wartos¢ taka byta przyjeta m.in. w pracy Brucha i Mitchella [18]
oraz Huanga [74]. Zagadnieniu wyznaczania tego wspotczynnika na drodze teoretycz-
nej lub doswiadczalnej poswigcono wiele prac. Czytelnika zainteresowanego tematem
odsytamy do specjalistycznej literatury. Bibliografi¢ dotyczaca tego tematu mozna
znalez¢ m.in. w pracy [196]. Uzyskane wyniki poréwnano z rozwiazaniami analitycz-
nymi uzyskanymi przez Huang [74]. Poniewaz w pracy [74] pojawity sie pewne biedy
redakcyjne (m.in. bledne znaki w niektérych wyrazeniach), jak réwniez blednie wy-
prowadzono wzér okreslajacy czestosci whasne belki swobodnie podpartej (btad pole-
gat na pominieciu pewnej grupy rozwiazan), do poréwnania rozwiazan wykorzystano
wzory bedace poprawionymi wersjami wzorow wystepujacych w pracy [74]. W przy-
padku zagadnienia drgan wiasnych uktad réwnan rézniczkowych (8.13) (uzupetniony
réwnaniami okreslajacymi warunki brzegowe) staje sie nieskonczonym uktadem row-
nan algebraicznych. W celu rozwiazania tych réwnan ukiad ograniczono do uktadu
skonczonego. Wtedy funkcja przemieszczen oraz funkcja obrotu przekroju poprzecz-
nego sa okreslone przez skonczone sumy szeregéw Czebyszewa

W(x):é'wﬂl(x), ¢(x):é'm,(x). (8.20)

Badajac zbieznos¢ rozwiazan, uktad ten rozwiazano, przyjmujac dwa rozmiary ba-
zy aproksymujacej m = 20, 30. Czgstosci drgan wiasnych wyznaczone omawiana me-
toda oraz doktadne wartosci obliczone na podstawie pracy [74] przedstawiono w tabe-
lach 8.1, 8.3. Natomiast btad wzgledny migdzy doktadnym rozwiazaniem [74]
a rozwiazaniem uzyskanym z wykorzystaniem prezentowanej metody przedstawiono
w tabelach 8.2, 8.4. Blad ten jest okreslony nastepujacym wyrazeniem

sup | fr(X)—f (x)‘
Err,, (f)="2= , (8.21)

[ ()]
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gdzie |f(x)|= sup | f(x)|. f(x) — doktadne rozwiazanie, ?m(x) — rozwiazanie
-1<x<1

okreslone przez skonczony szereg Czebyszewa 0 m + 1 wyrazach. Na rysunkach 8.2,
8.3 przestawiono wykresy form wiasnych. Formy te wyznaczono omawiana w pracy
metoda, przyjmujac rozmiar bazy aproksymacyjnej m= 30.

Tabela 8.1. Czestosci wiasne belki swobodnie podpartej

[ @ (2] [ (2] s (24 s (]
m=20 |6838,8336|23190,827|43443,493 | 64939,185|86710,888 | 108431,32|111981,29 | 120647,23 | 130006,37
m=30 |6838,8336|23190,827|43443.493 | 64939,185|86710,889 | 108431,34|111981,29 | 120647,23 | 130003,61

Doktadna | 6838,8336 | 23190,827 | 43443,493 | 64939,185 | 86710,889 | 108431,34 | 111981,29 | 120647,23 | 130003,61

Tabela 8.2. Btad wzgledny Errp,, okreslony wzorem (8.21) belki swobodnie podpartej

i=1 2 3 4 5 6 7 8 9
m= W |144x10-15 {192x10-15 |4,59x 10-11 |1,62 x 10-9 {9,06 x 10-7 |4,34x10-6 | 0,00 6,17 x 10-13|5,12 x 10-4

20 | @; [2,04x10-15 (6,21x10-15 |1,82x10-10 |2,52 x 109 |7,41x10-6 |4,87x10-6 | 0,00 |2,90x10-13|7,05 % 10-3
m= W [187x10-15 |2,26x10-15 | 7,47 x10-15 |1,42 x 10-14 |4,64 x 10-14 | 1,63 x 10-13| 0,00 |2,86 x 10-13|3,07 x 10-10
30 | @ [191x10-15|151x10-15|2,96x10-14 [3,98 x 10-14 (1,07 x 10-13|1,75x 10-13| 0,00 |6,65 x 10-14 4,06 x 10-9

Tabela 8.3. Czgstosci whasne belki wspornikowej

2 ) 12 o @ @ o s @
m=20 [2529,4927|13279,905|31044,791 |50825,834 | 71565,046 | 91994,772|110976,10]119244,95 | 131611,40
m=30 [2529,4927|13279,905|31044,791|50825,834 | 71565,04791994,824 | 110975,98 | 119244,57 | 131606,52

Doktadna | 2529,4927 | 13279,905 | 31044,791 | 50825,834 | 71565,047 | 91994,824 | 110975,98 | 119244,57 | 131606,52

Tabela 8.4. Btad wzgledny Err,, okreslony wzorem (8.21) belki wspornikowej

i=1 2 3 4 5 6 7 8 9
W (8,88 x10-16 [3,33x10-15 {391 x 10-12(1,30x 10-9 |159x10-7 |6,68x10-6 |218x105 |143x104 |506x104

@; [2,02x10-15|557x10-15|2,65x 10-12|1,66 x 109 [1,20x10-7 {217x106 [1,06x104 |164x104 |503x104
W |7,77x10-16 | 3,33 10-15 2,59 x 10-14|1,22 x 10-13| 2,01 x 10-13|6,01 x 10-13 | 3,46 x 10-12 |4,12 x 10-11 | 352 x 10-10
@; [1,88x10-15 {540 x 10-15 1,44 x 10-14| 7,63 X 10-14(7,36 x 10-14| 252 x 10-14 | 1,39 x 10-11 |4,00 x 10-11 {2,93 x 10-10

m=20

m=30

W wyznaczonych formach wiasnych belki swobodnie podpartej widoczne sa cha-
rakterystyczne dla belki Timoshenki grupy form wiasnych. W opisie tych grup beda
pomocne parametry, stosowane w innym (rownowaznym) sposobie definiowania mo-
delu Timoshenki. Przyjmujemy, ze przemieszczenie poprzeczne belki jest suma efek-
tow odksztatcen gietych i postaciowych, a przemieszczenia te przedstawiamy w for-
mie W(X, t) = Wiu(X, t) + Wo(X, t). Zaleznosci migdzy wykorzystywanymi w niniejszej
pracy do opisu modelu katami: katem obrotu przekroju @&, katem odksztatcenia posta-
ciowego S a przemieszczeniami Wi (X, t), Wo(X; t) sa nastepujace:
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@:aWM ﬁ:%_
X X

Wykorzystujac wprowadzone przemieszczenia Wu(X, t), Wo(X, t), mozemy opi-
sa¢ wystepujace w rozwiazaniu belki swobodnie podpartej grupy form wiasnych.
Pierwsza grupa to formy ze zgodnymi co do znaku przemieszczeniami gigtnymi
i postaciowymi (do grupy tej naleza formy (Wy, @) — (W, @), druga grupa to for-
my z przeciwnymi co do znaku przemieszczeniami Wy(X, t), Wo(X, t). Pierwszym
reprezentantem tej grupy jest forma (Ws, @) i nastepne, nieprzedstawione na rysun-
ku 8.2, formy wihasne. Miedzy tymi grupami pojawia sie forma czysto postaciowa
(Mg, @) (W=0, @=—=const # 0). Opisy grup czestosci, pojawiajacych si¢ w widmach
wiasnych belek Timoshenki, mozemy znalez¢ m.in. w pracach Abbasa, Thomasa
[1], Bhashyama i Prathapa [17], O’Reillya, Turcotte’ego [141], Levinsona i Cooke’a
[122], Stephena [172] oraz Szczesniaka [176].

Analiza doktadnosci uzyskanych wynikéw pokazuje bardzo dobra zgodnos¢ miedzy
czestosciami wiasnymi obliczonymi proponowana metoda a doktadnymi wartosciami cze-
stosci wyznaczonymi analitycznie. Btad wzgledny pierwszych 9 czestosci wiasnych nie
przekracza wartosci 3,7-10™ w przypadku aproksymacji 20 wielomianami oraz 9,2-10°°
przy aproksymacji 30 wielomianami. Podobnie bardzo dobrze aproksymowane sa formy
wihasne, z tym ze zazwyczaj mniej doktadnie aproksymowana jest funkcja obrotéw prze-
krojow poprzecznych niz funkcja przemieszczen. Bad wzgledny pierwszych 9 form wia-
snych nie przekracza dla funkcji przemieszczen 5,1-107*, dla funkcji zas obrotéw 7,110
przy aproksymacji 20 wielomianami oraz odpowiednio 3,5-107° i 4,1-10° przy aproksy-
macji 30 wielomianami.

Przyktad 8.2

W przyktadzie rozwiazano statecznos¢ dynamiczna belek pod obciazeniem niepo-
tencjalnym (rys. 8.1). Rozwazono dwa schematy statyczne: belke wspornikowa (rys.
5.2a) oraz belke sztywno-przegubowa (rys. 5.2b). Belki obciazono skupiona sita $le-
dzaca lub $ledzacym, stycznym obciazeniem rownomiernie roztozonym. Wykorzystu-
jac dynamiczne kryterium utraty statecznosci (bifurkacja lub flatter), wyznaczono kry-
tyczne wartosci rozwazanych obciazen. Analiz¢g wykonano dla belek jednorodnych
pryzmatycznych oraz belek o zmiennych przekrojach opisanych funkcjami b(x), h(x)
(rys. 5.2). Przyjeto ponadto, ze modut sprezystosci preta E = 2,1-10" N/m?, modut
cinania G = 3E/8, dtugos¢ belki L = 2a = 0,4 m, przekrdj poprzeczny — prostokat
0 wysokosci h(x) i szerokosci b(x), wspotczynnik scinania x = 2/3, gestosé belki p, =
7850 kg/m®.

Analizowano kolumny Becka i Leipholza (belki wspornikowe) o b(x) = h(x) =
0,04 m, obciazone skupiona sita sledzaca lub sledzacym obciazeniem réwnomiernie
roztozonym. Uzyskane wyniki przedstawiono w postaci wykresu na rysunku 8.4. Na
rysunku tym jako tto umieszczono réwniez rozwiazanie dla belek Eulera, o parame-
trach takich samych jak belka Timoshenki.
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Rys. 8.4. Zalezno$¢ czestosci drgan swobodnych od skupionego P i roztozonego sobciazenia sledzacego
pryzmatycznych kolumn Becka oraz Leipholza b(x) = h(x) = 0,04 w przypadku preta Timoshenki (T)
i Eulera (E). Przyjete oznaczenia: obciazenie P —pret T ( ), obciazenie P — pret E ( ),

obciazenie s—pret T (=), obciazenie s— pret E (*=*=')
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Rys. 8.5. Zaleznos¢ czgstosci drgan swobodnych belki wspornikowej o zmienny przekroju
a) b(X) = (x) =0,04,/15/43 (2 (x+1)*/4) , b) b(x) =h(x)=0,04,/3/7 (2 (x+1)/2)

od skupionego P ( ) i roztozonego obciazenia sledzacego s (=)
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Rozwiazania problemu statecznosci belek wspornikowych, o zmiennych przekro-
jach opisanych odpowiednio funkcjami

Cooon [ [, ()
b(x) = h(x) =0,04 E[z n J m,

hoo—0,08 |3 (2 X+
b(x)_h(x)_0,04\/; (2 5 j m,

przedstawiono na rysunku 8.5a i 8.5b. Wystepujace we wzorach okreslajacych b(x),
h(xX) mnozniki ,/15/43 oraz ,/3/7 dobrano w ten sposdb, aby wszystkie analizowane

prety miaty taka sama objetosé 0,04 x 0,04 x 0,4 m®.

W analizowanych przypadkach utrata statecznosci nastgpowata przez flatter. Ana-
logiczne rozwazania przeprowadzono dla pretow sztywno-przegubowych, przyjmujac
parametry takie same jak dla belek wspornikowych. Uzyskane rezultaty przedstawio-
no na rysunkach 8.6, 8.7.

W przykladzie tym dokonano poréwnania rozwiazan zagadnienia statecznosci (wykre-
sy zaleznosci czgstosci drgan swobodnych od wartosci sledzacej sity $ciskajacej przedsta-
wione na rys. 8.4 i 8.6) migdzy rozwiazaniami uzyskanymi dla pretow Timoshenki oraz
pretow Eulera. Poniewaz stosunek wymiarow poprzecznych pretow do ich dtugosci wy-
nosit 1/10, wyniki uzyskane dla modelu Eulera nie powinny znacznie rézni¢ sie od tych,
ktére obliczono, analizujac pret Timoshenki. Potwierdzenie tego widzimy na rysunkach
8.4 i 8.6. Jeszcze wigksza zgodnos¢ uzyskujemy w przypadku uktadéw z rysunkéw 8.5
i 8.7. Mamy wtedy roznice na tyle mate, ze zrezygnowano z prezentacji rozwiazan dla
pretow Eulera, poniewaz wykresy praktycznie si¢ pokrywaty.

oraz
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Rys. 8.6. Zaleznos¢ czestosci drgan swobodnych od skupionego P i roztozonego s obciazenia sledzacego
sztywno-przegubowej belki pryzmatycznej b(x) = h(x) = 0,04 w przypadku preta Timoshenki (T)
i Eulera (E). Przyjete oznaczenia: obciazenie P —pret T ( ), obciazenie P — pret E ( ),
obciazenie s—pret T (=), obciazenie s— pret E (====')
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Na rysunku 8.8 przedstawiono rozwiazanie problemu statecznosci belki pryzma-
tycznej wspornikowej spoczywajacej na jednoparametrowym (podtoze Winklera)
i dwuparametrowym podtozu sprezystym. Dla poréwnania na rysunkach 8.8a—8.8c
przedstawiono rowniez rozwiazania nieuwzgledniajace wptywu podtoza sprezyste-
go. Parametry belki sa takie same jak w opisanym wczesniej zagadnieniu stateczno-
sci belki pryzmatycznej.

a)
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500

2500

2000

1500 P, = 346126 ,

s, = 4428098
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Rys. 8.7. Zaleznos¢ czgstosci drgan swobodnych prgta sztywno-przegubowego o zmienny przekroju:
a) b(x) =h(x) =0,04,/15/43 (2—(x+1)2/4) ,b) b(X)=h(x)=0,04,/3/7 (2-(x+1)/2)

od skupionego P (=) i roztozonego obciazenia $ledzacego s (=)

Za parametry podioza przyjeto: K, = 0,5-108 N/m? K, = 1,0-10®8 N/m? K; =
2,0-10° N/m?, C, = C, = C; = 0,0 (podtoze Winklera) — wyniki na rysunku 8.8a; K, =
K, =K;=0,0,C, =0510°N, C, = 1,0-10° N, C; = 2,0-10® N — wyniki na rysunku
8.8b; oraz K; = C, = 0,5-10° N/m?, K, = C, = 1,0-10° N/m?, K5 = C; = 2,0-10° N/m?,
wyniki na rys. 8.8c. We wszystkich przypadkach zatozono, ze p;{ =0.
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Rys. 8.8. Zaleznos¢ czestosci drgan swobodnych od skupionego obciazenia P pryzmatycznej belki
wspornikowej spoczywajacej na podtozu sprezystym: a) podtoze Winklera — K; = 0,5-108 N/m? (===+),
Py =5071 794 N; K, = 1,0-108 N/m? (=), Py = 5061 370 N; K3 = 2,0-108 N/m? (=***), Ps = 50 400 529 N;
b) podtoze dwuparametrowe, przy czym K; = K, = K3 = 0,0, C; = 0,5-108 N (+*+*), P, = 55245768 N;
C,=1,0.108 N (=), Py = 105 326 413 N; C3 = 2,0-108 N (===+), Py = 205 406 409 N; c) podioze
dwuparametrowe K; = C; = 0,5-10% N/m? ( ***%), P& = 55 234 920 N; K, = C, = 1,0-10% N/m? (=),
Py = 105 304 289 N; K3 = Cy = 2,0-108 N/m? (===+), P = 205 361 293 N. Na rysunku linia (=)
0znaczono rozwiazanie, w ktérym nie uwzgledniono wptywu podtoza sprezystego P, =5 082 219 N



Drgania niepryzmatycznej belki Timoshenki 141

Z analizy wynikéw mozna wyciagna¢ nastepujace wnioski:

1. Zwigkszanie sztywnosci podtoza typu Winklera — parametr K (patrz rys. 8.8a)
powoduje w rozwazanym zakresie parametrow niewielkie zmniejszenie wartosci P.
Wartosci te wynosza kolejno P, = 5071 794, 5061 370, 5040 529 N. Whniosek ten
jest potwierdzeniem wynikéw (dotyczacych problemu statecznosci pryzmatycznej
belki Timoshenki spoczywajacej na podtozu Winklera) uzyskanych wczesniej w pra-
cach innych autoréw, m.in. w pracy Lee i Yong [115]. Widoczny jest tez wigkszy
wptyw parametru K na zwigkszenie wartosci pierwszej czgstosci wiasnej, belki niz na
zwigkszenie czestosci drugiej.

2. Zwigkszenie wartosci parametru C w podtozu dla K = 0 (patrz rys. 8.8b) powo-
duje znaczne zwigkszenie krytycznych wartosci obciazenia P, = 55 245 768,
106 326 413, 205406 409 N oraz znaczne zwiegkszenie drugiej czestosci wiasnej
z jednoczesnym zmniejszeniem pierwszej czestosci whasnej belki.

3. Jednoczesne zwigkszanie wartosci parametrow C i K (w badanym zakresie parame-
trow) powoduje zwigkszenie wartosci obciazenia Kkrytycznego P, = 55234920,
105 304 289, 205 361 293 N, zwigkszenie wartosci pierwszej i drugiej czgstosci wia-
snej, przy czym wzrost czestosci drugiej jest znacznie wiekszy niz czestosci pierwszej.

Przykiad 8.3

W przedstawianym przyktadzie, aby pokazaé¢ zastosowanie prezentowanej metody
do analizy bardziej ztozonych uktadow pretowych, rozwiazano zagadnienie stateczno-
sci uktadow ramowych obciazonych osiowym obciazeniem potencjalnym. Schematy
statyczne analizowanych ram przedstawiono na rysunku 6.2. Uklady analizowano,
przyjmujac nastepujace wartosci parametrow materiatowych: modut sprezystosci E =
2,8-10" N/m?, modut écinania G = 5E/12, gestos¢ py = 2400 kg/m®. Dla kazdego
schematu z rysunku 6.2 analizowano dwie ramy rdzniace Si¢ poprzecznymi wymia-
rami prgtow. Przekroje tych ram dobrano tak, aby pierwsza byta rama zbudowana
z pretow smuktych, druga zas z pretdw kregpych. Przyjete parametry geometryczne
pretow:

a) rama z pretami smuktymi: rygiel o przekroju prostokatnym, pole przekroju A = 0,24
m?, moment bezwiadnosci przekroju J = 7,2-10° m*, wspotczynnik ksztattu x'= 2/3; stupy o
przekroju kotowym, A(X) = (t107%/8)(3 + x/a)%, m? J(X) = (m107/64)(3 + x/a)*, m*, k= 3/4.

b) rama z pretami krgpymi: rygiel o przekroju prostokatnym, pole przekroju A =
0,96 m?, moment bezwiadnosci przekroju J = 1,152-107 m*, wspdtczynnik ksztattu
Kk = 2/3; stupy o przekroju kotowym A(x) = 2r107(3 + x/a)®, m?, J(x) = 4rn107*(3 +
x/ia)*, m*, k= 3/4.

Dlugosci pretébw oraz lokalny uklad wspotrzednych, wykorzystany do opisu
zmiennych parametréw stupow, pokazano na rysunku 6.2. Rozwiazujac ten uktad,
w weztach przyjeto zgodnosé katow obrotdw przekrojow poprzecznych ¢, a do aprok-
symacji przemieszczen w i kata obrotu ¢ zastosowano 25 wyrazow szeregu Czeby-
szewa. Uzyskane rezultaty przedstawiono na rysunkach 8.9 i 8.10.
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Rys. 8.9. Dwie pierwsze czestosci drgan swobodnych (przyktad 8.3a): a) ramy (schemat z rys. 6.2a)
wywotane potencjalna sita P, uzyskane wartosci: Py o =2 642 249 N, P, =2 711 027 N;
b) ramy (schemat z rys. 6.2b) wywotane potencjalna sita P, uzyskane wartosci:
Pyo =557 457 N, P, = 2 648 587 N

250 [ 250 |
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Rys. 8.10. Dwie pierwsze czgstosci drgan swobodnych modelu Timoshenki (T) i Eulera (E) (przyktad 8.3a):
a) ramy (schemat z rys. 6.2a) wywotane potencjalna sita P, uzyskane wartosci:

Py = 452 408 663 N, P, = 527 698 668 N, R, = 484374662 N, Pf, =577625970 N;

b) ramy (schemat z rys. 6.2b) wywotane potencjalna sita P, uzyskane wartosci:
P, =114 024 713 N, P, = 455048782 N, B, =118851305 N, Py, =486731964 N.

Oznaczenia: @y —model T (=), model E (****'), @ — model T (=), model E (*=**")

Rozwiazany przyktad pokazuje, ze proponowana metoda moze by¢ stosowana do
bardziej ztozonych przyktadow. Podobnie jak w przyktadzie 8.2, wystepujace w ramie
z przyktadu 8.3a prety miaty na tyle duza smuktos¢, aby wyniki uzyskane za pomoca
modelu Timoshenki, nie roznity sie znacznie od wynikéw uzyskanych z zastosowa-
niem pretow typu Eulera. Potwierdzeniem tego jest poréwnanie uzyskanych wynikéw
(patrz rys. 8.9) z wynikami uzyskanymi w przyktadzie 6.1. Otrzymane wykresy w obu
przypadkach praktycznie si¢ pokrywaja. W przyktadzie 8.3b, gdzie rama jest zbudo-
wana z pretow krepych, roznice sa wigksze (patrz rys. 8.10), dotyczy to zwiaszcza ra-
my z rys. 6.2a.
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8.5. POROWNANIE ROZWIAZAN ZAGADNIENIA WEASNEGO
PRYZMATYCZNYCH BELEK TIMOSHENKI WYZNACZONYCH
ROZNYMI METODAMI

Podobnie jak w punkcie 3.5, w celu zbadania doktadnosci i skutecznosci prezen-
towanej w pracy metody rozwiazano réznymi metodami przyblizonymi zagadnienie
wiasne belki pryzmatycznej. Zastosowane metody to: metoda elementoéw skonczo-
nych (z niezalezna aproksymacja kata obrotu, wynikajacego z odksztatcalnosci po-
staciowej) oraz metody aproksymacyjne, w ktorych rozwiazania poszukiwano w po-
staci klasycznych szeregdw potegowych lub trygonometrycznych szeregéw Fouriera.
Obliczenia wykonano dla trzech typéw belek: swobodnie podpartej, wspornikowej,
sztywno-przegubowej. Podobnie jak w punkcie 3.5, w przypadku poréwnywanych
metod, ograniczymy analiz¢ do podania koncowych réwnan pozwalajacych na wyzna-
czanie czestosci i wspotczynnikow rozwinigé odpowiadajacych tym czestosciom form
wiasnych. W przypadku zastosowania do rozwiazania klasycznych szeregdw Fouriera
koncowe réwnania maja postac:

o Belka swobodnie podparta (aproksymacija sinusowa)

1W0 =0,

—@y +0* 0%’ r? g, =0,

(8.22)
W g~ P22 =W =0, m=123,..,
o, 2
—LV\/n'ﬁ- i2+s2 (p;;—wzbzs%ziz(p,;;:o, m=123, ...,
Om Om Om

gdzie L = 2a — dtugos¢ belki, w{ — wspotczynnik rozwinigcia w szereg Fouriera dru-
giej pochodnej funkcji przemieszczen o°wiox?, ¢ — wspétczynnik rozwinigcia w sze-
reg Fouriera drugiej pochodnej funkcji obrotéw przekrojéw poprzecznych o2 gloxe, x —
zmienna wymiarowa, o = kn/L, k = 1, 2, 3, ..., b> = pA/EJ, r* = JA, § = EJ/xGA,
Aom — Symbol Kroneckera.

Po wyznaczeniu z réwnan (8.22) czgstosci whasnych oraz odpowiadajacych im
wspdtczynnikow rozwinieé¢ funkcji whasnych, funkcje wiasne okreslimy, korzystajac
z nastepujacych wzorow
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4
W
oK

sin X,

w(x) :—ki;l

(8.23)

1 & P
X)==q, — cos o X.
o(x) 2% kzﬂaf k

e Belka wspornikowa (aproksymacja kosinusowa), odpowiednikami rownania
(8.22) oraz wzoru (8.23) sa rownania

k
3 61 oD, 5 0
Wy t— > —W, + o+ o b s wy =0,
L2 szg;%f ‘ kz=; O °

= (—1 K
+ 5 z( ) @II('J=0, m=1, 2,3, ..., (824)

2,22 2 - k+m 1 77
+o°bsre| =) (2(-1 + 6 ». =0, m=123, ..,
(Sfetfmam) L

oraz wzor

W(x)zéw0 —kZ; OV{\/‘; cosozkx+V\/(L)6—1L(3x2 -1?)
o1 Ok

—V\/(O)G—ll_(?,(x— LY -12) (8.25)

> W X
P(X) :—Z—'gsm o x+o(L)—,
k=1 & L



Drgania niepryzmatycznej belki Timoshenki 145

gdzie
Do(_l)k 77
wW(L)=g(L)=L) e
k=t Pk , ) (8.26)
3 1 - 1 , L w(_l) 4
W)= 2w =S —w -
(0 L[ZWO S Lw-L3 J

o Belka sztywno-przegubowa (aproksymacja sinusowa), odpowiednie réwnanie i wzor
przyjmuja postac¢

1W0 :0,

3 61
(1+sz?j(po—sz—22—£(pk @’ b?s*r? gy =0,

4 3 - 6 1 4 1 ’
Wi =~ %o +Z[ﬁ‘5kmja_‘”k -~ o’ b’ —w( =0,

1 3 - 6 1
__V\/’+_ _ _5 _Sza25 ’7
m m L2 0 é_[l—zaf km m kmj ril
3 el 6 1
SN ( 5ka v |=0,
m:]-v 2131 ’
W(x) == —%sin oy x
k=1 O
L e . (8.28)
2 2
(D(X)_E%_éaf Cos oy X ¢7(0)6_L(3(X_|_) _L )
gdzie
/ 31 =1 ,
0)=r13% "2 2% 8.29
¢'(0) L(z% éa.f(pk} (8.29)

W przypadku zastosowania aproksymacji potggowej funkcja przemieszczen,
funkcja opisujaca kat obrotu przekroju poprzecznego oraz ich pochodne wyrazaja
sie wzorami
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oo Xk
W(X)Zzwk_ sz+p
k=0 k! k=0 kl
D (8.30)
k=0

a koncowy uktad réwnan pozwalajacy na rozwiazanie zagadnienia wiasnego belki
pryzmatycznej ma postaé
W2 = Phsg + @7 0787 W =0,
k=0,1, 2, ...
2 2 22,2 (831)
Wiy — @ +S° @pp @ DST7 9 =0.

Réwnania te nalezy uzupetni¢ czterema roéwnaniami wynikajacymi z warunkow
brzegowych.

o w przypadku belki swobodnie podpartej

w(0)=w, =0, ¢’ (0)=¢ =0,

= Lk , > LK (8.32)
=ZW|< —=0, ¢(L)=Z¢k+1_=0'
k=0 k! k=0 k!

o w przypadku belki wspornikowej

w(0)=w =0, (P(0)=¢’0 =0,
L)=Z(0k+1——0 V\/ Z Wk+1 k|=0;
k=0 k=0 .

o w przypadku belki sztywno-przegubowej

ZZWk—=0: ¢(L)=Z¢k+1—=0
o K! k=0 k!

We wszystkich stosowanych metodach przyjeto identyczne (lub w przypadku FEM
nieznacznie wieksze) rozmiary baz aproksymacyjnych m = 25. Otrzymane rozwiaza-
nia porownano z dokladnymi rozwiazaniami analitycznymi [74]. Dokfadne oraz
otrzymane przyblizonymi metodami wartosci wiasne przedstawiono odpowiednio
w tabelach 8.5-8.7. W tabelach tych w celu okreslenia stosowanej do rozwiazania me-
tody przyjeto nastepujace oznaczenia: FEM — metoda elementdw skonczonych, CF —

(8.34)



Drgania niepryzmatycznej belki Timoshenki 147

metoda aproksymacyjna z aproksymacja rozwiazan klasycznymi szeregami Fouriera,
CP — metoda aproksymacyjna z aproksymacja klasycznymi szeregami potggowymi.
Przyktadowe wykresy funkcji btedow wzglednych okreslonych wzorem (3.77) wybra-
nych form wiasnych (W, @), (Wy, @), wyznaczonych réznymi metodami pokazano
w skali logarytmicznej na rysunkach 8.11-8.13.

Analizujac wartosci pierwszych 9 czestosci whasnych (patrz tab. 8.5-8.7), w przypad-
ku réznych metod rozwiazania zagadnienia wiasnego, widzimy, ze najdokfadniejsze
wyniki uzyskano w metodzie prezentowanej w pracy. Najwigksze btgdy wzgledne 9
poczatkowych czestosci wiasnych wynosza bowiem w przypadku:

o belki swobodnie podpartej

FEM - 10,54%, CF — 0,00%,

CP - 40,77% (dla pierwszych 8 rzeczywistych czestosci),

PM (prezentowana metoda) — 0,00%.

e belki wspornikowej:

FEM - 1,38%, CF - 0,64%,

CP — 3,58% (dla pierwszych 4 rzeczywistych czgstosci),

PM-0,00%.

o belki sztywno-przegubowej:

FEM - 2,01%, CF - 1,36%,

CP - 6,84% (dla pierwszych 4 rzeczywistych czestosci),

PM- 0,00%.

W przypadku form wiasnych (patrz rys. 8.11-8.13) biedy wzgledne zdefiniowane
wzorem (3.77) sa mnigjsze od bledéw innych metod rozwiazania, od 10* do ponad 10
razy. Podobna doktadnosé¢ poczatkowych wartosci i form wkasnych daje metoda aproksy-
macyjna z wykorzystaniem klasycznych szeregdéw potegowych, niestety juz od piatej cze-
stosci w przypadku belki wspornikowej oraz sztywno-przegubowej, uzyskujemy nie daja-
ce si¢ z niczym porownaé rozwiazania zespolone. Z analizy rysunkéw 8.11-8.13 jest
widoczne, ze biedy pierwszych form wiasnych w prezentowanej metody wynikaja tylko z
bteddw zaokraglen. Analogiczne wnioski mozna przedstawic¢ w przypadku belki sztywno-
przegubowej. W tym przypadku réwniez prezentowana metoda daje btedy mniejsze od
kilku do kilkunastu rzedéw, niz inne analizowane metody. Osobnego komentarza wymaga
belka swobodnie podparta. W tym przypadku najlepsza aproksymacje uzyskano za pomo-
ca klasycznych szeregow Fouriera (prezentowana metoda dawata btad o kilka rzedow
wigkszy). Wynik ten jednak nalezatoby traktowac jako wyjatek od reguty.

Tabela 8.5. Czestosci whasne belki swobodnie podpartej wyznaczone réznymi metodami

o) @, @ o, s @ @ @ @
FEM |6839,3317(23209,616 |43565,582 |65347,928|87691,485(110365,62|120717,22 | 133364,30| 142569,22
CF 6838,8336|23190,827 |43443,493 |64939,185 [86710,899|108431,34|111981,29|120647,23 | 130003,61
CP 6838,8336|23190,840 (43219,907 | 83549,436 {111981,29|120647,23 |142312,59|169836,83 i?)gigggj
Praca |6838,8336(23190,827|43443,493(64939,185|86710,899(108431,34|111981,29(120647,23| 130003,61
Doktadne | 6838,8336 | 23190,827 | 43443,493 | 64939,185 [86710,899 [ 108431,34(111981,29|120647,23 | 130003,61
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Tabela 8.6. Czestosci whasne belki wspornikowej wyznaczone réznymi metodami

[ @ (2] @y (2] s (24 2] (2]
FEM ]2529,5182|13283,393|31088,060(51011,254| 72075,176 | 93025,284 | 112457,31 | 119997,12 | 133427,40
CF  2529,3240(13294,154(31082,644/50943,476| 71763,763 | 92403,849 | 111681.07 | 119271,29 | 132393,69
52960,403-(52960,403+|55118,411-|55118,411+|79570,979—
CP [2529,4927]13279,905|31043,365) 49008,433 11441,036 i |11441,036 i| 31897,209 i |31897,209 i| 12157,165 i
Praca |2529,4927|13279,905[31044,791/50825,834| 71565,047 | 91994,824 | 110975,98 | 119244,57 | 131606.52
Doktadne| 2529,4927]13279,905|31044,791|50825,834| 71565,047 | 91994,824 | 110975,98 | 119244,57 | 131606,52

Tabela 8.7. Czestosci wkasne belki sztywno-przegubowej wyznaczone réznymi metodami

[ @ (2] @y (2] s (24 2] (2]
FEM 9743,3994(26177,811|45689,635|66653,519| 88392,185 | 110525,42 | 114935,83 | 130504,47 | 134249,87
CF  |9783,3232|26396,111(45776,637|66337,260| 87386,634 | 108284,65 | 112739,37 | 127926,37 | 131321,56
57387,938—-|57387,938+|60943,200—|60943,200+|72027,412—
CP|9741,9469)26150,190|45433,261)70738,319 9247,182 i | 9247,182 i | 31336,762 i {31336,762 i| 19697,700 i
Praca |9741,9469|26150,251|45545,510(66211,993| 87376,644 | 108601,14 | 114295,44 | 128739,39 | 131610,63
Doktadne|9741,9469|26150,251|45545,510/66211,993| 87376,644 | 108601,14 | 114295,44 | 128739,39 | 131610,63
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Rys. 8.11. Wykresy btedow wzglednych opisanych wzorem (3.77) réznych metod rozwiazania
zagadnienia wkasnego belki swobodnie podpartej. Oznaczenia zastosowanej metody:
metoda prezentowana w niniejszej pracy (=), aproksymacja klasycznymi szeregami
Fouriera ( ), FEM (====), aproksymacja klasycznymi szeregami potegowymi (===+)



Drgania niepryzmatycznej belki Timoshenki

149

E (W)

1078

107 ,

1077}

107 ¢

1071

E(®)

107

1078

E (W)

1071°¢

-13 4

E(®)

10710k

1 0—13 .

10

-0,5

0 0,5 1 -1 -0,5

0,5

Rys. 8.12. Wykresy bteddéw wzglednych opisanych wzorem (3.77) réznych metod rozwiazania
zagadnienia wkasnego belki wspornikowej. Oznaczenia zastosowanej metody: metoda prezentowana

w niniejszej pracy (=), aproksymacja klasycznymi szeregami Fouriera (
FEM (===+), aproksymacja klasycznymi szeregami potegowymi (====)
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Rys. 8.13. Wykresy bteddéw wzglednych opisanych wzorem (3.77) réznych metod rozwiazania
zagadnienia whasnego belki sztywno-przegubowej. Oznaczenia zastosowanej metody: metoda
prezentowana W niniejszej pracy (=), aproksymacja klasycznymi szeregami Fouriera (
FEM (====), aproksymacja klasycznymi szeregami potegowymi (=== )

),
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Tak dobra aproksymacja za pomoca klasycznych szeregéw Fouriera w przypadku
belki swobodnie podpartej wynika bowiem z tego, ze dokfadne analityczne rozwiazania
tej belki maja posta¢ skonczonej liniowej kombinacji funkcji trygonometrycznych.
Z analogiczna sytuacja mamy do czynienia dla swobodnie podpartej belki Eulera,
gdzie dokfadne rozwigzania maja posta¢ sinusoid. W tym przypadku aproksymacja
juz tylko jednym (odpowiednim) elementem szeregu Fouriera daje rozwiazanie do-
ktadne.



9. ZAGADNIENIE DRGAN KOLOWYCH |
PIERSCIENIOWYCH PLYT CIENKICH

9.1. WPROWADZENIE

Podobnie jak w przypadku uktadow pretowych, koniecznos¢ racjonalnego, eko-
nomicznego ksztattowania konstrukcji oraz wzgledy poznawcze sa powodem duzego
zainteresowania badaczy drganiami ptyt o zmiennych parametrach geometrycznych
i wytrzymatosciowych. Dotyczy to zaréwno statyki, jak i dynamiki piyt, wiaczajac
w to réwniez zagadnienia odnoszace sie do ptyt pryzmatycznych. Swiadcza o tym ob-
szerne bibliografie zamieszczone w monografiach: Kaczkowskiego [83], Szczesniaka
[178] oraz w pracy zbiorowej, monografii pod redakcja Cz. Wozniaka [195] (autorzy
S. Borkowski, G. Jemielita, B. Michalak, R. Nagorski, W. Pietraszkiewicz, M. Rud-
nicki, M. Wozniak i Cz. Wozniak). Obszerna literature mozna rowniez znalez¢ w pra-
cach przegladowych Laissy [117-120].

W niniejszym rozdziale ograniczymy rozwazania do omowienia wybranych prac
dotyczacych drgan ptyt cienkich podtuznie niejednorodnych. W wigkszosci z tych
prac zaktadano okreslona posta¢ funkcji opisujacej zmiang grubosc ptyty. Piyty koto-
we i pierscieniowe, o liniowo zmiennej grubosci, rozwazane byty w pracach: [50, 65,
66, 67, 68, 76, 110, 111]. W pracy [66] Gupta i Lal rozwiazali zagadnienie wiasne.
Rozwiazanie poszukiwali w postaci klasycznego szeregu potegowego. Ci sami autorzy
oraz Jain w pracy [68], stosujac do rozwiazania metode Ritza (do aproksymacji zasto-
sowali klasyczne wielomiany potegowe), badali wptyw parametréw podtoza Winklera
na czestosci wiasne ptyty o liniowo i parabolicznie zmiennej grubosci. Rozwiazanie
problemu statecznosci i zagadnienia wiasnego ptyty biegunowo ortotropowej o linio-
W0 zmiennej grubosci, spoczywajacej na podtozu Winklera przedstawili w pracy [67]
Gupta, Lal i Jain. Zagadnienie rozwiazano metoda Ritza, wykorzystujac do aproksy-
macji przemieszczen wielomiany potegowe. Statecznoscia i zagadnieniem wiasnym
ptyty sprezyscie utwierdzonej na obwodzie zajmowali si¢ w pracy [76] Irie, Yamada,
Kitayama. Do rozwiazania zastosowali metode Ritza, wykorzystujac do aproksymacji
formy wiasne wyznaczone dla ptyty o statych parametrach. Analizowali ptyty o linio-
wo i skokowo zmiennej grubosci. Problem wihasny w zakresie czestosci whasnych ply-
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ty swobodnie podpartej, sprezyscie utwierdzonej na brzegu, rozwiazano w pracy Fic-
cadenti de Iglesiasa i Laury [50]. Umieszczone na brzegu wigzy sprezyste miaty
zmienna sztywnos¢ rotacyjna. Podobne zagadnienie zostato rozwiazane w pracy Lau-
ry, Gutierreza, Carnicera i Sanzi [111]. W analizowanych w pracy [111] ptytach
grubos¢ opisana byta liniowa oraz odcinkowo-liniowa funkcja. Zagadnienia drgan
swobodnych ptyty biegunowo ortotropowej, o liniowo zmiennej grubosci, rozwiaza-
no z zastosowaniem metody Rayleigha—Ritza w pracy Gupty i Ansariego [65]. Drga-
nia ptyty pierscieniowej biegunowo ortotropowej o liniowo zmiennej grubosci, zaj-
mowali si¢ réwniez Laura, Gutiedrrez i Rossi. W pracy [110] autorzy zastosowali do
rozwiazania drgan swobodnych metode Rayleigh—Ritza (aproksymacja przemieszczen
klasycznym szeregiem potegowym). Oprocz plyty o liniowo zmiennej grubosci roz-
wazali ptyte o grubosci zmieniajacej sie skokowo. Rozwiazanie zagadnienia wiasnego
ptyty kotowej, o przedziatami liniowo zmiennej grubosci, przedstawili Singh i Saxena
w pracy [169]. Autorzy analizowali ptyte utwierdzong oraz swobodnie podparta. Lal
Roshan, Sharma Shuchita w pracy [106] rozwiazali zagadnienie drgan swobodnych
osiowo-symetrycznej ortotropowej, cienkiej ptyty pierscieniowej, o zmiennej ekspo-
nencjalnie grubosci. Do rozwiazania problemu zastosowano metode kolokacyjna, wy-
korzystujac do aproksymacji skonczony szereg Czebyszewa. Zagadnienie rozwiazano
przy réznych warunkach brzegowych. Plyty o parabolicznie zmieniajacej sie grubosci
byty przedmiotem rozwazan w cytowanej juz pracy [68] oraz w pracy Barakata
i Baumanna [12]. W pracy [12] rozwiazanie poszukiwano w postaci szeregu, w kto-
rym funkcjami bazowymi byly formy wiasne wyznaczone dla ptyty jednorodnej. Opi-
sang metode zastosowano do rozwiazania zagadnienia wiasnego. Analizowano row-
niez ptyty o innych ustalonych rozkfadach grubosci piyty. | tak, w pracy Duana,
Queka., Wanga [30] analizowano drgania ptyty pierscieniowej, w ktdrej radialny
przekrdj opisany byt funkcjami z = +(1/2)ho(r/a)™, m > 0 lub z = £(1/2)hy(r/b)™, m < 0,
gdzie a, b to odpowiednio zewngtrzny i wewngtrzny promien ptyty. Analityczne roz-
wiazanie otrzymano w postaci funkcji hipergeometrycznych. W pracy Singh i Saxena
[170], zmienna grubosé pryty opisana byta wzorem h(x, y) = 1 + or + Ar’. Autorzy za
pomoca metody Rayleigh—Ritza rozwiazali zagadnienie drgan swobodnych plyty be-
dacej c¢wiartka kota. Osiowo-symetryczny problem drgan swobodnych piyty kotowej
0 zmiennej grubosci opisanej wzorami: 1 + aR™, R™ rozwiazano w pracy Wanga [190].
W cytowanej pracy rozwiazanie poszukiwano w postaci klasycznego szeregu potego-
wego. Plyta eliptyczne o zmiennej grubosci h(x, y) = che(ar + B(X* + y?)) byta przed-
miotem rozwazan w pracy Bayera, Guvena i Altaya [14]. Przedstawiony w pracy pro-
blem wiasny rozwiazano dwoma metodami: momentowa (przyréwnanie do zera
kolejnych, parzystych momentow zatozonej funkcji przemieszczen) oraz metoda Ray-
leigh—-Ritza. Ptyty o skokowej zmianie grubosci analizowane byty w pracach: Gallego
Juareza [53], Avalosa, Layry i Bianchiego [7] oraz Laury i zespotu [113]. W pracy
[53] rozwiazano problem wiasny metoda analityczna. Otrzymane rozwiazanie byto
kombinacja liniowa funkcji Bessela. Rozwiazanie zagadnienia wiasnego ptyty koto-
wej sprezyscie utwierdzonej na brzegu (wiezi translacyjne i rotacyjne) przedstawiono
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w pracy [7]. Problem rozwiazano metoda Rayleigh—Ritza, aproksymujac funkcje prze-
mieszczen wielomianem potegowym. Wiele zagadnien dla ptyt kotowych o zmienngj
grubosci opisanej funkcja

h(r) =hyr®exp(d_ k,r"),

n=1

zostato rozwiazanych w interesujacych monografiach Kovalenki [97, 98, 99]. W pracach
tych do rozwiazania prezentowanych zagadnien wykorzystano funkcje hipergeome-
tryczne. W pracy [113] do rozwiazania zagadnienia wiasnego zastosowano metode
elementow skonczonych. Metode elementéw skonczonych zastosowano réwniez
w pracy Gormana [60], gdzie przedstawiono rozwiazanie problemu wiasnego ptyty
pierscieniowej, stosujac do modelowania uktadu elementy pierscieniowe o liniowo
zmiennej grubosci. Podobny sposob rozwiazania zastosowano w pracy Selmane’a
i Lakisa [163], w ktorej wyznaczono czestosci wihasne ptyt kotowych i pierscienio-
wych, stosujac kotowy i pierscieniowe elementy skonczone. Analizowano plyty o li-
niowo i skokowo zmiennej grubosci. Rozwiazania wielu zagadnien statycznych i dy-
namicznych, dotyczacych ptyt niepryzmatycznych, mozna znalez¢ w monografii
Mateji [133]. Stosujac metode macierzy przeniesienia, autor rozwiazat m.in. zagad-
nienie drgan ptyty spoczywajacej na dwuparametrowym podiozu Wiasowa. Zastoso-
wanie metody matego parametru mozemy znalez¢ w pracy Yanga [199]. Odmiennym
od dotychczas omawianych typem zagadnien zajmowat si¢ Elishakoff, Storch i Meyer.
W pracach [38, 39, 44, 47, 173] rozwiazali problem polegajacy na wyznaczeniu funk-
cji sztywnosci ptyty przy zadanym rozkadzie gestosci, tak aby pierwsza forma wiasna
przyjmowata okreslona postac, np. byta taka sama jak statyczne rozwiazanie ptyty ob-
ciazonej rbwnomiernie. Prawie wszystkie z cytowanych prac dotyczyty ptyt kotowych
lub pierscieniowych. Nie mniej liczna grupg stanowia pracy dotyczace czworobocz-
nych ptyt poprzecznie niejednorodnych, a w tym gtéwnie ptyt prostokatnych. Rozwia-
zanie statycznego problemu niejednorodnej poprzecznie ptyty kotowej i prostokatnej
przedstawit Kaczkowski w pracy [84], wykorzystujac do rozwiazania klasyczne sze-
regi Fouriera.. Wyznaczeniem funkcji ugigcia izotropowej ptyty prostokatnej swobod-
nie podpartej na brzegu obciazonej dowolnym prostopadtym do brzegu obciazeniem
(zagadnienie styczne) oraz wyznaczeniem czgstosci wiasnych zajmowat sie Mazur-
kiewicz w pracy [134]. Réwnanie opisujace omawiane problemy sprowadzit on do
réwnan Fredholma drugiego rodzaju i rozwiazat je z wykorzystaniem podwadjnych
szeregbw Fouriera. Szeregi Fouriera do rozwiazania problemu drgan ptyt prostokat-
nych wykorzystywat w swej monografii rowniez Kacner [82], z tym ze szeregi te byty
wykorzystywane do rozwiazania wyjsciowego rownania rézniczkowego. Ptyty pro-
stokatne o grubosci zmiennej tylko w jednym kierunku opisanej w dwoch przedzia-
fach funkcja liniowa, analizowali w swojej pracy Gutierrez, Laura, Grossi [69].
W pracy tej, stosujac metode Ritza, autorzy rozwiazali zagadnienie whasne. Do aprok-
symacji zastosowano iloczyn wielomiandéw czwartego stopnia oraz iloczyn wielomia-
nu i funkcji cos(y). Rozwiazanie zagadnienia wtasnego w zakresie czgstosci wiasnych
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prostokatnej ptyty wspornikowej o zmiennej liniowo grubosci przedstawiono w pracy
Kuttler, Sigillito [105] oraz pracy Roya i Ganesana [149], gdzie analizowano ptyty
o liniowo i parabolicznie zmiennej grubosci. Do rozwiazania w pracy [149] zastoso-
wano metodg elementow skonczonych. Inny typ zmiany grubosci ptyty opisanej funk-
cja h(x, y) = ho(x/A)'(y/B)°’mozemy znalez¢ w pracach Cheung, Zhou [25] oraz Zhou
[202]. W pracy [25] rozwiazano problem drgan swobodnych, stosujac metode Rayle-
igh—-Ritza oraz wykorzystujac do aproksymacji funkcje bedace kolejnymi wyrazami
rozwiazania pewnego zagadnienia statycznego. Natomiast w pracy [202] Zhou roz-
wiazat zagadnienie drgan swobodnych ptyty punktowo podpartej. W pracy tej rowniez
wykorzystano metode Rayleigh—Ritza. Jako funkcje aproksymujace przyjeto rozwia-
zanie odpowiedniego zagadnienia ptyty o stalej grubosci. Problemem drgan phyt
0 skokowo zmiennej grubosci zajmowali sie Guo, Keane, Moshrefi-Torbati [63],
Bambill, Rossi, Laura i Rossit [9], Xiang [197]. W pracy [63] problem rozwiazano
analitycznie oraz metoda elementow skonczonych. Przedmiotem rozwazan w [9] byta
ptyta prostokatna o dwoch przylegtych brzegach swobodnych, dla pozostatych brze-
gow przyjeto rozne sposoby podparcia. Do rozwiazania uzyto metode Rayleigh-Ritza.
Do aproksymacji zastosowano skonczony podwojny szereg trygonometryczny, wpro-
wadzajac w argumentach funkcji pewne dodatkowe parametry optymalizacyjne.
W pracy Xianga [197] analizowano statecznos¢ i zagadnienie wiasne phyty o jednokie-
runkowej, skokowo zmiennej grubosci. W [197] zastosowano rozwinigcie funkcji
przemieszczen w szereg Fouriera w kierunku prostopadtym do kierunku zmiennosci
oraz metode Levy’ego. Phyty o parametrach zmiennych tylko w jednym kierunku roz-
wazano rowniez w pracach Lina [124], gdzie do rozwiazania zastosowano szeregi Fo-
uriera oraz w pracy Ashoura [3], w ktdérej wykorzystano metode macierzy przeniesie-
nia oraz pasma skonczone. Jako przyktady zastosowania innych metod do rozwiazania
drgan ptyt o zmiennych podtuznie parametrach moga stuzy¢ prace Karamiego i Ma-
lekzadeha [87, 90], w ktérych do rozwiazania zastosowano metode DQM. W pierw-
szej pracy analizowano zagadnienie statyczne oraz statecznos¢ ptyty. W pracy drugiej
[87] rozwiazano problem drgan swobodnych phyty czworokatnej. Wyznaczeniem cze-
stosci whasnych phyty ukosnokatnej, o liniowo zmiennej grubosci, z wykorzystaniem
metody Galerkina, zajmowat sie Banerjee w pracy [11]. Zagadnienia drgan pasm pty-
towych byty rozwazane w pracy Mateji [132] oraz Szczesniaka [174]. W pracy [174]
analizowano drgania pasma ptytowego, ktérego zmienna grubos¢ opisana byta funkcja
paraboliczna, a modut Younga i gestos¢ ptyty zmieniaty si¢ eksponencjalnie. W przy-
ktadzie liczbowych rozwazano réwniez pasmo o zmiennej grubosci opisanej wzorem
h(x) = ho(1 + sin x/l). Przyktadem zastosowania do rozwiazania ptyt wielomianow or-
togonalnych jest praca Langera [109]. W pracy tej, stosujac metode Ritza oraz wielo-
miany Legendre’a, rozwiazano problem wiasny ortotropowej ptyty prostokatnej. Praca
ta, co prawda nie jest zwiazana wprost z tematyka uktadéw o zmiennych parametrach,
ale jest ciekawym przyktadem zastosowania wielomianéw ortogonalnych, a do tej
grupy naleza réwniez wielomiany Czebyszewa.
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W niniejszym rozdziale rozwiazemy zagadnienie drgan kotowej i pierscieniowej
niejednorodnej ptyty cienkiej, spoczywajacej na dwuparametrowym podtozu sprezy-
stym typu Winklera (patrz Kaczkowski [83], s. 58). W celu uproszczenia zatozymy,
ze zmienne parametry ptyty i podioza odznaczaja si¢ osiowa symetria i sa opisane
dowolna funkcja. Jednym z zatozen, dotyczacym tych funkcji, jest mozliwosé ich
rozwiniecia w zbiezne szeregi Czebyszewa. Jezeli chodzi o obciazenie zewnetrzne, to
zaktadamy, ze jest ono obciazeniem roztozonym i ma dowolny rozktad (brak zatoze-
nia o osiowej symetrii).

W okreslaniu warunkow brzegowych piyty kotowej na brzegu wewngtrznym
(w przypadku ptyty kotowej brzeg ten redukuje si¢ do jednego punktu — srodka pty-
ty), w klasycznej teorii ptyt korzysta sie¢ z warunkOw ograniczonosci przemieszczen
i okreslonych sit wewnetrznych. Warunkéw ograniczonosci nie mozna zastosowac
wprost w przedstawionej w niniejszej pracy metodzie rozwiazania. W rozdziale tym
przedstawimy sposéb rozwiazania tego zagadnienia. Podamy przyktad numeryczny,
w ktorym rozwiazemy zagadnienie wihasne ptyty jednorodnej. Uzyskane wyniki po-
rownamy ze znanymi dla ptyt jednorodnych rozwiazaniami analitycznymi.

9.2. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA

Przedmiotem rozwazan jest kotowa lub pierscieniowa izotropowa phyta cienka
0 zmiennej sztywnosci, symetrycznej niejednorodnosci poprzecznej przy Hi(r) = Hy(r)
(rys. 9.1).

Ptyta spoczywa na dwuparametrowym (sztywnos¢ poprzeczna i podtuzna) poditozu
sprezystym typu Winklera (patrz [83], [133]) i jest obciazona poprzecznym obciaze-
niem p,(R, ¢, t), momentami m(R, ¢, t) i m,(R, ¢, t) oraz statycznym obciazeniem
stycznym p((R, ¢). Zaktadamy osiowo-symetryczny rozktad sztywnosci D(R), gestosci
pi(R) i parametrow podtoza sprezystego C(R) K(R) oraz dowolny rozktad pozostatych
parametrow i sit zewngtrznych. Zatozenie o osiowo-symetrycznym rozkkadzie sztyw-
nosci, gestosci oraz parametrow podtoza sprezystego nie zmniejsza ogolnosci rozwa-
zan, przyczynia si¢ jedynie do skrocenia zapisu i tak juz rozbudowanych réwnan. Za-
tozymy ponadto, ze wspdlczynnik Poissona v jest staty, a wspdtczynniki rozszerzalnosci
cieplnej « oraz przewodnictwa cieplnego nie zaleza od zmiennej z. Ograniczajac roz-
wazania do zginania pltyty oraz uwzgledniajac wptyw statycznych sit osiowych na jej
ugiecie (z pominieciem sit bezwtadnosci réwnolegtych do ptaszczyzny odniesienia),
zagadnienie poprzecznych drgan ptyty mozemy opisa¢ w prawoskregtnym uktadzie od-
niesienia nastgpujacym liniowym roéwnaniem rozniczkowym czastkowym (patrz
Wozniak [195], s. 191, 215)
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Rys. 9.1. Schemat uktadu
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gdzie W = W(R, ¢, t) — poprzeczne przemieszczenie ptyty, D = D(R) — sztywnos¢ plyty
na zginanie, C(R), K(R) — funkcje opisujace parametry podtoza, N, N, — sity normalne
w ptycie, Ny, — styczne, AT = T — T? — réznica temperatury migdzy dolna a gorna
powierzchnia ptyty, H = Hy(R) + H,(R) — wysokosc¢ piyty.
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Wspotczynniki D i p; — okreslono wzorami

H; ZZE H, _

D= [ ==dz, p= [ Zpdz. 9.2)
W, 1-v h,

gdzie v - liczba Poissona.

Zaktadamy, ze sa dane wewnetrzne sity osiowe (tarczowe) Ny, Ny, Ny,. W rzeczywi-
stosci, aby je uzyska¢, nalezy rozwiaza¢ stan tarczowy, ktéry w przypadku plyty
0 symetrycznej niejednorodnosci poprzecznej jest opisany niezaleznymi roéwnaniami
(brak sprzezenia miedzy rownaniami opisujacymi stan ptytowy i tarczowy).

Wystepujace we wzorze (9.1) operatory: operator Laplace’a V* oraz operator L
w biegunowym uktadzie wspotrzednych wyrazaja si¢ wzorami

2 2
V? =a—2+li+ia— : (9.3)
9R? ROIR R? 9¢?

|_[D(1—v),W]=a

ZD(l—v)(l w1 azwl

PR +_
oR? R R R? 9¢?
(9.4)
L 32 (D(1-v)) 92 (W)Jr 19D(1-v) 1 9°D(1-v) |o*W
dRIp| R dRop\R) |R oR R?  09¢®> JoR?
Wystgpujace w ptycie sity wewngtrzne okreslone sa wzorami:
e momenty gnace i skrecajace
2 2
M, =-D aW+v laﬂ+i8_w +(1+v)ﬂ :
oR? R OR R? 9¢° H
2 2
M, =—D|y IW J LW 1 IW ), (4, )edl (9.5)
oR? (R OR R? 9¢?
2
M,, =-D| (1-v)~2 (ﬂj ;
4 oRIp\ R
o sity poprzeczne
o :aD(l—v) 10w +iazw ~13D(1-v) 9 (1w
' oR ROR R?9¢’) R d¢ dR(R dg ©56)

N
—i(D Vzw)—i D(1+v)ﬂ +(Nr+C)aﬂ+ r"’aﬂ+m,,
R R H R R dp
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:_aD(l—v) 9 (10w +laD(l—v) 02w _li(szw)
¢ OR OR(RIdp) R 9d¢ 0oR?> RIgp ©7)
19 o AT ow N,+Cow '
-——| D(1+v)— rp ot +m,;
Radgp H oR R Jdo
o reakcje brzegowe Kirchhoffa
1M, oW
V, = — — Py —. 9.8
r Qr + R a¢ P2 oR ( )

Dodatnie sity przekrojowe dziatajace na infinitezymalny element ptaszczyzny pod-
stawowej ptyty przedstawiono na rysunku 9.2.

Rys. 9.2. Dodatnie zwroty sit i momentdw dziatajacych na infinitezymalny element phyty
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Po wprowadzeniu zmiennych bezwymiarowych r = R/a, w = W/a, h = H/a réwna-
nie ruchu (9.1) przyjmuje posta¢

2 (Av2 = 2. 0Py OW 1 dp, oW
\Y (DV W)—L[D(l—v) ]+gpow g(pZV W+3_§+r_zﬁﬁ

f[— 9%w 2(NW "W Nip 8_w]

or? r ordg r? d¢
2
+N 18W+ 1 8 B a_w_&aw (9.9)
ror r? a(p o r or

_ .Y _
g Ca_w E+8C 8w+icaw+1acaw PR W
or2 \r ar)or r? 9¢° r?dpde

=f(ﬁz+la(rmr) J VZ(D(1+V)0{ATJ
r or r do

a operatory V2, L okreslone sa wzorami

2 19 1 0°
2

2p 2 2 (D(1=-
L[D(l v), ] 9°D(A-v) la_w_,_ia Wil_o J (1-v)
or? ror r?op®) odrdep| r

L (W}[laﬁa—v)+i325(1—v)Jazw

orog r ror Y, or?

(9.12)

X

Wystepujace we wzorach (9.9)—(9.11) funkcje i state definiuja nastepujace wyra-
zenia:

P

D=D,D, Nyg=-2Ng, C=-2C, K=-2K,
a a a
R R _ T
pﬁ=a—2pﬁ, mﬁ=;omﬁ’ pi=aT,p, (9.12)
¢ _ha _I,at
DO DO

gdzie Dy, Po, 79— parametry poréwnawcze.
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Wystepujace w plycie sity wewnetrzne, po wprowadzeniu zmiennych bezwymia-
rowych, przyjmuja posta¢

e momenty gnace i skrecajace

—| 92 2
M,a :_D{B_W_H/ [1 aw+ia—WJ+(1+v)—aéﬂ-],

i 1ow
' Do or? ror r?og?

o AT

J+(1+v) 5 } (9.13)

M(p: " —_D Va_W+ la_W_i_ia_W
ar? | ror r29¢?

— M — 2
Mr,/,:ia:_D (1-v) J (ﬂ} '
Dy ordp\ r

o sity poprzeczne

5 g 285(1—1/)[13_W+ 1 9°w) 10D(1-v) 9 (1w
"D or ror r29¢p®>) r 0 or{ro
0 @ 4 B @ (9.14)
—i(BVZW)—i 5(1+v)aAT p N W Nrp W e e W
or or h or r ode or
_ a? D(1- D(1— 2 .
= e e e s OV
o @ o9 o 4 (0.15)
A 5(1+v)aAT + f Nr¢a—W+Ma—W+rﬁ + fga—W
rop h o r dp * r oo
o reakcje brzegowe Kirchhoffa
— V,a® = 1My  _ oW
Vi=—t" = ? _gp,—. 9.16
r Do Q, g ) ar (9.16)

Dalej w celu uproszczenia zapisu zamiast oznaczen D, N, ... bedziemy stosowaé
oznaczenia D, Ng, ...

9.3. ROZWIAZANIE PROBLEMU

W celu pozbycia si¢ w réwnaniu (9.9) osobliwych wspétczynnikéw 1/, k = 1, 2,
3, 4 obie strony réwnania pomnozymy przez r*. Rozwiazanie tak zmodyfikowanego
rownania (9.9) rozpoczniemy od zastosowania klasycznej metody rozwiazywania, po-
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legajacej na rozwinigciu poszukiwanej funkcji w(r, ¢, t) oraz wszystkich wystepuja-
cych w réwnaniu (9.9) wspotczynnikéw w szeregi Fouriera

=)

(r,p,t) Z ( (r,t)cosng+w; (r,t)sinnqo),
5(r.o.t) =i ( (r,t)cosng+ pﬁn(rt)smngo) B=or1,17

mg(r,ot)= Z'(m,‘g’n(r,t)cosngo+mj;’n(r,t)sinngo), B=o,r,
::0 (9.17)
s(ro :Z ( (r)cosng+ N (r )sinn(p), B=o,r1, 10,

T(r,¢)=D(1+v)“§‘T

D(r)(L+v)a(
h(r)

W przypadku funkcji niezaleznych od ¢ rozwinigcia te ograniczymy do jednego
wyrazu szeregu

é(AT rycosng+ ATy (r )smngp)

D(r)=3D§(1). C(N=3CE(). K(r)=5KE(r). A(r)=55o(r). ©18)

Zastosowanie tej metody pozwala na rozdzielenie funkcji na: funkcje zalezne od
zmiennej ¢ oraz funkcje zalezne od r.

W dalszych przeksztatceniach wykorzystamy twierdzenia dotyczace mnozenia szere-
géw trygonometrycznych oraz ich rézniczkowania (patrz Totstow [181], s. 126, 135).

Twierdzenie 3

Niech dla funkcji f(¢) oraz g(¢) beda okreslone szeregi Fouriera

f(p)~ i ( focosng+ . sin ngo) ,
n=0 (9.19)

9(o)~ >, (gn cosng + gy sin n(p)

wtedy szereg odpowiadajacy iloczynowi funkcji f(¢)g(¢) (pod warunkiem, ze iloczyn
ten jest funkcja catkowalna) wyraza si¢ wzorem



162 Rozdziat 9

o

f(¢)g(¢)~z'(0¢§ cosng +a; sin n(p), (9.20)
n=0
gdzie
0 =2 3 (18 (850 + 050 )+ 2 05en + G3n)).
2““:0 (9.21)
0 =5 3 (18 (8hun = 0hn )~ 12 (950~ 500

fe =1, 9°n=05% fn=-f2, 9°,=-05 dlam=0,1,2, ..

Twierdzenie 4

Jezeli funkcja ciagta f(¢) ma w przedziale domknigtym [-m, ©] bezwzglednie cal-
kowalna pochodna () = df/dp oraz f(-r) = f(n), to szereg Fouriera odpowiadajacy
pochodnej f(¢) ma postac¢

f'(p) ~ Zn( f>cosng— fLsin n(p). (9.22)
n=0

Nie wchodzac w szczegOty dotyczace kryteriow zbieznosci, zaktadamy, ze
wszystkie wystepujace we wzorach szeregi sa zbiezne (czytelnika zainteresowanego ta
tematyka odsytamy do literatury specjalistycznej, np. Totstow [181]). Przy tym zato-
zeniu wystepujacy we wzorach (9.19), (9.20), (9.22) znak ~ mozna zastapi¢ znakiem
rownosci =.

Po podstawieniu szeregoéw (9.17) do réwnania (9.9) oraz wykorzystaniu twierdzen
3 i 4 otrzymamy nastepujacy nieskonczony uktad réwnan rézniczkowych

Pow™® +P,w® +P,w® + P,w® + P, w+ R, WP + Ry w® + R, W

ip® 0o 0o f{wd | [iP® 0 0 o fjwd
o PO w® o P 0 w®
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e o ) [1RE 0 o )

P PP |lw? | 0 0 RP | |wd

_%Pgo Pgl sz T _W(()l) %Rgo 0 0 - ng)

P2 PR P2 WP | | 0 0 RE . ||wd

e ee ] R 0 0 f) [

+%Pi0 P PR |w, N 0 Ry 0 vy |_|P -p
3R PTPE flwy| |0 0 R i P

_ ) ° ; il . . . : I : (9.23)

gdzie wystepujace we wzorze podmacierze P{'™, R™ i wektory wiP, P, maja posta¢

nm nm]| nm
an _ j,CC Pj,CS an j,CC 0
I pnm - pnm ! I 0 RN !
j,sc j,ss__ j,SS (9.24)
W(p): apwﬁ/arp P = Pnc
n Py p | n s |
aPws/ar | P,
a elementy tych podmacierzy okreslone sa nastepujacymi wzorami:
Porjrgc = POrj r;s = r4D’ POrj r(1:3 = POrjr;c = O’ (9-25)
s =L =2rDs2rt 2, R =P[L, =0, (9:26

Pzr,”gc =P2 §nm —%r”‘f N:—,Cnm: Pzrjr:s — P2 5nm —%r“f N;snmv

r, nm: r,nms

Pyds =—%r“f N Sm Pim =%r4f N-C (9.27)

49°D

4
72 r f C,

P, =—(1+2n2)r2 D+(2+v)r3g—?+r
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Py =_% f (—2n PNTo o+ NS =1 p:r’°nm)+P3 .
Pya =_% f (+2n r3Nr‘qf’ o +l’3N;,Snm —rt p;im)+P3 O
P”mz—lf(+2nr3N+C +r3NPs —rips )
3,¢cs 2 ro, nm @, nm r,nm J»
Py =—% f (+2n PN o = TN + 17 p;cnm),
2
P, :(1+2n2)rD—(1+2n2)rza—D+vrSa—?—r3fC—r4fa—c
ar ar ar
P =_%f(+ 2nr®N;> nm—anZN;fnm+nr3p;fnm)+P45nm,
po™ =_% {(20P2NGE y —12rN G5+ p Py G
Pl =_% f (—2n PPNy o —NrNGS L+ r3p;fnm)
n 1 2N —S 2,.2N—C 3 ,-S
P4Ysc=—5f(—2nr Nrg om +NTN, o 071 p,/,,nm),
2
P, :nz(nz—4)D+3n2ra—D—vn2rza—D—n2r2fC+r4f K
ar or?
%)
R =RIL =0, R =R =0 gyt g 22,
Rice =Ras =r‘gpo+n°r’g p,
om;
pC = f[r4 pS +rime  +rt a;’” +nr3m;,’n}

_D(1+V)0{ r4 82ATnC +r3aATnC _n2 rZA-I-c
h or? or )

P =flr*p’ +r’ms r“—am?’n nrim
n — pz,n+ r,nt or - @, n

D+v)ar[ 40°ATy  594T7 22 o
h or? or "y

(9.28)

(9.29)

(9.30)

(9.31)
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gdzie w celu skrdcenia zapisu wprowadzono oznaczenia

N[i??nm = N%, nem L NE?, n-m: N[i?,snm = N[S?, ntm L Nz, n—ms (9.32)

p/ii,cnm = p(/:i, n+m T p%, n-m:» p?i,snm = p;ﬁ, n+m T p;ﬁ, n-m

a & — Symbol Kroneckera.
W przypadku szczeg6lnym, gdy n = 0 lub m = 0, wzory (9.25)—(9.31) ulegaja mo-
dyfikacji. Wowczas mamy

—n pdm _ pOm _ pOm _ pOm
en=0: I:)i,sc _Pi,ss _Ri,sc _Ri,ss

=0, Py =0, i=0,12 34

(9.33)

—n- ph0 _ pn0 _ pn0 _ pnO
em=0: I:)i,cs _Pi,ss _Ri,cs _Ri,ss

=0, i=0,12, 3 4,

a wzory okreslajace pozostate elementy pozostaja bez zmian. Zmiana wyrazen dlan =0
lub m = 0 powoduje pojawienie sie¢ w uktadzie (9.23) spetnionego tozsamosciowo
rownania

. 84W8+83W8 o%wg 8w§+w§+82w§, ovig i =0
ort or® ar?  or ar2 or

Tozsamos¢ ta wynika z faktu uwzglednienia w réwnaniu (9.23) oraz wzorach
wczesniejszych nieistniejacego w rozwinieciach Fouriera wyrazu wgsin(0¢).
Uwzglednienie tego wyrazu pozwolito na zachowanie jednakowej przejrzystej struktu-
ry wyprowadzanych wzoréw. Eliminujac spetnione tozsamosciowo réwnania (drugie
rownanie ukiadu (9.23)), w jego miejsce wprowadzamy roéwnanie, z ktérego wynikac¢
bedzie tozsamos¢ w; =0. W tym celu w istniejacym uktadzie réwnan wystarczy

przyja¢ PY° =1.

4,ss

W dalszych rozwazaniach nieskonczony ukfad rownan (9.23) ograniczymy do
uktadu skonczonego, przyjmujac w uktadzie (9.23) skonczone rozmiary wektorow
2(If + 1) i macierzy 2(If + 1) 2(If + 1).

W takim ograniczonym uk}adzie rownan rézniczkowych zastosujemy twierdze-
nie 1.

Poniewaz funkcje przemieszczen w przypadku piyty kotowej sa okreslone
w przedziale [0, 1], wigc funkcje te bedziemy poszukiwali w postaci rozwinigcia
w szereg wzglgdem przesunigtych wielomianéw Czebyszewa T, (x)=T,(2x-1).

Z zaleznosci (2.31) wyznaczamy macierze Q;, bedace kombinacja liniowa funkcji |5j ,
1=0,1, 2, 3, 4 oraz macierze S; bedace analogicznymi kombinacjami liniowymi funk-
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cji |ij, j=0,1,2,3,4. Macierze Q;, S; maja struktur¢ podobna jak macierze |5]-, Iij
i wyrazaja sie wzorami

Q7 0 0
11
Qi = 0 i 0 , 1=0,1,

(1A% A0 ~02

10 11 12

o iQ] i o
Qi 20 ~2 ~2 | 1=2,3.4
2 i i i

| P01

%S?O S?l SOZ

1glo g g2 .
5,=|2% S S =234,

1g20 21 22 .
25 S ST (9.34)

gdzie wystepujace we wzorze (9.34) podmacierze Q!™, S!™ maja postac

Q Q Snm 0
?m_ j,cc j,cs ’ Sjnm_ J,cc . , (935)
QJ SC Qj SS 0 Sj SS

a elementy tych podmacierzy okreslone sa nastepujacymi wzorami:

g,ncc = O ss =r D g,ncs = g,nsc =0,
4 dD nn _ ~nn (9'36)

nmo—QM = _14r*D-2r* ==

1, cc 1, ss al’ 1, cs — X1, sc

=0,
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nm _Q S _lr4fN+c nm _Q S _lr4fN—s
2,cc — <2%m 2 r,nm: 2,88 — <2 “nm 2 r, nm?’
nm 1 4 +S nm 1 4 —C
2,cs=_§r fNr, nm? 2,sC =Er fNr, nm? (9-37)
2
Q2=(53—2n2)r2D+(20+v) rga—D+r4a—?—r4fC;
r or
nm 1 3p+C 4 f+,cnm 3n+S 3| +C 4 +cC
3,cc Z_E f| -8r Nr, nm_2r T_an Nr(p, nm T T Nq:, nm — T pr,nm
+Q3 5nm'
nm 1 I 2 N 3¢ 3p( =S 4 s
3 ss :_Ef —8I°N; =21 —r+2nr Nr(py om FT Nq,’ am =T Pr.am
+Q3 5nm’
nm 1 KINERS) 4 r+’Snm 3N +C 3N +S 4 +S
3,cs=—§f —8r°N. ", —2r —r+2nr Nrg nm + TNy om =1 Pram |
1 —C
;?c:_Ef[8r3N;°nm+2r4%+2nr3N,‘qf’ om = PN + 14D S J
oD 9°D
=—(55-10n2)rD - (47-2n% +6v)r? =—=—(6+v)r*=—+7r’f C
+r4f3_$; (9.38)
2N +C
1 2 3 ONT’ 49Ny 2
2,?c:_zf£12r NJrr,cnm-"8r arrnm r arrznm +8nr N;r(; nm
+S aN+C
+2n r3—ra”; Ll —(n2 +3)r2N;;’°nm —r3—§’r”m
3 4ap:cnm 3
+4r3pfe L +r = +nr p;fnm +Q4 O
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- 2N S
nm 1 2N -S SaNr,Snm 4a Nr,nm
=—=f|12r°N +8r +r
4,ss 2 ( r, nm or arz
ON—° oON_®

—2nr3—gp’ Ll —(n2+3)r2N"S —rP 20 4y

r

nm
ANEE]
nm 1 2N +S 3aN-::ySnm 4a Nr,nm
=——f|12r°N +8r +
4,cs r,nm or ar2
aN+C
-8nr’N/s o —2nr® gpr m —(n2 +3)r2N;fnm
NS ) p+s
- g 4r pr,snm +r ar’rnm nre p;Cnm},
_ 20—
m __Lel qorone gl N o ré TN o
4,sc 2 r, nm or arz
oN_>
—8nr2N, > —2n r3—g”r’ o +(n2 +3)r2N;fnm
oN_° p; ~
+r3—§”r”m —4r°pn —r4—5’r”m -nr’pSm |,

Q, =(9-10n*+n*)D—3(-7+n’ —2v)rg—?

0°D oC

+(6+3v—vn2)r287+(n2—9)r2f C-3r? fa—r“f K;

ghn _gnn ——r4gp2,

2,cc 2,88 —
)
Sic =S58 =710 P, + r“g%,

)
S‘T,?:C = 32,25 :(nz _9)rzg P2 _3rgg %

—8nr2N:¢

(9.39)

(9.40)

W przypadku gdy n = 0 lub m = 0, wzory (9.36)—(9.40) ulegaja modyfikacji i wy-

stepujace w tych wzorach funkcje przyjmuja postaé¢
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oeN= 0 ﬁg(]: = 32; = SI?Q:: = SEsn; = O; I = 01 11 21 31 41
em=0: ir,]((:)s = i[?gs = Si[j((:)s = Sir,lgs =0, 1=0123 4, (9.41)

en=m=0ii=4Q)%=1.

Pozostate elementy pozostaja bez zmian.

Kolejnym krokiem jest rozwinigccie w szereg Czebyszewa macierzy funkcyjnych
Qi, S;. Poniewaz w wyrazach macierzy, oprocz funkcji wyjsciowych, wystepuja
mnozniki r, k = 1, 2, 3, 4, w czasie wyznaczania wspotczynnikow rozwini¢é Czeby-
szewa wykorzystamy nastepujace zaleznosci wynikajace ze wzoru (2.38)

ai[r ()] = (am 28 +al).

* 1 * * * * *
a/ | r2f(r) =E(a,_2+4a,_1+6aI +4a,+1+a|+2),

a’[rf(r)]= 6—14(a|*_3 +6a_,+15a ; +20a +15a,,; +6a,,, +a,3 ) (9.42)

a[rtf(r)]= %(af_4 +8a, 5+28a ,+56a , +70a +56a,,

+28ay,, +8a,5+4a 4 )

gdzie a; — wsp6tczynniki rozwinigcia funkcji f(r) wzgledem przesunigtych wielomia-
now Czebyszewa | rodzaju.

Ze wzgledu na rozbudowang posta¢ tych rozwinie¢ ograniczymy rozwazania do
przedstawienia rozwiniecia jednego z elementow macierzy Q, — rozwiniecia funkcji

2 e Przy czym we wzorze (9.43) oraz wszystkich nastepnych wzorach wystepuja-

cych w tym rozdziale, aby uprosci¢ zapis pominiemy w oznaczeniach wspétczynni-
kéw rozwinig¢ wzgledem wielomianéw przesunigtych znak *, tj. zamiast oznaczen
a,, (F), uzyjemy oznaczen a, (F),

1 1 ’ ’ ’
nm =(_E(55—10n2)(d,_1 +d|+1)—z(47—2n2 +6v)(di_, +2d/ +d/,,)
1 r” ’7” ’7” ’7”
_§(6+V)(dl—3+3d|—1+3d|+1+d|+3)
7
*3 f (g +3011 +30p,1 +Cy3)

+% f (C|/_4 +4c{_, +6¢{ +4C[,, +Ci4 )j Snm
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)|—1 * 3( N:cnm )|+1 * ( N'Jr'cnm )|+3)
+% f (( NS )'I_4 +4(N/S, )II_2

(W #0505

+%f((N+C ), +3(N;e

r,nmJ, r, nm

(0 )90 ) 0 ), )
_% f (( N;,Cnm )|_3 +3( N;fnm )|—1 * 3( N(;Cnm )|+1 * ( N;'c”m )|+3)
+3_12 f (( P, +4(Prm)  +6(Piom ) +4(Pi%m) +(PFom )|+4)' (9.43)

We wzorze (9.43) oraz w nastgpnych przyjeto nastepujace oznaczenia:

o°D oPC " p,
d(lp):al |:_i|’ C(|p):a| |:—:|, kl =a|[K], g,(ﬂ) =q |:—p:|;

arP orP orP
c W (9.44)
Dh|:a||:Wi|’ trﬁ:IS:aI[TnCYSJ, Wn,|:|:al[wz]:|:[ ZI]
aI[Wn] Wi |

W przypadku funkcji lub macierzy funkcyjnych indeksowanych wieloma wskazni-
kami (np. N ., W, Q™) wprowadzono we wzorze (9.43) nowe, dodatkowe oznacze-

r,nm’

nie okreslajace wspotczynniki Czebyszewa rozwinie¢ tych funkcji i ich pochodnych

9°F
(F)\P =4 {W} (9.45)

Oznaczenia te dla wystepujacych we wzorach (9.36)—(9.40) funkcji maja postaé

_ap N Zos 9P ptes
(NE,CSnm )(p) =q —Am ] ( p,zif,csnm )(p) =q {—pﬁ' = }

' orP ' orP
CERERY (p) o’ my
(|0§?,n)I =4 arﬁp ~, (m?,n), oF ar/; ", (9.46)

cs=cvs, pB=r,o,rp,z, m=0,1 ..If.

Uwaga! Nie w kazdej funkcji wskaznik £ przyjmuje wszystkie wartosci r, ¢, re, z.
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Po podstawieniu wspotczynnikow rozwinie¢ Czebyszewa funkcji Q;, S; do zmody-
fikowanego wzoru (2.29) (modyfikacja polega na tym, ze we wzorze (2.29) po lewej
stronie, oprdcz iloczyndéw wspotczynnikdw rozwinigcia funkcji Q; i w, wystepuja ana-
logiczne iloczyny wspotczynnikow rozwinigcia funkcji S; i w), wzor ten podajemy
dalszym przeksztatceniom. W przeksztatceniach stosujemy zaleznos¢ (2.37) umozli-
wiajaca wyrazenie wspdtczynnikdéw rozwinie¢ pochodnych funkcji przez wspotczyn-
niki rozwinig¢ Czebyszewa funkcji wyjsciowych. Nie wchodzac w szczegoty wyko-
nanych przeksztalcen, przedstawiamy koncowy wynik: nieskonczony ukiad réwnan
rozniczkowych, umozliwiajacy wyznaczenie wektora poszukiwanych wspdtczynni-
kow w, rozwinig¢ Czebyszewa funkcji wy, tj.

wo ] g, ]
W.
- alwi]| [,
Wo =20 | Wy |Tr(X), Wy = Al=ls | (9.47)
1=0 . a||:Wn] Wn,l
e Wit |
Uktad tych rownan okreslony jest nastepujacym wzorem
D¥(k,) 0 0
s 0 Dikh o0
=0 0 0 D*(kI)
NOK, 1) Nk, 1) NO%(k, 1) || Wo,
+f Nk, 1) N2, 1) N2, 1) -] || We
N2k, 1) N2k, 1) NZ2(k, 1) ||| Wa,i
MPk,1) 0 0 - |[Wig, £ ()
S H W F. (k
g M ol g| BUT R,
=0 0 0 M) || Ve Fy (k)
k=0,123, .., (9.48)

gdzie podmacierze D™(k, 1), N"(k, I) M™™(k, ) oraz wektory F,(k) maja posta¢
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o (1) - D (k, 1) 0 N (1) ”m(k,l) N (K, 1)
' 0 D" (k, 1) | ' "Mk NIk 1) |

- S (9.49)
Mnn(k’I)Z[MCC (k’l) 0 ]’ Fn(k)= ns(k):|.

0 Mg (k.1) (k)

Elementy podmacierzy (9.49) oraz wektora wyrazow wolnych F(K) wyrazaja si¢ wzorami

Dg(?(k I Dnn k I Z Dk —l+j dk—I+j

~161(4k? —2k2 (44+3v)+(99-15n° ) +558)

1-1

XY ((k=14+2])dy jup; +2(kK=1+2]+1)dy y12j0
j=0

(9.50)

+(k-1 +2j+2)dk_,+2j+2),

6
M (k1) =M (k 1)= ZGO kot+j 90 kasj + O G2%ivj 92, k4, (9.51)
fr

NDP (K, 1) 2 N (N2 ) T Z N s (N “m)k—|+j
+ Z N (N+c )
_ ok—t+i(Nonm |, .

+ZNrkI+J(p;r,cnm) zNg;klﬂ(p(pnm)

j=-7

N%" (k,1)= ZNrkHj( rnm)k It ZNr(pklﬂ( r(ﬂﬂm)

J——6 j=—6

z N ;mk |+j( 0, nm) kel j

- z pp,mk—lﬂ(pr nm)k —I+]j 7zp(p k— I+J(p¢ nm)

=

k=1+] k—1+j

k=l+j

k—1+j’
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] 6
N (k 1)= _ZBN ke |+J(Nr+snm)k I+j .Z6N P‘/Tk '+J(N:€; nm)k I+
j=— =

+ Z N, 0, k —1+j (N;Snm )k—l+j

7
z +s z nm +C
£ pr k=I+] Pr, nm Kd=7+2] P! pgﬂ, k—I+] pq:, M)

Nnm(k I)_erkIH( rnm)k 4 ergpk|+J( ro, nm)k_
z N (Emk |+J( qpsnm)k_|+j

+ Z pr k— I+J(pr_,snm)

I1+j

7
- J_;? P it ( Py am )k—l+j' (9.52)

k=l+]

;
sz k+1(pz n) +Zmp,k+j(mf,n)kﬂ+zm(ﬂ k+J( )k+j

=8 = =
1 & 6
Y Z (T k—1+j th I+] +T K+l+j th+l+1) NE
2l (9.53)
d n s Y n s Y n c .
= ngz, K+ j ( Pz, n)k+j + _z7mr, K+j (mr, n)k+j - 'Z7m¢, k+]j (m(p, n)k+j
j=- j= j=-
1 & 6
Y Z (T k—I+j th I+] +T . K+l+]j th+|+]) n, 1
2f i3\ =%

gdzie
Dsrs =%(k +1)(k +2)(k +3)[$(1—v)| (K2 +2k(n? ~5) ~on? + 24)

n® (=(k—=4)(k=5)v+3k +n? —16)+I2(k2 ~11k — (k +n’ —6)v+30)},

D s s =%(k +1)(k +2)(k+3)[¢|(4k2 — 36k +81+4kn” ~15n° £ 1(4k” =38k +90)

¥l

+3(k=3)n? - (k £1 -3)(£31 (k =5)+2(k £ 1 -4)n? )v |
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Dysro = (k+2)(k +3)[il (—k(15k(k ~7)+(4k+1)n” +108)+45n” - 318
+((k(4k +5)—41)n® +Kk(k=5)(7k +4)+108)v)
+I2( (
2)

—(k-

k(14k—97)+87) - (k(7k =17) +2(k+ 4)n* )y +6(9v +53))
)(k((2k+1)v+3)+2n” - 25v-23)n? |,
Dys (k+2)(k+3)[( 1)(k-3)(2(k —8)v —9)n?

J_rl(—9k(4k(k—6)+9)+87n +141v —921+k (4k —41)n?

+(k (K (7k+3)-151)-2(k(2k - 23)+35)n )

112 (2k(k(14k—73)—24)+141v—(k(7k+1o)—2(k—11)n2)v+798)]
Dyrr =k (k2 —9)[(5k2 ~38)v+3n’ —SO}nZ

+21[ 5k* (n? (1-v) +6v) - 9((19v — 35)n’ + 696

~K? ((80-104v)n? +6(65v - 76) |

+512 k[7k4+k2 (n2—12 V- 151) 25n2—156)v+888]

Dysig = =3)| (k+1)(k +3)(2(k +8)v +9)n?
+|(9k(4k(k+6)+9)+87n +141y - 921+ k (4k — 41)n?
+(k (K (7K +3)-151) - 2(k(2k - 23)+35)n? )

+12 (2K (k(14k +73) - 24) ~141v + (k (7k ~10) + 2(K +11)n2)v—798”,

Dystsp = [ (k (15K (k +7)~(4k ~1)n? +108) + 45n° ~318
((k(4k 5)-41)n® —k (k+5)(7k —4)+108)v
17 (k(k (14k +97) +87) + (k(7k +17) ~2(k ~4)n? )v— 6(9v +53)

(k+2)(k((2k=2)v=3)+2n* ~25v-23)n* |,
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Diatia =%(k ~1)(k —2)(k—3)[il(4k2 +36K + 81— 4kn? ~15n2 1 (4K + 38k + 90))
~3(k-+3)n” - (k F1+3)(£31 (k+5)+2(k F1+4)n’ )y |

Dysros =%(k—1)(k —2)(k—3)[4_r(1—v)| (K2~ 2K (n2 -5) - 9n? + 24]

+n?(=(k +4)(k+5)v -3k +n” 16

+I2(k2 +11k —(—k +n? —6)v+30)}, (9.54)
1 1
Cltma = (DK s2)(+3), Oflay =k D(k42)(+3)
nn _i nn _i
Go, k-6 _128(k +2)(k+3)(2k +3), Goksi-5 = 64(k +2)(k+3)(k+5),

®

3 3
e == (K +3)(k(3k—16)-49), Gz = (5 +14)(i -9),

L
128

G :%k(llkz ~159),

Gglksio = (k—2)(11k(2k +19)+435),G ks 4 =6—14(k ~1)(11k (k —5)—294),

Gl =gy (CH(LK(k+5)-294), Gy = (k+2)(L1k(2k 1) +435).
Gsiea =—6—?;(5k -14)(k*-9), Gstaa :—%(k ~3)(k(3k +16) - 49),

G ksi+s =6—?;(k -2)(k-3)(k-5), G{lhriss =%(k ~2)(k-3)(2k-3),
Grt-r =55 (k=D (k=2)(k=3) Girteo = 55 (k—D(k-2)(k=3), (955

61 =3 () (k2 (k+ 321 (k=6) -

G2 ka5 =—%(k +1) (k+2)(k +3) (1 (4k —21) - 2n?),
G2k =—%(k +2)(k+3)(+I (k(13k —41)-84) - (k +7)n?),

G =—%(k +2) (k+3) 1 (k (20k ~19) ~243) +6(k —3)n?),
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G = (k+3)(i3|(k(k(Sk+81)—160)—684)+(k—2)(17k+49)n2),
G = (k+3)(+3|( (k(4k—33)—15)+264)+2(k—1)(k—8)n2),
Gl = ( k? - 23)+912) +k(7K? —73)n2)
GoMrn = ( )(+3|( (k(4k +33)-15)-264)+2(k +1)(k +8)n?),

1

nn

Gz == oo (k= 3)( 3|(k(k(5k—81)—160)+684)+(k+2)(17k—49)n2),
Ggy”kJ—rHs:—B(k—z)(k—S)(il(k(ZOk+19)—243)+6(k+3)n2),
Gg”kﬂﬂ:—%(k—2)(k—3)(il(k(13k+41)—84)—(k—7)n2),
GQHWS:%(k-l)(k-2)(k-3)(i|(4k+21)-zn2),

G srue = (k—l)(k—2)(k—3)(ﬂ(k+6)—n2), (9.56)

Ny g == (kD) (k+2) (k+3) 1 7)1
N s == (kD) (k+2) (+3) 1 7)1
N s =— 6(k+2)(k +3)(k (131 ¥14)+191 ¥ 20)1,

1

N "Rss =—Z(k+2)(k+3)(k(5l F7)+171F19)],

N1z =—3—32(k+3)(k(k(5l T 23) +1231 7185) + 2461 7 298)l,
N st = %(k+3)(k((k—9)|iki19)—32li44)|,

N = g(7k((k2—39)Ii14k)ir1048)|,

N Mt = g(k—B)(k((k+9)l1ki19)—32|$44)|,

nm 3

a2 =—§(k —3)(k(k (51 7 23)-1231 ¥185) + 2461 + 2981,
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o RF143 =—%(k -2)(k=3)(k(51+7)-171F19)I,
N s =—%(k —2)(k—3)(k(131+14)-191F 20)I,

s == 5 (k=1)(k=2)(k-3)(1 £)1

N Mo = (k=1)(k=2)(k=3)(1 £1)1, (057
N " hess =—%(k +1)(k+2)(k+3)(k F1-5)(+1-n?),
N(;%,_4:_%(k+1)(k+z)(k+3)(k¢|_4)(i3|_2n2),
N s =—%(k+2)(k+3)(k¢|—3)((13k+25)| ~3(k+5)n?),
e 2= —(k+2)(k+3)(k F1-2)(£( k+10)I +(k-5)n?),
= %(k+3)(k$l—1)(i(7k(k—9)—184)|—(k(?k—3)—64)n2),
N ey = %(i(7k3—223k+480)l ~12(k?-9)n?)(kF1),
a1 = %(k—3)(k$l+1)(i(7k(k+9)—184)|+(k(7k+3)—64)n2),
see =—(k=2)(k=3)(k F1+2)((k=10)I =(k+5)n?),
(;ﬂ;m=-%(k-2)(k-3)(k¢|+3)((13k-25)|+3(k-5)n2),
;”l‘@m=—%(k—1)(k—2)(k—3)(k$l+4)(i3l+2n2),
;”llﬂ%=—%(k—1)(k—2)(k—3)(kil+5)(i|+n2), (9.58)
o == (k4D (k+2)(k+3)(LF1)n,
s =~ (1) (k+2)(k+3)(27 3)n,

e = %(k+2)(k+3)(16(k+2)l—k—7)n,
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N ks = 8(k+2)(k+3)(k(6¢|)i37|—18)n

N ks 2 = 116(k+3)(—k(17k +15)+k (27k —75)1 3181 +98)n

N iy = i(k+3)(2 +3(3k(k+1)-40)1)n,

N e = —i(k(?k(k 08l)n,

N = 1(k—3)(—2(k+1)(k+8)i3(3(k—1)—40)|)n

N —%(k—B)(—k(ﬂk—lS)ik(27k+75)|i$18|+98)n

N o ksiia = %(k—2)(k—3)(k(6$|)i37|+18)n

N o ksiia = ;(k-2)(k-3)(i6(k—2)l—k+7)n

N s = ;(k—l)(k—Z)(k—S)(ZiSI)n

N ™ s == 6(k ~1)(k=2)(k=3)(1£1)n, (9.59)
P, = 1 (k+1)(k+2)(k+3)|, T (k+1)(k+2)(k+3)|,
P s =+ (k+2)(k+3)(25k+37)|, S (k+2)(k+3)(k+4)|,

[ER

p,’fT¢|_3=$@(k +3)(k(11k —279)-662)1, p, "t _ 2=+—(k+3)(k(11k—27)—158)I,

[N

Py = 1%(3k (k(11k +46)-159)-1822)1,p, "}, = 5

pr'jr,l‘¢|+l=i%(3k(k(11k—46) ~159)+1822)1,p,"V5 = (k- 3)(k(11k +27)-158)L,

(9k* - 96)

ml—‘

1

Prlisies = g (k- 3)(k (11k +279)-662)], Prksia =T (k=2)(k=3)(k=4)L,
21

P Mates =T s (k=2)(K=3)(Bk=3T)1, Py =F 2 (k-1)(k=2)(k-3)I,

P Maer =F o= (K-1)(k=2) (k=3)1, (9.60)
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p%"f@,q=—%(k+1)(k+2)(k+3)n, pmﬂ_6:—6_1(m1)(k+2)(k+3)n,
pw,_s=—%(k+z)(k+3)(11k+23)n, B = 312(k+2)(k+3)(k—17)n,
Py ki3 = %(kz—g)(13k+30)n, P = 614(k 2)(k +3)(19k +83)n,
p;‘,’“k:._f—%(k—1)(9k(k—5)—226)n, p,;‘f"kﬂ:—%k(skz—s?)n,

Py, kF1+1 = 12 (k+1)(9k (k +5)—226)n, p(pn,nf(;m=6—14(k+2)(k—3)(19k—83)n,
Py, k7143 = %(k 9)(13k—30)n, p,;}mkﬂﬂ=?2(k—2)(k—3)(k+17)n,
Pofiates = 135 (K=2)(k=3)(11k~23)n. Pt = (k=D (k-2)(k=3)n.
Pp keis7 = 1;8(k 1)(k-2)(k-3)n, (9.61)
M7 ey == o (kD) (k£2) (£3)(6TK)

M7 s =5 (K £1) (£2) (k:£3)(217 4K),
m;‘m=J_r6—14(k+2)(k+3)(k(25k+77) 162)

mP’k¢4=i%(ki2)(ki3)(k(8k 1)-111)

M 3 ié(ki3)(k(k(11k$273)+148)+1716)

k(7K -73), (9.62)
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A= A= A= N N <>

A=

Rozdziat 9
1 2
kF7 = a(kJ_rl)(kJ_rz)(kJ_rs)n :
6 = %(kil)(kiZ)(ki3)n2,
k¥5 = 6—14(ki2)(ki3)(23ki11)n2,
- :—%(kiZ)(kiS)(kiﬂ)nz,
— 3 2 2
m_—a(k —9)(13k4_rSO)n ,
k;g:—3—2(k$2)(ki3)(19ki83)n2,
3 I T 2
a= —(kF1)(9k(k F5)—226)n?,
kF1 64( + )( ( + ) )n
— 3 2 2
(= gk(k -37)n?,
o= ——(k=1)(k£2)(k£3),
256
KF7 = i(kil)(kiZ)(kii%),
32
v = %(kiZ)(ki3)(2k+3),
55 = 3—3;(ki2)(ki3)(k+5),
k¢4=—6—i(ki3)(k(3k$16)—49)
— 3 2
m-—ﬁ(k ~9)(5k +14),
k¥2 = —6—14(k¢ 2)(11k (2k £19) +435),
1= _
= 5(k F1)(11k (k ¥5)+294),
9 (e
K = 128k(11k 159),

(9.63)

(9.64)
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Tk”ﬂ_6=%(k+1)(k+2)(k+3)(l2—nz),
T s =5 (k) (ke 2) (k+3)(1 (A F1)-2n2),
T s = (ke 2) (k- 3) (781 (k1) +12 (13K +19) ~(k+ 7)),
Tk”ﬂ_g=%(k+2)(k+3)(l(k(20l127)+68I139)+6(k—3)n2),
T 1oa =5 (k+3)(7961 (k+2)(k+3)
+312 (K (5k +123)+ 246) + (k —2)(17k +49)n?),
Tk”__H_l=%(k+3)(:3|(7k(k+11)i4k|(k—9)¢128|+136)
~2(k-1)(k-8)n?),
T = %($3I(7k(i(k2—39)l+16k)+912)—k(7k2—73)n2),
Tk;||+l=§(k—3)(isl(7k(k—11):4k|(k—9)¢128|+136)
~2(k+1)(k +8)n?),
Tk”_w=3—12(k—3)(i96|(k—2)(k—3)+3|2(k(5k—123)+246)
+(k+2)(17k—49)n2),
T = k 2)(k - 3)(| (201 +27) - 681 ¥39) + 6(k +3)n? ),
Tk”¢|+4 —3) (81 (k—1)+1?(13k-19) - (k= 7)n?),
Tk’]_H+5=E(k—1)(k—2)(k—3)(l(4lil)—ZnZ),
T s = g (k=1)(k=2)(k=3)(12-n?). (9.65)

Jak wiadomo z wczesniejszych rozwazan, pierwsze cztery grupy rownan, sktada-
jace sig z 4-2(If + 1) rownan, tj. rownania (9.48) dlak = 0, 1, 2, 3, sa spetnione toz-
samosciowo. ROwnania te nalezy zastapi¢ rownaniami okreslajacymi warunki brze-
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gowe. Liczba tych warunkow jest réwna 8(If + 1) (po cztery warunki brzegowe dla
kazdego z 2(If + 1) rbwnan czwartego rzedu).

W okreslaniu warunkéw brzegowych korzystamy z nastgpujacych wzoréw wyni-
kajacych z postaci poszukiwanego wektora funkcji przemieszczen (9.47) oraz wzo-
row (9.13)—(9.16) okreslajacych funkcje wewnetrzne

wﬁS(r,t)=§wﬁ:f(t>ﬁ<r>,

o (r. ) =S e 0 (),
M )=-D(r) 3 (T.*"<r>+v[%Tr'<r>— " <r>jjvvn. ©
D) ey
(9.66)
i) o {2028

n®+1 | D(r) 6 yaD(r) | .
+[ {( } - +fNr’”(r)_?TJT' (r)

_(g {31}[;(0_@82_?% NN, (r)J TI*(r)]wg;f(t)

r

d (D(r)d+v)a(r) ..
—5[ (7 AT, (r)j

W przypadku ptyt pierscieniowych warunki brzegowe okreslamy bezposrednio
z funkcji WSS (r,t), owSs(r,t)/or, Mpa(rt), Vooo(rt) . Na brzegu zewnetrznym

r =1, we wzorach (9.66) mozemy skorzysta¢ z zaleznosci (2.34), przeksztalcajac
(9.66) do prostszej postaci:
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WS (L 8)=3 W (1)
=
ow'® (r,t

o) =" 005 e ),
MES (1,t):_D(1)§’(4g(|2_1)+v(2|2_nz)JWg;f(t)
— D(r)(iJrrv)a(r)ATnC's(r) )

(9.67)

o (D(r)@A+v)a(r) s
_§( h(r ATy (r)J

Niestety w rownaniach (9.66), dotyczacych brzegu wewnetrznego r = ry, jestesmy
zmuszeni do obliczenia wartosci wielomianéw T, (r) i ich pochodnych

* 177

T,(r), T,77(r), T (r) w punkcie r =rq.
Réwnania w przypadku podstawowych sposobdw podparcia brzegéw pyty pier-
scieniowej maja postac:

e brzeg swobodny
Mf:s(r’t)zo’ Vnc’s(r!t)zo, gdy r=1v r:r0|
e brzeg utwierdzony

owy® (r, t)

wy (r,t) =0, ”ar =0, gdy r=1vr=r,
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e brzeg przegubowo podparty
WS (r,t)=0, Mo (r,t)=0, gdy r=1vr=r,
e brzeg utwierdzony przesuwnie

ow;® (r, t)

5 =0, V,°(r,t)=0 gdy r=1lvr=r,.

Okreslenie warunkéw brzegowych znacznie komplikuje sig w ptytach kotowych.
Do okreslenia warunkow na brzegu, r = 1, wykorzystujemy te same rownania (9.66),
(9.67), ktdre stosowalismy w formutowaniu warunkow phyty pierscieniowej. Problem
pojawia sie natomiast w okresleniu warunkéw na brzegu wewnetrznym, ktory w przy-
padku ptyty kotowej redukuje sie do punktu r = 0.

Jak wiadomo, w klasycznej teorii ptyt, w wyniku rozwiazania odpowiedniego row-
nania rézniczkowego, otrzymujemy rozwiazanie zawierajace cztery nieznane state. Do
wyznaczenia tych statych, oprécz warunkéw brzegowych dotyczacych brzegu r = 1,
korzysta si¢ z warunkdw ograniczonosci przemieszczen i sit wewngtrznych w punkcie
r = 0. Konsekwencja zastosowania warunkéw ograniczonosci jest odrzucenie w catce
0golnej wyrazOw osobliwych, gdy r = 0 (wyzerowanie dwdch statych). Poniewaz
w dalszej czesci pracy bedziemy stosowali klasyczne rozwiazanie, dalej przedstawia-
my w skroconej formie sposob jego wyznaczenia. ROwnanie opisujace statyczne za-
gadnienie kotowej izotropowej ptyty jednorodnej w postaci bezwymiarowej wyraza
sig wzorem (patrz Nowacki [140], s. 294)

DV2V2W(r,¢)=q(r,p), D=const,

. 19(rm,) 10m 2( aATj (9.68)
)= f = 2 |-V D(1+v)=—|.
4(r.9) (pz+r or +r 00 (+v) h

Funkcja przemieszczen W(r,@) jest suma catki szczegdlnej (zaleznej od prawej
strony réwnania) oraz catki ogolnej bedacej rozwiazaniem réwnania jednorodnego
(G(r,p) =0). Dazac do rozdzielenia zmiennych, wyrazimy obciazenie §(r,¢) oraz
rozwiazanie w(r,¢) za pomoca szeregu Fouriera

M

Q(r,@)=. (G (r)cosng -+ (r)sinng),

I
o

n

(9.69)

M

W(r, @)= (Wﬁ (r)cosng+W; (r)sin n(o).

n=0

Po podstawieniu wyrazenia (9.69) do wzoru (9.68) otrzymamy dwa rozseparowane
uktady réwnan rozniczkowych zwyczajnych
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2 19 n2V .. . .. 2 19 0V .o\ .
—t= P W (N)=Ga(r), | =5 +>5-——5 | Wa(r)=d;(r). (9.70)

or: ror o2 ror r

Rozwiazania tych uktadéw wyrazaja sie nastepujacymi wzorami (patrz Nowacki
[140], s. 294)

~C,S

Vg (r)
WS (r)=ar r+b7°r + ¢ r ™t +df S rinr + WS (1), (9.71)

WoS (r)=assr" +bSor™2 +co5r " +d oS WSS (r), gdy n>2,

a5 +b5r? + ¢St Inr+d$r? Inr + w5 (r),
r

gdzie WS °(r) sa catkami szczegdlnymi rownan (9.70).

Poniewaz przy ci° =0, d;'* =0 przemieszczenia i momenty zginajace bytyby nie-
skonczenie duze, z warunku ich ograniczonosci wynika, ze ¢>*=0,d> =0 dlan = 0.
Po uwzglednieniu tych warunkow rozwiazania uktadow przyjmuja posta¢

VA\Ig’S(I’) acsn bcs n+2+V~\Ig’S(I’), gdy n=>0. (9_72)

Do wyznaczenia pozostatych dwéch statych wykorzystuje sie warunki brzegowe
dotyczace brzegu zewngtrznego.

Z oczywistych powoddw warunkow ograniczonosci nie mozemy bezposrednio za-
stosowa¢ w prezentowanej w pracy metodzie rozwiazania omawianego zagadnienia.
Sposdb pokonania trudnosci zwiazanych z okresleniem warunkow brzegowych piyty
kotowej opiszemy ponizej.

Analizowana ptyte kotowa podzielmy myslowo na dwie roztaczne czesci. Linia te-
go podziatu jest okrag o promieniu r = £ (patrz rys. 9.3). W przypadku gdy promien &
jest bardzo maty, mozemy w przyblizeniu zatozyé¢, ze parametry opisujace we-
wnetrzna czesé plyty sa state (nie zaleza od zmiennej r) i D = D(¢€), h = h(€). Kolej-
nym uproszczeniem jest zatozenie, ze na wewnetrzna czesé nie dziataja: sity bezwiad-
nosci oraz sity osiowe, a obciazenie zewngtrzne jest niezalezne od zmiennej r (np. dla
temperatury mamy AT = AT () ). W tej sytuacji przemieszczenia wewngtrznej
czesci ptyty mozemy opisa¢ wzorem (9.72), dodajac do listy argumentéw funkcji czas
— WS (r,t), WorS(r,t) ags(t), bye(t) (zaleznos¢ od czasu wynika ze zmiennych w
czasie warunkow brzegowych na linii r = £).

Na linii podziatu, tj. na okregu 0 promieniu & musza by¢ spetnione warunki cia-
gtosci piyty:

WES(£,)  OWES (e,t)

o o (9.73)

MEs(e)=MER(et). Qfi(e0)=G73 (o)
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T X
E
/ / \I =X, r
— 7 I
I
W(r
| " vr) (r)

Rys. 9.3. Ptyta z wydzielonymi dwoma podobszarami 1 i |1

gdzie wystepujace we wzorze (9.73) funkcje Mf}’j(e, t), (':)rc,’,f(g, t) maja posta¢ taka

sama jak funkcje M5 (e, 1), Q7 (e, t).

W przypadku gdy funkcje opisujace szeroko rozumiane obciazenie zewngetrzne (si-
ty, momenty, temperatura) sa odpowiednio regularne w punkcie r = & warunki ciagto-
$ci (9.73) mozemy zastapic nastepujacymi prostszymi uktadami réwnan

aPwis(r, t)

- ., p=0,1,23. (9.74)
r

r=¢e

Funkcja w°(r,t) i jej kolejne pochodne w jawnej postaci wyrazaja Si¢ wzorami

n

WS (1,8) = a8 (€)1 +5S° (1) r™2 + 93 (r ),

oWy ® (r,t
—W”a (rnt) _ al* (t)nr"t+b%s (t)(n+2)r" +
"

oW, ® (r,t)
ar
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2~C,S t 2,%C,s t
97 2(r, )_aﬁ's(t)(n—l)nr”‘z+b,‘§'s(t)(n+1)(n+2)r”+a . z(r, )
or or
asArﬁls(r t) c,S n-3 c,S n-1
o3 = (t)(n-2)(n-2)nr" > +b;* (t)n(n+1)(n+2)r
;
3\5C,S
+an—(r’t), n>0. (975)
ar®

Po wyznaczeniu z pierwszych dwoch wzoréw (9.75),, funkcji ag®(t), bS®(t)

i podstawieniu ich do pozostatych dwéch wzoréw (9.75);4 otrzymamy nastgpujace
zaleznosci

. oW ® (r,t 02WES (r,t
Wﬁ's(r,t)n(n+2)——”ar( )(1+2n)r+—gr2( )rz
(9.76)

Wes (r, t)n(n+2)(2n-1)-3———=n’r+

=W, *(r, t)n(n+2)(2n-1)-3 i nr+

Korzystajac z tego, ze (zaktadamy, ze szeregi te maja wiasciwosci umozliwiajace
rozniczkowanie ich wyraz po wyrazie)

—)zi’wﬁ’s(t)T,*(p) (r) (9.77)

5 (02T (e) (1 20T (06T e 0
= e On(ne2) - 20O g e PV e
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(n(n+2)(2n-1)T; (e)-3n%T, (e) + &7 () Jwe (1)

M

I
o

AC:S 3.~C,S
= ~ﬁ's(g,t)n(n+2)(2n_1)_3awna£€'t)n2€+a narge- V,e
£>0 (9.78)

pozwalajace wraz z rownaniami okreslajacymi warunki brzegowe na brzegu r = 1 na
rozwiazanie analizowanej ptyty kotowej.

Wystepujace we wzorze (9.78) catki szczegolne zaleza oczywiscie od postaci obciazenia
zewnetrznego (sity, momentu, temperatury). Przedstawimy rozwiazanie najczesciej pojawia-
jacego sie w praktyce. Zatozymy mianowicie, ze na wewnetrzna czes¢ dziata tylko obciaze-
nie p, i czynnik temperaturowy AT (m, = m, = 0). Po wykonaniu opisanego wczesniej roz-
winigcia tych czynnikdw w Kklasyczne szeregi Fouriera, w rownaniach (9.70) po prawej
stronie pojawia si¢ nastepujace funkcje zalezne tylko od zmiennej r — B3 (r), ATSS(r).
Poniewaz z zatozenia promien wewngtrznej czesci ptyty jest maty r = & mozemy przyjac,
76 PSS = pUS(e) =const, AT,SS =ATSS(r)=const. W tym przypadku catki szczegéine

WSS (r) przyjmuja posta¢

ﬁc,s I’4
Wors (1) = z.n n=0, n#2, nz4,

(n? -16)(n> - 4)’

~C,S AC,S

1
WS (r):@ pesrtinr,
~C,S 1

W (r):—%ﬁ;’jr“lnr, 0.79)
rc,s,.2
W°'5(r):D(1+V)aAT” L n>0, n=2
" h  (n*-4)
D(1 A
Wg’s(r):—( :hv)aATzc’srz Inr.

9. 4. PRZYKLAD OBLICZENIOWY

Przyktad 9.1

Przedstawiona metode zastosowano do rozwiazania zagadnienia wiasnego ptyty koto-
wej o statych parametrach. Przyjecie statych parametréw pozwala na poréwnanie otrzy-
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manych rozwiazan z dokfadnymi wynikami uzyskanymi metodami analitycznymi (patrz
Nowacki [139]). W rozwazanym przykfadzie zbadano rowniez wptyw parametru & (pro-
mien okregu dzielacego ptyte kotowa) na doktadnos¢ uzyskanych rozwiazan. Obliczenia
wykonano dla ptyty kotowej, uwzgledniajac dwa sposoby podparcia zewngtrznego brzegu
phyty: podparcie przegubowe oraz sztywne utwierdzenie. RGwnania opisujace zagadnienie
przyjeto w postaci bezwymiarowej, stad w przypadku czestosci wkasnych axn, nalezy pa-

migta¢ 0 mnozniku wymiarowym 4/ D/ (pa*), gdzie D jest sztywnoscia ptyty na zgina-
nie i w przypadku ptyty o statej grubosci wyraza si¢ wzorem

_ EH?
D_12(1—v2)'

p jest gestoscia belki przypadajaca na jednostke powierzchni, a a jest zewngtrznym
promieniem ptyty. Doktadne oraz otrzymane przyblizonymi metodami (&= 0,01, 0,001,
0,0001) wartosci wiasne uzyskane z zastosowaniem aproksymaciji 31-wyrazowym sze-
regiem Czebyszewa, przedstawiono w tabelach 9.1-9.4.

Tabela 9.1. Wartosci whasne a, pyty kotowej przegubowo podpartej

£ 1o (2 W30 Wno W50 (22 Wro [2:) o
0,01 4,78366 | 29,6204 | 74,1116 | 138,377 | 222,446 | 326,341 | 450,080 | 593,680 | 757,150
0,001 4,78264 | 29,6047 | 74,0502 | 138,221 | 222,129 | 325,780 | 449,175 | 592,315 | 755,180
0,0001 | 4,78259 | 29,6038 | 74,0467 | 138,212 | 222,112 | 325,748 | 449,123 | 592,237 | 755,067
Dokfadne | 4,78258 | 29,6037 | 74,0464 | 138,211 | 222,110 | 325,745 | 449,118 | 592,229 | 755,079

Tabela 9.2. Wartosci whasne a,; ptyty kotowej przegubowo podpartej

3 (& 1 W31 n1 W51 Ws1 Wn Ws1 o1
0,01 13,7705 | 48,3665 | 102,665 | 176,696 | 270,463 | 383,969 | 517,216 | 670,205 | 842,931
0,001 13,7705 | 48,3665 | 102,665 | 176,695 | 270,461 | 383,965 | 517,207 | 670,188 | 842,897
0,0001 | 13,7705 | 48,3665 | 102,665 | 176,695 | 270,461 | 383,965 | 517,207 | 670,188 | 842,896
Dokfadne | 13,7705 | 48,3665 | 102,665 | 176,695 | 270,461 | 383,965 | 517,207 | 670,187 | 842,907

Tabela 9.3. Wartosci whasne an ptyty kotowej sztywno utwierdzonej na brzegu

£ o W0 W30 Wno W50 Wso Wro (&) (&0
0,01 10,2195 | 39,7965 | 89,1898 | 158,386 | 247,400 | 356,248 | 484,946 | 633,511 | 801,941
0,001 10,2160 | 39,7726 | 89,1092 | 158,196 | 247,030 | 355,609 | 483,935 | 632,008 | 799,785
0,0001 | 10,2158 | 39,7713 | 89,1046 | 158,185 | 247,009 | 355,573 | 483,878 | 631,923 | 799,660
Dokfadne | 10,2158 | 39,7711 | 89,1041 | 158,184 | 247,006 | 355,569 | 483,872 631,915 | 799,697
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Tabela 9.4. Wartosci whasne ax,;, ptyty kotowej sztywno utwierdzonej na brzegu

£ 11 @1 @31 Oy, (251 Ws1 wn W81 o1
0,01 21,2604 | 60,8287 | 120,0790 | 199,054 | 297,762 | 416,208 | 554,393 | 712,320 | 889,973
0,001 21,2604 | 60,8287 |120,0790 [ 199,053 | 297,760 | 416,203 | 554,382 | 712,301 | 889,926
0,0001 | 21,2604 | 60,8287 | 120,0790 | 199,053 | 297,760 | 416,203 554,83 712,301 | 889,926

Dokfadne | 21,604 | 60,8287 |120,0790 [ 199,053 | 297,760 | 416,203 | 554,382 | 712,300 | 889,956

a) b)
A E(W,,)-10°
I ( mO) A E(Wm >‘10
0,5 6,0 F
9,2 0.4 0, 6”“'....0.,-5'” ™ r 4,0 £=0,01
o5 [\ e
2,0
-1,0 y .':. ‘ »
— Ll
0,2 $0,4 06 0, 8 1
£=0,01 s e
-1,5 Vet
-2,0
2
E (Wpo)-10° E(Wino)-10
et T 6,0
0,2 0,4 0,6 078 1 ,
' s,00 £=0,0001
-2,0 -
2,0 \vo L
-4,0 R
s v .
-6,0 ,2 0,4 076 0,8 1
£=0,0001 - r
-2,0 {..

Rys. 9.4. Wykresy bteddw E(W,,o) form whasnych ptyty kotowej przegubowo podpartej na brzegu:
aym=1,2,3,b)m=4,56.0znaczenia:m=1,4 (=), m=2,5 (- ), m=3,6( )

Dokonano réwniez porownania form wiasnych Wy, stosujac opisany w rozdziale
3.5 sposdb normowania doktadnych i przyblizonych funkcji wtasnych oraz przyjmu-
jac jako miare btedu funkcije

E(f)— f(X)— F(X)
el
W tym przypadku réwniez zastosowano aproksymacje 31 wyrazowym szere-

giem. Otrzymane rezultaty, w postaci pierwszych szesciu form wiasnych, przedsta-
wiono w postaci wykresow na rysunkach 9.4-9.7.
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)
A E (Wpy )-10?
6,00 £ £=0,01
sorf .
2,0 Ay S
i 042 0/4 0,% 0,8 1
2,05 5 .: K
4,0f
A
, E (Wpy )-10%
A
£=0,0001
4
2 B ‘ K r
032 0/a 40,8 o8, A .
-2 Y o

Rys. 9.5. Wykresy btedéw E(W,,,) form wiasnych ptyty kotowej przegubowo
podpartej na brzegu: a) m=1, 2, 3, b) m = 4, 5, 6. Oznaczenia jak na rys. 9.4

) A b
I 6
o [\l 10
2,0 |
— r
0,2 Gudeden0TE 0,8 1
-2,0
£=0,01
-4,0
A E(Wp)-107
Lo | LT
0,5 |
‘‘‘‘‘‘‘ W T
0,2 0,4 0,6 0,8 1
-0,5
-1,0
€=0,0001
-1,5
A A E(Wy)10°
0,5 |
r
—tt— L - >
Fo\ 0,2 0,4 0,6 0,8 1
-0,5 "
-1,0
-1,5
£=0,01
-2,0
A E(Wy)-10°
2,5 h.
_—— S asemenaiie >
", 2 0,4 Lo U, 6 0,8
-2,5 [\ Tt
-5,0
-7,5
-10,0
s £=0,0001

E (Wpyo)-10°

£=0,0001

Rys. 9.6. Wykresy bteddw E(W,,o) form wiasnych ptyty kotowej sztywno utwierdzonej
nabrzegua) m=1, 2, 3,b)) m=4,5, 6. Oznaczenia jak narys. 9.4
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a) A

........

£=0,0001 o e g

--------

Rys. 9.7. Wykresy bteddw E(W,,;) form wiasnych ptyty kotowej sztywno utwierdzonej
nabrzegua) m=1, 2, 3, b) m=4,5, 6. Oznaczenia jak na rys. 9.4

Z analizy uzyskanych wynikow widzimy, ze rdwniez w przypadku ptyt propono-
wana metoda daje w rozwazanym zagadnieniu wyniki obarczone matymi btedami. Co
prawda, w przypadku ptyt btad ten jest wiekszy niz analogiczne bledy pojawiajace sie
w zagadnieniach drgan uktadéw pretowych, ale nadal ich wartosci sa mate. Na otrzy-
mane wyniki, oprécz wptywu bteddw wynikajacych z ograniczonej bazy aproksyma-
cyjnej (skonczona liczba wyrazow szeregu aproksymujacego), wptyw miat rowniez
sposob uwzglednienia warunkéw brzegowych w punkcie r = 0. Wpltyw ten jest wi-
doczny podczas poréwnania funkcji btedoéw E(Wpy,) dla réznych wartosci parametru &
Jak nalezato sie spodziewa¢ w przypadku malejacych wartosci tego parametru btad
maleje.



10. KOLOWA PLYTA SREDNIEJ GRUBOSCI
WEDLUG TEORII HENCKY’EGO-BOLLE’A

10.1. WPROWADZENIE

W tym rozdziale zajmiemy si¢ zagadnieniem drgan podtuznie niejednorodnych
ptyt sredniej grubosci. Podobnie jak w przypadku ptyt cienkich, wsrdd prac dotycza-
cych tego typu probleméw jedna z grup tworza prace, w ktorych rozwiazuje sie za-
gadnienie po zatozeniu okreslonego rozktadu parametréw. Przyktadem takiego podej-
scia sa prace: Li [123], Efraima i Eisenbergera [32], Cheunga i Zhou [26] oraz Xianga
i Zhanga [198]. W pracy [123] rozwiazano zagadnienie wiasne ptyt o eksponencjalnie
I potggowo zmiennej grubosci. Formy i czestosci wiasne pierscieniowej ptyty sredniej
grubosci o liniowo i parabolicznie zmiennej grubosci wyznaczono w pracy Efraima
i Eisenbergera [32]. Do rozwiazania wykorzystano klasyczne szeregi potegowe. W pracy
[26] analizowano zagadnienie drgan swobodnych ptyty prostokatnej o zmiennej gru-
bosci opisanej funkcja h(x, y) = ho(x/A) (y/B)’. Do rozwiazania uzyto metody Rayle-
igh—-Ritza, przyjmujac za funkcje aproksymujace rozwiazania pewnego statycznego
zagadnienia belki Timoshenki.

W pracy [198] wyznaczono czgstosci whasne ptyty kotowej o skokowo zmiennej
grubosci. Po podziale ptyty na element kotowy i elementy pierscieniowe zagadnienie
rozwiazano analitycznie. Bardziej ogo6lne zatozenia dotyczace rozktadu grubosci przy-
jeto w pracy Shufrina i Eisenbergera [167], gdzie analizowano ptyty o zmiennej gru-
bosci opisanej funkcja h(x,y)=h(x)H(y). Zagadnienie drgan rozwiazano dla roz-
nych modeli pyty: ptyty cienkiej, Reissnera—Mindlina oraz wedtug teorii wyzszych
rzedoéw, uwzgledniajacych wptyw sit poprzecznych na deformacje ptyty. Réwnania
opisujace zagadnienie oraz warunki brzegowe wyprowadzono za pomoca zasady Ha-
miltona. Wyniki numeryczne otrzymano, stosujac do rozwigzania wariacyjnego meto-
de Kantorowicza. Przyjeto za funkcje aproksymujace wielomiany potegowe. Rozwia-
zaniem probleméw dynamicznych metoda elementéw skonczonych zajmowali sie
m.in. Ju, Lee i Lee [81], Mihir Chandra Manna [138] oraz Taher z zespotem [179].
W pracy [81] przedmiotem analizy byly ptyty kotowe i prostokatne. W pracy [138]
rozwiazano zagadnienie wiasne ptyty prostokatnej. Do rozwiazania zastosowano
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wprowadzony w pracy trojkatny element o 51 stopniach swobody. Rozwiazanie za-
gadnienia wiasnego ptyt kotowych i pierscieniowych z wykorzystaniem przestrzenne-
go elementu skonczonego przedstawiono w pracy [179]. Rozwiazanie problemu drgan
swobodnych wycinka kotowego, z uwzglednieniem réznych sposobow podparcia,
analizowano w pracy Liu i Liewa [126], stosujac do rozwiazania metode DQ (Diffe-
rential Quadrature). Korzystajac z tej samej metody Malekzadeh i Karami [128] roz-
wiazali problem drgan prostokatnej ptyty spoczywajacej na dwuparametrowym podio-
Zu sprezystym. Rozwazano rozne sposoby podparcia. Inny sposob podejscia do
omawianego zagadnienia przedstawiono w pracach Sakiyama i Huanga [155, 156]
oraz w pracy Huanga, Ma, Sakiyamy, Matudy i Mority [73]. W cytowanych pracach
[73, 155, 156] autorzy wyznaczyli dyskretna funkcje Greena i z jej wykorzystaniem
rozwiazali zagadnienie wilasne: w pracy [156] — izotropowej ptyty prostokatnej,
w [155] — phyty tréjkatnej, a w pracy [73] — ortotropowej ptyty prostokatnej.

W niniejszym rozdziale przedstawimy rozwiazanie dla osiowo-symetrycznej izotro-
powej ptyty kotowej obciazonej obciazeniem normalnym o dowolnym rozkladzie.
W rozwazanym zadaniu nieuwzgledniono wplywu obciazen osiowych na poprzeczne
przemieszczenia ptyty. Wplyw ten pominieto w celu uproszczenia zapisu juz tak rozbu-
dowanych réwnan i wzordéw. Rozdziat zakonczono przyktadem numerycznym.

10.2. SFORMULOWANIE ZADANIA

Przedmiotem rozwazan jest kotowa lub pierscieniowa izotropowa ptyta sredniej grubo-
$ci 0 zmiennej sztywnosci, symetrycznej niejednorodnosci poprzecznej — Hy(R) = H,(R) =
H(R)/2. Ptyta jest obciazona obciazeniem p,R, ¢, t), momentami m(R, ¢, t) i m4R, ¢, 1)
oraz statycznym obciazeniem stycznym p«(R, ¢), p, (R, ¢). Zaktadamy osiowo-symetryczny
rozklad sztywnosci ptytowej D(R), sztywnosci postaciowej K(R), gestosci i momentdéw ma-
sowych p(R). Upraszczajace zatozenie 0 osiowo-symetrycznym rozkladzie sztywnosci
i gestosci przyjeto w celu skrocenia zapisu i zwigkszenia przejrzystosci prezentowanej me-
tody rozwiazania. Zatozymy ponadto, ze wspotczynnik Poissona v jest staty, a wspotczynni-
ki rozszerzalnosci cieplnej « i przewodnictwa cieplnego nie zaleza od zmiennej z.

W analizowanym w niniejszym rozdziale modelu ptyty, opisanym wedtug teorii
Hencky’ego—Bolle’a (patrz praca [195], s. 217), odstepujac od zatozen Naviera—Kirchhoffa,
zaktada sie, ze prostoliniowe witokna prostopadte do ptaszczyzny podstawowej przed
odksztatceniem, po wygieciu zachowuja swoj ksztalt. Wiékna te moga jednak zmie-
ni¢ kat nachylenia do powierzchni odksztatconej. Zagadnienie poprzecznych drgan
ptyty wedtug tej teorii mozemy opisa¢ w prawoskrgtnym uktadzie wspotrzednych
nastepujacym liniowym uktadem réwnan rézniczkowych czastkowych (patrz Woz-
niak [195], s. 303)
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Wystepujace w ptycie sredniej grubosci sity wewngtrzne okreslone sa wzorami:
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o sity poprzeczne

0
13w (10.3)
Q, = (Eﬁ_%J f,

We wzorach (10.1)-(10.3) W = W(R, ¢, t) oznacza poprzeczne przemieszczenie
piyty, & = O(R, ¢, t) i O, = O, (R, ¢, t) katy obrotu przekrojow, a K(R) okresla
sztywnos¢ ptyty na scinanie. Sztywnos¢ ta oraz wyrazy f,, f,, okreslone sa wzorami

H,
K=x [ Gdz, (10.4)
-H,

fo=(K'Hp +KTH,pr ), f,=(K Hyps +K Hyp,), (10.5)

gdzie x; K™, K™ sa wspbtczynnikami écinania.

Czytelnika zainteresowanego metodami ich wyznaczania odsytamy do monografii
Wozniaka [195], s. 229.

Wyrazy §, §§ opisuja wptyw na sity wewngtrzne napregzen S,;, przy czym pierw-
szy skiadnik uwzglednia wplyw naprezen S,, wywolanych sitami zewnetrznymi,
a skladnik drugi wptyw naprezen wywotanych sitami bezwtadnosci (patrz Wozniak
[195], s. 300, 301). Poniewaz wptywy te maja znaczenie drugorzedne w stosunku do
wptywu pozostatych naprezen, wyrazy S§, §§ bedziemy dalej pomija¢. Pozostate
wspotczynniki zdefiniowano we wzorach (9.1)—(9.2).

Podobnie jak w przypadku zagadnienia drgan ptyt cienkich réwnania przeksztat-
camy do postaci bezwymiarowej, wprowadzajac zmienne bezwymiarowe r = R/a, w =
W/a, h = H/a, 6 = 6, 6,= 6, Po wprowadzeniu tych zmiennych momenty gnace
i skrecajace okreslone sa wzorami:

— — 26,
My = M, a :—DPHr +v(1 e +iJ+(l+v)aAT},

Dy or r do r h

_ M a 7)

My =2 = Bl % ([19% O, (1)) 24T (10.6)
D, or rop r h

— M, a 26, 6,

Mr(p: = D(l—V) lai+ $_9
Dy rdp or r
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a sity poprzeczne
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Ze wzgledu na dowolny rozkfad sit zewngtrznych obciazenia zewngtrzne, prze-
mieszczenia i katy obrotu przekroju rozwijamy w szeregi Fouriera. Rozwinigcia sit
i przemieszczen przedstawione sa we wzorze (9.17), rozwiniecia katéw obrotu prze-
krojow maja postaé

(rot i (6[,“ (r,t)cosng+8; . (r, t)smn(p) L=, r. (10.8)

Poniewaz w ukiadzie réwnan (10.1) wszystkie (z wyjatkiem wyrazow wolnych)
wspotczynniki sa funkcjami tylko zmiennej r, uktad rownan bedzie spetniony dla kaz-

dej wartosci ¢, gdy dla kazdego n funkcje wy, 67, 6, ., Wa, 6, 6, , beda spet-

nia¢ nastepujacy uktad szesciu rownan rézniczkowych zwyczajnych
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2 r 8r 2r2 ror | ?" or h

—f (mf,n - 1:_rs,n)_ gﬁzérs,n =0

K —96° _y— _y—0°%6°
—nEWﬁ 1+VnD rn_n 3 VD+1 VaD HC 1 VD o,n
or 2r2 2r or 2 or?
— 2— —
DD _1v+2nD1v8_D+K65 |
or 2r2 2r or
(1+v)e — e
_?[T —f ( - fczin)_ gp2‘9¢s’vn =0 (10.9)q.

Gdzie state f, g okreslono we wzorze (10.7).
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10.3. ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA

Aby pozby¢ sie (10.9) osobliwych mnoznikéw r ™, r 2, réwnania uktadu przemno-
zymy obustronnie przez r’. Stosujac zapis macierzowy, mozemy uktad szesciu réwnan
wyrazi¢ wzorem

I50(r)f”(r,t)+Isl(r)f'(r,t)+I52(r)f(r,t)+Iiz(r)f(r,t)zls(r,t) (10.10)
gdzie wspGtczynniki macierzowe Pi(r), i =0, 1, 2 maja postaé

. P P
H(0={5£° ;“} (10.11)
1,SC 1,SS

a migdzy podmacierzami macierzy P;® zachodza relacje: Pi s = Pice, Pisc = —Pics-

Analogiczna posta¢ ma macierz Iiz(r) i dla jej podmacierzy zachodza relacje po-

dobne jak dla podmacierzy macierzy P;®. Podmacierze macierzy P® i Iiz(r) Sa
okreslone wzorami:

2
r‘r 0 0 0 0 0
2
Poc=| & "D 0 ] Poe=| 0 0 0
1-v 2
0 0 —r’D 10 0 0]
rzg—f r’K 0 0 0 0o ]
2 20D o o oo
Pe=| T K r §+rD 0 , Ps= 2
1+v
0 0 l—v(rza_DHDj 0 anD 0
or - -
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-n%K 2K 0 ]
or
b _| O —[(1+1_—Vn2JD—vra—D+r2K] 0
2,cc = 2 ar
2
0 0 || Lzv+2n D+1_Vra—D+r2K
2 or J
[—nK 0 —nrK
0 0 —n(?’_—vD— ra—Dj
P2,cs_ 2 or
nrK n(—g_vD——l_Vra—Dj 0
. 2 2 ar | (10.12)
r’gp, 0 o | 0 0 0]
Ryee=| 0 —r’gp, 0 |, Ryes=|0 0 0. (10.13)
L O 0 —rzgpz_ 0 00

Podobnie jak w poprzednich zagadnieniach, w celu uproszczenia zapisu we wzo-
rach (10.12) i nastgpnych, zamiast oznaczen K, D .. bedziemy stosowac 0znaczenia
K, D itd. Nastegpnym krokiem jest wyznaczenie za pomoca wzoréw (2.33) funkcji Q;,
i=0,1,2iS,. Funkcje, te podobnie jak funkcje |5>i , przyjmuja postac

_Qi,cc Qi,cs
Qi(r)= Qi,sc Qi,ss , Qi,SSZQi,cc’ Qi,sc:_Qi,csv
SN (10.14)
2,cc 2,cs
SZ(I’)= S S :|’ SZ,sszsz,cc' 82,302_82,031
L 2,sC 2,58

a wystepujace we wzorze (10.14) podmacierze wyrazaja Sie¢ wzorami
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Qo,cc = PO,cc' QO,cs = Po,cs )

Ql,cc =

Ql,cs =

QZ,cc =

QZ,cs =

2 dK

—r? 2 _4rk -r’K 0
ar
r’K 2% _3p 0 ,
or
0 0 Bl rza—D+3rD
2 or ]
0 0 0 ]
0 0 1+—VnrD
2 )
0o 0
2 i
Zra—K+(2—n2)K 2rK
or

2K o —[PTVnZD—(Hv)r%—DHZKj
r

—nK 0 —nrK

0 0 -n (2D+1_—Vra—Dj
2 or

nrk n((l—v)D—vra—Dj 0
or

201

(10.15)
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—r’gp; 0 0 0 0 0]
Syec=| O —r’gp, 0 | S,=|0 0 0] (10.16)
. 0 0 -r’gp, | 0 0 0]
Po rozwinigciu funkcji Q;, 1 =0, 1, 2 1 S, w szeregi wzgledem przesunigtych wielo-

mianéw Czebyszewa T, (x) = T, (2x —1) i zastosowaniu do dalszych przeksztatcen za-

leznosci (2.37), dla kazdego n > 0 otrzymamy nastgpujacy nieskonczony ukfad réwnan
rézniczkowych zwyczajnych, pozwalajacy na wyznaczenie poszukiwanych wspétczynni-

kéw rozwinie funkcji Wy, 67, 6., Wy, 674, 6, , (W celu uproszczenia zapisu w

oznaczeniach wspdtczynnikéw we wzorze (10.17) oraz nastepnych, podobnie jak to uczy-
nilismy dla ptyty cienkiej, pominigto gorny wskaznik *):

)
k(K1) kg (k) U 0 0 kig (k1) ] (9° )
(k) ka(k) 0 100 k(kh)|
=, 0 0 s (k1) | kaa(kD) Kes(kl) 0 ||(G5n)
; 00 ke(kD)i k() kp(kl) 0 ()
0 0 kg (k) Kny(kl) knp(kil) O "
ks (kD) k(D) 0 10 0 ke(kl)]| (65.1),
_(0’5’*“)1_
o (3),
R (k) by, (k1) 5 T (éc )
Prn (k) by, (k1) | 0 "
RO be(k): (9.0},
R (k)| iz . ] by (k1) o (k) (Wﬁ)l ’
st,n k 2™ S
i) | SOl
i 1 _(H;Yn)l_

k=0,1,23, ... (10.17)
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W przypadku gdy n = 0, ukfad réwnan (10.17) ulega modyfikacji

_ (Wﬁ), _
ki (Ko1)  kep (K1) 0 ] (BC )
kpy (K1) kpp(k1) O | 0 s
-, 0 keg(kl) | (65.n),
Bt R
0 1 !
L 0 1 | (0|'S,n)|
_(0"5’*")1_
- | (),
P (k) by (k1) (65,)
Prn (k) b, (k.1) 0 (6 )'
_| P (k) 4§ bas (k.1) 2
0 gﬁ """""""""""""""""""""""""""""""""""" () |
0 0 0 0
o | | (fr,n)l
_(0;"")1_
k=0,123 .. (10.18)

Modyfikacja ta wynika z braku w rozwini¢ciu Fouriera wspotczynnikoéw
ny 0 fy 0 49(; o - Poniewaz dla przejrzystosci rownan wprowadzono te wspétczynni-
ki, uktad (10.18) tak zmodyfikowano, aby w wyniku jego rozwiazania otrzymacé

S

W, =6}, =6, ,=0. We wzorze (10.17) i (10.18) przez (f); oznaczono I-ty wspot-
czynnik rozwinigcia w szereg Czebyszewa funkcji

f(r,t>=§'<f>. (),

QC
p.n
Poniewaz w funkcjach Q; wystepuja mnozniki r, r?, przy wyznaczaniu wspétczyn-

nikow rozwinie¢ Czebyszewa tych funkcji zastosowano zaleznosci (9.42).

gdzie f jest jedna z poszukiwanych funkcji: w;, 67 ., Wa, 6 0y Gy -



204 Rozdziat 10

Wystepujace w réwnaniu rézniczkowym (10.17) elementy macierzy i wektoréw
wyrazaja si¢ nastepujacymi wzorami:

kll(k,l):%[(k +1)((k=3)1-n2 )y 5 +4(k+1)(k=2) ks 5
+2( (3 =5)1-+kn? gy +4(k =) (k+2)1Kpog
—(k+2)((k=3)1+1° iy = 4(k+1) (k= 2) Ky 4
~2((3k* =5)1 =kn® ey = 4(k =1) (K +2) g

_(k _1)((k +3)| +n2)kk+l+2} )

klz(k,l):—%[(k F1)(K—3)kyyg +A(K +1)(K—2)Ke o
£ (K=1)(5k + 7)ky_y_y 8K Ky = (K+1)(5k=7)k\yus
—A4(k=1)(k+2)k 5 = (k=1)(k+3)ky 143
+(k+1)(k=3)ky 3+ 4(k+1)(k = 2)ki,i_,
+(k=1)(5k +7) ki1 +8K Ky = (K +1)(5k = 7) Ky
—4(k=1)(k+2)Keypp2 = (k—l)(k+3)kk+|+3]'

Ka (K, |):‘%“[(k +1) (K2 + K2 ) = 2K (Kioy + kg )+ (k=1) (K2 + kk+|+2)]’

1
kyg (K, |):_§n[(k +1) kg +2(K +1) ko = (K =1) kg =4k
_(k +1) Kior4a + 2(k _1) Kioi+2 +(k _1) Ki-143
+ (K +1)kyyy g+ 2(K+ 1)Ky _p = (K =1)kypy g — 4Kk,
~(k+1)Keara +2(K +1)Kepro + (k=1 ki a ],

Koy (K, 1) :%I [(k +1) kg +4(K+1) ko + (5K +7) k1 + 8k
_(5k - 7) Kio142 _4(k _1) Kioi2 _(k _1) Ki143
—(k+1)k 3 —4(K+1)ky 1 = (5K +7)K 14 = 8Ky
+(5Kk = 7) K10 +4(K =1)ky 4o +(k 1) kk+|+3:|’ (10.19)
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k22(k,l):%[(k+1)(2l(k—2—v)+2(k—2)V—2—(1—V)n2)dk_|_2
+4(k+1)(1(2k =3—v)+ (k-1
+(41(3k° 4 -v)+2k(2(1+v
+4(k=1)(1(2k +3+v)—(

+(k=1)@(k+2+v)-2(k+2)v -2 (1—v)n2)dk_|+2]

[k+1 (20(k=2-v)=2(k-2)v +2+(1-v)n?)dy.
+4(k+1)(1(2k=3-v)—(k=1)v)d\ ;14
+(4I(3k2—4—v)—2k(2(1+v)+(1—v) nz))dk+I
+4(K=1)(1 2k +3+v) + (K+D)V) de g
+(k=1)(21 (k+2+v)+2(k+2)v+2+(1-V)n? ) dirsz |
—%[(k +1)Keyg +4(K+1) K5 +2(2K +3)ky_p —4(k —1)Ky 4 — 10Kk, _,

—A(k+1)ky 1y +2(2k =3)ky__p +4(k =)k _y,5+(k=1)K 14
+(K+ D)k a +A(K+1)kyyy 5 +2(2Kk +3)kyyy o —4(k =1) Ky g —10Kky,,
_4(k +1) kk+|+1 + 2(2k _3) kk+|—2 +4(k _1) kk+|+3 +(k _1) kk+|+4:|’

Kyg (K, I):%n[(k +1)((2k=1=-3)v+(1-3))dy p +2(k+1)((2k =1 =2)v +1)d\ ;4
+2((3k +1)+(k=1)w)d,_
—2(k=1)((2k =1+ 2)v+1)dy 1,3 —(k=1)((2k =1+ 3)v +(1+3))dy 3,
+(k+1)((2k +1=3)v = (1+3))dy o +2(k +1)((2k +1=2)v = 1)dy ;1
+2((3k =)+ (k+1)v)dy,
—2(k=1)((2k+1+2)v =1)d_ps = (k=1)((2k +1+3)v = (1-3))dyy12 |,
(10.19)c4
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k33(k,l)=%[(k +1)((1-v)(k=1)(1=2)=2n? )dyy_, +2(k* =1} (1-v)(21 ~1)d\ 4

+2(2k n? +3(k? —1)(1—v)|)dk_|

+2(K2 =1)(1-v)(21 +2) o + (k=1)((L-v) (k+2) (1 +1) =207 ) d 1. |

1

+2(2k n? -3(Kk? —1)(1—v)|)o|k+|

_Z[(k +1)((0-v) (k=) (1+1) + 207 )dy .o +2(k2=1)(1-v) (21 +1)dy 4

+#2(K? =1) (1-v) (21 =D dyepy g +(k=2)((1-v) (k+1)(1 —1)+2n2)dk+|+2],

1
Kaq (K1) :gn[(k +1) ki3 +2(k + 1)k —(k —1) kg —4kk,

_(k +1) kk—I+1 +2(k _1) kk—I+2 +(k _1) kk—I+3
+(K+1)Keas +2(K+1)kyyy o = (K =1)Kyy g —4kKy
_(k +1) kk+|+1 + 2(k _1) kk+|+2 +(k _1) kk+|+3:|v

kes (K.1)) =%n[(k F1)((1+20 =K+ (K+1))d
—2(k+1)((k—20=1)v +(k-1))d,_,_, —4(k—1v)d,_,
+2(k=1)((k=20+1)v = (k+1))dy_y
+(k=1)((1-20+K)v = (k=1))d_i;2 |
+%n[(k F1)((1- 20— K)v + (K+1))dhoy
—2(k+1)((k+21 =1)v +(k=1))dy 1 —4(k +1v)dy,,
+2(k=1)((k+20+1)v = (k+1))dy 114
+(k=1)((1+21+K)v = (k1)) de 142 |

(10.19)cq



Kotowa ptyta sredniej grubosci wedtug teorii Hencky’ego-Bolle’a

1
by, (k. ')=§9[(k +1) Po k-1 + (K +1) po k13 + 2(2k +3) pg 12

~4(k=1) pg 11 —10k pg . —4(k +1) o k11

+2(2k =3) po k142 +4(k=1) po 14z + (K =1) P k14
+(K+1) po ks1-4 +4(K+1) Po ka1-3 + 2(2K +3) pg 412
=4(k=1) po k11 = 10K pg s = A(K +1) po 14

+2(2k =3) po 142 +4(k =1) pg 15 + (K _1)Po,k+|+4]:

bzz(k’ |):b33(k' |)=
1
=§9[(k+1)p2,k—|-4 +4(k+1) Py 13 +2(2k+3) oy k12

—4(k=1) p, k11 —10K po oy =4 (K +1) P

+2(2k =3) py k142 +4(k=1) Py 1sa + (K =1) P k14
+(k+1) P ks + (K +1) Py i123 + 2(2K +3) o 12
~4(k 1) Py k11 — 10K p3 iy —4(K+1) P 41

+2(2k =3) P2, 4142 +4(k =1) P2, 4105 + (K _1)Pz,k+|+4]

P (k)=-
5, HaK(£5),

), —2(k=1)(2k+3)(f57)
in((k ))(fan) 2k D)(fa8) | —(k-1)(1a8) —ak(fge)
(1) +2(k-D(155),  + (k-1 f;;g)m)}
_% f [(k+1)(pg;z)k_4 +a(k+1)(pgs)  +2(2k+3)(p53)
~4(k=1)( P53 ) —10k(pSh ).

~4(k+1)(psr)  +2(2k=3)(p57)  +a(k+1)(ph) + (k=)

k-2

207

(10.20)

C,S

pz,n

)k+4:|'
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(mc’s )k— _( frc"”s )k—4 ) * 4(k +1)((m?’,; )k—3 _( frc’"‘s )k—3)

o~ (160), ) -t (mes), L ~(18), )
) )

fen )k+1) +2(2k - 3)((mf$‘ )k+2 _( frin )k+—2)

k+3 _( fr(?'ns )k+3) * (k _1)(( mrc?] )k+4 _( fr?hs )k+4 )}'

PE () =1c | (rn)((mEn), | =(163), )+ atksn)((mes), ,~(rg3), )

+2(2k + 3)((m§,’} )k_z -t )k_z ) —4(k _1)((m§>’,sn )k_l ~(to )k_l)

~10k((mgs ) —(t58) )
- (183),, ) r2@-3)((mes), - (18), )

~4(k+1)((mg),
sl (mis),, ~(16), o)+ O0((min) L ~(53). L)) o

gdzie przyjeto nastepujace oznaczenia

a[msh) (10.22)

d=a[D], k=a[K], g, =a[n] (m;’,sn)l
al[f;;;].

(e) =a[1ga]. (mes) =ames ] (1g2)

Spetnione tozsamosciowo dwie grupy rownan (10.17) dla k = 0, 1 (przypomnijmy,
ze kazda grupa sktada si¢ z 6 rownan) zastgpujemy rownaniami okreslajacymi warun-
ki brzegowe. W formulowaniu tych rownan korzystamy z nastepujacych wzorow,
okreslajacych przemieszczenia uogolnione oraz wybrane sity wewnetrzne

W ()= (W) T (1),

My T

A (n) =2 (053) T (), 05 (n) =20 (053) T (),

Il
o
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MER () =-0(n) 3 ((052) T (r)+v3((682), £0(035), T (1)

1=0

QEA(r ) =K ()Y ((ws®) T (r)= (683, T (r))+ £ 15 (r) (10.23)
1=0
Podobnie jak w przypadku pierscieniowych ptyt cienkich warunki brzegowe wyni-
kaja bezposrednio ze sposobu podparcia ptyty na brzegach r = 1 i r = r,, gdzie ry jest
promieniem wewnetrznym piyty. Dla r = 1 we wzorach (10.23) mozemy wykorzysta¢
zaleznosci (2.34), przeksztatcajac go do prostszej postaci

Wes (Lt) =g (W),

Mf,ﬁ(lt)z—D(l)g;'((ZIZ wv)(6es) £n(egs) )
DOl gy .
h(r) R
MES, (L) =-D(1)(1-v)§’ (217 -1)(53), £n(ess). ).

L0 =KW (20 (5), (7))« 115 O

Na brzegu, r = r,, musimy obliczy¢ wartosci wielomianéw T, (r,) oraz T,"(r,),
przy czym przy wyznaczaniu wartosci pochodnej wielomianu T,"(r,) skorzystamy
z nastgpujacej tozsamosci, wynikajacej ze wzoru T/(x) =1 U, ,(x) ([144], s. 37)

T (r)=21U14 (1) (10.25)
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Przyktadowe réwnania okreslajace podstawowe sposoby podparcia brzegéw ptyty
pierscieniowej sredniej grubosci maja postac:

e brzeg swobodny

Mg (rt)=0, M7 (rt)=0, Qy°(r,t)=0, gdy r=1lvr=r,

e brzeg sztywno utwierdzony

wy®(rt)=0, 6r5(rt)=0, 6;7(r,t)=0, gdy r=1lvr=r,
e brzeg przegubowo podparty

wy®(r,t)=0, Mpa(r,t)=0, 6;;(r,t)=0, gdy r=1vr=r,
e brzeg utwierdzony przesuwnie

6 (rt)=0, 6;5(rt)=0, Q7 °(r,t)=0, gdy r=1lvr=r,.

Warunki brzegowe pozwalaja na sformutowanie szesciu rownan, ktérymi zosta-
nie zastapionych szes¢ pierwszych spetnionych tozsamosciowo réwnan (dwie grupy
(k =10, 1) po trzy réwnania) uktadu (10.17) lub (10.18).

W okreslaniu warunkow brzegowych ptyty kotowej natrafimy na podobne trudnosci, ja-
kie pojawity si¢ w przypadku phyty cienkiej. Przypomnijmy, ze problem polegat na braku
mozliwosci bezposredniego wykorzystania warunkéw ograniczonosci w prezentowanej
W pracy metodzie rozwigzania.

Problem ten rozwiazemy podobnie jak w przypadku phyty cienkiej. Ptyte podzielimy
myslowo na dwie czgsci, przy czym linia podziatu bedzie okrag o promieniu r = & Przy ma-
tym £ mozemy w przyblizeniu zatozy¢, ze parametry opisujace wewngtrzng czgsé piyty sa
state D = D(¢), K = K(¢), h = h(¢) itd. Zatozymy ponadto, ze na czg$¢ wewngtrzna nie dziata-
ja sity bezwiadnosci oraz sity osiowe. Rownania opisujace statyczne (bo pominelismy sity
bezwiadnosci) uogolnione przemieszczenia takiej ptyty, po wprowadzeniu zmiennych bez-
wymiarowych i pominieciu wptywu naprezen S,,, maja postac (patrz [83, 195])

d
DV?V2\i = f (pz +%(—a<rmf) + m‘/’n

or 0Q
d D(1
_f_DVZ pz +i a(rmf)+ m(/’ _ ( +V)avz(AT)’
K 6r or 0 h
10.26
v2g_ 2K o 10f 1 om, 9(rm,) (10.26)
DI-v)’ "D | 99 o |
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gdzie
1 EH? _a’s

_ L BH @ 5gh, g F H
Do 12(1—1/2) Do 6

————, h=—.
2(1+v) a
Otrzymane w wyniku rozwiazania rownan (10.26) funkcje w, y pozwalaja na

wyznaczenie funkcji obrotow 6, 6, Obroty te wyrazaja si¢ wzorami (patrz Wozniak
[195], s. 236):

. 0w D(1- ;
-2 DUA 2 0 vz
or 2K [radg (1-v)or

2f 9 1{ad(rm,) oam, 2
+ —| p,+= + - m,
K(1-v)or r{ or P D(1-v)
+D(1+v)0: 04T

Kh or
ézla_W+D(1—v)[_a_l//+ 2 19

(10.27)

a  (1-v) ra(p( ZW)

2f 19 1{o(rm,) om, 2
+ ——| P, +—= + - m,
K(1-v)r e ri or 9 D(1-v)

. D(1+v)a 1 04T
Kh r dp’

? rdp 2K

Dazac do rozdzielenia zmiennych, rozwiniemy wystepujace we wzorze (10.26)
funkcje oraz 6, 6, w klasyczne szeregi Fouriera. Po podstawieniu tych rozwinig¢ do

wzoréw (10.26) otrzymamy nieskonczone, rozseparowane uktady réwnan roznicz-
kowych

alrmes
DVZ VZV’\\/ﬁ’S — f p;,sn _+_% ( arr,n)+ o

fD 1 d rm:‘:,sn
Rl | o s
_ D(1+V)avz(ATnCS)
h
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C,S
2,~C,8 2K Q/}C'S: 10f 1 inms,c_a(rm(ﬂ'”) ,
" D(@-v)"" 6D(-v)r nr or

N
acs 1 + ‘s,c_a(r0¢'”) _
77 _F _ner,n —8r , n=0,1 2, ..., (10.28)

a funkcje obrotéw wyrazaja sie¢ wzorami

~ MCS _
erc,S(r):aWn +D(1 V){iﬂ'*s,c_’_ 2 i(vzwc,s)

" or 2K " (1-v)or "
C,S
2 f d 6s 1 a(rmr"n) s,C 2 c,s
| o+ ——LEnm)E | |- my’
K(1-v)or Pen ™ o 2T D(-v) "
. D(1+v)a 94T * |
Kh or (10.29)
. cso, DA-V)[ ages 2 '
HC,S r :iEWS,C_'_ _ n VZ SC
Y ro" 2K { or (1 v)r ( )
C,S
2f Nl cs , 1 a<rmrvn) s,C 2 c,s
+ — = +nm m
K(l-v)r Pen ™ " o 20 D(L-v) 7"
D(1+V)0{ nATS’C
~  Kh "
Rozwiazaniami réwnan (10.28) sa nastepujace funkcje
Wes (r)=ad® +b5°r? +c5 Inr+dg®r? Inr + W (r),
WS (r)=ar r+b0°r* + ¢t +d P trInr + S (),
WoS (r)=asr" +b5or™2 +coor " +d ST WSS (r), n>2,
(10.30)
vt (r)=A 1, (br) +Be* K, (br)+ys°(r), n=>0,
2K
b% = :
D(1-v)

gdzie funkcje 1.(z), K\(z) sa tzw. zmodyfikowanymi funkcjami Bessela, a przez
We'*, we® oznaczono catki szczegolne réwnan (10.28).
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Poniewaz przy cq* #0,dy° #0, B:®° #0 przemieszczenia i katy obrotow prze-

krojow poprzecznych bytyby nieskonczenie duze, state te musza przyjmowaé wartosé
zero. Po uwzglednieniu tego rozwiazania przyjmuja postac

WS (r)=adr" +bSor™2 + WS (r),

gos ()= A1, (br)+@SS(r), n>0.

Na linii podziatu, tj. na okregu o promieniu & musza by¢ spetnione warunki cia-
gtosci piyty:

(10.31)

WS () =00 (81), 603 (e)=603(et), O3 (et)=653 (&), 1032
MES (e)=MES(et), MES (e)=MES (1), QPs(et)=0C(et).

W przypadku gdy funkcje opisujace szeroko rozumiane obciazenie zewnetrzne sa
odpowiednio regularne r = £, warunki ciagtosci (10.32) mozemy zastapi¢ nastepuja-
cymi rownaniami

P (r)|  aPRES(at)

orP e orP e
A

’ = : , 10.33
P65 (r.t) _ PG, (1) =01

orP . orP r_g' ’

Woynika to z postaci rownan definiujacych wystepujace w (10.32) sity wewngtrzne.
Korzystajac z postaci funkcji

A R . aéc,s
ges :%[inﬁf’nc ~Gpg - J ,

or

ostatni warunek w (10.33), tj.

aa;;;(r,t)
ar

aé;;ﬁ(r,t)
ar

r=¢ r=e

zastapimy warunkiem

96,
%[inﬁi*:— on = af’”}v?ﬁ's- (10.34)
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Po podstawieniu rozwiazan (10.31) do pierwszych dwdch warunkéw zgodnosci
(10.33) oraz do warunku (10.34) wyznaczymy nieznane funkcje a$®(t), bS°(t), AT °(t).

Gdy podstawimy te funkcje do pozostatych warunkéw zgodnosci, otrzymamy nastg-
pujace trzy réwnania

- 2053 (r
65 (r) =[62d2%[in9rs,hc (r)=6,n (r)—g—:()—lﬁﬁs (F)J

2
o N7 (n+1)

+(262 n(n2+1) +1J[awr°1'5 (r) ~ oW S (r)}_"ér(,:’ns (r)]

r

C
r r
1) owss(r) owss(r -
+262 n(:;— )[ nar( )_ rér( )J_’_eq;:,ns(r)] ,
r=¢

ar ar
r=¢ (10.35)

gdzie wystepujace we wzorze state sa okreslone wzorem
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@-P g2_1-v
K 2

a funkcje érjf(r), 0~¢f;1°(r) wyznaczamy za wzoréw (10.29), podstawiajac w nich
zamiast funkcji W °(r), @ o°(r), funkcje W °(r), ¥ °(r), bedace catkami

szczegllnymi rownan (10.28).

Przy wyprowadzaniu wzoréw (10.35) ze wzgledu na mate wartosci r < &, do okre-
slania wartosci zmodyfikowanej funkcji Bessela I,(k r) wykorzystalismy jej rozwinie-
cia w szereg potegowy

oo I,n+2m
I,(r)= , 10.36
(1) mzzé,z“””‘ m!(n+m)! (1039)

biorac pod uwage tylko pierwszy wyraz tego szeregu
rn
I, (r)= o nl.
Po podstawieniu do wzoru (10.35) rozwiniecia funkcji przemieszczen w* (r) i ka-

tow obrotéw przekrojow 6,°7(r), 6, (r), okreslonych we wzorze (10.23), ostatecz-

nie otrzymamy nastepujace trzy réwnania

S| dne(sn(655) ~(T (€)+ T (@))€ ()67,
~26°n? (n+1)T; (¢)(w;*) +(26%n(n +1)+g3)T,*'(g)(w§'s)lJ
=&2d%neyts (&) - 282n% (n+1)WC° (&)

+(26%en(n+1)+£°) "

- 83 ér(,:hs (8)’
r=¢&

5 Hcdn e ](in(ﬁf]ﬁ)l (T )+ e)eci )

1=0 (n+1)

=T, (e) (67 ) +(ne? —26%n% (n+2))T7 () (wi*)

23 (10.37)
2(n +1)J

+28%en(n+1) T, (e)(ws* )I ] = (62&2n8+

+(ng? - 26°n% (n+1)) Wy * (€)+28%n(n +1)
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i[(ezazgn(n_m ](tn(eg;z)l—(Tr<e>+T.*'<e>)e;::<r>)

—&*T] (g)(&f?])l —(gzn(n +2)+26%n? (n2 —1))T|*(€)(Wﬁys)|

+(83(1+2n)+2628n(n2_1))Tl*,(g)(Wﬁ’s)J=(62&28n(n—1)+ ne Jlf/ﬁ’s(e‘)

2(n+1)

—(gzn(n +2)+28%n” (n —1))VT/§'S (¢)

W (1)
or

4 90y
or

+(83 (1+2n)+2¢%n(n’ —1)) (10.37)cq

r=& r=&

W szczego6lnym przypadku, gdy na wewngtrzna czes¢ ptyty nie dziata obciazenie
momentowe m =m, =0, catki szczegblne w*(r) okreslone sa wzorem (9.79),

catka 7 °°(r)=0,a 65°(r), é;'ns(r), jak juz wspomniano wczesniej, wyznaczamy za

wzoréw (10.29), podstawiajac w nich zamiast funkcji w>°(r), @ °(r), funkcje

W (r), v (r).
Réwnania (10.37) wraz z trzema réwnaniami okreslajacymi warunki brzegowe na
brzegu r = 1 i réwnania (10.17) ((10.18) dla n =0) dlak = 2, 3, 4, ... tworza nieskon-

czony uklad réwnan rozniczkowych pozwalajacych na rozwiazanie analizowanego
problemu

10.4. PRZYKLAD OBLICZENIOWY

Przykiad 10.1

Przedstawiona w niniejszym rozdziale metode zastosujemy do rozwiazania za-
gadnienia drgah wymuszonych harmonicznie obciazeniem réwnomiernie roztozo-
nym, w przypadku ptyty pierscieniowej sztywno utwierdzonej na brzegu zewnetrz-
nym, swobodnej na brzegu wewnetrznym. Analizowano dwie plyty o geometrii
przedstawionej na rysunku 10.1 i opisanej wzorem (3.68), rozniace si¢ wartosciami
parametrow b, c. W plycie ,,pierwszej” przyjeto b = 0,1 m, ¢ = 0,05 m, w phycie
,»drugiej” b =0,2 m, c = 0,1 m. Pozostate parametry uktadu przyjmuja wartosci: a = 1,0 m,
ro = 0,05 m, pv = 2400 kg/m®, E = 2,8-10"° N/m? v = 0,2 (G = 1,6667-10" N/m?.
Intensywnosé obciazenia rownomiernie roztozonego wynosi 1 N/m? a czestosé
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wymuszenia harmonicznego @ = 50 rad/s. Otrzymane wykresy funkcji przemiesz-
czen oraz funkcji obrotu przekroju poprzecznego przedstawiono dla belki ,,pierw-
szej” na rysunku 10.2, dla belki ,drugiej” na rysunku 10.3. Na rysunkach tych
w celu poréwnania umieszczono réwniez rozwiazania ptyty ,,cienkiej”.

fo

: — .
—

|

r

oOT | T O

Rys. 10.1 Przekrdj analizowanej piyty

-1.10°}

-2.10°}

-3.10°}

-4.10°}
-5.10}

-6.10%° ¢

b)

S11 [

-11 p

=

0,2 0,4 0,6 0,8

Rys. 10.2. Wykresy: a) funkcji przemieszczen, b) kata obrotu przekroju poprzecznego;
ptyty sredniej grubosci (== ) i ptyty cienkiej ( )-b=0,1m,c=0,05m
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a) 0
-2 -107%
-4 - 107t
-6 - 107
-8 - 107"t
-10 - 107%°
12 - 10710
-14 - 107%°
0,2 0,4 0,6 0,8 1
b)
8'107117
6.10""
4'10711;
2.10"
0 |
0,2 0,4 0,6 0,8 1

Rys. 10.3. Wykresy: a) funkcji przemieszczen, b) kata obrotu przekroju poprzecznego;
ptyty sredniej grubosci (=) i ptyty cienkiej ( )-b=02m,c=0,1m

0
-2,5.10 "
-5,0.-10 "%
-7,5.10 71

-10,0-10 "1

-12,5.-10°*

-15,0-10 "

o‘,z o‘,4 0‘,6 o‘,s 1
Rys. 10.4. Wykresy: a) funkcji przemieszczen, b) kata obrotu przekroju poprzecznego;
ptyty sredniej grubosci dla réznych czestosci wymuszenia
w="50rad/s (=), @=100 rad/s (====), @= 200 rad/s ( )
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W przypadku ptyty ,,drugiej” rozwazano réwniez wptyw czestosci wymuszenia,
przyjmujac za czgstos¢ wymuszenia harmonicznego @ = 50 rad/s, 100 rad/s, 200 rad/s.
Otrzymane wyniki w postaci wykresow przedstawiono na rysunku 10.4

Analizujac otrzymane wyniki, widzimy réznice w rozwiazaniach ptyty o sredniej
grubosci i ptyty cienkiej. Réznice te sa znane i zaleza od stosunku wysokosci ptyty do
jej promienia. Im ten stosunek jest wiekszy, tym roznice sa wieksze (zagadnienie sta-
tyczne, patrz np. Kaczkowski [83], s. 199). Nieznaczny wptyw czestosci wymuszenia
na funkcje przemieszczen i katow obrotu przekrojow poprzecznych wynika z tego, ze
czestosci te nie leza w obszarach rezonansowych.

Na podstawie przeprowadzonych, lecz nie prezentowanych w niniejszym rozdziale
,»doswiadczen numerycznych” zauwazono, ze zbieznosé¢ i doktadnosé¢ rozwiazan plyt
pierscieniowych maleje wraz ze wzrostem promienia wewnetrznego r,. Z analizy wy-
nika, ze $rodkiem zaradczym moze by¢ zastosowanie zamiast przesunietych wielo-

mianéw Czebyszewa T, (x)=T,(2x—1) wielomianéw Czebyszewa okreslonych

w przedziale [a, b], tzn. wielomianow T, [i X — ib} , gdzie a jest wewnetrznym

b-a b-a
promieniem piyty, a b jest jej promieniem zewnetrznym. Zmiana ta jednak pociaga za
soba koniecznos¢ zmiany wspdtczynnikdw wystepujacych we wzorach (2.14), (2.22)
twierdzenia 1 oraz zmiany postaci wzorow (2.37) i (2.38).



11. PODSUMOWANIE

W monografii, na podstawie twierdzenia opisujacego metode rozwiazywania row-
nan rozniczkowych zwyczajnych z zastosowaniem wielomianow Czebyszewa oraz
korzystajac z whasciwosci tych wielomiandw, opracowano algorytmy umozliwiajaca
dynamiczna analize dzwigaréw o zmiennych charakterystykach geometrycznych i fi-
zycznych. Otrzymane algorytmy umozliwiaja rozwiazanie dynamicznych uktadéw
ciagtych, w ktérych zmienne parametry sa opisane dowolnymi funkcjami. Jednym
z nielicznych ograniczen dotyczacych tych funkcji jest wymaog, aby pewne (okreslone
w zatozeniach stosowanego twierdzenia) liniowe kombinacje tych funkcji i ich po-
chodnych dawaly sie rozwina¢ w zbiezne szeregi Czebyszewa. Uzyskane algorytmy
prowadza do nieskonczonego uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych, a w przy-
padku zagadnien stacjonarnych do nieskonczonego uktadu réwnan algebraicznych.
W pracy analizowano uktady pretowe oraz ptyty kotowe i pierscieniowe. W przypad-
ku ukfadow pretowych do opisu wykorzystano dwa modele pretow: model Eulera oraz
model Timoshenki, natomiast problemy dotyczace plyt rozwiazywano, stosujac do
opisu teorie phyt cienkich oraz teorie Hencky’ego—Bolle’a, opisujaca plyty sredniegj
grubosci. W réwnaniach ruchu danego typu dzwigara starano sie uwzgledni¢ wszyst-
kie najwazniejsze czynniki wplywajace na zachowanie si¢ dzwigara. Dlatego otrzy-
mywane w pracy rozwiazania maja charakter ogélny i umozliwiaja rozwiazanie wielu
zagadnien szczegGtowych. W przypadku ukfadow pretowych, rozwiazano nastepujace
zagadnienia szczegdtowe belek: zagadnienie wiasne, drgania wymuszone harmonicz-
nie oraz drgania wymuszone aperiodycznie, przyjmujac rézne sposoby podparcia be-
lek. W zagadnieniu drgan wymuszonych aperiodycznie analizowano dwa typy obcia-
zen aperiodycznych: obciazenie w postaci impulsu prostokatnego oraz poruszajace si¢
po belce ze stata predkoscia obciazenie ruchome. Na podstawie omawianych przykta-
déw mozna bez wigkszych problemdéw uog6lni¢ otrzymane rozwiazania w przypadku
obciazen o bardziej ztozonym rozktadzie. W celu sprawdzenia doktadnosci prezento-
wanej metody poréwnano rozwiazania zagadnienia wiasnego z doktadnymi rozwiaza-
niami analitycznymi oraz wynikami uzyskanymi innymi metodami, takimi jak: MES
oraz metody aproksymacyjne, w ktérych rozwiazania poszukuje si¢ w postaci trygo-
nometrycznego szeregu Fouriera oraz klasycznego szeregu potegowego. Przedmiotem
rozwazan byfa pryzmatyczna belka Eulera, w ktorej przyjeto rézne sposoby podparcia.
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Uzyskane wyniki pokazaty, ze proponowana metoda, w poréwnaniu z innymi rozwa-
zanymi metodami, data wyniki obarczone najmniejszymi btedami wzglednymi. Biedy
te byty co najmniej o kilka rzedow mniejsze od btedow, ktére dawaty inne metody.
Majac swiadomose, ze wyniki uzyskane w kilku przyktadach nie pozwalaja na wycia-
gniecie wnioskow ogolnych typu: ,,prezentowana metoda w poréwnaniu z innymi me-
todami jest metoda najdoktadniejsza”, mozemy na podstawie otrzymanych wynikow
na pewno stwierdzi¢, ze metoda ta bardzo dobrze przybliza rozwiazania doktadne, da-
jac bardzo mate biedy wzgledne. Analogiczne poréwnanie wykonano dla belek Ti-
moshenki. Uzyskane w tym przypadku wyniki pozwalaja na wyciagniccie wnioskéw
podobnych jak w przypadku poréwnan wykonanych dla belek Eulera. Kolejnym waz-
nym ze wzgledu na praktyke inzynierska rozwiazywanym zagadnieniem byt problem
utraty statecznosci. Wyprowadzone rozwiazanie ogdlne umozliwia uwzglednienie
réznych typow obciazen: obciazen potencjalnych i niepotencjalnych. Rozwiazane w
tym przypadku przyktady potwierdzity zgodnosé otrzymanych wynikéw z rozwiaza-
niami uzyskanymi przez innych autoréw.

W wigkszosci rozwiazywanych w pracy zagadnieniach przedmiotem analizy byty
belki niepryzmatyczne o osi prostoliniowej. Rozwiazano réwniez zagadnienie drgan
belek o zmiennym przekroju i osi krzywoliniowej. W tym przypadku réwnania opisu-
jace problem sa rownaniami sprzezonymi. Na podstawie wyprowadzonego rozwiaza-
nia ogdlnego zagadnienia wiasnego pokazano, ze wyniki otrzymane dla belki o osi
krzywoliniowej réznia si¢ od wynikéw otrzymanych dla jej ,,wyprostowanego” odpo-
wiednika. Rdznice wystepowaty w podtuznych formach wiasnych. Rozwiazujac
w pracy problem drgan belki o osi krzywoliniowej, z uwzglednieniem wptywu sit
osiowych na poprzeczne przemieszczenia belki, pokazano mozliwo$¢ wykorzystania
prezentowanej metody do zagadnien nieliniowych. Przedstawiona procedura iteracyj-
na cechowata si¢ szybka zbieznoscia do rozwiazania doktadnego. Pokazany przykiad
wskazuje, ze omawiana metodg mozna zastosowac z powodzeniem do innych zagad-
nien nieliniowych. Ze wzgledu na szczeg6lne znaczenie oddziatywania podtoza na
rzeczywiste konstrukcje inzynierskie, we wszystkich rozwiazaniach ogdlnych uwzgled-
niono problem interakcji uktadu z podtozem sprezystym. Rozwazano uproszczone
modele podtoza sprezystego, takie jak: model Winklera, modele dwuparametrowe Pa-
sternaka, Wiasowa, oraz modele bardziej ztozone, szczegdlnie przydatne w analizie
probleméw falowych — modele typu inercyjnej potprzestrzeni sprezystej. Problem interak-
cji belki niepryzmatycznej obciazonej harmonicznie zmiennym obciazeniem z inercyjna
potptaszczyzna sprezysta pokazuje mozliwosé zastosowania omawianej metody do
rozwiazywania problemoéw dynamicznych z uwzglednieniem skomplikowanych pod
wzgledem matematycznym modeli.

Kolejnych waznym z praktyki inzynierskiej rozwiazywanym problemem bylo za-
stosowanie prezentowanej metody do opisu niepryzmatycznych elementéw skonczo-
nych. Stosujac metode elementéw skonczonych, mamy dwa sposoby na zwigkszenie
doktadnosci rozwiazan. Sposob pierwszy, polega na zageszczaniu siatki podziatu na
elementy, co prowadzi w przypadku ztozonych ukfadéw do duzych rozmiaréw baz
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aproksymujacych. Sposéb drugi, polega na doktadniejszym opisie funkcji rozktadu
przemieszczen wewnatrz elementu tzw. funkcji ksztattu. W przypadku aproksymacji
wielomianowej zwigksza si¢ wtedy stopien wielomiandw przyjetych do opisu funkcji
ksztattu. Trzeba tutaj wspomniec, ze nie zawsze zaggszczanie siatki podziatu prowadzi
do zwiekszenia doktadnosci wynikéw. Typowym przyktadem jest tak zwany efekt
blokady $cinania (shear locking) pojawiajacy sie przypadku zastosowania w elemen-
cie Timoshenki do aproksymacji przemieszczen poprzecznych i katow obrotu przekro-
jow poprzecznych funkcji liniowych. W tej sytuacji mimo zageszczania siatki podzia-
tu nie uzyskujemy zbieznosci do rozwiazania doktadnego. W pracy przyjeto drugi
sposOb postegpowania polegajacy na dostatecznie doktadnym wyznaczeniu funkcji
ksztattu analizowanego elementu skonczonego. Prezentowany przyktad pokazat, ze
przyjecie podziatu, w ktérym jeden pret to jeden element skonczony, prowadzi do do-
statecznie doktadnych wynikéw. Takie postepowanie pozwala na znaczne zmniejsze-
nie bazy aproksymujacej w razie zastosowania MES z opisanymi w pracy niepryzma-
tycznymi elementami skonczonymi.

W przypadku dzwigarow ptytowych, podobnie jak w przypadku uktadéw preto-
wych, w wyjéciowych réwnaniach ruchu starano sie uwzgledni¢ wszystkie najwaz-
niejsze czynniki majace wptyw na rozwiazania analizowanego problemu. W przyje-
tym opisie uwzgledniono obciazenie zewnetrzne o dowolnym rozkladzie, wptyw
dowolnie roztozonych obciazen tarczowych na poprzeczne przemieszczenia piyty,
wplyw temperatury. Przyjeto co prawda zatozenie o osiowo-symetrycznym rozktadzie
parametrow geometrycznych i fizycznych samej plyty, ale przyjecie tego zatozenia
miato na celu uproszczenie i tak juz skomplikowanych przeksztatcen oraz ztozonych
wzoréw koncowych, i nie wynikato z ograniczen stosowanej metody. Jak juz wspo-
mniano, analizowano dwa modele ptyt: ptyty cienkie oraz ptyty o sredniej grubosci.
Za pomoca modelu ptyty cienkiej, podobnie jak w przypadku belek, rozwiazano zada-
nie testowe polegajace na poréwnaniu otrzymanego rozwiazania zagadnienia wiasne-
go ze znanymi rozwiazaniami analitycznymi oraz z wynikami uzyskanymi z zastoso-
waniem do rozwiazania innych metod. Porownywanymi metodami byly: MES,
metody aproksymacyjne wykorzystujace do aproksymacji rozwiazania klasyczne sze-
regi Fouriera oraz szeregi potegowe. Podobnie jak w przypadku belek, stosowana me-
toda dawata zazwyczaj najmniejsze btedy wzgledne w poréwnaniu z innymi metoda-
mi. W tym jednak przypadku roznice nie byty tak spektakularne, jak w przypadku
belek. Jednym z powoddéw byto pojawianie si¢ w analizowanym przyktadzie dodat-
kowych bteddw wynikajacych z przyblizonego ujecia warunkéw brzegowych w srod-
ku ptyty. Koniecznos¢ zastosowania tego przyblizenia spowodowana byto brakiem moz-
liwosci bezposredniego wykorzystania warunkdéw ograniczonosci rozwiazan w $rodku
ptyty. Rozwiazane, dla ptyty sredniej grubosci, zagadnienie drgan wymuszonych har-
monicznie, potwierdzito istotne rdznice miedzy rozwiazaniami uzyskanymi dla mode-
lu ptyty cienkiej a wynikami dla ptyty sredniej grubosci. R6znice sa oczywiscie tym
wieksze, im wigkszy jest stosunek wysokosci ptyty do jej srednicy.
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W pracy pominigto przyktady rozwiazan uktadéw o skokowo zmiennych parame-
trach. Mozna je bowiem rozwiazywa¢ tymi samymi metodami, ktére zaprezentowano
w rozprawie. W tym przypadku nalezy jednak oczekiwac, ze uzyskanie poréwnywal-
nie z ukladami o ,.ciagtych” parametrach matych bteddéw bedzie wiazato sie z ko-
niecznoscia zwiekszenia rozmiaréw baz aproksymacyjnych (szeregi funkcji z niecia-
gtoscia typu skok sa wolniej zbiezne). Prostszym sposobem na uzyskanie bardzo
doktadnych rozwiazan, bez koniecznosci zwiekszenia rozmiarow baz aproksymacyj-
nych, jest podziat uktadu w punkcie skokowej zmiany parametrow na dwa oddzielnie
rozwiazywane poduktady i zastosowanie dodatkowych réwnan uwzgledniajacych wa-
runki ciagtosci rozwiazan w miejscu podziatu.

Oprécz wymienionych zalet wyprowadzonych algorytméw, tj. ich ogdlnosci oraz
bardzo duzej dokladnosci uzyskanych rozwiazan, dodatkowa ich zaleta jest pot-
analityczna posta¢ rozwiazania szczegdlnie przydatna w razie koniecznosci wykony-
wania dalszych przeksztatcen otrzymanych rozwiazan. Wystepuje to m.in. w sytuacji
rozwiazywania ztozonych zagadnien z wykorzystaniem kilku metod. Przyktadem mo-
ze by¢ rozwiazanie zagadnienia belki spoczywajacej na potptaszczyznie sprezystej.

Jedna z wad przedstawionej metody jest koniecznos¢ wykonania ztozonych prze-
ksztatcen w przypadku wyprowadzania rozwiazan ogdlnych. Raz jednak wyprowa-
dzone réwnania umozliwiaja rozwiazanie kazdego zadania, w ktorym uwzgledniono
czynniki takie same jak w algorytmie ogdlnym. Wystarczy do ukfadu réwnan podsta-
wi¢ wspotczynniki rozwinigé parametrow aktualnie analizowanego ukfadu i ukiad ten
rozwiazac. Inng wada moze by¢ duzy rozmiar uktadéw rownan otrzymanych dla zto-
zonych ukfadéw pretowych. W tym przypadku wygodniejsze wydaje sie jest zastoso-
wanie MES z elementami niepryzmatycznymi, opisanymi w niniejszej pracy.

Podsumowujac, mozemy stwierdzi¢, ze wyprowadzone algorytmy pozwalaja na
rozwiazanie wielu problemoéw dynamicznych, z ktorymi spotykamy si¢ w praktyce
inzynierskiej. Bezposrednio nadaja si¢ one zwiaszcza do rozwiazywania ukfadow,
w ktorych liczba elementow nie jest zbyt duza. Dla uktadéw sktadajacych si¢ z duzej
liczby elementow algorytmy te mozemy posrednio stosowaé¢ do rozwiazania metoda
elementow skonczonych, z uzyciem elementdw niepryzmatycznych, opisanych w roz-
prawie. Ze wzgledu na duza doktadnosé¢ uzyskiwanych rozwiazan algorytmy te moga
stuzy¢ rowniez do testowania prawidtowosci i doktadnosci rozwiazan uzyskanych in-
nymi metodami.
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APPLICATION OF CZEBY SHEV POLYNOMIALS
IN THE DYNAMICS OF GIRDERSWITH VARIABLE
GEOMETRIC AND MECHANICAL PARAMETERS

The paper presents a method and algorithms (based on the method) for the dy-
namic anaysis of girders (beams and plates) with variable geometric and physical pa-
rameters. The key component of the algorithms is a theorem describing the way in
which linear differential equations with variable coefficients are approximately solved
using Czebyshev polynomials. The application of the theorem leads to an infinite sys-
tem of ordinary differential equations and in the case of stationary problems (eigen-
problems, harmonically excited vibration problems, etc.), to an infinite system of a-
gebraic equations. The coefficients of the equations are described by closed anaytical
formulas. The solutions, obtained as Czebyshev series, have a half-anaytic form
which is convenient for further transformations. The proposed method makes it possi-
ble to solve problems in which the geometric and material parameters of analysed sys-
tems are described by arbitrary functions. The only condition which the function must
meet is the possibility of expanding certain (defined by the theorem’s assumptions)
linear combinations of the functions and their derivatives into convergent Czebyshev
series.

Bar systems and circular and annular plates are the subject of the analysis. Most of
the factors having a bearing on the solution of the analysed structures are taken into
account in the equations describing the considered problems. Thanks to the genera
description, general solutions could be obtained. The Euler model and the Timoshenko
model were adopted for description in the case of the bar systems. Using the obtained
general solutions specific problems such as: the free vibration problem and the har-
monically and periodically excited vibration problems (including the problem of vi-
brations excited by a moving load and the stability loss problem) were solved. In all
the genera solutions the interaction between the system and the elastic foundation was
taken into account. The Winkler model, a two-parameter (Pasternak, Wlasov, Filo-
nienko-Borodicz) foundation and an inert foundation of elastic half-space type were
adopted as the foundation models used to solve the harmonically excited vibration
problem for the finite Euler beam. In the case of circular and annular plates, as with
the bar systems, general solutions were derived. An arbitrary transverse load distribu-
tion, an arbitrary static shear load distribution, the effect of the disk load on the trans-
verse displacement of the plate and the temperature effect were taken into account in
the solution. Thin plates and medium-thick plates described according to the Hencky-
Bolle theory were analysed. Specific solutions were limited to eigenproblems and the
harmonically excited vibration problem.
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In order to verify the effectiveness and accuracy of the presented method, each
specific problem was illustrated with a numerical example. The examples can be di-
vided into two general groups: one group comprises examples which are to show the
possibilities of applying the proposed method to a given problem, while the other
group comprises examples which are to demonstrate the accuracy of the obtained solu-
tions in comparison with exact analytical solution (only for prismatic systems) or solu-
tions obtained by other approximate methods. The results in all the calculation exam-
ples were obtained by means of programs coded by the author in Mathematica®,
using the system’s numerical procedures. The examples have shown the suitability of
the proposed method for solving complex engineering problems in which systems
with variable geometric and mechanical parameters are the subject of anaysis. It has
al so been shown that the solutions obtained by the method are highly accurate in com-
parison with those yielded by other methods whereby the algorithms can be used to
test the correctness of solutions obtained by other calculation methods.
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