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Analiza dojazdów do pracy 
za pomocą modelu grawitacji

Streszczenie: W artykule podjęto próbę wykorzystania modelu grawitacji do opisu ciążenia 
określonych jednostek podziału przestrzennego kraju do ośrodków miejskich, odgrywają-
cych istotną rolę w analizie lokalnych i regionalnych rynków pracy. Dotychczas możliwość 
aplikacji modeli grawitacji w  warunkach polskich była ograniczona dostępnością danych, 
a także niewielkimi możliwościami technicznymi związanymi z przetwarzaniem informacji 
przestrzennej. Dopiero prace podjęte w 2008 r. przez Ośrodek Statystyki Miast Urzędu Sta-
tystycznego w Poznaniu wypełniły lukę informacyjną w zakresie badań dojazdów do pracy, 
która istniała w Polsce od 1988 r.

Słowa kluczowe: dojazdy do pracy, geoinformacja, GIS, model grawitacji, przepływy lud-
ności.

1. Wstęp

Metody statystyki przestrzennej w ciągu ostatnich lat są coraz silniej obecne w pol-
skiej literaturze naukowej z zakresu analizy danych. Chociaż w warstwie rozważań 
teoretycznych publikacje krajowe nie odbiegały od prac autorów zachodnioeuro-
pejskich, to jednak przez długie lata raził ewidentny brak artykułów i  publikacji 
zwartych, prezentujących najnowsze odkrycia z rozbudowaną warstwą zastosowań. 
Wydaje się, że główną przyczyną takiego stanu rzeczy było przede wszystkim za-
późnienie technologiczne (brak dostępu do specjalistycznego oprogramowania słu-
żącego przetwarzaniu map numerycznych oraz mało wydajny sprzęt komputerowy), 
ale także brak danych statystycznych zorientowanych przestrzennie, tzn. mających 
komponent odpowiadający za lokalizację (współrzędne geograficzne lub inny rodzaj 
odwzorowania układu kartezjańskiego X0Y).
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Delimitacja przestrzeni wymaga działania na podstawie wypracowanej jedno-
znacznej metodologii uwzględniającej określone kryteria. Prace badawcze umożli-
wiające określenie związków międzyregionalnych i wyznaczenie granic oddziaływa-
nia różnych ośrodków na otaczające je obszary w swej metodyce uwzględniają jako 
jedno z głównych kryteriów delimitacyjnych  dojazdy do pracy. W polskiej praktyce 
statystycznej brakowało dotąd aktualnych danych o tym zjawisku. Dostrzeżenie tej 
luki, która ujawniła się zwłaszcza w związku z projektem Urban Audit, skłoniło do 
podjęcia próby określenia możliwości oszacowania natężenia i kierunków dojazdów 
do pracy przy wykorzystaniu tzw. źródeł administracyjnych. Prace w tym zakresie 
podjęto i zrealizowano w Ośrodku Statystyki Miast Urzędu Statystycznego w Po-
znaniu [Kruszka 2009].

Wyniki badania przeprowadzonego przez Ośrodek Statystyki Miast mogą stano-
wić doskonałą bazę do prowadzenia dalszych analiz przestrzennych. W niniejszym 
artykule autorzy podejmują, pierwszą w polskich warunkach, próbę wykorzystania 
danych z badania dojazdów do pracy związanych z zatrudnieniem do konstrukcji 
modelu grawitacji – jednego z podstawowych modeli wykorzystywanych w anali-
zach oddziaływania jednostek (gmin, powiatów itd.) w przestrzeni. Kolejnym eta-
pem badań będzie próba stworzenia tzw. mapy dostępności powiatów w  analizie 
lokalnych rynków pracy.

2. Przepływy ludności związane z zatrudnieniem w 2006 r. 
– charakterystyka badania

Na podstawie zapisu w  „Programie badań statystycznych statystyki publicznej” 
Ministerstwo Finansów udostępniło na potrzeby badania informacje znajdujące się 
na formularzach podatkowych dotyczących roku 2006 (PIT-11/8B i PIT-40), które 
wpłynęły do urzędów skarbowych na terenie całego kraju, a  sporządzane zostały 
wyłącznie przez pracodawcę. Odpowiednie zbiory informacji zostały utworzone 
przez urzędy skarbowe według aplikacji przygotowanej przez Izbę Skarbową w Po-
znaniu, a Ministerstwo Finansów, z zachowaniem wszelkich procedur ochrony da-
nych, przekazało je do statystyki publicznej. W strukturze zbioru dla każdego rekor-
du uwzględnione zostały wszystkie niezbędne informacje pozwalające na realizację 
badania zgodnie z metodologią opracowaną i przetestowaną wcześniej w postępo-
waniu pilotażowym „Przepływy ludności związane z zatrudnieniem w wojewódz-
twie wielkopolskim w 2004 r.”, które również wykonano w Urzędzie Statystycznym 
w Poznaniu.

Biorąc pod uwagę cel badania i wyżej określone administracyjne źródło danych, 
przyjęto, że zbiorowość dojeżdżających do pracy będzie obejmowała pracowników 
najemnych, którzy mieszkają w gminie innej niż ta, gdzie znajduje się ich miejsce 
pracy, i jednocześnie mają zwiększone koszty uzyskania przychodu z tytułu dojaz-
dów do pracy. Generowanie tak zdefiniowanej zbiorowości wymagało etapowości 
prac zmierzających do jak najlepszej identyfikacji tworzących ją jednostek.
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Założono, że tzw. momentem krytycznym badania będzie 31.12.2006 r. Zatem 
zbiór informacji został ograniczony do rekordów (formularzy), które w polu zamy-
kającym okres rozliczeniowy zawierały tę datę. Na takim zbiorze prowadzono na-
stępnie prace sprawdzające zgodność słownych zapisów cech adresowych płatnika 
oraz podatnika z zastosowanymi symbolami terytorialnymi z rejestru TERYT. Po-
równania dokonano na podstawie wykazu jednostek podziału terytorialnego kraju 
według stanu na 1.01.2007 r. Podstawowymi jednostkami terytorialnymi, pomiędzy 
którymi następował przepływ ludności związany z zatrudnieniem, w omawianym 
badaniu były gminy. W przypadku gmin miejsko-wiejskich dla potrzeb podatko-
wych wystarczający jest symbol terytorialny obejmujący całą gminę. W badaniu 
przepływów ludności istotna jest jednak także relacja „miasto-wieś”. Stąd, wyko-
rzystując wszystkie cechy adresowe występujące na formularzach podatkowych, na 
podstawie zawartości rejestru TERYT (wykaz miejscowości, wykaz ulic) dokona-
no podziału na część miejską i wiejską we wszystkich gminach miejsko-wiejskich. 
Zgodnie z przyjętymi założeniami zbiorowość dojeżdżających do pracy miała obej-
mować tylko pracowników najemnych. Jednakże informacje zawarte na formula-
rzach PIT 11/8B i PIT-40 dotyczyły populacji szerszej zakresowo pod względem 
źródeł dochodu. Zapisy ustawowe powodowały również, że ten sam podatnik mógł 
wystąpić w bazie danych  kilkakrotnie z tymi samymi lub różnymi źródłami docho-
du. Dlatego w kolejnym etapie prac – z przygotowanego wcześniej zbioru rekordów 
– programowo wygenerowana została baza danych z unikatowymi numerami NIP 
tych podatników, dla których źródłem przychodu w  2006 r. była praca najemna. 
Trafiły do niej te rekordy, które w dziale dotyczącym przychodów miały wypełniony 
wiersz uwzględniający wynagrodzenia ze stosunku: pracy, służbowego, spółdziel-
czego i z pracy nakładczej, a także zasiłki pieniężne z ubezpieczenia społecznego 
wypłacane przez zakład pracy. Równocześnie wyeliminowane zostały powtarzające 
się numery NIP podatnika z wypełnioną pozycją dotyczącą wynagrodzeń, do czego 
wykorzystano kryterium wysokości dochodu.

W opisany powyżej sposób powstał zbiór podatników liczący w skali kraju po-
nad 9,5 mln osób. Stanowił on bazę danych, z której wyodrębniono zbiorowość osób 
dojeżdżających do pracy. Zgodnie z przyjętą definicją osoba dojeżdżająca do pracy 
miała spełniać następujące warunki: gmina jej zamieszkania musiała być różna od 
gminy miejsca pracy i jednocześnie zwiększone były koszty uzyskania przychodu 
z tytułu dojazdu do pracy. Zbiór osób spełniających wyżej zapisane założenia liczył 
w skali kraju ponad 2,3 mln osób. W końcowym etapie opracowania danych przy-
stąpiono do weryfikacji otrzymanych wcześniej wyników, głównie pod kątem pra-
widłowej lokalizacji miejsca pracy, wykorzystując do tego celu informacje zawarte 
w BJS (Baza Jednostek Statystycznych). W rezultacie otrzymano macierz przepły-
wu pracowników najemnych, którzy dojeżdżają do pracy poza gminę swojego za-
mieszkania.
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3. Model grawitacji w analizie dojazdów do pracy

Model grawitacji jako koncepcja naukowa związany jest z XVII-wiecznymi bada-
niami I. Newtona i R. Hooke’a, których spór o autorstwo tej koncepcji nawet dziś 
trudno jest rozstrzygnąć1. Klasyczna postać modelu grawitacji jest następująca:

	 , 	 (1)

gdzie: F – grawitacja (siła wzajemnego oddziaływania dwóch ciał),
G – stała grawitacji,
m1, m2 – masy ciał odpowiednio: pierwszego i drugiego,
r – odległość między ciałami.

Zastosowania teorii grawitacji w ekonomii pojawiły się dopiero w połowie XX 
wieku i związane są z pracami A. Voorheesa, który zastosował model grawitacji w ana-
lizie problemów transportowych, oraz J. Tinbergena, który podjął próbę wykorzystania 
modelu grawitacji do analizy wymiany międzynarodowej [Anderson 2010].

Zaprezentowana w niniejszym artykule propozycja zastosowania modelu gra-
witacji do analizy dojazdów do pracy jest pierwszą tego typu próbą w warunkach 
polskich. Zmodyfikowana postać modelu grawitacji jest następująca:

	 ,	 (2)

gdzie: i – lokalizacja i-ta,
j – lokalizacja j-ta,
Tij – dojazdy do pracy między lokalizacjami i oraz j (powiatem i oraz po-

wiatem j) – liczba pracowników najemnych przemieszczających się 
pomiędzy powiatem i i powiatem j,

k – stała w modelu grawitacji,
Pi – zmienna określająca rolę/masę lokalizacji i (lokalizacja pochodzenia) 

– liczba pracowników najemnych wyjeżdżających z powiatu i,
Pj – zmienna określająca rolę/masę lokalizacji j (lokalizacja celu) – liczba 

miejsc pracy dla pracowników najemnych w powiecie j,
dij – odległość między lokalizacjami i oraz j,
λ – parametr określający potencjał do generowania przepływów (emisyj-

ność),
β – parametr określający potencjał do przyciągania przepływów (atrak-

cyjność),
α – parametr określający opór przestrzeni w  generowaniu przepływów 

między lokalizacjami i oraz j.

1  Niewątpliwą zasługą I. Newtona jest systematyczny wykład teorii grawitacji przedstawiony 
w dziele Philosophiæ Naturalis Principia Mathematica z 1687 r.
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Szacowanie parametrów modelu klasyczną metodą najmniejszych kwadratów 
(KMNK) przeprowadzane jest po jego zlogarytmowaniu do postaci liniowej:

	 .	 (3)

Pewnego wyjaśnienia wymaga sposób wyznaczania odległości między lokaliza-
cjami i oraz j. Autorzy zdają sobie sprawę, że najwłaściwszym podejściem w ana-
lizie byłoby uwzględnienie kosztu lub czasu pokonania przestrzeni między tymi 
dwiema lokalizacjami. Niestety, jedynymi informacjami, które można wykorzystać 
do określenia odległości, była fizyczna odległość liczona w kilometrach w linii pro-
stej pomiędzy centroidami obiektów geometrycznych, które tworzą figury powiatów 
na mapie numerycznej.

Pierwsze uzyskane modele charakteryzowały się już dosyć wysokim stopniem 
dopasowania (R2 = 0,67), jednakże analiza reszt z modelu wykazała, że w przypad-
ku par powiatów, takich jak: Poznań – powiat poznański ziemski, Kalisz – powiat 
kaliski, Leszno – powiat leszczyński oraz Konin – powiat koniński występowało ol-
brzymie przeszacowanie dojazdów do pracy w stosunku do danych rzeczywistych2. 
Wynika to przede wszystkim z faktu, że odległości między centroidami w przypadku 
tych par są bardzo małe lub praktycznie równe zeru (rys. 1). Dlatego w przypadku

Rys. 1. Centroidy powiatu poznańskiego ziemskiego i miasta Poznania

Źródło: opracowanie własne z pomocą programu SAS/GIS.

2  Według uzyskanego modelu liczba osób dojeżdżających z powiatu poznańskiego do Poznania 
wynosiła 15 425 539, a z Poznania do powiatu poznańskiego 6 885 590.
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wymienionych wyżej par powiatów autorzy postanowili połączyć każdą z par w je-
den większy twór, który obejmuje w  każdym z  przypadków  miasto na prawach 
powiatu oraz związany z danym miastem powiat ziemski.

Stopień dopasowania modelu mierzony współczynnikiem determinacji wyniósł 
obecnie 71%, wszystkie parametry modelu okazały się istotne statystycznie (tab. 1), 
przy czym warto zwrócić uwagę, że parametr będący wykładnikiem potęgi przy odleg-
łości wynosi prawie 3. Świadczy to o tym, że w warunkach polskich odległość wciąż 
pozostaje bardzo dużą barierą przy przemieszczaniu się pracowników najemnych3.

Tabela 1. Parametry oszacowanego modelu grawitacji

Zmienna Oszacowanie 
parametru Błąd standardowy Statystyka  

t-Studenta
Prawdopodobieństwo 

testowe

Wyraz wolny –5,84943 1,02152 –5,73 <,0001 

LN_X1 0,69755 0,06735 10,36 <,0001 

LN_X2 1,34890 0,06266 21,53 <,0001 

LN_D –2,94240 0,08992 –32,72 <,0001 

Źródło: obliczenia własne z pomocą programu SAS.

Rys. 2. Stopień dopasowania modelu grawitacji do danych empirycznych dla powiatu Poznań 
(powiat grodzki wraz z powiatem ziemskim)

Źródło: opracowanie własne z pomocą programu SAS/GIS.

3  W krajach zachodnioeuropejskich „opór przestrzeni” jest dużo niższy. W pracy opisującej bada-
nia szwedzkie [Eliasson, Strom 2008, s. 17-18] parametr będący wykładnikiem potęgi przy odległości 
wynosi zaledwie 0,1.
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Rys. 3. Stopień dopasowania modelu grawitacji do danych empirycznych dla powiatu kaliskiego 
(powiat grodzki wraz z powiatem ziemskim)

Źródło: opracowanie własne z pomocą programu SAS/GIS.

Analiza reszt nie wykazała znacznych różnic między wartościami empirycznymi 
a wartościami teoretycznymi wynikającymi z modelu (rys. 2 i  3)4.

4. Wnioski

Badanie przeprowadzone przez Ośrodek Statystyki Miast Urzędu Statystycznego 
w  Poznaniu – „Przepływy ludności związane z  zatrudnieniem w  2006 r.” – oraz 
jego wyniki udostępnione na stronie internetowej urzędu w postaci macierzy prze-
pływów [Internet 1] umożliwiają prowadzenie wielu prac analitycznych z zakresu 
geostatystyki. Celem niniejszego artykułu było zaprezentowanie próby zbudowania 
modelu opisującego kształtowanie się dojazdów do pracy za pomocą newtonowskiej 
koncepcji grawitacji.

Należy stwierdzić, że uzyskane wyniki są satysfakcjonujące, a uzyskany model 
jest zgodny nie tylko z teorią, ale także z praktyką badań prowadzonych w innych 
krajach zachodnioeuropejskich:

stopień dopasowania modelu na poziomie 71% wskazuje, że spora część zmien-•	
ności przepływów między powiatami województwa wielkopolskiego została 
wyjaśniona za pomocą skonstruowanego modelu. Należy także zwrócić uwagę, 
że modele prezentowane w cytowanych powyżej publikacjach zachodnioeuro-
pejskich charakteryzują się współczynnikiem determinacji na poziomie 80%,

4  Z powodu ograniczeń nałożonych na autorów w  artykule zamieszczono jedynie kartogramy 
z wynikami modelowania grawitacji dla powiatu Poznań oraz powiatu kaliskiego (w obydwu przypad-
kach chodzi o powiat grodzki wraz z powiatem ziemskim).
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przyjęcie „sztucznego” założenia w  odniesieniu do czterech powiatów woje-•	
wództwa wielkopolskiego (połączenie powiatów grodzkich i ziemskich) ograni-
czyło liczbę analizowanych jednostek i spowodowało większą agregację mode-
lu, ale z drugiej strony spowodowało poprawę jakości modelu i wyeliminowanie 
dużych reszt wynikających z modelu,
parametry modelu wskazują na to, że powiaty województwa wielkopolskiego ce-•	
chują się większą atrakcyjnością niż emisyjnością – mają większą siłę przyciągania 
pracowników najemnych z innych powiatów niż tendencję do skłaniania pracow-
ników najemnych z danego powiatu do poszukiwaniu pracy w innych powiatach,
przestrzeń, w warunkach polskich, stanowi bardzo silną barierę dla mobilności •	
pracowników najemnych przy przemieszczaniu się między powiatami.
Dalsze prace nad wykorzystaniem modelu grawitacji w analizie dojazdów do 

pracy związanych z zatrudnieniem będą się koncentrować na:
1)	 konstrukcji modelu grawitacji dla powiatów w innych województwach,
2)	 konstrukcji modelu grawitacji dla wszystkich powiatów w Polsce,
3)	 pracach metodologicznych nad rozwiązaniem problemu wyznaczania cen-

troidów powiatów,
4)	 próbach wykorzystania innych niż odległość między centroidami zmien-

nych do oceny pomiaru oporów przestrzeni (czas, koszty),
5)	 pracach związanych z budową kartogramów przedstawiających dostępność 

lokalnych (powiaty) rynków pracy.
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An attempt to use the gravity model 
in the analysis of commuters

Summary: The article is an attempt to use the gravity model to describe how some territorial 
units gravitate towards cities,which play a very important role in the analysis of local and 
regional labor markets. Until recently the applicability of gravity models in Poland had been 
rather difficult owing to the limited access to data about commuters and technical limitations 
connected with efficient spatial information processing. Only in 2008, thanks to work con-
ducted by the Centre for Urban Statistics of the Statistical Office in Poznan, did it become 
possible to fill the information gap existing in the Polish statistics since 1988 with respect to 
data about commutes.
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