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Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie

KURTOZA WEKTORA LOSOWEGO

Streszczenie: W teorii jednowymiarowych zmiennych losowych jedna z miar koncentracji
rozktadu wokot wartosci oczekiwanej czy tez miar sptaszczenia rozktadu jest kurtoza. Przy-
pomnijmy, ze kurtoza zmiennej losowej jest definiowana jako czwarty moment centralny
dzielony przez kwadrat wariancji.

Definicje potggi wektora w przestrzeni z iloczynem skalarnym oraz momentu central-
nego wektora losowego zaproponowane przez J. Tatara pozwalaja na probg podobnego
okreslenia kurtozy wielowymiarowego wektora losowego.

Zaprezentowano podstawowe wlasnosci tak skonstruowanego wskaznika oraz sformu-
fowane i udowodniono twierdzenie podajace posta¢ kurtozy dla wektora losowego o stocha-
stycznie niezaleznych wspotrzgdnych. W celu zobrazowania tego twierdzenia przedstawione
zostana postaci kurtozy dla wybranych wielowymiarowych typow rozktadéw prawdopodo-
bienstwa.

Stowa kluczowe: kurtoza, momenty wektora losowego, rozktady wielowymiarowe, potgga
wektora.

W teorii jednowymiarowych zmiennych losowych jedna z miar koncentracji
rozktadu wokol wartosci oczekiwanej czy tez miar sptaszczenia rozktadu jest kur-
toza. Celem niniejszej pracy jest uogolnienie tej charakterystyki na przypadek wie-
lowymiarowy oraz zaprezentowanie jej wybranych wlasnosci.

Punktem wyjscia dla tych rozwazan jest zaproponowana przez J. Tatara [1996;
1999] oraz wielokrotnie przywolywana (m.in. [Osiewalski, Tatar 1999; Tatar
2000a; 2000b; Tatar, Budny 2009]) definicja potegi wektora w przestrzeni z ilo-
czynem skalarnym.

Definicja 1
Dla dowolnego v € R" oraz dowolnej liczby ke N, =N U {0} k-ta potege
wektora v definiujemy w nastgpujacy sposob:
v’ =1eR

oraz
Vk—l
k

-v, dla k-nieparzystych
V= .
<vk’1 ,v>, dla k-parzystych
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Z powyzszej definicji — w sposob oczywisty — wynikaja nastepujace dwie waz-
ne wlasnosci

VYveR", ke N, : k-parzysta = V'eR,
VYveR", ke N : k-nieparzysta = V' eR".

W pracy ograniczymy si¢ do przestrzeni wektorowej (R",R,+,),w ktorej
okreslono klasyczny (euklidesowy) iloczyn skalarny postaci:

Vv =(V,Vy, ey V), W= (W, W,, ..., w,) ER" : <v,w> = ZVI.WI..
i=1

Na bazie pojecia potegi wektora zostaty zdefiniowane m.in. momenty centralne
wielowymiarowego wektora losowego [Tatar 1996; 1999].

Przypomnijmy, ze przez kurtozg zmiennej losowej rozumiemy czwarty moment
centralny tej zmiennej dzielony przez kwadrat jej wariancji. Wykorzystujac definicje
momentu centralnego wektora losowego, w pracy [Tatar, Budny 2009] podjgto probe
podobnego okreslenia kurtozy wielowymiarowego wektora losowego.

Niech X =(X 1oeees X n):Q — R" bedzie wektorem losowym, dla ktorego ist-
nieje kurtoza.

Definicja 2
Kurtoze wektora losowego X = (X . & ) :Q — R" definiujemy nastepujaco:
E| (X -Ex)
KurtX = —[ > ]
(Dx)

Przed przystapieniem do omawiania wlasnos$ci tak skonstruowanego wskaznika
przypomnijmy, ze dla zmiennej losowej & : €2 — R, dla ktorej istnieje kurtoza,
jej ekscesem nazywamy wielko$¢:

E((¢-E&)
Excess& = Kurté -3 =((§—2§))—3.
(P7¢)

Zauwazmy, ze dokonujac stosownych przeksztatcen, eksces kurtozy mozna
przedstawi¢ w postaci:

E(§4)—4mE(§3)+12m2E(§2)—3(E(§2))2 —6m*
(D)

Excessé =

) (1)

gdzie £ =m.
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E((¢-£5))
)
_E(E 48 my 682 m® —4gm® +m*)
(Be*)- ey )
(54) 4mE (& )+6m2E(§2) 4m’EE +m? )
(£(£)) -2 +(ES)
[(E 2 )2 £V +(EE) j
(E(fz)f—zE(f )(Eé‘) +(E2)
_E(&*)-4mEE )+ 6m*E(E?) - 4m* + m* =3(E(E?)) +6E( Jn* —3m*
(B ) -2 pn* +m*
E(¢)—amE(£) +120E(£) -3(E()) ~om*
(D)

Excessé =Kurté -3 =

W dalszej czesci pracy zostanie sformutowane i udowodnione twierdzenie po-
dajace posta¢ kurtozy dla wektora losowego o stochastycznie niezaleznych wspot-
rzednych. W dowodzie tego twierdzenia wykorzystamy m.in. nastgpujacy lemat:

Lemat 1

Niech X = (X Lo eees Xn):Q — R" bedzie wektorem losowym, dla ktérego ist-
nieje kurtoza, oraz takim, ze dla wszystkich i, j € {1, 2, ..., n}, jezelii #j, to X,
Jest stochastycznie niezalezna od X ; (innymi stowy: X; L X, dla wszystkich i, j

e {1, 2, ..., n} takich, ze i #j).
Woéwczas prawdziwe sa nastgpujace rownosci:

D ()= X ()« S (),

l]_
l¢]

2) E((X,X)(X,EX))= z E(X] ) + Zn:miE(Xf),
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3) E(XEX ) Zm +Zn“m§E(Xf),
i=1

i,j=l1
i#]

4) (EX,EX)E((X,X))= Z mE(X?}),

5) (EX,EX)’ = zm, m’,

gdzie m; = EX;, dla kazdego i€ {1,2, - n}
Dowadd:
Korzystajac z wlasnosci catki oraz z niezalezno$ci zmiennych losowych X iz

oraz X Jz dla wszystkich i, j € {1, 2, ..., n} takich, ze i #/, otrzymujemy

b{(rx)-5) (S0 (zxzﬂ

2vy2 C 2 2 4
=Y E(X'X})= D E(X7)E(X])+ D E(X)),
i,j=1 i,j=1 i=1
czyli tezgl.
Podobnie, wykorzystujac niezaleznoéé zmiennych losowych X oraz X ;
dla wszystkich i, j € {1, 2, ..., n} takich, ze i #j, otrzymujemy teze 2.
Rzeczywiscie, prawdziwy jest bowiem ciag rownosci:

E({(X,X){X,EX))= HZXZJ(Z H: Zn:E(Xijmj)z

i,j=1
= Z m_].E(Xf)E(X_I.)+Zm,.E(Xf) = z E(X7)m] + ZmE(X3)
i,j=1 i=1 i,j=1 i=1
i#j i#]

Dla dowodu tezy 3 réwniez korzystamy z zatozenia niezaleznos$ci zmien-
nych losowych X; oraz X;, gdy i #j. Mamy wigc:

E((x.Ex)")= E{[gXiEXij{ngEXj]} =3 E(X, X mm, )=

i,j=l

= imim/E(Xin) = imlsz +zn:mi2E(Xi2).
i=1

i,j=1 i,j=1
i#j
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Z kolei teza 4 wynika z nastgpujacego ciagu przeksztalcen:

(EX,EX)E({X,X)) :(Zmsz(;Xf] :[Zmzj(;E(){f )j -y mE(X?).

i,j=1
Teza 5 jest oczywista.
Mozemy teraz przystapi¢ do sformutowania i udowodnienia twierdzenia tej
pracy.

Twierdzenie 1
Niech X = (X . & ) :QQ — R" bedzie wektorem losowym, spetniajacym za-

lozenia lematul.
Wowczas

Zn:(Z + Excesin)(DzXl. )2
KurtX =1+

i D’X.D°X,
i,j=I

Dowod:

Pokazemy najpierw, ze

i(Z + ExcessX, )(DZX[ )2

i=1

an D’X.D*X i
2 2)
(E(Xi4)—4miE(X,.3)+ sm’E(X7)-(E(X?)) —4m.4)

n

— =1

Y D’XDX,

i,j=1

gdzie m;, = EX,,dla wszystkich i e {1,2, e n}.

Wykorzystujac (1), przeprowadzimy nastgpujace przeksztatcenie:
n 2
2(2 + ExcessX; )(DzXl. )

i=l

S Doy,

i.j=1
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! E(Xl.“)—4miE(Xi3)+12mi2E(Xf)—3(E(X.2))2 —6m

2+ ! “(p*x,)
Zl (p2x,) (px)

i D*X,D*X,
i,j=1

2| 2((E(x7) ’ —2E(X])m] +m] |+ E(X;‘)—4m,E(Xf)+12me()(§)—3(}5()(,2))2 —6m’ ,

Z ( ) ) - > (DZX‘)

o (D*x,)

i z D’X.D*X, i

Z(E(X;‘) —4mE(X)+8m E(X])-(E(X? ))2 - 4m;‘).

Y D’X.D’X,

i,j=1

Z kolei korzystajac z definicji parzystej potegi wektora, dwuliniowosci iloczy-
nu skalarnego oraz wtasnosci catki, otrzymujemy:

E[(X-EX)' |=E| (X - EX,X - EX)" |-

= £[((. %) 200, Bx) (X X)) )=

= E((X,X)2 ~ (X, X)X, EX)+4(X,EX)" +2(X, X )(EX,EX) - ®
4(X, EX)-(EX,EX)+(EX,EX)").
Zauwazmy ponadto, ze
E((X,EX)(EX,EX))=((EX,EX)) . (4)

Istotnie

E({(X,EX){EX,EX))= EKZ}QE)Q ][Z(EX} ) H = EHZ Xm, )[,mez ﬂ =

j=!

{8 S ot ) terer

Zatem — na mocy (4) — rownos¢ (3) mozna przeksztatci¢ do postaci:
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E[(X - EX)4J _ E((X, x) ) —4E((X, X)(X,EX))+
4E((X,EX)")+2(EX, EX)E((X, X)) -3(EX,EX)". &)

Zapisujac teraz kolejne sktadniki prawej strony rownosci (3) tak, jak na to po-
zwala teza lematu 1, otrzymujemy:

E((X—EX)4>= ZE(XZ) E(Xf)+iE<Xi4)_

i,j=l1
i+
[ZIE(XZ)mj +Zn1:m E(X; )J
i,j= i=
%

i,j=1

+4{im +Zm2E(X2)J+ZZm2E(X2) 3l;mi2mjz.:
-> E(X;)E(Xj.)_i( E(x2)) +ZE(X4) 2§E(X;)m;_z§E(X;)mg+

+4§E<Xi2) 4ZmE(X3) Zm +3Zm2m2 4Zm +
+2Zm2E(X2) 3Zm
:[Z":[E(XiZ)E(Xj)—zl;E(Xf)mj.+§1m,2mjn—zim3E(Xf)+

*21_;’"3’5()(?)”2”:"1?"1?—3Zn:m?m,2-+Zn:E(X;‘)—4i§nl:miE(X;)+
43 (X -3 (2
(G 4 -
D ESERE +zm2m2}]+zE(x4)

i,j=1 i,j=1 i,j=1

S e 53 ) S S

i=1
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czyli ostatecznie

E((x-Ex)')= (2(5(){2) ( j)_zE(X;)mj+mfm§)]+ o

i,j=1
+Zn:(E(Xi4)—4miE(Xf)+ 8mE(x7)-(E(x7 ))2 —4m;‘).
i=l1
Wykorzystujac rownos¢ (3"), uzyskujemy:

E|(x-Ex)"|
KutX=—————==
(P2x)

(/1 (E(x?)e(x?)-26(x2 n? + m?m? )j + Z;(E(X" )— am,E(x? )+ sm?E(x? ) (B(x? ) - 4’”1'4j

n 2 2
> D’X,D’X,

ij=1
ZD X.D’X, +Z( (x; )—4miE(X[3)+8mi2E(X[2)—(E(X[2))2—4mi4j
_ L=l —
> DXDX,

i,j=1

Zn:(E(X;‘)—4miE(X§)+8me(Xi2)—(E(Xf))2 —4m;‘)‘

=1+

> D’X.D’X,

i,j=1

Wobec udowodnionej wczesniej réwnosci (2) mamy wigc:

2(2 + Excesle.)(DzX[ )2
Kurt X =1+-2—— ,
> D’X,D’X,

i,j=1

czyli zadana teze.
Prosta konsekwencja twierdzenia 1 jest nast¢pujacy wniosek.

Whiosek 1
Jezeli X =(X,,..., X, ): Q2 —>R" bedzie wektorem losowym spehiajacym za-

tozenia lematu 1 oraz dodatkowo D*X, =D*X, =...=D’X, =c”, to
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n

Z (2 + ExcessX; )

Kurt X =1+ 5
n
Dowod:
Dzigki tezie twierdzenia 1 otrzymujemy:
n 2 n
Z(2+ExcessX[)(02) Z(2+Excesle.)
Kurt X =1+ =1+

2
(o) () ;
Twierdzenie 1 dostarcza rowniez — w oczywisty sposob — ponizszych wnio-

skow.
Whiosek 2

Jezeli X =(X|,..., X,):Q— R" bedzie wektorem losowym, spetniajacym za-

tozenia lematu 1 oraz dodatkowo X, ~ N (ml.,o;z) dla kazdego i €{1,2, ..., n},to:

2 o 22’1:(02)([ )
i=1

Kurt X =1+—= =1+— .
2_2 2 2
> oio; > DX, DX,
i,j=1 i,j=1
Ponadto przy zatozeniu o, =0, =....= 0, =0 otrzymujemy
2
Kurt X =1+—.
n

Whiosek 3
Jezeli X =(X,, .., X,):QQ—>R" bedzie wektorem losowym spetniajacym za-
lozenia lematu 1 oraz X, ~¢, (tzn. X; ma rozkfad 7-Studenta z v; stopniami swo-

body), gdzie v, > 4 dla kazdego i e {1, 2,..., n} , to

n 6 2
3 V. — V. —
Kurt X =1+ : :
. 1%

= =2 )\v, -2

Przy dodatkowym zalozeniu v, =v, =....=v, =v >4 uzyskujemy
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2+ 6
Kurt X =1+—Y—=4
n

Whioski 2 oraz 3 podaja posta¢ kurtozy dla wybranych typow rozktadow, co
zostato takze przedstawione w pracy [Tatar, Budny 2009].

Kolejny fakt jest natychmiastowa konsekwencja tych wnioskow.

Whiosek 4

Jezeli X =(X|,... X,):Q— R"bedzie wektorem losowym spetniajacym za-

lozenia wniosku 2 oraz zajdzie warunek o, =0, =...=0,=0, a Y =(¥, .., 1,):
Q — R" bedzie wektorem losowym spetniajacym zatozenia wniosku 3 oraz dodat-
kowo v, =v, =...=v, =v >4, to wowczas

KurtY > Kurt X.
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KURTOSIS OF A RANDOM VECTOR

Summary: Kurtosis is one of the measures of concentration distribution around expected
value or measures of flattening, frequently used in the theory of single-dimensional random
variables. To remind: kurtosis of a random variable is defined as the fourth central moment
divided by the square of the variance.
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Definitions of the power of a vector in the space with the scalar product and the central
moment of a random vector proposed by J. Tatar [1996; 1999] allow to make an attempt to
redefine the kurtosis of the multi-dimensional random vector.

In the paper the essential properties of such constructed indicator are presented and the
theorem giving a form of kurtosis for a random vector with stochastically independent mar-
ginal variables is formulated and proved. To illustrate this theorem, the forms of kurtosis for
special, multi-dimensional types of distributions are presented.
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