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Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu

METAKRYTERIUM W CIAGLEJ WERSJI
OPTYMALIZACJI WIELOCELOWEJ

— ANALIZA MANKAMENTOW METODY
I PROBA JEJ UDOSKONALENIA

Streszczenie: Metakryterium to jedna z metod stosowanych zaréwno w dyskretnej, jak
i ciaglej wersji optymalizacji wielocelowej. W przypadku dyskretnej wersji metakryterium
stuzy do tworzenia rankingdw. Natomiast w wersji ciaglej ma ono na celu wyltonienie decy-
zji kompromisowej lub wygenerowanie zbioru rozwigzan Pareto-optymalnych. O ile w dys-
kretnej wersji metakryterium jest czgsto wykorzystywane w praktyce i daje raczej dos§¢ sen-
sowne wyniki, o tyle korzystanie z metakryterium w wersji ciaglej jako narzedzia ustalania
rozwigzania kompromisowego moze prowadzi¢ do kontrowersyjnych odpowiedzi. W pracy
zilustrowano przyktadami liczbowymi mankamenty metody i zaproponowano rézne mody-
fikacje pierwotnej wersji procedury, dzigki ktorym znajdzie ona szersze zastosowanie,
a rozwiagzania uzyskiwane za jej pomoca stang si¢ bardziej logiczne.

Stowa kluczowe: metakryterium, ciagla wersja optymalizacji wielocelowej, rozwiazanie
kompromisowe, stopnie realizacji.

1. Wstep

Metakryterium to jedna z metod stosowanych zarowno w dyskretnej, jak i ciaglej
wersji programowania wiclokryterialnego (zwanego takze optymalizacjg wielocelo-
wa). W przypadku dyskretnej wersji wspomnianego zagadnienia metakryterium stu-
zy do tworzenia rankingéw dla rozpatrywanych obiektow ze wzgledu na wybrane
kryteria (zob. ranking szkot wyzszych, ranking funduszy emerytalnych, ranking ban-
kow itd.). Natomiast w cigglej optymalizacji wielocelowej stosowanie metakryterium
ma na celu wylonienie decyzji kompromisowej sposrod rozwiazan dopuszczalnych.
W literaturze metakryterium (Aggregate Objective Function, AOF lub Weighted
Sum Approach, lub Weighted Sum of Objective Functions, lub WLC — Weighted Lin-
ear Combination") zdefiniowane jest w sposob do§¢ zroznicowany. Najczesciej

! Zobacz http://en.wikipedia.org/wiki/Multiobjective_optimization oraz [Collette, Siarry 2008].
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przedstawiane jest jako suma wazona kryteriow czastkowych, srednia wazona kryte-

riow czastkowych, suma wazona znormalizowanych kryteriow czastkowych lub

$rednia wazona znormalizowanych kryteriow czastkowych (zob. np. [Manikowski,

Tarapata 2001]).

O ile w dyskretnej wersji programowania wielokryterialnego metakryterium jest
czesto wykorzystywane w praktyce i daje raczej dos¢ sensowne wyniki, o tyle korzy-
stanie z metakryterium w wersji ciaglej moze niekiedy budzi¢ watpliwosci i prowa-
dzi¢ do kontrowersyjnych odpowiedzi.

W dalszej czesci pracy zostang:

— omodwione zatozenia dotyczace metakryterium dla ciaglej wersji optymalizacji
wielocelowej (rozdziat 2),

— zilustrowane przyktadami liczbowymi powazne mankamenty metody (rozdzia-
ty 3-7),

— wymienione niedoskonato$ci metakryterium, o ktorych jest mowa w literaturze
obcojezycznej (rozdziat 8),

— zaproponowane roézne modyfikacje pierwotnej wersji procedury (rozdziat 9),
dzigki ktoérym znajdzie ona szersze zastosowanie w procesie podejmowania de-
Cyzji, a rozwigzania uzyskiwane za jej pomocg stang si¢ bardziej logiczne
1 zgodne z postulatami decydenta.

2. Istota metakryterium
w cigglej wersji optymalizacji wielocelowej

W problemach wielokryterialnych istotne dla decydenta kryteria sg zazwyczaj
sprzeczne, zatem optymalne rozwigzania dla poszczegdlnych celow (tzw. optima
czastkowe) wigzg si¢ najczgséciej z koniecznoscig realizacji odmiennych plandw.
Dlatego w przypadku optymalizacji wielokryterialnej nie poszukuje si¢ decyzji op-
tymalnej, lecz rozwigzania kompromisowego. Wsréd metod programowania wielo-
celowego opisywanych w literaturze znana jest procedura wykorzystujaca metakryte-
rium (M).

Jezeli kryteria wyrazone sg w tej samej jednostce i skali, to metakryterium mozna
zapisa¢ zgodnie ze wzorem (1). W przeciwnym razie zaleca si¢ stosowanie formuty
(2), w ktorej to poszczegolne funkcje celu sg zastgpione stopniami realizacji (lub
wskaznikami przydatno$ci) kolejnych celow (zob. [Anholcer 2009, s. 122-123;
Brzeczek 2010, s. 32-35; Marcinkowski 2008, s. 91-111; Marler, Arora 2004; Trza-
skalik 2008, s. 210-211]).

M =20 00 = D, () = ma, m

M:imgi(x)+zn:w,.g/(x)—>max, (2)

i=1
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gdzie: m (n) — liczba kryteriow maksymalizowanych (minimalizowanych),
w; (W) — waga i-tego (j-tego) kryterium maksymalizowanego (minima-
lizowanego),
fi{x) (f{x)) — funkcja celu i-tego (j-tego) kryterium,

gi(x) (g(x)) — stopien realizacji i-tego (j-tego) kryterium maksymalizowane-
g0 (minimalizowanego).

Wagi okreslaja znaczenie (uzyteczno$c¢) kryteriow dla decydenta. Jezeli metakry-
terium traktowane jest jako $rednia wazona kryteriow czastkowych (badz znormali-
zowanych kryteriow czastkowych), to suma wag musi wynosi¢ jeden. W przeciw-
nym razie (tzn. gdy metakryterium interpretowane jest jako suma kryteriow) wagi
poszczegbdlnych celow sa zazwyczaj liczbami naturalnymi, a zatem ich suma jest
z pewnoscig znacznie wigksza od jednosci. Jezeli decydent rozpatruje dwa cele,
a pierwszy z nich jest dla niego trzy razy wazniejszy od drugiego, to wagi mogg by¢
rowne w; = 0,75 i w, = 0,25 (w przypadku Sredniej wazonej kryteriow) albo w; =L i
wy = 1/3- L (w przypadku sumy kryteriow), gdzie L oznacza dowolng liczbe wigksza
od zera (np. w; =6iw, =2lubw; =4,51w,=1,5itd.).

Stopnie realizacji mozna obliczy¢ zgodnie ze wzorami (3)—(6). Przyjmuja one
zawsze wartosci z przedziatu [0,1].

NAC) ;
8 (x) M, 3)
I my
g (x)= : )
RNAC))
I Si(x)—m,
x)=22 k) 5
g (%) M —m Q)
I M, - f.(x)
X)=—"—""—"-—= 6
g (%) M, —m (6)
gdzie: gi(x) — stopien realizacji (I lub II rodzaju) k-tego celu,
filx) - funkcja celu k-tego kryterium,

M, (m;) — maksymalna (minimalna) warto$¢ k-tego kryterium w danym zbio-
rze rozwigzan.

Formuty (3) 1 (5) oraz (4) i (6) dotycza odpowiednio kryteridw maksymalizowa-
nych i minimalizowanych. Warto zauwazy¢, ze wzorow (3)—~(4) (tj. stopni realizacji
I rodzaju) nie mozna stosowac, gdy kryteria w rozpatrywanym zbiorze rozwigzan
przyjmujg wartos$ci zerowe lub ujemne! Wyrazenia (5)—(6) (tj. stopnie realizacji
II rodzaju) opierajg si¢ na teorii zbioréw rozmytych i nie majg takich ograniczen
(por. [Marcinkowski 2008, s. 92-94]). Dodajmy, ze w ramach danej funkcji metakry-
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terium dobrze jest dla wszystkich celow czastkowych wykorzysta¢ albo I grupe (tj.
formuty (3) i (4)) albo II grupe (tj. formuty (5) i (6)) wzoréw™.

Skoro, stosujac metakryterium, decydent moze uwzglednic w zagregowanej
funkcji celu znaczenie, jakie ma dla niego kazdy cel, to intuicyjnie oczekujemy, ze
rozwigzanie kompromisowe stanowi¢ bedzie plan realizujacy przede wszystkim
kryterium najwazniejsze.

3. Mankament pierwszy

Rozpatrzmy nastgpujaca sytuacje. Dany jest problem dwukryterialny:
Przyklad 1

(01) x, +5x, > max
(02) 5 x, + x, > max
@M 2x +5x, < 20
(2) Sx,+2x, £ 40
3 x, x2=2 0
Decydent zamierza ustali¢ rozwigzanie kompromisowe na podstawie metakryte-
rium. Pierwszy cel (01) jest dla niego cztery razy wazniejszy od celu (02). Zatozmy,
ze cele wyrazone sa w tych samych jednostkach (np. w tys. zt). Na podstawie wspot-
czynnikow stojacych przy zmiennych w funkcjach celu (¢;; =1, ¢jp= 5 oraz ¢;; = 5
1 ¢ = 1) mozemy tez stwierdzi¢, ze skala obu kryteridw jest taka sama. W zwigzku

z powyzszym sformulowanie metakryterium na podstawie wzoru (1) jest teoretycz-
nie poprawne:

M =4-(x, +5x,)+1-(5x, +x,) =9x, + 21x, &> max.

Optymalne rozwigzania czastkowe (punkty A i C) oraz ostateczne rozwigzanie
kompromisowe (punkt B) wskazano na rys. 1 i opisano w tab. 1.

Tabela 1. Optymalne rozwigzania czastkowe i rozwigzanie kompromisowe

Kryterium (01) —punkt A | (02)—punkt C | Metakryterium — punkt B
Optymalne wartoséci zmiennych x1=0;x,=4 x1=8x=0 x = 160/21=7,62
Py Y e e x,=20/21=0.95
Warto$¢ funkcji (01) 20 (max) 8 12,38
Warto$¢ funkcji (02) 4 40 (max) 39,05

Zrodto: opracowanie wlasne.

? Druga grupa wzordéw na stopnie realizacji stosowana jest w optymalizacji wielocelowej nie tyl-
ko w przypadku metakryterium. W literaturze zagranicznej tak skonstruowana miara (nazywana
utility function) ma zastosowanie np. w programowaniu celowym (Multi-Choice Goal Programming-
Utility — MCGP-U) [Chang 2011; Lai, Hwang 1994; Yang i in. 1991].
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Rys. 1. Optima czastkowe i rozwigzanie kompromisowe (przyktad 1)

Zrbdto: opracowanie wiasne.

Przypomnijmy, ze pierwsze kryterium miato dla decydenta cztery razy wigksze
znaczenie anizeli drugie kryterium. Tymczasem w planie koncowym warto$¢ funkcji
(01) spadta, w stosunku do swojej maksymalnej mozliwej wartosci w zbiorze roz-
wigzan dopuszczalnych (tj. ZRD), o ponad 7 jednostek (z 20 do 12,38), tj. o ponad
35%, podczas gdy warto$¢ funkcji (02) spadia o niecatg jednostke (z 40 do 39,05), tj.
o niecate 2,5%! Preferencje decydenta nie znalazty zatem zadnego odzwierciedlenia
w ostatecznym rozwigzaniu. Skoro pierwszy cel byt tak istotny, to oczekiwalibySmy
od zastosowanej metody wskazania planu lezacego znacznie blizej punktu A, tj.
punktu stanowigcego optimum czgstkowe dla tegoz kryterium.

Reasumujgc, pierwszy dostrzezony mankament metakryterium polega na tym,
Ze otrzymane za jego pomocq rozwigzanie kompromisowe niekoniecznie musi znaj-
dowac sig blisko planu optymalnego z punktu widzenia celu czgstkowego, uznane-
go przez decydenta za najwazniejszy.

4. Mankament drugi

To nie koniec zaskakujacych spostrzezen! Otdéz uwazny Czytelnik sam si¢ zorientuje,
ze w analizowanym zadaniu (przyktad 1) kazda kombinacja wag kryteriow wy i w,,
dla ktorej stosunek wspotczynnikow c; i ¢, stojacych przy zmiennych x; 1 x, w funk-
¢ji metakryterium spetnia ponizszy warunek:
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2 ¢ 5

5 ¢ 2

b

wskaze rozwigzanie kompromisowe w punkcie B (zob. tab. 2), a wigc zarowno kom-
binacja wag 4:1, jak i... 1:4.

Wynika to z tego, ze punkt ten jest jedynym wierzchotkiem stanowigcym roz-
wigzanie Pareto-optymalne, ktory znajduje si¢ migdzy punktami wskazujgcymi
optima czastkowe (A 1 C). Wystarczy zatem, by izokwanta zwigzana z funkcjg meta-
kryterium byla bardziej stroma od warunku (1) i mniej stroma niz warunek (2),
a plan kompromisowy bedzie zawsze w punkcie B. Stosowanie metakryterium z
formuta (1) nawet wtedy, gdy kryteria wyrazone sg w tej samej skali i jednostce, nie
jest wiec do konca prawidlowym podejsciem.

Bardziej racjonalne rozwigzania dla przyktadu 1 uzyskamy, korzystajac z formu-
ty opartej na stopniach realizacji (zob. wzor (2)). Jezeli obliczymy je zgodnie ze wzo-
rem (3) lub (5)°, to punkt B bedzie rozwigzaniem kompromisowym dla stosunku wag
kryteriow czastkowych wi/w, z przedziatu [2/1, 1/9]", co jest juz mniej kontrowersyj-
ne, cho¢ nadal zaskakujace (tab. 3).

Tabela 2. Wspotczynniki funkcji metakryterium (opartej na wzorze (1)) i nachylenie jego izokwanty
przy réznych wagach kryteriow czastkowych

KI}EBeIr ;um Kr}&)ezr;um Metakryterium Wa(ril)n ek Metakryterium Wa(r;)n ek
Wi | € | Cia | Wa | €1 | C2 9 (&) Ay/ap, il ay/ax
10 |1 5 1 5 1 15 51 2/5=04 0,294 5/2=25

911 5 1 5 1 14 46 2/5=04 0,304 5/2=25

8|1 5 1 5 1 13 41 2/5=04 0,317 512=2,5

711 5 1 5 1 12 36 2/5=04 0,333 512=2,5

6|1 5 1 5 1 11 31 2/5=04 0,355 5/2=25

511 5 1 5 1 10 26 2/5=04 0,385 5/2=25

4|1 5 1 5 1 9 21 2/5=04 0,429 512=2,5

311 5 1 5 1 8 16 2/5=04 0,500 512=2,5

211 5 1 5 1 7 11 2/5=0,4 0,636 5/2=2,5

1]1 5 1 5 1 6 6 2/5=04 1,000 5/2=25

1)1 5 2 5 1 11 7 2/5=04 1,571 5/2=25

1]1 5 3 5 1 16 8 2/5=04 2,000 512=2,5

1|1 5 4 5 1 21 9 2/5=04 2,333 512=2,5

1]1 5 5 5 1 26 10 2/5=04 2,600 5/2=25

1)1 5 6 5 1 31 11 2/5=04 2,818 5/2=25

1]1 5 7 5 1 36 12 2/5=04 3,000 512=2,5

1]1 5 8 5 1 41 13 2/5=04 3,154 512=2,5

1]1 5 9 5 1 46 14 2/5=0,4 3,286 5/2=2,5

111 5 10 | 5 1 51 15 2/5=04 3,400 5/2=25

Zrbdto: opracowanie wiasne.

> W tym akurat przyktadzie wzory (3) i (5) beda miaty doktadnie te samg postac.
* W rozwazaniach zatozono, ze rozpatrujemy tylko wagi catkowite.
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Tabela 3. Wspotczynniki funkcji metakryterium (opartej na wzorze (2)) i nachylenie jego izokwanty
przy réznych wagach kryteriow czastkowych

Kryterium (01) | Kryterium (02) | Metakryterium | Warunek (1) | Metakryterium | Warunek (2)
Wi | |Ci2| W2 | € | Co (4] (&) aylap il ay/ay
10 1 5 1 5 1 ]| 0,625 | 2,525 2/5=04 0,248 5/2=2,5

9 1 5 1 5 1 ] 0,575 | 2,275 2/5=04 0,253 5/2=2,5
8 1 5 1 5 1 ] 0,525 | 2,025 2/5=04 0,259 5/2=2,5
7 1 5 1 5 1 | 0475 | 1,775 2/5=04 0,268 5/2=2,5
6 1 5 1 5 1 | 0425 | 1,525 2/5=04 0,279 5/2=25
5 1 5 1 5 1 ]0,375 | 1,275 2/5=04 0,294 5/2=2,5
4 1 5 1 5 1 ] 0,325 | 1,025 2/5=04 0,317 5/2=2,5
3 1 5 1 5 1 ] 0,275 | 0,775 2/5=04 0,355 5/2=2,5
2 1 5 1 5 1 | 0,225 | 0,525 2/5=04 0,429 5/2=2,5
1 1 5 1 5 1 ]0,175 | 0,275 2/5=04 0,636 5/2=25
1 1 5 2 5 1 ] 0,300 | 0,300 2/5=04 1,000 5/2=2,5
1 1 5 3 5 1 ] 0425 | 0,325 2/5=04 1,308 5/2=2,5
1 1 5 4 5 1 ] 0,550 | 0,350 2/5=04 1,571 5/2=2,5
1 1 5 5 5 1 ] 0,675 | 0,375 2/5=04 1,800 5/2=25
1 1 5 6 5 1 | 0,800 | 0,400 2/5=04 2,000 5/2=2,5
1 1 5 7 5 1 ] 0,925 | 0,425 2/5=04 2,176 5/2=2,5
1 1 5 8 5 1 | 1,050 | 0,450 2/5=04 2,333 5/2=2,5
1 1 5 9 |5 1 | LL175 | 0,475 2/5=04 2,474 5/2=2,5
1 1 5 10 5 1 | 1,300 | 0,500 2/5=0,4 2,600 5/2=2,5

Zrbdto: opracowanie wiasne.

Reasumujqc, drugi mankament metakryterium polega na tym, ze jego funkcja ce-
lu, niezaleznie od tego, czy sklada si¢ ona z kryteriow czgstkowych, czy tez ze znor-
malizowanych kryteriow czgstkowych, moze wskazac doktadnie to samo rozwigzanie
kompromisowe dla zbioru bardzo zroznicowanych kombinacji wag (uzytecznosci)
poszczegolnych celow. Dzieje sie tak, poniewaz odpowiednikiem planu kompromiso-
wego wyznaczonego przez metakryterium jest najczesciej wierzchotek zbioru rozwig-
zan dopuszczalnych (ZRD), a nie punkt lezqcy na jego boku, czy tez punkt znajdujgcy

sie wewngtrz ZRD (por. tez [Grodzevich, Romanko 2006].

5. Mankament trzeci

Z wnioskiem sformutowanym w poprzednim rozdziale $ci$le wigze si¢ kolejna kwe-
stia. Rozwazmy nast¢pujace zadanie:

Przyklad 2

(01)

(02)

@
(2)
(€)

X

S5 x
2,5 x
S5 x
X,

+ o+ 4+ o+

X, — max

Re
INIA

Re
v

, — max

25
40
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Jak widac, rozni si¢ ono od pierwszego przyktadu jedynie wartosciami dwoch
parametréw w pierwszym warunku. Dodatkowo przyjmijmy, ze wagi poszczeg6l-
nych kryteriow wynosza w; = 3 i w, = 1. Jezeli zatem sformutujemy metakryterium
zgodnie z formulg (1), to bedzie miato ono postac:

M =3-(x, +5x,)+1-(5x, + x,) =8x, +16x, > max.

A

Rys. 2. Optima czastkowe i rozwiazania kompromisowe (przyktad 2)

Zrodto: opracowanie wlasne.

Na rysunku 2 pokazano nieco zmieniony zbiodr rozwigzan dopuszczalnych
(ZRD), izokwanty dla kryteridéw czastkowych i nowa izokwante dla metakryterium.
Ta ostatnia celowo nie zostala przedstawiona jako styczna do boku AB, gdyz wow-
czas nie bylaby widoczna.

W kazdym razie z pewno$cig mozemy stwierdzi¢, ze w przypadku tego proble-
mu dwukryterialnego izokwanta M, w punkcie styczno$ci z ZRD, wskazuje nie jed-
no, lecz wiele rozwigzan kompromisowych! Oznacza to, ze wedlug funkcji metakry-
terium rozwigzanie lezace w punkcie A jest tak samo dobre jak decyzja wskazana
przez punkt B, a takze jak kazdy inny plan wyznaczony przez punkty lezace na od-
cinku AB. W tabeli 4 zaprezentowano wartosci funkcji kryteriow czastkowych dla
ro6znych punktéw z tego odcinka.

Przypomnijmy, ze dla decydenta kryterium (01) bylo trzy razy wazniejsze od
drugiej funkcji celu. Tymczasem otrzymaliSmy zbior do$¢ zrdéznicowanych rozwia-
zan kompromisowych, dla ktérych warto$¢ pierwszego kryterium moze by¢ zaréwno
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pigciokrotnie wyzsza od warto$ci drugiego kryterium (25 i 5), jak i pieciokrotnie od
niej nizsza (8 i 40)!

Tabela 4. Wartosci kryteriow czastkowych dla wybranych punktéw lezacych na odcinku AB

A F G B
Warto$§¢ zmiennej x; 0 2 6 8
Warto$¢ zmiennej x, 5 4 2 0
Wartos¢ funkeji (01) 25 22 16 8
Warto$¢ funkcji (02) 5 14 32 40

Zrodto: opracowanie wlasne.

Przy odpowiednio dobranych wagach moglibySmy taki sam paradoks wykazac
dla metakryterium skonstruowanego na podstawie formuty (2).

Reasumujqc, trzeci przedstawiony mankament omawianej metody polega na tym,
ze punkty lezqce na boku wskazanym przez funkcje metakryterium jako zbior rozwig-
zan kompromisowych, cho¢ tak samo dobre z punktu widzenia tej funkcji, dajq zupet-
nie rozne wartosci poszczegolnych kryteriow czgstkowych! W takim przypadku zade-
klarowana przez decydenta waznos¢ rozpatrywanych celow rowniez nie znajduje
odzwierciedlenia w uzyskanych wynikach.

6. Mankament czwarty

Dotychczas analizowali$my jedynie problemy dwukryterialne, w ktorych to obie
funkcje mialy ten sam kierunek optymalizacji. Przyjrzyjmy si¢ zatem teraz nieco
bardziej urozmaiconemu przyktadowi:

Przyklad 3
01) x, +5x, > max
(02) 5x, + x, — max
(03) x, +3x, > min
1 2x, +5x, < 20
(2) 5x,+2x, < 40
3 x, x 0
Powyzsze zadanie rézni si¢ od przyktadu 1 tym, ze zawiera ono trzeci cel, w do-
datku — o odmiennym kierunku optymalizacji. Zalozmy, ze wagi sa rowne w; = 4,

wp = 1, wy = 3. Nadal cele wyrazone sa w tych samych jednostkach i tej samej skali,
wigc konstruujgc metakryterium, mozna skorzysta¢ ze wzoru (1):

v

M=4-(x, +5x,)+1-(5x; + x,) =3 (1x; + 3x,) =6x, +12x, > max.
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Aktualna funkcja metakryterium ma charakter mieszany, gdyz zawiera kryteria
zarowno maksymalizowane, jak 1 minimalizowane.

Na rysunku 3 pokazano izokwant¢ dla trzeciego kryterium czastkowego i nowa
izokwante dla metakryterium. Rozwigzanie kompromisowe znajduje si¢ w punkcie B.

X2

FC3

Rys. 3. Optima czastkowe i rozwigzanie kompromisowe (przyktad 3)

Zrodto: opracowanie wlasne.

W tym przypadku warto zwroci¢ uwage na fakt, ze pomimo wprowadzenia do
zadania trzeciego celu, ktorego optimum czastkowe znajduje si¢ w punkcie D i kto-
rego uzyteczno$¢ wynosi az w; = 3, rozwigzanie kompromisowe wskazane przez
nowg funkcj¢ metakryterium w ogéle si¢ nie zmienito w porownaniu z decyzjg kom-
promisowg wyznaczong w przykladzie 1! Na dodatek ostateczny plan realizuje prze-
de wszystkim kryterium o najnizszym znaczeniu (punkt B lezy znacznie blizej punk-
tu C anizeli punktu A czy tez D)!

Warto tez podkresli¢, ze gdybySmy dla tego przyktadu zastosowali wzor (2), to
metakryterium mialoby posta¢ (uwaga! korzystamy z formut (5) i (6), gdyz w przy-
padku trzeciego kryterium warto§¢ parametru m jest zerowa):

M4 x, +5x,-0 Iy 5x,+x,-0 ey 12 —(x, +3x,) _
20-0 40-0 12-0

=0,075x, +0,275x, + 3 — max
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1 wowczas rozwigzanie kompromisowe znalazloby si¢ w punkcie A. Taki wynik
znacznie bardziej odpowiada preferencjom decydenta, gdyz wlasnie ten punkt wska-
zuje optimum czastkowe dla najwazniejszego kryterium. Ponadto odlegto$¢ miedzy
wierzchotkiem A (optimum dla kryterium (01)) a wierzchotkiem D (optimum dla
kryterium (03)) jest zdecydowanie krotsza anizeli odleglos¢ miedzy wierzchotkiem
A a wierzcholtkiem C (optimum dla kryterium (02)), a to z kolei pokazuje, ze
w przypadku metakryteriow konstruowanych na podstawie drugiej formuly tatwiej
jest (cho¢ pewnie nie zawsze) doszukac¢ si¢ zwigzku migdzy wagami przyjetymi dla
poszczegblnych kryteridw a ostatecznym rozwigzaniem.

Reasumujgc, czwarty mankament analizowanej metody wiqgze sie z tym, Ze
w niektorych przypadkach wprowadzenie celow minimalizowanych do mieszanych
funkcji metakryterium powoduje jedynie proporcjonalne obnizenie wartosci wag przy
poszczegolnych zmiennych, lecz nie zmienia istotnie nachylenia pierwotnej izokwanty
dla tej funkcji ani jej kierunku optymalizacji. Zatem nawet przy relatywnie wysokich
wagach ustalonych dla takich kryteriow nie ma szansy na uzyskanie planu bliskiego
ich optymalnym rozwigzaniom czgstkowym. W takiej sytuacji kryteria minimalizowa-
ne sq niejako dyskryminowane.

7. Mankament piaty

Jak juz wspomnieli$my, metakryteria mozna (a nickiedy nawet trzeba) formutowac
na podstawie wzoru (2). Dotychczas stwierdzilismy, Zze stosowanie tego wlasnie
wzoru moze prowadzi¢ do mniejszych rozbieznosci migdzy deklarowanymi uzytecz-
nosciami kryteriow czastkowych a koncowymi wynikami. Zauwazmy jednak, ze to
drugie podejscie rowniez nie jest pozbawione wad. Rozwazmy ostatni juz przyktad:

Przyklad 4

(01) -x, + 5 x, — max
(02) 150 x + 100 x, — max
» 2 x 4+ 5 x, <20
2 5 x + 2 x, < 40
3) X, > 0

Przyjmijmy, Ze oba kryteria sg tak samo wazne. Na rysunku 4 pokazano ZRD
(uwaga! zmienna x, moze przyjmowac¢ dowolne wartosci) oraz izokwanty dla celow
czastkowych.

Kryteria wyrazono w réznych skalach, zatem konstruujagc metakryterium, z pew-
noscig skorzysta¢ nalezy z formuty (2). Teraz powinni$my wybra¢ wzory pozwalaja-
ce przeksztatci¢ kryteria na kryteria znormalizowane. Okazuje si¢, Ze niemozliwe jest
zastosowanie:

— I grupy (wzory (3) i (4)), gdyz w analizowanym zbiorze rozwigzan kryteria
moga przyjac ujemne wartosci,
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Rys. 4. Optima czastkowe (przyktad 4)

Zrbdto: opracowanie wiasne.

— II grupy (wyrazenia (5) i (6)), poniewaz parametry m; w przypadku obu celow
sg nieokreslone (ZRD jest otwarty w kierunku minimalizacji kryteriow)!
Reasumujqc, pigty mankament metakryterium polega na tym, zZe w przypadku

niektorych problemow decyzyjnych sformutowanie tej zagregowanej funkcji jest nie-
wykonalne. Nie ma bowiem mozliwosci zapisania metakryterium, gdy wystgpiq jed-
noczesnie nastepujgce ograniczenia: a) cele przedstawione sq w roznych jednostkach
bgdz skali, b) kryteria mogq przyjmowac ujemne wartosci w zbiorze rozwigzan do-
puszczalnych, c) parametry my lub My sq nieokreslone.

8. Mankamenty metakryterium wymieniane
w literaturze Swiatowej

Na koniec warto zwroci¢ uwage na to, jak metakryterium jest postrzegane w literatu-

rze zagranicznej. Wsrdd najpowazniejszych mankamentow metakryterium, sygnali-

zowanych w artykutach obcojezycznych, wymienia si¢:

— mozliwo$¢ wystgpienia globalnie niewypuktego zbioru Pareto [Das, Dennis
1997],

— mozliwos¢ wystgpienia maksymalizowanej niewklestej lub minimalizowane;j
niewypuktej funkcji metakryterium,

— trudno$ci zwigzane z doborem wag dla poszczegélnych kryteriow zwtlaszcza
woweczas, gdy cele nie sg pordwnywalne [Messac, Mullur 2007],
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— ryzyko pomini¢cia niektorych rozwigzan Pareto-optymalnych w przypadku
generowania zbioru Pareto dla liniowych funkcji metakryterium [Arora 2007],

— niemozno$¢ ustalenia konkretnego rozwigzania kompromisowego w punkcie
znajdujacym si¢ miedzy optimami czastkowymi w przypadku liniowych funk-
cji celu dla poszczegodlnych kryteriow’.

Poza ostatnig kwestig niedoskonato$ci metakryterium, na ktoére zwracajg uwagge
autorzy zagraniczni, dotyczg innych aspektow anizeli te, na ktorych skoncentrowano
si¢ w pracy. Moze to wynika¢ m.in. z tego, ze autorzy literatury $swiatowej rzadko
wykorzystujg metakryterium do ustalania konkretnego rozwigzania kompromisowe-
g0. Stosowane jest ono raczej jako narzedzie do generowania catego zbioru rozwia-
zan Pareto-optymalnych®.

Opracowano juz sporo roznych alternatywnych procedur, ktére zdaniem ich
tworcOw nie pociagaja za sobg zaobserwowanych utrudnien lub je znaczgco ograni-
czajg. W literaturze $wiatowej za metody lepsze od pierwotnej wersji metakryterium,
lecz zachowujace jego gtdéwne zalozenia, uznaje si¢ m.in:

— compromise programming AOF (metoda ta ma zastosowanie takze wowczas,
gdy zbior Pareto jest wklesty, ale problem doboru wielkosci parametrow nadal
istnieje),

— weighted min-max method (jej dwie podstawowe wady to ucigzliwy dobor pa-
rametrOw oraz nierézniczkowalnos$¢ funkcji),

— goal programming (programowanie celowe, w ktorym odchylenia ,,in plus” i
,in minus” od pozadanego wyniku kryterium czastkowego sg niestety trakto-
wane rownorzednie),

— physical programming (w ktérym definiowanie wag celow czastkowych jest
zbedne) [Messac i in. 1996].

Powyzsze metody nie sg jednak do konca kompletng odpowiedzig na mankamen-
ty metakryterium zilustrowane w rozdziatach 3—7 niniejszej pracy. Dlatego w na-
stepnym rozdziale zaproponowane zostanie zupelnie nowe podejscie.

9. Proba udoskonalenia metody

Biorac pod uwage zaprezentowane wady omawianej metody, podejmijmy probe
zmodyfikowania metakryterium w taki sposob, aby jego pierwotne zalozenia zostaty
zachowane 1 aby bylo ono pozbawione dostrzezonych ograniczen. Przyjrzyjmy si¢
ponizszemu modelowi:

5 Autorzy pracy [Grodzevich, Romanko 2006] zaznaczajg jednak, Ze jezeli zamiast metody sim-
pleksowej wykorzysta si¢ inne procedury (zob. np. metoda punktu wewnetrznego lub wprowadzenie
kwadratowych funkcji celow czastkowych), to znalezienie jednego konkretnego rozwigzania mi¢dzy
optimami czastkowego jest mozliwe.

6 Zobacz http://en.wikipedia.org/wiki/Multiobjective_optimization oraz [Collette, Siarry 2008;
Cotrutz i in. 2001, s. 4; Messac i in. 2000; Messac, Mattson 2003; Sharaf, EI-Gammal 2009].
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(0) y > max
M hx)=y
2) h(x)=zw,y k=2,.,K
(3) xeZRD,y €[0,1],
gdzie: y — minimalny gwarantowany stopien realizacji kryterium o najnizszym
znaczeniu ( y €[0,1]),
hi(x)— stopien realizacji k-tego kryterium,

wy — waga k-tego celu,
K — liczba kryteridow czastkowych waznych dla decydenta.

Uwaga, tym razem stopien realizacji wyznaczamy nieco inaczej. Wzory (7) i (8)
obowiazuja odpowiednio dla kryterium maksymalizowanego i minimalizowanego.

=L

)
e Ty
) = 2L, ®)

gdzie: m*, M*, — warto$¢ k-tego kryterium w najmniej korzystnym dla niego punk-
cie, wskazujacym optimum czastkowe dla innego celu.

Przetestujmy zaproponowang modyfikacje metody, analizujac przyktad 5 (zob.
rys. 5). Niech wagi wynosza w; =4, wo =1, w; = 3.

Rys. 5. Optima czastkowe (przyktad 5)

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Przyklad S
(01) x, +5x, > max
(02) 5x;, + x, — max
(03) 3x, +2x, > max
1 2x,+5x, < 20
(2) 5x, +2x, < 40
3 x, x 0

W tabeli 5 podano wartosci funkcji celu poszczeg6élnych kryteriow w punktach
stanowigcych optima czastkowe.

v

Tabela 5. Wartosci kryteriow czastkowych w punktach A, B i C (przyktad 5)

Punkty\wartosci kryteriow Kryterium (01) Kryterium (02) Kryterium (03)
A =0,x=4) 20 (najlepiej) 4 (najgorzej) 8 (najgorzej)
B (x; = 160/21, x, =20/21) 260/21 =12,38 820/21 = 39,05 520/21 =24,76
(najlepiej)
Cx =8,x=0) 8 (najgorzej) 40 (najlepiej) 24

Zrédlo: opracowanie wiasne.
Model pozwalajacy wyloni¢ rozwigzanie kompromisowe przyjmie nastgpujgca
postac.

(0) y —> max
(%, +5x,)—-8 S

1 >4
@ 208 y
2) (5x1+x2)—4>
40-4 B
3x, +2x,)—8
— =8
21

(4) 2x, +5x, <20
(5) 5x, +2x, <40
(6) xla xz 205 yE[O,l]

W warunkach (1)—3) skorzystano z formuty (7), gdyz wszystkie trzy rozpatry-
wane cele sg maksymalizowane, przy czym warto$ci parametrow m™*; zaczerpnigto
z tab. 5.

Punkt kompromisowy (E) zaznaczono na rys. 5, a dane dotyczace rozwigzania
kompromisowego zebrano w tab. 6. Wynika z nich, ze minimalny stopien realizacji
najmniej waznego kryterium (02) wynosi przynajmniej 17% (v = 0,169), a faktycznie
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jest on rowny 49,5%. Pozostale kryteria uzyskaty stopnie realizacji na poziomie 68%
(cel 1.)151% (cel 3.). Ograniczenia (1) i (3) sg wigzace.

Tabela 6. Informacje o rozwigzaniu kompromisowym (przyktad 5)

Rozwigzanie kompromisowe Kryterium (01) | Kryterium (02) Kryterium (03)
E (x; =3,87,x,=2,45,y=0,169) 16,13 21,81 16,52

Stopnie realizacji kryteriow
(tj. wartosci lewych stron pierwszych 0,6774 0,4946 0,5081
trzech warunkow)

Wartos$ci prawych stron warunkow 0,6774 0,1694 0,5081

Zrodto: opracowanie wlasne.

Zanim wyciggniemy wnioski dotyczace zaproponowanej procedury, warto prze-
analizowac jeszcze jeden, bardziej ztozony, problem (przyktad 6), w ktorym to kryte-
ria bedg miaty r6zne kierunki optymalizacji, zmiennych decyzyjnych bedzie wigcej 1
bedg mogly one przyjmowac takze wartosci ujemne. W tabeli 7 znajdujg si¢ warto$ci
kryteridow czastkowych dla interesujacych nas punktow.

Przyklad 6
(01) x;, —=3x, + x; +4x, > max
(02) 5x, +2x, + 6x; + 0x, — min
(03) 3x; —4x, + 5x; + x, —> max
@ 2x, +5x, +10x; + x, < 100

2) x +3x,+ x; +7x, < 80
3) 3x, + x, + 3x; +2x, =2 =50
4 Xy, Xy > 0

Tabela 7. Wartosci kryteriow czastkowych w punktach A, B i C (przyktad 6)

Punkty Kryterium (01) Kryterium (02) Kryterium (03)
A 66,1538 (najlepie;j) 238,4615 147,6923
B 34,2105 —134,2110 (najlepiej) —65,2632 (najgorzej)
C —-1350 (najgorzej) 1250 (najgorzej) 350 (najlepiej)

Zrbdto: opracowanie wiasne.

Jezeli przyjmiemy, ze wagi wynosza odpowiednio 1, 2, 4, to ostateczne zadanie
bedzie mialo nastepujaca postac:
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(0) y > max

I (%, =3x, +x;, +4x,)—(-1350) S
66,1539 —(-1350)

1250 —(5x, +2x, + 6x;) S

1250 — (-134,21)
3) (3x, —4x, +5x; + x,) — (-65,26) >4y
350 —(-65,26)

4) 2x,+5x, +10x; +x, <100

(5) x, +3x, +x;+7x, <80

(6) 3x, +x,+3x, +2x, 2-50

(7) x,,x,20,ye[0,1]

(2

Tabela 8. Informacje o rozwiazaniu kompromisowym (przyktad 6)

Rozwiazanie kompromisowe Kryterium (01) | Kryterium (02) | Kryterium (03)
E (11 =146,18,x, =0, %, =0, x,=~192,37, ~623,289 730,9211 246,1842
y=0,1875)
Stopnie realizacji kryteriow
(tj. warto$ci lewych stron pierwszych trzech 0,513158 0,375 0,75
warunkow)
Wartos$ci prawych stron warunkow 0,1875 0,375 0,75

Zrbdto: opracowanie wiasne.

W tabeli 8 zamieszczono wyniki dotyczace rozwigzania kompromisowego. Wy-
nika z nich, ze minimalny stopien realizacji najmniej waznego kryterium (01) wynosi
przynajmniej 18,75% (y = 0,1875), a faktycznie jest on réwny 51,32%. Pozostate
kryteria uzyskaly stopnie realizacji na poziomie 37,5% (cel 2.) i 75% (cel 3.). Ogra-
niczenia (2) 1 (3) s3 wigzace.

10. Podsumowanie

Niniejsza praca miata na celu zdiagnozowanie ograniczen metakryterium jako jedne;j
z metod stosowanych w ciaglej optymalizacji wielokryterialnej oraz zaproponowanie
pewnych modyfikacji w pierwotnej procedurze, dzigki ktorym bedzie ona pozbawio-
na zaobserwowanych wad.

Przyjrzyjmy si¢ wprowadzonym zmianom i przeanalizujmy ich konsekwencje.

Po pierwsze, oryginalna metoda dopuszcza formutowanie metakryterium na roz-
ne sposoby, w zaleznosci od tego, czy kryteria wyrazone sa w tej samej skali, tej
samej jednostce oraz czy cele moga przyjmowac w rozpatrywanym zbiorze rozwig-
zan warto$ci ujemne. Zauwazmy jednak, ze w niektorych przypadkach istnieje kilka
poprawnych mozliwos$ci zapisania funkcji metakryterium, a kazdej z nich moze od-
powiada¢ inny rezultat koncowy! Fakt ten wprowadza spore zamieszanie w procesie
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podejmowania decyzji. Tymczasem w rozdziale 9 zaprezentowano tylko jeden, uni-
wersalny sposob generowania planu kompromisowego. Ujednolicenie metody nalezy
potraktowac jako istotne udogodnienie, gdyz w nowej wersji zawsze uzyskamy do-
ktadnie jedng odpowiedz i nie bedziemy mieli watpliwosci, ktory sposob w danym
przypadku jest najbardziej odpowiedni.

Po drugie, stosowanie pierwotnej procedury czesto prowadzi do otrzymywania
planow, ktore nie odzwierciedlajg przyjetych przez decydenta wag dla poszczeg6l-
nych kryteriow. W zmodyfikowanej metodzie wazno$¢ celow jest bardziej widoczna
w ostatecznym rozwigzaniu. Najmniej wazne kryterium uzyskuje stopien realizacji
réwny co najmniej y, natomiast pozostate cele osiagaja stopnie realizacji wynoszace
nie mniej niz wyy. Warunki (1)—(2) w modelu og6lnym podanym w rozdziale 9 nie
moga by¢ zapisane w postaci rownan, gdyz w takiej sytuacji analizowane problemy
bylyby najczgséciej sprzeczne. Tu warto zwroci¢é uwage na jedng kwestie. Otoz
w przykladzie 5 hierarchia faktycznych stopni realizacji kryteriow czastkowych jest
adekwatna do zadeklarowanych wag (por. 0,6774; 0,4946; 0,5081 i wagi 4, 1, 3).
Natomiast w przyktadzie 6 kryterium najmniej istotne (cel 1.) zdobylo wartos¢ wyz-
szg anizeli kryterium od niego wazniejsze (por. 0,5131; 0,375; 0,75 i wagi 1, 2, 4).
Takie sytuacje mogg mie¢ miejsce, gdy w zbiorze rozwigzan dopuszczalnych opti-
mum czastkowe mato znaczacego kryterium znajduje si¢ stosunkowo blisko punktu
wyznaczajacego najlepsze rozwiazanie dla celu uznanego przez decydenta za naj-
wazniejszy.

Po trzecie, wprowadzone zmiany umozliwiajg wskazanie planu kompromisowe-
go niekoniecznie w wierzchotku ZRD, lecz np. w konkretnym punkcie jego brzegu
(zob. przyklad 5), a nawet w srodku wspomnianego zbioru (zob. przyklad 6). Dzieje
si¢ tak w przypadku zadan z przeciwstawnymi kryteriami czastkowymi! Z kolei
pierwotna metoda jest tak opracowana, ze decydent, dla zbioru bardzo zréznicowa-
nych kombinacji wag kryteriow, moze uzyskiwa¢ zawsze to samo rozwigzanie.

Po czwarte, w oryginalnej wersji metakryterium istnieje ryzyko otrzymania, dla
danej kombinacji wag, zbioru zupelie réznych, ze wzgledu na stopnie realizacji
poszczegbdlnych celow, rozwigzan. Stosujac nowe podejscie, uzyskamy zawsze mato
liczny (najczesciej jednoelementowy) zbior decyzji o zblizonej charakterystyce.

Po piate, dzigki formutom (7) i (8) metoda znajduje zawsze zastosowanie, tzn.
nawet wowczas, gdy zbior rozwigzan dopuszczanych jest otwarty w kierunku mini-
malizacji (maksymalizacji) kryterium maksymalizowanego (minimalizowanego).

Po szoste, warto zauwazy¢, ze w rozdziale 9 zaproponowano maksymalizacje
minimalnego gwarantowanego stopnia realizacji najmniej istotnego kryterium. Gdy-
by$my jednak postanowili maksymalizowaé¢ warto$¢ y dla innego celu ($rednio istot-
nego lub nawet najwazniejszego), odpowiednio zmieniajac parametry wy dla pozosta-
tych celow, to nie mialoby wplywu na uzyskane rozwigzanie kompromisowe.

Nowa procedura szukania rozwigzania kompromisowego nie zaktada formuto-
wania metakryterium w postaci zagregowanej funkcji stanowiacej sumg ($rednia)
wazong wszystkich kryteriow czgstkowych, zatem mozna sobie zada¢ pytanie, czy
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ma ona jeszcze cokolwiek wspolnego z pierwotng metoda. Jednak mimo wprowa-
dzenia do$¢ istotnych zmian, zaproponowany sposob zachowuje podstawowe zato-
zenia metakryterium, czyli mozliwo$¢ okreslenia znaczenia, jakie dla decydenta
maja poszczegodlne cele, oraz mozliwos¢ normalizowania poprzez stopnie realizacji
nieporownywalnych kryteriow czastkowych.
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THE AGGREGATE OBJECTIVE FUNCTION IN THE
CONTINUOUS VERSION OF THE MULTICRITERIA
OPTIMIZATION - ANALYSIS OF THE SHORTCOMINGS
OF THE METHOD AND ATTEMPT AT IMPROVING IT

Summary: The aggregate objective function (AOF) is one of the methods applied in the
discrete and continuous version of the multiobjective optimization. In the first case the pro-
cedure is used to prepare ratings. In the other one it finds application in the setting of a com-
promise solution or in the Pareto front searching. The AOF comes very offen in useful in
practical discrete problems and gives then quite reasonable results. Nevertheless in the con-
tinuous version the application of the AOF as a compromise solution searching tool may
lead to controversial answers. The author illustrates by means of numerical examples the
shortcomings of the method and presents a new approach which allows to solve any mul-
ticriteria problem and to obtain more logical answers.

Keywords: meta-criterion (weighed sum of objective functions), continuous version of the
multi-objective optimization, compromise solution, implementation degrees.



