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ZASTOSOWANIE PRAWIE DOMINACJI
STOCHASTYCZNYCH W KONSTRUKCJI
PORTFELA AKCJI

Streszczenie: Poszukiwanie dobrych zasad decyzyjnych stanowi podstawowy kierunek ba-
dan nad problematyka podejmowania decyzji, w tym decyzji inwestycyjnych. Powszechnie
akceptowanymi i zarazem obiektywnymi zasadami wyboru sa zasady dominacji stocha-
stycznych. W pracy zaproponowano model wyboru portfela akcji z uwzglednieniem warun-
ku prawie dominacji stochastycznych. Model ten zastosowano do konstrukeji portfela akcji
notowanych na GPW w Warszawie.

Stowa kluczowe: dominacje stochastyczne, prawie dominacje stochastyczne, portfel akcji.

1. Wstep

Idea dominacji stochastycznych pojawita si¢ po raz pierwszy juz w XVIII wieku,
kiedy Daniel Bernoulli zasugerowal poréwnywanie losowych wynikow przez zasto-
sowanie koncepcji oczekiwanej uzytecznosci. Zasady dominacji stochastycznych
oparte na funkcji dystrybuanty wprowadzili w matematyce Mann 1 Whitney [1947]
oraz Lehmann [1955], w ekonomii za$ Quirk i Saposnik [1962], Hadar i Russel
[1969], Hanoch i Levy [1969] oraz Rothschild i Stiglitz [1970, 1971].

W teorii portfela jednym z najpowszechniejszych kryteriow stosowanych w wy-
borze wariantow inwestycyjnych jest reguta dochod-ryzyko M-V (Mean—Variance).
Jednak reguta ta, podobnie jak reguty dominacji stochastycznych (w ich tradycyjnym
rozumieniu), nie rozstrzyga wielu wydawaloby si¢ oczywistych wyborow. W takich
przypadkach zasadne staje si¢ stosowanie ,,ztagodzonych” regut dominacji stocha-
stycznych w postaci prawie dominacji stochastycznych ASD (Almost Stochastic
Dominance). Celem pracy jest konstrukcja modelu wyboru portfela akcji uwzgled-
niajacego warunki prawie dominacji stochastycznych oraz jego zastosowanie do
wyboru portfela akcji notowanych na GPW w Warszawie.
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2. Prawie dominacje stochastyczne

Dominacje stochastyczne umozliwiajg podzial losowych alternatyw na zdominowane
iniezdominowane. Rozwazmy dwie inwestycje (dwa portfele) X i ¥ wraz
z odpowiadajacymi im funkcjami dystrybuanty stop zwrotu F, i F, oraz zbior §
stanowigcy taczny zbior realizacji zmiennych losowych Xi Y.

FSD: Inwestycja X dominuje ¥ w sensie dominacji stochastycznej pierwszego
stopnia, co zapiszemy XFSDY wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego » € S zacho-
dzi nieréwnos$¢ F, (r)—F,(r)<0 oraz przynajmniej dla jednej wartosci r € S za-
chodzi F, (r)-F,(r)<0.

SSD: Inwestycja X dominuje ¥ w sensie dominacji stochastycznej drugiego
stopnia, co zapiszemy X SSDY wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego re S
zachodzi nieréwno$¢ F{(r)—F”(r)<0 oraz przynajmniej dla jednej war-

tosci reS zachodzi F(r)-F?(r)<0 gdzie F®(r)= J' F,(t)dt,
FP(r)=[F@at'.

A

11 - o o o o O o O o

B
~

0,01 -

>
INCYRE PR I UG U U U —

v

100
Rys. 1. Wykres prawdopodobienstw skumulowanych Fyi Fy

Zrodlo: opracowanie wiasne.

! Dla rozkladow dyskretnych, wartosci F(r) oraz F”(r) sa skumulowanymi warto$ciami
dystrybuant (sumami skumulowanych prawdopodobienstw).
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Kryteria dominacji stochastycznych, podobnie jak zasady M-V, nie zawsze po-
trafig uchwyci¢ intuicyjne wybory wigkszosci ,,rozsadnych” inwestoréw, co pokazu-
je nastgpujacy przyktad: inwestycja X to zysk 1 zt z prawdopodobienstwem 0,01
i 100 zt z prawdopodobienstwem 0,99, inwestycja Y za$ to pewny zysk wynoszacy
2 zk. Wykresy odpowiednich prawdopodobienstw skumulowanych przedstawiono na
rys. 1.

Chociaz inwestycja X nie dominuje inwestycji ¥ ani w sensie dominacji pierw-
szego, ani drugiego stopnia, wigkszo$¢ ,,rozsadnych” inwestorow (jesli nie wszyscy)
bedzie preferowa¢ X nad Y. Ponadto obszar A odpowiadajacy przedziatowi, w kto-
rym inwestycja ¥ dominuje X, jest bardzo maty w stosunku do obszaru B odpowiada-
jacego przedziatowi, w ktorym inwestycja X dominuje ¥ w sensie dominacji stopnia
pierwszego. Mozna by wigc powiedzie¢, ze inwestycja X ,,prawie” dominuje inwe-
stycje Y w sensie dominacji stochastycznej stopnia pierwszego.

Rozwazajac podobne przyktady, Leshno i Levy stwierdzili, ze zasady dominacji
stochastycznych sg niepotrzebnie az tak rygorystyczne, i zaproponowali w 2002 roku
pewne ,,ztagodzenie” warunkow dominacji stochastycznych w postaci koncepcji
prawie dominacji stochastycznych LL-ASD (Leshno Levy-Almost Stochastic Domi-
nance) [Leshno, Levy 2002].

LL-AFSD: Inwestycja X dominuje inwestycje Y w sensie LL-prawie dominacji
stochastycznej stopnia pierwszego LL-AFSD wtedy i tylko wtedy, gdy

[(F ()= F(r)dr <[ Fy (1) = Fy (r) | dr,

s, s

gdzie § jest lacznym zbiorem realizacji zmiennych losowych X i Y oraz
S, ={reS:F,(r)<F,(r)}.

LL-ASSD: Inwestycja X dominuje inwestycje Y w sensie LL-prawie dominacji
stochastycznej stopnia drugiego LL-ASSD wtedy i tylko wtedy, gdy

[ (Fe(r) = Fy (m)dr < 8[| Fy (r) = Fy (r) | dr,

gdzie § jest tacznym zbiorem realizacji zmiennych losowych X i Y oraz
S,={reS :F?(r)<F®r)}.

W przedstawionym wczesniej przyktadzie X nie dominuje Y w sensie dominacji
pierwszego ani drugiego stopnia, jednak dominuje Y w sensie LL-AFSD dla
£ ~0,000103. Warunki prawie dominacji stochastycznych Leshno i Levy’ego moga
by¢ z latwoscia wykorzystane w sytuacji, gdy bada si¢ istnienie relacji dominacji
pomigdzy danymi portfelami, jednak znalezienie za ich pomoca portfela dominuja-
cego dany portfel (w sensie LL-ASD) w nieskoniczonym zbiorze mozliwych portfeli
moze by¢ praktycznie niewykonalne. Fakt ten przyczynit si¢ do zaproponowania
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przez Lizyayeva nastepujacych definicji prawie dominacji stochastycznych [Lizy-
ayev 2010]:

AFSD: Inwestycja X dominuje Y w sensie prawie dominacji stochastycznej
pierwszego stopnia, co zapiszemy X AFSD Y wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
r € § zachodzi nierownos¢ F, (r)—F,(r)<e.

ASSD: Inwestycja X dominuje ¥ w sensie prawie dominacji stochastycznej
drugiego stopnia, co zapiszemy X ASSD Y wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
r € S zachodzi nieréwno$é¢ F\”(r)— F? (r)<e.

Lizyayev proponuje takze nastgpujace rownowazne warunki prawie dominacji
stochastycznej odpowiednio pierwszego i1 drugiego stopnia:

Twierdzenie 1. Zmienna losowa X dominuje zmienng losowa Y w sensie prawie
dominacji stochastycznej pierwszego stopnia wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje nieu-
jemna zmienna losowa Z taka,ze E(Z)<¢& i X +Z dominuje Y w sensie FSD.

Twierdzenie 2. Zmienna losowa X dominuje zmienng losowg ¥ w sensie prawie
dominacji stochastycznej drugiego stopnia wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje nieu-
jemna zmienna losowa Z taka,ze E(Z)<¢& i X +Z dominuje Y w sensie SSD.

Twierdzenia te prowadza do bardzo czytelnej interpretacji wartosci &, jest to
najmniejsza warto§¢ sredniego zwrotu zmiennej losowej Z, ktora nalezy doda¢ do
zmiennej losowej X, by ich suma dominowata dany portfel Y. W rozwazanym wczes-
niej przyktadzie X dominuje Y w sensie prawie dominacji stochastycznych AFSD dla
e=0,01.

3. Konstrukcja portfela akcji z uwzglednieniem warunku
prawie dominacji stochastycznych

Model optymalizacyjny z ograniczeniem w postaci warunku dominacji stochastycz-
nej stanowi atrakcyjne podejscie do problemu wyboru portfela akcji. Podstawowym
zatozeniem tego modelu jest istnienie portfela wzorcowego Y o skonczonej wartosci
oczekiwanej stopy zwrotu (moze to by¢ np. wybrany indeks gietdowy). Celem jest

znalezienie portfela R, o mozliwie najwigkszej oczekiwanej stopie zwrotu dominu-
jacego portfel wzorcowy Y .

Niech R, R,,..., R, oznaczaja losowe stopy zwrotu akcji 1, 2, ..., n stanowia-
cych potencjalne sktadniki szukanego portfela, przy czym zakladamy, ze
E[R_I.]<oo, j=12,..,n. Ponadto Wi, Wy, ooy W, €W, gdzie
W={weR":w +w,+..+w, =1, w, 20, j=1,2,..,n} oznaczaja udzialy

akcji 1,2,...,n w portfelu oraz R, = Rw, +R,w, +...+ R w, . Dla dominacji
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stochastycznych drugiego stopnia (SSD) model wyboru portfela R, mozna najog6l-
niej sformutowac w nastgpujacej postaci [Dentcheva, Ruszczynski 2003]:

max E[R,],

R,SSDY, (1)
weW.

W literaturze znalez¢ mozna kilka propozycji modeli ekwiwalentnych przy zato-
zeniu rozkladu dyskretnego zmiennych losowych Y oraz R, [Dentcheva, Rusz-

czynski 2003; Kuosmanen 2004].

Prostg posta¢ modelu (1) otrzymamy takze, zastgpujac warunek dominacji sto-
chastycznych drugiego stopnia warunkami rownowaznymi na podstawie twierdzenia,
ktore proponuje w swojej pracy Luedtke [2008].

Twierdzenie 3. Niech X i Y bedg zmiennymi losowymi skokowymi o rozkta-
dach odpowiednio Pr{X =x}=p,, dla i=12,..,m, Pr{Y =y }=gq,, dla
k=1,2,...,s. Zmienna losowa X dominuje zmienng losowg Y w sensie domina-
cji stochastycznej stopnia drugiego wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje macierz
n=[n,](i=1,2,...,m, k=1,2,..,5) spelniajaca warunki®:

Zykﬂik <X, i=12,..,m,

k=1

zmk =1 i=12,..,m,

P 2
Zpiﬂik =q, k=12,..s,

i=1

7w, 20 i=1,2,..mk=12,..,s.

Zastgpujac zmienng losowa X zmienna losowa R, oznaczajaca stopg zwrotu

portfela akcji oraz podstawiajac E(R,)= Z(Z ry.ij p,; (gdzie r; oznacza i-ta
i=1 \_j=1
realizacj¢ losowej stopy zwrotu R ), po uwzglednieniu warunkow (2), model wybo-

ru portfela (1) ma postac:

2 Zaktadamy takze bez straty ogdlnosci, ze y; < y» <... < y.
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i=1

z[sz%m
Jj=1

Zykﬂik <X, i=12,..,m,

k=1

Sz, =1 i=1,2,..m, 3)
k=1

Zpiﬁik =q, k=12,..s,

i=l1

m, 20 i=1,2,..mk=12,..,s,

weW.

Warunek dominacji stochastycznych (SSD) mozna zastgpi¢ warunkiem prawie
dominacji stochastycznych drugiego stopnia (ASSD) otrzymujemy wowczas model
[Lizyayev 2010]:

max E[R,],
R, ASSDY, 4
weW.

Z twierdzen 2 i 3 wynika nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 4. Niech X i Y bedg zmiennymi losowymi skokowymi o rozkta-
dach odpowiednio Pr{X=x}=p, dla i=1L2,.,m, Pr{Y=y,}=g¢q,, da
k=12,...,s. Zmienna losowa X dominuje zmienng losowag Y w sensie prawie

dominacji stochastycznej stopnia drugiego wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje macierz
r=[x,] (i=1,2,...,m, k=12,..,s) oraz nieujemna zmienna losowa Z

(Pr{Z=z}=p,, dlai=12,.., m) spetiajace warunki:

S
Zykﬂ'ik <x, +z i=12,....,m,
k=1

Zﬂik =1 i=12,..,m,

k=1

Zpiﬂ-ik :qk k =1> 27"'9 S, (5)
i=1

m

Zpizi <g,

i=1
7, 20 i=L2,..mk=12,..,s.
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Podstawiajac w modelu (4) w miejsce warunku prawie dominacji stochastycznej
warunki rownowazne (5), w ktorych zastgpiono zmienng losowg X zmienng losowa
R, , otrzymujemy:

m n
2| 2w b, —> max,
T\ /=1

n S
Z’CJW-"‘Z;_Z)’M% >0 i=12,..,m,
Jj=1 k=1

Z”ikzl i=12,...m,

k=1

m (6)
Zp/zik =q, k=12,..s,

i=1

Pz Se,

i=1

z,20 i=12,...,m,

7, =20 i=1L,2,...mk=12,..,s,

weW.

Rozwigzanie zadania optymalizacyjnego (6) polega na znalezieniu takich wartosci
elementow macierzy Z=[z,], i=1,...m, w=[x,), (i=12,...,m, k=12,..,5)
oraz w=[w;], by otrzyma¢ portfel o mozliwie najwigkszej oczekiwanej stopie zwro-

tu, jednoczesnie dominujacy portfel wzorcowy Y w sensie dominacji ASSD’.

W dalszej czeSci pracy przedstawiono przyktad zastosowania proponowanego
modelu do konstrukcji portfela akcji notowanych na GPW w Warszawie. Obliczajac
$rednie tygodniowe stopy zwrotu, wykorzystano notowania sze§ciu wybranych spo-
tek réznych branz z okresu 1.04.2010-31.03.2010, stanowigcych potencjalne sktad-
niki konstruowanego portfela. Jako portfel wzorcowy przyjeto indeks WIG. Przy
zalozonym rozktadzie rdwnomiernym, na podstawie modelu (6) wyznaczano udziaty
pigciu sposrod szesciu rozwazanych akcji, otrzymujac w ten sposob szes¢ portfeli
P1-P6. Wyniki obliczen zestawiono w tab. 1.

Wsrod otrzymanych portfeli portfel P1 dominuje portfel wzorcowy (WIG)
w sensie prawie dominacji stochastycznych stopnia drugiego (ASSD) dla
& = 0,000099, pozostate portfele dominujg portfel wzorcowy w sensie dominacji
stochastycznych stopnia drugiego (SSD). W przypadku wszystkich portfeli oczeki-
wana stopa zwrotu przewyzsza oczekiwang stopg zwrotu portfela wzorcowego row-
ng 1,000839.

? Proponowany model stanowi uogélnienie modelu prezentowanego w pracy Lizyayeva, zaklada-
jacego jednakowy rozktad prawdopodobienstwa dla zmiennych losowych Rpi Y [Lizyayev 2010].
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Tabela 1. Portfele dominujace portfel wzorcowy Y

Udziaty akcji w portfelu

Spotka P1 P2 P3 P4 P5 P6
ZYWIEC 0,2421 0,2338 0,2005 0,2411 0,6887
ING BSK 0,0277 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
PKO BP 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
COMARCH 0,1576 0,2504 0,2440 0,2504 0,3113
LOTOS 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
ELBUDOWA 0,8146 0,5075 0,5222 0,7995 0,5085
E(Rp) 1,001364 1,001399 1,001398 1,001255 1,001399 1,001279
£ 0,000099 0 0 0 0 0

Zr6dto: opracowanie wiasne.
4. Podsumowanie

Proponowany w pracy model jest prostym ujgciem problemu konstrukcji portfela
akcji z uwzglednieniem warunku prawie dominacji stochastycznych stopnia drugie-
g0. Moze by¢ on stosowany dla dowolnej (skonczonej) liczby akcji, przy zatozeniu
roznych skokowych rozktadéw szukanego portfela i portfela wzorcowego. Wykaza-
nie efektywnosci tego modelu wymaga¢ bedzie szerszych badan empirycznych
1 porownania uzyskanych wynikéw z wynikami dla innych metod wyboru portfela
akcji.
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APPLICATION OF ALMOST STOCHASTIC DOMINANCE
IN CONSTRUCTION OF PORTFOLIO OF SHARES

Summary: Seeking for good decision rules is basic field of research concerning decision-
making and especially investment decision-making. Well known and accepted rules of se-
lection are stochastic dominance rules. In the paper a model of share portfolio selection with
almost stochastic dominance condition is proposed. This model is applied in construction of
portfolio of shares quoted on Warsaw Stock Exchange.

Keywords: stochastic dominance, almost stochastic dominance, portfolio of shares.



