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Uniwersytet Ekonomiczny we Wrocławiu 

KONCEPCJA DOMINACJI PIERWSZEGO 
I DRUGIEGO RZĘDU W ANALIZIE WZORCA ZMIAN 
W ROZKŁADZIE DOCHODU1 

Streszczenie: Istotnym aspektem analizy zmian w rozkładzie dochodu jest określenie 
wpływu tych zmian na sytuację poszczególnych grup społecznych, w szczególności osób 
ubogich. Analizy tego typu mają na celu udzielenie odpowiedzi na pytanie, czy obserwowa-
ne zmiany w rozkładzie dochodu są korzystne dla danej grupy osób. Odpowiedź na to pyta-
nie zależy jednak nie tylko od zmian w rozkładzie dochodu, ale również od rodzaju mierni-
ka, zastosowanego do oceny wzorca zmian. W artykule porównane zostaną dwa sposoby 
oceny wzorca zmian – oparte na koncepcji dominacji stochastycznej odpowiednio I i II rzę-
du. Przedstawiona analiza pozwoli na wskazanie różnic w konstrukcji obydwu miar oraz na 
określenie, na ile wprowadzenie kompensacji jest w stanie doprowadzić do jednoznaczności 
uzyskanego wyniku. Empiryczna część artykułu przygotowana została na podstawie danych 
pochodzących z badania budżetów gospodarstw domowych za lata 1998–2008. 

Słowa kluczowe: wzrost sprzyjający ubogim, dominacja stochastyczna, rozkład dochodu. 

1. Wstęp 

Nierówność w rozkładzie zamożności stanowi element niezbędny do prawidłowego 
funkcjonowania gospodarki – inwestycje i rozwój wymagają akumulacji kapitału. To 
oczywiste stwierdzenie skłania jednak do zadania pytania o optymalny poziom nie-
równości. Na to pytanie nie ma już natomiast jednoznacznej odpowiedzi – zależy ona 
bowiem od tego, z jakiego punktu widzenia prowadzona jest analiza. Zbyt niski po-
ziom nierówności – mogący stanowić konsekwencję intensywnej redystrybucji – 
prowadzić może do ograniczenia tempa wzrostu. Z drugiej strony znacząca akumula-
cja prowadzić może do wykluczenia ekonomicznego znacznej części społeczeństwa  
i braku stabilności społecznej. Z tego względu poziom nierówności – zwłaszcza nie-
równości dochodowych, jako stosunkowo łatwo mierzalnych – jest jednym z syste-

                    
1 Artykuł powstał w ramach projektu badawczego nr N N112 380440, finansowanego ze środ-

ków Narodowego Centrum Nauki. 
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matycznie monitorowanych wskaźników, informujących o sytuacji w poszczegól-
nych krajach. Większość krajów podejmuje także aktywne działania redystrybucyj-
ne, których celem jest „naprawa” niedoskonałości rynku. Skierowane są one przede 
wszystkim na polepszenie sytuacji osób w najgorszej sytuacji, niekiedy jednak celem 
tego typu działań jest ograniczenie nierówności w całej populacji2. Działania tego 
typu, ze względu na ich koszt (konieczność transferów pieniężnych) oraz możliwy 
wpływ na tempo rozwoju, budzą wiele wątpliwości. Alternatywą dla prowadzenia 
polityki redystrybucyjnej staje się wtedy wspieranie wzrostu gospodarczego (co nie-
koniecznie musi oznaczać aktywną politykę gospodarczą państwa). W podejściu tym 
przyjmowane jest założenie, że wzrost gospodarczy prowadził będzie – przynajmniej 
w długim okresie – do polepszenia sytuacji osób ubogich.  

W praktyce oznacza to konieczność empirycznej weryfikacji, czy wzrost gospo-
darczy jest w stanie prowadzić do polepszenia sytuacji osób ubogich. Jeśli tak, 
wzrost taki określany będzie jako sprzyjający ubogim (pro-poor), a jego konsekwen-
cją będzie możliwość ograniczenia ingerencji państwa w rozkład zamożności (do-
chodu3) w społeczeństwie. Przeprowadzenie tego typu analizy wymaga jednak okre-
ślenia, jakiego typu zmiany można uznać za sprzyjające ubogim oraz jakie narzędzia 
wykorzystać do oceny charakteru zmian. 

Analizy wzorca zmian w rozkładzie dochodu dzielą się na dwie podstawowe 
grupy (por. np. [Duclos 2009]): bezwzględne i względne. Aby zmianę uznać za 
sprzyjającą ubogim w sensie bezwzględnym, wystarczy bezwzględne polepszenie 
sytuacji ubogich – sytuacja innych grup nie ma tu znaczenia. Tego typu analizy – tak 
samo jak w wypadku ubóstwa bezwzględnego – są najbardziej adekwatne w odnie-
sieniu do państw ubogich (por. np. [Ravallion i in. 2009, s. 163–164]), kiedy proble-
mem znacznej części populacji jest zapewnienie fizycznej egzystencji. W odniesieniu 
do państw bardziej zamożnych dużo większe znaczenie mają analizy względne, 
uwzględniające zmianę sytuacji ubogich na tle innych grup. Dlatego aby zmianę  
w rozkładzie dochodu uznać za sprzyjającą ubogim w sensie względnym, konieczne 
jest nie tylko zwiększenie dochodu ubogich, ale także polepszenie ich względnej 
sytuacji (w odniesieniu do reszty populacji).  

W kontekście aktualnej sytuacji Polski, w dalszej części artykułu uwaga skon-
centrowana zostanie na obszarze analiz względnych. Spośród wielu dostępnych na-
rzędzi, pozwalających na identyfikację wzorca wzrostu  (por. np. [Kakwani, Pernia 
2000; Ravallion, Chen 2003; Son 2004; Son, Kakwani 2008]), szczegółowo scharak-
teryzowane zostaną dwa – oparte na koncepcji dominacji stochastycznej odpowied-
nio I i II rzędu. Celem zaprezentowanej analizy porównawczej będzie ocena, na ile 
zastosowanie bardziej złożonych narzędzi pozwala na bardziej jednoznaczną identy-
fikację charakteru zmian w rozkładzie dochodów.  

                    
2 Taką funkcję spełnia na przykład progresywne opodatkowanie. 
3 W dalszej części mowa będzie o rozkładach dochodu, ponieważ informacje o jego wysokości są 

stosunkowo łatwe do porównania – zarówno pomiędzy jednostkami, jak i w czasie. Scharakteryzowane  
w dalszej części narzędzia mogą być jednak wykorzystane również do analizy innych zmiennych. 
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W kolejnym punkcie przedstawione zostaną metody oceny wzorca zmian w roz-
kładzie dochodów oparte na koncepcji dominacji stochastycznej. Następnie zapre-
zentowane zostaną wyniki oszacowań tych miar dla Polski. Wnioski dotyczące moż-
liwych obszarów zastosowania obydwu sposobów analizy przedstawione zostaną  
w ostatnim punkcie. 

2. Miary oparte na koncepcji dominacji stochastycznej 

Niech F1 oraz F2 oznaczają rozkład dochodu odpowiednio na początek i na koniec 
okresu. Dominacja stochastyczna n-tego rzędu rozkładu F2 nad F1 określona jest 
następująco [Fishburn 1980, s. 94]: 

 ( ) ( )( ) ( )
2 1 2 1 ,n n

SDnF F F x F x≥ ⇔ ≤   (1) 

gdzie ( )xF n)(  jest zdefiniowana rekurencyjnie w ten sposób, że 

( ) ( )( ) ( 1)

0

xn nF x F t dt−= ∫  i ( ) ( )(1)F x F x=  a ( )xF  oznacza dystrybuantę rozkładu. 

Dominacja stochastyczna I rzędu dana jest wtedy jako: 

( ) ( )xFxFFF SD 12112 ≤⇔≥ . 
Uwzględniając więc, że:  

( ) ( ) ( ) ( )1 1
2 1 2 1F x F x F p F p− −≤ ⇔ ≥  dla każdego [ ]0, 0;1x p> ∈ ,  

gdzie ( )pF 1−  jest funkcją odwrotną do dystrybuanty i oznacza kwantyl rzędu p roz-
kładu F, łatwo zauważyć, że: 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 1
2 11 1

2 1 1 2 1 1
1

0SD

F p F p
F F F p F p

F p

− −
− −

−

−
≥ ⇔ ≥ ⇔ ≥

  
dla ( )1

1 0.F p− >  (2) 

Prawa strona równoważności odpowiada definicji krzywej wzrostu dochodu (In-
come Growth Curve, Growth Incidence Curve; por. [Ravallion, Chen 2003, s. 94]) 
zdefiniowanej jako: 

 

( ) ( )
( )

1 1
2 1

1
1

( )
F p F p

p
F p

− −

−

−
Γ =  (3)

 
i oznaczającej zmianę w poziomie dochodu pomiędzy początkiem a końcem anali-
zowanego okresu na pozycji w rozkładzie dochodu określonej przez p. Dominacja 
stochastyczna rozkładu F2 nad F1 oznaczać więc będzie sytuację, w której dochody 
wzrosły dla dowolnego [ ]0;1 .p∈  Sytuacja taka oznacza w szczególności wzrost 
dochodów ubogich, stanowi zatem warunek wystarczający do określenia wzrostu 
jako sprzyjającego ubogim w sensie bezwzględnym.  
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Aby wzrost był sprzyjający ubogim w sensie względnym, Duclos [2009, s. 44] 
wymaga natomiast, by  

 
gp ≥Γ )( dla każdego *.p p≤   (4) 

Aby wzrost wśród ubogich był większy niż dla nieubogich, należy jednak sfor-
mułować dodatkowy warunek postaci: 

 
gp <Γ )( dla każdego *.p p>   (5) 

Oznacza to, że dla zadanego p*, oznaczającego odsetek ubogich w populacji, wa-
runkiem koniecznym zakwalifikowania zmiany w rozkładzie dochodu jako sprzyja-
jącej ubogim jest istnienie takiego g, aby obydwie nierówności były spełnione4. Dla-
tego monotoniczny spadek wartości )( pΓ  jest warunkiem wystarczającym zakwali-
fikowania zmiany jako sprzyjającej ubogim w sensie względnym – bez względu na 
to, czy )( pΓ  przyjmuje wartości dodatnie, czy nie. 

W długim okresie w sytuacji wzrostu gospodarczego warunek (2) jest często 
spełniony. Istnienie wartości g, spełniającej warunki (4) i (5), pozwalające na jedno-
znaczną identyfikację wzorca zmian w rozkładzie dochodów, jest natomiast w prak-
tyce dużo rzadsze. W takiej sytuacji jednoznaczna identyfikacja wzorca wzrostu 
wymaga sformułowania słabszych warunków. Jednym z możliwych rozwiązań jest 
wtedy odwołanie się do koncepcji dominacji stochastycznej drugiego rzędu5.  

Warunki (2), (4) i (5) oznaczają, że wymagane zależności muszą występować  
w każdym miejscu rozkładu dochodów. Zastąpienie dominacji stochastycznej pierw-
szego rzędu przez dominację drugiego rzędu oznacza natomiast dopuszczenie kom-
pensacji. Czy spadki (ewentualnie niedostatecznie wysokie wzrosty) w jednej części 
rozkładu mogą zostać skompensowane przez odpowiednio wyższe wzrosty w innej 
części – pozostaje niewątpliwie sprawą dyskusyjną. Jeśli jednak wprowadzenie moż-
liwości kompensacji pozwala na jednoznaczne wnioskowanie o charakterze zmian  
w rozkładzie dochodów, możliwość ta na pewno warta jest rozważenia. 

Dominacja stochastyczna II rzędu zdefiniowana jest jako: 

( ) ( )2 2 1 2 10 0

x x

SDF F F t dt F t dt≥ ⇔ ≤∫ ∫  dla każdego 0>x . 

Jednocześnie Thistle [1989, s. 5] (por. także [Kleiber 2008]) pokazał, że:  

( ) ( ) ( ) ( )1 1
2 1 2 10 0 0 0

x x p p
F t dt F t dt F t dt F t dt− −≤ ⇔ ≥∫ ∫ ∫ ∫   

dla każdego x > 0,  [ ]0;1 ,p∈  
przy czym prawa strona równoważności oznacza dominację w sensie uogólnionej 
krzywej Lorenza 
                    

4 Przeciwne zwroty nierówności, jednocześnie w warunkach (4) i (5), wskazują na zmiany nie-
sprzyjające ubogim. 

5 Ze względu na możliwość interpretacji uzyskanych wyników, w badaniach nad identyfikacją 
wzorca wzrostu nie stosuje się dominacji wyższego rzędu. 
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( ) ( ) ( ) ( )1 1
2 1 2 10 0

p p
F t dt F t dt GL p GL p− −≥ ⇔ ≥∫ ∫  dla każdego [ ]0;1p∈ . 

Dlatego dominacja stochastyczna II rzędu jest równoważna dodatniemu przyro-
stowi wartości uogólnionej krzywej Lorenza: 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 1
2 2 1 2 1

1

0SD

GL p GL p
F F GL p GL p

GL p
−

≥ ⇔ ≥ ⇔ ≥   

dla każdego [ ]0;1p∈ , ( )1 0GL p > . 
Podobnie jak w wypadku dominacji pierwszego rzędu, dla określenia zmiany ja-

ko sprzyjającej ubogim w sensie względnym konieczne jest, aby (por. wzory (4) i (5) 
oraz [Duclos 2009, s. 50]):  

 

( ) ( )
( )

2 1

1

( )
GL p GL p

p l
GL p

λ
−

= ≥ dla każdego *pp ≤   (6) 

 
oraz lp <)(λ dla każdego *pp > .  (7) 

Dodatnie wartości krzywej )( pλ
 
wśród ubogich nie oznaczają jednak zmiany 

sprzyjającej ubogim w sensie bezwzględnym. Dopuszczenie kompensacji sprawia, że 
warunek ten jest słabszy niż 0)( >Γ p . W wypadku dominacji drugiego rzędu nie 
jest bowiem, jak już wspomniano, konieczny wzrost w dowolnym punkcie rozkładu. 
Jeśli w jakimś miejscu pojawiłyby się jednak straty, musiałyby one zostać skompen-
sowane przez odpowiednio wyższy wzrost w obszarze dochodów niższych od tego, 
w którym wystąpiła wartość ujemna. Warunki (6) i (7) dopuszczają analogiczną 
kompensację.  

3. Identyfikacja wzorca zmian 

Jak już zaznaczono we wstępie, analizy wzorca zmian w rozkładzie dochodów mają 
bardzo duże znaczenie praktyczne. Od ich wyniku zależy m.in. ocena zasadności 
redystrybucji dochodów. Z tego względu, oprócz analiz różnic konstrukcyjnych  
i interpretacyjnych poszczególnych mierników, bardzo istotna jest empiryczna wery-
fikacja ich przydatności. Z punktu widzenia praktycznego wykorzystania wyników 
szczególne znaczenie ma możliwość udzielenia jednoznacznej odpowiedzi na pyta-
nie o wzorzec zmian w rozkładzie dochodu. 

Aby ocenić praktyczną przydatność scharakteryzowanych metod analizy, w dal-
szej części artykułu zaprezentowane zostaną przykłady oceny wzorca wzrostu do-
chodu. Analiza przedstawiona zostanie na podstawie danych o dochodach, pocho-
dzących z Badania Budżetów Gospodarstw Domowych, prowadzonego corocznie 
przez Główny Urząd Statystyczny. W badaniu uwzględnione zostaną dane z okresu 
1998–2008. W poszczególnych latach badanie obejmowało od 31 tys. do ponad  
37 tys. respondentów.  



Marek Kośny 116 

Z oryginalnego zbioru danych usunięte zostały rekordy, dla których dochód roz-
porządzalny był ujemny lub zerowy. Następnie nominalne dane o dochodzie rozpo-
rządzalnym zostały przekształcone w dochód ekwiwalentny. W tym celu – na pod-
stawie danych demograficznych – dla każdego gospodarstwa domowego obliczona 
została liczba jednostek ekwiwalentnych w ten sposób, że pierwszej osobie dorosłej 
przypisana została waga 1, kolejnej osobie dorosłej (lub dziecku powyżej 14 roku 
życia) – 0,5, natomiast każdemu dziecku (do 14 roku życia) – 0,3. Dochód ekwiwa-
lentny obliczony został jako iloraz dochodu rozporządzalnego i wartości skali ekwi-
walentności. 

Analiza wzorca zmian w rozkładzie dochodu przeprowadzona została dla kolej-
nych lat (rok do roku) oraz w dłuższych okresach, wyodrębnionych z punktu widze-
nia podobieństwa we wzorcu zmian. W pierwszym podokresie (lata 1998–2004) 
zmiany w poszczególnych latach sugerowały niekorzystny dla ubogich charakter.  
W drugim (2004–2008) odwrotnie – zmiany w rozkładach dochodu należałoby za-
kwalifikować jako raczej korzystne dla osób ubogich (ze względu na cel artykułu,  
w dalszej części zaprezentowane zostaną tylko wybrane wyniki). 

Na rysunku 1 przedstawione zostały krzywe odpowiadające koncepcji dominacji 
I i II rzędu dla pierwszego podokresu (1998–2004) oraz pierwszego roku (1998– 
–1999). 

 

1998- 
-2004 

 
 

1998- 
-1999 

  

Rys. 1. Krzywe ( )pΓ  i ( )pλ  w latach 1998–1999 oraz 1998–2004 

Źródło: opracowanie własne. 
 
W obydwu wypadkach wzrost wartości krzywej )( pΓ  nie był monotoniczny.  

W latach 1998–2004 odstępstwa od monotoniczności były jednak bardzo niewielkie. 
Pomiędzy rokiem 1998 a 1999 sytuacja wyglądała natomiast nieco inaczej. Przebieg 
funkcji był dużo bardziej zróżnicowany. Mimo to w obydwu wypadkach wskazanie 
grupy osób ubogich, którzy są w zdecydowanie gorszej (względnie) sytuacji w sto-
sunku do reszty populacji, nie stanowiło problemu. 
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W tym kontekście wykresy krzywej )( pλ , odzwierciedlającej koncepcję domi-
nacji II rzędu, nie wnoszą nic nowego do ogólnej oceny zmian w rozkładzie docho-
dów. Krzywe )( pλ  dla obydwu okresów rosną jednak monotonicznie, co ułatwia 
analizę i powoduje, że bez względu na rozmiar grupy wskazanej jako grupa o niż-
szych dochodach zmiany w rozkładzie dochodu zostaną zakwalifikowane jako nie-
sprzyjające ubogim. 

Zmiany o odmiennym charakterze zostały przedstawione na rys. 2. 
 

2004- 
-2008 

  

2000- 
-2001 

  

Rys. 2. Krzywe ( )pΓ  i ( )pλ  w latach 2000–2001 oraz 2004–2008 

Źródło: opracowanie własne. 
 
W żadnym z okresów nie można precyzyjnie określić wzorca zmian. Dotyczy 

to zarówno krzywych )( pΓ , jak i )( pλ  – mimo że te drugie są znacznie bardziej 
regularne. Dodatnie wartości krzywych )( pΓ  na rys. 2 oznaczają, że sytuacja ubo-
gich polepszyła się w kategoriach bezwzględnych (w okresach zaprezentowanych 
na rys. 1 pogorszyła się). Jednoznaczna ocena zmiany względnej nie jest już jednak 
możliwa. 

Przedstawione wyniki dotyczą oczywiście wybranych okresów i nie obejmują 
wszystkich możliwych przypadków. Pokazują jednak, w jaki sposób możliwość 
kompensacji, dopuszczonej w dominacji II rzędu, jest w stanie wpłynąć na interpre-
tację wyników empirycznych. W analizowanych rozkładach interpretacja wyników 
zarówno w wypadku dominacji I, jak i II rzędu była analogiczna. Niemniej jednak 
można oczekiwać, że zastosowanie dominacji II rzędu mogłoby doprowadzić do 
uzyskania bardziej jednoznacznych wyników w wypadku rozkładów o bardzo niere-
gularnych wartościach krzywej wzrostu dochodu. Prawdopodobieństwo uzyskania 
krzywej wzrostu dochodu o nieregularnym kształcie rośnie natomiast wraz ze skró-
ceniem okresu, który obejmuje analiza, oraz wraz ze spadkiem liczebności analizo-
wanej próby. 
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4. Podsumowanie 

Problematyka identyfikacji wzorca zmian w rozkładzie dochodów ma duże znacze-
nie praktyczne ze względu na konsekwencje obserwowanych zmian dla polityki 
społecznej państwa. Dlatego udzielenie jednoznacznej odpowiedzi na pytanie o wzo-
rzec wzrostu jest niekiedy bardzo pożądane – przede wszystkim wtedy, gdy ma to 
stanowić podstawę działań podejmowanych w zakresie redystrybucji dochodu.  
W takiej sytuacji, gdy obserwowana zmiana nie może zostać jednoznacznie zakwali-
fikowana jako sprzyjająca lub niesprzyjająca ubogim na podstawie krzywej wzrostu 
dochodów, w literaturze zaproponowane zostało wnioskowanie na podstawie słab-
szego warunku – dominacji II rzędu. 

Zastosowanie koncepcji dominacji II rzędu w miejsce dominacji I rzędu wiąże 
się jednak z nieco większą złożonością obliczeniową oraz dużo mniej intuicyjną 
interpretacją uzyskanych wyników. Jednocześnie dopuszczenie możliwości kompen-
sacji spadku (lub mniejszego przyrostu) dochodów w jednej grupie przez odpowied-
nio większy przyrost w innej grupie prowadzi do ograniczonej możliwości identyfi-
kacji grup faktycznych beneficjentów wzrostu gospodarczego. Wszystko to skłania 
do zadania pytania o zalety dominacji II rzędu w stosunku do dominacji I rzędu  
w badaniach empirycznych.  

W analizowanych w artykule wypadkach interpretacja wyników uzyskanych na 
podstawie analizy dominacji I i II rzędu była taka sama. I chociaż, jak zaznaczono 
wcześniej, mogą się pojawić sytuacje, w których dopiero kryterium oparte na domi-
nacji II rzędu będzie rozstrzygające, jednak w typowych warunkach użyteczność 
tego rozwiązania wydaje się ograniczona. Z tego samego powodu koncepcje domi-
nacji wyższych rzędów – jakkolwiek możliwe do zastosowania w obszarze analiz 
wzorca zmian w rozkładzie dochodu – z punktu widzenia zastosowań praktycznych 
nie wydają się stanowić interesującego obszaru badawczego.  
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FIRST AND SECOND-ORDER STOCHASTIC DOMINANCE  
IN ANALYSES OF INCOME GROWTH PATTERN 

Summary: One of the main aspects of the analysis of changes in income distribution is an 
assessment of influence of these changes on the situation of different groups in the society, 
paying particular attention to the poor. Such analyses are aimed at answering the question 
about pattern of growth – and the answer may depend on the measure applied. Among many 
methods of the identification of growth pattern that are proposed in the literature, very popu-
lar are those, based on the idea of first and second-order stochastic dominance. Comparison 
of these two methods will be presented in the paper. The analysis will indicate differences in 
construction of both measures and will try to answer the question about influence of com-
pensation – allowed by second-order dominance – on explicitness of results obtained. The 
empirical part of the paper is based on the data coming from Polish household budget survey 
for the period 1998-2008. 

Keywords: pro-poor growth, stochastic dominance, income distribution. 


