
Wydziaª Elektroniki

PRACA DOKTORSKA
Ak
elera
ja sprz�towadziaªa« arytmety
zny
hw algorytma
h o±wietlenia globalnegoTadeusz Tom
zak

sªowa klu
zowe:ukªady 
yfrowe, resztowe systemy li
zbowe,algorytmy o±wietlenia globalnego
krótkie stresz
zenie:Pra
a obejmuje szereg zagadnie« zwi¡zany
h ze sprz�tow¡ ak
elera
j¡algorytmów o±wietlenia globalnego w ukªada
h FPGAz u»y
iem arytmetyki resztowej.

Wro
ªaw 2007

Promotor: dr hab. in». Janusz Biernat, prof. P.Wr.



Spis treści

1 Definicja tematyki i cel pracy 12
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Wykaz oznaczén

i, j, k — liczba całkowita nieujemna

K — wektor kierunkowy prostej

O — punkt początkowy półprostej

A,A′,A′′,J,O′ — punkty w przestrzeniR3

E1,E2,T,Q,S — wektory w przestrzeniR3

(Ax, Ay, Az) — współrzędne punktu w przestrzeniR3

u, v — współrzędne barycentryczne

t — liczba rzeczywista

N — wektor normalny

I(A,A′) — natę̇zenieświatła przekazywanego z punktuA′ do punktuA

B(A),B — promienistósć w punkcieA, wektor promienistósci

E(A),E — promienistósć własna w punkcieA, wektor promienistósci

własnych

Fij,F — współczynnik konfiguracji pomiędzy płatamii, j, macierz

współczynników konfiguracji

ρ — współczynnik odbicia

P — macierz współczynników odbicia

ξi(A) — i–ta funkcja bazowa w punkcieA

Ξ — macierz splotu funkcji bazowych

n — liczba modułów w RNS

Mi — moduł w RNS

mi — liczba bitów reprezentacji binarnejMi

M — zakres dynamiczny RNS

m — liczba bitów reprezentacji binarnejM

R,T, U, V,W,X, Y, Z — liczby całkowite

H — suma iloczynów czę́sciowych

H,R,T,U,V,W,X,Y,Z — wektory binarne reprezentująceH,R, T, U, V,W,X, Y, Z

hi, ri, ti, ui, vi, wi, xi, yi, zi — i–ty bit wektoraH,R,T,U,V,W,X,Y,Z

Xi, Yi, Zi,Wi — resztyX, Y, Z,W moduloMi

Xi,Yi,Zi,Wi — wektory binarne reprezentująceXi, Yi, Zi,Wi

3



xi
j , y

i
j, z

i
j , w

i
j — j–ty bit wektoraXi,Yi,Zi,Wi

xi
k : j — pole bitowe wektoraXi zawierające bity o indeksach odj do k, gdzie

j ≤ k

a,b — wektory opisujące podział na pola wektorów wejściowychX∗,Y∗ układu

wytwarzania iloczynów czę́sciowych

d — wektor opisujący podział na pola wektora wejściowegoU reduktora mo-

dulo

ai, bi, di — współrzędne wektorówa,b, d

a(i), b(i), d(i) — indeksy najwẏzszych bitów i–tych pól zdefiniowanych przez wektory

a,b,d

X∗(i), Y∗(i), U(i) — wartósci zapisane nai–tych polachX∗,Y∗,U zdefiniowanych przez

ai, bi, di

x∗j:i — pole bitowe wektoraX∗ zawierające bity o indeksach odi doj, gdziei ≤ j

l — liczba dodatkowych składników sumowanych w jednostce arytmetycznej

σjk — iloczyn czę́sciowy (wynik mnȯzenia pól o wartósciachX∗(j), Y∗(k))

MSB(σjk) — indeks najwẏzszego bitu wektora binarnego reprezentującegoσjk

LSB(σjk) — indeks najni̇zszego bitu wektora binarnego reprezentującegoσjk

c — macierz definiująca sposób generowania iloczynów częściowych

cjk — element macierzyc definiujący sposób wytwarzania iloczynuσjk

χ(aj , bk) — funkcja okréslająca wartósci elementów macierzyc

Ĥ — zbiór szerokósci wektorów reprezentujących sumy iloczynów częściowych

Ψ — macierz opisująca kaskadę sumatorów w reduktorze modulo

Ψi — wektor opisującyi–ty poziom sumatorów w reduktorze modulo

ψi
j — rekord opisujący wektorj–tej sumy nai–tym poziomie reduktora modulo

Θ — macierz opisująca strukturę sumatora wstępnego

Θi — wektor opisującyi–ty poziom sumatora wstępnego

θi
j — rekord zawierający pełny opisj–tego sumatora nai–tym poziomie kaskady

sumatorów

Υ: {υ = (a,b, c)} — zbiór konfiguracji układu wytwarzania iloczynów częściowych i sumatora

wstępnego

D — macierz opisująca strukturę kaskady reduktorów modulo

4



Λ: {λ = (D)} — zbiór konfiguracji kaskad reduktorów modulo

Ω: {ω = (υ, λ)} — zbiór konfiguracji kompletnej jednostki arytmetycznej

Γ(k) — zbiór kompozycji liczbyk

Γi — wektor opisującyi–tą kompozycjęk

Fi — i–ty element ciągu Fibonacciego

α, β, µ, δ — liczby rzeczywiste

S — pole powierzchni

ϕ(k) — funkcja Eulera

g — generator grupy multiplikatywnej

P (Mi), HP (Mi) — okres i półokres potęg 2 moduloMi

AL, TL — obszar i opóźnienie komórki zawierającej jedną tablicę LUT wraz

z układami towarzyszącymi
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mację na izomorficzną grupę addytywną. . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . 155
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Wstęp

Modelowanie zjawisk fizycznych zachodzących w rzeczywistym świecie za pomocą maszyn cyfro-

wych ma niemal tak długą historię, jak same maszyny. Pocz ˛awszy od pierwszych „mózgów elek-

tronowych” u̇zywanych do obliczania trajektorii pocisków balistycznych, a kóncząc na najnowszych

badaniach nad kreowaniem rzeczywistości wirtualnej, podejmowane są nieustannie prace nad cyfro-

wym odwzorowaniem zjawisk zachodzących w istniejącymświecie. Poniewȧz zdecydowaną więk-

szósć informacji o otoczeniu uzyskujemy za pomocą wzroku, doskonałym przykładem jest tutaj gra-

fika komputerowa. Próby generowania metodami cyfrowymi obrazów jak najbardziej zbliżonych do

rzeczywistych widoków, nazywanychobrazami fotorealistycznymi, są przedmiotem intensywnych

prac od lat 80 dwudziestego wieku. Niestety, złożonósć modeli obliczeniowych wymaga maszyn o

ogromnej wydajnósci, niedostępnych w owym czasie. Dopiero od kilku lat postęp technologiczny w

dziedzinie wytwarzania układów scalonych wielkiej skali integracji oraz powstanie wydajnych algo-

rytmów obliczeniowych umȯzliwiły generowanie obrazów fotorealistycznych na szeroką skalę.

Wytworzenie obrazu fotorealistycznego wymaga zbudowaniamodeluświata, zwanegosceną, a

następnie symulowania rozkładu energiiświetlnej. Niestety, niezwykle skomplikowane opisy zjawisk

zachodzących podczas propagacji fal elektromagnetycznych wymuszają stosowanie uproszczonych

algorytmów obliczeniowych modelujących zjawiska zachodzące podczas propagacji i odbić światła.

Algorytmy te nazywane sąalgorytmami oświetlenia. Pierwszymi algorytmami stosowanymi w grafi-

ce komputerowej były algorytmy oświetlenia lokalnego (AOL), w których brano pod uwagę jedynie

wzajemne połȯzenie óswietlanego obiektu, źródłáswiatła oraz obserwatora. Ich zaletą był niski koszt

implementacji, natomiast uzyskiwany efekt pozostawiał wiele dożyczenia. Urządzenia wykorzystu-

jące AOL są do dziś u̇zywane na szeroką skalę w komercyjnych produktach.

Podstawową wadą AOL jest pominięcie wpływu oświetleniaświatłem rozproszonym i odbitym

od pozostałych elementów występujących na scenie. Powstały więc metody pozwalające na dosko-

nalsze modelowanie rozkładu energiiświetlnej. Algorytmy te, nazywanealgorytmami oświetlenia
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globalnego(AOG), wykorzystują aparat matematyczny pozwalający naopis zjawisk związanych z

wzajemnym óswietlaniem się obiektóẃswiatłem odbitym. Istnieją dwie podstawowe techniki two-

rzenia AOG: rekursywnésledzenie promieni (ang. recursive ray tracing) i metody energetyczne (ang.

radiosity). Pierwsza z nich wykorzystuje umowne promienieświatła, które podlegają wszystkim zja-

wiskom związanym z odbiciem, załamaniem i propagacją w różnych ósrodkach. Ideą metod energe-

tycznych jest potraktowaniéswiatła jako energii wymienianej pomiędzy powierzchniami obiektów na

scenie. Stosowany jest także szereg metod będących hybrydą obu pomysłów.

Główną zaletą AOG jest możliwość modelowania wielu zjawisk występujących wświecie rze-

czywistym, takich jak cienie, odbicia zwierciadlane, rozlewanie barwy czy załamaniéswiatła. Chóc

implementacje odpowiednich algorytmów charakteryzują się bardzo dobrą skalowalnością na ma-

szynach równoległych, to wymagają one ogromnych mocy obliczeniowych. Dotychczas opracowano

wiele implementacji AOG na ró̇znorodnych platformach, zaczynając od rozwiązań wyłącznie progra-

mowych, tak̇ze komercyjnych, poprzez klastry wieloprocesorowe, logikę rekonfigurowalną, proceso-

ry graficzne (ang.Graphic ProcessingUnit, GPU) aż do powstałych w ostatnim czasie procesorów

specjalizowanych. Największą wydajność oferują rozwiązania wykorzystujące wspomaganie sprzęto-

we, niestety są one bardzo kosztowne. Inne metody zapewniają zbyt niską wydajnósć dla zastosowán

interakcyjnych. Konieczne jest zatem poszukiwanie nowychtechnik akceleracji sprzętowej pozwala-

jących na zachowanie wysokiej wydajności przy niewielkich kosztach.

W ciągu ostatnich lat daje się zaobserwować znaczący postęp w dziedzinie wytwarzania układów

scalonych pozwalający na umieszczanie coraz bardziej złożonych systemów cyfrowych w jednym

układzie. Wraz ze wzrostem złożonósci systemów rósnie tak̇ze czas potrzebny na powstanie projektu

oraz wdrȯzenie produkcji, co stanowi poważną barierę hamującą dalszy rozwój. Dodatkowym utrud-

nieniem jest konieczność posiadania rozbudowanego zaplecza technologicznego, dostępnego jedynie

dla największych producentów. W odpowiedzi na te problemypowstałyreprogramowalne układy

cyfrowe, których konfiguracja mȯze býc łatwo zmieniana.

Układy reprogramowalne zrewolucjonizowały metodologięprojektowania i wytwarzania syste-

mów cyfrowych, umȯzliwiając szybkie projektowanie systemów złożonych z milionów bramek przy

minimalnym ryzyku i kosztach. Szczególnie ważne jest skrócenie czasu „od pomysłu do produk-

tu” (ang. time–to–market) pozwalające na dotrzymanie kroku potrzebom rynku. Możliwość zmian

funkcji układu w pracującym systemie umożliwia usuwanie błędów oraz wprowadzanie dodatkowej

funkcjonalnósci bez potrzeby wykonywania kolejnej wersji układu. Cechyte powodują,̇ze układy
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reprogramowalne są coraz częściej stosowane w projektach.

Podstawową wadą układów reprogramowalnych jest mniejsza liczba u̇zytecznych zasobów w sto-

sunku do układów specjalizowanych (ang. Application Specific IntegratedCircuit, ASIC). Z tego

względu konieczne jest poszukiwanie technik pozwalających na konstrukcję złȯzonych systemów

cyfrowych o du̇zej wydajnósci przy zachowaniu niewielkich wymagań odnósnie zajmowanego ob-

szaru. Jedną z nich jest arytmetyka resztowa, pozwalająca na dekompozycję obliczeń na zbiór nieza-

leżnych kanałów operujących na niewielkich liczbach. Uzyskuje się dzięki temu zwiększenie często-

tliwości taktowania układu przy jednoczesnym ograniczeniu zajmowanego obszaru i poboru mocy.
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Rozdział 1

Definicja tematyki i cel pracy

Tematyka pracy obejmuje szereg zagadnień związanych z metodami sprzętowej akceleracji operacji

obliczeniowych wykorzystywanych w implementacjach AOG. Rozprawa zawiera zarówno analizę

samych AOG wraz z przykładami ich implementacji, jak i wyniki badán nad metodami zwiększania

wydajnósci cyfrowych układów arytmetycznych ze szczególnym uwzględnieniem arytmetyki reszto-

wej.

1.1 Algorytmy oświetlenia globalnego i ich realizacje

Generowanie obrazów fotorealistycznych z wykorzystaniemalgorytmów óswietlenia globalnego by-

ło przedmiotem badán od 1980 r. Niestety, ogromne jak na możliwości ówczesnej technologii za-

potrzebowanie na moce obliczeniowe spowodowało,że dopiero kilkanáscie lat później pojawiły się

pierwsze próby implementacji tego typu systemów na powszechnie dostępnych maszynach. Dający

się obecnie zaobserwować gwałtowny wzrost zainteresowania tą tematyką spowodowany jest szero-

kim obszarem zastosowań (symulacja i badania naukowe, wizualizacja danych medycznych, modelo-

wanie architektoniczne, projektowanie wspomagane komputerowo, zarządzanie i sterowanie, sztuka,

rozrywka, reklama, itd.), atrakcyjnością ekonomiczną oraz bardzo wysoką jakością uzyskiwanych

efektów.

Zadaniem AOG jest określenie rozkładu energiíswietlnej w danym otoczeniu. Najczęściej stoso-

wanymi modelami obliczeniowymi są metody energetyczne [DDM02], [CW93] i śledzenie promieni

[WS01]. Pierwsza z nich doskonale symuluje efekty związane z wzajemnym óswietlaniem się przez

obiekty na scenie (np.: rozlewanie barwy), domeną drugiejsą natomiast wszelkie zjawiska związa-
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ne z odbiciami i załamaniami promieniświatła. Algorytmśledzenia promieni doskonale modeluje

wszelkiego rodzaju odbicia i załamaniaświatła, nie uwzględnia natomiast oświetlenia energią odbi-

tą od powierzchni matowych, co zmusza do stosowania stałego członu związanego z oświetleniem

otoczenia i powoduje powstawanie nienaturalnych, ostrychkrawędzi cieni. Metoda wyznaczania pro-

mienistósci pozbawiona jest tego mankamentu, jednak w podstawowej wersji ogranicza się do ma-

towych powierzchni lambertowskich i pomija wszelkie zjawiska związane z odbiciem kierunkowym

bądź przezroczystymi elementami sceny, w tym także z zakłóceniami ósrodka przenoszącego energię

(np. mgły). W systemach oferujących najwyższą jakósć stosowane są rozwiązania hybrydowe.

Modelowanie óswietlenia w metodzie rekursywnegośledzenia promieni sprowadza się do sy-

mulacji biegu umownych promieníswiatła i wyznaczeniu obiektów, na które te promienie padają.

Podstawową operacją dla tego algorytmu jest wyznaczaniepunktu przecięcia półprostej modelują-

cej promién z najbli̇zszym obiektem. Wymaga to obliczenia współrzędnych punktu przecięcia dla

pewnego podzbioru obiektów występujących na scenie, a następnie wyboru punktu najbliższego ob-

serwatora.

Ograniczenie licznósci podzbioru obiektów, dla których obliczane są współrz˛edne punktu prze-

cięcia, pozwala na zmniejszenie złożonósci obliczeniowej. Uzyskuje się to m.in. za pomocą algo-

rytmów hierarchicznego podziału przestrzeni [Bit99] pozwalających sprowadzić metodęśledzenia

promieni do klasy złȯzonósciO(log(n)). Dla porównania, algorytmy stosowane w rozpowszechnio-

nych systemach grafiki rastrowej mają złożonósćO(n). Poniewȧz jednak koszt pojedynczej operacji

w algorytmieśledzenia promieni jest dość wysoki, wzrost wydajnósci mȯzna zaobserwować dopiero

dla skomplikowanych scen zawierających dużą liczbę elementów. Istotnym ograniczeniemśledzenia

promieni jest tak̇ze ogromne obcią̇zenie magistrali komunikacji z pamięcią.

Rekursywnésledzenie promieni posiada wiele zalet w porównaniu z klasycznymi systemami gra-

fiki rastrowej stosowanymi w sprzęcie powszechnego użytku. Nalėzą do nich wspomniane wyżej

znacznie wẏzsza jakósć generowanych obrazów oraz łatwość renderowania skomplikowanych scen

ze względu na logarytmiczną złożonósć obliczeniową. Większósć umownych promieni jest nieza-

leżna, umȯzliwia to zatem proste uaktualnianie dowolnego wycinka obrazu wyj́sciowego. Mȯzliwa

jest niezwykle efektywna skalowalność na maszynach równoległych, przy czym stosowane są dwa

podej́scia. Dla scen z niewielką liczbą elementów pojedynczy procesor odpowiedzialny jest za obli-

czenia dla pojedynczego promienia, natomiast dla skomplikowanych́srodowisk pojedynczy promień

„wędruje” pomiędzy procesorami odpowiedzialnymi za poszczególne fragmenty sceny. Wszystkie
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wspomniane cechy, w połączeniu z mniejszą złożonóscią obliczeniową w stosunku do metod energe-

tycznych, powodują,̇ze przeźswiatowych liderów w dziedzinie produkcji sprzętu graficznego prowa-

dzone są obecnie intensywne prace nad nową generacją procesorów graficznych wykorzystujących

rekursywnésledzenie promieni [Gib06], [Hur05], [Sto06].

Idea metody energetycznej polega na wyznaczeniu promienistości (ang. radiosity), czyli strumie-

nia energii emitowanego z danej powierzchni, dla każdego punktu na scenie. W rzeczywistych roz-

wiązaniach sprowadza się ona do aproksymacji powierzchni obiektów na scenie za pomocą płatów

elementarnych (najczęściej płaskich, np.: trójkątów) i znalezienia wartości promienistósci dla kȧzde-

go z nich. Wymaga to wyznaczenia współczynników sprzężenia (ang. form factors) okréslających,

jaka czę́sć energii opuszczającej płati dociera do płatuj. Wartósci promienistósci dla kȧzdego płatu

elementarnego są rozwiązaniem układu równań liniowych okréslonego przez wektor promienistości

własnych płatów (źródłáswiatła), macierz współczynników odbicia płatów oraz macierz współczyn-

ników sprzę̇zenia [CW93].

Można tu wyró̇znić dwa podstawowe problemy wymagające dużych mocy obliczeniowych. Pierw-

szym z nich jest liczba zmiennych w układzie równań nierzadko przekraczająca106, co czyni klasycz-

ne metody rozwiązywania o złożonósciO(n3) bezu̇zytecznymi. Mȯzliwe jest jednak zastosowanie re-

laksacyjnych metod rozwiązywania układów równań, które dla powstających układów równań zwra-

cają zadowalające przybliżenie po niewielkiej liczbie iteracji. Drugim poważnym utrudnieniem jest

fakt, iż wyznaczenie współczynników sprzężenia wymaga znalezienia funkcji widoczności, tzn. zba-

dania, czy pomiędzy każdą parą płatów znajdują się jakieś przeszkody ograniczające ich wzajemną

widocznósć. Funkcja ta mȯze býc wyznaczona przy u̇zyciu sprzętowych układów bufora głębokości

lub za pomocą rzucania promieni (ang. ray casting) [CW93], [Kel97].

Obie zaprezentowane metody generowania obrazów fotorealistycznych mają wiele cech wspól-

nych. Pomijając du̇zą złȯzonósć obliczeniową, istotne z punktu widzenia implementacji są: dobra

skalowalnósć na maszynach równoległych i intensywne wykorzystanie mnożenia akumulacyjnego

(ang. multiply–accumulate, MAC). Mnożenie akumulacyjne jest podstawową operacją wykonywa-

ną w procesie iteracyjnego rozwiązywania układu równań oświetlenia opisanego w pracy [CW93].

Także ẃsród wielu algorytmów obliczania punktu przecięcia prostej z trójkątem [Bad90], [BA88],

[Eri97], [MT97], [SF01] w co najmniej dwóch [MT97], [SF01] mnożenie akumulacyjne jest podsta-

wowym działaniem. Pozwala to na adaptację efektywnych sprzętowych struktur MAC opracowanych

na potrzeby cyfrowego przetwarzania sygnałów (ang. Digital Signal Processing, DSP).
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Implementacje algorytmów óswietlenia globalnego

Implementacje AOG są́scísle powiązane ze sprzętem. Specyfikowane są cztery klasyrealizacji:

1. wieloprocesorowe superkomputery [HLG99],[Kre97],[PPL+99],[PMS+99], specjalizowane kar-

ty DSP [HA96] oraz klastry PC [WS01],[WSBW01],[WSB01],

2. procesory graficzne (ang. Graphics Processing Unit, GPU) - [CHH02],[PBMH02],[Pur04],

3. specjalizowane procesory - [KiSK+01],[KiSSO02],[Saa07],[SWS02], jedno komercyjne [Hal01],

[CRR04],

4. logika rekonfigurowalna - [SL02],[TL01].

Wykorzystanie maszyn wieloprocesorowych dla potrzeb generowania obrazów realistycznych by-

ło do niedawna jedyną techniką oferującą wystarczającą moc obliczeniową. W pracy [Kre97] podano

przegląd takich rozwiązań. Ich wspólną cechą jest przede wszystkim wysoki koszt oraz czas reak-

cji pozwalający na pracę interakcyjną. Są to jednak rozwiązania oparte o standardowe, dostępne w

handlu superkomputery, a różnice ograniczają się do zaimplementowanych algorytmów. Z nieco now-

szych osiągnię́c w tej dziedzinie warto wspomnieć implementację na 60-procesorowym superkom-

puterze z współdzieloną pamięcią SGI Origin 2000 [PMS+99]. Wieloprocesorowe superkomputery

są jednak bardzo kosztowne i dostępne dla wąskiego gronaużytkowników. Alternatywą mȯze býc

zaprezentowany w pracach [WS01],[WSB01],[WSBW01] systemzbudowany z popularnych kompu-

terów osobistych wykorzystujący obecne w dzisiejszych procesorach zmiennoprzecinkowe instrukcje

wektorowe [AMD00],[RPK00]. Interesujące są także wyniki badán [CC02] zmierzających w kierun-

ku zmniejszenia złȯzonósci obliczeniowej dzięki uwzględnieniu własności percepcyjnych ludzkiego

narządu wzroku.

Metody polegające na wykorzystaniu obecnie produkowanych GPU (ang. Graphic Processing

Unit) do niedawna nie dawały zadowalających wyników, zarówno ze względu na niewielką wydaj-

ność, jak i niską jakósć otrzymywanych obrazów, m.in. z powodu zbyt małego zakresudynamicznego

stosowanych formatów reprezentacji danych. Poprawę efektów przyniosła dopiero ewolucja architek-

tury GPU w kierunku wydajnych procesorów wektorowych z rozbudowaną, ortogonalną listą rozka-

zów [PBMH02]. Wyczerpujący przegląd aplikacji wykorzystujących nowoczesne GPU do implemen-

tacji różnorodnych problemów obliczeniowych, w tym AOG, zaprezentowano w pracy [OLG+05].
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Znane są tak̇ze próby wspomagania procesu wyznaczania przecięć promieni z obiektami przy

użyciu matryc FPGA [SL02],[TL01]. Ze względu na niedostępność w owym czasie układów o wy-

starczającej pojemności są to jednak rozwiązania o niskiej wydajności oraz ograniczonym zbiorze

zaimplementowanych operacji.

Najlepsze efekty uzyskano projektując specjalizowane procesory optymalizowane dla potrzeb al-

gorytmów óswietlenia globalnego. Głównymi problemami utrudniającymi efektywne implementacje

są: intensywne u̇zywanie rekursji, du̇za ilość skomplikowanych obliczén wysokiej precyzji oraz czę-

sty i nieregularny dostęp do pamięci wymuszający stosowanie magistral o wielkiej przepustowości.

Można tu porównác następujące rozwiązania - układ SaarCOR opracowany naUniwersytecie Saar-

land [Saa07],[SWS02], architekturę 3DCGiRAM [KiSK+01],[KiSSO02] oraz komercyjny procesor

AR350 firmy Advanced Rendering Technology [Hal01], [CRR04]. Pierwsze dwa z powẏzszych są

przeznaczone do generowania obrazów w czasie rzeczywistym, ostatni słu̇zy natomiast jedynie jako

jednostka wspomagająca tworzenie obrazów statycznych. Nalėzy jednak zaznaczyć, że zarówno Sa-

arCOR, jak i 3DCGiRAM nie zostały zaimplementowane. Dla układu SaarCOR wykonano prototyp

o ograniczonej wydajnósci z u̇zyciem układów FPGA [Sch06].

We wszystkich przypadkach głównym zadaniem projektowanych procesorów jest wspomaganie

algorytmów wykorzystujących́sledzenie promieni. Podstawową jednostkę stanowi więcblok genero-

wania promieni i wyznaczania ich przecięć z obiektami. Układy SaarCOR i 3DCGiRAM obsługują

tylko trójkąty, a u̇zycie pamięci podręcznej umożliwia ominięcie ograniczén związanych z obcią̇ze-

niem magistrali komunikacji z pamięcią zewnętrzną. Dla układu AR350 istnieje mȯzliwość ograni-

czonego wspomagania obliczeń algorytmów energetycznych, ponieważ jednostka testowania prze-

cięć mȯze posłu̇zyć do wyznaczania współczynników sprzężenia metodami probabilistycznymi. Jest

to jednak algorytm mało efektywny i podatny na zakłócenia (szumy kwantyzacji). Lepsze wyniki

uzyskano dla projektowanego układu 3DCGiRAM, lecz nie został on jeszcze zaimplementowany.

Wspomniane wẏzej procesory mȯzna tak̇ze łatwo łączýc w wieloelementowe siatki, przy czym osią-

gany jest prawie liniowy wzrost wydajności.

Wydajnósć niezbędną do renderingu w czasie rzeczywistym zapewniają jedynie implementa-

cje wykorzystujące wieloprocesorowe superkomputery lubspecjalizowane procesory. Przydatność

praktyczna systemów implementowanych z użyciem superkomputerów jest ograniczona, głównie ze

względu na wysokie koszty, wymiary i pobór mocy uniemożliwiające przenósnósć. Wykorzystanie

AOG na szeroką skalę stanie się więc możliwe w momencie wprowadzenia niewielkich, wydajnych i
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pobierających małą moc procesorów dedykowanych.

Jedynym rozwiązaniem o wydajności pozwalającej na generowanie obrazów w czasie rzeczy-

wistym jest procesor opisany w [Sch06], który wymaga implementacji ASIC. Zaimplementowany w

układach FPGA prototyp nie zapewnia wystarczającej wydajności. Nie istnieje zatem obecnie rozwią-

zanie procesora wspomagającego obliczenia AOG dostępnego dla szerokiego kręgu użytkowników.

Ograniczeniem dotychczasowych projektów jest też brak kompleksowego rozwiązania procesora po-

zwalającego na wspomaganie obliczeń zarówno dla algorytmóẃsledzenia promieni, jak i metod ener-

getycznych. Najwẏzszą jakósć generowanego obrazu oferują rozwiązania hybrydowe korzystające z

obu wymienionych metod. Konieczne jest zatem opracowanie technik pozwalających na implemen-

tację układów sprzętowego wspomagania AOG bez konieczności posiadania kosztownego zaplecza

technologicznego.

1.2 Układy reprogramowalne

Układy specjalizowane (ASIC) umożliwiają konstrukcję złȯzonych systemów cyfrowych o wysokiej

wydajnósci. Niestety, do ich wytwarzania konieczne jest posiadanie niezwykle kosztownych urządzeń

i surowców. Co więcej, długi cykl produkcyjny i niemożnósć wprowadzania modyfikacji gotowego

produktu przyczyniają się do wzrostu ryzyka oraz kosztówprojektowych. W związku z tym dosko-

nałym rozwiązaniem dla niewielkich jednostek produkcyjno–badawczych jest stosowanie logiki re-

konfigurowalnej.

Obecnie produkowane układy reprogramowalne [Xil03a, Xil03b, Xil04, Xil05] pozwalają na

konstrukcję systemów cyfrowych o złożonósci liczonej w milionach bramek i taktowanych często-

tliwościami sięgającymi setek MHz. Dostępne są dla nich wysokiej klasy narzędzia projektowania

wspomaganego komputerowo (ang. ComputerAided Deisgn, CAD). Istnieje rozwinięty rynek go-

towych podzespołów systemów cyfrowych w postaci syntezowalnych opisów, nazywany rynkiem

własności intelektualnych(ang. IntelectualProperty, IP). Umożliwia to konstrukcję kompletnych

systemów cyfrowych o du̇zej złȯzonósci w krótkim czasie i przy zachowaniu niskich kosztów projek-

towych. Masowa produkcja układów reprogramowalnych powoduje spadek kosztów pojedynczego

układu do poziomu umȯzliwiającego stosowanie ich w urządzeniach produkowanych seryjnie. Wiele

układów reprogramowalnych może býc rekonfigurowanych w pracującym systemie (ang.In System

Programming, ISP), dzięki czemu mȯzna poszerzác funkcjonalnósć systemu lub usuwać błędy po-
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wstałe w fazie projektowania. Cechy te sprawiają,że logika reprogramowalna jest stosowana w róż-

norodnych aplikacjach.

Układy reprogramowalne znajdują szczególnie duże zastosowanie w systemach cyfrowego prze-

twarzania sygnałów. Sprzętowa implementacja wielu algorytmów pozwala na osiągnięcie wydajności

wielokrotnie przewẏzszającej najszybsze procesory DSP przy podobnych nakładach. Dzięki łatwósci

stosowania układów reprogramowalnych proces projektowania sprzętu stał się obecnie podobny do

procesu tworzenia oprogramowania.

Istnieje wiele odmian układów reprogramowalnych różniących się strukturą wewnętrzną i udos-

tępnianymi zasobami. Struktura wewnętrzna większości układów reprogramowalnych zawiera zbiór

jednostek funkcyjnych łączonych za pomocą programowalnej sieci połączén. W procesie programo-

wania układu przeprowadza się rekonfigurację sieci połączén oraz funkcji realizowanych przez jed-

nostki funkcyjne. Kȧzda jednostka funkcyjna jest elementem niepodzielnym i pozwala na implemen-

tację nietrywialnej funkcji logicznej. Z tego powodu klasyczne metody minimalizacji logicznej na

poziomie prostych bramek nie pozwalają na osiągnięcie optymalnej struktury układu.

Struktura układów reprogramowalnych z reguły zawiera elementy umȯzliwiające efektywną im-

plementację wielu podstawowych bloków logicznych (układy arytmetyczne, rejestry, pamięci, itd.).

Proces projektowania efektywnego systemu cyfrowego wymaga stosowania tych podstawowych ele-

mentów jako jednostek niepodzielnych. Umożliwia to narzędziom syntezy użycie wydajnych imple-

mentacji dedykowanych dla konkretnej rodziny układów reprogramowalnych. Struktura, parametry i

ograniczenia podstawowych bloków narzucają istotne ograniczenia na strukturę i parametry systemu

docelowego. Konieczne jest zatem zaprojektowanie konkretnego systemu w sposób umożliwiający

efektywne wykorzystanie bloków logicznych dedykowanych dla konkretnej rodziny układów repro-

gramowalnych.

1.3 Resztowe systemy liczbowe

Wydajnósć systemu cyfrowego implementującego algorytmy obliczeniowe zalėzy od szybkósci re-

alizacji sprzętowej operacji arytmetycznych. W większości systemów cyfrowych liczby są reprezen-

towane za pomocą wektorów bitowych. Liczbę bitów danego wektora nazywa się jegoszerokością.

Zgodnie z modelem teoretycznym opracowanym przez Winograda szybkósć wykonywania operacji

arytmetycznych jest funkcją szerokości operandów. Zwiększenie wydajności systemu cyfrowego jest
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zatem mȯzliwe przez ograniczenie liczby bitów wektorów reprezentujących dane. Jest to możliwe

dzięki u̇zyciu resztowych systemów liczbowych (ang.ResidueNumberSystem, RNS).

Reprezentacją liczby całkowitej w RNS jest wektor jej reszt modulo liczby stanowiącebazęsys-

temu, nazywanemodułami. Moduły bazy muszą býc liczbami wzajemnie pierwszymi. Szerokość

przedziału liczb, dla których istnieje unikatowa reprezentacja w RNS, nazywa sięzakresem dyna-

micznymsystemu. Zakres dynamiczny jest określony przez iloczyn modułów. Wartość pojedynczego

modułu mȯze býc znacznie mniejsza od zakresu dynamicznego całego systemu. Na tak zdefiniowanej

reprezentacji dodawanie, odejmowanie i mnożenie mȯze býc wykonywane dla wszystkich reszt rów-

noczésnie i niezalėznie. Umȯzliwia to dekompozycję pojedynczego kanału obliczeniowego na szereg

równoległych kanałów operujących na wektorach o znaczniemniejszej szerokósci. Dzięki temu uzy-

skuje się zwiększenie szybkości układu przy równoczesnym ograniczeniu zajmowanego obszaru i

poboru mocy.

Niestety, resztowe systemy liczbowe mają szereg cech utrudniających szerokie stosowanie w sys-

temach obliczeniowych ogólnego przeznaczenia. Podstawowymi problemami są konieczność stoso-

waniakonwersjipomiędzy RNS a systemem pozycyjnym oraz niezwykle kosztowne algorytmy wy-

konywania niektórych operacji arytmetycznych. Korzyści z u̇zycia RNS są najbardziej widoczne w

systemach, gdzie podstawową operacją jest wielokrotniewykonywane mnȯzenie akumulacyjne. Przy-

kładem mogą býc algorytmy DSP takie jak filtrowanie cyfrowe czy transformaty numeryczne.

Wydajnósć jednostki arytmetycznej wykorzystującej RNS jest ograniczona przez czas wykonania

operacji w najwolniejszym kanale. Najkrótsze opóźnieniasą wprowadzane przez układy dla modułów

niewielkich. Istnieją tak̇ze specyficzne wartości modułów, np.2k, dla których mȯzliwe jest zbudowa-

nie efektywnych układów arytmetycznych pomimo dużej wartósci modułu. W przypadku koniecz-

ności konstruowania RNS o dużym zakresie dynamicznym użycie niewielkich modułów powoduje

wzrost liczby modułów stanowiących bazę systemu. Dodatkowo wymaganie wzajemnej względnej

pierwszósci modułów znacznie utrudnia wybór bazy spośród liczb, dla których znane są efektywne

implementacje jednostek arytmetycznych. Duża liczba modułów utrudnia także wykonywanie nie-

których operacji arytmetycznych oraz konwersję pomiędzy RNS a systemem pozycyjnym.

Pomysłem pozwalającym na zmniejszenie szerokości kanałów obliczeniowych w RNS przy za-

chowaniu prostych algorytmów konwersji jest użycie hierarchicznych resztowych systemów liczbo-

wych (ang.HierarchicalResidueNumberSystem, HRNS) [AJ68], [Yas92], [SA99]. W HRNS kolejne

reszty są zapisywane z użyciem RNS o zakresie dynamicznym znacznie mniejszym od zakresu ca-
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łego systemu. Konwersja może býc przeprowadzana wielopoziomowo, z wykorzystaniem systemów

pośrednich o małym zakresie dynamicznym i niewielkiej liczbie modułów. Dzięki temu mȯzliwe jest

zmniejszenie złȯzonósci konwerterów. Obliczenia w poszczególnych kanałach przeprowadzane są dla

modułów o niewielkich wartósciach. Niestety, tematyka dotycząca HRNS jest dość słabo zbadana, a

dobór bazy systemu jest problemem nietrywialnym.

Niezalėznie od metod wyboru bazy RNS wydajność systemu mȯze býc zwiększona przez uży-

cie wydajnych struktur resztowych jednostek arytmetycznych dla poszczególnych modułów. Problem

konstrukcji wydajnych resztowych jednostek arytmetycznych był przedmiotem intensywnych badań.

Główny nacisk połȯzono na układy realizujące dodawanie i mnożenie modulo, zarówno dla dowolnej

postaci modułu, jak i dla przypadków szczególnych, np.: liczb postaci2n ± 1. Niestety, większósć

opracowanych rozwiązań jest dedykowana dla układów ASIC i z tego względu ich implementacja w

układach reprogramowalnych jest nieefektywna. Oczywiście istnieją publikacje na temat wykorzy-

stania arytmetyki resztowej w układach reprogramowalnych[MBGT01], [RGMBL02], [RGTL03],

[Beu03], [Ven96], [BM04], [MFAA98], [Beu02]. Zaobserwowano w nich, że stosowanie RNS w

układach reprogramowalnych pozwala ominąć niektóre ograniczenia tych układów, zwiększyć wy-

dajnósć operacji arytmetycznych oraz zmniejszyć zajmowany obszar.

Podstawową wadą dotychczasowych struktur resztowych jednostek arytmetycznych dedykowa-

nych dla układów FPGA jest wykorzystywanie pamięci o dużej pojemnósci. Pomimo łatwej im-

plementacji pamięci w układach FPGA wykładnicza zależnósć zajmowanego obszaru od szerokości

wektorów reprezentujących reszty powoduje,że rozwiązania te są bardzo kosztowne dla modułów

o średniej i du̇zej szerokósci. Stanowi to powȧzną barierę utrudniającą konstruowanie resztowych

jednostek arytmetycznych dla dużych zakresów dynamicznych. Należy zatem opracowác struktury

resztowych jednostek arytmetycznych przeznaczonych dla układów reprogramowalnych, które będą

wolne od tego ograniczenia.

1.4 Teza i cel pracy

Na podstawie analizy dotychczasowych rozwiązań sprzętowego wspomagania AOG oraz metod zwięk-

szania wydajnósci układów arytmetycznych zaobserwowano,że:

1. Znane rozwiązania układów sprzętowego wspomagania AOG mają zbyt małą wydajność lub

charakteryzują się wysokimi kosztami. Zakres realizowanych zadán jest ograniczony do wspo-
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magania algorytmów wykorzystującychśledzenie promieni. Dodatkowo ich implementacja wy-

maga posiadania kosztownego zaplecza technologicznego niedostępnego dla małych iśrednich

jednostek produkcyjno–badawczych.

2. Algorytmy óswietlenia globalnego są bardzo dobrze skalowalne na maszynach równoległych.

Korzystne jest zatem dążenie do zmniejszenia obszaru zajmowanego przez jednostkioblicze-

niowe, co pozwoli na umieszczenie większej ich liczby w pojedynczym układzie i w konse-

kwencji spowoduje wzrost wydajności.

3. Wykorzystanie układów reprogramowalnych umożliwia konstrukcję złȯzonych systemów cyf-

rowych bez koniecznósci posiadania kosztownego wyposażenia. Powstały system charaktery-

zuje się niskim kosztem, podatnością na modyfikacje i krótkim czasem od pomysłu do projektu.

Układy reprogramowalne stanowią zatem bardzo atrakcyjn ˛a platformę dla wielu systemów cyf-

rowych, tak̇ze o du̇zej złȯzonósci.

4. Zasoby udostępniane przez układy reprogramowalne pozwalają na realizację układów o złożo-

ności liczonej w milionach bramek, jednak w porównaniu z układami ASIC są nadal wielokrot-

nie mniejsze. Z tego powodu konieczne jest poszukiwanie metod pozwalających na ogranicze-

nie zajmowanego obszaru przy zachowaniu wysokiej wydajności. W układach arytmetycznych

można to osiągną́c przez u̇zycie arytmetyki resztowej.

5. Dotychczasowe struktury resztowych układów arytmetycznych w FPGA charakteryzują się nie-

efektywną implementacją dlásrednich i du̇zych wartósci modułu, co utrudnia konstrukcję RNS

o du̇zym zakresie dynamicznym. Zakres dynamiczny wymagany w AOGjest rzędu kilkudzie-

sięciu bitów, konieczne jest zatem opracowanie nowych, dedykowanych dla FPGA rozwiązań

sprzętowej implementacji resztowych operacji arytmetycznych, które będą u̇zyteczne w szero-

kim zakresie wartósci modułu.

6. Skonstruowanie wydajnej resztowej jednostki arytmetycznej wymaga ograniczenia operacji

kosztownych w RNS (np.: konwersji czy dzielenia) w stosunkudo liczby dodawán i mnȯzén.

W dotychczasowych konstrukcjach konieczny był kompromis pomiędzy wydajnóscią toru obli-

czeniowego w RNS a kosztem operacji trudnych. Rozwiązaniem mogą býc HRNS, które dzięki

wielopoziomowej, uproszczonej strukturze konwerterów umożliwiają użycie niewielkich mo-

dułów, dla których istnieją efektywne implementacje jednostek arytmetycznych.
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7. Działania w kanałach resztowych powinny być ograniczone do dodawania i mnożenia. Wiele

problemów AOG spełnia te kryteria. W niektórych przypadkach konieczna jest reorganizacja

obliczén wyprowadzająca operacje trudne poza tor resztowy, co umożliwi ich efektywną im-

plementację przy zachowaniu korzyści wynikających z stosowania RNS.

Powẏzsze wnioski pozwalają postawić tezę,̇ze:

Wykorzystanie arytmetyki resztowej w układach sprzętowego wspomagania obliczeń algorytmów

oświetlenia globalnego z użyciem logiki reprogramowalnej umożliwia zwiększenie wydajności.

W celu wykazania tezy rozwiązano szereg problemów cząstkowych, takich jak:

• opracowanie nowej metody generowania struktur resztowychjednostek arytmetycznych w ukła-

dach FPGA,

• zastosowanie nowej klasy HRNS z bazą złożoną z modułów postaci2k, 2k ± 1 w celu uprosz-

czenia struktury konwerterów przy zachowaniu wysokiej wydajnósci układów arytmetycznych,

• zaprojektowanie architektury układu sprzętowego wspomagania AOG, w którym dzięki wyod-

rębnieniu operacji trudnych w RNS możliwe jest zwiększenie wydajności,

• implementacja kilku kluczowych operacji występującychw AOG z u̇zyciem RNS.

1.5 Struktura pracy

Przedmiotem pracy są techniki sprzętowej akceleracji obliczeń arytmetycznych z wykorzystaniem

resztowych systemów liczbowych oraz przykład ich zastosowania w układach sprzętowego wspoma-

gania obliczén AOG. Platformą docelową proponowanych rozwiązań są reprogramowalne matryce

bramkowe (ang.Field ProgrammableGateArray, FPGA). Eksperymenty przeprowadzono w ukła-

dach rodziny Spartan 2 firmy Xilinx.

Zaproponowano metodę konstrukcji resztowych jednostek arytmetycznych charakteryzujących

się większą wydajnóscią oraz mniejszym zajmowanym obszarem od dotychczasowych rozwiązán.

Przedstawiono sposób doboru bazy resztowych systemów liczbowych pozwalający na uproszczenie

struktur konwerterów pomiędzy systemem liczbowym resztowym a pozycyjnym przy zachowaniu

wysokiej wydajnósci układów arytmetycznych. Podano także przykład implementacji kilku istotnych
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operacji występujących w AOG z użyciem opisanych technik. Istotną cechą zaprezentowanych metod

sprzętowej akceleracji obliczeń jest ich uniwersalny charakter umożliwiający zastosowanie w różno-

rodnych aplikacjach, tak̇ze spoza obszaru AOG.

Opis realizacji celu pracy przedstawiają kolejne rozdziały rozprawy. W rozdziale drugim zawar-

to niezbędne w dalszych rozważaniach podstawy teoretyczne z zakresu AOG i arytmetyki resztowej.

Zaproponowano nowy algorytm szybkiej detekcji znaku dla wybranej klasy RNS. Przedstawiono ana-

lizę własnósci nowej klasy hierarchicznych resztowych systemów liczbowych oraz podano równania

umȯzliwiające konstrukcję konwerterów o niewielkiej złożonósci. W rozdziale trzecim zaprezento-

wano nowe struktury resztowych jednostek arytmetycznych wraz z opisem metody ich tworzenia.

Przedmiotem rozdziału czwartego jest krytyczna analiza wyników implementacji resztowych jedno-

stek arytmetycznych w FPGA, resztowych kanałów obliczeniowych wykorzystujących nową klasę

HRNS, algorytmu generacji resztowych jednostek arytmetycznych oraz procesora wspomagającego

obliczenia w AOG.
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Rozdział 2

Podstawy teoretyczne

2.1 Algorytmy oświetlenia globalnego

Modelowanie óswietlenia w algorytmach oświetlenia globalnego sprowadza się do rozwiązania rów-

nania óswietlenia zaproponowanego po raz pierwszy w pracy [Kaj86]. Równanie to jest adaptacją for-

muł stosowanych w zagadnieniach wymiany ciepła [SH81]. Równanie óswietlenia, nazywane także

równaniem renderingu, jest uproszczeniem w stosunku do równán Maxwella opisujących propaga-

cję fal elektromagnetycznych i nie obejmuje np. zależnósci fazowych. Opisuje ono przepływ energii

pomiędzy punktami na powierzchniach obiektów sceny. Współrzędne dowolnego punktu mogą być

interpretowane jako wierzchołek wektora o ustalonym punkcie zaczepienia, dlatego też w dalszej czę-

ści pracy punkty są traktowane tak, jak wektory. W równaniuoświetlenia przyjęto,̇ze promieniowanie

docierające z punktuA′ do punktuA składa się z:

• promieniowania emitowanego z punktuA′,

• promieniowania pochodzącego z wszystkich pozostałych punktówA′′ i odbitego odA′.

Tréscią równania óswietlenia jest okréslenienatę̇zenia promieniowaniaI, nazywanego tak̇ze in-

tensywnością promieniowania. Przez natę̇zenie promieniowania rozumie się moc promieniowania

wysyłaną w jednostkowy kąt bryłowy. Jednostką natężenia promieniowania jest
[

W
sr

]
. Grafika kom-

puterowa dotyczy zjawisk związanych z propagacjąświatła widzialnego, dlatego też natę̇zenie pro-

mieniowania jest okréslane dla widzialnej części widma fal elektromagnetycznych i w związku z tym

nazywane niekiedynatę̇zeniem światła.
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Zgodnie z modelem zaproponowanym w pracy [Kaj86], natężenie promieniowania przekazywa-

nego z punktuA′ do punktuA jest opisane jako

I(A,A′) = g(A,A′)

[

ǫ(A,A′) +

∫

S

f(A,A′,A′′)I(A′,A′′)dA′′
]

. (2.1)

Czynnik g(A,A′), zwanyczynnikiem geometrycznym(ang. geometric term), jest funkcją wzajem-

nego połȯzenia punktówA i A′. Wartósć ǫ(A,A′) opisuje natę̇zenieświatła emitowanego z punktu

A′. Natę̇zenie to jest ró̇zne od zera np. dla źródełświatła. Funkcjaf(A,A′,A′′) zalėzy od natę̇zenia

światła z punktuA′′ odbitego za pósrednictwem punktuA′ do punktuA. Całkowanie w równaniu

(2.1) przeprowadzane jest po wszystkich powierzchniach występujących na scenie.

Równanie (2.1) opisuje statyczny rozkład energiiświetlnej w danym otoczeniu. Analityczne roz-

wiązanie jest mȯzliwe jedynie w przypadku bardzo prostych scen, stosowany jest zatem szereg metod

numerycznych pozwalających znaleźć rozwiązanie przybli̇zone. W grafice komputerowej stosowane

są dwie podstawowe koncepcje przybliżonego rozwiązania równania oświetlenia: rekursywnésle-

dzenie promieni i metody energetyczne. Metody te wzajemniesię uzupełniają, dlatego w systemach

oferujących najwẏzszą jakósć stosowane są rozwiązania hybrydowe, wykorzystujące obie koncepcje

równoczésnie.

2.1.1 Rekursywnésledzenie promieni

W algorytmie rekursywnegósledzenia promieni transport energiiświetlnej jest modelowany za pomo-

cą umownychpromieni światła. Promienie te podlegają zjawiskom odbicia, załamania i pochłaniania

przez otoczenie, co umożliwia modelowanie wielu zjawisk obserwowanych w przyrodzie (np. odbicia

lustrzane, cienie, mgły). Rekursywneśledzenie promieni jest rozwinięciem metodyśledzenia promie-

ni, której podstawy po raz pierwszy sformułował Albrecht Dürer, malarzżyjący na przełomie XV i

XVI wieku. Pierwsze doniesienia o wykorzystaniu metodyśledzenia promieni w grafice komputero-

wej zaprezentowano w [App68], [Mat68]. W algorytmie rekursywnegośledzenia promieni rozkład

energii świetlnej jest obliczany z punktu widzenia obserwatora, tak więc zmiana połȯzenia kamery

wymaga ponownego przeprowadzenia obliczeń.

Śledzenie promieni

Algorytm śledzenia promieni powstał jako metoda tworzenia dwuwymiarowych obrazów trójwymia-

rowegoświata. Ideę algorytmúsledzenia promieni przedstawiono na rys. 2.1. Obraz wynikowy jest
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Rysunek 2.1. Idea algorytmúsledzenia promieni.

tworzony na dwuwymiarowej rzutni. Przed właściwym algorytmem nalėzy wybrác połȯzenie obser-

watora i jego pole widzenia określające rzutnię. Na rzutni generowana jest siatka punktów okréslająca

rozdzielczósć docelowego obrazu.

Dla kȧzdego punktu na rzutni tworzony jest co najmniej jeden promień rozpoczynający się w

punkcie połȯzenia obserwatora. Promień jest reprezentowany przez półprostą o początkuO i wekto-

rze kierunkowymK. Dla kȧzdego promienia wyszukiwany jest zbiór obiektów przecinanych przez

daną półprostą i obliczane są współrzędne punktów przecięcia. Spósród wyznaczonych punktów wy-

bierany jest punktJ najbliższy obserwatora. Proces poszukiwania najbliższego punktu przecięcia dla

zadanego promienia nazywany jestrzucaniem promieni(ang. ray casting).

Po wyznaczeniu punktu przecięcia z najbliższym obiektem generowany jest zbiór promieni z

punktuJ do źródełświatła. Słu̇zą one do sprawdzenia, czy pomiędzy punktem widzianym przez

obserwatora a źródłamiświatła znajdują się jakieś przeszkody. Po wyznaczeniu wszystkich źródeł

światła óswietlających punktJ, obliczane jest natężenie óswietleniaI dla tego punktu. Natę̇zenie
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oświetlenia punktuJ okrésla jasnósć odpowiedniego punktu na rzutni (obrazie wynikowym). Z re-

guły natę̇zenie óswietlenia jest wyznaczane według jednego z klasycznych, uproszczonych modeli

oświetlenia. Jednym z najprostszych jest model dla odbicia rozproszonego

I = ρ ·
∑

i

(N · Li) · Ii, (2.2)

gdzieρ oznacza współczynnik odbicia materiału,Li jest wektorem kierunkowym promienia wyzna-

czania cienia,N oznacza wektor normalny powierzchni w punkcieJ, a Ii jest natę̇zeniemświatła

(światłóscią)i–tego, punktowego źródłáswiatła. Przegląd ró̇znych modeli óswietlenia mȯzna znaleź́c

np. w [FvDF+01].

W algorytmieśledzenia promieni podstawową operacją jest wyznaczanie współrzędnych punk-

tów przecięcia półprostych z obiektami na scenie. Czas potrzebny na obliczenia zależy od liczby

półprostych, złȯzonósci samej procedury obliczania współrzędnych punktu przecięcia półprostej z

konkretnym obiektem, oraz liczby obiektów testowanych dlakażdej półprostej. Liczba półprostych

jest rezultatem przyjętej rozdzielczości obrazu wynikowego i liczby źródełświatła. Poniewȧz roz-

dzielczósć i modelświata są ustalone przed wykonaniem algorytmu, należy szukác innych sposobów

zwiększania wydajnósci algorytmúsledzenia promieni.

Wyznaczanie współrzędnych punktu przecięcia

Wyznaczenie współrzędnych punktu przecięcia półprostej z obiektem następuje poprzez rozwią-

zanie układu równán złożonego z równania prostej i równania opisującego powierzchnię obiektu.

Pomijając najprostsze kształty, np. sfery, analityczne formuły opisujące powierzchnie modelowanych

obiektów (np. twarz ludzką lub drzewo) są niezwykle złożone. Z tego powodu w grafice kompu-

terowej skomplikowane powierzchnie są bardzo często modelowane za pomocą siatek wielokątów,

najczę́sciej trójkątów. Dotyczy to tak̇ze algorytmów óswietlenia globalnego, dlatego też podstawową

operacją w algorytmiésledzenia promieni jest wyznaczanie współrzędnych punktu przecięcia półpro-

stej z trójkątem.

Opracowano wiele algorytmów wyznaczania punktu wspólnegoprostej i trójkąta [BA88], [Bad90],

[Eri97], [MT97], [SF01]. Jednym z najwydajniejszych jest algorytm opisany w [MT97], który pole-

ga na zapisaniu położenia punktu przecięcia w układzie współrzędnych określonym przez dwa boki

trójkąta i następnie sprawdzeniu, czy punkt przecięciazawiera się wewnątrz badanego trójkąta. W
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Rysunek 2.2. Wyznaczanie punktu przecięcia według algorytmu z [MT97].

algorytmie tym (rys. 2.2) półprosta jest opisana równaniemparametrycznym

R(t) = O + t · K, (2.3)

gdzieO jest punktem początkowym aK jest wektorem kierunkowym prostej. Badany trójkąt jest

dany przez trzy wierzchołkiA,A′,A′′. PunktJ przecięcia półprostej i trójkąta jest opisany przez

współrzędne barycentryczneu, v : u ≥ 0, v ≥ 0, u + v ≤ 1 jako kombinacja liniowa wektorów

okréslonych przez wierzchołkiA,A′,A′′

J(u, v) = (1 − u− v) · A + u · A′ + v · A′′. (2.4)

Punkt wspólnyJ półprostej (2.3) i trójkątaAA′A′′ jest rozwiązaniem równania wektorowego

O + t · K = (1 − u− v) · A + u · A′ + v · A′′, (2.5)

gdzieu, v okréslają jego połȯzenie, at odległósć od początku półprostejO. W opisywanym algoryt-

mie równanie (2.5) zostało przekształcone do postaci








t

u

v








=
1

S · E1








Q · E2

S ·T

Q ·K







, (2.6)

gdzieE1 = A′ − A, E2 = A′′ − A, T = O − A, S = K × E2, Q = T × E1. W pracy [MT97]

zaprezentowano także sekwencję obliczeń pozwalająca znaleźć rozwiązanie układu równań (2.6).
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Rysunek 2.3. Wyznaczanie punktu przecięcia według algorytmu z [SF01].

Sekwencja ta przedstawiona jest w alg. 1 na str. 30. Jej cech ˛a charakterystyczną jest przesunięcie

wszystkich dzielén na koniec algorytmu.

Zaprezentowany algorytm pozwala na efektywne wyznaczeniewspółrzędnych punktu przecięcia

prostej z trójkątem. Dodatkową jego zaletą jest możliwość okréslenia połȯzenia punktu przecięcia w

układzie współrzędnych określonym przez boki trójkąta, co jest niezwykle przydatne w późniejszych

etapach tworzenia obrazu, np. przy teksturowaniu. Jeśli jednak nie ma potrzeby obliczenia współ-

rzędnych punktu przecięcia, a jedyną interesującą informacją jest to, czy dana prosta przecina lub nie

dany trójkąt, wydajniejszym rozwiązaniem jest zastosowanie algorytmu opisanego w [SF01].

W algorytmie zaprezentowanym w pracy [SF01] (rys. 2.3) półprosta zastąpiona jest odcinkiem

OO′. Podstawową operacją jest obliczanie objętości znakowanej czworościanów. Objętósć znakowa-

na czworóscianuOAA′A′′ jest zdefiniowana jako

[OAA′A′′] =
1

6
·

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

Ax − Ox Ay − Oy Az −Oz

A′
x − Ox A′

y − Oy A′
z −Oz

A′′
x − Ox A′′

y −Oy A′′
z − Oz

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

, (2.7)

gdzie(Ax, Ay, Az) oznaczają współrzędne punktuA.

W algorytmie tym wykorzystywany jest fakt,że znak objętósci zalėzy od orientacji czworóscianu,
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Algorytm 1 Sekwencja działán w algorytmie wyznaczania punktu przecięcia prostej z trójkątem
Dane wej́sciowe: O,K,A,A′,A′′

1: E1 = A′ − A

2: E2 = A′′ −A

3: S = K × E2

4: δ = S · E1

5: if (δ = 0) then

6: return

7: end if

8: T = O − A

9: u′ = T · S
10: if (u′ < 0) or (u′ > δ) then

11: return

12: end if

13: Q = T × E1

14: v′ = K · Q
15: if (v′ < 0) or (u′ + v′ > δ) then

16: return

17: end if

18: t = E2 ·Q

19: t = t′

δ

20: u = u′

δ

21: v = v′

δ

22: return t, u, v

tj. od kolejnósci trzech wierzchołków widzianych z czwartego. CzworościanOAA′A′′ jest dodatnio

zorientowany, jésli wierzchołkiAA′A′′ obserwowane z wierzchołkaO są widziane zgodnie z kie-

runkiem ruchu wskazówek zegara. Można więc okréslić, czy odcinekOO′ przecina trójkątAA′A′′

badając znaki objętości znakowanych odpowiednich czworościanów. W [SF01] udowodniono,że od-

cinek OO′ przecina trójkątAA′A′′ wtedy i tylko wtedy, gdy objętósci czworóscianówO′AA′O,

O′A′′A′O i O′AA′′O są nieujemne.
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Wybór obiektów testowanych dla pojedynczego promienia

Wydajnósć algorytmuśledzenia promieni mȯzna zwiększýc nie tylko przez stosowanie szybkich

procedur wyznaczających punkt przecięcia promienia z obiektem, ale tak̇ze przez zmniejszenie liczby

obiektów testowanych dla pojedynczego promienia. W algorytmieśledzenia promieni należy znaleź́c

najbliższy obserwatora obiekt przecinany przez dany promień. Najbardziej naiwną metodą jest wy-

znaczenie punktów przecięcia dla wszystkich obiektów na scenie, a następnie wybranie spośród nich

jednego. Zdecydowana większość testów okȧze się jednak zupełnie zbędna, ponieważ z reguły poje-

dyncza prosta przecina jedynie niewielki podzbiór wszystkich elementów sceny. Korzystne jest zatem

zastosowanie metody wstępnego typowania potencjalnych kandydatów przekazywanych do procedu-

ry wyznaczania punktu przecięć.

Często stosowanymi metodami eliminacji obiektów przecinających daną prostą są algorytmy wy-

korzystujące podział przestrzeni. W tych algorytmach przestrzén sceny jest dzielona na elementy

(komórki) zawierające w sobie pewną liczbę sąsiednichobiektów. Punkty przecięcia z prostą dla

obiektów wchodzących w skład danej komórki są wyznaczanedopiero wtedy, gdy komórka ta jest

przecinana przez badaną prostą. Rozmiar komórek może býc adaptowany do lokalnej gęstości obiek-

tów na scenie, tj. fragmenty przestrzeni z niewielką liczbą obiektów dzielone są na komórki o dużej

objętósci, a fragmenty z du̇zą liczbą obiektów na komórki o niewielkiej objętości. Rozmiar poszcze-

gólnych komórek mȯze wynikác np. z ograniczén na minimalną i maksymalną liczbę obiektów za-

wartych w pojedynczym elemencie.

Z poszczególnych elementów przestrzeni buduje się często struktury hierarchiczne, w których ele-

menty o mniejszej objętości zawierają się w elementach o większej objętości. Powstaje w ten sposób

struktura drzewiasta, w której kolejne poziomy zawierająelementy o coraz mniejszej objętości. Przy-

kładem takiej struktury mȯze býc drzewo binarnego podziału przestrzeni (drzewo BSP,ang. Binary

Space Partitioning tree), w którym poszczególne węzły są dzielone na dwa elementy. Istotną cechą

struktur drzewiastych jest logarytmiczna zależnósć głębokósci od liczby lísci drzewa. Pozwala to na

efektywne implementacje algorytmów wyszukiwania w drzewie obiektów przecinanych przez prostą.

Algorytm konstrukcji drzewa BSP jest algorytmem rekurencyjnym. W wyniku jego wykonania

powstaje drzewo, którego korzeniem jest cała przestrzeń sceny. W pierwszym kroku algorytmu wy-

bierana jest płaszczyzna dzieląca całą dostępną przestrzén sceny na dwa elementy. Elementy te stają

się potomkami korzenia drzewa. Z każdym elementem wiązany jest zbiór obiektów zawierających

się po odpowiedniej stronie płaszczyzny dzielącej. Następnie procedura ta jest powtarzana rekuren-
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cyjnie dla kȧzdego powstałego elementu. Warunkiem zakończenia rekursji jest osiągnięcie zadanej

głębokósci drzewa bądź granicznej liczby obiektów w każdym elemencie.

Szczególnym przypadkiem drzew BSP są drzewakd, w których płaszczyzny dzielące są zawsze

prostopadłe do osi układu współrzędnych. Dzięki temu badanie warunków w algorytmach budowania

i przeglądania takich drzew może býc przeprowadzane bez konieczności wykonywania kosztownych

obliczén. Z tego względu drzewakd są chętnie stosowane w sprzętowych implementacjach algoryt-

mów óswietlenia globalnego. Przykład drzewakd przedstawiono na rys. 2.4. Przestrzeń sceny jest

podzielona płaszczyznąΘ, a lewy i prawy potomek odpowiednio płaszczyznamiΨ i Ω.

Θ

Ψ

Ω

Rysunek 2.4. Drzewokd.

W procesie renderingu scen trójwymiarowych problem budowania drzew BSP mȯze zostác po-

minięty, poniewȧz w du̇zej czę́sci przypadków drzewo może zostác skonstruowane na etapie mo-

delowania sceny. Znacznie istotniejszym problemem jest wytypowanie cel przecinanych przez dany

promién. Opracowano wiele algorytmów przeglądania drzew BSP, zaczynając od [Arv88]. Bardziej

kompletny przegląd wielu mȯzliwych rozwiązán zaprezentowano w [Bit99]. Jednym z najszybszych

jest algorytm przeglądania drzewkd z [HKBZ97]. Idea algorytmu polega na sprawdzeniu wzajem-

nego połȯzenia punktów przecięcia promienia z płaszczyznami ograniczającymi daną celę oraz z
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płaszczyzną dzielącą. Ponieważ płaszczyzny są prostopadłe do osi układu współrzędnych, problem

sprowadza się do porównania pojedynczych współrzędnych. Dodatkowo, kolejnósć testów jest tak

dobrana, aby przypadki występujące najczęściej były obsługiwane z najmniejszymi opóźnieniami.

Zapis działán metody opisanej w [HKBZ97] przedstawiono w alg. 2. PrzezA′
∗ i A′′

∗ oznaczono

współrzędne punktów przecięcia promienia z płaszczyznami ograniczającymi badany węzeł. Indeks

współrzędnych zalėzy od orientacji płaszczyzny dzielącej komórkę – odpowiada on osi prostopadłej

do płaszczyzny dzielącej. JakoA′ oznaczono punkt znajdujący się bliżej początku promienia (punkt

wejściowy do komórki), jakoA′′ oznaczono punkt dalszy (wyjściowy). Lewy węzeł zawiera obiekty

poni̇zejpłaszczyzny dzielącej, prawy węzeł obejmuje obszarpowẏzejpłaszczyzny dzielącej. Przeglą-

danie drzewa odbywa się od korzenia w kierunku liści. Korzén drzewa zawiera całą przestrzeń sceny.

Na rys. 2.5 przedstawiono schematycznie kilka z możliwych połȯzén promienia i węzłów drzewa.

Algorytm 2 Przeglądanie drzewakd według algorytmu z pracy [HKBZ97].
Dane wej́sciowe: Współrzędne punktów przecięciaA′,A′′ prostej z płaszczyznami ograniczającymi

komórkę i płaszczyzną dzielącą (punktA).

1: if (A′
∗ ≤ A∗) then

2: if (A′′
∗ < A∗) then

3: Sprawdź lewy węzeł

4: else

5: if (A′′
∗ = A∗) then

6: Sprawdź dowolny węzeł

7: else

8: Sprawdź lewy i prawy węzeł

9: end if

10: end if

11: else

12: if (A′′
∗ > A∗) then

13: Sprawdź prawy węzeł

14: else

15: Sprawdź prawy i lewy węzeł

16: end if

17: end if
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Rysunek 2.5. Wybrane położenia promienia przy przeglądaniu drzewkd.

Rekursywneśledzenie promieni

Klasyczny algorytmśledzenia promieni modeluje jedynie przepływ energii od źródeł światła do

oświetlanych obiektów pomijając całkowicie wzajemną wymianę energii pomiędzy pozostałymi ele-

mentami sceny. Poprawne modelowanie rozkładu energii według równania (2.1) wymaga uwzględ-

nienia wpływu óswietleniáswiatłem odbitym od elementów nie będących źródłamiświatła. Koniecz-

ne rozszerzenia podstawowego algorytmu zaproponowano po raz pierwszy w pracy [Whi80].

N1

N2

N3

L1

L3

R3

T1

R1

R2

L2

Obserwator
źródło
światła

T2

Ni - wektor normalny powierzchni

Ri - promién odbity Ti - promién transmitowany

Li - promién wyznaczania cienia

Rysunek 2.6. Idea algorytmu rekursywnegośledzenia promieni.
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W algorytmie rekursywnegósledzenia promieni (rys. 2.6) zbiór promieni generowanychz punktu

J jest poszerzony o promień odbity i promién transmitowany (dla obiektów przezroczystych). Dla

każdego z tych promieni wyznaczany jest najbliższy przecinany obiekt, po czym z punktów dla zna-

lezionych przecię́c generowane są kolejne zbiory promieni. Kolejne zbiory promieni tworządrzewo

promieni. Procedura budowania drzewa promieni jest kontynuowana domomentu, gdy zostanie speł-

niony jeden z dwóch warunków:

• dla kolejnego promienia nie można znaleź́c przecinanego obiektu,

• osiągnięto załȯzoną głębokósć drzewa.

Algorytm rekursywnegósledzenia promieni doskonale modeluje wszelkie zjawiska związane z

odbiciami zwierciadlanymi. Niestety, nie bierze on pod uwagę powierzchni matowych, tj. odbijają-

cychświatło we wszystkich kierunkach równomiernie. Powoduje to koniecznósć stosowania korekcji

związanych zoświetleniem otoczenia, czyli światłem odbitym od pozostałych obiektów. Poprawną

symulację wymianýswiatła pomiędzy powierzchniami matowymi zapewniają metody energetyczne,

niestety ich wadą jest wysoki koszt obliczeń dla modelowania powierzchni zwierciadlanych.

2.1.2 Metody energetyczne

Metody energetyczne (ang. radiosity) wykorzystują iṅzynierskie modele wymiany ciepła stosowa-

ne m.in. przy obliczaniu elementów statków kosmicznych. Pierwsze doniesienia o wykorzystaniu

tych algorytmów w grafice komputerowej zaprezentowano w pracach [GTGB84] i [NN85]. W me-

todzie energetycznej zakłada się,że całkowita energiáswietlna emitowana lub odbijana od dowolnej

powierzchni jest absorbowana lub odbijana przez inne powierzchnie. Rozkład energiíswietlnej na

scenie jest obliczany niezależnie od pozycji obserwatora, a więc po jego wyznaczeniu konieczna jest

odpowiednia projekcja wyników.

Wprowadzenie

Podstawowym załȯzeniem w metodzie energetycznej jest potraktowanie wszystkich powierzchni jako

nieprzezroczystych i matowych. Powierzchnie takie odbijają światło jednakowo w kȧzdym kierunku,

a więc niezalėznie od kąta patrzenia wydają się jednakowo jasne. Zostały one nazwanepowierzch-

niami lambertowskimiod nazwiska Johanna Heinricha Lamberta, który prowadził nad nimi badania
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w XVII wieku. Natę̇zenieświatła odbitego od powierzchni lambertowskiej jest określoneprawem

Lamberta

Io = Is · ρ · cos(α), (2.8)

gdzie Io oznacza natę̇zenieświatła odbitego zarejestrowane przez obserwatora,Is jest natę̇zeniem

źródłaświatła,ρ ∈ [0, 1] jest współczynnikiem odbicia, aα kątem pomiędzy kierunkiem obserwa-

cji a wektorem normalnym do powierzchni. Dzięki temu,że stosunek natężenia światła odbitego

do padającego zależy wyłącznie od kąta obserwacji i współczynnika odbicia,możliwe jest znaczne

uproszczenie równań opisujących przepływ energiiświetlnej pomiędzy elementami sceny.

Zadaniem metod energetycznych jest wyznaczenie dla każdego punktu na scenie jegopromieni-

stości(ang. radiosity) B(A), czyli strumienia energii emitowanego z danej powierzchni. Jednostką

promienistósci, nazywanej tak̇zenatę̇zeniem wypromieniowania, jest
[

W
m2

]
. Przy ograniczeniu wszys-

tkich powierzchni na scenie do powierzchni lambertowskich, równanie (2.1) mȯzna upróscíc do po-

staci [CW93]

B(A) = E(A) + ρ(A)

∫

S

B(A′)G(A,A′)dA′, (2.9)

gdzieB(A) i B(A′) oznaczają odpowiednio promienistości w punktachA i A′, E(A) oznacza pro-

mienistósć własną źródeł́swiatła,ρ(A) jest współczynnikiem odbicia, aG(A,A′) jest nazywane

jądrem geometrycznym. Wartość G(A,A′) zalėzy zarówno od wzajemnego położenia punktówA i

A′, jak i od obecnósci przeszkód pomiędzy tymi punktami.

Dyskretyzacja równania óswietlenia

Pomimo uproszczén, analityczne rozwiązanie równania (2.9) jest możliwe jedynie w bardzo prostych

przypadkach. Stosowane są zatem metody probabilistycznei numeryczne pozwalające znaleźć roz-

wiązanie przybli̇zone. Jedną z najczęściej stosowanych metod numerycznych jest metoda elementów

skónczonych (MES). Pozwala ona przybliżyć rozwiązanie równania (2.9) rozwiązaniem układu rów-

nán liniowych.

W metodzie elementów skończonych skomplikowana funkcja jest aproksymowana sumą ważoną

prostychfunkcji bazowych. Każda z funkcji bazowych określona jest na pewnym przedziale wybra-

nym z dziedziny funkcji aproksymowanej. Suma przedziałów funkcji bazowych musi pokrýc całą

dziedzinę funkcji aproksymowanej. Współczynniki przy funkcjach bazowych są dobierane w ten

sposób, aby wartósci funkcji aproksymowanej i sumy ważonej funkcji bazowych były sobie rów-
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ne w wybranych punktach dziedziny, nazywanychwęzłami. Wartósci współczynników w węzłach są

niewiadomymi, które mȯzna znaleź́c rozwiązując liniowy układ równán.

Idea zastosowania MES w metodzie energetycznej polega na aproksymacji ciągłej funkcjiB(A)

za pomocą sumy

B(A) ≈
∑

i

Biξi(A), (2.10)

gdzieξi(A) oznaczai–tą funkcję bazową. Funkcjami bazowymi są z reguły funkcje wielomianowe

przyjmujące wartósci niezerowe jedynie w bliskim otoczeniu danego węzła, zaś węzłami są wybrane

punkty na powierzchniach występujących na scenie. Każda funkcja bazowa jest określona dla pewne-

go przedziału dziedzinyB(A), czyli dla pewnego wycinka powierzchni. Poza wybranym przedziałem

wartósć ξi(A) jest równa zero. Często używaną funkcją bazową jest

ξi(A) =







1 jeśli A nalėzy do płatui

0 jeśli A nie nalėzy do płatui
. (2.11)

Metoda elementów skończonych pozwala zapisać formułę (2.9) jako układ równán liniowych

E = (Ξ −P · F) · B, (2.12)

gdzieE oznacza wektor promienistości własnych, elementy macierzyΞ są splotem odpowiednich

funkcji bazowych, macierzP jest macierzą diagonalną współczynników odbicia, macierz F jest ma-

cierzą współczynników konfiguracji (kształtu) zależnych od współczynników sprzężenia, a wektorB

jest poszukiwanym wektorem promienistości. Dla stałych funkcji bazowych macierzΞ jest macierzą

jednostkową, a macierzF zawiera współczynniki sprzężenia. Wektor rozwiązán układu (2.12) wy-

znacza z załȯzonym błędem wartósci promienistósci dla wybranego zbioru punktów stanowiących

węzły.

Znalezienie układu równań liniowych aproksymującego (2.9) wymaga przeprowadzenia szeregu

operacji. Pierwszą z nich jest podział wszystkich powierzchni występujących na scenie na niewielkie

płaty elementarne. Dla kȧzdego płatu nalėzy wybrác zbiór punktów będących węzłami, w których

obliczane są wartósci promienistósci. Z kȧzdym węzłem nalėzy związác wybraną funkcję bazową.

Liczba i połȯzenie węzłów zalėzy od postaci funkcji bazowych. Dla stałych funkcji bazowych wy-

bierany jest zazwyczaj jeden punkt pośrodku płata elementarnego. Dla każdej pary płatów elementar-

nych nalėzy tak̇ze wyznaczýc wartósć współczynnika sprzę̇zenia, czyli wielkósci opisującej względne

położenie i obecnósć przeszkód ograniczających wzajemną widoczność. Znajomósć powẏzszych da-

nych jednoznacznie określa współczynniki układu równań (2.12).
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Współczynniki konfiguracji

Współczynniki konfiguracji (kształtu) określają wȧzony wpływ energii emitowanej z dziedziny

pewnej funkcji bazowej na dziedzinę innej funkcji bazowej. W najprostszym przypadku są równe

stosunkowi energii docierającej z płatui do płatuj do całkowitej energii emitowanej z płatui. Współ-

czynniki kształtu zalėzą wyłącznie od odległósci i wzajemnej orientacji płatów elementarnych oraz

od istnienia ewentualnych przeszkód pomiędzy nimi.

Wyznaczenie współczynnika sprzężenia dla pary płatów elementarnych ma dwa etapy. W pierw-

szym wyznacza sięfunkcję widoczności. Wartósć funkcji widocznósci zalėzy od obecnósci przeszkód

czę́sciowo lub całkowicie blokujących wymianę energii pomi˛edzy badanymi płatami. Z reguły stosu-

je się dwuwartósciową funkcję widocznósci równą 1, gdy pomiędzy płatami elementarnymi nie ma

żadnych przeszkód, i równą 0 w przeciwnym przypadku.

Do wyznaczania funkcji widoczności mȯzna posłu̇zyć się algorytmem rzucania promieni. Kon-

struuje się promién o początku na jednym z płatów elementarnych i skierowany na drugi z płatów.

Następnie poszukuje się obiektów przecinanych przez tenpromién, które są połȯzone pomiędzy po-

czątkiem promienia a drugim z badanych płatów. Wystarczy znaleź́c jeden taki obiekt, aby określić

wartósć funkcji widocznósci równą zero. Z powodu logarytmicznej złożonósci algorytmu poszuki-

wania obiektów przecinanych przez promień rozwiązanie to jest dość efektywne.

Drugim krokiem procedury wyznaczania współczynnika sprz˛eżenia jest okréslenie jego wartósci

zalėznej od kształtu i wzajemnego położenia płatów elementarnych. Dla niektórych kształtów płatów

elementarnych znane są analityczne formuły określające tę wartósć, jednak z powodu ich złȯzonósci

są rzadko stosowane. Jednym z podstawowych sposobów obliczania wartósci współczynnika kształtu

jest metoda próbkowania półsfery (metoda Nusselta) [CW93].

Ideę metody Nusselta przedstawiono na rys. 2.7. Konstruowana jest umowna półsfera ośrodku

położonym na jednym z płatów elementarnych. Drugi z płatów jest rzutowany na powierzchnię pół-

sfery, a następnie na koło będące jej podstawą. Współczynnik kształtu jest równy stosunkowi pola

zajętego przez rzut do pola całego koła

FdAi→dAj
=

S

πr2
. (2.13)

Metoda Nusselta stanowi podstawę wielu algorytmów. Jedn ˛a z modyfikacji jest metoda próbko-

wania półszéscianu (rys. 2.8). Półsfera zastępowana jest półsześcianem, któregósciany są dzielone

na niewielkie elementy. Z każdym elementem związana jest wartość jego współczynnika kształtu
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Rysunek 2.7. Wyznaczanie współczynników kształtu metodąNusselta.

względem płatudAi. Następnie badany płatdAj jest rzutowany na powierzchnię półsześcianu i jego

współczynnik kształtu jest obliczany jako suma współczynników "przykrytych" elementów.

Metoda próbkowania półsześcianu jest szczególnie podatna na implementację z wykorzystaniem

klasycznych procesorów graficznych zawierających realizację sprzętową algorytmu wyznaczania obiek-

tów widocznych, np. algorytmz–bufora lub inaczej bufora głębokości. Algorytm ten pozwala zrzu-

towác wszystkie elementy sceny na płaszczyzny wyznaczone przezściany półszéscianu. Przy rzuto-

waniu zachowana jest kolejność obiektów, tzn. płaty połȯzone dalej od́scian półszéscianu zostaną

przysłonięte przez elementy bliższe. Pozwala to na jednoczesne wyznaczenie funkcji widoczności.

Czas wykonania algorytmu wykorzystującego bufor głębokości zalėzy liniowo od liczby elementów

na scenie. Szereg implementacji wykorzystujących ideę próbkowania półszéscianu i klasyczne pro-

cesory graficzne zaprezentowano m.in. w pracach [Kel97], [BGZ97], [NC02], [Lan04], [CHL04].

Istnieją tak̇ze inne algorytmy wyznaczania współczynników sprzężenia. Przykładem mogą być

różnorakie metody probabilistyczne. Są one jednak rzadko stosowane ze względu na czasochłonność

i niską jakósć uzyskiwanych wyników. Wspomaganie metod energetycznychprzy u̇zyciu algorytmów
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Rysunek 2.8. Wyznaczanie współczynników kształtu metodąpróbkowania półszéscianu.

probabilistycznych zastosowano w procesorze AR350 [Hal01].

Rozwiązanie układu równán oświetlenia

Rozwiązanie układu równań (2.12) pozwala na znalezienie wartości promienistósci dla zbioru punk-

tów połȯzonych na powierzchni obiektów występujących na scenie.Niestety, aby uzyskác wystar-

czającą dokładnósć, konieczne jest stosowanie odpowiednio gęstej siatki w˛ezłów, czyli odpowiednio

małych płatów elementarnych. Dla skomplikowanych scen liczba płatów elementarnych może prze-

kroczýc 106 elementów. Du̇za liczba węzłów, a więc także zmiennych w układzie (2.12), wymaga

ogromnych mocy obliczeniowych do znalezienia rozwiązania.

Rozmiar układu równán oświetlenia powoduje,̇ze klasyczne metody (np. metoda Gaussa o złożo-

nościO(n3)) są praktycznie bezużyteczne. W praktycznych implementacjach stosowane są zazwyczaj

relaksacyjne metody rozwiązywania układu równań, będące modyfikacjami metod iteracyjnych Jaco-

biego czy Gaussa–Seidla. Często stosowaną jest metodaprogresywnego ulepszania(ang. progressive

refinement) [Lan04].

W algorytmie progresywnego ulepszania (alg .3) z każdym płatem elementarnymi związana jest
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wartósć dotychczas obliczonej promienistościBi oraz promienistósci, która jeszcze nie została wy-

promieniowana∆Bi. Algorytm ten jest algorytmem iteracyjnym, w którym pojedyncza iteracja skła-

da się z dwóch etapów. Etap pierwszy obejmuje wybór elementu z największą wartóscią niewypro-

mieniowanej energii∆Bi. W drugim kroku energia wszystkich płatów elementarnych jest zwiększana

o wartósć związaną z emisją energii∆Bi.

Algorytm 3 Rozwiązanie układu równań oświetlenia metodą progresywnego ulepszania.
Dane wej́sciowe: Zbiór wszystkich płatów elementarnych, ich współczynników odbiciaρi i promie-

nistósci własnychEi

1: for i = 1 to n do

2: Bi = Ei

3: ∆Bi = Ei

4: end for

5: while przybliżenie mało dokładnedo

6: Wybierz elementi z największą niewypromieniowaną energią∆Bi ·Ai

7: for j = 1 to n do

8: ∆rad = ∆Bi · ρj · Fji

9: ∆Bj = ∆Bj + ∆rad

10: Bj = Bj + ∆rad

11: end for

12: ∆Bi = 0

13: end while

Podstawową zaletą metody progresywnego ulepszania jestszybka zbiėznósć kolejnych rozwią-

zán, szczególnie dla początkowych kroków. W wielu przypadkach wystarczającą dokładność osiąga

się po niewielkiej liczbie iteracji. Ponieważ kȧzda iteracja wymaga uaktualnienia wszystkich płatów

elementarnych, złȯzonósć całego algorytmu progresywnego ulepszania może býc oszacowana jako

O(n), gdzien oznacza liczbę płatów elementarnych. Dodatkowo dokładność wyników dla począt-

kowych kroków mȯzna zwiększýc wprowadzając dodatkową korekcję związaną z oświetleniem oto-

czenia. Na rys. 2.9 przedstawiono porównanie błędu obliczonych wartósci promienistósci w funkcji

liczby iteracji.
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Rysunek 2.9. Porównanie błędu obliczonych wartości promienistósci w funkcji liczby iteracji dla

różnych metod rozwiązywania układu równań oświetlenia [CW93].

2.2 Resztowe systemy liczbowe

2.2.1 Wybrane zagadnienia teorii liczb

Reszta z dzielenia liczby całkowitejX przez liczbę naturalnąM > 1 jest oznaczana jako|X|M lub

X mod M . Wartósć resztyW = |X|M jest zdefiniowana jako

W = |X|M =⇒ X =

⌊
X

M

⌋

·M +W. (2.14)

Z równania (2.14) wynika,̇ze wartósć reszty jest nieujemna. Możliwe jest zdefiniowanie tak̇ze reszt

ujemnych, jednak w dalszej części pracy przypadek ten nie jest rozważany.

O dwóch liczbach całkowitychX, Y mówimy, że sąprzystające(kongruentne) moduloM , je-

śli różnicaX − Y jest podzielna przezM , czyli |X − Y |M = 0. Relację kongruencji oznacza się
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symbolemX ≡ Y mod M . Bezpósrednio z definicji kongruencji wynika,że jésli X ≡ Y mod M i

Z ≡W mod M , to

(X ⊙ Z) ≡ (Y ⊙W ) mod M, (2.15)

gdzie⊙ oznacza jedno z działań {+,−,×}. Własnósć ta nazywana jestniezmienniczościąrelacji

kongruencji względem dodawania, odejmowania i mnożenia.

Przy wykonywaniu operacji arytmetycznych modulo użyteczne jest posługiwanie się pojęciami

odwrotności addytywnej moduloi odwrotności multiplikatywnej modulo. Odwrotnóscią addytywną

liczbyX moduloM jest taka liczbaY , że |X + Y |M = 0. Odwrotnósć addytywną oznacza się jako

|−X|M . Odwrotnóscią multiplikatywną liczbyX moduloM jest taka liczbaY , że |X · Y |M = 1.

Warunkiem istnienia odwrotności multiplikatywnej jest wzajemna względna pierwszośćX i M . Od-

wrotnósć multiplikatywna jest oznaczana jako|X−1|M .

Podstawą wielu algorytmów arytmetyki resztowej jest małetwierdzenie Fermata [GKP01, Kob95],

które dla liczby pierwszejM i liczby całkowitejX względnie pierwszej zM stanowi

∣
∣XM−1

∣
∣
M

= 1. (2.16)

Poprawnósć (2.16) mȯzna łatwo uzasadnić. Poniewȧz X jest względnie pierwsze zM , to reszty

|X|M , |2 ·X|M , . . . , |(M − 1) ·X|M kolejnych krotnósciX są ró̇zne, czyli tworzą permutację ciągu

1, 2, 3, . . . ,M − 1. Iloczyn reszt tych krotnósci będzie więc równy iloczynowi kolejnych elementów

ciągu1, 2, 3, . . . ,M − 1, czyli (M − 1)!. Wynika stąd,̇ze

XM−1 · (M − 1)! ≡ (M − 1)! mod M,

skąd bezpósrednio wynika wzór (2.16).

Na podstawie małego twierdzenia Fermata można wykazác ([Kob95], str. 52–53),̇ze dla kȧzdej

liczby pierwszejM istniejeϕ(M − 1) liczb naturalnychg, dla których reszty kolejnychM − 1 potęg

są ró̇zne, czyli generują permutację ciągu1, 2, 3, . . . ,M − 1. Funkcjaϕ(M − 1) jest funkcją Eulera

i jest okréslona jako liczba mniejszych odM − 1 liczb naturalnych względnie pierwszych zM − 1.

Liczby g nazywane sągeneratorami grupy multiplikatywnej. Wynika stąd,̇ze znającg dla danegoM

można jednoznacznie przekształcić liczby całkowiteX z zakresu[1,M − 1] na odpowiadające im

wykładniki jX ∈ [0,M − 2], gdzie

X =
∣
∣gjX

∣
∣
M
. (2.17)
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Wykładniki jX nazywane są także indeksamii tworzągrupę addytywną, a całe przekształcenie okre-

ślane jesttransformacją na izomorficzną grupę addytywną. Transformacja opisana przez (2.17) po-

zwala na zastąpienie mnożenia moduloM dodawaniem moduloM − 1 zgodnie z wzorem

|X · Y |M =
∣
∣g|jX+jY |M−1

∣
∣
M
, (2.18)

gdzieX = |gjX |M , Y = |gjY |M .

Uogólnieniem małego twierdzenia Fermata jest twierdzenieEulera, które stanowi,̇ze dla pary

względnie pierwszych liczb naturalnychM,X

∣
∣Xϕ(M)

∣
∣
M

= 1. (2.19)

Konsekwencją (2.19) jest powtarzalność reszt kolejnych potęgX moduloM z okresem równym co

najwyżejϕ(M). PrzyjmującX = 2 można tę włásciwósć wykorzystác do efektywnego wykonywania

operacji moduloM dlaM nieparzystych na reprezentacjach binarnych, ponieważ reszty dla kolejnych

cyfr o wagach2i będą się powtarzały okresowo [Pie94].

Najmniejsza odległósć między identycznymi wartósciami w ciągu reszt dla kolejnych potęg 2 mo-

duloM nazywana jestokresem. Okres istnieje dla kȧzdej liczby naturalnejM > 1 i jest podzielnikiem

ϕ(M). Dla niektórych wartósciM można tak̇ze wyró̇znić półokrespotęg 2 moduloM . Półokresem

jest najmniejsza odległość pomiędzy resztami potęg 2, które są odwrotnościami addytywnymi, czyli

ich suma moduloM wynosi 0. Jésli istnieje półokres potęg 2 moduloM , jest on zawsze równy po-

łowie okresu. Przykładem występowania okresu i półokresumoże býc ciąg reszt kolejnych potęg 2

modulo 9:20 mod 9 = 1, 21 mod 9 = 2, 22 mod 9 = 4, 23 mod 9 = 8, 24 mod 9 = 7, 25 mod 9 =

5, 26 mod 9 = 1, . . .. Okres potęg 2 modulo 9 wynosi 6, a półokres jest równy 3.

Resztowy system liczbowy (RNS) [SJJT86], [ST67] jest określony przez zbiórn wzajemnie

względnie pierwszych liczb naturalnychMi > 1. Zakres dynamiczny systemu jest określony jako

M =
n∏

i=1

Mi. (2.20)

Reprezentacją liczby całkowitejX w RNS(M1,M2, . . . ,Mn) jest wektor(X1, X2, . . . , Xn) reszt

Xi = |X|Mi
. Kolejne resztyXi są tak̇ze nazywane cyframi w RNS. Zgodnie z chińskim twierdzeniem

o resztach (Chinese Remainder Theorem, CRT) wektor reszt(X1, X2, . . . , Xn) jest niepowtarzalny

dla kȧzdej liczby z przedziału[Z,Z +M) dlaZ całkowitego [Knu02], [Kob95].

Unikalnósć reprezentacji RNS można wykazác przez zaprzeczenie. Załóżmy,że dla ró̇znych liczb

X, Y ∈ [Z,Z + M) ich resztyXi = |X|Mi
i Yi = |Y |Mi

są sobie równe dla każdegoi ∈ [1, n]. Na
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podstawie definicji kongruencji wynika stąd,że |X − Y |Mi
= 0 dla i ∈ [1, n]. Jésli różnicaX − Y

jest podzielna przez każdy modułMi z osobna, musi býc tak̇ze podzielna przez najmniejszą wspólną

wielokrotnósć (NWW) tych modułów. Poniewȧz modułyMi są wzajemnie względnie pierwsze, ich

NWW równa jestM , co daje|X − Y |M = 0. Wynika stąd,̇ze liczbyX i Y muszą býc równe lub co

najmniej jedna z nich musi być spoza przedziału[Z,Z +M), co przeczy początkowemu założeniu.

Zaletą RNS jest mȯzliwość wykonywania operacji{+,−,×} niezalėznie dla poszczególnych

cyfr, zgodnie z równaniem

(X ⊙ Y ) ≡W mod M ⇔ (Xi ⊙ Yi) ≡Wi mod Mi, (2.21)

gdzieWi = |W |Mi
. Pozwala to na dekompozycję operacji na liczbachX, Y na zbiór niezalėznych,

równoległych kanałów, w których działania arytmetyczne przeprowadzane są modulo kolejne moduły

Mi. Jėzeli wartósci modułówMi są znacznie mniejsze od wartościX, Y , koszt układu arytmetycz-

nego złȯzonego z niezalėznych jednostek dla poszczególnych modułów jest znacznie mniejszy od

kosztu układu dla liczbX, Y . Niestety, istnieją operacje arytmetyczne, dla których implementacja w

RNS jest niezwykle kosztowna. Poza tym, w większości obecnie stosowanych systemów cyfrowych

używana jest arytmetyka pozycyjna, co wymusza konieczność konwersjipomiędzy RNS a systemami

pozycyjnymi.

Przy analizie resztowych układów arytmetycznych przydatne jest tak̇ze pojęciekompozycjiliczby

naturalnej. Kompozycjąk ∈ N nazywa się sposób podziału liczbyk na sumę składników większych

od 0. Cechą kompozycji jest to,że kolejnósć składników jest istotna. Dwie kompozycje o tych samych

wartósciach elementów, ale różnej ich kolejnósci, są ró̇znymi kompozycjami tej samej liczby, np:

(2, 3) i (3, 2) są ró̇znymi kompozycjami liczby 5.

NiechΓ(k) = {(Γi)} oznacza zbiór wszystkich kompozycjik nie zawierających elementów rów-

nych 1. Pojedyncza,i–ta kompozycja jest opisana wektoremΓi, przy czym
∑

j γ
i
j = k i γi

j > 1. W

pracy [Gri01] wykazano,̇ze liczba takich kompozycji równa jestFk−1, gdzieFk−1 oznacza(k − 1)

element ciągu Fibonacciego. Elementy ciągu Fibonacciego zdefiniowane są za pomocą zależnósci

rekurencyjnej

F0 = 0

F1 = 1

Fj = Fj−1 + Fj−2 dla j > 1

. (2.22)

WartósćFj można tak̇ze opisác w postaci zwartej. Załó̇zmy,że wartósć dowolnego wyrazuFj jest
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opisana wyrȧzeniem

Fj = α · µj + β · δj (2.23)

dlaα, β, µ, δ rzeczywistych. Ze wzorów (2.22) i (2.23) wynika układ równań






α · µ0 + β · δ0 = 0

α · µ1 + β · δ1 = 1

α · µ2 + β · δ2 = 1

α · µj + β · δj = α · µj−1 + β · δj−1 + α · µj−2 + β · δj−2

, (2.24)

który jest spełniony dla 





α = −1/
√

5

β = 1/
√

5

µ = 1−
√

5
2

δ = 1+
√

5
2

. (2.25)

Wartósć dowolnego elementu ciągu Fibonacciego wynosi zatem

Fj =
1√
5
·





(

1 +
√

5

2

)j

−
(

1 −
√

5

2

)j


 . (2.26)

Wzór (2.26) mȯzna przekształcić do prostszej postaci. Ponieważ

lim
j→∞

(

1 −
√

5

2

)j

= 0,

więcj-ty element ciągu jest bliskiφ
j

√
5
, gdzieφ oznacza liczbę Fidiasza, czyli1+

√
5

2
. Co więcej, ró̇znica

pomiędzyFj a φj
√

5
nie przekracza1/2, poniewȧz dlaj ≥ 0 jest

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1√
5
·
(

1 −
√

5

2

)j
∣
∣
∣
∣
∣
∣

<
1

2
.

Wynika stąd,̇ze liczba kompozycji liczbyk nie zawierających elementów równych 1 wynosi

|Γ(k)| = Fk−1 =

⌊
φk−1

√
5

+
1

2

⌋

. (2.27)

Najprostszą metodą wyznaczenia zbioruΓ(k) jest wygenerowanie wszystkichk/2 cyfrowych

liczb w systemie pozycyjnym o podstawiek i wybór tych, dla których suma cyfr wynosik. Nie-

stety, metoda ta jest niezwykle czasochłonna. Znacznie szybszy algorytm zaprezentowano w pracy

[Gri01]. W algorytmie tym zbiórΓ(k) dla k > 3 jest okréslony przez przekształcenieΓ(k − 1) i
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Γ(k − 2), przy czymΓ(2) = {(2)} i Γ(3) = {(3)}. Pierwszym krokiem przekształcenia jest dopi-

sanie 2 na ostatniej pozycji każdego wektora ze zbioruΓ(k − 2). Drugim krokiem jest dodanie 1 do

ostatniej pozycji kȧzdego wektora ze zbioruΓ(k − 1). Zbiory Γ(k) dla kilku kolejnych wartósci k

przyjmują więc postác

Γ(2) = (2)

Γ(3) = (3)

Γ(4) = (2, 2), (4)

Γ(5) = (3, 2), (2, 3), (5)

Γ(6) = (2, 2, 2), (4, 2), (3, 3), (2, 4), (6)

. . .

(2.28)

2.2.2 Konwersja pomiędzy RNS a systemem pozycyjnym

Konwersja liczby zapisanej w systemie pozycyjnym do RNS wymaga wyznaczenia reszt modulo ko-

lejne modułyMi stanowiące bazę RNS. Konwersja do RNS jest z reguły przeprowadzana dla liczb

zapisanych w systemach binarnych, może zatem býc zrealizowana za pomocą wielooperandowego

sumatora moduloMi dodającego reszty obliczone dla poszczególnych bitów reprezentacji binarnej.

Dla niektórych wartósci modułów technika ta pozwala na bardzo efektywną implementację. Przykła-

dem mogą býc moduły postaci2k − 1, gdzie wyznaczenie reszty sprowadza się do sumowania pól

zawierającychk sąsiednich bitów reprezentacji binarnej.

Proces konwersji reprezentacji w RNS do reprezentacji w systemie pozycyjnym nazywany jest

konwersją odwrotną. Klasyczną techniką konwersji odwrotnej jest konwersjaodwrotna według CRT

przeprowadzana zgodnie z wzorem

X =

∣
∣
∣
∣
∣

n∑

i=1

M

Mi

·
∣
∣
∣
∣
∣

(
M

Mi

)−1
∣
∣
∣
∣
∣
Mi

·Xi

∣
∣
∣
∣
∣
M

. (2.29)

Idea równania (2.29) polega na rozwiązaniu problemu dla liczb reprezentowanych w RNS jako(1, 0, ...),

(0, 1, 0, ...) itd. Liczby te nazywane sąwagami, a ich wartósci wynosząM
Mi

·
∣
∣
∣
∣

(
M
Mi

)−1
∣
∣
∣
∣
Mi

. Poniewȧz

kongruencje mȯzna dodawác i mnȯzyć, wartósć dowolnej liczby w RNS jest następnie dana jako

(X1, X2, ..., Xn) = |X1 · (1, 0, ..., 0) + . . .+Xn · (0, ..., 1)|M . (2.30)

Iloczyny reszt z odpowiadającymi im wagami nazywane sąprojekcjami ortogonalnymi.
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Drugą metodą konwersji odwrotnej jest wykorzystanie stowarzyszonego systemu z mieszanymi

podstawami [BJ78], [Hua83], [MM98], [GJ99]. Systemy liczbowe nazywamy stowarzyszonymi wte-

dy, gdy posiadają identyczną bazę lub zbiór cyfr. Liczbaw systemie z mieszanymi podstawami (ang.

MixedRadix System, MRS) stowarzyszonym z RNS jest reprezentowana przezn cyfr ai. Cyfry ai są

okréslone wzorem

ai = |ri|Mi
, (2.31)

gdzieri opisane jest zalėznóscią rekurencyjną

r1 = X

ri = (ri−1 − ai−1) · |(Mi−1)
−1|Mi

. (2.32)

Wartóscią liczby w MRS jest

X =

n∑

i=1

ai · (
i−1∏

j=1

Mi). (2.33)

Reprezentacja w MRS jest szeroko stosowana do detekcji znaku, wykrywania przepełnién, wy-

krywania i korekcji błędów itd. Dla reprezentacji w MRS można wykonác wiele operacji, których

implementacja w RNS jest kosztowna. Pozwala to uniknąć pełnej konwersji do systemu binarnego.

Konwersja odwrotna mȯze tak̇ze býc przeprowadzona według koncepcji określanej jako nowe

chińskie twierdzenie o resztach II [Wan00]. Zgodnie z twierdzeniem przedstawionym i udowodnio-

nym w [Wan00] konwersja odwrotna dla liczby naturalnejX ∈ [0,M1 ·M2) zapisanej w RNS o bazie

(M1,M2) jako(X1, X2) dlaX1 = |X|M1
, X2 = |X|M2

może býc przeprowadzona zgodnie z wzorem

X = X2 +
∣
∣
∣

∣
∣M−1

2

∣
∣
M1

(X1 −X2)
∣
∣
∣
M1

·M2. (2.34)

Wzór (2.34) umȯzliwia przeprowadzenie konwersji odwrotnej także dla RNS o bazie złȯzonej z wielu

modułów. Moduły te są grupowane w pary i dla każdej z par przeprowadzana jest konwersja odwrotna

w systemie o bazie określonej przez tę parę. Wynik konwersji dla każdej z par jest następnie trakto-

wany jako reszta modulo iloczyn modułów wchodzących w skład pary. Uzyskane reszty są następnie

znów łączone w pary, dla których ponownie jest przeprowadzana konwersja odwrotna zgodnie z rów-

naniem (2.34). Zaletą metody zaprezentowanej w [Wan00] jest ograniczenie wartości modułów, dla

których wykonywane są operacje modulo.

Oprócz przedstawionych metod istnieje jeszcze szereg innych rozwiązán będących modyfika-

cją powẏzszych, zarówno dla dowolnych RNS, jak i dlaścísle okréslonych baz [WSA99], [Pre92],

[Pre95], [Pre04], [CCS03], [WSAW03], [CRL98], [WSAW00]. Szczególnie du̇za liczba mȯzliwych
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struktur konwerterów odwrotnych została opracowana dla RNS o bazie złȯzonej z modułów(2k −
1, 2k, 2k + 1) [CN99], [BPS98], [Moh01], [IS88], [Pie95], [Ber85], [VR94], [Moh98], [WJM00],

[GPS97], [BWAK04].

Sprzętowe implementacje układów konwersji

W sprzętowych implementacjach układów arytmetyki resztowej pojawia się często konieczność obli-

czania wartósci skomplikowanych wyrȧzén arytmetycznych wymagających wyznaczania reszty, od-

wrotnósci multiplikatywnych modulo bądź logarytmu dyskretnego. Jedną z mȯzliwości implemen-

tacji tych operacji w szybkich układach cyfrowych jest użycie pamięci ROM. Wewnątrz pamięci

zawarte są wyniki danego działania dla wszystkich kombinacji argumentów. Z wartósci argumentów

jest konstruowany adres komórki zawierającej gotowy wynik. Metoda ta pozwala na bardzo szybką

implementację dowolnej operacji arytmetycznej. Podstawową jej wadą jest szybki wzrost rozmiaru

pamięci w funkcji maksymalnej wartości adresu pamięci.

W implementacjach konwerterów wykorzystujących CRT pamięci ROM mogą býc wykorzystane

do wyznaczania wartości projekcji ortogonalnych dla resztXi. Projekcje ortogonalne są następnie su-

mowane za pomocą wielooperandowego sumatora moduloM . Na potrzeby implementacji sprzętowej

wzór (2.29) jest często przekształcany do postaci

X =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

n∑

i=1

M

Mi

·
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣

(
M

Mi

)−1
∣
∣
∣
∣
∣
Mi

·Xi

∣
∣
∣
∣
∣
Mi

∣
∣
∣
∣
∣
∣
M

. (2.35)

W konwerterach wykorzystujących wzór (2.35) pamięci ROMzawierają wartósci

∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

(
M
Mi

)−1
∣
∣
∣
∣
Mi

·Xi

∣
∣
∣
∣
∣
Mi

.

Wartósci te są znacznie mniejsze od pełnych projekcji ortogonalnych okréslonych jakoM
Mi

·
∣
∣
∣
∣

(
M
Mi

)−1
∣
∣
∣
∣
Mi

·
Xi. Pozwala to na kilkukrotne zmniejszenie rozmiaru pamięci. Oczywíscie rozmiar pamięci nadal za-

leży wykładniczo od szerokości poszczególnych modułówMi, zarówno dla implementacji opartych

o wzór (2.29), jak i (2.35).

W przypadku konwerterów wykorzystujących MRC pamięci ROM są wykorzystywane do wyzna-

czania wartósci ri orazai. Umożliwia to zrealizowanie konwersji z RNS do MRS w postaci układu

potokowego bez dodatkowych układów arytmetycznych.

W konwerterach zaprezentowanych w pracy [Wan00] stosowanesą drzewiaste struktury zbudo-

wane z sumatorów modulo. Liczba poziomów równa jestlog2(n), natomiast kȧzdy z sumatorów
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wykonuje operacje modulo liczby, których wartość rośnie na kolejnych poziomach odMi do ok.
√
M . W porównaniu z CRT umȯzliwia to zmniejszenie złȯzonósci układu dzięki wyeliminowaniu

wielooperandowego sumatora moduloM .

Struktury konwerterów zaprojektowanych dla wybranych,ścísle okréslonych RNS mogą znacznie

różnić się od rozwiązán uniwersalnych wykorzystujących bezpośrednio CRT bądź MRS. Konwertery

opracowane dla pojedynczych klas RNS są także mniejsze i szybsze od struktur, które można zasto-

sowác dla dowolnego RNS. Dla przykładu, w RNS o bazie(2k − 1, 2k, 2k + 1) osiągnięcie du̇zego

zakresu dynamicznego wymaga stosowania odpowiednio dużegok. Wykorzystanie pamięci ROM jest

więc niepraktyczne ze względu na wymagany rozmiar. Z tegopowodu opracowane układy konwersji

odwrotnej dla RNS(2k − 1, 2k, 2k + 1) z reguły zawierają wyłącznie układy arytmetyczne [BPS98],

[GPS97], [AA88], [IS88], [Pie95], [Dhu98], [WJM00], [WSAS02].

2.2.3 Resztowe układy arytmetyczne

Operacje arytmetyczne przeprowadzane na liczbach zapisanych w RNS dzieli się na dwie kategorie:

łatwe i trudnew zalėznósci od kosztu implementacji. Do operacji łatwych zalicza się dodawanie,

odejmowanie i mnȯzenie, natomiast pozostałe działania, w tym dzielenie, skalowanie, wykrywanie

nadmiaru addytywnego i multiplikatywnego i testowanie znaku nalėzą do kategorii trudnych w RNS.

Operacje łatwe w RNS wykonywane są dla każdej cyfry niezalėznie, tak więc resztowe sumatory,

subtraktory i układy mnȯzące składają się z zestawu odpowiednich układów arytmetycznych wyko-

nujących operacje modulo poszczególne modułyMi.

Problem sprzętowej implementacji sumatorów i układów mnożących modulo był wielokrotnie

poruszany przez wielu autorów. Zdecydowana większość rozwiązán dotyczy jednak struktur dedyko-

wanych do implementacji w układach ASIC, w związku z czym ich implementacja w układach FPGA

jest nieefektywna. Część z istniejących rozwiązán dla ASIC mȯze jednak zostác zaadaptowana na po-

trzeby implementacji w FPGA, jest to jednak możliwe jedynie w szczególnych przypadkach, np. dla

specyficznych wartósci modułu. Przykładem są jednostki mnożenia modulo2k ±1 opisane w pracach

[Beu02] i [Zim99]. Podstawą konstrukcji obu tych układów jest formuła

X · Y = 2k ·
⌊
X · Y

2k

⌋

+ |X · Y |2k (2.36)

wynikająca bezpósrednio z definicji reszty z dzielenia (wzór (2.14)).
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Algorytm mnȯzenia modulo2k − 1 według pracy [Zim99] jest opisany wzorem

|X · Y |2k−1 =

∣
∣
∣
∣
|X · Y |2k +

⌊
X · Y

2k

⌋∣
∣
∣
∣
2k−1

. (2.37)

Zgodnie z (2.37) mnȯzenie modulo2k−1 może býc zaimplementowane za pomocą matrycy mnożącej

i sumatora modulo. W pracy [Zim99] zaproponowano struktur˛e pozwalającą na redukcję modulo na

etapie tworzenia iloczynów częściowych, dzięki czemu zmniejszono liczbę koniecznych sumatorów

modulo. Niestety, rozwiązanie to jest bardzo nieefektywnie implementowane w układach FPGA, po-

niewȧz wymaga wytwarzania iloczynów częściowych dla kȧzdego bitu mnȯznika osobno. W związku

z tym na potrzeby tej pracy układy mnożenia modulo2k − 1 są implementowane w postaci bez-

pośrednio wynikającej (2.37). Pozwala to na wykorzystanie obecnej w FPGA dedykowanej logiki

zwiększającej efektywność implementacji układów arytmetycznych.

Układ mnȯzący modulo2k + 1 zaprezentowany w pracy [Beu02] wykonuje operację

|X · Y |2k+1 =

∣
∣
∣
∣
|X · Y |2k −

⌊
X · Y

2k

⌋∣
∣
∣
∣
2k+1

. (2.38)

Implementacja zaprezentowana w [Beu02] zawiera matrycę mnożącą, multiplekser i sumator modulo

2k+1. W układzie z [Beu02] mȯzna pominą́c multiplekser, co pozwala zmniejszyć zajmowany obszar

i wprowadzane opóźnienia kosztem wprowadzenia podwójnejreprezentacji zera.

W ogólnym przypadku układy arytmetyczne dedykowane dla ASIC są optymalizowane na po-

ziomie wykorzystania pojedynczych ogniw sumatora, brameklogicznych bądź nawet tranzystorów

[PKS01]. Metody te nie dają zadowalających wyników dla FPGA, dlatego tėz opracowano szereg

rozwiązán dedykowanych dla tej platformy. Poniżej zostaną przedstawione dotychczasowe propozy-

cje resztowych układów arytmetycznych dla matryc FPGA.

Najprostszą koncepcyjnie metodą implementacji dodawania, odejmowania lub mnȯzenia modulo

jest zastosowanie pojedynczej pamięci ROM zawierającejwyniki dla wszystkich kombinacji słów

wejściowych. Rozmiar pamięci może zostác zmniejszony dzięki wykorzystaniu technik pozwalają-

cych znaleź́c optymalną zawartósć pamięci dla występujących kombinacji operandów wejściowych,

zarówno dla układów resztowych [Ven96], jak i w ogólnym przypadku [Łub03]. Niestety, zależnósć

rozmiaru pamięci ROM od liczby bitów użytych do reprezentacji modułu jest wykładnicza. Z tego

powodu rozwiązanie to jest stosowane wyłącznie dla niewielkich wartósci modułu.

Dodawanie i odejmowanie modulo można tak̇ze zaimplementowác za pomocą układów zaprezen-

towanych w [Beu03]. Układy te są strukturami dwupoziomowymi (rys. 2.10). Na pierwszym pozio-

mie znajduje się zwykły sumator lub subtraktor, zadaniem drugiego poziomu jest znalezienie reszty
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dla sumy lub ró̇znicy obliczonej na pierwszym poziomie. W ogólnym przypadku reszty dla wszys-

tkich wartósci sumy/ró̇znicy mogą býc zapamiętane w pamięci ROM (rys. 2.10 a)), lecz możliwe jest

także zastosowanie rozwiązania o mniejszej złożonósci (rys. 2.10 b)). Wykorzystywany jest fakt,że

dla dodawania lub odejmowania dwuoperandowego wynik nigdynie przekroczy dwukrotnej wartości

modułu. Mȯzna zatem wytworzýc dwa wyniki: pierwszy jest bezpośrednim rezultatem dodawania/o-

dejmowania operandów, drugi wynik jest rezultatem dodawania/odejmowania skorygowanym o war-

tość modułu. Spósród tych dwóch wartósci jest następnie wybierana ta, która mieści się w zakresie

dopuszczalnych wartości dla reszty modulo. Operację tę dla dodawania można zapisác jako

|Xi + Yi|Mi
=







Xi + Yi dla Xi + Yi < Mi

Xi + Yi −Mi dla Xi + Yi ≥Mi

. (2.39)

ROM

|Xi + Yi|Mi

XiYi

|Xi + Yi|Mi

−Mi

a) b) XiYi

Rysunek 2.10. Implementacja sumatorów modulo w układach FPGA.

Dla układów mnȯzących opracowano wiele różnorodnych struktur układowych. W pracy [Beu03]

mnȯzenie modulo realizowane jest za pomocą pełnej matrycy mnożącej, po której następuje korekcja

wyniku realizowana za pomocą sumatora modulo i pamięci ROM wyznaczającej resztę dla wyższej

czę́sci wyniku. Schemat układu znajduje się na rys. 2.11 a).
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∣
∣
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∣
∣
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Rysunek 2.11. Implementacja układów mnożących modulo modulo w układach FPGA.

Dla modułów będących liczbami pierwszymi można wykorzystác wzór (2.18) wynikający z małe-

go twierdzenia Fermata (str. 43). Wadą tej metody jest ograniczenie zbioru modułów do liczb pierw-

szych oraz wysoki koszt poszerzenia układu o możliwość dodawania. Układ mnożący zbudowany

zgodnie z wzorem (2.18) zaprezentowano w pracy [MFAA98]. Schemat układu znajduje się na rys.

2.12. Składa się on z dwóch pamięci ROM przekodowującychoperandyXi i Yi na odpowiadające im

indeksyjX , jY , sumatora moduloMi − 1, końcowej tablicy ROM zawierającej wynik mnożenia dla

obliczonej sumy indeksów oraz dwóch dodatkowych detektorów zera dla operandów wejściowych.

Kolejną metodą pozwalającą na zastąpienie mnożenia dodawaniem jest wykorzystanie prawa róż-

nicy kwadratów (ang. quarter-square multiplier) [MBGT01]. W metodzie tej mnȯzenie przeprowa-

dzane jest według wzoru

|Xi · Yi|Mi
=

∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

⌊
(Xi + Yi)

2

4

⌋∣
∣
∣
∣
Mi

−
∣
∣
∣
∣

⌊
(Xi − Yi)

2

4

⌋∣
∣
∣
∣
Mi

∣
∣
∣
∣
∣
Mi

. (2.40)

Schemat układu realizującego mnożenie zgodnie z wzorem (2.40) przedstawiono na rys. 2.11 b).
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Xi = 0 Yi = 0

|Xi · Yi|Mi

Xi Yi

jX jY

Mi − 1

Rysunek 2.12. Jednostka mnożąca modulo wykorzystująca małe twierdzenie Fermata.

Równanie (2.40) implementuje się z użyciem sumatora i subtraktora binarnego, dwóch pamięci ROM

przekodowujących sumę i różnicęXi i Yi na
∣
∣
∣

⌊
(Xi±Yi)

2

4

⌋∣
∣
∣
Mi

oraz kóncowego subtraktora moduloMi.

Metoda ta jest pozbawiona wad układu z rys. 2.12.

Znane są tak̇ze resztowe układy arytmetyczne w postaci struktur potokowych pozwalających na

szeregowe wykonywanie operacji [MB01], [BM04]. Charakteryzują się one mniejszym obszarem

przy ograniczonej wydajności.

2.2.4 Detekcja znaku w RNS

Z powodu złȯzonósci implementacji operacje trudne w RNS powinny być wyeliminowane z resztowe-

go toru obliczeniowego. Niestety, istnieją zastosowaniaRNS, w których całkowite usunięcie operacji

trudnych jest niemȯzliwe. Przykładem mȯze býc arytmetyka dokładna (ang. exact arithmetic) lub

geometria obliczeniowa (ang. computational geometry) [BEPP97]. Jednym z częściej stosowanych

algorytmów trudnych w RNS jest detekcja znaku, która znajduje zastosowanie zarówno w operacjach

54



dotyczących samego RNS (dzielenie i porównywanie liczb),jak i wielu innych zastosowaniach.

Problem detekcji znaku w RNS był wielokrotnie poruszany przez wielu autorów. W najprostszej

wersji mȯze býc zrealizowany poprzez konwersję odwrotną i porównanie otrzymanej wartósci z od-

powiednią liczbą, zazwyczaj równą połowie zakresu dynamicznego. Znane są także inne algorytmy,

pozwalające na bardziej efektywną implementację. W pracy [Ulm83] funkcja detekcji znaku jest su-

mą modulo 2 cyfr reprezentacji w stowarzyszonym MRS. Wadątej metody są ograniczenia na warto-

ści modułów stanowiących bazę RNS. W pracy [Vu85] znak liczby jest okréslony przez najwẏzszy bit

wielooperandowej sumy modulo2k argumentów uzyskanych z reszt w RNS. Koncepcja zaprezento-

wana w [AM98] wykorzystuje RNS o bazie rozszerzonej o dodatkowy moduł i wymaga zastosowania

dwóch wielooperandowych sumatorów modulo i dwóch układów mnożących modulo. Opracowano

także szereg algorytmów detekcji znaku implementowanych programowo, ale charakteryzują się one

znacznie większą złȯzonóscią, np.: pomysł opisany w [DJM98] wymaga przeprowadzania obliczén

w rozszerzonym RNS o zakresie równym kwadratowi zakresu RNSpodstawowego.

Z uwagi na znaczny koszt układu detekcji znaku jego stosowanie w RNS jest nieopłacalne. Wy-

jątkiem są pewne klasy systemów resztowych, np. RNS(2k − 1, 2k, 2k + 1), dla których mȯzliwa jest

efektywna implementacja niektórych operacji trudnych. Prezentowana poniżej nowa metoda detekcji

znaku w porównaniu z dotychczasowymi rozwiązaniami pozwala ograniczýc obszar układu przy jed-

noczesnym zmniejszeniu długości ściėzki krytycznej [Tom05a]. CharakterystykiAT układu są lepsze

od charakterystyk konwerterów odwrotnych dla RNS(2k − 1, 2k, 2k + 1).

Liczby ze znakiem ukrytym w RNS

NiechW oznacza dowolną liczbę całkowitą z przedziału[Z,Z + M) dla Z całkowitego. Zgodnie

z chińskim twierdzeniem o resztach istnieje unikatowa reprezentacjaW w RNS o zakresie dyna-

micznymM . Konsekwencją jest mȯzliwość wyboru dowolnegoZ, a więc w szczególnósci tak̇ze

Z = −
⌊

M
2

⌋
. Dla tej wartósci Z zakres reprezentowanych liczbW jest całkowicie symetryczny

względem zera dlaM nieparzystych, natomiast dlaM parzystych nie ma mȯzliwości reprezenta-

cji jedynie odwrotnósci addytywnej dlaW = −M
2

. Uzyskany zakresW ∈ [−
⌊

M
2

⌋
,M −

⌊
M
2

⌋
)

umȯzliwia reprezentowanie liczb ze znakiem w RNS.

Reprezentacją dowolnej liczby całkowitejW w RNS jest wektor reszt(W1,W2, . . . ,Wn) tej licz-

by modulo kolejne modułyMi. Reprezentacja ta jest identyczna z reprezentacją(X1, X2, . . . , Xn)

przystającej doW moduloM liczby naturalnejX ∈ [0,M). DlaW ∈ [−
⌊

M
2

⌋
,M −

⌊
M
2

⌋
) relacja
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pomiędzyW i X jest opisana jako

X =







W dla W ∈ [0,M −
⌊

M
2

⌋
)

M +W dla W ∈ [−
⌊

M
2

⌋
, 0)

. (2.41)

W ogólnym przypadku zalėznósć tę okrésla wzór

W = |X − Z|M + Z. (2.42)

Wzór (2.42) opisuje sposób reprezentacji liczb ze znakiem ukrytym w RNS. Konwersja wejścio-

wa sprowadza się do wygenerowania dla liczbyW dodatnich reszt modulo modułyMi. Konwersja

wyjściowa mȯze býc przeprowadzona w dwóch krokach. Pierwszy z nich obejmuje znalezienie war-

tościX, w drugim uzyskana liczbaX jest konwertowana doW zgodnie z wzorem (2.42). WartośćX

może býc obliczona z u̇zyciem jednej z opisanych dotychczas metod konwersji odwrotnej.

Dla tak zdefiniowanych reprezentacji badanie znaku liczby można sprowadzić do zbadania przy-

nalėznósciW lubX do odpowiedniego przedziału. Dla RNS o symetrycznym zakresie
(
Z = −

⌊
M
2

⌋)

funkcją znaku jest

sgn(W ) =







0 for W ∈
[
0,M −

⌊
M
2

⌋)

1 for W ∈
[
−
⌊

M
2

⌋
, 0
) (2.43)

lub

sgn(W ) = sgn(X) =







0 for X ∈
[
0,
⌈

M
2

⌉)

1 for X ∈
[⌈

M
2

⌉
,M
) . (2.44)

Równanie (2.44) jest podstawą proponowanego algorytmu detekcji znaku dla RNS(2k−1, 2k, 2k+1).

Liczby ze znakiem w RNS(2k − 1, 2k, 2k + 1)

Dla RNS o bazie(2k − 1, 2k, 2k + 1) zakres dynamiczny systemu wynosi

M =
(
2k − 1

)
· 2k ·

(
2k + 1

)
= 23k − 2k. (2.45)

PrzyjmującZ = −23k−1 + 2k−1, przedział reprezentowalnych liczbW jest okréslony jakoW : W ∈
[
−23k−1 + 2k−1, 23k−1 − 2k−1

)
. Funkcją znaku jest

sgn(X) =







0 for X ∈
[
0, 23k−1 − 2k−1

)

1 for X ∈
[
23k−1 − 2k−1, 23k − 2k

) . (2.46)
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Podział zakresu dynamicznegoM na liczby dodatnie i ujemne można przeprowadzić na wiele

innych sposobów. Jedną z możliwości jestZ = −23k−1 + 2k, skąd zakres reprezentowalnych liczb

W ∈
[
−23k−1 + 2k, 23k−1

)
. Funkcja znaku

sgn′ (X) =
[
X ≥ 23k−1

]
(2.47)

odpowiada wartósci najwẏzszego bituX. Podział taki ma jednak dwie wady. Po pierwsze otrzymany

zakresW jest niesymetryczny (rys. 2.13), ponieważ nie obejmuje odwrotnósci addytywnych dlaW ∈
(
23k−1 − 2k, 23k−1 − 2k−1

)
. Po drugie, rozmiar konwertera odwrotnego obliczającegoX jest większy

od prezentowanego poniżej układu detekcji znaku.

0−23k−1 + 2k−1

2k−1

a)

b)

23k−1 − 2k−1

}

Rysunek 2.13. Zakresy dynamiczne RNS dla a)Z = −23k−1 + 2k−1, b)Z = −23k−1 + 2k.

Jako przykład mȯzna rozwȧzyć RNS(24 − 1, 24, 24 + 1). Zakres dynamiczny systemu wynosi

M = 15·16·17 = 4080. Jésli funkcja znaku jest równa wartości najwẏzszego bituX, to wartósciX ∈

[0, 2047] reprezentują liczby nieujemneW , a wartósciX ∈ [2048, 4079] reprezentują liczby ujemne

W ∈ [−2032,−1]. Dla liczbW ∈ [2033, 2047] nie mȯzna zapisác ich odwrotnósci addytywnych.

Bardziej symetryczny podział uzyskuje się dlaZ = −2040. W tym przypadku liczby nieujemne

W ∈ [0, 2039] są reprezentowane przezX ∈ [0, 2039], a liczbom ujemnymW ∈ [−2040,−1]

odpowiadają wartósciX ∈ [2040, 4079].

Porównując równania (2.46) i (2.47) można zauwȧzyć, że funkcjesgn(X) i sgn′(X) różnią się

wartósciami wyłącznie dla argumentów z zakresu

X ∈
[
23k−1 − 2k−1, 23k−1

)
. (2.48)

Obserwacja ta została wykorzystana do konstrukcji funkcjiznaku jako modyfikacji równania opisu-

jącego wartósć najwẏzszego bituX.
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Algorytm detekcji znaku

Podstawą proponowanego w rozprawie algorytmu detekcji znaku dla RNS(2k − 1, 2k, 2k + 1) są

równania konwersji odwrotnej wynikające z tzw. nowego chińskiego twierdzenia o resztach 2 (2.34).

NiechM1 = 2k − 1, M2 = 2k, M3 = 2k + 1 orazXi = |X|Mi
. Pierwszym krokiem konwersji

odwrotnej według (2.34) jest znalezienie reszty moduloM1 ·M3 równej

|X|M1·M3
= X3 +

∣
∣
∣

∣
∣M−1

3

∣
∣
M1

· (X1 −X3)
∣
∣
∣
M1

·M3, (2.49)

po czym wartósćX ∈ [0,M1 ·M2 ·M3) dana jest jako

X = X2 +
∣
∣
∣

∣
∣M−1

2

∣
∣
M1·M3

· (|X|M1·M3
−X2)

∣
∣
∣
M1·M3

·M2. (2.50)

Po podstawieniu odpowiednich wartości zaMi oraz rozwinięciu we wzorze (2.50) symbolu|X|M1·M3

według (2.49) wartósćX wynosi

X = X2 +
∣
∣
∣2k ·

(

X3 −X2 +
∣
∣2k−1 · (X1 −X3)

∣
∣
2k−1

·
(
2k + 1

) )
∣
∣
∣
22k−1

· 2k. (2.51)

Dla uproszczenia (2.51) korzystne jest wprowadzenie symboli

Y =
∣
∣2k−1 (X1 −X3)

∣
∣
2k−1

, (2.52)

V = X3 −X2 + Y
(
2k + 1

)
(2.53)

i

R =
∣
∣2k · V

∣
∣
22k−1

. (2.54)

Dzięki temu ostateczna wersja formuły opisującej wartośćX może býc zapisana jako

X = X2 + 2k · R. (2.55)

PoniewȧzX2 < 2k, najwẏzsze2k bitówX jest zalėzne wyłącznie odR. Najwyższy bitX może

więc býc okréslony jakoMSB(R). Wzór (2.54) opisujący wartość R można zaimplementować jako

rotację cykliczną w lewo ok bitów wektora reprezentującego

|V |22k−1 = V + C. (2.56)

KorekcjaC występująca w równaniu (2.56) jest taką krotnością22k − 1, którą nalėzy dodác doV ,

aby obliczýc |V |22k−1. WartósćC jest równa

C = −
(
22k − 1

)
·
⌊

V

22k − 1

⌋

. (2.57)
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Reprezentacją|V |22k−1 jest wektor bitowy o szerokości co najwẏzej2k bitów. Po rotacji cyklicz-

nej w lewo ok bitów, (k − 1) bit wektora reprezentującego|V |22k−1 stanie się najwẏzszym bitem

wektora reprezentującegoR. Korzystając z (2.53), formułę (2.56) można rozwiną́c do postaci

|V |22k−1 = X3 −X2 + Y + 2k · Y + C. (2.58)

Wartósć zapisana nak najni̇zszych bitach wektora reprezentującego|V |22k−1 jest więc równaT +

|C|2k dla

T = X3 −X2 + Y. (2.59)

Funkcja okréslająca najwẏzszy bitX może býc zatem zdefiniowana jako

MSB(X) = MSB(R) = MSB(|T + |C|2k |2k) =
[
|T + |C|2k |2k ≥ 2k−1

]
. (2.60)

Formuła (2.60) pozwala określić wartósć funkcji sgn′(X) zdefiniowanej wzorem (2.47). Bardziej

symetryczny podział zakresu zapewnia poszukiwana funkcjaznakusgn(X), różniąca się odsgn′(X)

wyłącznie dla argumentów z przedziału danego przez (2.48). Poni̇zej zostanie wykazane,że jėzeli

wartósćC zostanie ustalona jako równa0, wartósci funkcji opisanej równaniem (2.60) ulegną zmianie

wyłącznie dla argumentów z przedziału (2.48). Pozwoli to zdefiniowác funkcję znakusgn(X) jako

sgn (X) =
[
|T |2k ≥ 2k−1

]
. (2.61)

Twierdzenie 2.2.1.NiechX będzie dowolną liczbą całkowitą,k liczbą naturalną większą od 1,X1 =

|X|2k−1, X2 = |X|2k , X3 = |X|2k+1, aM = 2k · (2k − 1) · (2k + 1). Reszta|X|M jest mniejsza od
⌈

M
2

⌉
wtedy i tylko wtedy, gdy

∣
∣
∣X3 −X2 +

∣
∣2k−1 · (X1 −X3)

∣
∣
2k−1

∣
∣
∣
2k
< 2k−1. (2.62)

Dowód. Lewa strona nierównósci (2.62) jest równa wartości T okréslonej przez (2.59), a więc nie-

równósć (2.62) zalėzy odMSB(|T |2k). Z wzoru (2.60) wiadomo,̇zeMSB(|T + |C|2k |2k) = MSB(X),

stądMSB(|T |2k) i MSB(X) są równe dlaC = 0. Nalėzy więc zbadác przypadki, w którychC 6= 0.

Z wzoru (2.57) wynika,̇ze korekcjaC we wzorze (2.56) przyjmuje wartości ró̇zne od zera wyłącz-

nie dlaV /∈ [0, 22k − 1). Zakres mȯzliwych wartósciV zdefiniowanego wzorem (2.53) w zależnósci

odY jest dany jako:

59



1. jésli 0 < Y < 2k − 1, toV ∈
[
2, 22k − 2

]
:

V ≤ X3,max −X2,min + Ymax · (2k + 1)

V ≤ 2k − 0 +
(
2k − 2

)
·
(
2k + 1

)

V ≤ 22k − 2

i

V ≥ X3,min −X2,max + Ymin ·
(
2k + 1

)

V ≥ 0 −
(
2k − 1

)
+ 1 ·

(
2k + 1

)

V ≥ 2,

2. jésli Y = 0, toV ∈
(
−2k, 2k

]
:

(a) jésli X3 −X2 ≥ 0, to 0 ≤ V ≤ 2k,

(b) jésli X3 −X2 < 0, to−2k < V < 0.

WartósćC 6= 0 wystąpi zatem jedynie dla przypadku 2b), w którymC = 22k − 1.

We wzorze (2.60) wymagana jest reszta|C|2k = |−1|2k , tak więc dla przypadku 2b) wartość

MSB(X) = MSB(|T − 1|2k). Reprezentacje binarneT i T − 1 różnią się jedynie na pozycjach obej-

mujących ciąg najmniej znaczących zer i pierwszej jedynki wektora reprezentującegoT zgodnie z

wzorem

. . . tj+3tj+2tj+11 00 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

j

2 − 1 = . . . tj+3tj+2tj+10 11 . . . 1
︸ ︷︷ ︸

j

2, (2.63)

gdzietj oznacza bit wektoraT o wadze2j . Poniewȧz różnica wartósciT i T + |C|2k może wystąpíc

wyłącznie w przypadku 2b), czyli dlaY = 0, warunek

MSB(|T |2k) 6= MSB
(
|T + |C|2k |2k

)
(2.64)

wystąpi dla

X3 −X2 = 1 . . . 1 0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

k

2 (2.65)

lub

X3 −X2 = 1 . . . 1 10 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

k

2. (2.66)

Sytuacja opisana przez (2.65) jest niemożliwa, poniewȧz

X3 ≥ 0 ∩ X2 < 2k ⇒ X3 −X2 6= −2k. (2.67)
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Wartósć różnicy X3 − X2 = −2k−1 okréslona przez (2.66) mȯze wystąpíc wyłącznie dlaX2 ∈
[
2k−1, 2k − 1

]
. Mając zakres wartósci X2 oraz wartósć różnicy X3 − X2, można z wzoru (2.55)

znaleź́c zakres wartósciX, dla których zachodzi warunek (2.64):

X = X2 + 2k ·
∣
∣2k (X3 −X2)

∣
∣
22k−1

= X2 + 2k ·
∣
∣2k
(
−2k−1

)∣
∣
22k−1

= X2 + 23k−1 − 2k. (2.68)

PoniewȧzX2 ∈
[
2k−1, 2k − 1

]
, tak więc dla

X ∈
[
23k−1 − 2k−1, 23k−1 − 1

]
(2.69)

warunek (2.64) jest spełniony, czyli MSB(X) 6= MSB(|T |2k). W pozostałych przypadkach MSB(X) =

MSB(|T |2k). Poniewȧz MSB(X) = 0 dlaX ∈ [0, 23k−1), dlaX z przedziału (2.69) najstarszy bitT

będzie 1. Wynika stąd,̇ze wartósć
∣
∣
∣X3 −X2 +

∣
∣2k−1 · (X1 −X3)

∣
∣
2k−1

∣
∣
∣
2k

jest mniejsza od2k−1 dla

X < 23k−1 − 2k−1.

Struktura układu

Wartósć funkcji znaku zdefiniowanej (2.61) jest określona przez(k− 1) bit T opisanego wyrȧzeniem

(2.59). Na podstawie równań (2.59) i (2.52) wartósć T jest okréslona formułą

T = X3 −X2 +
∣
∣2k−1 (X1 −X3)

∣
∣
2k−1

. (2.70)

Wzór (2.70) mȯze zostác zaimplementowany za pomocą trzech sumatorówk–bitowych, z których je-

den jest sumatorem modulo2k − 1. Poniewȧz warunkiem poprawnósci prezentowanej funkcji znaku

jestY < 2k − 1, zastosowany sumator modulo2k − 1 nie mȯze generowác podwójnej reprezenta-

cji zera. W przypadku u̇zycia sumatora z przeniesieniem okrężnym niezbędny jest więc dodatkowy

komparator wykrywający wynik postaci11 . . . 1
︸ ︷︷ ︸

k

2.

Na potrzeby implementacji warto dodatkowo przekształcić wyrȧzenie (2.52) opisujące wartość Y

do postaci

Y =
∣
∣2k−1(X1 −X3)

∣
∣
2k−1

=
∣
∣
∣2k−1 ·

∣
∣X1 − |X3|2n−1

∣
∣
2k−1

∣
∣
∣
2k−1

. (2.71)

Poniewȧz 0 ≥ X3 ≥ 2k, wartósć |X3|2k−1 można wyznaczýc zastępując najmłodszy bit wektora

reprezentującegoX3 sumą logiczną tego bitu i bitu najstarszego. Następnie różnicęX1 − |X3|2k−1

można zastąpić sumąX1 i odwrotnósci addytywnej|X3|2k−1 modulo2k − 1, czyli negacji|X3|2k−1.

Po wyznaczeniu wartości
∣
∣X1 − |X3|2k−1

∣
∣
2k−1

, wartósćY jest okréslona jako rotacja cykliczna otrzy-

manego wyniku w lewo ok − 1 bitów. Nalėzy jedynie pamiętác, aby w wyniku
∣
∣X1 − |X3|2k−1

∣
∣
2k−1

wyeliminowác podwójne zero.
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Rysunek 2.14. Schemat układu detekcji znaku dla RNS(2k − 1, 2k, 2k + 1).

Na rys. 2.14 przedstawiono schemat układu implementującego operację opisaną równaniami (2.70)

i (2.71). Struktura układu zawiera elementy stosowane w szybkich konwerterach odwrotnych dla

RNS(2k − 1, 2k, 2k + 1). Na układ składają się dwa pracujące równolegle sumatory obliczające ró̇z-

niceX3 − X2 i wartość Y według równania (2.71) oraz wyjściowy sumator obliczający wartość T .

Wszystkie sumatory operują na wektorachk–bitowych. Sumator obliczającyY jest pełnym sumato-

rem modulo2k − 1 z korekcją podwójnej reprezentacji zera.

Struktura układu z rys. 2.14 może býc w prosty sposób zaimplementowana w matrycach FPGA.

Jako sumatoryk–bitowe nalėzy użyć sumatorów RCA wykorzystujących wbudowane w FPGA ka-

nały szybkiej propagacji przeniesień. Sumator modulo2k − 1 może zostác zrealizowany jako ka-

skadowe połączenie dwóch sumatorówk–bitowych i dodatkowy komparator wykrywający podwójną

reprezentację zera. Pierwszy sumator dodaje wektory reprezentująceX1 oraz odwrotnósć addytyw-

ną |X3|2k−1, zadaniem drugiego jest dodanie do wektora wyjściowego pierwszego sumatora sumy

logicznej przeniesienia z pierwszego sumatora i sygnału z komparatora.

Obszar zajęty przez układ z rys. 2.14 jest sumą obszarów czterech sumatorówk–bitowych i kom-

paratora wykrywającego kombinację11 . . . 11
︸ ︷︷ ︸

k

2. Dla układów Spartan 2 implementacja czterech su-
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matorów wymaga4k tablic LUT. Komparator mȯze zostác zaimplementowany jako kaskadowe połą-

czeniek/3 tablic LUT lub w postaci drzewa o głębokości ⌈log4(k)⌉ poziomów. Kompilator opisu w

języku VHDL mȯze dodatkowo zoptymalizować strukturę komparatora korzystając z dedykowanej

logiki obecnej w FPGA. Dla wartósci k ≈ 30 rozmiar komparatora nie przekracza 10 tablic LUT.

Długość ściėzki krytycznej układu z rys. 2.14 jest określona przez sumę opóźnień wprowadzanych

przez3 sumatoryk–bitowe i komparator.

Dotychczas opracowane układy detekcji znaku dla RNS wykorzystują pamięci ROM adresowa-

ne słowem o szerokości modułu, tak więc zajmują wielokrotnie większy obszar od prezentowanego

układu. Z tego powodu układ z rys. 2.14 zostanie porównany z konwerterami odwrotnymi dla RNS

(2k − 1, 2k, 2k + 1). Znak po konwersji mȯze zostác zbadany za pomocą dodatkowego komparatora

lub zgodnie z równaniem (2.47).

Obszar zajęty przez najlepszy obecnie konwerter odwrotnyzaprezentowany w pracy [WSAS02]

jest sumą obszarów sumatora2k–bitowego i sumatora modulo22k − 1. Stosując jednakową postać

sumatora modulo w obydwu porównywanych układach obszar wymagany przez konwerter wynosi

6k tablic LUT plus obszar komparatora2k–bitowego. Opóźnienie wprowadzane przez konwerter

odwrotny jest sumą opóźnień dwóch sumatorów2k–bitowych i komparatora. Zaprezentowany układ

detekcji znaku jest więc mniejszy zapewniając dodatkowosymetrię zakresu reprezentowanych liczb.

2.3 Hierarchiczne resztowe systemy liczbowe

Zyski wynikające z zastosowania RNS w układach arytmetycznych są szczególnie widoczne w przy-

padku RNS o bazie złȯzonej z niewielkich modułów. Niestety, zmniejszenie wartości modułów po-

woduje wzrost licznósci bazy dla RNS o tym samym zakresie dynamicznym. Duża liczba modułów

w bazie RNS komplikuje algorytmy konwersji i przeprowadzania operacji trudnych, mȯze tak̇ze býc

przyczyną znacznych różnic w ich szerokósci, co jest zjawiskiem niekorzystnym. Konieczny jest

zatem kompromis pomiędzy szybkością wykonywania operacji arytmetycznych a złożonóscią kon-

wersji i operacji trudnych.

Pomysłem pozwalającym na zachowanie prostej struktury konwerterów przy niewielkiej wartósci

modułów w bazie jest zastosowanie hierarchicznych resztowych systemów liczbowych (ang. Hie-

rarchical ResidueNumberSystem, HRNS). Hierarchiczne resztowe systemy liczbowe są specyficzn ˛a

klasą RNS. Jésli implementacja przeprowadzana jest w systemach cyfrowych wykorzystujących lo-
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gikę dwuwartósciową, w klasycznych RNS wartości cyfr są z reguły zapisywane za pomocą systemu

naturalnego binarnego (NB). W HRNS wartości wszystkich, lub tylko niektórych, cyfr są zapisywane

za pomocą RNS niższego poziomu o odpowiednio dobranym zakresie dynamicznym. Proces ten mo-

że býc kontynuowany rekurencyjnie na kolejnych poziomach. System binarny jest stosowany dopiero

dla RNS na najni̇zszym poziomie.

Rozró̇znia się dwa podejścia do problemu wyboru bazy systemów niższego poziomu. Pierwsze,

zaproponowane w pracach [AJ68], [Yas92] wymaga, aby zakressystemu ni̇zszego poziomu był wys-

tarczający do zapisania wyników pośrednich, np.: dla pojedynczego mnożenia zakres ten musi być

większy od kwadratu wartości modułu w nim zapisanego. Prowadzi to do szybkiego wzrostu zakre-

sów systemów niższych poziomów oraz implikuje konieczność użycia wielopoziomowych, rozbudo-

wanych konwerterów pomiędzy tymi systemami.

Cechą szczególną tego rozwiązania jest możliwość wielokrotnego wykorzystania tych samych

modułów w ró̇znych RNS ni̇zszego poziomu. Niech RNS1 pierwszego poziomu zawiera moduły

(17, 19, 20, 21), a wykonywaną operacją będzie pojedyncze mnożenie. Maksymalna wartość reszt

dla największego modułu wynosi 20. Jeśli wykonywaną operacją jest pojedyncze mnożenie, wartósć

iloczynu dwóch reszt modulo 21 nie przekroczy202. Zakresy RNS ni̇zszego poziomu dla poszcze-

gólnych cyfr muszą więc wynosić co najmniej162 + 1, 182 + 1, 192 + 1 i 202 + 1, czyli 257, 325,

362 i 401. Dla RNS drugiego poziomu o takich zakresach przekroczenie zakresu nie wystąpi dla po-

jedynczego mnȯzenia. Mȯzna więc we wszystkich przypadkach użyć podobnego zbioru modułów,

czyli np: RNS2 = (3, 4, 5, 7) o zakresie420. Czterokrotne zastosowanie RNS2 dla poszczególnych

reszt modulo 17, 19, 20 i 21 pozwala na wykonywanie operacji arytmetycznych w systemie o zakresie

17 · 19 · 20 · 21 = 135660, czyli ponad217, przy u̇zyciu modułów o szerokósci nie przekraczającej 3

bitów. Niestety, podstawową wadą tego rozwiązania jestkoniecznósć wykonania konwersji pomiędzy

RNS1 a RNS2 przed i po pojedynczej operacji arytmetycznej

Druga metoda konstruowania systemów hierarchicznych [SA99] sprowadza się do wyboru bazy

systemu podstawowego spośród liczb rozkładalnych na odpowiednio małe czynniki, z których two-

rzy się następnie bazę systemu niższego poziomu. Ważną jej cechą jest niewielki wzrost zakresu

systemów na kolejnych poziomach. Nie ma także potrzeby częstego przeprowadzania konwersji po-

między kolejnymi poziomami, ponieważ zakres RNS niższego poziomu jest równy odpowiedniemu

modułowi wẏzszego poziomu. Niestety, zalety te są okupione trudnością znalezienia bazy systemu.

W pracy [SA99] rozwiązano ten problem kodując moduły postaci22k −1 za pomocą systemu o bazie
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(2k − 1, 2k + 1). Pozwala to na zachowanie prostoty zarówno kanałów obliczeniowych, jak i konwer-

terów pomiędzy poziomami. Podejście takie ma jednak dwie wady: wartości niektórych modułów są

zbliżone do zakresu dynamicznego całego systemu, a pomiędzy wartościami poszczególnych modu-

łów występują du̇ze ró̇znice. Zjawiska te wynikają z warunku wzajemnej pierwszości modułów i są

szczególnie niewygodne dla systemów o dużym zakresie dynamicznym.

Poni̇zej zostanie zaprezentowana nowa propozycja nowej klasy HRNS [Tom05b]. W klasie tej

bazą RNS najwẏzszego poziomu jest zbiór modułów(2k − 1, 2k, 2k + 1), w którym moduły2k ± 1

są rozkładalne na małe czynniki. Zasadniczą zaletą proponowanych HRNS jest uproszczenie struk-

tur konwerterów z/na system pozycyjny przy zachowaniu niewielkiej szerokósci modułu. Poza tym

możliwe jest efektywne przeprowadzanie niektórych operacjitrudnych w RNS dzięki mȯzliwości wy-

korzystania istniejących rozwiązań dla RNS(2k−1, 2k, 2k+1). Przykładem mȯze býc zaprezentowana

w rozdz. 2.2.4 nowa metoda szybkiej detekcji znaku. Ze wzgl˛edu na niski koszt konwersji zapropo-

nowane HRNS mogą być szczególnie u̇zyteczne dla krótkich kanałów obliczeniowych operujących

na liczbach o szerokości kilkudziesięciu bitów.

Opisywane HRNS są́srodkiem pozwalającym na zwiększenie wydajności jednostki mnȯzenia

akumulacyjnego wykorzystywanej w dalszej części pracy. Z tego względu w poniższym opisie głów-

ny nacisk połȯzony jest na podzbiór HRNS wybrany pod kątem wspomnianego zastosowania.

2.3.1 Wprowadzenie

W proponowanym systemie zakresy RNS niższego poziomu są równe odpowiednim modułom wyż-

szego poziomu. Cechą charakterystyczną tego HRNS jest użycie liczb postaci2k ± 1 rozkładalnych

na niewielkie czynniki jako modułów RNS wyższego poziomu. Zbiór liczb mogących tworzyć bazę

proponowanych HRNS jest ograniczony ze względu na warunekrozkładalnósci modułów2k ± 1 na

niewielkie czynniki.

Liczby postaci2k − 1 nie są liczbami pierwszymi, jeśli k nie jest liczbą pierwszą, ponieważ

2ij − 1 = (2i − 1)(20·i + 21·i +2·i + . . .+ 2(j−1)·i). (2.72)

Istnieją tak̇ze liczby2k − 1 dla k będącego liczbą pierwszą, które nie są liczbami pierwszymi, np.

211 − 1 = 23 · 89. Liczby postaci2k + 1 są rozkładalne, gdyk nie jest liczbą pierwszą ani potęgą

dwójki, poniewȧz dlaj nieparzystego

2ij + 1 = (2i + 1)(20·i − 21·i + 22·i − . . .+ 2(j−1)·i). (2.73)
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Tabela 2.1. Pary modułów postaci2k ± 1 rozkładalnych na małe czynniki.

moduł czynniki maks. szer moduł czynniki maks. szer

26 − 1 7 9 4 214 + 1 5 29 113 7

26 + 1 5 13 4 215 − 1 7 31 151 8

29 − 1 7 73 7 215 + 1 9 11 331 9

29 + 1 19 27 5 218 − 1 7 19 27 73 7

210 − 1 3 11 31 5 218 + 1 5 13 37 109 7

210 + 1 25 41 6 224 − 1 5 9 7 13 17 241 8

212 − 1 5 7 9 13 4 224 + 1 97 257 673 10

212 + 1 17 241 8 230 − 1 7 9 11 31 151 331 9

214 − 1 3 43 127 7 230 + 1 13 25 41 61 1321 11

Sam warunek rozkładalności liczb2k ± 1 nie gwarantuje jeszcze utworzenia wydajnego HRNS,

poniewȧz dla niektórych czynników obszar i opóźnienie układów arytmetycznych mogą býc zbyt

duże. Przykładem mȯze býc liczba226 − 1 = 3 · 22369621. Jednostka mnȯząca modulo 22369621

jest bardziej skomplikowana od jednostki mnożącej modulo226 − 1.

Przykładowe wartósci modułów postaci2k±1 dlak ≤ 102 przydatnych do konstrukcji baz HRNS

przedstawiono w tabelach 2.1 i 2.2. Tabela 2.2 nie zawiera iloczynów odpowiednich par modułów z

tabeli 2.1. Analizując kolejne wiersze tabeli 2.2 można zauwȧzyć, że systemy te stają się szczególnie

atrakcyjne dla du̇zych zakresów dynamicznych. Przykładem mogą być moduły260 − 1, 284 − 1 czy

2102 − 1, dla których mȯzna maksymalne szerokości czynników są znacznie mniejsze odk.

Korzystając z danych w tabelach 2.1 i 2.2 można budowác hierarchiczne systemy resztowe na

wiele ró̇znych sposobów. Konstrukcja systemu analizowanego w rozprawie polega na wytypowaniu

z tab. 2.1 pary modułów2k ± 1 i stworzeniu RNS pierwszego poziomu postaci
(
2k − 1, 2k, 2k + 1

)
.

Rozwiązanie to pozwala na użycie szybkich konwerterów odwrotnych dla RNS
(
2k − 1, 2k, 2k + 1

)
.

Korzystną cechą jest także zastosowanie modułu postaci2k, dla którego implementacja operacji aryt-

metycznych jest prosta i wydajna. Dodatkową zaletą prezentowanego HRNS jest możliwość skalowa-

nia i detekcji znaku bez konieczności wykonywania pełnej konwersji odwrotnej. Tabela 2.1 zawiera

wszystkie u̇zyteczne bazy dla opisywanych HRNS o zakresie dynamicznym od ok. 18 do 90 bitów.

Dla pozostałych liczb2k ± 1 z podanego zakresu duże wartósci czynników utrudniają konstrukcję

wydajnych jednostek arytmetycznych.
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Tabela 2.2. Moduły postaci2k − 1 rozkładalne na małe czynniki.

moduł czynniki maks. szer.

232 − 1 3 5 17 257 65537 17

242 − 1 9 43 49 127 337 5419 13

244 − 1 3 5 23 89 397 683 2113 12

250 − 1 3 11 31 251 601 1801 4051 12

252 − 1 3 5 53 157 1613 2731 8191 13

272 − 1 5 7 13 17 19 27 37 73 109 241 433 38737 16

284 − 1 5 9 13 29 43 49 113 127 337 1429 5419 14449 15

2100 − 1 3 11 31 41 101 125 251 601 1801 8101 4051 268501 19

2102 − 1 7 9 103 307 2143 2857 6529 11119 43691 131071 17

Proponowany w rozprawie HRNS jest systemem dwupoziomowym.Reszty dla modułów pierw-

szego poziomu równych2k ± 1 są zapisywane w RNS o bazach określonych przez czynniki tych

modułów. Zakresy RNS drugiego poziomu są identyczne z wartością odpowiednich modułów na

pierwszym poziomie. Wykonywanie operacji arytmetycznychw RNS drugiego poziomu jest więc

równowȧzne wykonywaniu tych operacji modulo odpowiedni moduł RNS pierwszego poziomu. Z

tego względu opisywany HRNS można tak̇ze traktowác jak zwykły RNS, którego bazę stanowią

czynniki modułów2k ± 1 i moduł 2k. Cechą szczególną tego RNS jest możliwość konstrukcji kon-

werterów w postaci hierarchicznych struktur o niskiej złożonósci. Konwersja przeprowadzana jest

dwuetapowo: najpierw do pośredniego RNS(2k −1, 2k, 2k +1), a następnie do systemu docelowego.

Dotychczas opracowane struktury konwerterów dla RNS(2k−1, 2k, 2k +1) mają znacznie mniej-

szą złȯzonósć od konwerterów dla pozostałych RNS o porównywalnym zakresie dynamicznym. Nie-

stety, niewielka liczba modułów o dużej wartósci zwiększa koszt wykonywania operacji arytmetycz-

nych w RNS(2k − 1, 2k, 2k + 1). Proponowane HRNS łączą możliwość zastosowania wydajnych

konwerterów dla RNS(2k −1, 2k, 2k +1) z niską złȯzonóscią wykonywania operacji arytmetycznych

dzięki u̇zyciu modułów o małej wartósci.

2.3.2 Konwersja pomiędzy HRNS a systemem pozycyjnym

Poni̇zej zostaną zaprezentowane podstawy teoretyczne struktur konwerterów pomiędzy HRNS i sys-

temem pozycyjnym. Konwersja przeprowadzana jest w dwóch krokach. W pierwszym etapie liczby
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są konwertowane do RNS o bazie(2k − 1, 2k, 2k + 1), drugi krok obejmuje konwersję do systemu

wyjściowego. Dzięki takiemu rozwiązaniu operacje na liczbach bliskich zakresowi systemu są prze-

prowadzane wyłącznie za pomocą niewielkich i wydajnych konwerterów dla RNS(2k−1, 2k, 2k +1).

Konwersja z HRNS do RNS(2k − 1, 2k, 2k + 1) jest oparta na koncepcji zaprezentowanej w pracy

[Wan00]. Konwersja ta przeprowadzana jest dla RNS o zakresie znacznie mniejszym od zakresu peł-

nego HRNS, dzięki czemu uzyskuje się zmniejszenie obszaru i długósci ściėzki krytycznej konwer-

terów. Na potrzeby rozprawy równania opublikowane w [Wan00] zostały przekształcone do postaci

umȯzliwiającej zminimalizowanie obszaru zajmowanego przezkonwerter. Przekształcenia te umoż-

liwiają obni̇zenie kosztu pojedynczego konwertera do poziomu pozwalaj ˛acego na u̇zycie proponowa-

nych HRNS nawet dla bardzo krótkich kanałów obliczeniowych.

Konwersja z systemu pozycyjnego do HRNS

Konwersja liczby całkowitej do systemu resztowego wymaga wyznaczenia dla tej liczby reszt modu-

lo kolejne składniki bazy systemu resztowego. W prezentowanym konwerterze konwersja z systemu

pozycyjnego do RNS(2k−1, 2k, 2k+1) nie jest wymagana, ponieważ załȯzono,że szerokósć operan-

dów wej́sciowych jest ograniczona dok bitów. Dla szerszych operandów można zastosowác sumator

dodającyk–bitowe pola wydzielone z wektora wejściowego [Pie94].

Po konwersji do RNS(2k − 1, 2k, 2k + 1) nalėzy dla słówk i (k + 1)–bitowego obliczýc reszty

modulo czynniki liczb2k ± 1. Struktura generatora reszt zależy od wartósci okresu bądź półokresu

potęg 2 modulo rozpatrywany czynnik. Dla czynników o dużej wartósci okresu/półokresu stosowany

jest układ, w którym dla wydzielonych pól ze słowa wejściowego obliczane są reszty za pomocą

pamięci ROM. Reszty te są następnie sumowane w kaskadziesumatorów szeregowych (sumator z

propagacją przeniesień, ang. ripple–carry adder, RCA). Reszta dla wyniku sumowania jest obliczana

przez odjęcie krotnósci modułu zalėznej od wartósci sumy. Dla małych szerokości modułów (ok.

4–5 bitów) operację tę można przeprowadzić za pomocą pojedynczej pamięci ROM. W pozostałych

przypadkach badanie zakresu wyniku jest realizowane za pomocą zestawu komparatorów, a pamięć

ROM jest wykorzystywana jedynie do przechowywania odejmowanych stałych. Przykładem może

być pokazany na rys. 2.15 generator modulo 109 dla słowa 18–bitowego.

Charakterystyki AT generatora modulo można zmniejszýc, jésli wartósć okresu/półokresu potęg

2 modulo dany czynnik jest odpowiednio mała. Możliwa jest wtedy wstępna redukcja szerokości sło-

wa wej́sciowego generatora. Redukcja szerokości jest przeprowadzana według koncepcji wykorzy-
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stującej małe twierdzenie Fermata (str. 43). Generator dla pojedynczego czynnika poprzedzony jest

wielooperandowym sumatorem z przeniesieniem okrężnym (ang. end–around carry, EAC) [Pie94].

Szerokósć sumatora równa jest okresowi bądź półokresowi potęg 2 modulo dany czynnik.

ROM ROM ROM

ROM

x0x1x17

7

|X|109

7 8

8

9

Rysunek 2.15. Przykład układu wyznaczania reszty słowa 18–bitowego modulo 109.

Obszar sumatora z EAC można dodatkowo zredukować. NiechP (Mi) oznacza wartósć okresu

potęg 2 moduloMi, aHP (Mi) wartósć półokresu potęg 2 moduloMi. Wartósci okresów lub póło-

kresów potęg 2 modulo wybrane czynniki liczb2k ± 1 są często równe wielokrotnościom okresów

lub półokresów dla innych czynników. Możliwe jest więc skonstruowanie fragmentów sumatora EAC

jako wspólnych dla kilku czynników. W tab. 2.3 zamieszczonowartósci okresów/półokresów potęg 2

modulo czynniki wybranych liczb2k ± 1.

Idea wykorzystania części sumatora jako wspólnej dla kilku czynników zostanie pokazana na

przykładzie fragmentu układu wyznaczającego resztę liczby 18–bitowej modulo czynniki liczb218 ±
1. Jėzeli dla modułówM1,M2 zachodzi zalėznósć HP (M1) = HP (M2) lub P (M1) = i · P (M2)

dla i = 1, 2, 3, . . ., to sumator redukujący szerokość operandu doP (M1) lub HP (M1) bitów mȯze

być wspólny dla modułówM1,M2. W opisywanym przykładzie sytuacja taka zachodzi dla modułów
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Tabela 2.3. Wartósci okresów i półokresów potęg 2 modulo czynniki liczb2k ± 1

k = 18

Mi HP (Mi) P (Mi)

7 3

19 9 18

27 9 18

73 9

5 2 4

13 6 12

37 18 36

109 18 36

k = 24

Mi HP (Mi) P (Mi)

5 2 4

7 3

9 3 6

13 6 12

17 4 8

241 12 24

97 24 48

257 8 16

673 24 48

k = 30

Mi HP (Mi) P (Mi)

7 3

9 3 6

11 5 10

31 5

151 15

331 15 30

13 6 12

25 10 20

41 10 20

61 30 60

1321 30 60

5,7,13. Poniewȧz P (13) = 4 · P (7) = 3 · P (5), sumator z EAC dla tych modułów może zawierác

czę́sć wspólną składającą się z sumatora redukującego szerokość operandu wejściowego do 12 bitów.

W związku z tym szerokósć słowa wej́sciowego generatorów modulo można zmniejszýc z 18 do

12 bitów. Podobna sytuacja zachodzi także dla modułów 19 i 27, gdzie elementem wspólnym jest

sumator z przeniesieniem okrężnym redukujący szerokość operandu wejściowego z wykorzystaniem

HP (19) = HP (27) = 9. Właściwósć ta umȯzliwia znaczne zmniejszenie obszaru wymaganego

przez generator reszt, szczególnie dla szerokich operandów.

Wykorzystanie czę́sci sumatora dla kilku modułów równocześnie jest mȯzliwe tak̇ze w sytuacji,

gdyHP (M1) = P (M2). Nalėzy wtedy podzielíc operand wejściowy na pola o szerokości P (M2)

bitów i użyć trzech sumatorów wielooperandowych. Dwa z nich posłużą do obliczenia sum pól o

indeksach odpowiednio parzystych i nieparzystych. Trzecisumator zostanie użyty do zsumowania

zanegowanych pól o indeksach nieparzystych. Następnie, dodając sumę pól o indeksach parzystych

do sumy zanegowanych bądź nie pól o indeksach nieparzystych, uzyskuje się redukcję operandu

modulo odpowiednio(2HP (M1) + 1) i (2P (M2) − 1). Pozwala to zmniejszýc obszar o ok. 25% w

stosunku do układu złȯzonego z dwóch niezależnych sumatorów o szerokościP (M2) i HP (M1).
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Konwersja dla liczb ze znakiem

Przedstawione konwertery są łatwo modyfikowalne do postaci pozwalającej na wyznaczanie do-

datnich reszt dla liczb ujemnych zapisanych w kodzie U2. Modyfikacja mȯze dotyczýc zarówno su-

matora z przeniesieniem okrężnym, jak i generatora modulo.

Modyfikacja generatora modulo nie wymaga zmian w strukturzeukładu. W proponowanym roz-

wiązaniu reszty modulo czynnik dla poszczególnych pól bitowych są obliczane za pomocą pamięci

ROM. Wystarczy więc dla pamięci dekodującej pole zawierające najstarszy bit słowa wejściowego

zwracác reszty dla liczb ujemnych zgodnie z wzorem

R =

∣
∣
∣
∣
∣
−1 · 2k−1 · xk−1 +

k−2∑

j=l

2j · xj

∣
∣
∣
∣
∣
Mi

, (2.74)

gdziexi oznacza kolejne bity pola, aR ≥ 0 okrésla zawartósć komórki adresowanej wektorem bi-

towymxk−1xk−2 . . . xl. Zawartósć pamięci u̇zywanej na rys. 2.15 do dekodowania najstarszego pola

pokazano w tab. 2.4.

Tabela 2.4. Zawartósć pamięci dekodującej pole zawierające bit o wadze−217

Bity adresu Zawartósć komórki

0000 0

0001 |214|109 = 34

. . . . . .

1000 |−217|109 = 55

1001 |−217 + 214|109 = 89

. . . . . .

Uwzględnienie liczb ujemnych w sumatorach z EAC wymaga niewielkich zmian w strukturze

połączén. W sumatorze dodającym pola o szerokości okresu wykorzystywany jest fakt,że kolejne

P (Mi)–bitowe pola operandu zawierają bity o tych samych wagach moduloMi. Operując na liczbach

w kodzie U2, jedyna ró̇znica dotyczy bitu na najstarszej pozycji, którego waga jest traktowana jako

wartósć ujemna. Nalėzy zatem dla tego bitu wyznaczyć dodatnią resztę moduloMi i zsumowác z

resztami moduloMi dla pozostałych pól operandu wejściowego.

Jedną z metod jest potraktowanie bitu znaku jako dodatkowego sygnału przekazywanego do ge-

neratora modulo. Dla takiego rozwiązania zmiany w strukturze sumatora z EAC nie są wymagane. W

przypadku stosowania pamięci ROM w generatorze reszt można bit o wadze ujemnej doprowadzić do
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dodatkowej linii adresowej dowolnej pamięci, a wartości zapisane w pamięci poszerzyć o dodatkowe

wyniki. Jest to koncepcja prosta i łatwa w implementacji, niestety wią̇ze się ze wzrostem rozmiaru

pamięci ROM.

Drugą metodą pozwalającą na skonstruowanie układu dlaliczb w kodzie U2 jest wprowadzenie

modyfikacji do sumatora wielooperandowego. Pierwszym krokiem powinno býc lewostronne rozsze-

rzenie znakowane słowa wejściowego do szerokości, dla której bit o wadze ujemnej będzie na pozycji

o jeden większej od wielokrotności okresu/półokresu. Następnie należy zauwȧzyć, że sumatory wie-

looperandowe dodające pola o szerokości P (Mi) i HP (Mi) są sumatorami modulo2P (Mi) − 1 i

2HP (Mi) + 1. Można więc wykorzystác jedną z trzech zależnósci

∣
∣−1 · 2j·k∣∣

2k−1
= −1, (2.75)

∣
∣−1 · 22·j·k∣∣

2k+1
= −1, (2.76)

∣
∣−1 · 22·j·k+1

∣
∣
2k+1

= 1, (2.77)

które są prawdziwe dlak i j naturalnych.

Modyfikacja sumatora wielooperandowego dodającego pola oszerokósci okresu potęg 2 modulo

Mi jest przeprowadzana na podstawie (2.75). Uwzględnienie bitu znaku wymaga więc odjęcia war-

tości tego bitu. Mȯzna to zrealizowác przez dodanie odwrotności addytywnej 1 modulo2P (Mi) − 1.

Niestety, wymaga to u̇zycia dodatkowego sumatora dodającego słowo, w którym wszystkie bity są

równe bitowi znaku.

Korzystniejszym rozwiązaniem może býc implementacja według wzoru

−xi
j·P (Mi)

= −1 + xi
j·P (Mi), (2.78)

gdziexi
j·P (Mi) oznacza negację bitu na pozycjij · P (Mi). Wzór (2.78) oznacza,̇ze zamiast odjęcia

wartósci bituxi
j·P (Mi)

odejmowana jest zawsze 1, a dodawany jest bit zanegowany. Poniewȧz dodawa-

ny jest tylko jeden bit o wadze 1, można go doprowadzić do przeniesienia wejściowego dowolnego

sumatora. Z reguły wybierany jest sumator na pierwszym poziomie kaskady RCA, ponieważ prze-

niesienia wej́sciowe pozostałych sumatorów są wykorzystane przez przeniesienia okrę̇zne. Stała−1

może býc dodana w dowolnym miejscu całego generatora resztowego, można ją więc wkomponowác

w jedną z pamięci ROM stosowanych w dalszej części generatora modulo.

Dla sumatorów dodających pola o szerokości półokresu potęg 2 możliwe są dwa przypadki. Jeśli

bit znaku znajduje się na pozycji bezpośrednio następującej ponieparzystejwielokrotnósci półokresu,
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wykorzystywany jest wzór (2.77). Wystarczy więc doprowadzić bit znaku do przeniesienia wejścio-

wego dowolnego sumatora kaskady RCA. Jeśli bit znaku jest na pozycji bezpośrednio następującej po

parzystejwielokrotnósci półokresu, modyfikacja sumatora wielooperandowego jest okréslona przez

wzór (2.76). Uwzględnienie znaku liczby wymaga więc odj˛ecia bitu znaku. Realizowane jest to po-

dobnie, jak dla sumatorów dodających pola o szerokości okresu potęg 2 moduloMi.

Struktura układu

Struktura kompletnego konwertera z systemu pozycyjnego doHRNS zalėzy od wzajemnych rela-

cji pomiędzy czynnikami modułów2k ± 1. Podanie ogólnych wytycznych gwarantujących uzyska-

nie optymalnego układu jest niezmiernie trudne. Podczas konstrukcji konkretnego konwertera należy

sprawdzíc kilka mȯzliwych rozwiązán i wybrác to o najbardziej pȯządanych parametrach. Różnice

pomiędzy rozwiązaniami będą dotyczyły przede wszystkim wyboru czynników, dla których budo-

wany jest wspólny sumator dodający pola o szerokości okresów lub półokresów tych czynników.

Przykład układu wyznaczania reszty modulo 5,7 i 13 dla liczby całkowitejX reprezentowanej 18–

bitowym słowem w kodzie U2 przedstawiono na rys. 2.16.

Pierwszym elementem układu jest 12–bitowy sumator przeprowadzający wstępną redukcję mo-

dulo 212 − 1. Słowo wej́sciowe jest rozszerzone do szerokości 24 bitów, a zanegowany bit znaku

doprowadzony do przeniesienia wejściowego sumatora. Wyjściem sumatora jest już liczba dodatnia,

przy czym w dalszych stopniach układu należy zastosowác korekcję−1 związaną z dodawaniem za-

negowanego bitu znaku zgodnie z wzorem (2.78). Wyjście 12–bitowego sumatora jest przekazywane

do zestawu układów obliczających reszty modulo 5,7 i 13. Każdy z tych układów zawiera sumator do-

dający pola o szerokości odpowiedniego okresu bądź półokresu potęg 2 oraz pamięci ROM w stopniu

wyjściowym. Kȧzda z pamięci przekodowuje słowo wejściowe na odpowiednie reszty skorygowane o

sumę stałych wynikających z konstrukcji sumatorów z EAC i−1. Wzory opisujące wartósć korekcji

dla zadanej struktury sumatora EAC przedstawiono w [Pie94].

Układ z rys. 2.16 mȯzna zbudowác tak̇ze w inny sposób. Słowo wejściowe mȯze býc podzielone

na trzy 6–bitowe pola, z których zostaną obliczone reszty modulo26±1. Dla tych reszt mȯzna następ-

nie obliczýc wartósci |X|7 i |X|13. W tym przypadku sumator 12–bitowy można zastąpić sumatorem

6–bitowym. Niestety, układ redukcji modulo 5 byłby całkowicie niezalėzny, a szerokósć jego słowa

wejściowego wzrosła by do 18 bitów. Konieczne więc byłoby użycie dwóch dodatkowych sumatorów

4–bitowych w torze redukcji modulo 5. Układ z rys. 2.16 wymaga więc mniejszej liczby ogniw FA.
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Rysunek 2.16. Przykład układu wyznaczania reszty modulo 5,7 i 13 dla słowa 18–bitowego w kodzie

U2. Kolorem szarym oznaczono dodane bity rozszerzenia znakowanego.
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Konwersja z HRNS do systemu pozycyjnego

Konwersja z HRNS do systemu pozycyjnego przeprowadzana jest dwuetapowo. Pierwszy etap obej-

muje konwersję z HRNS do RNS(2k − 1, 2k, 2k + 1), drugi etap to konwersja z RNS do systemu

pozycyjnego. W większósci przypadków konwersja pomiędzy HRNS a RNS oparta jest natwierdze-

niu opublikowanym w pracy [Wan00] nazwanym przez autorów nowym chińskim twierdzeniem o

resztach II. Podstawy teoretyczne konwertera opisano w rozdz. 2.2 na str. 48. Jako konwerter z RNS

(2k − 1, 2k, 2k + 1) do systemu pozycyjnego może zostác użyte dowolne z wielu dotychczas opraco-

wanych rozwiązán, np. układ zaprezentowany w pracy [WSAS02] zawierający jeden sumator modulo

22k − 1.

Konwersja odwrotna według koncepcji z pracy [Wan00] przeprowadzana jest zgodnie z wzorem

(2.34). Dla bazy RNS złȯzonej z czynników liczb postaci2k±1 możliwy jest dobór modułów w pary,

dla których implementacja operacji opisanej przez (2.34) jest szczególnie prosta. Wynika to zarów-

no z wartósci modułów, dla których wykonywane są operacje, jak i z postaci stałych występujących

we wzorze (2.34). Poniżej zostaną przedstawione przekształcenia równania konwersji odwrotnej oraz

wskazówki dotyczące implementacji dla RNS zdefiniowanychprzez czynniki wybranych liczb posta-

ci 2k ± 1. Przedstawione równania były tworzone z myślą o efektywnej implementacji, dlatego też

nalėzy je rozpatrywác w powiązaniu ze sposobem ich sprzętowej realizacji.

Konwersja dla 218 − 1

Czynniki liczby 218 − 1 można pogrupowác w dwie pary, których iloczyny są liczbami postaci

29 ± 1. Pary te to7 · 73 = 511 i 19 · 27 = 513. Konwersja odwrotna mȯze býc przeprowadzona za

pomocą dwupoziomowego układu. Pierwszy poziom jest odpowiedzialny za znalezienie reszt modulo

511 i 513 zgodnie z wzorem

|X|511 = |X|73 +

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣73−1

∣
∣
7

︸ ︷︷ ︸

5

·(|X|7 − |X|73)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
7

· 73

|X|513 = |X|27 +

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣27−1

∣
∣
19

︸ ︷︷ ︸

12

·(|X|19 − |X|27)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
19

· 27

. (2.79)

Operacje modulo są ograniczone do małych liczb, dla których odpowiednie układy są względnie

proste. Po obliczeniu|X|511 i |X|513 wartósć reszty modulo218 − 1 jest okréslona jako

|X|218−1 = |X|513 +

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣513−1

∣
∣
511

︸ ︷︷ ︸

256

·(|X|511 − |X|513)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
511

· 513. (2.80)
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Wzór (2.80) mȯze zostác zaimplementowany za pomocą sumatora modulo 511 obliczającego ró̇znicę

|X|511 − |X|513 i końcowego sumatora 18–bitowego. Pozostałe operacje sprowadzają się do odpo-

wiednich obrotów i przesunięć bitów. Iloczyn||X|511 − |X|513|511 · 256 modulo 511 opisuje rotację

cykliczną w lewo o 8 bitów. Mnȯzenie liczby z zakresu[0, 511) przez 513 sprowadza się do kon-

katenacji dwóch wektorów 9–bitowych. Pełny konwerter może zatem zostác zaimplementowany za

pomocą kilku sumatorów modulo małe moduły i niewielkich układów mnȯzących przez stałe.

Konwersja dla 218 + 1

Czynniki liczby218 +1 można pogrupowác w pary5 ·13 = 65 i 37 ·109 = 4033. Jeden iloczyn jest

równy26+1, iloczyn drugiej pary wynosi212−25+20, co umȯzliwia efektywną implementację układu

mnȯzącego. Podobnie jak w poprzednim przypadku, konwersja odwrotna mȯze býc przeprowadzona

w dwupoziomowym układzie. Zadaniem pierwszego poziomu jest obliczenie reszt modulo 65 i 4033

zgodnie z wzorem

|X|65 = |X|13 +

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣13−1

∣
∣
5

︸ ︷︷ ︸

2

·(|X|5 − |X|13)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
5

· 13

|X|4033 = |X|109 +

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣109−1

∣
∣
37

︸ ︷︷ ︸

18

·(|X|37 − |X|109)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
37

· 109

. (2.81)

Operacje modulo we wzorze (2.81) są ograniczone do niewielkich modułów. Następnie wartość reszty

modulo218 + 1 można wyznaczýc na podstawie|X|65 i |X|4033 zgodnie z formułą

|X|218+1 = |X|4033 +

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣4033−1

∣
∣
65

︸ ︷︷ ︸

22

·(|X|65 − |X|4033)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
65

· 4033
︸︷︷︸

1111110000012

. (2.82)

Występujące we wzorze (2.82) mnożenie przez stałą modulo 65 może zostác zaimplementowane z

użyciem sumatora o szerokości półokresu potęg 2 modulo 65. Mnożenie przez stałą 4033 sprowadza

się do u̇zycia pojedynczego subtraktora, ponieważ 4033 = 212 − 25 + 20, a wynik mnȯzenia liczby z

zakresu[0, 65) przez212 + 20 można wyznaczýc poprzez złȯzenie dwóch wektorów. Obszar i opóź-

nienie kompletnego konwertera są w tym przypadku nieco wi˛eksze ni̇z dla 218 − 1 ze względu na

koniecznósć wyznaczenia reszty modulo 65 dla|X|4033 i użycia szerokiego subtraktora realizującego

mnȯzenie przez 4033.

Konwersja dla 224 − 1

Poniewȧz liczbę224 − 1 można rozłȯzyć na szésć czynników, konwersja odwrotna według wzoru
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(2.34) wymaga układu trójpoziomowego. Pomimo tego opóźnienie wprowadzane przez układ jest

niewielkie ze względu na niezwykle proste operacje dla niektórych par czynników. Czynniki liczby

224 − 1 można pogrupowác w trzy pary:5 · 13 = 65, 7 · 9 = 63 i 17 · 241 = 4097. Układ konwersji

odwrotnej składa się z kanału dla pary17 · 241 oraz pracującego równolegle kanału obliczającego

resztę modulo 4095 z reszt dla par5 · 13 oraz7 · 9. Konwersja dla pary17 · 241 przeprowadzana jest

zgodnie z formułą

|X|4097 = |X|241 +

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣241−1

∣
∣
17

︸ ︷︷ ︸

6

·(|X|17 − |X|241)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
17

· 241
︸︷︷︸

111100012

. (2.83)

W implementacji sprzętowej należy użyć generatora reszty modulo 17 dla|X|241, wielooperandowe-

go sumatora obliczającego różnicę|X|17 − |X|241 przemnȯzoną przez 6 modulo 17 oraz subtraktor

realizujący mnȯzenie przez241 = 28 − 23 + 20. Niezbędny jest tak̇ze sumator dodający do wyniku

operacji modulo wartósć |X|241.
W kanale obliczającym resztę modulo 4095 konieczne jest zastosowanie struktury dwupoziomo-

wej. Pierwszy stopién odpowiedzialny jest za wyznaczenie reszt modulo 63 i 65 zgodnie z wzorem

|X|65 = |X|13 +

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣13−1

∣
∣
5

︸ ︷︷ ︸

2

·(|X|5 − |X|13)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
5

· 13

|X|63 = |X|9 +

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣9−1

∣
∣
7

︸ ︷︷ ︸

4

·(|X|7 − |X|9)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
7

· 9
. (2.84)

Następny krok obejmuje obliczenie reszty modulo 4095 równej

|X|4095 = |X|65 +

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣65−1

∣
∣
63

︸ ︷︷ ︸

32

·(|X|63 − |X|65)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
63

· 65. (2.85)

Wzór (2.85) mȯzna zaimplementować za pomocą jednego sumatora modulo 63 obliczającego różnicę

|X|63−|X|65 i jednego sumatora 12–bitowego. Pozostałe działania sprowadzają się do odpowiednich

przesunię́c wektorów bitowych. Ze względu na prostotę operacji opisanych wzorami (2.84) i (2.85),

wartósć |X|4095 może býc obliczona równoczésnie z wartóscią|X|4097 według (2.83).

Po obliczeniu reszt modulo 4095 i 4097 wartość reszty modulo224 − 1 dana jest wzorem

|X|224−1 = |X|4097 +

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣4097−1

∣
∣
4095

︸ ︷︷ ︸

211

·(|X|4095 − |X|4097)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
4095

· 4097. (2.86)

Równiėz w tym przypadku implementacja wymaga jedynie sumatora modulo 4095 i kóncowego

sumatora 24–bitowego. Pozostałe operacje sprowadzają się do odpowiednich przesunięć bitowych.
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Kompletny konwerter mȯze zatem zostác bardzo efektywnie zaimplementowany z użyciem kilku

układów wykonujących mnȯzenie modulo małe moduły przez niewielkie stałe oraz kilku sumatorów

z przeniesieniem okrężnym.

Konwersja dla 224 + 1

Liczbę224 +1 można podzielíc na trzy czynniki, tak więc konwersja według wzoru (2.34) wymaga

dwóch kroków. W pierwszym na podstawie reszt dla pary97 · 673 = 65281 obliczana jest reszta

modulo 65281 jako

|X|65281 = |X|673 +

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣673−1

∣
∣
97

︸ ︷︷ ︸

16

·(|X|97 − |X|673)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
97

· 673. (2.87)

Implementacja wzoru (2.87) wymaga generatora reszty modulo 97 dla|X|673, subtraktora modulo 97,

kolejnego generatora reszty modulo 97 dla przesuniętej różnicy |X|97 −|X|673 oraz układu mnȯzenia

przez stałą 673. Po wyznaczeniu|X|65281 wartósć reszty modulo224 + 1 dana jest wzorem

|X|224+1 = |X|65281 +

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣65281−1

∣
∣
257

︸ ︷︷ ︸

86

·(|X|257 − |X|65281)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
257

· 65281
︸ ︷︷ ︸

11111111000000012

. (2.88)

W równaniu (2.88) operacje modulo są wykonywane dla modułurównego 257, dla którego wykorzy-

stuje się okresowósć potęg 2 modulo. Mnȯzenie przez stałą 86 modulo 257 może zostác zaimplemen-

towane za pomocą sumatora wielooperandowego z EAC dodającego odpowiednio przesunięte pola

wektorów reprezentujących|X|62581 i |X|257. Mnożenie przez stałą65281 = 216 − 28 + 20 sprowa-

dza się do u̇zycia subtraktora, konieczny jest także kóncowy sumator 24–bitowy. Pełny konwerter dla

czynników224 + 1 wymaga kilku operacji modulo 97, układu mnożenia przez 9–bitową stałą 673 i

kilku sumatorów RCA.

Konwersja dla 230 − 1

Liczbę 230 − 1 można rozłȯzyć na 6 czynników 7,9,11,31,151,331. W celu uproszczenia opera-

cji występujących w ostatnim stopniu konwertera operuj ˛acym na liczbach o największej szerokości,

czynniki te pogrupowano w dwie trójki będące czynnikami liczb 215 ± 1. Dzięki temu mȯzna zasto-

sowác szereg uproszczeń, podobnie jak w konwerterze opisanym równaniem (2.86).

Obliczenie wartósci reszty modulo215 − 1 można przeprowadzić w dwóch krokach. Pierwszy z
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nich obejmuje wyznaczenie reszty dla pary7 · 151 = 1057 według wzoru

|X|1057 = |X|151 +

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣151−1

∣
∣
7

︸ ︷︷ ︸

2

·(|X|7 − |X|151)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
7

· 151. (2.89)

Znając|X|1057 można obliczýc resztę modulo215 − 1 jako

|X|215−1 = |X|1057 +

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣1057−1

∣
∣
31

︸ ︷︷ ︸

21

·(|X|31 − |X|1057)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
31

· 1057
︸︷︷︸

100001000012

. (2.90)

Mnożenie ró̇znicy |X|31 − |X|1057 przez stałą 21 modulo 31 można zaimplementować z u̇zyciem

sumatora z przeniesieniem okrężnym dodającego odpowiednio przesunięte pola wektorów reprezen-

tujących|X|31 i |X|1057. Mnożenie przez stałą1057 = 210 + 25 + 20 sprowadza się do konkatenacji

wektora 5–bitowego reprezentującego resztę modulo 31. Wszystkie operacje modulo konieczne do

wykonania w układzie wyznaczenia reszty modulo215 − 1 przeprowadzane są wyłącznie dla modu-

łów 7 i 31, dla których mȯzliwa jest efektywna implementacja z wykorzystaniem okresowości potęg

2 modulo.

Podczas obliczania reszty modulo215+1 można znacznie zredukować wartósci modułów, dla któ-

rych nalėzy wykonywác operacje modulo, kosztem wzrostu złożonósci stałej występującej w ostat-

nim etapie konwersji. Ponieważ jednak liczba mnȯzona przez stałą jest reprezentowana 4–bitowym

wektorem, mnȯzenie przez stałą można zaimplementować za pomocą prostego układu złożonego z

pojedynczych 16–bitowych pamięci na każdy bit wyniku. Pamięci takie są efektywnie implemento-

wane w FPGA. Sekwencja operacji wymaganych do obliczenia reszty modulo215 +1 rozpoczyna się

znalezieniem reszty dla pary11 · 331 = 3641 zgodnie z formułą

|X|3641 = |X|331 +

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣331−1

∣
∣
11

︸ ︷︷ ︸

1

·(|X|11 − |X|331)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
11

· 331. (2.91)

Implementacja operacji opisanej równaniem (2.91) wymaga wyznaczenia reszty modulo 11 dla|X|331
i użycia subtraktora modulo 11 dla obliczenia różnicy |X|11−|X|331. Jėzeli ostatnim elementem sub-

traktora jest pamię́c ROM, jej zawartósć mȯze zostác zmodyfikowana w celu uwzględnienia operacji

mnȯzenia przez 331. Po znalezieniu wartości |X|3641 wartósć reszty modulo215 + 1 jest opisana

wzorem

|X|215+1 = |X|3641 +

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣3641−1

∣
∣
9

︸ ︷︷ ︸

2

·(|X|9 − |X|3641)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
9

· 3641. (2.92)

79



W implementacji wzoru (2.92) wynik operacji modulo może zostác obliczony z u̇zyciem sumatora

wielooperandowego z przeniesieniem okrężnym dodającego odpowiednie pola wektorów reprezen-

tujących|X|9 i |X|3641. Jėzeli ostatnim stopniem sumatora będzie pamięć ROM, mȯze ona zawierác

jednoczésnie wynik mnȯzenia przez 3641.

Po obliczeniu reszt modulo215 − 1 i 215 + 1 wartósć reszty modulo230 − 1 dana jest wzorem

|X|230−1 = |X|215+1 +

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣(215 + 1)−1

∣
∣
215−1

︸ ︷︷ ︸
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·(|X|215−1 − |X|215+1)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
215−1

· (215 + 1). (2.93)

Implementacja operacji opisanej wzorem (2.93) może zostác przeprowadzona według tych samych

zasad, co dla (2.80) i (2.86).

Konwersja dla 230 + 1

Konwersja odwrotna dla230 + 1 jest najbardziej kosztownym rozwiązaniem z dotychczasowych.

Poni̇zsze wzory opisują dwa etapy konwersji odwrotnej. Pierwszy etap sprowadza się do znalezienia

reszt modulo33025 = 215 + 28 + 1 i 31513 = 215 − 28 + 1, drugi etap ma na celu obliczenie na ich

podstawie reszty modulo230 + 1.

Wartósć reszty modulo33025 opisana jest wzorem

|X|33025 = |X|1321 +

∣
∣
∣
∣
∣
∣
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∣
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6

·(|X|25 − |X|1321)
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∣
∣
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∣
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· 1321. (2.94)

We wzorze (2.94) konieczne jest zastosowanie generatora modulo25 dla |X|1321, pełnego subtraktora

modulo i układu mnȯzenia przez stałą1321. Niewielkim udogodnieniem jest niska wartość odwrot-

ności multiplikatywnej|1321−1|25 = 6.

Wartósć reszty modulo32513 okréslona jest przez reszty dla trzech czynników13, 41, 61, za-

tem konwersja odwrotna według (2.34) wymaga układu dwupoziomowego. Mȯzliwe są dwie se-

kwencje działán pozwalające na uzyskanie niewielkich wartości odwrotnósci multiplikatywnych wy-

stępujących we wzorze (2.34). W pierwszym przypadku należy najpierw obliczýc resztę modulo

41 · 61 = 2501, natomiast w drugim jako pierwsza wyznaczana jest reszta modulo 13 · 61 = 793.

Konwersja odwrotna według pierwszej sekwencji opisana jest wzorem

|X|2501 = |X|41 +
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, (2.95)
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druga sekwencja wymaga operacji opisanych jako

|X|793 = |X|61 +

∣
∣
∣
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|X|32513 = |X|793 +
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3

·(|X|41 − |X|793)
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. (2.96)

We wzorze (2.95) konieczne jest mnożenie przez du̇zą stałą2501 = 1001110001012, natomiast mno-

żenie przez jej odwrotność multiplikatywną modulo 13 sprowadza się do zwykłego przesunięcia wek-

tora bitowego. Zaletą (2.95) jest niewielka szerokość reszty modulo 13. Dzięki temu mnożenie przez

stałą mȯzna zaimplementować za pomocą pamięci ROM zawierającej jedną tablicę LUTna bit wy-

niku.

Stała793 = 11000110012 we wzorze (2.96) jest o 1 bit mniejsza od 2501, ale mnożenie przez jej

odwrotnósć multiplikatywną modulo 41 wymaga użycia sumatora. Dodatkowo, do zapisania reszty

modulo 41 wymagane jest słowo o szerokości szésciu bitów, tak więc implementacja przy pomocy

pamięci ROM mnȯzenia przez stałą 793 wymaga co najmniej dwóch tablic LUT nabit wyniku.

Po obliczeniu wartósci reszt modulo33025 i 32513 wartósć reszty modulo230 + 1 może býc

wyznaczona zgodnie z równaniem konwersji odwrotnej określonym przez chínskie twierdzenie o

resztach. Odpowiednia formuła przyjmuje postać

|X|230+1 =

∣
∣
∣
∣
33025 ·

∣
∣33025−1

∣
∣
32513

· |X|32513 + 32513 ·
∣
∣32513−1

∣
∣
33025

· |X|33025
∣
∣
∣
∣
230+1

, (2.97)

skąd po przekształceniach

|X|230+1 =

∣
∣
∣
∣
33025 · 16193 · |X|32513 + 32513 · 16577 · |X|33025

∣
∣
∣
∣
230+1

=

=

∣
∣
∣
∣
(215 + 28 + 1) · (214 − 28 + 26 + 1) · |X|32513 +

+(215 − 28 + 1) · (214 + 28 − 26 + 1) · |X|33025
∣
∣
∣
∣
230+1

(2.98)

można otrzymác następujące równanie konwersji odwrotnej

|X|230+1 =

∣
∣
∣
∣
(229 − 221 + 26 + 1) · |X|32513 + (229 + 221 − 26 + 1) · |X|33025

∣
∣
∣
∣
230+1

. (2.99)

Równanie (2.99) mȯze zostác zaimplementowane z użyciem wielooperandowego sumatora z prze-

niesieniem okrę̇znym dodającego odpowiednio przesunięte wektory sumy i różnicy liczb |X|32513
i |X|33025. W tym przypadku zaprezentowane równanie konwersji odwrotnej pozwala unikną́c ko-

niecznósci wykonywania operacji modulo32513 lub 33025 niezbędnych w przypadku korzystania z

(2.34).
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2.4 Podsumowanie

Analiza podstawowych metod tworzenia obrazów fotorealistycznych pozwala zidentyfikować ich naj-

bardziej istotne własności wykorzystywane w dalszej części pracy. Podstawową cechą obu algoryt-

mów jest podatnósć na implementację na maszynach równoległych. W przypadkuśledzenia promieni

możliwe jest przeprowadzanie obliczeń dla kȧzdego promienia niezależnie od pozostałych. Co wię-

cej, sąsiednie promienie najczęściej wędrują przez ten sam fragment przestrzeni, możliwe jest więc

wykorzystanie równoległósci na poziomie danych (ang. Single Instruction Multiple Data, SIMD)

[Sch06]. W metodach energetycznych rzucanie promieni może zostác wykorzystane do wyznaczania

współczynników sprzę̇zenia. Mȯzliwe jest tak̇ze zastosowanie maszyn równoległych do rozwiązy-

wania układu równán oświetlenia. Jednostka sprzętowego wspomagania obliczeń w AOG powinna

zatem býc konstrukcją złȯzoną z pracujących równolegle elementów obliczeniowych. Łatwósć zrów-

noleglenia obliczén pozwoli tak̇ze na zmniejszenie kosztów związanych z przygotowaniem danych

(np. konwersją pomiędzy systemem pozycyjnym a resztowym), poniewȧz dane te będą mogły być

wykorzystane przez wiele układów obliczeniowych.

Drugą istotną włásciwóscią AOG jest intensywne wykorzystanie mnożenia i dodawania. Udział

pozostałych działán arytmetycznych, w tym porównywania liczb i dzielenia, jest znacznie mniej-

szy. Pozwala to miéc uzasadnioną nadzieję na zwiększenie wydajności sprzętowych implementacji

powyższych algorytmów za pomocą arytmetyki resztowej. Konieczne będą pewne modyfikacje do-

tychczasowych rozwiązań, np. wyodrębnienie wszystkich operacji różnych od dodawania i mnożenia

i umieszczenie ich poza torem obliczeniowym. Strukturę procesora pozwalającą na sprzętowe wspo-

maganie AOG oraz wyniki implementacji kluczowych operacjiAOG z wykorzystaniem arytmetyki

resztowej zaprezentowano w rozdz. 4.4.

Resztowe systemy liczbowe umożliwiają reprezentację dużych liczb za pomocą zbioru reszt o nie-

wielkich wartósciach. Reprezentacja ta pozwala na implementację dodawania, odejmowania i mno-

żenia za pomocą zestawu niewielkich jednostek pracujących równolegle i niezalėznie od siebie. Prze-

kłada się to na zmniejszenie rozmiaru układów i poboru mocyoraz zwiększenie szybkości. Zyski te

są szczególnie widoczne w układach mnożących, gdzie rozmiar jednostek w klasycznych systemach

pozycyjnych rósnie z kwadratem liczby bitów operandów. Korzyści wynikające z zastosowania RNS

w układach arytmetycznych rosną wraz ze zmniejszaniem si˛e wartósci modułów w bazie.

Pomimo powẏzszych zalet obszar zastosowań RNS jest ograniczony. Jest to spowodowane przede
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wszystkim wysokim kosztem wykonywania niektórych trudnych operacji arytmetycznych i konwersji

z/na system pozycyjny. Stosowanie konwerterów pomiędzy RNS a systemami pozycyjnymi wynika z

koniecznósci współpracy torów resztowych z istniejącymi systemamicyfrowymi wykorzystującymi

pozycyjne systemy liczbowe. Poza tym, stosowanie pozycyjnych systemów liczbowych jest znacz-

nie bardziej naturalne dla człowieka, który z reguły jest odbiorcą wyników. Dodatkową przyczyną

wymuszającą u̇zywanie konwerterów jest brak uniwersalnego RNS przydatnego w wielu zastosowa-

niach, poniewȧz wybór bazy RNS jest zawsze dokonywany dla określonego zakresu dynamicznego i

wykonywanych operacji. Podstawową wadą konwerterów jest ich wysoki koszt, szczególnie dla RNS

o bazach złȯzonych z du̇zej liczby niewielkich modułów. Istnieją niewielkie i wydajne układy kon-

werterów dla specyficznych zbiorów modułów, ale zbiory te zawierają niewielką liczbę modułów o

dużych wartósciach, co zwiększa koszt układów arytmetycznych w resztowym torze obliczeniowym.

Oprócz stosowania konwerterów drugą wadą RNS są skomplikowane algorytmy wykonywania

trudnych operacji arytmetycznych. Do operacji trudnych w RNS zalicza się dzielenie, porównywanie

liczb, wykrywanie nadmiaru multiplikatywnego i addytywnego oraz detekcję znaku, które to operacje

są istotne w procesorach ogólnego zastosowania. Dla wybranych klas RNS jest mȯzliwe efektywne

przeprowadzanie niektórych operacji trudnych, co zostałopokazane na przykładzie nowej metody

detekcji znaku dla RNS(2k − 1, 2k, 2k + 1). Metoda ta pozwala na implementację układu detekcji

znaku o znacznie mniejszym obszarze i krótszejściėzce krytycznej od dotychczasowych rozwiązań.

Niestety, z powodu du̇zych wartósci modułów implementacja mnożenia i dodawania w RNS(2k −

1, 2k, 2k + 1) jest kosztowna.

Dodatkową wadą RNS jest komplikacja jednostek arytmetycznych implementujących dodawanie,

odejmowanie i mnȯzenie. Operacje te muszą być przeprowadzane modulo poszczególne moduły bazy

RNS. Opracowano wiele struktur jednostek arytmetycznych modulo, lecz większósć z nich jest nie-

efektywnie implementowana w układach FPGA. Rozwiązania dedykowane dla FPGA wykorzystują

pamięci ROM o pojemnósci zalėznej wykładniczo od szerokości modułu, dlatego tėz ich stosowanie

dla modułów ósrednich i du̇zych wartósciach jest nieopłacalne.

Stosowanie RNS jest uzasadnione jedynie wtedy, gdy zyski w układach arytmetycznych przewa-

żą nad dodatkowymi kosztami. Z tego powodu systemy resztowe są przydatne jedynie w sytuacjach,

gdzie po przeprowadzeniu pojedynczej konwersji można wykonác du̇zą liczbę mnȯzén i dodawán bez

koniecznósci przeprowadzania pozostałych operacji arytmetycznych. Przykładem jest wiele algoryt-

mów DSP, takich jak filtracja cyfrowa czy transformaty numeryczne.
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Hierarchiczne resztowe systemy liczbowe pozwalają omin ˛ać ograniczenia RNS spowodowane

wzrostem złȯzonósci konwerterów w miarę zmniejszania wartości modułów stanowiących bazę RNS.

W rozdz. 2.3 zaproponowano nową klasę HRNS zbudowaną z czynników modułów2k ± 1 i modułu

2k. Pozwala to na wykorzystanie opracowanych dla RNS(2k − 1, 2k, 2k + 1) efektywnych konwer-

terów i układów realizujących operacje trudne w RNS. Podano zbiory modułów umȯzliwiających

implementację proponowanych HRNS o zakresie dynamicznymdo 90 bitów. Zaproponowano efek-

tywne konwertery wykorzystujące pamięci ROM o niewielkiej pojemnósci i sumatory dodające wek-

tory o szerokósciach równych okresom/półokresom potęg 2 modulo moduły HRNS. Podano równania

konwersji odwrotnej mȯzliwe do zaimplementowania za pomocą niewielkich i szybkich układów, w

których operacje modulo są przeprowadzane modulo moduły znacznie mniejsze od zakresu pełnego

systemu.

Podstawową zaletą proponowanych HRNS jest znaczne uproszczenie konwersji z i do systemu po-

zycyjnego. Dzięki temu mȯzna miéc nadzieję na ich efektywne zastosowanie nawet dla krótkich torów

obliczeniowych. Niestety, wadą prezentowanych HRNS jestdość du̇za wartósć niektórych modułów

ich bazy. Poniewȧz obszar dotychczas opracowanych dedykowanych dla FPGA układów mnȯzących

dla dowolnego modułu rósnie wykładniczo z szerokością modułu, konieczne jest poszukiwanie no-

wych struktur pozwalających na implementację resztowych układów arytmetycznych w FPGA.
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Rozdział 3

Układy arytmetyki resztowej w FPGA

Celem rozdziału jest zaprezentowanie nowych metod zwiększenia wydajnósci układów arytmetycz-

nych wykonujących mnȯzenie i dodawanie implementowanych w układach FPGA [Tom06b], [Tom06a].

Proponowane techniki mogą być stosowane dla wszystkich matryc FPGA zawierających pamięci

o małej pojemnósci u̇zywane jako generatory funkcji oraz dodatkową logikę pozwalającą na efektyw-

ną implementację sumatorów ze skrośną propagacją przeniesień i układów mnȯzących2 × k bitów.

Wszystkie eksperymenty były przeprowadzane z użyciem układów rodziny Spartan 2 firmy Xilinx.

Rozdział ma dwie czę́sci. Najpierw zaprezentowano struktury jednostek arytmetyki resztowej o

złożonósci mniejszej od dotychczasowych rozwiązań [Tom06b]. Zasadniczą zaletą proponowanych

układów jest wyeliminowanie pamięci o dużych pojemnósciach na rzecz efektywnego wykorzysta-

nia podstawowych elementów dostępnych w matrycach FPGA. Umożliwia to znaczne zmniejszenie

zajmowanego obszaru przy zachowaniu wysokiej wydajności. Dodatkowo, prezentowane struktury

pozwalają na skonstruowanie układów o różnym obszarze i opóźnieniu dla tego samego modułu i wy-

konywanego działania. Dla wielu RNS wpływ na opóźnienie całego układu ma pewien podzbiór mo-

dułów, poniewȧz długósć ściėzki krytycznej jednostek arytmetycznych dla pozostałych modułów jest

zdecydowanie mniejsza. Zaproponowana ramowa struktura umożliwia zbudowanie jednostek o zbli-

żonej długósci ściėzki krytycznej dla wszystkich modułów. W przypadku części modułów skutkuje to

zmniejszeniem zajmowanego obszaru, ponieważ nie jest konieczne u̇zycie najszybszych rozwiązań.

Konsekwencją jest zmniejszenie obszaru zajmowanego przez resztowy tor obliczeniowy bez wpływu

na opóźnienie całego układu. Dotychczasowe metody konstruowania układów arytmetyki resztowej

definiują tylko jedną konfigurację jednostki w ramach danej metody uniemȯzliwiając dopasowanie

parametrów jednostki do pozostałej części układu.
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W drugiej czę́sci zaproponowano algorytm konstruowania proponowanych resztowych jednostek

arytmetycznych pozwalający na znalezienie struktur bliskich optymalnym [Tom06a]. Algorytm auto-

matycznej generacji prezentowanych jednostek sprowadza się do wygenerowania pewnego podzbioru

wszystkich mȯzliwych struktur układu, a następnie wyboru układu o wymaganych parametrach AT.

Złożonósć algorytmu jest wykładnicza, jednak przyjęte ograniczenia na zbiór dopuszczalnych roz-

wiązán umȯzliwiają uzyskanie wyniku dla modułówM∗ < 105 w krótkim czasie.

3.1 Jednostki arytmetyczne w strukturach FPGA

Proponowana struktura jednostek arytmetycznych pozwala na konstrukcję układu obliczającego ilo-

czyn korygowany sumą, czyli wartość

W∗ =

∣
∣
∣
∣
∣
X∗ · Y∗ +

l∑

i=1

Z i
∗

∣
∣
∣
∣
∣
M∗

, (3.1)

gdzie liczby naturalneX∗, Y∗, Z
i
∗,W∗ ∈ [0,M∗), aM∗ > 1 jest wartóscią modułu. Wszystkie ope-

randy oraz wynik reprezentowane są w systemie naturalnym binarnym (NB) za pomocą wektorów

bitowych. Dowolną liczbę naturalnąX∗ ∈ [0,M∗) można przedstawić w systemie NB jako wektor

binarnyX∗ = x∗m∗−1, . . . , x
∗
0 om∗ pozycjach, przy tym

X∗ =

m∗−1∑

i=0

2i · x∗i , (3.2)

gdziex∗i ∈ {0, 1}, zásm∗ = ⌊log2(M∗)⌋ + 1 jestszerokościąwektora.

Schemat struktury prezentowanych jednostek przedstawiono na rys. 3.1. Zawiera on trzy bloki:

układ wytwarzania iloczynów częściowych, sumator wstępny i generator wyniku. Blok wytwarza-

nia iloczynów czę́sciowych realizuje dwa zadania. Pierwszym z nich jest podział wektorówX∗ i

Y∗ na pola o szerokósci co najmniej dwóch bitów. Drugą operacją jest obliczenie wartósci iloczy-

nów czę́sciowych dla wszystkich kombinacji dwuelementowych pól wektoraX∗ z polami wektora

Y∗. Iloczyn j–tego pola wektoraX∗ z k–tym polem wektoraY∗ oznaczono symbolemσjk. Iloczy-

ny czę́scioweσjk mogą býc tak̇ze obliczone jako reszty moduloM∗, co pozwala upróscíc struktu-

rę pozostałych bloków jednostki arytmetycznej. Niestety, redukcja modulo pojedynczych iloczynów

czę́sciowych powoduje wzrost złożonósci układu wytwarzania iloczynów częściowych.

Wszystkie obliczone iloczyny częściowe i dodatkowe składnikiZ i
∗ są akumulowane w sumatorze

86



ROM ROM

...

X
∗






...

x ∗
0

x ∗
m
∗−

1






Y
∗

...

y
∗
m
∗
−1

y
∗
0

... ...σjk

Z1
∗ Z l

∗

H

W∗ =
∣
∣
∣X∗ · Y∗ +

∑l

i=1 Z
i
∗

∣
∣
∣
M∗
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Rysunek 3.1. Struktura resztowych jednostek arytmetycznych.
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wstępnym. Wyj́sciem sumatora wstępnego jest liczba

H =
∑

j

∑

k

σjk +

l∑

i=1

Z i
∗. (3.3)

Suma wszystkich iloczynów częściowych oraz dodatkowych składnikówZ i
∗ jest następnie przekazy-

wana do generatora wyniku, gdzie obliczana jest wartość wynikuW∗ jako

W∗ = |H|M∗

. (3.4)

Obliczanie reszty|H|M∗

w reduktorze modulo jest przeprowadzane dwuetapowo. Pierwszym krokiem

jest redukcja wartósciH za pomocą kaskadowego połączenia reduktorów modulo obliczających ta-

ką liczbęV na podstawieU , abyV ≪ U i V ≡ U mod M∗. Następnie od liczby wyjściowejV

ostatniego reduktora odejmowana jest taka krotnośćM∗, aby wynik był liczbą z zakresu[0,M∗)

W∗ =







V dla V ∈ [0,M∗)

V −M∗ dla V ∈ [M∗, 2 ·M∗)

V − 2 ·M∗ dla V ∈ [2 ·M∗, 3 ·M∗)

. . .

. (3.5)

Przedstawiona ogólna idea działania proponowanej jednostki arytmetycznej modulo mȯze zostác

zaimplementowana dowolnie. Została ona jednak opracowanaw sposób umȯzliwiający szczególnie

efektywną implementację w matrycach FPGA. Poniżej zostaną przedstawione metody implementacji

poszczególnych podukładów za pomocą elementów dostępnych w układach FPGA rodzin Spartan

2/Virtex firmy Xilinx.

3.1.1 Układ wytwarzania iloczynów czę́sciowych

Układ wytwarzania iloczynów częściowych (UWIC) jest pierwszym blokiem ramowej struktury z

rys. 3.1. Zadaniem bloku wytwarzania iloczynów częściowych jest podział wektorówX∗ i Y∗ na

pola bitowe i obliczenie iloczynówσjk dla kombinacji tych pól. Wszystkie iloczyny częściowe są

obliczane jednocześnie.

Sposób podziału wektorówX∗ i Y∗ jest wybierany na etapie projektowania jednostki. W dalszej

czę́sci pracy podziałX∗ i Y∗ opisują wektorya i b wybrane spósród kompozycjim∗ nie zawierają-

cych elementów równych 1 (rozdz. 2.2.1, str. 45). Dla przykładu, zbiór dopuszczalnych kompozycji

liczby 7 toΓ(7) = {(2, 2, 3), (2, 3, 2), (3, 2, 2), (2, 5), (5, 2), (3, 4), (4, 3), (7)}. Kolejne pozycjeaj, bk

oznaczają liczbę bitów wchodzącą w składj–tego polaX∗ i k–tego polaY∗ (rys. 3.2).
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Rysunek 3.2. Znaczenie elementów wektoraa.

Znając sposób podziałuX∗ i Y∗ można opisác wartósci reprezentowane przez poszczególne pola

bitowe. Najstarszym bitemj–tego pola wydzielonego zX∗ jest bit na pozycji

a(j) =

j
∑

i=1

ai − 1, (3.6)

a więc pole to zawiera bityx∗a(j):a(j)−aj+1. Wartósć zapisana naj–tym polu wynosi zatem

X∗(j) =

a(j)
∑

i=a(j)−aj+1

2i · x∗i , (3.7)

przy czym

X∗ =
∑

j

X∗(j). (3.8)

Analogiczne zalėznósci mȯzna zapisác dla wektorówb i Y∗.

Po podzialeX∗ i Y∗ na pola bitowe, wzór (3.1) można zapisác w postaci

W∗ =

∣
∣
∣
∣
∣

∑

j

∑

k

X∗(j) · Y∗(k) +
∑

i

Z i
∗

∣
∣
∣
∣
∣
M∗

. (3.9)

Z niezmienniczósci kongruencji względem dodawania i mnożenia wynika,że wartósci wszystkich,

lub tylko niektórych, iloczynówX∗(j) · Y∗(k) można zastąpić wartósciami ich reszt moduloM∗.

Wartósci iloczynów czę́sciowych są zatem dane jako

σjk =







X∗(j) · Y∗(k)
lub

|X∗(j) · Y∗(k)|M∗

. (3.10)

Wybór metody obliczania iloczynuσjk dla konkretnej paryX∗(j), Y∗(k) dokonywany jest podczas

projektowania struktury jednostki. W dalszej części pracy sposób generowania iloczynuσjk opisany

jest macierząc. Rozmiar macierzy zależy od szerokósci wektorówa i b. Symbolcjk oznacza element

znajdujący się wj–tej kolumnie ik–tym wierszu. Wartósć elementucjk opisuje metodę generowania
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iloczynu czę́sciowego zgodnie ze wzorem

σjk =







X∗(j) · Y∗(k) dla cjk = 1

|X∗(j) · Y∗(k)|M∗

dla cjk = 0
. (3.11)

Podział wektorówX∗ i Y∗ na mniejsze pola pozwala na zastosowanie zbioru układów o niewiel-

kiej złożonósci obliczających wartósci iloczynów czę́sciowychσjk. Dla średnich i du̇zych szerokósci

wektorów X∗ i Y∗ suma obszarów zajętych przez układy obliczająceσjk oraz sumator dodający

wszystkie iloczyny czę́sciowe jest mniejsza od obszaru pojedynczej pamięci ROM wyznaczającej

wartósć iloczynuX∗ i Y∗ moduloM∗. Dodatkowo sumator iloczynów częściowych mȯze zostác ła-

two poszerzony o mȯzliwość dodawania dowolnej liczby składnikówZ i
∗.

Iloczyny σjk mogą býc obliczane na dwa sposoby: jako wynik bezpośredniego mnȯzenia od-

powiednich pól lub jako reszta moduloM∗ dla wyniku mnȯzenia pól. Sposób obliczania wartości

σjk jednoznacznie określa, jaki element musi býc użyty do obliczenia danego iloczynu częściowe-

go. Wartósć iloczynu czę́sciowegoσjk może zostác obliczona za pomocą pamięci ROM lub układu

mnȯzącego. Układy te są efektywnie implementowane w używanych w pracy matrycach FPGA.

Zaletą implementacji za pomocą pamięci ROM jest możliwość bezpósredniego uzyskania wyniku

w postaci reszty moduloM∗. Niestety, rozmiar pamięci ROM zależy wykładniczo od sumy szeroko-

ści pól, dla których obliczany jest iloczyn częściowy. Stosowanie pamięci ROM jest więc opłacalne

jedynie dla niewielkich szerokości tych pól.

Znacznie mniejszy obszar dla dużych szerokósci pól zajmują implementacje z użyciem układów

mnȯzących. Układ mnȯzenia liczb binarnych konstruowany jest z układów mnożenia2 · k bitów, któ-

rych wyjścia są następnie sumowane. Obszar i opóźnienie wnoszone przez pojedynczy układ mnożą-

cy 2 · k bitów jest porównywalne z obszarem i opóźnieniem dla sumatora (k + 1)–bitowego. Wadą

układów mnȯzących jest brak redukcji moduloM∗ dla wyniku mnȯzenia pól wektorówX∗ i Y∗.

Powoduje to zwiększenie wartości sumyH i w konsekwencji wzrost złȯzonósci generatora wyniku.

Struktura podstawowych elementów obliczającychσjk powoduje,że gdyby pola o wartósciach

X∗(j) i Y∗(k) mogły miéc szerokósć 1 bitu, elementy te mogły by zostać czę́sciowo niewykorzystane.

Minimalny rozmiar pamięci ROM to 16×1 bitów, tak więc suma szerokości pól o wartósciachX∗(j)

i Y∗(k) powinna wynosíc co najmniej 4 bity. Układ mnȯzący1 · k bitów wymaga takiej samej ilósci

zasobów, jak układ mnȯzenia2 · k bitów. Stosowanie pól o szerokości mniejszej od 2 bitów skutkuje

zwiększeniem liczby układów mnożących i sumatorów w sumatorze wstępnym, a więc zwiększe-

niem złȯzonósci układu. Ograniczenie minimalnej szerokości pola do 2 bitów gwarantuje efektywne
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wykorzystanie podstawowych elementów dostępnych w matrycach FPGA.

3.1.2 Sumator wstępny

Sumator wstępny jest drugim blokiem struktury pokazanej na rys. 3.1. Zadaniem sumatora wstęp-

nego jest obliczenie wartościH danej wzorem (3.3). Sumator wielooperandowy można zrealizowác

na dwa sposoby: za pomocą sumatora przechowującego przeniesienia (ang.carry-save adder) CSA

uzupełnionego o wyjściowy sumator z propagacją przeniesień (ang. carry propagate adder, CPA), lub

z użyciem kaskady sumatorów CPA.

Sumatory CSA są powszechnie używane w implementacjach układów ASIC ze względu na re-

gularną strukturę i łatwósć przetwarzania potokowego na poziomie pojedynczego ogniwa sumatora

pełnego (ang. full adder) FA. Uzupełnienie drzewa CSA o szybki sumator CPA pozwala naskonstruo-

wanie sumatora wielooperandowego o niewielkim opóźnieniu przy u̇zyciu układów FA zajmujących

niewielki obszar. Wielopoziomowy układ CPA o podobnym opó´znieniu zajmuje znacznie większy

obszar.

W układach FPGA rodziny Spartan 2 sumatory CPA są sumatorami szeregowymi RCA (ang.

ripple-carry adder), w których propagacja przeniesień następuje poprzez szybkie multipleksery. Po-

niewȧz czas propagacji przeniesienia pomiędzy sąsiednimi ogniwami FA jest wielokrotnie mniejszy

od czasu propagacji od wejścia do wyj́scia LUT realizującego FA, opóźnienie sumatora o szerokości

do kilkunastu bitów jest porównywane z opóźnieniem pojedynczego ogniwa FA. Niestety, imple-

mentacja ogniwa FA poza dedykowaną strukturą RCA zajmujedwukrotnie większy obszar. Z tego

powodu implementacja sumatorów CSA w strukturach FPGA jestkosztowna.

W sumatorze CSA skonstruowanym z ogniw sumatora pełnego FA pojedyncze ogniwo redukuje 1

bit wejściowy. Dla sumatora wielooperandowego zbudowanego z układów CPA, pojedynczy sumator

CPA redukuje dwak-bitowe wektory nak + 1 bitów sumy. Jėzeli sumatory CPA są sumatorami

szeregowymi RCA, liczb u̇zytych ogniw FA i opóźnienie dla obu struktur sumatorów wielooperan-

dowych są porównywalne.

Poniewȧz liczba układów FA wymaganych przez obie struktury sumatorów wielooperandowych

jest porównywalna, sumator z użyciem kaskady CPA jest zdecydowanie lepszy w implementacji

FPGA. Z tego powodu sumator wielooperandowy realizujący operację okrésloną równaniem (3.3)

jest zbudowany jako kaskada sumatorów CPA. Liczba poziomówkaskady, przekładająca się na dłu-
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gość ściėzki krytycznej, rósnie z logarytmem liczby składników równania (3.3).

Konstrukcja kaskady sumatorów

Wektory wej́sciowe kaskady sumatorów RCA reprezentują wszystkie iloczyny czę́scioweσjk i wszyst-

kie składnikiZ i
∗. Wektory reprezentujące iloczyny częściowe mogą znacznie się różnić między sobą

szerokóscią i indeksem najniższego bitu. Z tego powodu wybór pary wektorów sumowanej za pomocą

pojedynczego sumatora RCA istotnie wpływa na rozmiar całego sumatora wielooperandowego.

Niech LSB(σjk) oraz MSB(σjk) oznaczają odpowiednio numery pozycji najniższego i najwẏz-

szego bitu wektora reprezentującegoσjk. Wartósci tych indeksów zalėzą od metody generowania

iloczynu czę́sciowego oraz od zakresu wartości dlaX∗(j) i Y∗(k). Jésli iloczyn σjk jest obliczany

jako reszta moduloM∗, indeks najni̇zszego bitu wynosi 0. Indeks najwyższego bituσjk może býc

równy co najwẏzejm∗ − 1, gdziem∗ = ⌊log2(M∗)⌋ + 1. Dla niektórych kombinacji wartósciM∗ i

przyjętego sposobu podziału na pola bitowe iloczynρjk może wymagác wektora o mniejszej szeroko-

ści. Niestety, dokładne określenie maksymalnej wartościσjk wymaga obliczenia reszt dla iloczynów

wszystkich mȯzliwych kombinacji wartósciX∗(j) i Y∗(k). Ze względu na wysoki koszt tej operacji

załȯzono dalej,̇ze dla iloczynu obliczanego jako reszta moduloM∗ wartósć MSB(σjk) wynosim∗−1.

W przypadku obliczaniaσjk jako zwykłego iloczynuX∗(j)·Y∗(k) wartósciLSB(σjk) orazMSB(σjk)

zalėzą od indeksów najniższego i najwẏzszego bitu mnȯzonych pól. Najni̇zszym bitem pola o warto-

ściX∗(j) jest bit na pozycjia(j) − aj + 1, gdziea(j) jest opisane wzorem (3.6). Indeks najniższego

bitu iloczynuσjk jest równy sumieLSB(X∗(j)) + LSB(Y∗(k)), czyli a(j) − aj + b(k) − bk + 2. In-

deks najwẏzszego bituσjk zalėzy od maksymalnej wartości σjk. Górnym ograniczeniemmax(σjk)

jest iloczyn maksymalnych wartości pól o wartósciachX∗(j) i Y∗(k), tak więc w prezentowanym

rozwiązaniuMSB(σjk) jest oszacowane za pomocą iloczynumax(X∗(j)) · max(Y∗(k)).

Sposób generowania iloczynówσjk opisany jest macierząc zgodnie ze wzorem (3.11). Warto-

ściami indeksów najniższego i najwẏzszego bituσjk są więc

LSB(σjk) =







0 dla cjk = 0

a(j) + b(k) − aj − bk + 2 dla cjk = 1
(3.12)

oraz

MSB(σjk) =







m∗ − 1 dla cjk = 0

⌊log2(max(X∗(j)) · max(Y∗(k)))⌋ dla cjk = 1
. (3.13)
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Z wzorów (3.12) i (3.13) wynika,̇ze iloczynyσjk mogą znacznie ró̇znić się między sobą indek-

sem najni̇zszego bitu i szerokością. Minimalna wartósć LSB(σjk) wynosi 0. Maksymalna wartość

LSB(σjk) wystąpi dla mnȯzenia dwóch pólx∗m∗−1:m∗−2 · y∗m∗−1:m∗−2 zawierających najwẏzsze bity

wektorówX∗ i Y∗, przy czym szerokósć tych pól musi býc minimalna (2 bity). Maksymalną warto-

ściąLSB(σjk) jest więc2 ·m∗−4. Minimalna wartósć MSB(σjk) jest dana przez minimalną szerokość

pola i wynosi 3 dla mnȯzenia dwóch pólx∗1:0 · y∗1:0. Kres górnyMSB(σjk) jest dany przez wynik mno-

żenia wektorówX∗ · Y∗ i wynosi⌊log2((M∗ − 1)2)⌋.

Dla wektorów bitowych o tak du̇zej rozbiėznósci indeksów wybór par sumowanych za pomocą

pojedynczego sumatora CPA ma istotny wpływ na liczbę ogniwFA w całej kaskadzie sumatorów

CPA. Liczba ogniw FA zalėzy od liczby i szerokósci u̇zytych sumatorów. Liczba sumatorów zależy od

liczby sumowanych składników, ale rozmiar pojedynczego sumatora mȯze zmieniác się w szerokich

granicach: od szerokości najwę̇zszego z wektorów do szerokości sumy wszystkich składników.

Lemat 3.1.1. Niechl oznacza liczbę wektorów o szerokości co najmniejn bitów sumowanych w ka-

skadzie sumatorów RCA, ah szerokość sumy wszystkich wektorów. Istnieje strukturakaskady sumato-

rów o liczbie poziomów nie większej, niżlog2(l) i liczbie ogniw FA z przedziału[(l − 1) · n, (l − 1) · h].

Dowód. Pojedynczy sumator RCA może dodác co najmniej dwa wektory. Sumowanie większej licz-

by wektorów jest mȯzliwe, gdy operandy sumatora będą wynikiem konkatenacjiwektorów nie po-

siadających bitów o tych samych wagach, czyliMSB(σ1) < LSB(σ2). Pojedynczy sumator zmniejsza

więc liczbę składników sumowanych w kaskadzie o co najmniej 1, nalėzy więc u̇zyć co najwẏzej

l − 1 sumatorów do obliczenia sumyl składników, przy czym zawsze można skonstruowác kaskadę

zawierającąl− 1 sumatorów. W zalėznósci od indeksów bitów sumowanych wektorów, liczba ogniw

pojedynczego sumatora mieści się w przedziale[n, h]. Liczba ogniw u̇zytych w kompletnej kaskadzie

sumatorów nalėzy więc do przedziału[(l − 1) · n, (l − 1) · h].
Wszystkie wektory wejściowe kaskady są dostępne jednocześnie, mȯzna więc skonstruować ka-

skadę jako układ, w którym każdy poziom zredukuje liczbę operandów o połowę. Kolejne poziomy

będą więc zawierały odpowiedniol
2
, l

4
, l

8
, . . . sumatorów. Sumowanie jest przeprowadzane do uzy-

skania pojedynczego wektora, a na każdym poziomie mȯzna dodác liczbę wektorów będącą kolejną

potęgą 2. Liczba poziomów kaskady wynosi zatemlog2(l).

Liczba ogniw pojedynczego sumatora RCA dodającego dwa wektory zalėzy od maksymalnej war-

tości sumy oraz od ró̇znic indeksów najni̇zszych bitów operandów. Indeks najniższego bitu wektora
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reprezentującego sumę liczb naturalnychσ1 + σ2 wynosi

LSB(σ1 + σ2) = min(LSB(σ1), LSB(σ2)). (3.14)

Indeks najwẏzszego bituσ1 + σ2 zalėzy od maksymalnych wartości składników, a więc

MSB(σ1 + σ2) = ⌊log2(max(σ1) + max(σ2))⌋ . (3.15)

Pojedynczy sumator RCA dodający dwa wektory bitowe reprezentująceσ1 i σ2 wymagamax(MSB(σ1),

MSB(σ2)) − max(LSB(σ1), LSB(σ2)) + 1 ogniw FA. Szerokósć sumy jest okréslona jakoMSB(σ1 +

σ2) − LSB(σ1 + σ2) + 1 bitów.

Najmniejsza liczba ogniw sumatora zostanie użyta wtedy, gdy kȧzde z nich zredukuje dwa bity

wejściowe. Stanie się tak jedynie wtedy, gdy wagi bitów wejściowych będą tak dobrane, aby zawsze

można było znaleź́c dwa wektory zawierające bity na tych samych pozycjach. Obszar kaskady su-

matorów będzie najmniejszy, jeśli wejścia wszystkich ogniw sumatora będą wykorzystane. Każde

ogniwo, którego co najmniej jedno wejście będzie miało stałą wartość "0", zwiększa koszt kaskady

nie zmniejszając jednocześnie liczby bitów. Niestety, dla wektorów wyjściowych układu wytwarza-

nia iloczynów czę́sciowych rozrzut szerokości i połȯzenia wektorów utrudnia lub wręcz uniemożli-

wia skonstruowanie układu, w którym wszystkie wejścia ogniw sumatora będą wykorzystane. Należy

więc dą̇zyć do ograniczenia liczby ogniw z niewykorzystanymi wejściami.

Niechσj
i oznaczai–ty składnik sumowany naj–tym poziomie kaskady. Zgodnie z wzorami (3.14)

i (3.15), liczba ogniw w całej kaskadzie wynosi

∑

j>1

∑

i

(

max(MSB(σj−1
κ(j,i)),MSB(σj−1

κ′(j,i))) − max(LSB(σj−1
κ(j,i)), LSB(σj−1

κ′(j,i))) + 1
)

, (3.16)

gdzieκ(j, i), κ′(j, i) oznaczają funkcje definiujące indeksy składników sumowanych w i–tym su-

matorze naj–tym poziomie. Znalezienie takich wartościκ(j, i), κ′(j, i), dla których wartósć funkcji

(3.16) jest minimalna, jest trudne. Przyczyną jest wpływ decyzji podjętych naj–tym poziomie na

parametry układu na wszystkich następnych poziomach. Na podstawie analizy zbiorów wektorów su-

mowanych w kaskadzie zaproponowano więc heurystyczny algorytm wyboru wektorów sumowanych

na poszczególnych poziomach.

Podczas wyboru pary wektorów sumowanych za pomocą pojedynczego sumatora należy mini-

malizowác liczbę ogniw FA u̇zytych wyłącznie do propagacji przeniesień i nie zwiększác szerokósci

wektorów w kierunku najni̇zszych bitów. Dodatkowo, ponieważ liczba sumatorów na każdym pozio-

mie kaskady maleje o połowę, największy wpływ na obszar całej kaskady mają decyzje podjęte na
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początkowych poziomach. Nie ma jednak potrzeby znalezienia rozwiązán optymalnych na pojedyn-

czym poziomie, poniewȧz nie gwarantuje to optymalnej struktury całej kaskady.

7 FA

7 FA

9 FA

7 FA

11 FA

7 FA

b)a)

Rysunek 3.3. Przykład struktur sumatora wstępnego a) niewłaściwy dobór wektorów, b) dobór według

zaprezentowanych reguł.

Liczba ogniw u̇zytych wyłącznie do propagacji przeniesień zalėzy od ró̇znicy indeksów najwẏz-

szych bitów sumowanych wektorów. Niewielki wzrost szerokości wektorów na kolejnych poziomach

wystąpi wtedy, gdy dodawane będą wektory o najmniejszejróżnicy najni̇zszych bitów. Jako wektory

dodawane w pojedynczym sumatorze są więc wybierane wektory o najmniejszej ró̇znicy indeksów

najwyższych bitów. Jésli istnieje kilka par wektorów o takiej samej różnicy
∣
∣MSB(σj

1) − MSB(σj
2)
∣
∣,

wybierane są wektory o najmniejszej szerokości. Przykład dwóch struktur sumatora wielooperando-

wego przedstawiono na rys. 3.3.

Algorytm konstrukcji kaskady sumatorów

Kompletny algorytm konstrukcji kaskady sumatorów (alg. 4)jest algorytmem iteracyjnym. Pojedyn-

cza iteracja tworzy jeden poziom kaskady na podstawie danych o wektorach z poprzedniego poziomu.

Danymi wej́sciowymi algorytmu jest zbiór wektorów reprezentującychwszystkie iloczyny czę́sciowe

oraz dodatkowe składnikiZ i
∗. Wynikiem algorytmu jest struktura kaskady sumatorów RCA oblicza-

jącej sumę wszystkich wektorów wejściowych.

Struktura kompletnej kaskady jest opisana za pomocą wektora Θ. Kolejnymi składowymi tego

wektora są wektoryΘj opisujące kolejne poziomy kaskady. Poszczególne sumatory j–tego poziomu
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są opisane elementamiθj
i tworzącymi wektoryΘj . Każdy sumator jest opisany przez indeks naj-

niższego bitu, maksymalną wartość reprezentowanej liczby oraz indeksy sumowanych składników

z wyższego poziomu. Indeks najniższego bitu jest oznaczony jakoLSB(θj
i ), natomiast maksymalna

wartósć sumy jakomax(θj
i ).

Algorytm 4 Algorytm tworzenia sumatora wstępnego
Dane wej́sciowe: Θ0 : Opis wszystkich wektorów reprezentujących iloczyny częściowe σjk

i wszystkie składnikiZ i
∗

1: sortuj rosnąco elementyθ0
i wektoraΘ0 według kryterium:

θi < θj ⇐⇒ max(θi) < max(θj)

if max(θi) = max(θj) then θi < θj ⇐⇒ LSB(θi) < LSB(θj)

2: j = 0 { indeks poziomu kaskady sumatorów }

3: while |Θj | > 1 do

4: for i = 1 to
⌊
|Θj |

2

⌋

do

5: Pobierz dwa kolejne sumatoryθj
2i i θj

2i+1

6: Dla pobranych elementów konstruuj sumatorθj+1
i o parametrach opisanych wzorami (3.14)

i (3.15)

7: end for

8: if |Θj| ≡ 1 mod 2 then

9: dopisz ostatni element wektoraΘj na na odpowiednią pozycję w wektorzeΘj+1

10: end if

11: j = j + 1

12: end while

13: return Θ = (Θ0,Θ1, . . .)

Argumentem wej́sciowym algorytmu jest wektorΘ0 zawierający opis wszystkich iloczynów czę-

ściowych obliczonych w układzie wytwarzania il. część. (rys. 3.1) i dodatkowych składnikówZ i
∗.

Postác kaskady sumatorów jest jednoznacznie określona przez argumenty wejściowe.

Pierwszym i najwȧzniejszym krokiem algorytmu 4 jest uporządkowanie wektorów wej́sciowych

względem szerokósci i indeksu najstarszego bitu. Posortowanie elementów gwarantuje,̇ze dwa kolej-

ne elementy wektoraΘ0 spełniają kryteria pozwalające ograniczyć liczbę ogniw kaskady sumatorów.

Po posortowaniu elementów wektoraΘ0 rozpoczyna się część iteracyjna algorytmu. Wybiera-
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ne są kolejne pary elementów, po czym dla wybranej pary konstruowany jest sumator następnego

poziomu. Parametry sumatora i wektora reprezentującego sumę opisane są wzorami (3.14) i (3.15).

Skonstruowany sumator jest dopisywany na ostatnią pozycję wektora zawierającego opis następnego

poziomu. Gwarantuje to zachowanie właściwej kolejnósci wektorów na kȧzdym poziomie. Po wy-

czerpaniu wszystkich elementów na danym poziomie algorytmrozpoczyna kolejną iterację operując

na elementach kolejnego poziomu. Warunkiem zakończenia algorytmu jest zredukowanie liczby su-

matorów na danym poziomie do jednego.

Kaskada sumatorów jest jedynym elementem bloku sumatora wstępnego w jednostce pokazanej

na rys. 3.1. Otrzymana suma jest następnie redukowana moduloM∗, można zatem ju̇z na etapie sumo-

wania poszczególnych składników zmniejszyć wartósć sumy przy zachowaniu informacji o reszcie

moduloM∗. W opisywanej strukturze wykorzystano do tego celu okresowość potęg moduloM∗ wy-

nikającą z tw. Eulera i małego tw. Fermata (str. 43). Właściwósć okresowósci jest u̇zyteczna przy

konstrukcji generatorów modulo dla szerokich wektorów bitowych. Wektory te są dzielone na pola o

szerokósci równej okresowi bądź półokresowi potęg 2. Reszty modulo dla kolejnych bitów w wydzie-

lonych polach są sobie równe lub stanowią swoje odwrotności addytywne, mȯzna więc te pola dodać

do siebie otrzymując wynik o szerokości porównywalnej z okresem bądź półokresem. W przypadku

dodawania pól o szerokości równej półokresowi nalėzy odejmowác od siebie pola zawierające bity,

których reszty są odwrotnościami addytywnymi. Reszta moduloM∗ dla wyniku sumowania pól jest

równa reszcie moduloM∗ dla liczby liczby reprezentowanej wektorem wejściowym. Jėzeli szerokósć

wektora jest znacznie większa od wartości okresu lub półokresu, wykorzystanie okresowości pozwala

upróscíc strukturę układu obliczającego resztę moduloM∗.

Wykorzystując okresowósć w kaskadzie sumatorów można zmniejszýc szerokósć sumy do okresu

lub półokresu potęg 2 moduloM∗. Dzięki temu generator wyniku operuje na wektorze o zmniejszonej

szerokósci. Przekłada się to bezpośrednio na ograniczenie zajmowanego obszaru i wprowadzanego

opóźnienia. W zalėznósci od wartósci okresu liczba ogniw w sumatorze wstępnym może się nieznacz-

nie zmieníc. W prototypowym rozwiązaniu obsługiwane są wyłącznieprzypadki, w których okres

potęg dwójki moduloM∗ jest o dwa bity większy odm∗. Jest to podyktowane łatwością modyfikacji

kaskady sumatorów, ponieważ dla załȯzonych ograniczén na minimalną szerokość pola wydzielone-

go z wektorówX∗ i Y∗ łatwo znaleź́c wektory iloczynów czę́sciowych, których indeksy najniższych

bitów są wielokrotnósciami 2.

Okresowósć potęg 2 modM∗ jest wykorzystywana do redukcji szerokości obliczonych iloczynów
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Rysunek 3.4. Przykład struktur sumatora wstępnego a) bez wykorzystania okresowości potęg 2 mo-

duloM , b) z wykorzystaniem okresowości.

czę́sciowych oraz dla kȧzdej wytworzonej sumy pósredniej (rys. 3.4). Idea polega na przesunięciu bi-

tów o najstarszych wagach na najmłodsze, nieużywane pozycje wektora. Jeśli liczba bitów o wagach

większych ni̇z okres przekracza liczbę dostępnych, wolnych pozycji, wektor pozostaje bez zmian.

Pomimo prostoty rozwiązania pozwala ono na znaczną redukcję parametrów AT całej jednostki aryt-

metycznej dla odpowiednich wartości okresu potęg 2 modM∗.

3.1.3 Generator wyniku

Generator wyniku jest ostatnim blokiem struktury przedstawionej na rys. 3.1. Jego zadaniem jest

obliczenie reszty dla wektora wyjściowego sumatora wstępnego. Generator wyniku składa si˛e z po-

łączonych kaskadowo reduktorów modulo uzupełnionych o końcowy układ odejmujący niewielką

krotnósćM∗ od wyjścia ostatniego reduktora modulo. Każdy z reduktorów modulo redukuje wartość

liczby wej́sciowej zachowując informację o jej reszcie moduloM∗. Redukcja wartósci jest wynikiem

sumowania reszt obliczonych dla niewielkich pól bitowych wektora wej́sciowego. Reszty obliczane

są za pomocą pamięci ROM o małej pojemności. Układ odejmujący składa się z zestawu komparato-

rów ze stałymi, pamięci ROM i subtraktora. W dalszej części pracy układ odejmujący jest nazywany

subtraktorem warunkowym.

Sposób implementacji pamięci w matrycach FPGA rodziny Spartan 2 ogranicza od dołu szerokość
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adresu do 4 bitów. Stosowanie pól o mniejszej szerokości powoduje nieefektywną implementację.

Możliwe jest jednak wkomponowanie pamięci w inne podstawowebloki konstrukcyjne obecne w

FPGA. Przykładem mȯze býc wykorzystywana w reduktorach modulo modyfikacja sumatoraRCA

nazywana w dalszej części pracysumatorem z wbudowaną pamięcią. Modyfikacja ta pozwala na

stosowanie pamięci ROM adresowanych słowem o szerokości 3 bitów.

...

...

MUX MUX MUX

LUT LUTLUT

Adres

ROM ROM ROM

Rysunek 3.5. Sumator z wbudowaną pamięcią.

Sumator z wbudowaną pamięcią (rys. 3.5) pozwala obliczyć sumę wektora binarnego i argumentu

z wyjścia pamięci ROM. Przy jego konstrukcji wykorzystano fakt, że w sumatorze RCA w układach

FPGA rodziny Spartan/Virtex bramka XOR wyznaczająca sum˛e modulo 2 operandów jest implemen-

towana za pomocą 4–wejściowej tablicy LUT. Mȯzliwe jest więc wbudowanie w tablicę LUT dodat-

kowej pamięci ROM, której wyj́scie jest podane na jedno z wejść bramki XOR. Dodatkowa pamięć

może býc adresowana słowem o szerokości 3 bitów. Obszar zajmowany przez tak zmodyfikowany

sumator jest identyczny z obszarem prostego sumatora RCA.

W prezentowanych w pracy jednostkach arytmetycznych sumator z wbudowaną pamięcią jest

wykorzystywany w dwóch przypadkach. W reduktorach modulo umożliwia on obliczenie sumy wek-

tora binarnego i reszty moduloM∗ dla pola o szerokósci 3 bitów będącego adresem pamięci. Drugim

zastosowaniem jest subtraktor warunkowy, w którym w pamięci ROM znajdują się odpowiednie krot-

nościM∗, a pamię́c jest adresowana sygnałami z komparatorów.

Subtraktor warunkowy

Wykorzystanie sumatora z pamięcią w subtraktorze warunkowym narzuca ograniczenia na zakres

liczby wej́sciowej subtraktora. Ponieważ pamię́c ROM wbudowana w sumator może miéc co najwy-
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żej 3 linie adresowe, możliwe jest u̇zycie co najwẏzej 3 komparatorów. Większa liczba komparatorów

wymusza stosowanie dodatkowych poziomów LUT. Trzy komparatory mogą zbadác jedynie, czy ar-

gument jest większy lub równyM∗, 2 ·M∗ i 3 ·M∗. Zakres argumentu subtraktora warunkowego jest

zatem ograniczony do[0, 4 ·M∗). Możliwe jest rozbudowanie układu w kierunku obsługi większe-

go zakresu, spowoduje to jednak wzrost wprowadzanego opóźnienia i zajmowanego obszaru. Z tego

powodu w prezentowanym rozwiązaniu ograniczono wartości argumentów komparatorów warunko-

wych do4 ·M∗ − 1. Z warunku tego wynika długósć kaskadady reduktorów modulo. Redukcja musi

być przeprowadzana do momentu, w którym wartość wyjścia ostatniego reduktora w kaskadzie jest

mniejsza od4 ·M∗.

Reduktor modulo

Zadaniem reduktora modulo jest zredukowanie wartości bezwzględnej liczby wejściowejU do liczby

wyjściowejV , przy czym reszty moduloM∗ dla słowa wej́sciowego i wyj́sciowego muszą być sobie

równe. Idea działania reduktora modulo polega na podziale wektora reprezentującego daną wejściową

na niewielkie pola bitowe, następnie obliczeniu wartości reszt modulo dla pól reprezentujących liczby

większe odM∗ i zsumowaniu otrzymanych reszt i pozostałych pól. Wejściem pojedynczego reduktora

modulo jest liczba naturalnaU . Na jej podstawie obliczana jest wartość wyjściowaV , przy czym

U > V orazU ≡ V mod M∗. Liczby wej́sciowa i wyj́sciowa reprezentowane są przez wektory

binarneU i V . Przekształcenie wewnątrz reduktora modulo obejmuje trzy kroki: podział wektora

wejściowego na pola bitowe, wyznaczanie reszt modulo dla części pól bitowych oraz obliczenie sumy

reszt i pozostałych pól bitowych.

Struktura reduktora modulo jest jednoznacznie określona przez sposób podziału wektora wejścio-

wegoU . Sposób podziału wektoraU na pola jest wybierany podczas projektowania układu i opisany

wektoremd. Kolejne elementydi okréslają szerokósć i–tego pola, analogicznie jak w przypadku

wektorówa, b (wzory (3.6)–(3.8), str. 89). Wartość liczby wyjściowej reduktora modulo wynosi

V = U(1) +
∑

i>1

|U(i)|M∗

. (3.17)

Poniewȧz na wszystkich polach opróczud1−1:0 można zapisác wartósci znacznie większe odM∗,

wartósć liczby wyjściowejV jako sumy reszt dla wydzielonych pól jest znacznie ograniczona w

stosunku doU . WarunekV < U jest spełniony, jésli:
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• wartósci wszystkich pól bitowych, dla których wyznaczane są reszty, są większe odM∗, czyli

U(i) > |U(i)|M∗

(3.18)

dla i > 1,

• istnieje co najmniej jedno pole bitowe, dla którego obliczana jest reszta moduloM∗.

Użycie reduktora umȯzliwia zatem zredukowanie wartości sumy wytworzonej w bloku sumatora

wstępnego do wartości umȯzliwiającej efektywną implementację subtraktora warunkowego. Jésli za-

kres liczby wyj́sciowej pojedynczego reduktora jest nadal zbyt duży, stosuje się kaskadowe połączenie

reduktorów.

Szerokósci pól wydzielonych zU podlegają ograniczeniom wynikającym ze struktury elementów

użytych do implementacji reduktora oraz z konieczności zapewnienia warunkuV < U . Dla pól, dla

których wyznaczane są reszty moduloM∗ za pomocą pamięci ROM, minimalna szerokość wynosi

3 bity z powodu struktury elementów użytych do implementacji. Maksymalna szerokość pola zalėzy

jedynie od dopuszczalnej złożonósci układu – wymagana pojemność pamięci rósnie wykładniczo z

szerokóscią pola. Zupełnie inne warunki ograniczają rozmiar pola ud1−1:0, dla którego nie jest obli-

czana reszta moduloM∗. Liczba bitów polaud1−1:0 musi býc tak dobrana, aby zapewnić zbiėznósć

liczb wyjściowych kolejnych reduktorów modulo w kaskadzie do liczbymniejszej od4 ·M∗.

Minimalna szerokósć polaud1−1:0 wynika z koniecznósci spełnienia warunku (3.18). Minimalna

szerokósć pola, dla którego wyznaczana jest reszta moduloM∗, wynosi 3 bity. Spełnienie warunku

(3.18) wymaga, aby reszta dla pola o minimalnej szerokości następującego bezpośrednio po polu

ud1−1:0 była mniejsza od wartósci zapisanej na tym polu. W skład pola, dla którego jest obliczana

reszta, musi zatem wchodzić bit o wadze większej odM∗, czyli o indeksie≥ m∗ + 1. Wynika stąd,

że w poluud1−1:0 musi znajdowác się bit o indeksiem∗ − 2, a więc minimalna szerokość polaud1−1:0

wynosim∗ − 1 bitów.

Maksymalna szerokość polaud1−1:0 jest okréslona przez maksymalną wartość liczby wyjściowej

V . WartósćV jest okréslona jako suma polaud1−1:0 i reszt dla pozostałych pól. Kaskadowe połączenie

reduktorów modulo ma za zadanie zredukowanie wartości liczby wej́sciowej do poziomu co najwyżej

4 ·M∗ − 1. Liczby wyjściowe kolejnych reduktorów w kaskadzie tworzą ciąg malejący, mȯzna więc

załȯzyć, że wej́sciem ostatniego reduktora jest wektor o szerokości umȯzliwiającej podział na pole

ud1−1:0 i jedno pole dodatkowe. Wartość liczby wyjściowej ostatniego reduktora jest zatem ograni-

101



czona od góry sumąud1−1:0 i M∗ − 1. Wynika stąd,̇ze wartóscią maksymalną polaud1−1:0 musi býc

liczba mniejsza od3 ·M∗. Maksymalna szerokość polaud1−1:0 wynosi więcm∗ + 1 bitów.

Mając dane ograniczenia szerokości pól wydzielonych z wektora wejściowego reduktora modulo,

można dokładnie okréslić mȯzliwości redukcji pojedynczego reduktora i liczbę reduktorów wkaska-

dzie niezbędną do zredukowania liczby o zadanej szerokości.

Lemat 3.1.2. NiechK oznacza minimalną szerokość pól wydzielanych z wyższej częścik–bitowego

wektora wejściowego reduktora modulo, ammax = m∗+1 i mmin = m∗−1 maksymalną i minimalną

szerokość pola zawierającego bit o indeksie 0. Maksymalna szerokość wektora wyjściowego reduktora

modulo jest nie większa niżm∗ +
⌈
log2

(⌊
k−mmin

K

⌋
+ 4
)⌉

.

Dowód. Zgodnie z (3.17) wartósć liczby wyjściowej reduktora modulo jest równa sumie reszt dla

pól wydzielonych z bardziej znaczącej części i liczby zapisanej na mniej znaczącej części wektora

wejściowego reduktora modulo. Maksymalna wartość sumy reszt wystąpi dla maksymalnej liczby

tych reszt, czyli gdy bardziej znacząca część wektora będzie podzielona na pola o minimalnej sze-

rokości. Maksymalna szerokość sumy jest ograniczona od góry przez sumę reszt dla pól wydzielo-

nych z(k −mmin) bardziej znaczących bitów i wektorammax bitowego. Największa mȯzliwa liczba

reszt moduloM∗ wynosi więc
⌊

k−mmin

K

⌋
. Maksymalna wartósć liczby wyjściowej reduktora jest więc

mniejsza ni̇z
⌊
k −mmin

K

⌋

· (M∗ − 1) + 2mmax − 1. (3.19)

Poniewȧz 2mmax − 1 = 2m∗+1 − 1 < 4 · (M∗ − 1) dlaM∗ > 2m∗−1, a więc
⌊
k −mmin

K

⌋

· (M∗ − 1) + 2mmax − 1 <

(⌊
k −mmin

K

⌋

+ 4

)

· (M∗ − 1) (3.20)

Szerokósć słowa wyj́sciowego reduktora modulo jest więc ograniczona od góry przez
⌊

log2

((⌊
k −mmin

K

⌋

+ 4

)

· (M∗ − 1)

)⌋

+1 =

⌊

log2(M∗ − 1) + log2

(⌊
k −mmin

K

⌋

+ 4

)⌋

+1.

Poniewȧz ⌊log2(M∗ − 1)⌋ + 1 ≤ m∗, to maksymalna szerokość słowa wyj́sciowego jest ograniczona

z góry przez

m∗ +

⌈

log2

(⌊
k −mmin

K

⌋

+ 4

)⌉

. (3.21)

Z lematu 3.1.2 wynika,̇ze słowo wyj́sciowe reduktora modulo jest szersze odm∗ o co najwẏzej
⌈
log2

(⌊
k−mmin

K

⌋
+ 4
)⌉

bitów. Niestety, nie gwarantuje to uzyskania wektora szerszego o co najwẏzej
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dwa bity odm∗. Nalėzy jednak zauwȧzyć, że ograniczenia przyjęte w lemacie 3.1.2 są dość nie-

dokładne. Jedynym pewnym wnioskiem wynikającym z lem. 3.1.2 jest to,że szerokósci wektorów

wyjściowych reduktorów modulo zawsze zależą od logarytmu liczby nadmiarowych bitów. Kaskada

reduktorów modulo umȯzliwia więc redukcję szerokich wektorów przy niewielkiej liczbie poziomów.

Dokładniejszą informację o liczbie poziomów kaskady w zależnósci od liczby bitów nadmiarowych

przy przyjętych ograniczeniach na strukturę reduktora modulo pozwala okréslić lemat 3.1.3.

Lemat 3.1.3.Niechk > m∗ +4 oznacza szerokość wektora wejściowego reduktora modulo,mmax =

m∗+1 i mmin = m∗−1 oznaczają maksymalną i minimalną szerokość pola zawierającego bit o indek-

sie 0, aKmin = 3 i Kmax ∈ [3, k−m∗ + 1] będą minimalną i maksymalną szerokością pól wydzielo-

nych z pozostałej części wektora wejściowego. Istniejetaka konfiguracja reduktora modulo, dla której

szerokość wektora wyjściowego jest mniejsza lub równam∗+⌈log2(k −m∗ + 1 +Kmax) − log2(Kmax)⌉.

Dowód. Dla zadanych ograniczeń nak, Kmax i Kmin, można zawsze podzielić k − mmin bitów na
⌈

k−m∗+1
Kmax

⌉

pól zawierających co najmniejKmin i co najwẏzejKmax bitów kȧzde. Wynikająca stąd

suma reszt i mniej znaczącej części wektora wej́sciowego jest więc mniejsza niż
⌈
k −m∗ + 1

Kmax

⌉

· (M∗ − 1) + 2m∗−1 − 1.

Poniewȧz 2m∗−1 − 1 ≤M∗ − 1, ograniczenie to mȯzna zapisác w postaci
(⌈

k −m∗ + 1

Kmax

⌉

+ 1

)

· (M∗ − 1) .

Szerokósć słowa wyj́sciowego reduktora jest więc mniejsza lub równa
⌊

log2

((⌈
k −m∗ + 1

Kmax

⌉

+ 1

)

· (M∗ − 1)

)⌋

+ 1 =

=

⌊

log2

(⌈
k −m∗ + 1 +Kmax

Kmax

⌉)

+ log2(M∗ − 1)

⌋

+ 1.

Następnie, ponieważ ⌈log2 (⌈α⌉)⌉ = ⌈log2 (α)⌉ dla α > 1 (dowód w [GKP01], str. 92), górnym

ograniczeniem szerokości jest⌈log2(k −m∗ + 1 +Kmax) − log2(Kmax)⌉+⌊log2(M∗ − 1)⌋+1. Po-

niewȧz ⌊log2(M∗ − 1)⌋ + 1 ≤ m∗, to liczba bitów wyj́sciowych reduktora modulo jest mniejsza lub

równam∗ + ⌈log2(k −m∗ + 1 +Kmax) − log2(Kmax)⌉.

Z lematu 3.1.3 wynikają dwa istotne wnioski:

• szybkósć zbiėznósci liczb wyj́sciowych kolejnych reduktorów w kaskadzie zależy wyłącznie

od maksymalnej szerokości pól, dla których są obliczane reszty modulo,
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• istnieje taka szerokość k wektora wej́sciowego, dla której szerokość wektora wyj́sciowego re-

duktora modulo jest co najwyżejm∗ + 2.

Możliwe jest więc zbudowanie kaskady reduktorów modulo redukującej dowolną liczbę do liczby

mniejszej od4 · M∗. Przykładowe wzory opisujące szerokości wektorów wyj́sciowych kolejnych

trzech poziomów reduktorów są następujące:

Poziom 1 : m∗ + ⌈log2(k −m∗ + C1) + C2⌉ ,
Poziom 2 : m∗ + ⌈log2 (log2(k −m∗ + C1) + C2 + C1) + C2⌉ ,

Poziom 3 : m∗ + ⌈log2 (log2 (log2(k −m∗ + C1) + C2 + C1) + C2 + C1) + C2⌉ ,

gdzieC1 = 1 + Kmax, C2 = 1 − log2(Kmax). W tabeli 3.1.3 umieszczono szerokości wektorów,

które mȯzna zredukowác do słów(m∗ + 2)–bitowych za pomocą kaskady reduktorów o zadanym

poziomie i maksymalnej szerokości pola równej 3 lub 4 bity. Wynika z niej,̇ze dla praktycznie sto-

sowanych układów w zupełności wystarcza kaskadowe połączenie trzech reduktorów modulo, a w

wielu przypadkach nawet dwóch.

Tabela 3.1. Maksymalne szerokości wektorów wej́sciowych redukowalnych do wektora(m∗ + 2)–

bitowego w zalėznósci od liczby poziomów kaskady reduktorów i szerokości pól bitowych.

Kmax Liczba poziomów kaskady

1 2 3

3 m∗ + 8 m∗ + 3 · 27 − 4 m∗ + 3 · 23·27−5 − 4

4 m∗ + 11 m∗ + 213 − 5 m∗ + 2213−3 − 5

Algorytm konstrukcji reduktora modulo

Struktura pojedynczego reduktora modulo jest określona jednoznacznie przez sposób podziału

wektora wej́sciowegoU. Poni̇zej przedstawiono algorytm generujący strukturę reduktora na pod-

stawie wektoraU reprezentującego liczbę wejściową i wektorad opisującego sposób podziałuU na

pola. Algorytm konstrukcji reduktora modulo składa się z dwóch etapów.

Etap pierwszy obejmuje podział wektora wejściowegoU na pola okréslone przez wektord. Dla

pól, które nie zawierają bitu o indeksie 0, a ich szerokość jest większa ni̇z 3 bity, są budowane pamięci

ROM wyznaczające reszty moduloM∗. Jésli istnieje co najmniej jedno pole o szerokości 3 bitów, na

etapie pierwszym konstruowany jest także sumator z wbudowaną pamięcią dodający resztę dla tego

pola do wartósci zapisanej na poluudi−1:0.
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Algorytm 5 Algorytm tworzenia wektoraΨ0

Dane wej́sciowe: U ,d

1: Stwórz wektorΨ0 zawierający poleud1−1:0

2: for j = 1 to |d| do

3: if dj > 3 then

4: Dopisz na ostatnią pozycjęΨ0 wektor reszty dla pola opisanego przezdj

5: Ustaw typ dopisanego elementu naCPA

6: end if

7: end for

8: for j = 1 to |d| do

9: if dj = 3 then

10: Dopisz na ostatnią pozycjęΨ0 pole 3–bitowe opisane przezdj

11: Ustaw typ dopisanego elementu naCPY _3

12: end if

13: end for

14: if ostatni elementΨ0 jest typuCPY _3 then

15: Zastąp pierwszy elementΨ0 sumą polaud1−1:0 i reszty dla ostatniego elementuΨ0

16: Usún ostatni elementΨ0

17: end if

18: return Ψ0

Etap drugi algorytmu obejmuje konstrukcję wielooperandowego sumatora. W pierwszej kolejno-

ści dodawane są reszty dla pól 3–bitowych do wektorów zawierających bity o indeksie 0 (np. reszt

obliczonych dla pól o szerokości większej ni̇z 3 bity). Dodawanie reszt dla pól 3–bitowych jest reali-

zowane przez sumatory z wbudowaną pamięcią. Jeśli wszystkie pola 3–bitowe zostały wykorzystane,

sumowane są wszystkie powstałe wektory.

Sumator wielooperandowy jest układem wielopoziomowym. Poziomi stanowią wektory sum czę-

ściowych opisane elementamiψi
j tworzącymi wektorΨi. Każdy wektor sumy czę́sciowej jest zdefi-

niowany przez indeks najmłodszego bitu, maksymalną wartość reprezentowanej liczby, indeksy ope-

randów i rodzaj wykonywanej operacji. Struktura sumatora wielooperandowego jest jednoznacznie

okréslona przez przekształcenia wektorów poziomui na wektory poziomui+ 1.
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Wektory na kȧzdym poziomie mȯzna podzielíc na dwie kategorie: pola 3–bitowe i wektory zawie-

rające bit o indeksie 0. Wektor zawierający bit o indeksie0 jest resztą moduloM∗, polemud1−1:0 lub

sumą, jego szerokość wynosi więc co najmniejm∗ − 1 bitów. Wektory zawierające bit o indeksie 0

mogą býc dodawane do siebie lub do reszt dla pól 3–bitowych. W algorytmie wektorom zawierającym

bit o indeksie 0 przyporządkowany jest typ oznaczony jakoCPA.

Dla pól 3–bitowych mȯzna jedynie obliczýc reszty modulo i dodác do wektora typuCPA za

pomocą sumatora z pamięcią. Polom 3–bitowym przyporządkowany jest typCPY _3. Aby umȯzliwi ć

szybkie wyeliminowanie wszystkich pól typuCPY _3, nalėzy pola te wykorzystywác w pierwszej

kolejnósci.

Kompletny algorytm tworzenia reduktora modulo konstruujekolejne poziomy sumatorów na pod-

stawie opisu wektorów wyjściowych poprzedniego poziomu. Opis struktury reduktora jest okréslony

przez przekształcenia wektorówΨi w wektoryΨi+1. Pierwszym krokiem algorytmu jest skonstru-

owanie wektoraΨ0 zawierającego poleud1−1:0, reszty moduloM∗ dla pól o szerokósci większej od3

bitów i pola 3–bitowe. Elementy wektoraΨ0 są posortowane względem typu: na początku znajdują

się elementy typuCPA, potem elementyCPY _3. WektorΨ0 tworzony jest według alg. 5.

Algorytm tworzenia wektoraΨ0 (alg. 5) składa się z czterech kroków. W pierwszym z nich (linia

1) na początek wektoraΨ0 dopisywane jest poleud1−1:0. Następny krok (wiersze 2-7) dopisują do

Ψ0 reszty moduloM∗ dla pól o szerokósci większej od3 bitów. Trzeci etap (linie 8-13) dopisują na

ostatnie pozycjeΨ0 wszystkie pola o szerokości 3 bitów. W ostatnim kroku algorytmu (linie 14-17)

pierwszy elementΨ0 jest zastępowany sumą polaud1−1:0 i reszty moduloM∗ dla 3–bitowego pola.

Dzięki oddzieleniu elementów typuCPA od elementów typuCPY _3 możliwe jest znaczne

uproszczenie i przyspieszenie algorytmu tworzenia reduktora modulo poprzez uniknięcie koniecznoś-

ci wielokrotnego przeszukiwaniaΨ0 oraz wszystkich kolejnych wektorówΨi. Jedynymi elementami

składowymi reduktora modulo są pamięci ROM obliczającereszty moduloM∗ dla pól szerszych niż 3

bity, sumatory CPA obliczające sumy pośrednie dla elementów typuCPA oraz sumatory z wbudowa-

ną pamięcią obliczające sumy pośrednie dla elementówCPA i reszt moduloM∗ dla pól 3–bitowych.

Poniewȧz wszystkie reszty dla pól szerszych niż trzy bity są wyznaczane w procesie generowania

wektoraΨ0, operacje na kolejnych poziomach ograniczają się do dodawania.

Uporządkowanie elementów wektoraΨ0 gwarantuje,̇ze pary zawierające skrajne elementyΨ0 (tj.

pierwszy i ostatni, drugi i przedostatni itd.) będą zawierały element typuCPA i element typuCPY _3

lub dwa elementy tego samego typu. Dodatkowo jeśli wektorΨ0 zawiera elementy obu typów, naj-
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pierw zostaną utworzone pary zawierające elementy różnych typów, a następnie pary elementów typu

stanowiącego większość. Poniewȧz wynikiem sumowania elementuCPA z dowolnym jest element

CPA, a elementyCPY _3 są przekazywane do następnego poziomu, najpierw zostan ˛a obliczone

wszystkie mȯzliwe sumy, a następnie niewykorzystane elementy typuCPY _3 będą przekazane do

następnego stopnia. Dzięki temu wektory kolejnych poziomów tak̇ze będą uporządkowane.

Algorytm 6 Algorytm tworzenia reduktora modulo
Dane wej́sciowe: U ,d

1: Konstruuj wektorΨ0 według algorytmu 5

2: i = 0 { indeks poziomu oraz kolejnych zbiorów }

3: while |Ψi| > 1 do

4: for j = 0 to
⌊
|Ψi|
2

⌋

do

5: if typ(ψi
j) = CPA and typ(ψi

|Ψi|−j) = CPY _3 then

6: Dopisz do wektoraΨi+1 wektor sumyψi
j + ψi

|Ψi|−j obliczonej z u̇zyciem sumatora z re-

dukcją

7: Ustaw typ dopisanego elementu naCPA

8: else iftyp(ψi
j) = CPA and typ(ψi

|Ψi|−j) = CPA then

9: Dopisz do wektoraΨi+1 wektor sumyψi
j + ψi

|Ψi|−j obliczonej z u̇zyciem sumatora RCA

10: Ustaw typ dopisanego elementu naCPA

11: else iftyp(ψi
j) = CPY _3 then

12: Dopisz do zbioruΨi+1 wektoryψi
j i ψi

|Ψi|−j

13: end if

14: end for

15: i = i+ 1

16: end while

17: return Ψ = (Ψ0,Ψ1, . . . ,Ψi)

Po utworzeniuΨ0 rozpoczyna się iteracyjna część algorytmu. W kȧzdej iteracji tworzony jest

jeden poziom kaskady sumatorów. W pojedynczej iteracji wybierane są pary wektorów i dla każdej z

nich konstruowany jest odpowiedni sumator dodający wytypowane wektory. Wektory, dla których nie

można zbudowác sumatora, są przekazywane do następnego poziomu. Algorytm jest kontynuowany

do momentu wytworzenia sumy wszystkich elementówΨ0.
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Właściwy algorytm tworzenia reduktora modulo (alg. 6) sprowadza się do iteracyjnego generowa-

nia kolejnych wektorówΨi+1 na podstawieΨi (wiersze 3-16). Generowanie kolejnego wektoraΨi+1

polega na wyborze par skrajnych elementówΨi (linia 4), po czym w zalėznósci od typu elementów

wybranej pary (linie 5, 8 i 11) tworzony jest następny element Ψi+1. Jėzeli parę stanowią elementy

różnych typów lub dwa elementyCPA, z ich sumy tworzony jest jeden elementCPA i dopisywany

na ostatnią pozycjęΨi+1. Para złȯzona z dwóch elementówCPY _3 jest w całósci przekazywana

do następnego poziomu. Warunkiem zakończenia iteracji jest utworzenie zbioru zawierającego jeden

element (linia 3). Warunek ten zostanie spełniony po co najwyżej |Ψ0| − 1 iteracjach, poniewȧz w

wektorzeΨ0 znajduje się co najmniej jeden element typuCPA (poleud1−1:0).

3.1.4 Obszar i opóźnienie jednostek arytmetycznych

Do najistotniejszych parametrów układów cyfrowych zalicza się koszt wyprodukowania układu i jego

wydajnósć, charakteryzowane za pomocą zajmowanego obszaruA i wprowadzanego opóźnieniaT .

Często stosowanymi miarami jakości układów cyfrowych są także iloczynyAT i AT 2. W typowych

układach FPGA zajmowany obszar opisany jest liczbą wykorzystanych tablic LUT, poniewȧz wraz

z dodatkowymi elementami (przerzutnik, multipleksery itp.) są one podstawowym blokiem składo-

wym większych układów. Wprowadzane opóźnienie jest oszacowane jako liczba poziomów tablic

LUT w ściėzce krytycznej.

W oszacowaniu opóźnienia prezentowanych układów nie uwzględniono czasów wprowadzanych

przez układy propagacji przeniesień, dodatkowe elementy (multipleksery, wbudowane bramki XOR

itp.) oraz połączenia pomiędzy poszczególnymi elementami. Głównym powodem takiej decyzji jest

trudnósć dokładnego oszacowania długości połączén, która jest zalėzna od struktury układu oraz sto-

sowanego narzędzia syntezy. Pominięcie opóźnień związanych z układami propagacji przeniesień

wynika z ich niewielkiego wpływu na szybkość układu dla modułów o szerokości nie przekraczającej

kilkunastu bitów. Poza tym głównym celem oszacowań długósci ściėzki krytycznej jest porównanie

układów w ramach jednego modułu, dla których szerokości sumatorów i układów mnożących są po-

dobne. Dokładne parametry jednostki są określane dopiero po przeprowadzeniu pełnej implementacji

w wybranym układzie FPGA z u̇zyciem konkretnego narzędzia projektowego. Pomimo orientacyjne-

go charakteru przyjętych oszacowań pozwalają one na porównanie układów i wytypowanie spośród

nich niewielkiego podzbioru, w którym znajduje się jednostka o akceptowanych parametrach.
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Podstawowymi elementami składowymi przedstawionych jednostek arytmetycznych są sumatory

CPA o strukturze RCA, pamięci ROM oraz układy mnożące. Kosztk–bitowego sumatora CPA jest

opisany jako

ACPA(k) = k · AL

TCPA(k) = TL

, (3.22)

gdzie obszar zajęty przez jedną tablicę LUT wraz z otoczeniem oznaczono jakoAL, a opóźnienie jako

TL.

Pamię́c ROM jest konstruowana z pojedynczych, 4–wejściowych tablic LUT o pojemnósci 16

bitów kȧzda. Dekoder adresu pamięci jest także konstruowany z u̇zyciem tablic LUT. Parametry pa-

mięci ROM zawierającejk słówm–bitowych mogą býc więc oszacowane jako

AROM(k,m) =
⌈

m·k
16

⌉
· AL

TROM(k,m) = ⌈log4(⌈log2(k)⌉)⌉ · TL

. (3.23)

W rzeczywistósci wzór (3.23) podaje tylko górne oszacowanie parametrówAT pamięci ROM, gdẏz

w zalėznósci od zawartósci ROM narzędzia syntezy mogą dokonać minimalizacji układu. Dla przyk-

ładu dokumentacja kompilatoraxst podaje,że pamię́c ROM jest implementowana jako optymalny

układ złȯzony z tablic LUT, multiplekserów i bramek XOR.

Dla układów mnȯzących nalėzy rozró̇znić kilka przypadków. Najprostszym jest mnożenie2 · k

bity o koszcie

A2·k(k) = (k + 2) · AL

T2·k(k) = TL

. (3.24)

Dla mnȯzenia3 · k bity

A3·k(k) = 2 · (k + 2) · AL

T3·k(k) = 2 · TL

. (3.25)

Układy mnȯzącem · k bitów dla dowolnegom są budowane jako odpowiednie kombinacje powyż-

szych, uzupełnione o dodatkowe sumatory.

Prezentowana na rys. 3.1 struktura jednostek arytmetycznych modulo jest kaskadowym połącze-

niem poszczególnych bloków. Obszar i opóźnienie kompletnej jednostki jest więc równe sumie obsza-

rów i opóźnién układów składowych. Podanie dokładnych charakterystyk AT jest mȯzliwe wyłącznie

dla konkretnej struktury jednostki arytmetycznej po jej pełnej implementacji. Mȯzna jednak okréslić

granice parametrów AT dla jednostek konstruowanych wedługstruktury ramowej z rys. 3.1. Podsta-

wowym celem oszacowań przedstawionych poniżej jest analiza parametrów AT w funkcji szerokości
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operandówm∗. Pozostałe wielkósci występujące we wzorach opisujących obszar i opóźnienie są

traktowane jak stałe wybierane przed projektowaniem struktury samej jednostki. Dobór wartości tych

stałych mȯze býc jednak przeprowadzony w oparciu o analizę ich wpływu na parametry jednostek

okréslone poni̇zszymi zalėznósciami.

Charakterystyki AT układu wytwarzania iloczynów częściowych

Układ wytwarzania iloczynów częściowych (UWIC) jest pierwszym blokiem w strukturze zaprezen-

towanej na rys. 3.1. Mȯze on zawierác zarówno pamięci ROM, jak i układy mnożące2 · k bity. W

zalėznósci od przyjętych ograniczeń na rodzaj i parametry zastosowanych elementów, charakterystyki

AT układu wytwarzania iloczynów częściowych mogą zmieniác się w szerokich granicach.

Lemat 3.1.4. Niechm∗ > 3 oznacza liczbę bitów wektora wejściowego. Istnieje układ wytwarzania

iloczynów częściowych o strukturze opisanej w rozdz. 3.1.1 o obszarze nie większym niż
(⌈

m2
∗

2

⌉

+m∗

)

·
AL i wprowadzanym opóźnieniu nie większym niżTL.

Dowód. Załóżmy, że iloczyny czę́sciowe są wytwarzane wyłącznie za pomocą układów mnożących

2 ×m∗ bitów. W tym przypadku tylko jeden z wektorów wejściowych musi býc podzielony na pola

o szerokósci dwóch bitów. Jésli m∗ jest nieparzyste, mȯzna wektor dzielony na pola rozszerzyć o 1

bit. Nalėzy zatem u̇zyć
⌈

m∗

2

⌉
układów mnȯzących, z których kȧzdy zajmuje obszar(m∗ + 1) · AL,

zgodnie z wzorem (3.24). Obszar całego układu wynosi więc
⌈

m∗

2

⌉
· (m∗ +1) ·AL. Wszystkie układy

mnȯzące pracują równolegle, opóźnienie jest więc równe opóźnieniu układu najwolniejszego, czyli

TL zgodnie z (3.24).

Z lematu 3.1.4 wynika,̇ze jésli do wytwarzania iloczynów częściowych u̇zyte zostaną wyłącznie

układy mnȯzące2 ·m∗ bitów, obszar UWIC zalėzy od kwadratu szerokości wektorów wej́sciowych.

Ograniczenie elementów UWIC do układów mnożących zwiększa jednak szerokość sumy iloczy-

nów czę́sciowych, co powoduje pogorszenie parametrów AT pozostałych bloków jednostki z rys. 3.1.

Z tego powodu układ wytwarzania iloczynów częściowych mȯze tak̇ze zawierác pamięci ROM ob-

liczające reszty dla wszystkich, bądź tylko wybranych,iloczynów czę́sciowych. W zalėznósci od

pojemnósci pamięci, obszar i opóźnienie UWIC mogą zmieniać się w szerokich granicach. Skrajnym

przypadkiem jest rozwiązanie zawierające pojedynczą pamię́c ROM adresowaną złożeniem wekto-

rów reprezentujących operandy. Zgodnie z (3.23), obszar takiej pamięci jest ograniczony od góry

przez22·m∗−4 ·m∗ · AL, a opóźnienie mȯzna oszacowác jako⌈log4 (2 ·m∗)⌉ · TL.
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Jésli maksymalny rozmiar słowa adresowego pamięci ROM zostanie ograniczony, zmniejszy się

także obszar układu wytwarzania iloczynów częściowych. Załó̇zmy, że iloczyny czę́sciowe są obli-

czane za pomocą wyłącznie pamięci ROM. Dla maksymalnej szerokósci adresu ROM równej 4 bity,

nalėzy podzielíc oba wektory wej́sciowe na pola 2–bitowe i obliczyć iloczyny czę́sciowe dla
(

m∗

2

)2

par tych pól. Obszar pojedynczej pamięci wynosim∗ · AL, a więc obszar całego UWIC jest równy

m3
∗

4
· AL. Wprowadzane opóźnienie jest w tym przypadku równeTL.

Dla innych ograniczén na rozmiar pojedynczej pamięci ROM oszacowanie obszaru całego układu

może býc trudne. Jésli wszystkie iloczyny czę́sciowe mają býc wytwarzane za pomocą pamięci ROM,

nalėzy tak wybrác podziały na pola wektorów wejściowych, aby suma bitów dla każdej kombinacji

tych pól nie przekroczyła maksymalnej szerokości adresu pamięci. Dla maksymalnej szerokości sło-

wa adresowego ROM równej 6 bitów, jeden z wektorów może býc podzielony na pola 2–bitowe, a

drugi 4-bitowe, lub oba wektory należy podzielíc na pola 2– lub 3–bitowe. Inne podziały spowodują

powstanie niedopuszczalnych szerokości słów adresowych pamięci ROM. Liczba wytworzonych ilo-

czynów czę́sciowych nalėzy więc do przedziału
[

m2
∗

9
, m2

∗

4

]

. Obszar pamięci wytwarzającej pojedynczy

iloczyn czę́sciowy jest ograniczony z góry przez
⌈

26·m∗

16

⌉

. Problem dodatkowo się komplikuje, jeśli

w tym samym układzie mȯzna stosowác pamięci o ró̇znym rozmiarze i układy mnȯzące. Mȯzliwe

jest jednak podanie górnego ograniczenia obszaru UWIC w zależnósci od szerokósci adresu pamięci

ROM. Poni̇zej zostanie wykazane,że wzrost pojemnósci pamięci stosowanych w UWIC powoduje

wzrost obszar obszaru tego bloku.

Lemat 3.1.5. Niech układ wytwarzania iloczynów częściowych o strukturze opisanej w rozdz. 3.1.1

zawiera wyłącznie pamięci ROM. Jeśli szerokośćaj′ jednego z pól wydzielonych z wektora wejścio-

wego UWIC zostanie zwiększona kosztem szerokościaj pola szerszego, to górne ograniczenie obszaru

UWIC zmniejszy się, gdyaj′ < aj − 1, i pozostanie bez zmian dlaaj′ = aj − 1.

Dowód. Adres pamięci wytwarzającej iloczyn częściowy σjk jest złȯzeniem pola o szerokości aj

i pola o szerokósci bk. Górne ograniczenie obszaru tej pamięci jest określone formułą (3.23) jako

m∗·AL

16
· 2aj+bk . Załóżmy, że szerokósć aj′ jednego z pól została zwiększona o 1 bit kosztem szeroko-

ści aj , przy czymaj > aj′. Górne ograniczenie obszaru pamięci ROM, których adres zawiera pole

o zmniejszonej szerokości, zmaleje o połowę. Górne ograniczenie obszaru pamięci ROM, których

adres zawiera pole o zwiększonej szerokości, wzrósnie dwukrotnie. Adresy pamięci o zmienionej po-

jemnósci są złȯzeniem jednego z pól o szerokościachbk i pola o szerokósci aj lub aj′. Dla pamięci,
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których adres nie zawiera pola o zmienionej szerokości, obszar pozostanie taki sam. NiechAP ozna-

cza sumę obszaru pamięci o nie zmienionych parametrach. Sumaryczny obszar wszystkich pamięci

przez zmianą szerokości pól wynosi

A = AP +
m∗ · AL

16

(
∑

k

2aj+bk +
∑

k

2aj′+bk

)

, (3.26)

a po przesunięciu bitów

A′ = AP +
m∗ · AL

16

(
∑

k

2aj−1+bk +
∑

k

2aj′+1+bk

)

. (3.27)

Zmiana obszaru wynikająca z przesunięcia bitów zależy więc od ró̇znicy

A− A′ =
m∗ · AL

16
·
{(

∑

k

2aj+bk +
∑

k

2aj′+bk

)

−
(
∑

k

2aj−1+bk +
∑

k

2aj′+1+bk

)}

, (3.28)

którą mȯzna upróscíc do postaci

A−A′ = CA ·
(

(2aj + 2aj′ ) −
(
2aj−1 + 2aj′+1

))

= CA · 2aj′ ·
(
2aj−aj′ − 2aj−aj′−1 − 1

)

dla CA = m∗·AL

16
· ∑k 2bk . Wartósć tej ró̇znicy jest dodatnia dlaaj − aj′ > 1. Wynika stąd,że

maksymalny sumaryczny obszar pamięci po przesunięciu bitu do pola o mniejszej szerokości ulegnie

zmniejszeniu, gdyaj − aj′ > 1, i pozostanie bez zmian dlaaj − aj′ = 1.

Z lematu 3.1.5 wynika,̇ze zwiększanie szerokości szerokich pól kosztem pól węższych powodu-

je wzrost maksymalnego obszaru UWIC. Należy jeszcze przeanalizować sytuację, w której zmiana

rozmiaru pól jest wynikiem zmiany ich liczby, tj. dodania lub usunięcia pola.

Lemat 3.1.6. Niech układ wytwarzania iloczynów częściowych o strukturze opisanej w rozdz. 3.1.1

zawiera wyłącznie pamięci ROM. Wprowadzenie do jednego zwektorów wejściowych UWIC 2–

bitowego pola kosztem szerokości pozostałych pól tego wektora powoduje ograniczenie obszaru UWIC.

Dowód. Dwubitowe pole mȯzna utworzýc zmniejszając szerokość jednego z pól o dwa bity lub

dwóch pól o jeden bit. Niechaj ≥ 4 oznacza szerokość pola, którego szerokość jest zmniejszana

o 2 bity,aj′ ≥ 3 i aj′′ ≥ 3 szerokósci pól zmniejszanych o 1 bit, przy czymaj′ ≥ aj′′, aAP sumę

obszaru pamięci, których adresy nie zmieniają się po dodaniu nowego pola. Jeśli nowe pole powstaje

wskutek zmniejszeniaaj o 2 bity, to obszary przed i po dodaniu nowego pola wynoszą

A = AP +
m∗ · AL

16
·
(
∑

k

2aj+bk

)

(3.29)
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i

A′ = AP +
m∗ · AL

16
·
(
∑

k

2aj−2+bk +
∑

k

22+bk

)

, (3.30)

a ich ró̇znica jest równa

A−A′ = CA ·
(

3

4
· 2aj − 4

)

, (3.31)

gdzieCA = m∗·AL

16
·∑k 2bk . Dlaaj ≥ 4 wartósć dana przez (3.31) jest zawsze dodatnia, co oznacza,że

wprowadzając dodatkowe, 2–bitowe pole poprzez zmniejszenie szerokósci pola o szerokósci aj ≥ 4

zawsze uzyskuje się redukcję maksymalnego obszaru UWIC.

Jésli nowe pole powstaje wskutek zmniejszeniaaj′ ≥ 3 i aj′′ ≥ 3 o jeden bit, to maksymalny

sumaryczny obszar pamięci przed zmniejszeniemaj′ i aj′′ wynosi

A = AP +
m∗ · AL

16

(
∑

k

2aj′+bk +
∑

k

2aj′′+bk

)

, (3.32)

a po wprowadzeniu dodatkowego pola

A′ = AP +
m∗ · AL

16

(
∑

k

2aj′−1+bk +
∑

k

2aj′′−1+bk +
∑

k

22+bk

)

. (3.33)

Różnica maksymalnych obszarów przed i po wprowadzeniu dodatkowego pola jest równa

A−A′ = CA ·
(

1

2
· (2aj′ + 2aj′′ ) − 4

)

(3.34)

dlaCA = m∗·AL

16
·∑k 2bk . Dlaaj′ ≥ 3 i aj′′ ≥ 3 wartósć dana wzorem (3.34) jest dodatnia, skąd wyni-

ka,że wprowadzając dodatkowe, 2–bitowe pole poprzez zmniejszenie szerokósci pól o szerokósciach

aj′ ≥ 3 i aj′′ ≥ 3 uzyskuje się redukcję maksymalnego sumarycznego obszaru pamięci. Maksymalny

obszar UWIC maleje więc po wprowadzeniu dodatkowego, 2–bitowego pola kosztem zmniejszenia

szerokósci istniejących pól.

Wniosek. Z lematów 3.1.5 i 3.1.6 wynika,że zmniejszenie obszaru UWIC można osiągnąć przez

ograniczenie maksymalnej szerokości adresu pamięci ROMi przez unikanie stosowania pamięci ad-

resowanych słowem o maksymalnej szerokości.

W dowodzie lematu 3.1.6 wykazano,że redukcja obszaru UWIC jest możliwa na skutek dodania

dodatkowego pola do jednego z wektorów wejściowych UWIC. Co więcej, badając wartości ró̇znic

(3.31) i (3.34) mȯzna okréslić, w jaki sposób nalėzy zmniejszác szerokósci istniejących pól, aby

uzyskác najmniejszy obszar układu. Jeśli

3

4
· 2aj >

1

2
· (2aj′ + 2aj′′ ) , (3.35)
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to mniejszy układ powstaje po dodaniu 2–bitowego pola kosztem szerokósci aj ≥ 4. Nierównósć

(3.35) mȯzna przekształcić do postaci

2aj′′−aj + 2aj′−aj <
3

2
, (3.36)

która jest prawdziwa, jésli aj′ i aj′′ są mniejsze odaj . Wynika stąd,że dlaaj′ < aj i aj′′ < aj ,

dodanie 2–bitowego pola kosztemaj pozwala na uzyskanie mniejszego obszaru UWIC, niż gdyby

dodane pole powstało kosztem szerokości pólaj′ i aj′′. Jésli aj′ > aj lub aj′′ > aj, to mniejszy układ

powstaje po zmniejszeniu szerokości pólaj′ i aj′′ .

Niestety, zmniejszanie szerokości adresów pamięci na rzecz ich większej ilości powoduje zwięk-

szenie liczby iloczynów częściowych i w konsekwencji szerokości sumy tych iloczynów oraz obszaru

sumatora wstępnego. Ponieważ jednak szerokósć sumy iloczynów czę́sciowych rósnie z logarytmem

liczby dodawanych składników, liczba ogniw FA w sumatorze wstępnym zalėzy liniowo od liczby

dodawanych składników (lemat 3.1.1), a obszar pamięci w UWIC wykładniczo w funkcji szerokósci

adresu (wzór (3.23)), stosowanie pamięci o dużej pojemnósci jest nieopłacalne. Na podstawie lema-

tów 3.1.5 i 3.1.6 mȯzna oszacowác górne ograniczenie obszaru UWIC, w którym iloczyny częściowe

są obliczane wyłącznie za pomocą pamięci ROM.

Lemat 3.1.7. NiechK ≥ 4 oznacza maksymalną szerokość adresu pamięci ROM. Jeśli w układzie

wytwarzania iloczynów częściowych o strukturze opisanej w rozdz. 3.1.1 zostaną użyte wyłącznie

pamięci ROM adresowane słowem co najwyżejK–bitowym, to obszar układu wynosi co najwyżej

2K−5

K−2
·m3

∗ · AL, a wprowadzane opóźnienie⌈log4(K)⌉ · TL.

Dowód. Iloczyny czę́sciowe są obliczane dlawszystkichkombinacji dwuelementowych zawierają-

cych po jednym polu z obu wektorów wejściowych. Stąd, maksymalna szerokość adresu pamięci

ROM wystąpi, gdy kombinacja zawiera najszersze pola wydzielone z obu operandów. Jeśli więc mak-

symalna szerokósć pól jednego z operandów wynosiamax, to maksymalna szerokość pól dla drugiego

z operandów mȯze býc co najwẏzej bmax = K − amax.

Zgodnie z lematami 3.1.5 i 3.1.6, układ wytwarzania iloczynów czę́sciowych zajmie największy

obszar, gdy szerokości adresów pamięci będą największe. Aby mieć pewnósć, że maksymalna liczba

pamięci ROM będzie pamięciami adresowanymi słowem o maksymalnej szerokósci, nalėzy kȧzdy z

wektorów wej́sciowych UWIC podzielíc na pola o takiej samej szerokości. Jésli wektory wej́sciowe

X∗,Y∗ będą dzielone na pola o różnej szerokósci, kombinacje pól wektoraX∗ z polami wektoraY∗

także będą miały ró̇zne szerokósci.
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Niech szerokósć pól jednego z wektorów będzie równaamax ∈ [2, K−2], a szerokósć pól drugie-

go wektoraK−amax. Liczba pól jednego z wektorów wyniesie więcm∗

amax
, a drugiego m∗

K−amax
. Liczba

iloczynów czę́sciowych jest więc równa m2
∗

amax(K−amax)
. Dla ustalonegom∗ maksymalne wartósci tej

funkcji wystąpią dlaamax = 2 lub amax = K − 2, a więc największa liczba iloczynów częściowych

powstanie, gdy jeden z wektorów zostanie podzielony na polao szerokósci 2 bitów, a drugiK − 2

bitów. Liczba pamięci ROM wyniesie zatemm∗

2
· m∗

K−2
, a parametry kȧzdej z nich są opisane wzorem

(3.23). Obszar UWIC jest więc ograniczony z góry przezm
2
∗

2(K−2)
·
⌈

2K ·m∗

16

⌉

· AL, a opóźnienie przez

⌈log4(K)⌉ · TL. Poniewȧz minimalna wartósćK jest ograniczona do 4, z wzoru opisującego obszar

można usuną́c operację sufitu, skąd bezpośrednio wynika wartósć podana w lemacie 3.1.7.

Z lematów 3.1.4 i 3.1.7 wynika,̇ze maksymalny obszar układu wytwarzania iloczynów częścio-

wych zalėzy od trzeciej potęgi szerokości słów wej́sciowych. Jésli zrezygnuje się ze stosowania pa-

mięci ROM, mȯzna zalėznósć maksymalnego obszaru odm∗ opisác funkcją kwadratową. Pozwala to

przypuszczác, że dla odpowiednio du̇zegom∗ stosowanie pamięci ROM w UWIC powoduje pogor-

szenie charakterystykAT jednostki arytmetycznej. Aby jednak wykazać poprawnósć tego wniosku,

nalėzy zbadác parametry pozostałych bloków struktury z rys. 3.1.

Charakterystyki AT sumatora wstępnego

Struktura sumatora wstępnego jest opisana w rozdz. 3.1.2.Składa się on z kaskady sumatorów RCA.

Złożonósć tej kaskady zalėzy zarówno od liczby dodawanych składników, jak też od wag bitów w

wektorach reprezentujących składniki. CharakterystykiAT sumatora wstępnego zależą więc od struk-

tury układu wytwarzania iloczynów częściowych i liczby dodatkowych składników sumowanych w

sumatorze wstępnym. Dokładne określenie parametrów AT sumatora wstępnego jest niezmiernie

trudne z powodu skomplikowanej struktury wynikającej z rozbiėznósci wag bitów w sumowanych

wektorach. Mȯzna jednak wykazác, że w zalėznósci od struktury UWIC, obszar sumatora wstępnego

zalėzy odm2
∗ lub co najwẏzejm3

∗, a opóźnienie odlog2(m∗).

Lemat 3.1.8.Niechl ≥ 0 oznacza liczbę dodatkowych składnikówZ i
∗. Jeśli w UWIC do wytwarzania

iloczynów częściowych używane są wyłącznie układy mnożące2 ·m∗ bitów, to istnieje struktura suma-

tora iloczynów częściowych o obszarze nie większym niż
(

m2
∗ +m∗ ·

(

2 · l + log2(l)
2

)

+ l · log2(l)
)

·

AL i opóźnieniu nie większym niż log2

(
m∗

2
+ l
)
· TL.
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Dowód. Jésli w UWIC iloczyny czę́sciowe są wytwarzane za pomocą układów mnożących2 · m∗

bitów, to sumator iloczynów częściowych sumujem∗

2
wektorów(m∗+2)–bitowych il wektorówm∗–

bitowych. Szerokósć sumy jest nie większa niż 2m∗ + log2(l) bitów. Charakterystyki AT sumatora

wstępnego są określone na podstawie lematu 3.1.1 na str. 93 przy założeniu,że obszar pojedynczego

ogniwa FA wynosiAL, a opóźnienie sumatoram∗ bitowego jest równeTL. Przyjmując,̇ze wszystkie

sumatory mają szerokość równą szerokósci sumy wyj́sciowej, górne ograniczenie rozmiaru sumatora

iloczynów czę́sciowych wynosi
(

m∗

2
+ l
)
· (2 ·m∗ + log2(l)). Długósć ściėzki krytycznej sumatora

iloczynów czę́sciowych jest równa opóźnieniu wprowadzanemu przez kaskadę sumatorów dodającą

m∗

2
+ l składników, czylilog2

(
m∗

2
+ l
)
· TL.

Lemat 3.1.9. Niech l ≥ 0 oznacza liczbę dodatkowych składnikówZ i
∗, a minimalna szerokość pól

wydzielonych z wektorów wejściowych UWIC będzie równa 2.Jeśli w UWIC u̇zywane są pamięci

ROM do wytwarzania iloczynów częściowych, to istnieje struktura sumatora iloczynów częściowych

o obszarze nie większym niż
(

m3
∗

2
+ m2

∗
·log2(l)
4

+ 2 · l ·m∗ + l · log2(l)
)

·AL i opóźnieniu nie większym

niż log2

(
m2

∗

22 + l
)

· TL.

Dowód. Zgodnie z lematem 3.1.1 obszar zajęty przez kaskadę sumatorów zalėzy liniowo od liczby

wektorów wej́sciowych i szerokósci sumatorów. Liczba i szerokość wektorów wej́sciowych sumato-

ra zalėzy od sposobu podziału wektorów wejściowych i struktury UWIC. Jésli co najmniej jeden z

iloczynów będzie obliczany za pomocą układu mnożącego, szerokość sumy iloczynów czę́sciowych

może osiągną́c wartósć maksymalną okrésloną przez sumę iloczynu argumentów UWIC i dodatko-

wych składnikówZ i
∗ (wzór (3.3)).

Poszukiwane jest górne ograniczenie obszaru sumatora iloczynów czę́sciowych, mȯzna więc przy-

jąć, że wszystkie sumatory mają maksymalną szerokość 2 · m∗ + log2(l) równą maksymalnej sze-

rokości sumy iloczynów argumentów UWIC i dodatkowych składników Z i
∗. Maksymalna liczba

sumatorów zostanie użyta wtedy, gdy w UWIC powstanie maksymalna liczba iloczynów czę́scio-

wych, czyli gdy oba wektory wejściowe UWIC zostaną podzielone na pola o szerokości 2 bitów.

Liczba iloczynów czę́sciowych wyniesie wtedym
2
∗

22 . Przyjmując szerokósć maksymalną2 · m∗ +

log2(l) dla wszystkich sumatorów, górne ograniczenie obszaru kaskady sumatorów wynosi
(

m2
∗

22 + l
)

·
(2 ·m+ log2(l)) · AL na podstawie lematu 3.1.1. Maksymalne opóźnienie wprowadzane przez ka-

skadę sumatorów jest określone na podstawie lem. 3.1.1 jako opóźnienie układu dodającegom2
∗

22 + l

składników.
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Z lematu 3.1.9 wynika,̇ze jésli w UWIC stosowane są pamięci ROM, to obszar sumatora wstępne-

go zalėzy odm3
∗. Jésli w UWIC używane są wyłącznie układy mnożące2 ·m∗ bitów, obszar sumatora

wstępnego zalėzy odm2
∗ (lemat 3.1.8). Dla niewielkichm∗ używanie pamięci ROM mȯze býc ko-

rzystne, poniewȧz w tym wypadku potęgim2
∗ i m3

∗ są dzielone przez wielkości zalėzne od szerokósci

adresu zastosowanych pamięci ROM. Natomiast dla szerokich operandów zajmowany obszar mo-

że býc zbyt du̇zy. Jednak, aby określić wpływ struktury UWIC na parametry całej jednostki, należy

jeszcze zbadác ostatni stopién ramowej struktury z rys. 3.1.

Charakterystyki AT generatora wyniku

Struktura generatora wyniku jest opisana w rozdz. 3.1.3. Składa się ona z kaskadowego połącze-

nia reduktorów modulo i kóncowego subtraktora warunkowego. Zgodnie z lematem 3.1.3,liczba

reduktorów w kaskadzie nie przekracza dwóch lub trzech. Dokładna struktura reduktorów zależy od

szerokósci sumy iloczynów czę́sciowych, na którą wpływają struktury UWIC oraz sumatorawstęp-

nego. Dla uproszczenia rozważán mȯzna jednak generator wyniku rozpatrywać jako oddzielny układ

wyznaczający resztę dla słowak–bitowego.

Lemat 3.1.10. NiechKmax ∈ [4, k − m∗ + 1] oznacza maksymalną szerokość pól wydzielonych z

bardziej znaczącej części wektora wejściowego reduktora modulo. Obszar reduktora modulo zdefi-

niowanego w lemacie 3.1.3 jest nie większy niż
⌈
k −m∗ + 1

Kmax

⌉

·
{

(
2Kmax−4 + 1

)
·m∗ + log2

(⌈
k −m∗ + 1

Kmax

⌉

+ 1

)}

· AL.

Dowód. Bardziej znacząca część wektora wej́sciowego jest podzielna na
⌈

k−m∗+1
Kmax

⌉

pól zawierają-

cych co najmniej 3 i co najwẏzejKmax bitów kȧzde. Jésli szerokósć pola przekracza 3 bity, zosta-

nie dla niego zastosowana pamięć ROM o obszarze mniejszym lub równym pamięci o pojemności

2Kmax · m∗ bitów. Łączny obszar zajęty przez pamięci ROM jest więcograniczony z góry przez
⌈

k−m∗+1
Kmax

⌉

· 2Kmax−4 ·m∗.

Drugim elementem reduktora jest kaskada sumatorów obliczająca sumę
⌈

k−m∗+1
Kmax

⌉

+ 1 wektorów

reprezentujących liczby mniejsze odM∗. Z lematu 3.1.1 wynika,̇ze potrzeba
⌈

k−m∗+1
Kmax

⌉

sumatorów,

których szerokósć będzie rosła odm∗ do m∗ + ⌈log2(k −m∗ + 1 +Kmax) − log2(Kmax)⌉ bitów.

Niech ls =
⌈

k−m∗+1
Kmax

⌉

oznacza liczbę sumatorów w kaskadzie. Górnym ograniczeniem obszaru ka-

skady sumatorów jestls · (m∗ + log2(ls + 1)) · AL. Obszar całego reduktora jest więc ograniczony z

góry sumą
(⌈

k−m∗+1
Kmax

⌉

· 2Kmax−4 ·m∗ +
⌈

k−m∗+1
Kmax

⌉

·
(

m∗ + log2

(⌈
k−m∗+1

Kmax

⌉

+ 1
)))

· AL.
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Niestety, w niektórych przypadkach reduktor zdefiniowany wlemacie 3.1.3 jest układem o opóź-

nieniu liniowo zalėznym od liczby bitów bardziej znaczącej części wektora wyj́sciowego. Sytuacja

taka pojawi się wtedy, gdyKmin = 3 i k −m∗ + 1 będzie taką wielokrotnóscią 3, której nie da się

podzielíc na pola o innej ni̇z 3 szerokósci. Przykładem jest wektor zawierający 9 bitów. Jeśli mini-

malny i maksymalny rozmiar pola wynosi 3 i 4 bity, to jedyną możliwością podziału jest podział na

trzy pola 3–bitowe.

Lemat 3.1.11.Dla reduktora modulo, w którym wszystkie pola bitowe mają szerokość 3 bitów, zaję-

ty obszar mieści się w przedziale
[⌈

k−m∗+1
3

⌉
·m∗ · AL,

⌈
k−m∗+1

3

⌉
·
(
m∗ + log2

(⌈
k−m∗+1

3

⌉))
· AL

]
, a

wprowadzane opóźnienie jest nie większe niż
⌈

k−m∗+1
3

⌉
· TL.

Dowód. Jésli wszystkie pola bitowe wydzielone z bardziej znaczącejczę́sci wektora wej́sciowego

mają szerokósć 3 bitów, reszty dla tych pól są wyznaczane wyłącznie za pomocą pamięci ROM wbu-

dowanych w sumatory RCA. Konieczne jest więc użycie sumatora dla każdego 3–bitowego pola, przy

czym kolejne sumatory muszą być połączone kaskadowo. Pierwszy sumator w kaskadzie dodaje resz-

tę do mniej znaczącej części wektora wej́sciowego, konieczne jest więc użycie
⌈

k−m∗+1
3

⌉
sumatorów.

Minimalną szerokóscią sumatora jestm∗ bitów, a maksymalnąm∗ +log2

(⌈
k−m∗+1

3

⌉)
, skąd wynikają

ograniczenia obszaru podane w lemacie 3.1.11.

Aby unikną́c sytuacji, w której struktura opisana w lemacie 3.1.11 będzie jedyną mȯzliwością

konstrukcji reduktora modulo, w rozprawie zdecydowano,że liczba bardziej znaczących bitów wek-

tora wej́sciowego reduktora dzielona na pola będzie mogła zmieniać się w przedzialem∗±1. Zawsze

będzie więc istniał podział, dla którego część lub wszystkie pola wydzielone z wyższej czę́sci wek-

tora wej́sciowego będą miały szerokość większą ni̇z 3 bity. Pozwoli to zmniejszýc długósć ściėzki

krytycznej do wartósci zalėznej od logarytmu liczby bitów dzielonych na pola.

Lemat 3.1.12. NiechKmin > 3 oznacza minimalną szerokość pola wydzielonego z wyższej części

k–bitowego wektora wejściowego reduktora modulo, am∗ − 1 minimalną szerokość niższej części

tego wektora. Istnieje struktura reduktora modulo o długo´sci ściėzki krytycznej nie większej niż

(

⌈log4(Kmin)⌉ +

⌈

log2

(⌊
k −m∗ + 1

Kmin

⌋

+ 1

)⌉)

· TL.

Dowód. W reduktorze o minimalnej szerokości pola równej 4 dla kȧzdego pola u̇zywana jest pa-

mięć ROM wyznaczająca resztę moduloM∗. Otrzymane reszty i niższa czę́sć wektora wej́sciowego
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są następnie sumowane w kaskadzie sumatorów. Opóźnienie jest więc równe sumie opóźnień naj-

wolniejszej pamięci ROM (wzór (3.23)) i kaskady sumatorów. Dla Kmin > 3 wszystkie wektory

wejściowe kaskady są obliczane równocześnie, a więc zgodnie z lematem 3.1.1 liczba poziomów

kaskady nie przekroczylog2

(⌊
k−m∗+1

Kmin

⌋

+ 1
)

. Liczba poziomów kompletnego reduktora jest więc

równa co najwẏzej ⌈log4(Kmin)⌉ +
⌈

log2

(⌊
k−m∗+1

Kmin

⌋

+ 1
)⌉

.

Charakterystyki AT kompletnej jednostki

Na podstawie złȯzonósci poszczególnych bloków jednostki skonstruowanej według struktury ramo-

wej z rys. 3.1 mȯzna oszacowác granice parametrów kompletnego układu. Najprostszym oszacowa-

niem maksymalnego obszaru dla układu zawierającego pami˛eci ROM w UWIC jest suma maksymal-

nych wartósci danych przez lematy 3.1.7, 3.1.9 i 3.1.10 jako

((
2K−5

K − 2
+

1

2

)

·m3
∗ +

2Kmax−4

Kmax

·m2
∗ + 2 · l ·m∗

)

· AL. (3.37)

Podobne oszacowanie można znaleź́c dlaściėzki krytycznej jako

(
log2(m

2
∗) + log2(m∗)

)
· TL. (3.38)

Są to jednak parametry dla jednostki, w której stosowana jest du̇za liczba pamięci ROM o największej

dopuszczalnej pojemności. Znacznie bardziej interesujące są charakterystykiAT układu, w którym

pamięci ROM są stosowane jedynie w nielicznych przypadkach (np. dla iloczynów czę́sciowych pól

zawierających najwẏzsze bity).

Twierdzenie 3.1.1.Niechm∗ oznacza szerokość wektorów reprezentujących operandywejściowe

X∗, Y∗, Z
i
∗, a l ≥ 0 oznacza liczbę składnikówZ i

∗. Istnieje jednostka arytmetyczna o strukturze opisa-

nej w rozdz. 3.1 o obszarze nie większym niż
(

2·m2
∗+
(

8+2·l+ + log2(m∗)
4

)

·m∗

)

·AL i opóźnieniu nie

większym ni̇z(log2(m∗ + 2 · l) + log2(m∗ + log2(l) + 5) + 5)·TL, przy czym z uwagi na ograniczenia

wynikające ze struktury reduktora modulo musi być spełniony warunek2 ·m∗ + log2(l) < 212 − 17.

Dowód. Załóżmy,że w układzie wytwarzania iloczynów częściowych u̇zywane są wyłącznie układy

mnȯzące2 ·m∗ bitów. Zgodnie z lematem 3.1.4 UWIC jest układem jednopoziomowym o obszarze

nie większym ni̇z m2
∗
+m∗

2
· AL. Górne ograniczenie obszaru sumatora iloczynów częściowych jest

okréslone przez lemat 3.1.8 jako
(

m2
∗ + 2 · l ·m∗ + m∗·log2(l)

2
+ l · log2(l)

)

· AL. Liczba poziomów

sumatora jest zdefiniowana przez lemat 3.1.1 jakolog2(
m∗

2
+ l).
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Wektor wyj́sciowy sumatora iloczynów częściowych jest(2m∗+log2(l))–bitowy. Niech generator

wyniku zawiera kaskadowe połączenie dwóch reduktorów modulo, w których maksymalna szerokość

adresu pamięci ROM wynosi 4 bity. Z tabeli 3.1.3 wynika,że maksymalna szerokość wektora wej-

ściowego reduktora modulo o wektorze wyjściowym szerszym o dwa bity odm∗ wynosim∗ + 11.

Mniejszy obszar i opóźnienie zajmuje reduktor o(m∗ + 9)–bitowym słowie wej́sciowym, mȯzna

więc przyją́c, że będzie on drugim reduktorem w kaskadzie. Wyższa czę́sć (m∗ + 9)–bitowego wek-

tora wej́sciowego podzielona jest na dwa pola 3–bitowe i jedno 4–bitowe. Reduktor składa się więc z

pamięci ROM o obszarzem∗ i trzech sumatorów, z których dwa sąm∗–bitowe z wbudowaną pamię-

cią, a jeden(m∗ + 1)–bitowy. Długósć ściėzki krytycznej wynosi3 · TL (ROM i dwa sumatory). W

pierwszym reduktorze w kaskadzie bardziej znacząca część wektora wej́sciowego jest podzielona na

pola o szerokósci 4 bitów, a szerokósć jego wektora wyj́sciowego jest co najwẏzejm∗ + 9.

Z ograniczenia maksymalnej szerokości wektora wyj́sciowego pierwszego reduktora dom∗ + 9

bitów mȯzna na podstawie lematu 3.1.2 wyznaczyć maksymalną szerokość k sumy iloczynów czę-

ściowych przez rozwiązanie nierówności
⌈

log2

(⌊
k −m∗ + 1

4

⌋

+ 4

)⌉

≤ 9.

Po usunięciu funkcji podłogi i sufitu otrzymujemy

log2

(
k −m∗ + 1 + 16

4

)

< 10,

skąd

k −m∗ < 212 − 17. (3.39)

Obszar pierwszego reduktora modulo jest określony według lematu 3.1.10 jako
(⌈

m∗ + log2(l) + 1

4

⌉

·
(

2 ·m∗ + log

(⌈
m∗ + log2(l) + 1 + 4

4

⌉)))

· AL.

Liczba poziomów pierwszego reduktora modulo jest określona według lematu 3.1.12 jako

log2 (m∗ + log2(l) + 5) + 2.

W generatorze wyniku należy jeszcze zastosować wyjściowy subtraktor warunkowy, którego ob-

szar jest co najwẏzej 4 · m∗, a opóźnienie równe 2. Całkowity obszar i długość ściėzki krytycznej

jednostki jest sumą obszarów i długości ściėzek krytycznych poszczególnych podukładów, czyli
(
m2

∗ +m∗
2

+ 4 ·m∗ +
m2

∗
2

+
m∗ log2(l)

2
+
m∗
2

+
m∗ + log2(l)

4
· log2

(
m∗ + log2(l)

4

)

+ 4 ·m∗

)

·AL
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oraz
(

1 + 3 + log2(
m∗
2

+ l) + log2 (m∗ + log2(l) + 5) + 2 + 2
)

· TL,

skąd wynikają przybli̇zenia podane w tw. 3.1.1.

Z twierdzenia 3.1.1 wynika,̇ze jest mȯzliwe znaczne zmniejszenie obszaru i opóźnienia kom-

pletnej jednostki arytmetycznej w stosunku do oszacowań (3.37) i (3.38). Twierdzenie 3.1.1 dotyczy

wyłącznie układów, w których w UWIC nie są używane pamięci ROM. Z dotychczasowych rozważán

wynika jednak,̇ze dla niewielkich szerokości modułu stosowanie pamięci ROM o małej pojemności

może býc uzasadnione. Niestety, skomplikowana natura zależnósci definiujących strukturę i charakte-

rystyki AT jednostki arytmetycznej znacznie utrudnia rozwiązanie analityczne problemu znalezienia

struktury optymalnej. Nalėzy zatem stosowác inne metody pozwalające znaleźć strukturę jednostki o

poszukiwanych parametrach.

3.2 Algorytm automatycznej generacji jednostek arytmetycznych

Dla danego modułu i działania możliwe są ró̇zne realizacje układu w strukturze podanej na rys. 3.1.

Dokładne oszacowanie parametrów podczas projektowania układu jest jednak niezmiernie trudne. W

trakcie projektowania układu konieczne jest więc wielokrotne wprowadzanie zmian i sprawdzanie ich

skutków. Korzystne jest więc zautomatyzowanie tego procesu pozwalające na odciążenie projektanta,

przyspieszenie procesu projektowania i uniknięcie błędów.

Idea proponowanego algorytmu generowania jednostek mnożenia akumulacyjnego modulo pole-

ga na utworzeniu podzbioru możliwych konfiguracji układu, oszacowaniu parametrów powstałych

jednostek i wybraniu tej o poszukiwanych parametrach. W algorytmie badane są jedynie te jednost-

ki, których struktura podlega ograniczeniom wybranym na podstawie poszukiwanych parametrów.

Pozwala to wyeliminowác na samym początku struktury o charakterystykachAT znacznie ró̇znią-

cych się od poszukiwanych. Dla pozostałych jednostek przeprowadzany jest następnie pełny proces

implementacji, po czym wybierane jest rozwiązanie o parametrach najbli̇zszych poszukiwanym.

Generowanie zbioru możliwych konfiguracji składa się z dwóch etapów. W pierwszymkroku

tworzone są konfiguracje układu wytwarzania iloczynów cz˛ésciowych i odpowiadające im struktury

sumatora wstępnego. Drugi etap obejmuje konstrukcję wszystkich mȯzliwych generatorów wyniku

dla uzyskanych szerokości wektorów wyj́sciowych sumatora wstępnego. Następnie z każdym zesta-
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wem generatora iloczynów częściowych i sumatora wstępnego łączone są wszystkie struktury gene-

ratora wyniku operujące na wektorze o szerokości równej szerokósci sumy iloczynów czę́sciowych.

Po utworzeniu dopuszczalnych konfiguracji jednostek arytmetycznych są one sortowane względem

wybranego kryterium, którym mȯze býc zajmowany obszarA, wprowadzane opóźnienieT lub je-

den z iloczynówAT czyAT 2. Posortowanie wyników umȯzliwia szybkie wytypowanie podzbioru

jednostek o zbli̇zonych parametrach.

3.2.1 Układ wytwarzania iloczynów czę́sciowych i sumator wstępny

Skonstruowanie układu wytwarzania iloczynów częściowych i sumatora wstępnego wymaga podję-

cia dwóch decyzji okréslających strukturę tych bloków. Pierwszą z nich jest sposób podziału na pola

bitowe wektorówX∗ i Y∗ reprezentujących czynniki. Druga decyzja dotyczy wyborumetody wy-

twarzania iloczynu czę́sciowegoσjk dla kȧzdej pary pól wydzielonych z wektorówX∗ i Y∗. Obie te

decyzje okréslają tak̇ze strukturę sumatora wstępnego, która zależy od postaci iloczynówσjk.

Dla zadanego modułuM∗ i liczby l dodatkowych składnikówZ i
∗, liczba mȯzliwych szerokósci

wektora sumyH może osiągną́c najwẏzej m∗ = ⌊log2(M∗)⌋ + 1 wartósci: odm∗ bitów do 2m∗

bitów. Poniewȧz struktura generatora wyniku zależy od szerokósci wektora sumyH, więc liczba

możliwych konfiguracji generatora jest funkcją zakresu możliwych szerokósci tego wektora. Liczba

możliwych konfiguracji układu wytwarzania iloczynów częściowych i sumatora wstępnego może

znacznie przekroczyćm∗. Celowe jest zatem oszacowanie szerokościH dla wygenerowanych struktur

układu wytwarzania iloczynów częściowych i sumatora wstępnego.

Wynikiem algorytmu generowania układu wytwarzania iloczynów czę́sciowych i sumatora wstęp-

nego są więc dwa zbiory. Pierwszy z nich zawiera wybrane konfiguracje wymienionych bloków, w

drugim znajdują się szerokości wektoraH będącego wyjściem sumatora wstępnego. Konfiguracje

układu wytwarzania iloczynów częściowych i sumatora wstępnego są jednoznacznie opisane za po-

mocą zdefiniowanych w rozdz. 3.1 wektorówa i b oraz macierzyc. Wektorya i b opisują sposób

podziału wektorówX∗ i Y∗ na pola bitowe. Macierzc opisuje sposób obliczania iloczynówσjk dla

wszystkich kombinacji pól bitowych wydzielonych zX∗ i Y∗. Zbiór konfiguracji układu wytwarza-

nia iloczynów czę́sciowych i sumatora wstępnego oznaczony jest jako zbiórΥ = {(a,b, c)}. Zbiór

możliwych szerokósci wektoraH jest oznaczony przeẑH.

Pierwszym krokiem algorytmu jest znalezienie wszystkich możliwych podziałów wektoram∗–
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bitowego na pola o szerokości minimum 2 bity. W drugim kroku, dla znalezionych podziałów two-

rzone są kombinacje dwuelementowe z powtórzeniami opisujące podziały wektorówX∗ i Y∗. Trzeci

etap algorytmu obejmuje wybranie metody obliczania iloczynów czę́sciowychσjk dla wszystkich

kombinacji pól bitowych okréslonych przez sposób podziału wektorówX∗ i Y∗. Ostatnim krokiem

jest zbudowanie mȯzliwych struktur sumatora wstępnego i znalezienie zbioruszerokósci wektoraH.

Formalny zapis kompletnego algorytmu generowania układu wytwarzania iloczynów czę́sciowych i

sumatora wstępnego przedstawia alg. 7.

Algorytm 7 Algorytm generowania wybranych konfiguracji układu wytwarzania iloczynów czę́scio-

wych i sumatora wstępnego
Dane wej́sciowe: M∗, l

1: generuj zbiórΓ(m∗) = {Γi} kompozycjim∗ nie zawierających składników 1

2: for j = 0 to |Γ(m∗)| do

3: a = Γj

4: for k = 0 to |Γ(m∗)| do

5: b = Γk

6: Znajdź elementyc według równania (3.40)

7: Dopisz(a,b, c) do zbioruΥ

8: Znajdź szerokósć sumyH dla utworzonego układu

9: Jésli obliczona szerokósć nie nalėzy do zbioruĤ, dopisz ją do zbiorûH

10: end for

11: end for

12: return Υ, Ĥ

Układ wytwarzania iloczynów czę́sciowych

Podziały wektoram∗–bitowego są opisane za pomocą kompozycji liczbym∗ nie zawierających skład-

ników 1 (rozdz. 2.2.1, str. 45). Po znalezieniu zbioruΓ(m∗) zawierającego kompozycjem∗, kolejnym

krokiem algorytmu jest utworzenie par wektorówa, b jako dwuelementowych kombinacji z powtó-

rzeniami elementów zbioruΓ(m∗). Następnie dla kȧzdej parya, b wybierane są metody obliczania

poszczególnych iloczynów częściowychσjk.

W celu zmniejszenia liczby konfiguracji układu, metoda obliczaniaσjk jest uzalėzniona od szero-
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kości pól, dla których dany iloczyn jest obliczany. Pozwala tona wyeliminowanie najbardziej kosz-

townych struktur na początku algorytmu. Kryterium wyborumetody wytwarzania iloczynów częścio-

wych jest szerokósć pól, dla których dany iloczyn jest obliczany. Dla małych szerokósci stosowane

są pamięci ROM, dla du̇zych szerokósci tánszym rozwiązaniem jest układ mnożenia2 · k bitów. W

proponowanym rozwiązaniu układ mnożenia2 · k lub 3 · k bity jest wybierany tylko wtedy, gdy jedno

z pól ma szerokósć 2 lub 3 bity, a drugie co najmniejK bitów. Dla uproszczenia procedury w opi-

sywanym rozwiązaniu przyjętoK = m∗. W pozostałych przypadkach stosowana jest pamięć ROM.

Funkcja okréslająca wartósci elementów macierzyz wynosi więc

χ(aj , bk) =







1 dla (aj ∈ [2, 3] ∩ bk ≥ K) ∪ (bk ∈ [2, 3] ∩ aj ≥ K)

0 w pozostałych przypadkach
. (3.40)

Uzasadnieniem tej decyzji są trzy argumenty. Po pierwsze,matryce mnȯzące operandy dowolnej

szerokósci składają się z układów mnożenia2 · k bitów oraz sumatorów CPA, tak więc po dodaniu

sumatora wstępnego przypadki te powstają automatycznie. Po drugie, pominięcie pamięci ROM dla

szerokich pól nie wpływa na zmniejszenie liczby użytecznych układów ze względu na wyelimino-

wanie jedynie rozwiązán o du̇zym obszarze. Po trzecie, stosowanie układów mnożenia2 · k bitów

dla wąskich pól jest w du̇zej czę́sci przypadków nieefektywne ze względu na możliwość znacznego

zwiększenia szerokości wektoraH i w konsekwencji złȯzonósci generatora wyniku. Przykładem mo-

że býc obliczenie iloczynu czę́sciowego dla pól zawierających dwa najstarsze bityX∗ i Y∗. W tym

przypadku lepszym rozwiązaniem jest zastosowanie pamięci ROM, w której przy porównywalnym

obszarze mȯzna zredukowác wartósć iloczynu czę́sciowego moduloM∗.

Sumator wstępny i oszacowanie szerokości sumy iloczynów czę́sciowych

Struktura sumatora wstępnego jest określona przez postać iloczynówσjk, która zalėzy od wyzna-

czonych dotychczas elementów zbioruΥ = {(a,b, c)}. Sumator wstępny jest konstruowany według

alg. 4 opisanego w rozdz. 3.1.2 na str. 96. Następnie, dla każdego sumatora wstępnego obliczana jest

szerokósć wektora sumyH. Obliczone szerokósci są dopisywane do zbiorûH.

Szerokósć wektora zalėzy od maksymalnej wartości sumyH. Maksymalna wartósćH jest ogra-

niczona od góry przez sumę maksymalnych wartości wszystkich iloczynówσjk i składnikówZ i
∗.

Maksymalne wartósci składnikówZ i
∗ wynosząM∗ − 1. W ten sam sposób określone są maksymalne

wartósci tych iloczynów czę́sciowych, które są wytwarzane za pomocą pamięci ROM. Dlailoczynów
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czę́sciowych obliczanych za pomocą układów mnożących wartóscią maksymalną jest liczba repre-

zentowana przez wektor zawierający same "1".

Obliczony według powẏzszej reguły zakres wartości szerokósci wektoraH wynosi[m∗, 2 ·m∗ +

log2(l + 1)]. Minimum równem∗ występuje dlal = 0 i pojedynczego iloczynu częściowego obli-

czonego za pomocą pamięci ROM adresowanej złożeniem całych wektorówX∗ i Y∗. Maksymalna

szerokósć H oznacza liczbę bitów wymaganą w przypadku, gdy wszystkieiloczyny czę́sciowe są

wytwarzane za pomocą układów mnożących2 · k lub 3 · k bitów.

Rzeczywista maksymalna wartość H może býc mniejsza od oszacowania przyjętego jako suma

wartósci maksymalnych wszystkich składników. Wynika to z nieliniowości funkcji realizowanych

przez pamięci ROM oraz ograniczonego zbioru wartości argumentówX∗ i Y∗. Poniewȧz X∗ i Y∗ są

ograniczone do przedziału[0,M∗), może się zdarzýc, że kombinacje bitów wymagane do wymusze-

nia wartósci maksymalnych dla wszystkich iloczynów częściowych są poza zakresem wartościX∗

i Y∗. Szczególnie widoczne jest to w przypadku, gdy część iloczynów czę́sciowych jest wytwarza-

na za pomocą pamięci ROM, a część za pomocą układów mnożących. Wymuszenie maksymalnych

wartósci na wyj́sciach układów mnȯzących wymaga podania na ich wejścia słów zawierających sa-

me "1". Dla pamięci ROM wymagane są zupełnie inne kombinacje, zalėzne od wag poszczególnych

bitów i modułuM∗. Co więcej, jest mȯzliwa sytuacja, w której dla zadanych wag bitów adresowych

niemȯzliwe jest otrzymanie liczby, której reszta moduloM∗ wynosiM∗−1. Niestety, dokładne osza-

cowanie maksymalnej wartościH wymaga sprawdzenia wszystkich kombinacji wartości operandów

wejściowych, co jest niezwykle kosztowne.

3.2.2 Generator wyniku

Po wyznaczeniu elementów zbiorûH można wygenerowác wszystkie wymagane struktury generatora

wyniku. Struktura generatora wyniku zależy od sposobu podziału wektoraH na pola, który jest́scísle

zalėzny od szerokósci tego wektora. Dopasowanie poszczególnych struktur generatora wyniku do

odpowiedniego sumatora wstępnego dokonywane jest na podstawie szerokósci wektoraH łączącego

te bloki.

Konfiguracja pojedynczego generatora wyniku jest zdefiniowana przez sposoby podziałów na pola

bitowe wektorów wej́sciowych kolejnych reduktorów w kaskadzie. Znając sposóbpodziału wektora

wejściowego danego reduktora można jednoznacznie określić jego strukturę na podstawie alg. 6 ze
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str. 107. Sposób podziału wektora wejściowegoi–tego reduktora jest opisany wektoremdi. Kolejne

wektorydi tworzą macierzD opisującą strukturę kompletnej kaskady reduktorów modulo. Wektory

di są tak dobierane, aby liczby wyjściowe kolejnych reduktorów modulo w kaskadzie tworzyły ciąg

malejący zbiėzny do liczby mniejszej od4 ·M∗.

Wszystkie wygenerowane konfiguracje generatora wyniku sąopisane za pomocą zbioruΛ: {λ =

(D)} macierzy opisujących kaskady reduktorów modulo. Dla każdej szerokósci ze zbioruĤ może

powstác wiele macierzyD opisujących ró̇zne struktury kaskady.

Algorytm konstruowania struktur generatora wyniku

Zadaniem algorytmu konstruowania generatora wyniku (alg.8) jest zbudowanie kaskad reduktorów

modulo zakónczonych subtraktorem warunkowym. Wejściem kaskad jest wektorH o dopuszczal-

nych szerokósciach zapisanych w zbiorzêH. Konstrukcja kaskad dla zadanej szerokości (alg. 9) jest

zrealizowana za pomocą kolejnych iteracji odpowiedzialnych za utworzenie mȯzliwych konfiguracji

reduktorów modulo na tym samym poziomie kaskady. Iteracja jest kontynuowana do momentu, w

którym maksymalne wartósci liczb wyj́sciowych wszystkich wygenerowanych reduktorów modulo

są mniejsze od4 ·M∗. Po zakónczeniu czę́sci iteracyjnej algorytmu kȧzda kaskada reduktorów jest

uzupełniana o subtraktor warunkowy. Subtraktor zawiera zestaw komparatorów, których liczba zależy

od maksymalnej wartósci liczby wyj́sciowej ostatniego reduktora kaskady.

Algorytm 8 Algorytm automatycznej generacji wszystkich konfiguracjigeneratora wyniku

Dane wej́sciowe: Zbiór Ĥ zawierający szerokości wektorów wyj́sciowych sumatorów wstępnych

1: for i = 1 to
∣
∣
∣Ĥ
∣
∣
∣ do

2: if ĥi ≥ m∗ + 3 then

3: Generuj dla zadanej szerokości ĥi zestaw wszystkich mȯzliwych konfiguracji kaskad reduk-

torów modulo zgodnie z alg. 9

4: Wszystkie otrzymane konfiguracje dopisz do zbioruΛ

5: else

6: Dopisz do zbioruΛ macierzD zawierającą wektord0 = (ĥi)

7: end if

8: end for

9: return Λ
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Istotną operacją w alg. 9 jest znalezienie wszystkich struktur pojedynczego reduktora modulo

dla zadanej szerokości wektora wej́sciowego (linie 1 i 13). Struktura reduktora jest jednoznacznie

okréslona przez wektordi opisujący sposób podziału wektora wejściowego na pola bitowe. Poszcze-

gólne elementy wektoradi muszą býc tak dobrane, aby lemat 3.1.3 ze str. 103 był spełniony, czyli

di
0 ∈ [m∗ − 1, m∗ + 1] i di

j ≥ 3 dla j > 0. Górne ograniczenie wartości di
j nie jest wymagane

dla zapewnienia poprawności działania układu. Ma ono jednak istotny wpływ na złożonósć całego

układu.

Wszystkie układy prezentowane w niniejszej pracy są projektowane pod kątem FPGA. Pamię-

ci ROM są tam z reguły budowane z wykorzystaniem elementarnych pamięci o małej pojemności

(ang. Look–Up Tables, LUT). Używanie pamięci adresowanej słowem szerszym niż adres pojedyn-

czej pamięci elementarnej wymaga konstruowania układu zawierającego dodatkowe elementy. Liczba

wykorzystanych LUT zalėzy wykładniczo od szerokości adresu pamięci, którą należy zaimplemento-

wać. W układach rodziny Spartan 2/Virtex tablice LUT mają pojemnósć 16×1 bitów. Wynika stąd,̇ze

zbudowanie pamięci adresowanej słowem 5–bitowym może wymagác dwupoziomowego układu, któ-

rego opóźnienie będzie znacznie większe od opóźnieniapojedynczej LUT. Liczba wykorzystanych

LUT może býc dwukrotnie większa, niż dla pamięci adresowanej słowem 4–bitowym. Zatem, używa-

nie pamięci adresowanych słowem 5–bitowym wiąże się ze znacznym wzrostem kosztów w stosunku

do pamięci adresowanych słowem 4–bitowym. Dla szerszych słów adresowych koszty wzrastają wy-

kładniczo. Z tego powodu w algorytmach konstrukcji reduktora modulo przyjęto ograniczenie mak-

symalnej szerokósci póldi
j dla j > 0 równe szerokósci adresu LUT, czyli 4 bity.

Ograniczenie maksymalnej szerokości pola do 4 bitów powoduje,̇ze jedynymi dopuszczalnymi

szerokósciami póldi
j są 3 lub 4 bity. Pola te są adresami pamięci ROM, których obszar i wprowadza-

ne opóźnienie są praktycznie niezależne od ich zawartósci. Kolejnósć pól wydzielonych z wektora

wejściowego reduktora modulo nie ma więc większego znaczenia. Można więc przyją́c, że jedynymi

interesującymi strukturami reduktora modulo są układy opisane przez wektoryd, dla których

d0 + 3 · k3 + 4 · k4 = ĥ, (3.41)

gdziek3 oznacza liczbę elementówdj równych 3, ak4 oznacza liczbę elementówdj = 4. Kolejnósć

elementówdj dlaj > 0 można przyją́c dowolną, czyli np. elementy o wyższych indeksach przyjmują

wartósć 4, a pozostałe 3. Podejście to pozwala na szybkie wyznaczenie możliwych sposobów podziału

wektora o szerokósci ĥ, poniewȧz rozwiązania (3.41) mȯzna znaleź́c za pomocą algorytmu Euklidesa.
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Algorytm 9 Algorytm generacji wszystkich kaskad reduktorów dla zadanej szerokósci ĥ

Dane wej́sciowe: Szerokósć ĥ

1: Za pomocą alg. Euklidesa znajdź wszystkie struktury pojedynczego reduktora modulo dla zada-

negoĥ i zapisz je do zbioruΛtmp1

2: repeat

3: Λtmp2 = ∅
4: for D równego kolejnym kaskadom zΛtmp1 do

5: if wartósć maksymalna liczby wyjściowej kaskadyD < 4 ·M∗ then

6: DopiszD do zbioru wynikowegoΛw

7: else

8: DopiszD do zbioruΛtmp2

9: end if

10: end for

11: Λtmp1 = ∅
12: for D równego kolejnym kaskadom zΛtmp2 do

13: Za pomocą alg. Euklidesa znajdź wszystkie struktury pojedynczego reduktora modulo dla

wektora wyj́sciowego kaskady opisanej przezD

14: for wszystkich wygenerowanych reduktorówdo

15: Dodaj biėzący reduktor na koniec kaskadyD i wynik dopisz doΛtmp1

16: end for

17: end for

18: until Λtmp2 6= ∅
19: return Λw

Procedura wyznaczania wszystkich struktur reduktora modulo dla zadanej szerokości ĥ może więc

zostác zaimplementowana bardzo prosto. Wystarczy dla wszystkich wartósci d0 ∈ [m∗ − 1, m∗ + 1]

znaleź́c rozwiązania spełniające (3.41).

Po utworzeniu wszystkich kaskad reduktorów modulo należy kȧzdą z nich uzupełnić subtraktorem

warunkowym odejmującym odpowiednią krotność M∗. Subtraktor warunkowy składa się ze zbioru

komparatorów sterujących sumatorem z pamięcią przedstawionym na rys. 3.5 na str. 99. Ograniczenie

wartósci liczby wyj́sciowej kaskady modulo powoduje,że wymaganą krotność mȯzna znaleź́c za
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pomocą maksymalnie 3 komparatorów. Wyjścia komparatorów mȯzna zatem podác bezpósrednio na

trzy wej́scia adresowe pamięci ROM w sumatorze z pamięcią.

Konstrukcja subtraktora warunkowego jest określona wyłącznie przez maksymalną wartość licz-

by wyjściowej kaskady sumatorów. Z powodu jej prostoty można więc zrezygnowác z jakichkolwiek

dodatkowych metod reprezentacji subtraktora warunkowego. Wystarczy posiadác informację o mak-

symalnej wartósci liczby wyj́sciowej kaskady reduktorów i na tej podstawie użyć jednego z kilku

predefiniowanych subtraktorów.

3.2.3 Kompletna jednostka arytmetyczna

Struktura jednostki arytmetycznej powstaje w wyniku połączenia struktur układu wytwarzania iloczy-

nów czę́sciowych i sumatora wstępnego z odpowiednimi generatorami wyniku. Struktury układu wy-

twarzania iloczynów czę́sciowych i sumatora wstępnego są opisane elementami zbioruΥ: {(a,b, c)}.

Struktury generatora wyniku są opisane elementami zbioruΛ: {(D)}. Do pełnego opisu kompletnej

jednostki wymagana jest znajomość struktur opisanych zbioramiΥ i Λ. Zbiór wszystkich struktur jed-

nostek arytmetycznych jest oznaczony przezΩ = {(a,b, c,D)}. Elementy zbiorówΥ i Λ są łączone

na podstawie szerokości wektora łączącego opisywane przez nie podukłady.

Algorytm 10 Algorytm automatycznej generacji kompletnych jednostek arytmetycznych
Dane wej́sciowe: M∗, l

1: Generuj według alg. 7 zbioryΥ, Ĥ opisujące konfiguracje układu wytwarzania iloczynów czę-

ściowych i sumatora wstępnego

2: Na podstawieĤ generuj według alg. 8 zbiórΛ opisujący konfiguracje generatora wyniku

3: for υ reprezentującego kolejne elementyΥ do

4: for λ reprezentującego kolejne elementyΛ do

5: if szerokósć wektora wyj́sciowegoυ jest równa szerokósci wektora wej́sciowegoλ then

6: Dopisz do zbioruΩ połączenie układówυ i λ

7: end if

8: end for

9: end for

10: Sortuj zbiórΩ według wybranego kryterium

11: return Ω
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Algorytm tworzenia struktur kompletnej jednostki arytmetycznej (alg. 10) sprowadza się do znale-

zienia wszystkich odpowiadających sobie par elementów zbioruΥ i Λ. Po wygenerowaniu wszystkich

struktur obliczane są ich parametry AT przy pomocy wzorów (3.22)-(3.25). Następnie zbiór rozwią-

zán jest sortowany według wybranego kryterium, którym może býc zajmowany obszarA, wprowa-

dzane opóźnienieT lub jeden z iloczynówAT lub AT 2. Posortowanie wyników umȯzliwia łatwy

wybór podzbioru jednostek o poszukiwanych parametrach.

3.2.4 Złȯzonósć obliczeniowa

Zadaniem alg. 10 jest wygenerowanie zestawu jednostek arytmetycznych i okréslenie ich charaktery-

styk AT. Złożonósć obliczeniowa algorytmu mȯze býc więc opisana liczbą tworzonych konfiguracji

jednostek arytmetycznych. Głównymi czynnikami wpływającymi na złȯzonósć algorytmu są zatem

liczba mȯzliwych konfiguracji bloku złȯzonego z układu wytwarzania iloczynów częściowych i su-

matora wstępnego oraz liczba możliwych konfiguracji generatora wyniku.

Liczba konfiguracji układu wytwarzania iloczynów czę́sciowych

Wszystkie konfiguracje układu wytwarzania iloczynów częściowych i sumatora wstępnego zawarte są

w zbiorzeΥ. Każdy element zbioruΥ powstaje w wyniku wyboru sposobu podziału operandów wej-

ściowych i metody generowania iloczynów częściowych. Poniewȧz metoda wytwarzania iloczynów

czę́sciowych zalėzy od szerokósci pól, dla kȧzdej pary podziałów operandów wejściowych istnieje

tylko jedna metoda generowania iloczynów częściowych. Z tego powodu moc zbioruΥ zalėzy wy-

łącznie od liczby mȯzliwych podziałów wektora o szerokościm∗ = ⌊log2(M∗)⌋ + 1 bitów. Sposoby

podziału są opisane przez zawarte w zbiorzeΓ(m∗) kompozycje liczbym∗ nie zawierające skład-

ników 1. Elementy zbioruΥ powstają w wyniku kombinacji dwuelementowych z powtórzeniami

elementów zbioruΓ(m∗), tak więc ich liczba jest okréslona jako

|Υ| =
|Γ(m∗)| · (|Γ(m∗)| + 1)

2
. (3.42)

Zgodnie z (2.27), moc zbioruΓ(m∗) zalėzy wykładniczo odm∗, stąd liczba mȯzliwych konfigura-

cji bloku złożonego z układu wytwarzania iloczynów częściowych i sumatora wstępnego jest rzędu

O(φ2m∗) dlaφ = 1+
√

5
2

.
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Liczba konfiguracji kompletnych jednostek

Okréslenie liczby mȯzliwych konfiguracji generatora wyniku jest dość trudne. Liczba ta zależy za-

równo od liczby mȯzliwych szerokósci ĥ ∈ Ĥ wektora wyj́sciowego sumatora wstępnego, jak i od

wartósci tych szerokósci. Wartósć szerokósci ĥ jest zalėzna od metody wytwarzania iloczynów czę-

ściowych oraz od konstrukcji kaskady sumatorów w sumatorzewstępnym, która ulega modyfikacji

dla modułów o małym okresie potęg 2 moduloM∗. Dodatkowo, dla danej szerokości ĥ możliwości

konstrukcji generatora wyniku są́scísle związane z ograniczeniem na rozmiar póldi
j, dla których

obliczane są reszty moduloM∗. Z powẏzszych względów dokładne zależnósci opisujące liczbę mȯz-

liwych konfiguracji kompletnej jednostki arytmetycznej nie są znane.
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Rysunek 3.6. Liczba mȯzliwych konfiguracji jednostki modulo w funkcji szerokości modułum∗ =

⌊log2(M∗)⌋ + 1 dla l = 1.

Złożonósć obliczeniowa kompletnego algorytmu może jednak býc oszacowana ze stosunkowo

niewielkim błędem. Nalėzy zauwȧzyć, że dla załȯzonych ograniczén nadi
j dla j > 0 liczba mȯzli-

wych struktur generatora wyniku dla szerokości ĥ < 30 nie przekracza kilkunastu, dodatkowo dla

wielu wartósci ĥ jest ona du̇zo mniejsza. W związku z tym złożonósć całego algorytmu mȯze býc

przybliżona z dokładnóscią do rzędu wielkósci liczbą mȯzliwych konfiguracji układu wytwarzania

iloczynów czę́sciowych. Na rys. 3.6 przedstawiono zależnósć liczby konfiguracji układu wytwarzania

iloczynów czę́sciowych oraz liczby wszystkich wygenerowanych konfiguracji kompletnej jednostki

arytmetycznej od szerokości modułu. Dane dla wykresu uzyskano poprzez wygenerowanie jednostek
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dla 10 wartósci modułuM∗ dla kȧzdej szerokósci m∗. Wartósci M∗ rozmieszczono równomiernie

po całym przedziale(2m∗−1, 2m∗). Można zauwȧzyć, że dla pokazanego zakresu modułów liczba

konfiguracji kompletnego układu jest co najwyżej 2-3 krotnie większa od liczby konfiguracji układu

wytwarzania iloczynów czę́sciowych. Poniewȧz liczba układów wytwarzania iloczynów częściowych

zalėzy od|Γ(m∗)|2, wobec tego złȯzonósć całego algorytmu jest rzęduO(φ2·m∗).

3.3 Podsumowanie

Zaproponowana ramowa struktura jednostek arytmetycznychpozwala na implementację dowolnej

kombinacji mnȯzenia i dodawania modulo. Zasadniczą zaletą rozwiązania w porównaniu z dotych-

czasowymi układami jest wyeliminowanie pamięci ROM o dużej pojemnósci na rzecz efektywne-

go wykorzystania podstawowych elementów konstrukcyjnychdostępnych w nowoczesnych FPGA.

Dzięki temu zaprojektowana struktura umożliwia skonstruowanie jednostki arytmetycznej o obszarze

zalėznym od kwadratu szerokości modułu i opóźnieniu zależnym od logarytmu z szerokości modułu.

Jako przykład jednostki o nowej strukturze można przeanalizowác pokazany na rys. 3.7 jeden z

możliwych układów dlaM∗ = 109. Pierwszym stopniem jednostki jest zbiór trzech układów mnożą-

cych obliczających 9–bitowe iloczyny częściowe powstałe poprzez wymnożenie wektoraY∗ oraz pól

wektoraX∗. Iloczyny te oraz dodatkowy składnikZ∗ są sumowane za pomocą kaskady sumatorów

RCA. Poniewȧz na kȧzdym poziomie drzewa liczba operandów jest redukowana o połowę, wyma-

gana jest kaskada dwupoziomowa. Sygnałem wyjściowym drzewa sumatorów jest 14–bitowy wektor

reprezentujący sumęH.

Z powodu ograniczén sprzętowych maksymalna wartość argumentu subtraktora warunkowego

nie powinna przekraczać 4 ·M∗. Poniewȧz zakres wartósci sumyH jest znacznie większy, kolejny

stopién układu dokonuje redukcjiH do 9–bitowej sumyV . Wyższa czę́sć wektoraH jest dzielona

na dwa pola, 3– i 4–bitowe, dla których wyznaczane są resztymodulo109 za pomocą pamięci ROM.

Pamię́c zawierająca reszty dla pola 3–bitowego jest wbudowana w sumator RCA. Obliczony sygnał

V jest podawany na wejście subtraktora warunkowego złożonego z komparatorów porównujących ze

stałymi 108 i 217 i sumatora. Zadaniem komparatorów jest sygnalizacja zakresu wartościV. Na rys.

3.7 komparatory wytwarzają dwa sygnały:V > 108 i V > 217. Sygnały te są podawane na wejście

pamięci ROM zawierającej stałe0, −109 i −218 w kodzieU2 dodawane doV. Po odjęciu takiej

krotnósci 109 odV , aby otrzymany wynik nalėzał do zakresu[0, 108], jest on równy poszukiwanej
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Rysunek 3.7. Przykład jednostki arytmetycznej mnożenia akumulacyjnego modulo109.

wartósci |X∗ · Y∗ + Z∗|109 .

Proponowana ramowa struktura jednostek arytmetycznych pozwala na implementację wielu róż-

niących się charakterystykamiAT układów realizujących to samo działanie dla tego samego modułu.

Pozwala to na wybór jednostki o parametrach dostosowanych do pozostałej czę́sci systemu, dzięki

czemu w wielu przypadkach można unikną́c stosowania rozwiązań o największym obszarze bądź

opóźnieniu. Z drugiej strony, duża liczba rozwiązán komplikuje algorytmy wyszukiwania jednostek

o wymaganych parametrach.

Zaprojektowana struktura jednostek arytmetycznych składa się z trzech bloków połączonych ka-

skadowo. Struktura i parametry poszczególnych bloków zależą od decyzji podjętych przy konstrukcji

bloków poprzedzających. Utrudnia to znacznie poszukiwania układów o załȯzonych parametrachAT ,

tym bardziej,że formuły opisujące obszar i opóźnienie pojedynczego bloku są dósć skomplikowane.

Dodatkowo, struktura jednostki jest określona przez kombinacje kompozycji liczby bitów wektorów
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wejściowych. Poniewȧz liczba kompozycji zalėzy wykładniczo od liczby bitów argumentów, wraz ze

wzrostem szerokósci argumentów liczba możliwych konfiguracji jednostki arytmetycznej rośnie bar-

dzo szybko. Konieczne jest więc znalezienie metody pozwalającej na szybkie i wygodne wytypowa-

nie struktury jednostki o załȯzonych parametrach. Ze względu na dużą liczbę mȯzliwych rozwiązán,

znalezienie struktury optymalnej może býc niezmiernie trudne. Z drugiej strony, duża liczba struktur

powoduje,̇ze istnieje liczna grupa układów o parametrach zbliżonych do poszukiwanych.

Aby skrócíc czas poszukiwania wybranej jednostki i odciążyć projektanta zaproponowano algo-

rytm automatycznej generacji układu o parametrachAT mieszczących się w zadanych granicach.

Zaprezentowany algorytm umożliwia wygenerowanie i oszacowanie charakterystykAT jednostek

arytmetycznych modulo o strukturze przedstawionej na rys.3.1. Poprzez ograniczenie maksymalnej

pojemnósci pamięci ROM w układzie wytwarzania iloczynów częściowych i generatorze wyniku nie

są konstruowane jednostki o dużym obszarze. Dla wszystkich utworzonych jednostek są następnie

szacowane ich charakterystykiAT , co umȯzliwia wstępny wybór grupy układów o poszukiwanych

parametrach. Wybrana grupa układów jest następnie implementowana w docelowym układzie FPGA

i na podstawie raportów po syntezie typowany jest układ o najlepszych charakterystykachAT .

Poniewȧz w algorytmie konieczne jest sprawdzenie liczby struktur zalėznej od liczby kompo-

zycji szerokósci operandów, złȯzonósć algorytmu jest wykładnicza. Dla modułów o szerokościach

do kilkunastu bitów liczba kombinacji nie przekracza jednak 105, co pozwala na szybkie uzyskanie

wyników. Dla szerokich operandów wejściowych nalėzy zastosowác inne ograniczenia na strukturę

UWIC ze względu na wzrost złożonósć jednostek arytmetycznych, w których iloczyny częściowe są

obliczane za pomocą pamięci ROM.
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Rozdział 4

Implementacja

W rozdziale zaprezentowano rezultaty eksperymentów dotyczących implementacji układów arytme-

tyki resztowej w FPGA i wspomagania obliczeń w algorytmach óswietlenia globalnego. Wszystkie

testy zostały przeprowadzone na komputerze wyposażonym w 1 GB pamięci RAM i procesor AMD

AthlonTM64 taktowany zegarem 2,5 GHz z zainstalowanym systemem Windows XP. W pierwszej czę-

ści przedstawiono sposób implementacji algorytmu automatycznego generowania resztowych jedno-

stek arytmetycznych. Druga część zawiera analizę parametrów resztowych jednostek arytmetycznych

i ich porównanie z dotychczasowymi rozwiązaniami. W części trzeciej zaprezentowano parametry

resztowych kanałów obliczeniowych skonstruowanych z użyciem HRNS zaproponowanych w rozdz.

2.3. W ostatniej czę́sci zawarto wyniki implementacji układów sprzętowego wspomagania AOG z

wykorzystaniem arytmetyki resztowej.

4.1 Algorytm automatycznej generacji jednostek arytmetycznych

Zaprezentowany w rozdz. 3.2 algorytm automatycznej generacji resztowych jednostek arytmetycz-

nych (alg. 10, str. 129) został zaimplementowany w języku C++. Powstały kod mȯzna skompilowác

zarówno wśrodowisku Visual Studio 2005, jak i kompilatorem g++.

Program generujący jednostki arytmetyczne tworzy ich opis w języku VHDL. Opis ten jest na-

stępnie jest implementowany w układzie FPGA XC2S200-6FG456 z u̇zyciem środowiska Xilinx

ISE Foundation 7.1i. Dodatkowo dla każdej wygenerowanej jednostki tworzony jest model zawie-

rający pobudzenia testujące (ang.testbench). Model testujący pozwala automatycznie zweryfikować

poprawnósć działania za pomocą symulatora ModelSim XE III 6.0a. Całyproces generowania i im-
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plementacji jednostek jest realizowany za pomocą zestawuskryptów dokonujących automatycznej

generacji, weryfikacji i implementacji układów dla zadanych parametrówM∗ i l. Zadaniem u̇zytkow-

nika jest jedynie wybór najbardziej odpowiedniego rozwiązania.

Zaproponowany algorytm generacji jednostek arytmetycznych modulo miał ułatwíc eksperymen-

ty dotyczące wyboru modułów dla resztowego systemu liczbowego u̇zywanego do zwiększenia prze-

pustowósci układów mnȯzenia akumulacyjnego używanych w algorytmach oświetlenia globalnego.

Poniewȧz zakres dynamiczny poszukiwanego RNS nie przekracza kilkudziesięciu bitów, rozmiar po-

jedynczego modułu został ograniczony do 16 bitów. Ograniczenie to pozwala na u̇zycie 32-bitowych

liczb do reprezentacji wyników obliczeń pósrednich w prototypowym programie, co bezpośrednio

przekłada się na wysoką szybkość działania oraz łatwósć implementacji. Niestety, uniemożliwia to

wygenerowanie poprawnie działających jednostek dla modułów M∗ ≥ 216.

Algorytm zaprezentowany w rozdz. 3.2 (alg. 10, str. 129) zwraca posortowany zbiór wszystkich

wygenerowanych jednostek, z których każda charakteryzuje się zajmowanym obszaremA oraz opóź-

nieniemT . Charakterystyki u̇zywane w algorytmie nie obejmują narzutu na prowadzenie połączén,

który jest związany z konkretnym narzędziem używanym do syntezy i implementacji w strukturze

FPGA. Wybór najlepszego układu dokonywany jest więc po pełnej implementacji kilku rozwiązán

stanowiących najbliższe sąsiedztwo układu zwróconego przez algorytm jako najlepszy. Liczba do-

datkowych układów jest określana przez u̇zytkownika – w prototypowym rozwiązaniu wielkością

wystarczającą było 10 dodatkowych jednostek.

4.1.1 Implementacja algorytmu

Kompletny proces generowania jednostek składa się z trzech etapów. Pierwszym z nich jest utworze-

nie opisów w języku VHDL jednostek z otoczenia najlepszegorozwiązania okréslonego przez alg.

10. W tym kroku generowane są także pliki zawierające modele testowe używane w kolejnym eta-

pie do weryfikacji poprawnósci działania utworzonych jednostek. Błędy podczas weryfikacji mogą

powstác jedynie w razie niewłásciwej implementacji algorytmu 10. Po weryfikacji modele testowe są

usuwane, po czym przeprowadzany jest proces syntezy i implementacji wszystkich wygenerowanych

układów. Następnie z powstałych raportów są wyodrębniane informacje dotyczące wykorzystania za-

sobów, z których tworzony jest raport końcowy. Na jego podstawie użytkownik dokonuje wyboru

najbardziej odpowiedniej jednostki.
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Efektywny w implementacji opis jednostek w języku VHDL wymaga stosowania konstrukcji ję-

zyka jednoznacznie tłumaczonych na odpowiednie strukturysprzętowe. Dla kȧzdego kompilatora

VHDL istnieje zbiór wzorców umȯzliwiających jednoznaczny opis wielu podstawowych elementów

układów cyfrowych: sumatorów, multiplekserów, przerzutników, pamięci, układów mnȯzących itp.

Większósć elementów u̇zytych do konstrukcji jednostek resztowych zaprezentowanych w rozprawie

może býc opisana za pomocą gotowych konstrukcji dla używanego w rozprawie kompilatora firmy

Xilinx. Wzorzec taki nie został jednak zdefiniowany przez producenta dla sumatora z wbudowaną

pamięcią (rys. 3.5, str. 99).

Sumator z wbudowaną pamięcią wymaga wkomponowania pamięci w tablicę LUT będącą ogni-

wem sumatora RCA. Konieczne jest więc użycie opisu pozwalającego na zmianę funkcji realizo-

wanej przez tablicę LUT w pojedynczym ogniwie sumatora. Może to zostác zrealizowane ró̇znymi

metodami. Sposób używany w pracy jest́scísle związany z u̇zywanym narzędziem, ale pozwala na

prosty, wygodny i czytelny opis. Dzięki temu można unikną́c definiowania sumatora na poziomie

pojedynczych ogniw budowanych z prymitywów dostępnych w stosowanej rodzinie FPGA. Na li-

stingu 4.1 przedstawiono przykład kodu opisującego sumator dodający 7–bitowy wektorX i resztę

R = |y9 · 29 + y8 · 28 + y7 · 27|109 dla 3–bitowego pola. Kod z listingu 4.1 jest implementowanyw

sposób pokazany na rys. 3.5 zarówno przez używaneśrodowisko, jak i jego wczésniejszą wersję

Xilinx ISE Foundation 6.3i.

Listing 4.1. Opis sumatora z wbudowaną pamięcią w języku VHDL

with Y(9 downto 7) s e l e c t

R <= " 0000000 " when " 000 " , −− 0 mod 109 = 0

" 0010011 " when " 001 " , −− 128 mod 109 = 19

" 0100110 " when " 010 " , −− 256 mod 109 = 38

" 0111001 " when " 011 " , −− 384 mod 109 = 57

" 1001100 " when " 100 " , −− 512 mod 109 = 76

" 1011111 " when " 101 " , −− 640 mod 109 = 95

" 0000101 " when " 110 " , −− 768 mod 109 = 5

" 0000010 " when " 111 " , −− 896 mod 109 = 2

" 0000000 " when o thers ;

W <= ( " 0 " & X) + R ;
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Złożonósć zaproponowanego algorytmu generacji resztowych jednostek arytmetycznych jest wy-

kładnicza. Nie stanowi to jednak problemu dla modułów stosowanych w systemach DSP, gdyż dla

modułów o szerokósci kilkunastu bitów czas oczekiwania na wynik pozwala na pracę interakcyj-

ną. Na rys. 4.1 przedstawiono zależnósć czasu wykonania prototypowej implementacji algorytmu od

szerokósci modułu dla danych jak na rys. 3.6. Czas wykonania był mierzony jako liczba cykli proce-

sora AMD odczytywana instrukcjąrdtsc[AMD06]. Przy pomiarach czasu wykonania fragment kodu

odpowiedzialny za kóncowe sortowanie wyników został usunięty. Sortowanie wyników przeprowa-

dzane jest z u̇zyciem algorytmu uogólnionego ze standardowej bibliotekiwzorców (ang. Standard

Template Library, STL) języka C++. Kompilacja została przeprowadzona z wyłączonymi wszystkimi

opcjami kompilatora dotyczącymi optymalizacji. Należy tutaj zaznaczýc, że opisywana implementa-

cja była tworzona z mýslą o sprawdzeniu poprawności koncepcji dla małych modułów, w związku z

czym w wielu punktach jest wysoce nieoptymalna, głównie z powodu nieefektywnego zarządzania

pamięcią i powielania danych. Pomimo tych ograniczeń prototypowy program stanowi wydajne i wy-

godne narzędzie do badań związanych z doborem modułów do resztowych systemów liczbowych w

zastosowaniach DSP.
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Rysunek 4.1. Czas wykonania prototypowej implementacji algorytmu dla ró̇znych modułówM∗ w

funkcji szerokósci modułum∗ = ⌊log2(M∗)⌋ + 1 dla l = 1.
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4.1.2 Parametry generowanych jednostek

Na rys. 4.2 przedstawiono parametry wygenerowanych przez opisywany algorytm jednostek mnoże-

nia akumulacyjnego dlal = 1 oraz kilku wybranych wartósciM∗. Wykresy nie obejmują jednostek o

obszarze większym od 5000 tablic LUT z powodu ograniczeń stosowanych układów FPGA.

Każdy z przedstawionych na wykresach z rys. 4.2 zestawów jednostek wygenerowanych dla poje-

dynczego modułu mȯzna podzielíc na trzy grupy. Pierwsza z nich obejmuje jednostki o minimalnym

obszarze, które na wykresach tworzą poziomą linię położoną najni̇zej. W skład tej grupy wchodzą

układy, w których iloczyny czę́sciowe są tworzone wyłącznie za pomocą matryc mnożących2 · m∗

lub 3 ·m∗ bitów, w związku z czym struktura układu wytwarzania iloczynów czę́sciowych jest jedna-

kowa dla wszystkich elementów grupy. Różnice w długósci ściėzki krytycznej wynikają ze struktury

generatora wyniku.

Druga grupa zawiera jednostki, w których w bloku wytwarzania iloczynów czę́sciowych znajdują

się tak̇ze pamięci ROM o niewielkiej pojemności. Jednostki z tej grupy zajmują obszar bezpośrednio

nad układami z pierwszej grupy i stanowią najliczniejszy podzbiór wszystkich rozwiązań obejmujący

układy, w których oba operandy mnożenia są podzielone na pola.

Ostatnią grupę, zajmującą prawy górny obszar wykresu,tworzą układy zbudowane z pamięci

ROM o du̇zej pojemnósci. W układach tej grupy co najwyżej jeden z operandów mnożenia jest po-

dzielony na pola, z których przynajmniej część jest szersza niż 3 bity, a drugi operand jest traktowany

jako całósć. Jednostki wchodzące w skład tej grupy charakteryzują się zarówno du̇zym obszarem, jak

i opóźnieniem, co powoduje,że żadna z nich nie jest interesująca z punktu widzenia implementacji.

Na rys. 4.2 e) oraz 4.2 f) jednostki z grupy trzeciej pominięto w celu zachowania czytelności wykresu

w użytecznym zakresie.

Przynalėznósć układu o najmniejszym obszarze do grupy pierwszej można dósć łatwo uzasad-

nić. Obszar zajęty przez układ wytwarzania iloczynów częściowych i sumator wstępny jest sumą

obszarów tych bloków. Obszar sumatora iloczynów częściowych zalėzy liniowo od liczby iloczynów

czę́sciowych, poniewȧz na kȧzdy iloczyn wymagany jest jeden sumator CPA. Obszar pojedynczego

układu mnȯzącego2 · k lub 3 · k bitów jest porównywalny z kosztem sumatorak–bitowego. Obszar

układu wytwarzania iloczynów częściowych i sumatora wstępnego zależy od m2
∗

2
lub m2

∗

3
, poniewȧz

układy mnȯzące tej postaci są stosowane wtedy, gdy tylko jeden z operandów jest dzielony na pola.

Dla układu wytwarzania iloczynów częściowych zbudowanego z pamięci ROM liczba tych pamię-
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Opóźnienie [ns]

c)

0
100
200
300
400
500
600
700
800
900

1000

20 25 30 35 40 45 50

O
b

sz
ar

[L
U

T
]
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Rysunek 4.2. Zalėznósć obszaru od opóźnienia dla a)M∗ = 47, b) M∗ = 53, c) M∗ = 67, d)

M∗ = 109, e)M∗ = 509 i f) M∗ = 2039.
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ci oraz obszar sumatora iloczynów częściowych zalėzy od iloczynu licznósci dwóch podziałów. Dą-

żenie do zmniejszenia liczby pól powoduje jednak wykładniczy wzrost obszaru zajmowanego przez

pamięci ROM. Z tego powodu najmniejszy obszar zajmują układy, w których iloczyny czę́sciowe są

wytwarzane dla pól 2 lub 3–bitowych (lematy 3.1.5 i 3.1.6, str. 111). Pamię́c adresowana słowem

4/5–bitowym wymaga 1 lub 2 tablice LUT na bit wyniku, zajmujewięc obszar porównywalny z su-

matorem. Poniewȧz jednak obszar układu wytwarzania iloczynów częściowych i sumatora wstępnego

w tym przypadku zalėzy od
(

m∗

2

)2 ·m∗ lub
(

m∗

3

)2 ·m∗, układy z u̇zyciem pamięci ROM są większe

od struktur zawierających układy mnożenia2/3 ·m∗ bitów.

Analizując parametryAT wygenerowanych jednostek należy zwrócíc uwagę na wȧzną cechę two-

rzonych jednostek pokazaną na rys. 4.3. Dotyczy ona liniowej zalėznósci obszaru zajętego przez

kompletną jednostkę od obszaru układu wytwarzania iloczynów czę́sciowych i sumatora wstępne-

go. Przyczyną takiego stanu jest ograniczenie do 3 lub 4 bitów szerokósci pól starszej części wekto-

rów łączących kolejne reduktory modulo. Ograniczenia tepowodują wyeliminowanie du̇zych pamięci

ROM ze struktury generatora wyniku, dzięki czemu jego rozmiar jest zdecydowanie mniejszy od su-

my obszaru pozostałych bloków. W związku z tym obszar całejjednostki jest zdominowany obszarem

zajętym przez układ wytwarzania iloczynów częściowych i sumator wstępny.
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Rysunek 4.3. Zalėznósć obszaru całej jednostki od obszaru układu wytwarzania iloczynów czę́scio-

wych (UWIC) i sumatora wstępnego (SW) dla a)M∗ = 67 i b) M∗ = 1321.
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Granice parametrówAT

Spósród wszystkich wygenerowanych struktur układu można wybrác zestaw układów o ró̇znej re-

lacji zajmowanego obszaru i wprowadzanego opóźnienia. Parametry wygenerowanych układów są

ograniczone od dołu przez dwa przypadki: układ o najmniejszym obszarze i układ o najmniejszym

opóźnieniu. Na rys. 4.4 i 4.5 przedstawiono zależnósć minimalnego obszaru i długości ściėzki kry-

tycznej w funkcji wartósci modułuM∗. Można zauwȧzyć, że parametry te są podobne w przypadku

jednostek dla modułów tej samej szerokości. Włásciwósć ta jest szczególnie widoczna na rys. 4.4,

niemniej mȯzna ją zaobserwować tak̇ze dla układów z rys. 4.5.
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Rysunek 4.4. Minimalny obszar jednostki w funkcji modułuM∗.

Na rys. 4.6 przedstawiono charakterystykiAT jednostek o najmniejszym obszarze w funkcji sze-

rokości modułu. Rysunek 4.6 a) zawiera zależnósć obszaru zajętego przez najmniejszą jednostkę od

szerokósci modułu. Dla zbadanego zakresu modułów funkcja ta może býc ograniczona od góry przez

22 ·m∗. Dokładniejsza interpolacja prowadzi do wielomianu piątego stopnia postaci

A(m∗) ≈ −0.458 ·m5
∗ +17.083 ·m4

∗− 251.875 ·m3
∗ +1837.916 ·m2

∗− 6616.666 ·m∗ +9524. (4.1)

Warto zauwȧzyć, że najmniejsze układy dla modułów o tej samej szerokości charakteryzują się po-

dobnym obszarem ze względu na wspólne cechy struktury – jedyną ró̇znicą jest postác generatora

wyniku.

Długość ściėzki krytycznej dla układów o minimalnym obszarze przedstawiono na wykresie z

rys. 4.6 b). Nalėzy zwrócíc uwagę na du̇zy rozrzut opóźnién spowodowany ró̇zną liczbą poziomów
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źn

ie
n

ie
[n

s]

M∗

Rysunek 4.5. Minimalna długość ściėzki krytycznej jednostki w funkcji modułuM∗.

generatora wyniku, który w każdym przypadku jest rozwiązaniem o najmniejszym obszarze. Drugą

cechą jednostek o najmniejszym obszarze są podobne wartości opóźnién dla sąsiednich szerokości

modułu. Powodem takiego zachowania jest konieczność użycia układu mnȯzącego3 · k bity dla mo-

dułów o szerokósciach nieparzystych, który to układ3 · k bity wnosi opóźnienie dwukrotnie większe

od układu2 · k bity.
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Rysunek 4.6. Zalėznósć a) obszaru oraz b) opóźnienia od szerokości modułu dla układów o minimal-

nym obszarze.
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Drugą grupę układów ograniczających parametry tworzonych jednostek są układy o najmniej-

szym opóźnieniu. Ich charakterystykiAT przedstawiono na rys. 4.7. Długość ściėzki krytycznej tych

rozwiązán pokazano na rys. 4.7 a). Dla małych szerokości modułu wzrost długósci ściėzki krytycz-

nej w funkcjim∗ jest dósć szybki, jednak dlam∗ > 8 bitów zaczyna uwidaczniać się logarytmiczny

charakter funkcji. Związany jest on z coraz większym wpływem struktury kaskady sumatorów na

opóźnienie wprowadzane przez układ.
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Rysunek 4.7. Zalėznósć a) opóźnienia oraz b) obszaru od szerokości modułu dla układów o minimal-

nym opóźnieniu.

Obserwując wykres z rys. 4.7 a) można zauwȧzyć znacznie mniejszy rozrzut czasów w ramach tej

samej szerokóscim∗ w porównaniu z rys. 4.6 b). Niestety, kryterium najmniejszej długości ściėzki

krytycznej powoduje konieczność stosowania pamięci ROM o dużej pojemnósci, która przekłada się

bezpósrednio na zwiększenie zajmowanego obszaru. Dodatkowo, rozrzut zajmowanego obszaru w

ramach tej samej szerokości modułu jest znaczny (rys. 4.7 b)), ponieważ dla u̇zywanych narzędzi do

syntezy VHDL parametryAT pamięci ROM zalėzą tak̇ze od jej zawartósci.

Przeszukiwanie zbioru rozwiązán

Jednostki o parametrach zaprezentowanych na rys. 4.5 – 4.7 zostały wybrane po zaimplementowaniu

wszystkich struktur wygenerowanych przez proponowany algorytm. Niestety, pomimo krótkich cza-

sów potrzebnych na wygenerowanie zbioru jednostek (rys. 4.1), pełna implementacja wszystkich roz-

wiązán dla modułów kilkunastobitowych wymaga wielu godzin pracykomputera u̇zytego do testów.
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W czę́sci przypadków mȯzliwe jest jednak znaczne ograniczenie liczby implementowanych jednostek

poprzez wstępną selekcję na podstawie charakterystykAT szacowanych w algorytmie (wzory (3.22)

– (3.25) ze str. 109).

Układ o najmniejszym obszarze znajduje się w bardzo bliskim otoczeniu układu o najmniejszym

obszarze oszacowanym w algorytmie. Wynika to z dużej dokładnósci oszacowán stosowanych w al-

gorytmie dla układów, w których nie występują pamięci ROM o dużej pojemnósci. Dodatkowo, z

powodu przynalėznósci układu o najmniejszym obszarze do grupy jednostek, w których iloczyny

czę́sciowe są tworzone wyłącznie z użyciem układów mnȯzenia2 · k lub 3 · k bitów, mȯzna znacznie

ograniczýc w samym algorytmie licznósć zbioru badanych układów dla problemu polegającego na

wytypowaniu jednostki najmniejszej. Na rys. 4.8 przedstawiono zalėznósć odległósci jednostki naj-

mniejszej po implementacji i jednostki najmniejszej w zbiorze posortowanym według parametrów

okréslonych w algorytmie. W większości przypadków jest to ten sam układ, a dla wszystkich zba-

danych wartósci modułu układ o najmniejszym obszarze znajdował się w odległości co najwẏzej 10

pozycji od układu wytypowanego przez algorytm.
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Rysunek 4.8. Pozycja jednostki o najmniejszym obszarze po implementacji względem pozycji układu

wybranego przez algorytm w funkcji modułuM∗.

Niekorzystną włásciwóscią wygenerowanych zbiorów jednostek jest zróżnicowanie kształtu krzy-

wej opisującej zalėznósć minimalnego opóźnienia od zajmowanego obszaru. Dla modułów przedsta-

wionych na rys. 4.2 układ o najkrótszejściėzce krytycznej znajduje się w grupie pierwszej (rys. 4.2
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d)), w zbiorze największych lub najmniejszych układów z grupy drugiej (rys. 4.2 a) lub 4.2 b), e) i

f)), lub w bliżej nieokréslonym podzbiorze grupy drugiej (rys. 4.2 c)). W związku z tym wytypowa-

nie podzbioru, w którym mȯze się znajdowác układ o najmniejszym opóźnieniu, jest niemożliwe na

podstawie informacji o obszarze zajmowanym przez daną jednostkę lub o jego połȯzeniu względem

pozostałych. Mȯzna jedynie zauwȧzyć, że w du̇zej czę́sci przypadków układ najszybszy znajduje się

w grupie układów zbudowanych z użyciem niewielkich pamięci ROM. Z tego powodu znalezienie

układu o najmniejszej długości ściėzki krytycznej wymaga zbadania dużej liczby jednostek.

Niemȯznósć szybkiego znalezienia układu o najmniejszym opóźnieniunie utrudnia jednak wy-

znaczenia układu o najmniejszym iloczynie AT. Analizującwykresy przedstawione na rys. 4.9 można

zauwȧzyć, że układ o najmniejszym iloczynie AT znajduje się w zbiorzeukładów najmniejszych,

czyli z grupy pierwszej. Włásciwósć ta jest łatwo wytłumaczalna - stosunek obszaru pomiędzy ukła-

dami z grupy pierwszej i drugiej wynosi co najmniej 2, a spadek długósci ściėzki krytycznej, o ile

występuje, jest rzędu kilkudziesięciu (dla małych modułów) do kilkunastu procent. Stosunek rozmia-

ru wynika z charakteru zależnósci opisujących obszar układu wytwarzania iloczynów częściowych

dla ró̇znych metod obliczania iloczynów częściowych.

Zmniejszenie długósci ściėzki krytycznej układów budowanych z użyciem małych pamięci ROM

ma dwie podstawowe przyczyny. Pierwszą z nich jest uproszczenie generatora wyniku wskutek zmniej-

szenia szerokósci wektora wyj́sciowego sumatora wstępnego. Drugą przyczyną jest zastąpienie suma-

torów RCA pojedynczymi tablicami LUT implementującymi pamięci ROM. Dzięki temu zésciėzki

krytycznej zostają wyeliminowane opóźnienia związanez dodatkowymi bramkami XOR (wyznacza-

jącymi bity sumy) i propagacją przeniesień. W sumatorze RCA do opóźnienia wprowadzanego przez

LUT nalėzy dodác opóźnienia związane z dodatkowymi bramkami XOR oraz propagacją przenie-

sién. Nalėzy jednak zaznaczyć, że wzrost szybkósci spowodowany ró̇znicami w strukturze układów

generujących iloczyny częściowe jest kompensowany opóźnieniami związanymi z koniecznóscią su-

mowania większej ich liczby. Dla szerokich modułów opóźnienie spowodowane liczbą wytwarzanych

iloczynów czę́sciowych mȯze przekroczýc zyski wynikające z u̇zycia pamięci ROM zamiast układów

mnȯzenia2 · k i 3 · k bitów. Oczywíscie liczba iloczynów czę́sciowych mȯze zostác zmniejszona na

rzecz zwiększenia rozmiaru pamięci ROM, ale wtedy opóźnienie pojedynczej pamięci rośnie z loga-

rytmem szerokósci słowa adresowego.
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Rysunek 4.9. Zalėznósć iloczynu AT od obszaru dla a)M∗ = 37, b) M∗ = 53, c) M∗ = 79, d)

M∗ = 107, e)M∗ = 263 i f) M∗ = 509.
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4.2 Jednostki arytmetyczne w strukturach FPGA

Poni̇zej zaprezentowano porównanie charakterystyk resztowychjednostek arytmetycznych o struktu-

rze zaproponowanej w rozprawie z rozwiązaniami znanymi z literatury. Porównanie przeprowadzono

dla układów mnȯzących, poniewȧz są one z reguły najkosztowniejszym elementem jednostek MAC.

Pozwoli to tak̇ze na przebadanie szerszej klasy układów, gdyż dla niektórych jednostek mnożących

nie istnieją proste metody poszerzenia o możliwość dodania dodatkowego składnika.

Porównanie parametrów jednostek konstruowanych według algorytmu zaproponowanego w roz-

prawie (alg. 10, str. 129) zostało przeprowadzone z następującymi rozwiązaniami: układami mno-

żenia opartymi o transformację grupy multiplikatywnej dogrupy addytywnej [MFAA98], układami

mnȯzenia z korekcją modulo [Beu03] oraz układami mnożenia opartymi o prawo ró̇znicy kwadratów

[MBGT01]. Poniewȧz kȧzdy z autorów podaje ró̇zne miary dotyczące parametrów opisywanych ukła-

dów, dla kȧzdej z metod zostały wygenerowane opisy jednostek w językuVHDL, po czym jednostki

te zostały zaimplementowane w układzie XC2S200-6FG456 z użyciem narzędzi wspomnianych na

początku rozdziału. Przedstawione wyniki dotyczą parametrów wygenerowanych w raportach po syn-

tezie i implementacji w układzie FPGA.

Podstawowym blokiem układów opisanych w pracach [MFAA98],[Beu03], [MBGT01] są pamię-

ci ROM. Efektywna implementacja takich pamięci jest podstawowym warunkiem uzyskania wiary-

godnych wyników. W implementowanych układach zawartość pamięci ROM uwzględnia wyłącznie

te kombinacje bitów adresowych, które wystąpią podczas mnożenia operandów z zakresu[0,M∗−1].

Warunek ten dotyczy zarówno układów konstruowanych wedługdotychczasowych metod, jak i we-

dług alg. 10. Ograniczenie liczby bitów zawartych w pamięci ROM powoduje,̇ze stosowany kompila-

tor VHDL może wygenerowác strukturę o mniejszym obszarze i opóźnieniu w stosunku do pamięci,

w której wszystkie kombinacje bitów adresowych są wykorzystane.

Układy mnȯzące dla kȧzdej z porównywanych metod zostały zaimplementowane dla tego sa-

mego zbioru modułów. Ponieważ metoda mnȯzenia modulo wykorzystująca transformację do grupy

addytywnej [MFAA98] mȯze býc stosowana wyłącznie dla modułów będących liczbami pierwszymi,

tylko takie moduły zostały wzięte po uwagę. W tabeli 4.1 przedstawiono zbiór modułów, dla których

zostały przeprowadzone testy porównawcze. Zbiór ten nie obejmuje modułów szerszych niż 11 bi-

tów z powodu wykładniczej zależnósci obszaru dotychczasowych rozwiązań od szerokósci modułu.

Rozwiązania te wykorzystują większość zasobów u̇zywanej matrycy FPGA dla modułów z tab. 4.1.
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Tabela 4.1. Moduły dla implementowanych resztowych jednostek arytmetycznych.

m∗ Wartósć modułuM∗

4 11 13

5 19 23 29

6 37 41 47 53 59 61

7 67 71 79 89 107 109 113

8 131 137 151 157 173 179 191 211 227 229 233 241 251

9 263 269 281 311 313 353 401 409 443 487 491 503 509

10 521 523 541 593 599 601 653 701 709 751 797 809 853

887 907 947 997 1009 1019 1021

11 1031 1033 1153 1163 1291

4.2.1 CharakterystykiAT dotychczasowych rozwiązán

Na rys. 4.10 – 4.13 przedstawiono porównanie parametrów AT jednostek z prac [MFAA98], [Beu03],

[MBGT01]. Czę́sć wykresów pozwala na dokładniejszą ocenę jednostek dla modułów 4, 5 i 6–

bitowych. Wymienione metody są rzadko stosowane dla większych modułów ze względu na duży

obszar układu. Charakterystyki dla pełnego zakresu zmienności modułu stanowią przede wszystkim

materiał ilustrujący ogólne tendencje dla porównywanychmetod. W praktycznych układach wspo-

mniane metody są rzadko stosowane dla modułów o dużej wartósci.

Układy mnȯzenia z korekcją modulo zaprezentowane w pracy [Beu03] charakteryzują się naj-

mniejszym obszarem w całym zakresie wartości modułu, stanowią jednak grupę o najdłuższejściėz-

ce krytycznej. Układami najszybszymi w większości przypadków są struktury wykorzystujące prawo

różnicy kwadratów opisane w [MBGT01], zajmują one także największy obszar. Jednostki realizujące

mnȯzenie przez dodawanie w izomorficznej grupie addytywnej proponowane w [MFAA98] są ukła-

dami o nieco mniejszym obszarze od układów z [MBGT01] przy większych opóźnieniach. Wyjątkiem

są układy dla modułów 5–bitowych, gdzie rozwiązanie z [MFAA98] wprowadza najmniejsze opóź-

nienia. Rozwiązania z prac [MBGT01] i [MFAA98] charakteryzują się podobną wartością iloczynu

AT, jednak stosowanie układów wykorzystujących transformację na izomorficzną grupę addytywną

wiąże się z koniecznóscią spełnienia szeregu ograniczeń.

Porównanie iloczynówAT i AT 2 pokazuje,̇ze podstawowym czynnikiem wpływającym na ich

wartósć są obszary zajmowane przez poszczególne jednostki. Charakter zalėznósci iloczynówAT i
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Rysunek 4.10. Porównanie obszaru i opóźnienia dla różnych struktur układów mnȯzenia modulo.

AT 2 od wartósciM∗ jest bardzo podobny za wyjątkiem modułów najmniejszych (M∗ < 25). Podo-

bieństwo charakterystyk z rys. 4.12 i 4.13 do charakterystyk z rys. 4.10 wynika z niewielkich ró̇znic

w długósci ściėzki krytycznej w stosunku do ró̇znic w zajmowanym obszarze.
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Mnoż. z kor.
Transf.
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Rysunek 4.11. Porównanie obszaru i opóźnienia dla różnych struktur układów mnȯzenia modulo.
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Rysunek 4.12. Porównanie iloczynu AT dla różnych struktur układów mnȯzenia modulo.
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Rysunek 4.13. Porównanie iloczynuAT 2 dla ró̇znych struktur układów mnȯzenia modulo.
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4.2.2 CharakterystykiAT nowych jednostek

Analiza wpływu struktury jednostek o strukturze ramowej przedstawionej na rys. 3.1 na ich cha-

rakterystykiAT jest podstawą ograniczeń liczby rozwiązán w algorytmie automatycznego genero-

wania tych jednostek. Z tego powodu częściowa analiza parametrówAT jednostek arytmetycznych

jest zamieszczona w rozdz. 4.1.2. Poniżej zamieszczono porównanie obszaru i opóźnienia jednostek

o strukturze zaproponowanej w rozprawie z układami zaprezentowanymi w [MFAA98], [Beu03] i

[MBGT01].

Porównanie z układami mnȯzącymi wykorzystującymi transformację na izomorficzną grupę

addytywną

Schemat opisanego w pracy [MFAA98] układu mnożenia wykorzystującego transformację grupy

multiplikatywnej na izomorficzną grupę addytywną znajduje się na rys. 2.12 na str. 54. Układ ten

składa się z 3 pamięci ROM adresowanych słowem o szerokości modułu i sumatora moduloM∗ − 1.

Dwie z trzech pamięci pracują równolegle, tak więc opóźnienie sygnału jest równe sumie opóźnień

wnoszonych przez dwie pamięci i sumator modulo. O ile nie istnieje mȯzliwość konstrukcji pamię-

ci ROM jako jednostek potokowych, maksymalna głębokość potoku w tym układzie wynosi 3 lub

4 etapy, zalėznie od postaci sumatora modulo. Istotną wadą takiej struktury układu mnȯzącego jest

ograniczenie wartósci modułu do liczb pierwszych.

Na rys. 4.14 przedstawiono porównanie obszaru zajmowanegoprzez ten układ mnȯzący z ob-

szarem jednostek proponowanych w rozprawie. W całym zakresie wartósci modułuM∗ najmniejsze

układy o strukturze z rys. 3.1 zajmują mniejszy obszar niż układy wykorzystujące transformację.

Dodatkowo, dla modułówM∗ > 128 także układy najszybsze o nowej strukturze zajmują mniejszy

obszar. Jedynie dla modułówM∗ < 128 jednostki wykorzystujące transformację mogą być mniejsze

od najszybszych rozwiązań według nowej koncepcji. Największe różnice są widoczne dla wartości

modułu nieznacznie przekraczającej2k.

Przyczyną takiego zachowania jest różnica charakteru funkcji opisujących obszar w funkcjiM∗

dla porównywanych układów. Obszar układu opartego o transformację jest zdominowany przez ob-

szar zajęty przez pamięci ROM. Ponieważ pamięci te zawierają liczbę bitów zależną odM∗, obszar

przez nie zajmowany rośnie liniowo z wartósciąM∗. Dla układów o nowej strukturze rozmiar pamięci

ROM jest znacznie ograniczony, dlatego też obszar całego układu dla modułów o tej samej szerokości
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Rysunek 4.14. Porównanie zajmowanego obszaru z układem mnożącym wykorzystującym transfor-

mację na izomorficzną grupę addytywną.

jest podobny. Funkcja opisująca zależnósć obszaru układów proponowanych w rozprawie jest funk-

cją schodkową, dlatego też różnica jej wartósci i funkcji liniowej przyjmuje największe wartości w

punktach nieciągłósci, czyli dlaM∗ bliskich2k.

Na wykresach z rys. 4.15 przedstawiono porównanie wprowadzanego opóźnienia dla układów

mnȯzących konstruowanych z wykorzystaniem transformacji i układów proponowanych w rozpra-

wie. Najszybsze z nowych struktur mają krótsząściėzkę krytyczną dla modułówM∗ > 512. W

przypadku modułów z zakresu(27, 29) opóźnienie jednostek mnożących wykorzystujących transfor-

mację przyjmuje wartósci pósrednie pomiędzy długościąściėzki krytycznej układów najszybszych i
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Rysunek 4.15. Porównanie długościściėzki krytycznej z układem mnȯzącym wykorzystującym trans-

formację na izomorficzną grupę addytywną.

najmniejszych według nowej koncepcji. Ponieważ obszar dla układów według [MFAA98] jest więk-

szy ni̇z proponowanych, stosowanie w tym zakresie jednostek mnożących wykorzystujących trans-

formację jest nieopłacalne. Podobna sytuacja występujedla modułówM∗ > 512, gdzie układy z

pracy [MFAA98] są zarówno wolniejsze, jak i większe od nowych jednostek. Jedynie dla modułów

M∗ < 128 najszybsze z nowych struktur są do 10% wolniejsze.

Na rys. 4.16 i 4.17 przedstawiono porównanie iloczynówAT i AT 2 dla opisywanych jednostek.

Wykresy te są podobne do wykresu zawierającego zależnósć obszaru odM∗ ze względu na podobne

wartósci opóźnién dla porównywanych układów mnożących. Podsumowując, stosowanie jednostek
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mnȯzących według koncepcji z pracy [MFAA98] jest korzystne wyłącznie wtedy, gdy dla modułów

M∗ < 128 wymagane są krótkiésciėzki krytyczne. W pozostałych przypadkach jednostki o strukturze

z rys. 3.1 charakteryzują się lepszymi parametrami AT. Dodatkowymi zaletami struktur prezentowa-

nych w rozprawie są mȯzliwość głębszego potokowania, brak konieczności ograniczenia wartości

modułuM∗ do liczb pierwszych i łatwósć poszerzenia układu o dowolną liczbę sumatorów.
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Rysunek 4.16. Porównanie iloczynuAT z układem mnȯzącym wykorzystującym transformację na

izomorficzną grupę addytywną.
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Rysunek 4.17. Porównanie iloczynuAT 2 z układem mnȯzącym wykorzystującym transformację na

izomorficzną grupę addytywną.
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Porównanie z układami mnȯzącymi z korekcją modulo

Schemat opisanego w pracy [Beu03] układu mnożącego z korekcją modulo znajduje się na rys. 2.11 a)

na str. 53. Układy ten zawierają matrycę mnożącą dwam∗–bitowe operandy, pamięć ROM oblicza-

jącą wartósć reszty dla wektoram∗ bitowego oraz sumator moduloM∗. Długósć ściėzki krytycznej

układu równa jest sumie opóźnień wprowadzanych przez wymienione bloki. Jeśli pamię́c ROM stano-

wi niepodzielny układ, maksymalna głębokość potoku jest okréslona przez mȯzliwość potokowania

matrycy mnȯzącej. Układy o tej strukturze są najmniejsze i najwolniejsze ẃsród dotychczasowych

rozwiązán.

0

100

200

300

400

500

600

700

800

900

0 200 400 600 800 1000 1200 1400

O
b

sz
ar

[L
U

T
]

ModułM∗
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Rysunek 4.18. Porównanie zajmowanego obszaru z układem mnożącym wykorzystującym algorytm

mnȯzenia z korekcją modulo.
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Układ mnȯzenia z korekcją modulo jest szczególnym przypadkiem układów o strukturze zapropo-

nowanej w rozprawie. Blok generowania iloczynów częściowych zawiera wyłącznie układy mnożenia

2·k i 3·k bity, nie ma mȯzliwości dodania dodatkowych składników (czylil = 0), a generator wyniku

składa się z pojedynczej pamięci ROM i subtraktora warunkowego. W algorytmie zaproponowanym

w rozprawie (rozdz. 3.2) ograniczenie na maksymalną szerokość pól wydzielonych ze starszej części

sumy iloczynów czę́sciowych powoduje pominięcie jednostek o takiej strukturze.
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Rysunek 4.19. Porównanie długości ściėzki krytycznej z układem mnȯzącym wykorzystującym algo-

rytm mnȯzenia z korekcją modulo.

Na rys. 4.18 przedstawiono porównanie obszarów układów mnożenia z korekcją i nowych jedno-

stek. Dla wszystkich zaimplementowanych wartości modułuM∗ struktura proponowana w rozprawie
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pozwala na skonstruowanie jednostek o najmniejszym obszarze. Wynika to z zastąpienia pojedynczej

pamięci ROM w bloku wytwarzania i sumowania iloczynów częściowych rozwiązaniem o mniejszym

obszarze. Jednostka mnożąca z korekcją dla modułówM∗ < 512 zajmuje obszar o wartości pósred-

niej pomiędzy najmniejszym a najszybszym układem o strukturze z rys. 3.1. W przypadku modułów

o wartósciach większych od512 obszar zajmowany przez pamięć ROM staje się dominujący i roz-

miar układu mnȯzącego z korekcją rośnie szybko przekraczając wartości dla układów najszybszych

o nowej strukturze.
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Rysunek 4.20. Porównanie iloczynuAT z układem mnȯzącym wykorzystującym algorytm mnożenia

z korekcją modulo.

Na wykresach z rys. 4.19 przedstawiono długości ściėzek krytycznych porównywanych układów
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mnȯzenia. Opóźnienie jednostek mnożących z korekcją modulo jest rozwiązaniem pośrednim po-

między najmniejszymi a najszybszymi układami o strukturze z rys. 3.1 dla modułów o wartościach

mniejszych od512. Powẏzej tej granicy układy z pracy [Beu03] są wolniejsze od najmniejszych jed-

nostek o strukturze zaproponowanej w rozprawie.
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Rysunek 4.21. Porównanie iloczynuAT 2 z układem mnȯzącym wykorzystującym algorytm mnożenia

z korekcją modulo.

Porównanie parametrów AT dla analizowanych jednostek przedstawiono na rys. 4.20. Podobnie

jak dla obszaru i opóźnienia, układy mnożenia z korekcją są rozwiązaniami pośrednimi pomiędzy

najmniejszymi a najszybszymi jednostkami o nowej strukturze. Dla modułówM∗ > 512 parametry

układów mnȯzenia z korekcją modulo są gorsze od parametrów jednostekkonstruowanych według
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algorytmu zaproponowanego w rozprawie. Podsumowując, układy mnȯzenia z korekcją stanowią roz-

wiązanie pósrednie pomiędzy jednostkami najmniejszymi a najszybszymi według nowej koncepcji

dla modułówM∗ < 512. Powẏzej tego zakresuM∗ struktura opisana w rozprawie pozwala na skon-

struowanie układów o lepszych parametrach AT. Wadą układów mnȯzenia z korekcją mȯze býc tak̇ze

mała głębokósć potoku ze względu na stosowanie pamięci ROM adresowanych szerokim słowem.

Porównanie z układami mnȯzenia wykorzystującymi prawo różnicy kwadratów

Schemat zaprezentowanych w pracy [MBGT01] układów mnożenia wykorzystujących prawo różnicy

kwadratów znajduje się na rys. 2.11 b) na stronie 53. Składają się one z sumatora i subtraktoram∗–

bitowego, dwóch pamięci ROM adresowanych wynikami sumy i różnicy i końcowego subtraktora

modulo. Wściėzce krytycznej znajduje się sumator/subtraktorm∗–bitowy, pamię́c ROM i końcowy

subtraktor modulo. Jeżeli pamięci ROM są układami niepodzielnymi, maksymalnagłębokósć poto-

ku wynosi 3 lub 4 etapy. Układy o tej strukturze są układami najszybszymi i największymi ẃsród

dotychczasowych rozwiązań jednostek mnȯzących modulo.

Porównanie zajmowanego obszaru dla tych układów i jednostek o nowej strukturze znajduje się

na rys. 4.22. W całym zakresie wartości modułu metoda zaproponowana w rozprawie pozwala skon-

struowác układ o najmniejszym obszarze. Dla modułów większych od 128, tak̇ze najszybsze z no-

wych struktur są mniejsze od układów wykorzystujących różnicę kwadratów. Wynika to z szybkiego

wzrostu rozmiaru pamięci ROM adresowanych wynikami sumy iróżnicy argumentów. W przypadku

modułów mniejszych od 128, obszary układów wykorzystujących ró̇znicę kwadratów i najszybszych

według nowej koncepcji są porównywalne. W tym zakresie dlamodułów nieznacznie większych od

2m∗ najszybsze nowe jednostki są większe, a dla modułów nieznacznie mniejszych od2m∗ większy

obszar zajmują układy wykorzystujące różnicę kwadratów.

Na rys. 4.23 przedstawiono porównanie długości ściėzki krytycznej dla analizowanych układów.

Dla modułów szerszych od 8 bitów długość ściėzki krytycznej układów wykorzystujących różnicę

kwadratów zajmuje wartósci pósrednie pomiędzy najmniejszymi a najszybszymi układami onowej

strukturze. W tym zakresie metoda zaproponowana w rozprawie pozwala z reguły na znalezienie

najszybszego układu. Jeśli M∗ < 512, opóźnienie wprowadzane przez układy wykorzystujące różni-

cę kwadratów jest mniejsze. Układy te mogą być szczególnie przydatne, gdyM∗ < 128, poniewȧz

pozwalają wtedy zmniejszyć długósć ściėzki krytycznej przy obszarze porównywalnym z najszybszy-

mi nowymi strukturami. Powẏzej 128, skonstruowanie szybkich jednostek wykorzystujących ró̇znicę
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Rysunek 4.22. Porównanie zajmowanego obszaru z układem mnożącym wykorzystującym prawo

różnicy kwadratów.

kwadratów wymaga znacznie większego obszaru.

Na rys. 4.24 i 4.25 zamieszczono porównanie iloczynówAT i AT 2 dla badanych układów. Kształt

wykresu jest podobny do funkcji opisującej zajmowany obszar, tj. dla modułówM∗ > 128 następuje

szybki wzrost iloczynu AT jednostek wykorzystujących różnicę kwadratów. Podsumowując, układy

o nowej strukturze mają zdecydowanie lepsze parametry AT dla modułówM∗ > 512. W zakresie

M∗ ∈ (128, 512) metoda ró̇znicy kwadratów pozwala na zmniejszenie długości ściėzki krytycznej

do 10% kosztem znacznego zwiększenia zajmowanego obszaru. Dla modułówM∗ < 128 długósć

ściėzki krytycznej układów mnȯzących wykorzystujących prawo różnicy kwadratów jest najmniejsza
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źn

ie
n

ie
[n

s]

ModułM∗

Nowe min A
Nowe min T
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Rysunek 4.23. Porównanie długości ściėzki krytycznej z układem mnȯzącym wykorzystującym pra-

wo różnicy kwadratów.

przy porównywalnym obszarze. Stosowanie tych układów jestkorzystne wszędzie tam, gdzie dla

małych modułów wymagane są krótkieściėzki krytyczne i nie ma potrzeby głębokiego potokowania

układu. We wszystkich pozostałych przypadkach lepszym rozwiązaniem są struktury zaproponowane

w rozprawie.

Wnioski

Na podstawie powẏzszego porównania dotychczasowych struktur jednostek mnożących modulo z

rozwiązaniem zaproponowanym w rozprawie można stwierdzíc, że
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Rysunek 4.24. Porównanie iloczynuAT z układem mnȯzącym wykorzystującym prawo różnicy kwa-

dratów.

+ w całym zakresie wartósci modułu nowe struktury pozwalają na skonstruowanie układów naj-

mniejszych i o najmniejszych wartościach iloczynówAT i AT 2,

+ dla modułów większych od 512 jednostki według nowej koncepcji mogą býc tak̇ze najszybsze,

• jeśli wartósć modułu nalėzy do przedziału[128, 512], dotychczasowe rozwiązania są najwyżej

10% szybsze przy znacznie większym obszarze,

− dla modułów mniejszych od 128 dotychczas opracowane struktury są szybsze od najszybszych

według nowej metody.
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Rysunek 4.25. Porównanie iloczynuAT 2 z układem mnȯzącym wykorzystującym prawo różnicy

kwadratów.

Wynika stąd,̇ze stosowanie nowych układów jest korzystne we wszystkich przypadkach poza tymi,

w których dla niewielkich modułów wymagane są bardzo krótkie ściėzki krytyczne. Zasadniczą za-

letą struktur zaproponowanych w rozprawie jest możliwość skonstruowania niewielkich i szybkich

jednostek dla modułów kilkunastobitowych i większych. Korzystną cechą nowych układów jest też

możliwość znalezienia struktury o obszarze bliskim najmniejszemu iopóźnieniu gorszym jedynie o

kilka lub kilkanáscie procent od rozwiązań najszybszych. Przykładem mogą być jednostki dla mo-

dułu 1293, gdzie rozwiązanie najszybsze zajmuje obszar 744 LUT i wprowadza opóźnienie 38.207

ns, a istnieje tak̇ze układ o obszarze 199 LUT i opóźnieniu 39.615 ns. Wybór odpowiedniej jednostki
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do konkretnego zastosowania jest więc zadaniem trudnym i wogólnym przypadku mȯze wymagác

przeanalizowania parametrów wszystkich możliwych konfiguracji.

4.2.3 Wykorzystanie okresowósci potęg 2 moduloM∗

Okresowósć potęg 2 moduloM∗ może býc potencjalnie u̇zyta do redukcji szerokości sumy iloczy-

nów czę́sciowych. Aby zbadác skutecznósć tego rozwiązania, zaimplementowano jednostki mnoże-

nia o strukturze przedstawionej na rys. 3.1 w dwóch wersjach: podstawowej oraz z uwzględnieniem

okresowósci w strukturze sumatora wstępnego. Wykorzystanie okresowości powoduje zmniejszenie

szerokósci sumy iloczynów czę́sciowych, efektem ubocznym jest więc uproszczenie struktury oraz

zmniejszenie liczby mȯzliwych konfiguracji generatora wyniku. Eksperymenty wykonano dla modu-

łów zestawionych w tabeli 4.2. Poszukiwanymi układami byłyjednostki o minimalnym obszarze i o

najkrótszej́sciėzce krytycznej. Wyniki eksperymentów przedstawiono na rys. 4.26 i 4.27. Rys. 4.26

dotyczy porównania parametrów układów najmniejszych, a rys. 4.27 układów najszybszych.

Tabela 4.2. Moduły o okresach potęg 2 modM∗ mniejszych od2 ·m∗.

M∗ 21 51 73 85 89 91 93 105 117 151 195 217 273 315 341

m∗ 5 6 7 7 7 7 7 7 7 8 8 8 9 9 9

Okres 6 8 9 8 11 12 10 12 12 15 12 15 12 12 10

Analizując wykresy z rys. 4.26 można zauwȧzyć, że dla wszystkich zbadanych wartości modułu

obszar układu najmniejszego zbudowanego z wykorzystaniemokresowósci jest mniejszy lub równy

obszarowi układu najmniejszego nie wykorzystującego okresowósci. Największy zysk równy11.5%

występuje dla modułuM∗ = 73. Zmniejszenie zajmowanego obszaru dla układów o minimalnym

rozmiarze nie zachodzi jedynie w przypadkach, w których wartość okresu potęg 2 jest porównywalna

z maksymalną szerokością sumy iloczynów częściowych (moduły 21, 151 i 217).

W przypadku układów o minimalnym zajmowanym obszarze wykorzystanie okresowósci powo-

duje we wszystkich przypadkach oprócz jednego zmniejszenie długósci ściėzki krytycznej. Najwięk-

szy zysk równy11.8% zaobserwowano dla modułu równego 51. Jedynym przypadkiem, w którym

nastąpiło wydłu̇zenieściėzki krytycznej o niecałe 2% jestM∗ = 151, czyli jeden z modułów o war-

tości okresu porównywalnej z szerokością sumy iloczynów częściowych. Mȯzna zatem stwierdzić,

że przy kryterium najmniejszego obszaru wykorzystanie zjawiska okresowósci potęg 2 moduloM∗
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Rysunek 4.26. Porównanie a) obszaru oraz b) opóźnienia w funkcji modułu dla układów o minimal-

nym obszarze.

powoduje równoczesne zmniejszenie zajmowanego obszaru i wprowadzanego opóźnienia. Zaobser-

wowane zyski w niektórych przypadkach przekraczają 10%.
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Rysunek 4.27. Porównanie a) obszaru oraz b) opóźnienia w funkcji modułu dla układów o minimal-

nym opóźnieniu.

Parametry układów o najkrótszejściėzce krytycznej przedstawiono na rys. 4.27. W tym przypad-

ku zastosowanie okresowości powoduje w większósci przypadków nieznaczne (rzędu 1–2%) zwięk-

szenie obszaru przy równoczesnym minimalnym zmniejszeniudługósci ściėzki krytycznej. Istnieją
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jednak przypadki, w których wzrost zajmowanego obszaru jest znaczny, np.: dlaM∗ = 105 układ

wykorzystujący okresowósć jest blisko dwukrotnie większy. Przyczyną jest postać iloczynów czę-

ściowych. Dla układów o minimalnym opóźnieniu iloczyny czę́sciowe są obliczane jako reszty mo-

duloM∗. Iloczyny te są zatem reprezentowane przez wektory o szerokości mniejszej od okresu potęg

2 moduloM∗. Wykorzystanie okresowości nie przynosi więc znaczących korzyści dla układów o

minimalnej długósci ściėzki krytycznej.

Nalėzy jednak zaznaczyć, że ẃsród układów budowanych z wykorzystaniem okresowości istnieje

duża grupa rozwiązán o opóźnieniach porównywalnych z układami najszybszymi,a o wielokrotnie

mniejszym obszarze. Przykładem mogą być układy dla modułów 273 i 381, dla których najszybsze

struktury wykorzystujące okresowość są ponad dwukrotnie mniejsze przy jednoczesnym nieznacz-

nym skróceniúsciėzki krytycznej. Równiėz w pozostałych przypadkach można ẃsród jednostek wy-

korzystujących okresowość znaleź́c układy, które przy czasach propagacji większych o ok 1% od

układów najszybszych zajmują obszar porównywalny z najmniejszymi rozwiązaniami.

Podsumowując, wykorzystanie okresowości potęg 2 moduloM∗ nie powoduje znaczących ko-

rzyści dla układów o minimalnej długości ściėzki krytycznej. Zaletą rozwiązán wykorzystujących

okresowósć jest natomiast mȯzliwość skonstruowania układu o opóźnieniu nieznacznie większym od

najszybszego rozwiązania przy zdecydowanie mniejszym obszarze. Dodatkową korzyścią wynikającą

z zastosowania okresowości jest niewielki spadek liczby możliwych konfiguracji jednostki.

4.3 Hierarchiczne RNS w strukturach FPGA

Poni̇zej zaprezentowano rezultaty implementacji resztowych układów arytmetycznych z wykorzysta-

niem HRNS opisanych w rozdz. 2.3. Implementowaną jednostką jest układ MAC realizujący działanie

opisane jako

W = X · Y + Z, (4.2)

gdzieX, Y,W,Z ∈ C. Jednostka ta jest stosowana w dalszej części rozprawy jako element układu

sprzętowego wspomagania algorytmów oświetlenia globalnego (AOG). Specyfika implementowane-

go algorytmu narzuca ograniczenia na zakresy dynamiczne poszczególnych operandów. Szerokość

wektora bitowegoY reprezentującegoY jest dwukrotnie większa od szerokości wektoraX reprezen-

tującegoX. Szerokósć wektoraZ reprezentującegoZ jest równa szerokósci iloczynuX · Y , czyli

trzykrotnie większa od szerokościX. Szerokósć wynikuX · Y +Z może býc o 1 bit większa od sze-
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rokości Z, jednak dla uproszczenia układu przyjęto,że szerokósć wektoraW jest równa szerokósci

Z. Oczywíscie wymusza to niewielkie ograniczenie zakresu poszczególnych operandów.

Porównanie parametrów jednostek przeprowadzono dla trzech różnych systemów liczbowych:

uzupełnieniowego do dwóch U2, RNS o bazie(2k − 1, 2k, 2k +1) i HRNS o bazie zawierającej czyn-

niki 2k±1 i moduł2k. Zbudowanie opisywanych HRNS jest możliwe tylko dla niektórych wartóscik.

Poniewȧz w AOG wymagany jest du̇zy zakres dynamiczny, zaimplementowano jednostki dla trzech

HRNS o największym zakresie, czyli dlak ∈ {18, 24, 30}. Zakres operandów w U2 także został

ograniczony do zbioru{18, 24, 30} bitów dla wektoraX, co daje szerokósć wyniku równą odpo-

wiednio 54, 72 i 90 bitów. Pozwala to na wiarygodne porównanie parametrów jednostek operujących

na liczbach o podobnym zakresie dynamicznym.

Zakres dynamiczny implementowanych RNS i HRNS jest określony jako23k − 2k. Jest on nie-

znacznie mniejszy niż zakres oferowany przez system U2 dla wektora3k–bitowego. Pomimo tego

w poni̇zszej analizie jednostki pracujące w systemie U2 i systemach resztowych są traktowane jako

układy o tym samym zakresie dynamicznym. W większości przypadków jest to działanie uzasadnio-

ne, gdẏz różnica w wartósci zakresów dynamicznych jest pomijalna, szczególnie dladużychk.

4.3.1 Opis struktury jednostek

Porównywane jednostki zostały zaimplementowane z użyciem zestawu narzędzi opisanych na po-

czątku rozdziału. Efektywna implementacja struktur układów arytmetycznych wymaga wykorzysta-

nia zarówno rozwiązán wydajnie implementowanych w FPGA, jak i możliwości optymalizacji ukła-

du oferowanych przez kompilator. Wykorzystanie kompilatora pozwala tėz zwolníc projektanta/kon-

struktora z koniecznósci implementowania układu z prymitywów dostępnych w FPGA, co znacznie

przyspiesza i ułatwia budowanie systemów wykorzystujących RNS.

U2

Opis struktur układów mnȯzenia akumulacyjnego dla systemu U2 przedstawiono na list.4.2. Pakie-

ty importowane na początku kodu zawierają m.in. przeciążone operatory arytmetyczne. Pozwalają

one kompilatorowi na optymalizację układu i użycie dedykowanej logiki zwiększającej wydajność

operacji arytmetycznych. Niestety, dokładne dane na tematsamego procesu syntezy nie są dostępne.

Oprócz opisu z list. 4.2 podjęto także próby opisania układu na niższym poziomie w celu polep-
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Listing 4.2. Opis jednostki mnȯzenia akumulacyjnego w języku VHDL

l i b r a r y IEEE ;

use IEEE . STD_LOGIC_1164 .ALL ;

use IEEE . STD_LOGIC_ARITH .ALL ;

use IEEE . STD_LOGIC_SIGNED .ALL ;

e n t i t y MAC_U2 i s

Port (

X : i n s t d _ l o g i c _ v e c t o r (17downto 0 ) ;

Y : i n s t d _ l o g i c _ v e c t o r (35downto 0 ) ;

Z : i n s t d _ l o g i c _ v e c t o r (53downto 0 ) ;

W : out s t d _ l o g i c _ v e c t o r (53downto 0)

) ;

end MAC_U2;

a r c h i t e c t u r e beh of MAC_U2 i s

begin

W <= X ∗ Y + Z ;

end B e h a v i o r a l ;

szenia parametrów AT. Modyfikacje dotyczyły zmian szerokości wytwarzanych iloczynów częścio-

wych oraz struktury sumatora iloczynów częściowych. Uzyskane wyniki były podobne do wygenero-

wanych automatycznie. W nielicznych przypadkach układ opisany na niskim poziomie wprowadzał

opóźnienia mniejsze o kilka procent kosztem kilku lub kilkunastoprocentowego wzrostu zajmowane-

go obszaru.

RNS

Implementacja jednostek w RNS(2k − 1, 2k, 2k + 1) wymaga efektywnego opisu struktury układu

dla modułów2k ± 1 dla k rzędu kilkunastu–kilkudziesięciu bitów. Zaimplementowane jednostki są

wzorowane na układach mnożenia modulo2k ± 1 zaprezentowanych w pracach [Beu02] i [Zim99].

172



Opis jednostek zamieszczono we wstępie teoretycznym (rozdz. 2.2.3, str. 50).

Algorytm mnȯzenia modulo2k − 1 według pracy [Zim99] wymaga poszerzenia o możliwość do-

dania składnikaZ. Maksymalna wartósć wyrȧzeniaX · Y + Z dla X, Y, Z ∈ [0, 2k − 1) wynosi

22k − 3 · 2k − 2. Operacja dodawania może býc więc wykonana bez obawy o zwiększenie zakresu

wyniku poza wartósć mȯzliwą do skorygowania przez końcowy sumator modulo2k−1 dodający dwa

k–bitowe pola wyniku. Opis układu w języku VHDL przedstawiono na list. 4.3. Zapis ten umożliwia

kompilatorowi VHDL optymalne wykorzystanie układów mnożących2 · k bity i sumatorów CPA.

Struktura połączén po implementacji nie jest dokładnym odwzorowaniem schematu wynikającego

bezpósrednio z list. 4.3. Analiza struktury połączeń bloków wewnątrz układu FPGA po implemen-

tacji wykazała,̇ze kompilator dokonuje częściowej redukcji modulo na etapie sumowania iloczynów

czę́sciowych.

Listing 4.3. Opis jednostki MAC modulo2k − 1

tmp1 <= X ∗ Y + Z ;

tmp2 <= ( ’0 ’ & tmp1 ( k−1 downto 0 ) ) +

( ’0 ’ & tmp1 (2 ∗k−1 downto k ) ) ;

W <= tmp2 ( k−1 downto 0) + tmp2 ( k ) ) ;

Jednostka MAC dla modułu2k + 1 jest implementowana na podstawie układu mnożącego zapre-

zentowanego w pracy [Beu02]. Układ ten zawiera matrycę mnożącą, multiplekser i sumator modulo

2k + 1. Można w nim pominą́c multiplekser, co pozwala zmniejszyć zajmowany obszar i wprowa-

dzane opóźnienia za cenę wprowadzenia podwójnej reprezentacji zera. Opis układu w języku VHDL

przedstawiono na list. 4.4. Również w tym przypadku mȯzliwe było zintegrowanie dodatkowego su-

matora z matrycą mnożącą, co pozwala przenieść cię̇zar optymalizacji układu na kompilator VHDL.

Listing 4.4. Opis jednostki MAC modulo2k + 1

tmp1 <= X ∗ Y + Z ;

tmp2 <= ( " 0 " & tmp1 ( k−1 downto 0 ) ) +

( " 0 " & ( not tmp1 (2∗k−1 downto k ) ) ) + " 1 " ;

W <= ( " 0 " & tmp2 ( k−1 downto 0 ) ) +

( " 00 " & ( not tmp2 ( k ) ) ) + tmp1 (2∗ k ) ;
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HRNS

Tor obliczeniowy w opisywanym HRNS składa się z zestawu jednostek dla wszystkich czynników

liczb 2k ± 1 i jednostki modulo2k. Jednostki dla czynników są generowane przy pomocy algorytmu

zaprezentowanego w rozdz. 3.2 (alg. 10, str. 129).

Algorytm 10 generuje dla zadanego modułu zbiór jednostek o różnych parametrachAT . Wybór

odpowiedniej wersji jednostek dla prezentowanego HRNS można przeprowadzić na wiele sposobów.

Dane zaprezentowane poniżej dotyczą dwóch przypadków. W obu wybór jednostek przeprowadzany

jest w dwóch krokach. W pierwszym kroku wybierana jest jednostka dla czynnika, dla którego dłu-

gość ściėzki krytycznej będzie największa spośród wybranych układów. Wybrany układ wyznaczał

granicę szybkósci jednostki MAC dla zadanego HRNS.

Po okrésleniu maksymalnego opóźnienia całego układu wybierane są struktury jednostek MAC

dla pozostałych czynników. Wybierane były jednostki najmniejsze spósród układów ósciėzce kry-

tycznej krótszej od układu o największym wprowadzanym opóźnieniu. Reguła ta pozwala na skon-

struowanie jednostki o odpowiedniej długości ściėzki krytycznej przy zachowaniu niewielkiego ob-

szaru.

Różnica pomiędzy zastosowanymi metodami doboru jednostek dotyczy sposobu wyboru układu o

najdłu̇zszejściėzce krytycznej. W pierwszym przypadku dla każdego czynnika wybierany jest układ

najszybszy, po czym spośród wyników typowany jest układ najwolniejszy. Dzięki temu mȯzliwe jest

zbudowanie układu o minimalnym opóźnieniu.

W większósci przypadków ograniczeniem szybkości całego układu jest długość ściėzki krytycz-

nej dla jednostki modulo największy czynnik liczb2k ± 1. Jednostka ta zajmuje duży obszar, a jej

znalezienie wymaga sprawdzenia dużej liczby konfiguracji. Z tego powodu zastosowano także drugie

kryterium wyboru jednostki ograniczającej szybkość całego układu. Dla kȧzdego czynnika wybierano

układ najszybszy, ale tylko spośród jednostek, w których iloczyny częściowe obliczane są za pomocą

układów mnȯzących2 · k lub 3 · k bitów. Spósród wybranych układów typowano następnie rozwią-

zanie o najdłu̇zszejściėzce krytycznej. Wybrana jednostka zajmowała znacznie mniejszy obszar od

układu najszybszego dla danego czynnika. W związku z tym obszar całego układu uległ zmniejszeniu

kosztem niewielkiego wzrostu długości ściėzki krytycznej.
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4.3.2 Wyniki implementacji

Parametry zaimplementowanych jednostek MAC dla opisywanych HRNS przedstawiono w tabelach

4.3 i 4.4. Tabela 4.3 zawiera parametry jednostek, w którychograniczenie szybkości całego układu

wynika z opóźnienia wprowadzanego przez jednostkę najwolniejszą spósród najszybszych dla po-

szczególnych czynników. W tab. 4.4 zawarto parametry układów, w których jednostką najwolniejszą

jest jednostka wybrana spośród struktur, w których iloczyny częściowe są obliczane za pomocą ukła-

dów mnȯzących2 · k lub 3 · k bitów.

Na kompletny tor resztowy składa się zbiór jednostek MAC dla poszczególnych czynników mo-

dułów2k ± 1 oraz dla modułu2k. Wiersze, w których pole moduł zawiera wartość 2k ± 1, zawierają

sumę obszaru oraz najdłuższąściėzkę krytyczną jednostek dla czynników odpowiedniego modułu

2k ± 1. Wiersze z pogrubionymi danymi zawierają sumę obszarów oraz najdłu̇zsząściėzkę krytyczną

jednostek dla wszystkich modułów wchodzących w skład danego HRNS.

Jednostki dla czynników liczb2k ±1 zostały wygenerowane za pomocą algorytmu zaproponowa-

nego w rozprawie (alg. 10, str. 129). Wyjątkiem są układy dla modułów 5,7,9,13, w których generator

reszty moduloM∗ dla sumy iloczynów czę́sciowych składa się wyłącznie z pojedynczej pamięci

ROM. Dzięki temu układy te charakteryzują się nieznacznie lepszymi parametrami AT od struktur

wygenerowanych przez alg. 10. Różnice w zajmowanym obszarze nie przekraczają kilku tablicLUT,

a długósć ściėzki krytycznej dla tych modułów jest w obu przypadkach znacznie mniejsza od najwol-

niejszych układów w danym HRNS. W ogólnym przypadku ręcznaoptymalizacja struktury jednostek

dla małych modułów nie jest więc konieczna.

Różnice pomiędzy tab. 4.3 i 4.4 dotyczą wyłącznie przypadków dla k ∈ {24, 30}. Dla k =

18 układem najwolniejszym jest jednostka moduloM∗ = 109, dla której w najszybszej strukturze

iloczyny czę́sciowe są obliczane za pomocą układów mnożących. Dane w tab. 4.3 i 4.4 są niemal

identyczne, poza układami dla największych czynników. Pomimo tego zmiana sposobu typowania

jednostki najwolniejszej ma istotny wpływ na obszar zajmowany przez kompletny tor obliczeniowy.

Ograniczenie jednostek MAC do struktur należących do grupy pierwszej powoduje zmniejszenie

zajmowanego obszaru o 20.1% dlak = 24 i 22.4% dlak = 30. Wzrost długósci ściėzki krytycz-

nej wynosi 4.5% w obu przypadkach, tak więc układy zbudowane z jednostek nalėzących do grupy

pierwszej charakteryzują się lepszym iloczynemAT . Z powodu niewielkiego wzrostu długości ściėz-

ki krytycznej układy te mogą býc przydatne nawet w sytuacjach, w których szybkość jest czynnikiem
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Tabela 4.3. Parametry jednostek MAC dla HRNS – minimalne opóźnienie

k = 18 k = 24 k = 30

Moduł A [LUT] T [ns]

7 24 28.106

19 50 29.181

27 54 30.134

73 77 30.384

218 − 1 205 30.384

5 17 18.402

13 33 24.893

37 69 28.842

109 157 28.317

218 + 1 276 28.842

218 183 26.789
∑

664 30.384

Moduł A [LUT] T [ns]

5 17 18.402

7 24 28.106

9 28 25.805

13 33 24.893

17 50 28.539

241 124 35.853

224 − 1 276 35.853

97 94 34.045

257 138 35.191

673 434 37.346

224 + 1 666 37.346

224 316 29.817
∑

1258 37.346

Moduł A [LUT] T [ns]

7 24 28.106

9 28 25.805

11 35 26.509

31 47 28.266

151 119 35.454

331 157 34.968

230 − 1 410 35.454

13 33 24.893

25 52 30.330

41 72 28.666

61 73 35.324

1321 587 36.087

230 + 1 837 36.087

230 484 31.964
∑

1711 36.087

decydującym.

Analizując dane z tabel 4.3 i 4.4 należy zwrócíc uwagę na szczególnie korzystne parametry jed-

nostek MAC dla modułu2k. Pomimo jego du̇zej szerokósci, a więc i du̇zym wpływie na zakres dyna-

miczny systemu, wprowadzane opóźnienie jest zdecydowanie mniejsze od układów dla największych

czynników. Obszar zajmowany przez MAC modulo2k jest podobny do sumy obszarów układów dla

czynników modułów2k ±1. Biorąc pod uwagę łatwósć konwersji wej́sciowej, stosowanie modułu tej

postaci jest szczególnie korzystne. Jeśli moduł2k miałby býc składnikiem dowolnego RNS, wprowa-

dzane opóźnienie jest akceptowalne nawet dlak trzykrotnie większego od szerokości największego

z pozostałych modułów. Dotyczy to wszystkich jednostek o strukturze zaproponowanej w rozprawie

implementowanych w układach rodziny Spartan 2 i dla przebadanego zakresu modułów.

W tabeli 4.5 przedstawiono parametry jednostek MAC dla modułów 2k ± 1. Podane wyniki po-
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Tabela 4.4. Parametry jednostek MAC dla HRNS – zmniejszony obszar

k = 18 k = 24 k = 30

Moduł A [LUT] T [ns]

7 24 28.106

19 50 29.181

27 54 30.134

73 77 30.384

218 − 1 205 30.384

5 17 18.402

13 33 24.893

37 69 28.842

109 100 30.533

218 + 1 219 30.533

218 183 26.789
∑

607 30.533

Moduł A [LUT] T [ns]

5 17 18.402

7 24 28.106

9 28 25.805

13 33 24.893

17 50 28.539

241 119 36.935

224 − 1 271 36.935

97 94 34.045

257 135 36.918

673 189 39.023

224 + 1 418 39.023

224 316 29.817
∑

1005 39.023

Moduł A [LUT] T [ns]

7 24 28.106

9 28 25.805

11 35 26.509

31 47 28.266

151 113 37.584

331 141 37.658

230 − 1 388 37.658

13 33 24.893

25 52 30.330

41 72 28.666

61 73 35.324

1321 225 37.714

230 + 1 455 37.714

230 484 31.964
∑

1327 37.714

zwalają na porównanie układów implementowanych z użyciem HRNS z opracowanymi dotychczas

układami arytmetycznymi modulo2k ± 1. Porównanie dotyczy jednostek MAC skonstruowanych z

użyciem algorytmu mnȯzenia modulo2k + 1 opisanego w pracy [Beu02] oraz algorytmu mnożenia

modulo2k −1 według koncepcji opisanej w [Zim99]. Dane w tab. 4.5 dotycz ˛a układu modulo2k +1,

w którym pominięto multiplekser. Powoduje to zmniejszenie zajmowanego obszaru i wprowadzanego

opóźnienia kosztem wprowadzenia podwójnej reprezentacji zera. Jednostki implementowane z uży-

ciem HRNS składają się ze zbioru układów MAC przedstawionych w tab. 4.3 i 4.4. W ostatnim wier-

szu tab. 4.5 zawarto parametry jednostki MAC wykonującej operacjęX ·Y +Z dlaX, Y, Z ∈ [0, 2k)

w kodzie naturalnym binarnym NB.

Analizując parametry jednostek z tab. 4.5 można zauwȧzyć, że podstawową zaletą stosowania

HRNS jest znaczne zmniejszenia zajmowanego obszaru przy jednoczesnym spadku długości ściėzki
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Tabela 4.5. Parametry jednostek MAC realizowanych różnymi metodami dla modułów2k ± 1

Moduł Metoda

k = 18 k = 24 k = 30

A T A T A T

[LUT] [ns] [LUT] [ns] [LUT] [ns]

2k − 1

pełne

HRNS z tab. 4.3

HRNS z tab. 4.4

417 36.853 704 38.107 1065 43.043

205 30.384 276 35.853 410 35.454

205 30.384 271 36.935 388 37.658

2k + 1

pełne

HRNS z tab. 4.3

HRNS z tab. 4.4

454 38.647 753 39.382 1126 42.345

276 28.842 666 37.346 837 36.087

219 30.533 418 39.023 455 37.714

MAC NB 381 31.112 656 32.169 1005 35.199

krytycznej o kilka procent. U̇zycie HRNS pozwala na ponad dwukrotne ograniczenie zajmowanego

obszaru w stosunku do pełnego układu modulo2k ± 1. Szczególnie du̇ze zyski, zarówno w zajmo-

wanym obszarze jak i wprowadzanym opóźnieniu, zaobserwowano dla modułów postaci2k − 1 i

HRNS optymalizowanego pod kątem niewielkich opóźnień. Wynika to z mȯzliwości rozłȯzenia tych

modułów na niewielkie czynniki.

Dla zbadanych modułów postaci2k + 1 jeden z czynników jest znacznie większy od pozostałych,

w związku z czym HRNS o najkrótszejściėzce krytycznej wymaga u̇zycia jednostki o du̇zym ob-

szarze. Stosowanie HRNS w tym przypadku nadal pozwala polepszýc parametry AT układu, jednak

zyski nie są ju̇z tak du̇ze.

Dla modułów wchodzących w skład opisywanych HRNS zarówno zajmowany obszar, jak i dłu-

gość ściėzki krytycznej układów o strukturze proponowanej w rozprawie mȯze býc przybli̇zona za-

leżnóscią liniową. Zyski wynikające ze stosowania HRNS są więc proporcjonalne do stosunkuk do

szerokósci największego czynnika. Dla przebadanego zakresu modułów korzýsci wynikające z zasto-

sowania HRNS były najmniej widoczne dlak = 24, gdzie stosunekk do szerokósci największego

czynnika jest najmniejszy.

Na rys. 4.28 zaprezentowano porównanie parametrów jednostek MAC realizujących operację

okrésloną równaniem (4.2) dla różnych zakresów dynamicznych i struktury układu. Porównanie obej-

muje układy zrealizowane w systemie U2, RNS z bazą(2k − 1, 2k, 2k + 1) oraz z u̇zyciem HRNS

z tabel 4.3 i 4.4. Skala dla poszczególnych zakresów jest takdobrana, aby umȯzliwi ć porównanie
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b) k = 24
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c) k = 30
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Opóźnienie
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Opóźnienie

Obszar

Opóźnienie

Rysunek 4.28. Porównanie charakterystykAT różnych implementacji jednostki mnożenia akumula-

cyjnego dla zakresu dynamicznego a) 54, b) 72 i c) 90 bitów.
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zmian parametrów jednostek w stosunku do implementacji w U2traktowanej jako punkt odniesienia.

Porównując parametry jednostek w systemie uzupełnieniowym i RNS mȯzna stwierdzíc, że sto-

sowanie RNS(2k − 1, 2k, 2k + 1) jest uzasadnione jedynie w przypadku konieczności zmniejszenia

długósci ściėzki krytycznej dla du̇zych zakresów. W omawianym przypadku do wartości k = 24

opóźnienie wprowadzane przez jednostki w RNS jest większe lub równe opóźnieniu układów w U2.

Dla k = 30 zaobserwowano spadek długości ściėzki krytycznej o 9.7%. We wszystkich przypad-

kach układy wykorzystujące RNS charakteryzują się obszarem większym o ok. 40–50%, przy czym

w miarę wzrostuk narzut spowodowany RNS ulega zmniejszeniu. Można więc stwierdzíc, że sto-

sowanie RNS(2k − 1, 2k, 2k + 1) w układach FPGA nie przynosi istotnych korzyści, a wręcz mȯze

spowodowác pogorszenie parametrów układu.

Znacznie korzystniejsza sytuacja występuje dla układów konstruowanych z u̇zyciem opisywanych

HRNS. Jednostki wykorzystujące HRNS są zarówno mniejsze, jak i szybsze od jednostek w U2. Zyski

zaobserwowano dla obu zaprezentowanych HRNS. Szczególnieinteresujące mogą być układy z tab.

4.4, które w stosunku do jednostek wykorzystujących klasyczną arytmetykę uzupełnieniową oferują

jednoczesne zmniejszenie obszaru o 15–30% i wprowadzanychopóźnién do 22% dlak = 30.

Nalėzy podkréslić, że korzýsci wynikające ze stosowania HRNS rosną w miarę zwiększania za-

kresu dynamicznego i stosunkuk do szerokósci największego czynnika. Zależnósć tę łatwo uza-

sadníc. Obszar układu mnȯzącego wykorzystującego klasyczną arytmetykę uzupełnieniową rósnie z

kwadratem liczby bitów. Pojedyncza jednostka dla czynnikawchodzącego w skład HRNS zajmu-

je obszar zalėzny liniowo od liczby bitów koniecznej do zapisania tego czynnika. Zarówno liczba

jednostek, jak i rozmiar pojedynczej jednostki są ograniczone stosunkiem szerokości największego

czynnika do zakresu dynamicznego systemu. Suma obszarów zajętych przez wszystkie układy w ra-

mach HRNS mȯze zatem býc oszacowana na podstawie stosunku szerokości największego czynnika

do zakresu systemu. Jeśli dla jednostek o analizowanej strukturze stosunek ten jest mniejszy od 8,

użycie HRNS nie powoduje polepszenia charakterystykAT (przykład dlak = 24).

Zyski w długósci ściėzki krytycznej tak̇ze są uzalėznione od wspomnianego ilorazu. Wprowadza-

ne opóźnienie dla jednostek w arytmetyce uzupełnienioweji układów modulo zalėzy od logarytmu

szerokósci operandu. Ponieważ najdłu̇zszaściėzka krytyczna występuje dla układu o największej

szerokósci argumentów, przyrost szybkości zalėzy od stosunku szerokości największego czynnika do

zakresu systemu.
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4.4 Procesor wspomagający obliczenia w AOG

W poprzednim rozdziale przedstawiono techniki pozwalające na zwiększenie wydajności jednostek

arytmetycznych wykonujących operacje mnożenia i dodawania. U̇zycie hierarchicznych resztowych

systemów liczbowych umȯzliwia zmniejszenie długósci ściėzki krytycznej o ok. 20 % w stosunku

do jednostek wykorzystujących klasyczną arytmetykę uzupełnieniową. Obszar układu w obu przy-

padkach jest porównywalny. U̇zycie HRNS wymaga jednak stosowania konwerterów oraz unika-

nia operacji „trudnych”. Celem tego rozdziału jest prezentacja sprzętowej implementacji z użyciem

arytmetyki resztowej podstawowych problemów obliczeniowych występujących w AOG. Dodatko-

wo podano przykład nowej, skalowalnej architektury procesora wspomagającego obliczenia w AOG,

w którym zastosowano wspomnianą jednostkę testowania przecię́c. Architektura ta jest rozwinięciem

pomysłu zaprezentowanego w pracy [Tom05c]. Prezentowana struktura mȯze býc zaimplementowana

z wykorzystaniem arytmetyki resztowej, jak i wyłącznie arytmetyki uzupełnieniowej. Na przykładzie

proponowanej struktury zostanie wykazane,że stosowanie arytmetyki resztowej jest uzasadnione i

korzystne w układach sprzętowego wspomagania algorytmówoświetlenia globalnego.

Podstawowym celem proponowanej architektury jest analizamożliwości zastosowania arytmetyki

resztowej w układach sprzętowego wspomagania AOG. Układ ten pozwala na efektywną implemen-

tację dwóch istotnych algorytmów wykorzystywanych w AOG:śledzenia promieni i wspomagania

rozwiązywania układów równań oświetlenia w metodzie energetycznej. Opisywana strukturaumȯz-

liwia implementację tych algorytmów z użyciem arytmetyki resztowej, co powoduje wzrost często-

tliwości taktowania rzędu 20%. Podczas projektowania układu szczególną uwagę przywiązano do

zachowania cech pozwalających na efektywną implementację AOG. Szczególnie istotne jest odizolo-

wanie fragmentów układu wykorzystujących HRNS od pozostałych bloków procesora. Umȯzliwia to

wykorzystanie zalet arytmetyki resztowej przy jednoczesnym zachowaniu mȯzliwości wykonywania

operacji trudnych.

Proponowana struktura składa się z bloków stanowiących samodzielne jednostki z prostymi i

wydajnymi magistralami komunikacyjnymi. Zadania wykonywane przez poszczególne jednostki są

typowymi zadaniami występującymi w implementacjach AOG. Dodanie dodatkowych operacji, np.:

cieniowania, mȯzna więc zrealizowác wprowadzając do układu dodatkowe podukłady realizujące

odpowiedni algorytm.

Przykład implementacji kompletnego procesora zaprezentowano w pracy [Sch06]. Jest to rozwią-
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zanie przeznaczone do implementacji w układach ASIC i charakteryzujące się znacznymi wymaga-

niami sprzętowymi. Standardowa konfiguracja wymaga 192 jednostek FPU, 822 kB rejestrów i 272

kB pamięci podręcznej. W pracy [Sch06] opisano także okrojoną, silnie optymalizowaną implementa-

cję prototypu z u̇zyciem układów rodziny Virtex 2 firmy Xilinx. Przedstawionew tej pracy rozwiąza-

nie oparte o arytmetykę resztową charakteryzuje się znacznie mniejszymi wymaganiami sprzętowy-

mi. Ograniczenie zajmowanego obszaru pozwala na zastosowanie szerokiej gamy ró̇znorodnych wer-

sji dostępnych matryc FPGA o mniejszych możliwościach, a więc i koszcie. W przypadku implemen-

tacji w układach FPGA o wysokiej wydajności zastosowanie jednostek wykorzystujących arytmetyk˛e

resztową umȯzliwia upakowanie większej liczby jednostek w układzie, co bezpósrednio przekłada się

na wydajnósć.

4.4.1 Załȯzenia

Podstawowym celem prezentowanego układu jest wykazanie przydatnósci arytmetyki resztowej w

sprzętowych implementacjach AOG. Układ ten powinien jednak charakteryzowác się cechami porów-

nywalnymi z dotychczas opracowanymi procesorami wspomagającymi. Można to osiągną́c poprzez

wykorzystanie podstawowych mechanizmów pozwalających na efektywną implementację AOG. W

opisywanej strukturze przyjęto następujące założenia:

• opis modeli w postaci siatek trójkątów,

• stosowanie drzewkd do opisuświata w metodziésledzenia promieni,

• przeprowadzanie obliczeń równoczésnie dla wiązki spójnych promieni,

• zastosowanie arytmetyki stałoprzecinkowej,

• łatwą skalowalnósć,

• nieskomplikowaną siéc połączén,

• przechowywanie lokalnych kopii wielokrotnie wykorzystywanych danych.

Większósć dotychczas opracowanych sprzętowych implementacji algorytmów grafiki kompute-

rowej dotyczy opisów modeli w postaci siatek trójkątów. Rozwiązanie to pozwala znacznie upro-

ścíc struktury układów przy zachowaniu możliwości modelowania ró̇znorodnych brył geometrycz-

nych. Równiėz w proponowanej architekturze zastosowane układy przegl ˛adania drzew zawierających

182



opisświata oraz testowania przecięć zostały zoptymalizowane pod kątem stosowania trójkątów jako

prymitywów geometrycznych. Ponieważ jednak jednostki te są układami programowalnymi, istnieje

możliwość ich przyszłych modyfikacji w kierunku poszerzenia zestawuobsługiwanych powierzchni.

Drzewakd są odmianą drzew BSP (rozdz. 2.1, str. 31), w których płaszczyzny dzielące są prosto-

padłe do osi układu współrzędnych. Pozwala to znacznie uproścíc algorytmy konstruowania i prze-

glądania takich drzew. Szybkie i nieskomplikowane algorytmy przeglądania drzewkd można zaim-

plementowác za pomocą niewielkich i wydajnych struktur sprzętowych.

W pracy [Sch06] wykazano,̇ze sąsiednie promienie przecinają z reguły ten sam zbiór węzłów

drzewakd. Dotyczy to zarówno promieni pierwotnych przechodzącychprzez punkt obserwatora,

jak i wtórnych modelujących odbicia i załamaniaświatła. Celowe jest zatem przeprowadzanie te-

stów przecię́c wszystkich promieni z niewielkiej, spójnej wiązki z tym samym zbiorem trójkątów.

W prezentowanym układzie zestaw kilku jednostek obliczeniowych kontrolowany jest przez jedną

jednostkę sterującą. Każda z jednostek obliczeniowych przeprowadza testy przeci˛eć pojedynczego

promienia ze zbiorem trójkątów dostarczanym przez jednostkę zarządzającą do wszystkich jednostek

obliczeniowych równoczésnie.

Zastosowanie arytmetyki stałoprzecinkowej powoduje znaczne zmniejszenie obszaru wymagane-

go przez układy arytmetyczne w porównaniu z rozwiązaniamiwykorzystującymi arytmetykę zmien-

noprzecinkową. Cecha ta jest szczególnie istotna w przypadku implementacji w FPGA, gdzie zasoby

logiczne są ograniczone. Niewielki koszt układów arytmetycznych pozwala na zastosowanie więk-

szej ich liczby. Poniewȧz AOG charakteryzują się bardzo dobrą skalowalnością w implementacjach

na maszynach równoległych, zwiększenie liczby jednostekobliczeniowych przekłada się bezpośred-

nio na wydajnósć.

Aby zwiększanie liczby równolegle pracujących jednostek powodowało odpowiedni wzrost wy-

dajnósci, konieczne jest zaprojektowanie układu w postaci zapewniającej łatwą skalowalność. Cha-

rakter implementowanych algorytmów umożliwia użycie struktury pozwalającej na łatwą rozbudowę.

Podstawową cechą umożliwiającą skalowalnósć jest wyizolowanie operacji kosztownych (np. dziele-

nie i konwersja pomiędzy HRNS a U2) i ich implementacja w postaci bloków wspólnych dla pewnej

liczby jednostek arytmetycznych. Korzystne jest także zastosowanie prostych magistral połączenio-

wych umȯzliwiających transmisję w trybie rozgłaszania oraz adresowania indywidualnego. Dzięki

temu mȯzliwe jest dodawanie kolejnych układów obliczeniowych bezdodatkowych kosztów.
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Właściwóscią algorytmów AOG jest intensywna komunikacja z pamięcią powodującą przeciąże-

nia najszybszych obecnie dostępnych magistral komunikacyjnych. Poniewȧz jednak większósć odwo-

łań charakteryzuje się dobrą lokalnością przestrzenną i czasową, przechowywanie kopii aktualnie

wykorzystywanych danych pozwala na znaczne zmniejszenie obcią̇zenia magistral komunikacji z

pamięcią. W prezentowanym rozwiązaniu przechowywaniekopii wykorzystywanych danych realizo-

wane jest na dwóch poziomach. Dane używane wielokrotnie przez konkretną jednostkę są przesyła-

ne jednokrotnie i zapamiętywane w rejestrach lokalnych danej jednostki. Dodatkowo przewidziano

stosowanie pamięci podręcznej umożliwiającej przechowanie pewnego podzbioru najczęściej u̇zywa-

nych danych o rozmiarze znacznie przekraczającym pojemność pliku rejestrów. Przykładem może

być zawartósć kilku poziomów drzewa opisúswiata, która jest wymagana dla każdego promienia w

algorytmieśledzenia promieni.

4.4.2 Struktura procesora

Na rys. 4.29 przedstawiono schemat proponowanej strukturyprocesora wspomagającego obliczenia

w AOG. Struktura ta jest modyfikacją architektury opisanejw [Tom05c]. Podstawowym elementem

procesora jest zestaw jednostek obliczeniowych JO zawierających układy mnȯzenia akumulacyjnego

wraz z zestawem rejestrów oraz automatem sterującym. Automat sterujący zrealizowano jako jed-

nostkę programowalną pozwalającą na implementację różnorodnych zadán. Jednostki obliczeniowe

są u̇zywane jako podstawowe elementy implementujące algorytmy wyznaczania punktu przecięcia

prostej z trójkątem oraz wspomagania rozwiązywania układów równán oświetlenia.

W algorytmie wyznaczania punktu przecięcia zachodzi koniecznósć wyznaczenia ilorazu, dlatego

też dla kilku jednostek obliczeniowych przewidziano potokowy układ dzielenia. W zalėznósci od

stosunku wydajnósci jednostek obliczeniowych do wydajności jednostki dzielenia liczba jednostek

dzielenia mȯze býc dowolnie zmieniana.

Każda jednostka obliczeniowa wyposażona jest w prosty automat sterujący zawierający zestaw

zaimplementowanych algorytmów. Za wybór odpowiedniego z nich oraz dostarczenie wymaganych

danych odpowiedzialna jest jednostka zarządzania obliczeniami JZO. Jednostka zarządzająca jest tak-

że zrealizowana w postaci programowalnego automatu wyposażonego w dodatkowy plik rejestrów.

Wszystkie JO są połączone z JZO za pomocą jednej magistrali umożliwiającej transmisję w trybie

rozgłaszania i adresowania bezpośredniego.
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Rysunek 4.29. Struktura procesora.

Wyznaczenie punktu przecięcia konkretnego promienia z odpowiednim elementem sceny wy-

maga dwóch kroków. Pierwszym z nich jest wybór potencjalnych kandydatów spósród wszystkich

elementów występujących na scenie, drugim krokiem jest wyznaczenie punktów przecięć wybranych

elementów z promieniem i wybór spośród nich punktu najbliższego obserwatora. Za pomocą JO re-

alizowany jest krok drugi, natomiast wybór kandydatów dokonywany jest w jednostce przeglądania

drzewa JPD.

Zaimplementowanym algorytmem przeglądania drzew jest algorytm zaprezentowany w pracy

[HKBZ97]. Jego cechą szczególną jest odpowiednio dobrana kolejnósć działán pozwalająca w 75%

przypadków na wybór odpowiedniego węzła drzewa na podstawie wyłącznie prostych porównań

dwóch liczb. W pozostałych 25% przypadków konieczne jest obliczenie punktu przecięcia promienia

z płaszczyzną dzielącą dany węzeł. Z powodu ograniczonych zasobów sprzętowych jednostka prze-

glądania drzewa zawiera wyłącznie zestaw komparatorów pozwalających na wykonanie porównań

współrzędnych. W przypadku konieczności wyznaczenia punktu przecięcia zadanie to jest realizowa-
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ne przez jednostki obliczeniowe.

W pracy [Sch06] podano,̇ze w implementacji algorytmúsledzenia promieni liczba jednostek

przeglądania drzewa powinna być większa od liczby jednostek wyznaczania przecięć. W rzeczywi-

stósci z rys. 2.26 na str. 42 w pracy [Sch06] wynika,że stosunek koniecznych do wykonania operacji

przeglądania drzewa do operacji wyznaczenia punktu przecięcia zalėzy od przyjętej maksymalnej

głębokósci drzewa i złȯzonósci sceny. Struktura z rys. 4.29 zawiera taką samą liczbęJPD, jak JO.

Uzasadnieniem takiej decyzji jest kilka argumentów. Po pierwsze, JPD są układami uproszczonymi,

a więc cię̇zar obliczén przejmują i tak jednostki obliczeniowe. Jednostka przeglądania drzewa jest wy-

łącznie układem dodatkowym o niskim koszcie złożonym z prostego automatu sterującego i zestawu

komparatorów. Po drugie, struktura z rys. 4.29 jest rozwiązaniem bardziej elastycznym, ponieważ JO

są wykorzystywane także w implementacji algorytmów opartych o metody energetyczne. Po trzecie,

zwiększenie liczby jednostek testowania przecięć w stosunku do JPD pozwala na zmniejszenie głębo-

kości drzewa, co bezpośrednio przekłada się na łatwość jego tworzenia i mȯze upróscíc generowanie

obrazów dynamicznych.

Komunikacja pomiędzy JPD a JZO zrealizowana jest za pomoc ˛a dwóch kanałów. Pierwszy z nich

jest kanałem jednokierunkowym z buforem FIFO (ang.First In First Out), drugi zawiera magistralę

dwukierunkową. Pierwszy kanał jest wykorzystywany do przekazywania współrzędnych trójkątów,

dla których nalėzy wykonác testy przecię́c z promieniami. Zadaniem drugiego kanału jest szybka ko-

munikacja z pominięciem kolejki FIFO umożliwiająca natychmiastowe obliczenie punktu przecięcia

promieni z płaszczyzną dzielącą węzeł drzewakd.

Zarówno zestaw jednostek obliczeniowych, jak i blok przeglądania drzewa wymagają danych

z pamięci zewnętrznej. W związku z tym konieczny jest dodatkowy blok sterownika pamięci oraz

układ pozwalający na komunikację z systemem nadrzędnym. Poza tym przewidziano zastosowanie

pamięci podręcznej, ponieważ w przypadku implementacji sprzętowej algorytmuśledzenia promieni

jej stosowanie pozwala znacznie zmniejszyć natę̇zenie komunikacji z pamięcią zewnętrzną. Dokładne

struktury sterownika pamięci i sprzęgu PCI/AGP nie zostały opracowane ze względu na istnienie

wielu gotowych rozwiązán w tym zakresie, tak̇ze komercyjnych.

Układ przedstawiony na rys. 4.29 umożliwia wykorzystanie mȯzliwości równoległego przetwa-

rzania w celu zwiększenia wydajności na dwa sposoby. Zwiększenie liczby JO zarządzanych przez

pojedynczą JZO pozwala na zwiększenie liczby promieni przetwarzanych w ramach pojedynczej

wiązki. Równoczésnie mȯzna dodác dodatkowe zestawy składające się z jednostek obliczeniowych
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sterowanych przez JZO oraz dodatkowych JPD, których zadaniem będzie prowadzenie obliczeń dla

kolejnych wiązek promieni. Jedynymi ograniczeniami liczby takich bloków są dostępne zasoby sprzę-

towe oraz stopién komplikacji sterownika pamięci i pamięci podręcznej.

Podstawowym elementem w prezentowanym procesorze jest zestaw JO wraz z JZO. Blok ten jest

elementem odpowiedzialnym za przeprowadzanie obliczeń w algorytmach wyznaczania punktu prze-

cięcia prostej z trójkątem oraz rozwiązywania układu równán oświetlenia. Pozostałe jednostki proce-

sora są albo układami wspomagającymi o prostej strukturze, albo standardowymi jednostkami, np.:

sterownik pamięci czy pamięć podręczna. Poniżej zostaną opisane wyłącznie JO i JZO oraz przykłady

ich wykorzystania do implementacji wyznaczania punktu przecięcia i rozwiązywania układu równań

oświetlenia. Tak̇ze prototypowa implementacja została ograniczona do dwóchwspomnianych jedno-

stek.

Jednostka obliczeniowa JO

Podstawowym zadaniem jednostki obliczeniowej jest implementacja algorytmu wyznaczania punktu

przecięcia promienia z trójkątem oraz wspomaganie procesu rozwiązywania równán oświetlenia me-

todami iteracyjnymi. Ponieważ podstawowymi operacjami arytmetycznymi w obu tych zadaniach są

różne kombinacje mnȯzenia i dodawania, są one realizowane z użyciem układu mnȯzenia akumula-

cyjnego. Jednostka obliczeniowa składa się z jednostki mnożenia akumulacyjnegok×2k bitów, pliku

20 rejestrów3k–bitowych, zestawu multiplekserów podających odpowiednie dane na wejścia jednost-

ki MAC oraz programowalnego układu sterującego. Schemat połączén układu MAC, multiplekserów

i pliku rejestrów pokazano na rys. 4.30. Zastosowanie wieloportowego pliku rejestrów pozwala na

dostarczenie kompletu danych dla układu MAC w każdym cyklu zegarowym. Dzięki temu np.: im-

plementacja algorytmu testowania punktu przecięcia promienia z trójkątem według pomysłu z pracy

[MT97] wymaga jedynie 27 instrukcji.

Przepływ danych w strukturze z rys. 4.30 jest sterowany przez prosty automat sterujący. Automat

ten jest zrealizowany jako jednostka programowalna z programem zapisanym w niewielkiej pamię-

ci ROM. Listę zaimplementowanych rozkazów przedstawionow tabeli 4.6. Większósć rozkazów to

rozkazy arytmetyczne dobrane w sposób umożliwiający efektywną implementację algorytmu wyzna-

czania punktu przecięcia promienia z trójkątem.

Wynik każdego rozkazu z tab. 4.6 jest zapisywany w rejestrze oznaczonym R[rez]. Argumentami

mogą býc dwa rejestry ró̇zne od rejestru wynikowego oznaczone jako R[dod] i R[mnoz] oraz dana z

187



R[19]

54

36

18

54

,,1’’

,,0’’

,,1’’

18 54

36

54

18

54

R[0]
R[1]

Rysunek 4.30. Struktura układu arytmetycznego jednostki obliczeniowej. Dane wejściowe są repre-

zentowane jako wektory 18–bitowe w kodzieU2.

magistrali zewnętrznej, lub trzy rejestry, z których jeden jest jednoczésnie miejscem przechowywania

wyniku. Rozkaz RDWR oznacza przejście do stanu, w którym jednostka zarządzająca ma możliwość

zapisu i odczytu poszczególnych rejestrów JO.

Tabela 4.6. Lista rozkazów układu sterującego jednostkąobliczeniową

Rozkaz Operacja

RDWR zapis/odczyt pliku rejestrów

MADD R[res]⇐ dana× R[mnoz] + R[dod]

MUL R[res]⇐ dana× R[mnoz]

MSUB R[res]⇐ dana× R[mnoz]− R[dod]

INV_MSUB R[res]⇐ − (dana× R[mnoz] ) + R[dod]

INV_SUB R[res]⇐− dana+ R[dod]

MUL_REG R[res]⇐ R[dod]× R[mnoz]

ACC_MUL_REG R[res]⇐ R[dod]× R[mnoz]+ R[res]

Czę́sć kombinacyjna układu z rys. 4.30, czyli jednostka MAC wraz zmultiplekserami, podzie-
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lona jest za pomocą rejestrów na trzy etapy. Na schemacie nie zaznaczono rejestrów znajdujących

się wewnątrz układu mnożenia akumulacyjnego ze względu na chęć zachowania czytelności rysun-

ku. Poza tym, dokładne umiejscowienie tych rejestrów zależy od przyjętej struktury układu MAC i

załȯzonej szerokósci słowa. Cała JO jest układem potokowym o głębokości potoku równej trzy, tak

więc kȧzda z instrukcji zamieszczonych w tab. 4.6 wymaga trzech cykli zegara. Dalsze zwiększanie

głębokósci potoku jest nieopłacalne ze względu na występowanie dużej liczby konfliktów danych w

implementowanych algorytmach.

Dodatkowym elementem JO jest zbiór rejestrówk–bitowych oraz komparatork–bitowy u̇zywane

w algorytmieśledzenia promieni do wyboru i zapamiętania współrzędnych najbli̇zszego punktu prze-

cięcia z trójkątem. Zadaniem tych elementów jest porównanie wyniku zwróconego przez jednostkę

dzielącą z najmniejszym wynikiem wytworzonym dotychczas. Jésli nowy wynik opisuje punkt bli̇z-

szy, dotychczas zapamiętana wartość jest zastępowana rezultatem bieżącym.

Jednostka zarządzania obliczeniami JZO

Jednostka zarządzania obliczeniami realizuje szereg zadań związanych ze sterowaniem i komunika-

cją z jednostkami obliczeniowymi. Składa się z zestawu rejestrów oraz prostego programowalnego

automatu sterującego, którego instrukcje stanowią głównie rozkazy transmisji danych. Komunikacja

pomiędzy JZO a JO może býc przeprowadzona w dwóch trybach. W trybie rozgłaszania wszystkie JO

operują na danych dostarczonych przez JZO, np.: zapisujątę samą wartósć do rejestru o tym samym

adresie. W trybie adresowania indywidualnego dane przesyłane są pomiędzy JZO a pojedynczą JO.

Pozostałe JO nie mogą w tym czasie korzystać z magistrali komunikacyjnej.

Pojedyncza JZO mȯze zarządzác dowolną liczbą JO. Ponieważ jednak komunikacja w trybie ad-

resowania indywidualnego uniemożliwia korzystanie z magistrali przez pozostałe JO, liczbaJO ste-

rowanych przez JZO nie powinna być zbyt du̇za.

Poza zarządzaniem JO, zadaniem JZO jest także komunikacja z jednostką przeglądania drzewa

oraz pamięcią zewnętrzną. W algorytmieśledzenia promieni JZO pobiera dane z JPD na dwa sposo-

by: z u̇zyciem bufora FIFO lub z jego pominięciem (połączenie bezpośrednie). Decyzja o priorytecie

poszczególnych kanałów podejmowana jest przez JZO, co pozwala na efektywne zarządzanie za-

sobami obliczeniowymi JO. Ponieważ zasoby sprzętowe wymagane przez JO stanowią większość

zasobów całego układu, niezmiernie istotne jest zapewnienie ciągłej ich pracy.
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4.4.3 Zastosowanie arytmetyki resztowej

Konstruowanie efektywnych układów z użyciem arytmetyki resztowej wymaga spełnienia dwóch wa-

runków. Pierwszym z nich jest ograniczenie zbioru wykonywanych działán w torze RNS do dodawa-

nia, odejmowania i mnȯzenia ze względu na wysoki koszt implementacji pozostałych operacji. Dru-

gim warunkiem jest dą̇zenie do zwiększenia stosunku liczby wykonywanych operacji arytmetycznych

w RNS do liczby konwersji pomiędzy RNS a systemem pozycyjnym z powodu kosztu konwerterów.

Struktura z rys. 4.29 mȯze zostác łatwo zmodyfikowana do postaci pozwalającej na wykorzystanie

arytmetyki resztowej.

W proponowanym rozwiązaniu arytmetyka resztowa jest używana wyłącznie w jednostkach obli-

czeniowych zawierających układ mnożenia akumulacyjnego. Dzięki temu możliwe jest zwiększenie

częstotliwósci ich taktowania o ok. 20%. Ponieważ komunikacja pomiędzy JO a resztą układu re-

alizowana jest za pomocą pojedynczej magistrali, wystarczy zastosowanie jednego konwertera U2

do RNS na kȧzdą jednostkę JZO oraz konwertera RNS do U2 na każdy układ dzielenia. Przykład

struktury procesora uzupełnionej o dodatkowe konwertery przedstawiono na rys. 4.31.

Wprowadzenie dodatkowych konwerterów wiąże się z wydłu̇zeniem potoku o liczbę cykli wyma-

ganą do przeprowadzenia konwersji. Opóźnienie wnoszoneprzez układy konwersji jest co najwyżej

dwukrotnie większe od długości ściėzki krytycznej jednostki MAC, tak więc liczba cykli wymaga-

nych do przeprowadzenia konwersji pomiędzy HRNS a U2 jest rzędu 6–7 taktów zegara. Jednokrotne

wykonanie procedury wyznaczania punktu przecięcia wymaga 27 cykli zegara i czasu wymaganego

na wykonanie dzielenia, a dla każdego promienia testów takich należy przeprowadzíc co najmniej

kilka lub kilkanáscie, zalėznie od stopnia złȯzonósci sceny i jakósci drzewakd. Oczekiwanie na wy-

pełnienie potoku jest wymagane jedynie w momencie zmiany zawartósci rejestrów JO zawierających

współrzędne promienia. Dodatkowe kilka cykli potrzebnych na całkowite wypełnienie potoku może

więc zostác pominięte ze względu na zwiększenie częstotliwości taktowania o ok. 20%.

Koniecznósć stosowania konwerterów pomiędzy HRNS a U2 powoduje zwiększenie zajmowa-

nego obszaru, nie są to jednak wszystkie koszty spowodowane u̇zyciem HRNS. W przypadku re-

prezentacji w kodzie U2 liczba bitów wykorzystywana do zapisania konkretnej liczby zależy od jej

wartósci. Możliwe jest zatem ograniczenie szerokości czę́sci magistral połączeniowych. Dla układów

wykorzystujących arytmetykę resztową wszystkie magistrale połączeniowe muszą mieć szerokósć

wystarczającą do przesłania liczby o wartości maksymalnej w danym RNS. Wiąże się to tak̇ze ze
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Rysunek 4.31. Struktura procesora wykorzystującego HRNS.

zwiększeniem szerokości stosowanych multiplekserów. Dla układu zaprezentowanego na rys. 4.30

zastosowanie HRNS powoduje wzrost szerokości wszystkich magistral do 58 bitów.

Obszar zajęty przez resztową jednostkę MAC jest mniejszy od obszaru jednostki w kodzie U2.

Użycie ok. 10 jednostek obliczeniowych w HRNS kompensuje koszty dodatkowego obszaru wyma-

ganego dla konwersji pomiędzy HRNS a U2. Dla mniejszej liczby JO u̇zycie HRNS tak̇ze jest opła-

calne, poniewȧz narzut w stosunku do obszaru całego układu, wliczając sterowniki pamięci i pamię́c

podręczną, jest równy co najwyżej kilka procent. Ze względu na znaczny wzrost wydajności, stoso-

wanie resztowych systemów liczbowych w zaprezentowanej strukturze jest opłacalne i uzasadnione.

W prototypowej implementacji w układzie XC2S200-6FG456 z użyciemśrodowiska Xilinx ISE Fo-

undation 6.3i zastosowanie resztowej jednostki arytmetycznej w układzie z rys. 4.30 spowodowało

wzrost częstotliwósci taktowania z 77.3 MHZ do 92.5 MHZ, a więc o ok. 20%.
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4.4.4 Implementacje algorytmów óswietlenia globalnego

Uniwersalna struktura JO i JZO pozwala na implementację różnorodnych algorytmów obliczenio-

wych. Poni̇zej zostanie podany przykład implementacji algorytmu wyznaczania punktu przecięcia

prostej z trójkątem według koncepcji z [MT97]. Podane zostaną tak̇ze zalecenia dotyczące zastoso-

wania prezentowanej struktury do wspomagania sprzętowego algorytmów wykorzystujących metody

energetyczne.

Wyznaczanie punktu przecięcia promienia z trójkątem

Wyznaczanie punktu przecięcia promienia z trójkątem przeprowadzane jest dla wiązki kilku promie-

ni równoczésnie. W prezentowanym układzie każda JO zawiera zestaw rejestrów lokalnych, w któ-

rych zapamiętane są współrzędne jednego promienia orazwyniki pośrednie. Następnie współrzędne

trójkątów wytypowanych w procesie przeglądania drzewakd są rozsyłane do wszystkich JO równo-

czésnie. Kȧzda JO zawiera dodatkowo zbiór rejestrów pozwalający na zapamiętanie współrzędnych

punktu przecięcia promienia z najbliższym trójkątem. Po wykonaniu obliczeń dla pełnego zbioru

badanych trójkątów wyniki te są przesyłane do JZO do dalszego wykorzystania.

Wyznaczanie punktu przecięcia prostej z trójkątem w przestrzeniR3 przeprowadzane jest według

algorytmu z pracy [MT97]. Przykładową implementację przedstawiono w rozprawie na stronie 30

(alg. 1). W oryginalnym opracowaniu alg. 1 jest implementowany programowo. W implementacji

sprzętowej proponowanej w rozprawie wprowadzono kilka modyfikacji dotyczących kolejnósci wy-

konywania działán. Podstawową ró̇znicą pomiędzy implementacją programową a sprzętow ˛a jest prze-

sunięcie wszelkich rozgałęzień na koniec procedury. Dzięki temu możliwe staje się u̇zycie jednostki

potokowej o ustalonej́sciėzce przetwarzania bez konieczności wykrywania sytuacji przedwczesnego

przerwania obliczén. Dodatkową korzýscią jest przesunięcie wszelkich operacji porównywaniapoza

tor obliczén, co ułatwia implementację części arytmetycznej układu z użyciem arytmetyki resztowej.

Na listingu 4.5 przedstawiono przykład implementacji algorytmu wyznaczania punktu przecięcia

promienia z trójkątem. Przed rozpoczęciem algorytmu w rejestrach R0, R1, R2 muszą zostać za-

pamiętane współrzędne(Kx, Ky, Kz) wektora kierunkowego promienia, a w rejestrach R12, R13 i

R14 współrzędne(Ox, Oy, Oz) punktu początkowego promienia. Wynikiem algorytmu są wartości

δ, u′, v′, t′ zawarte w rejestrach R15, R16, R17, R18. W trakcie wykonywania algorytmu przez JO

zadaniem JZO jest wystawianie na magistralę danych odpowiednich współrzędnych punktuA oraz
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Listing 4.5. Bezpósrednia implementacja algorytmu wyznaczania punktu przecięcia promienia z trój-

kątem

S1 : R[ 8 ] = dane ∗R[ 1 ] / / R [8 ] += E2 . x ∗ K . y

S2 : R[ 7 ] = dane ∗R[ 2 ] / / R [7 ] += E2 . x ∗ K . z

NOP

S3 : R[ 8 ] = dane ∗ R[ 0 ] − R[ 8 ] / / R [8 ] = S . z

S4 : R[ 6 ] = dane ∗R[ 2 ] / / R [6 ] += E2 . y ∗ K . z

S5 : R[ 7 ] = R[ 7 ] − dane ∗ R[ 0 ] / / R [7 ] = S . y

S6 : R[ 6 ] = dane ∗ R[ 1 ] − R[ 6 ] / / R [6 ] = S . x

S7 : R[ 1 5 ] = dane ∗R[ 6 ] / / R[15 ] += E1 . x ∗ S . x

NOP

S8 : R[ 1 5 ] = dane ∗ R[ 7 ] + R[ 1 5 ] / / R[15 ] += E1 . y ∗ S . y

NOP

S9 : R[ 1 5 ] += dane ∗ R[ 8 ] / / R[15 ] += E1 . z ∗ S . z : δ

S10 : R[ 3 ] = R[ 1 2 ] − dane / / R [3 ] = T . x

S11 : R[ 4 ] = R[ 1 3 ] − dane / / R [4 ] = T . y

S12 : R[ 5 ] = R[ 1 4 ] − dane / / R [5 ] = T . z

S13 : R[ 1 6 ] = R[ 3 ] ∗ R[ 6 ] / / R[16 ] = T . x ∗ S . x

NOP

S14 : R[ 1 6 ] += R[ 4 ] ∗ R[ 7 ] / / R[16 ] += T . y ∗ S . y

NOP

S15 : R[ 1 6 ] += R[ 5 ] ∗ R[ 8 ] / / R[16 ] += T . z ∗ S . z : u ’

NOP

S16 : R[ 1 1 ] = dane∗R[ 4 ] / / R[11 ] = E1 . x ∗ T . y

S17 : R[ 1 0 ] = dane∗R[ 5 ] / / R[10 ] = E1 . x ∗ T . z

S18 : R[ 1 1 ] = dane∗ R[ 3 ] − R[ 1 1 ] / / R[11 ] = Q. z

S19 : R[ 9 ] = dane ∗R[ 5 ] / / R [9 ] = E1 . y ∗ T . z

S20 : R[ 1 0 ] = R[ 1 0 ] − dane ∗ R[ 3 ] / / R[10 ] = Q. y

NOP

S21 : R[ 9 ] = dane ∗ R[ 4 ] − R[ 9 ] / / R [9 ] = Q. x

S22 : R[ 1 7 ] = R[ 0 ] ∗ R[ 9 ] / / R[17 ] = K . x ∗ Q. x

NOP

S23 : R[ 1 7 ] += R[ 1 ] ∗ R[ 1 0 ] / / R[17 ] += K . y ∗ Q. y

NOP

S24 : R[ 1 7 ] += R[ 2 ] ∗ R[ 1 1 ] / / R[17 ] += K . z ∗ Q. z : v ’

S25 : R[ 1 8 ] = dane∗R[ 9 ] / / R[18 ] = E2 . x ∗ Q. x

S26 : R[ 1 8 ] = dane∗ R[ 1 0 ] + R[ 1 8 ] / / R[18 ] += E2 . y ∗ Q. y

S27 : R[ 1 8 ] = dane∗ R[ 1 1 ] + R[ 1 8 ] / / R[18 ] += E2 . z ∗ Q. z : t ’
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Listing 4.6. Implementacja algorytmu wyznaczania punktu przecięcia promienia z trójkątem

S12 : R[ 5 ] = R[ 1 4 ] − dane / / R [5 ] = T . z

S1 : R[ 8 ] = dane ∗R[ 1 ] / / R [8 ] += E2 . x ∗ K. y

S2 : R[ 7 ] = dane ∗R[ 2 ] / / R [7 ] += E2 . x ∗ K. z

S4 : R[ 6 ] = dane ∗R[ 2 ] / / R [6 ] += E2 . y ∗ K. z

S19 : R[ 9 ] = dane ∗R[ 5 ] / / R [9 ] = E1 . y ∗ T . z

S11 : R[ 4 ] = R[ 1 3 ] − dane / / R [4 ] = T . y

S3 : R[ 8 ] = dane ∗ R[ 0 ] − R[ 8 ] / / R [8 ] = S . z

S17 : R[ 1 0 ] = dane∗R[ 5 ] / / R [10 ] = E1 . x ∗ T . z

S10 : R[ 3 ] = R[ 1 2 ] − dane / / R [3 ] = T . x

S21 : R[ 9 ] = dane ∗ R[ 4 ] − R[ 9 ] / / R [9 ] = Q. x

S6 : R[ 6 ] = dane ∗ R[ 1 ] − R[ 6 ] / / R [6 ] = S . x

S5 : R[ 7 ] = R[ 7 ] − dane ∗ R[ 0 ] / / R [7 ] = S . y

S16 : R[ 1 1 ] = dane∗R[ 4 ] / / R [11 ] = E1 . x ∗ T . y

S22 : R[ 1 7 ] = R[ 0 ] ∗ R[ 9 ] / / R [17 ] = K . x ∗ Q. x

S25 : R[ 1 8 ] = dane∗R[ 9 ] / / R [18 ] = E2 . x ∗ Q. x

S20 : R[ 1 0 ] = R[ 1 0 ] − dane ∗ R[ 3 ] / / R [10 ] = Q. y

S7 : R[ 1 5 ] = dane ∗R[ 6 ] / / R [15 ] += E1 . x ∗ S . x

S13 : R[ 1 6 ] = R[ 3 ] ∗ R[ 6 ] / / R [16 ] = T . x ∗ S . X

S18 : R[ 1 1 ] = dane∗ R[ 3 ] − R[ 1 1 ] / / R [11 ] = Q. z

S23 : R[ 1 7 ] += R[ 1 ] ∗ R[ 1 0 ] / / R [17 ] += K . y ∗ Q. y

S26 : R[ 1 8 ] = dane∗ R[ 1 0 ] + R[ 1 8 ] / / R [18 ] += E2 . y ∗ Q. y

S8 : R[ 1 5 ] = dane ∗ R[ 7 ] + R[ 1 5 ] / / R [15 ] += E1 . y ∗ S . y

S14 : R[ 1 6 ] += R[ 4 ] ∗ R[ 7 ] / / R [16 ] += T . y ∗ S . y

S24 : R[ 1 7 ] += R[ 2 ] ∗ R[ 1 1 ] / / R [17 ] += K . z ∗ Q. z : v ’

S27 : R[ 1 8 ] = dane∗ R[ 1 1 ] + R[ 1 8 ] / / R [18 ] += E2 . z ∗ Q. z : t ’

S9 : R[ 1 5 ] += dane ∗ R[ 8 ] / / R [15 ] += E1 . z ∗ S . z : δ

S15 : R[ 1 6 ] += R[ 5 ] ∗ R[ 8 ] / / R [16 ] += T . z ∗ S . z : u ’

wektorówE1 i E2.

Implementacja przedstawiona na listingu 4.5 wynika bezpośrednio z algorytmu 1. Ponieważ jed-

nostka obliczeniowa jest układem potokowym, bezpośrednia implementacja powoduje powstanie du-

żej liczby konfliktów danych typu odczyt po zapisie. Konieczne jest więc wstawianie jałowych cykli

pozwalających na propagację danych do odpowiednich rejestrów, z których następnie są odczytywane

w kolejnej instrukcji. Jałowe cykle są oznaczone jako NOP,przy czym liczba jałowych cykli zalėzy

od głębokósci potoku i miejsca ich występowania. W prezentowanym przykładzie liczba ta miésci się

w zakresie od 1 do 3 cykli.
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Wprowadzanie jałowych cykli jest prostą techniką pozwalającą unikną́c błędów podczas konflik-

tów typu odczyt po zapisie, jednak wiąże się ze spadkiem wydajności. Korzystniejszym rozwiązaniem

jest zmiana kolejnósci wykonywania operacji pozwalająca na uniknięcie konfliktów danych. Na list.

4.6 przedstawiono przykład implementacji algorytmu z pracy [MT97], w której zmiana kolejnósci

wykonywania działán pozwala unikną́c wszystkich konfliktów danych. Warunkiem poprawności ko-

du jest ograniczenie maksymalnej głębokości potoku do trzech cykli. Większe głębokości powodują

koniecznósć stosowania dodatkowych instrukcji pustych obniżających wydajnósć implementacji.

Po znalezieniu wartósci δ, u′, v′, t′ nalėzy jeszcze wykonác dzielenia oraz zbadać znaki wyników.

Dzielenie jest przeprowadzane w dodatkowej jednostce dzielącej. Poniewȧz w algorytmie z pracy

[MT97] liczba dzielén jest zdecydowanie mniejsza od liczby mnożén i dodawán, jednostkę dzielenia

można zrealizowác jako układ wspólny dla kilku jednostek obliczeniowych. Wydajnósć jednostki

dzielenia musi pozwolić na przeprowadzenie trzech dzieleń dla kȧzdej JO w czasie potrzebnym na

wykonanie kodu z list. 4.6.

Wspomaganie metod energetycznych

Sprzętowe wspomaganie metod energetycznych może dotyczýc dwóch algorytmów: wyznaczania

współczynników sprzę̇zeniaFji oraz rozwiązywania układu równań oświetlenia. W pierwszym z nich

operacją zajmującą większość czasu jest okréslanie widocznósci pomiędzy płatami, gdzie można wy-

korzystác algorytmśledzenia promieni. W celu zapewnienia spójności generowanej wiązki promieni

nalėzy przeprowadzác test widocznósci pomiędzy zbiorami sąsiednich trójkątów.

Algorytm śledzenia promieni mȯze býc wykorzystany tak̇ze dla obliczania konkretnych warto-

ści współczynników sprzę̇zenia metodą próbkowania półsześcianu (rys. 2.8, str. 40). Dla wybranego

płatu elementarnego należy wygenerowác zbiór promieni przechodzących przez wszystkie elemen-

ty wydzielone zéscian półszéscianu. Z kȧzdym promieniem nalėzy związác odpowiednią wartósć

współczynnika sprzę̇zenia. Wartósć współczynnika sprzę̇zenia pomiędzy płatem będącym począt-

kiem promieni a dowolnym innym płatemi równa jest sumie współczynników dla promieni przeci-

nających płati. Znane są tak̇ze metody wyznaczania wartości współczynników sprzę̇zenia z u̇zyciem

metod probabilistycznych, gdzieśledzenie promieni odgrywa kluczową rolę [Hal01].

Drugim algorytmem implementowanym sprzętowo jest rozwi ˛azywanie układu równán oświetle-

nia. Jakkolwiek przy u̇zyciu metod szukania przybliżonych rozwiązán czas tej operacji jest znacznie

mniejszy od poprzedniej, ze względu na rozmiar spotykanych równán warto rozwȧzyć wspomaganie
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także w tym przypadku. Wyznaczanie promienistości odbywa się według algorytmu progresywne-

go ulepszania [CW93]. Z każdym płatem elementarnym o indeksiei związana jest wartósć energii

padającejBi, energii niewypromieniowanej∆Bi oraz współczynnik odbiciaρj. W kolejnym kroku

algorytmu wybiera się element z największą wartością∆Bi, a następnie dla wszystkich płatówj

nalėzy obliczýc wartósć otrzymanej energii

∆radj = ∆Bi · ρj · Fji, (4.3)

o wartósć której powiększają się∆Bj orazBj. W ten sposób po niewielkiej liczbie kroków można

znaleź́c wartósć promienistósci dla wszystkich płatów z wystarczającą dokładnością. Algorytm ten

wymaga niestety intensywnej komunikacji z pamięcią danych, a co za tym idzie, częstej konwersji

w przypadku u̇zycia arytmetyki resztowej. Rozsądną metodą jego realizacji wydaje się býc wybranie

bloku kilku (zalėzy od liczby jednostek pracujących równolegle) kolejnychczynnikówBj, ∆Bj oraz

ρj , a następnie zwiększenieBj i ∆Bj o ∆radj wyliczone zgodnie ze wzorem (4.3) dla kilku najwięk-

szych wartósci∆Bi. Metoda ta pozwala na zapamiętanie wielkości∆Bi, poniewȧz są one niezmienne

aż do wykorzystania wszystkich elementówj. Dzięki przeprowadzaniu obliczeń w tej kolejnósci je-

dynymi danymi koniecznymi do transmisji w trakcie wykonywania obliczén będą współczynnikiFji.

4.4.5 Wyniki implementacji

Struktura bloku zawierającego JO została opisana w języku VHDL i zaimplementowana w układzie

XC2S200-6FG456 z u̇zyciemśrodowiska Xilinx ISE WebPack 6.3i. Do automatu sterującego JO zo-

stały wpisane programy przedstawione na list. 4.5 i 4.6. Po syntezie i implementacji układ został

przesymulowany z u̇zyciem symulatora ModelSimXE III 6.0a. Opis w VHDL nie obejmuje jednostki

dzielącej oraz mechanizmu komunikacji z tą jednostką. Jednostka zarządzająca została zaimplemen-

towana bez interfejsu komunikacyjnego ze sterownikiem pamięci oraz JPD. Jedynym jej zadaniem

jest dostarczanie odpowiednich współrzędnych do JO. Współrzędne te są zapamiętane w rejestrach

lokalnych JZO.

Implementacja pojedynczej JO dla operandów zapisanych w 18–bitowym kodzie U2 wymaga

2029 tablic LUT, z czego 720 jest używanych jako rejestry wieloportowe. Kod programu z list. 4.6

zajmuje jedynie 37 tablic LUT, mȯze więc býc powielony dla kȧzdej jednostki obliczeniowej. Układ

XC2S200-6FG456 udostępnia 5292 cele logiczne zawierające jedną tablicę LUT kȧzda, mȯzliwe

jest zatem upakowanie dwóch JO wraz z JZO w pojedynczym układzie. Liczba LUT zajętych przez
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pojedynczą JO mȯze zostác zmniejszona, jésli do implementacji rejestrów zostaną użyte wbudowane

w układy FPGA rodziny Spartan 2 bloki pamięci RAM. Niestety, rozmiar wbudowanych blokowych

pamięci RAM umȯzliwia implementację jedynie części pliku rejestrów pojedynczej JO.

77.3 MHzU2

92.5 MHzHRNS

Rysunek 4.32. Porównanie częstotliwości taktowania ró̇znych implementacji procesora wspomagają-

cego AOG.

Struktura JO została zrealizowana jako jednostka potokowao głębokósci potoku równej 3 etapy.

Maksymalna częstotliwósć taktowania dla operandów w kodzie U2 wynosi 77.3 MHz. Po wymianie

jednostki mnȯzenia akumulacyjnego na układ wykorzystujący HRNS(218 − 1, 218, 218 + 1) maksy-

malna częstotliwósć taktowania wzrosła do 92.5 MHz, co oznacza zysk równy 19.7%.

Używając procedury wyznaczania punktu przecięcia z list.4.6 mȯzna co 27 cykli zegara wyko-

nywác obliczenia dla kolejnych trójkątów. Pomijając czasy niezbędne dla zainicjowania rejestrów

JO i zakładając częstotliwość taktowania równą 90 MHz, można osiągną́c teoretyczną maksymalną

wydajnósć pojedynczej JO na poziomie ponad 3 300 000 testów na sekund˛e. Opóźnienie wynikają-

ce z koniecznósci inicjowania rejestrów JO można pominą́c, poniewȧz jest wykonywane dopiero po

przetestowaniu pełnego zbioru trójkątów dla pojedynczego promienia.

Prototyp procesora zaprezentowanego w [Sch06] został zaimplementowany w układzie FPGA

XC2V6000 rodziny Virtex 2 firmy Xilinx. Układ ten udostępnia 67584 tablice LUT, jest więc po-

nad dziesięciokrotnie większy od układu użytego do implementacji struktury z rys. 4.30. Szacowana

wydajnósć procesora z [Sch06] jest rzędu 20 milionów testów na sekundę. Wartósć ta mȯze zo-

stác osiągnięta w układzie złożonym z 8 JO, które łącznie zajmują poniżej 25% zasobów układu

XC2V6000. Dodatkowo u̇zycie układów rodziny Virtex 2 umȯzliwia zwiększenie częstotliwości tak-

towania. Zgodnie z danymi katalogowymi [Xil03a], [Xil03b]maksymalna częstotliwość taktowania

układów rodziny Spartan 2 wynosi 200 MHz, a dla układów Virtex 2 420 MHz.

Układ z pracy [Sch06] jest rozwiązaniem rozbudowanym zawierającym zmiennoprzecinkowe jed-

nostki arytmetyczne oraz wykonującym zestaw wszystkich operacji wymaganych do generacji obra-

zów metodą́sledzenia promieni. Zadaniem tego rozdziału jest prezentacja metod wspomagania ob-
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liczeń w AOG z u̇zyciem arytmetyki resztowej. Pełne porównanie jest zatem niemȯzliwe, poniewȧz

w rozwiązaniu wykorzystującym arytmetykę resztową ograniczono się do implementacji jedynie nie-

których fragmentów układu. Pozostałe bloki mogą mieć strukturę porównywalną z dotychczasowymi

rozwiązaniami.

Podsumowując, zaproponowana architektura umożliwia implementację z u̇zyciem arytmetyki resz-

towej kilku operacji występujących w AOG. Dzięki odpowiedniej strukturze wykonywanych działań

możliwe jest odizolowanie operacji „trudnych” w RNS i tym samym skonstruowanie wydajnego ukła-

du. Zastosowanie HRNS w sprzętowych implementacjach AOG pozwala zwiększýc częstotliwósć

taktowania o ok. 20% w stosunku do układów wykorzystujących arytmetykę uzupełnieniową przy

podobnym obszarze. Podane wyniki dotyczą porównania jednostek dla zakresu dynamicznego ok.

54 bitów. W prezentowanym rozwiązaniu stosowanie arytmetyki resztowej wią̇ze się z nieznacznym

zwiększeniem długósci potoku, które w większósci przypadków mȯzna pominą́c.

4.5 Podsumowanie

W rozdziale przedstawiono analizę wyników implementacjiresztowych jednostek arytmetycznych,

algorytmu ich generacji i kluczowych operacji AOG z użyciem arytmetyki resztowej. Zaimplemen-

towany algorytm automatycznej generacji pozwala znaleźć strukturę jednostki o poszukiwanych pa-

rametrachAT . Zadanie to realizowane jest poprzez przegląd pewnego podzbioru wszystkich mȯz-

liwych konfiguracji jednostki arytmetycznej. Złożonósć algorytmu jest wykładnicza, jednak pozwa-

la na pracę interakcyjną dla modułów o typowych wielkościach stosowanych w algorytmach DSP.

Ograniczenie czasu wykonania algorytmu jest wynikiem początkowego wyeliminowania tych konfi-

guracji, których parametryAT można wstępnie oszacować jako nieu̇zyteczne. Wynikiem algorytmu

może býc niewielki zbiór jednostek, ẃsród których znajduje się rozwiązanie o parametrach bliskich

optymalnym. Dla wygenerowanych jednostek szacowane są ich parametryAT i tworzony jest opis

struktury w języku VHDL. Liczba badanych jednostek rośnie wykładniczo z szerokością operandów

wejściowych, jednak dla modułów kilkunastobitowych generacja pełnego zbioru rozwiązań wymaga

czasu poni̇zej minuty, co pozwala na pracę interaktywną.

Dokładne oszacowanie charakterystykAT jest trudne ze względu na ich zależnósć od algorytmów

stosowanych w narzędziach syntezy. Co więcej, algorytmyte bardzo często są niedeterministyczne.

Jest to szczególnie widoczne dla układów zawierających pamięci ROM o du̇zej pojemnósci. Jésli
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bezwzględnie konieczne jest znalezienie układu o najlepszych charakterystykach, po wygenerowaniu

opisów w VHDL konieczna jest pełna implementacja pozwalaj ˛aca dokładnie okréslić charakterysty-

ki AT analizowanych jednostek. Implementacja kompletnego zbioru rozwiązán jest czasochłonna,

możliwe jest jednak znaczne skrócenie tej operacji dla problemu polegającego na znalezieniu układu

o minimalnym obszarze. Parametry generowanych jednostek są zalėzne przede wszystkim od spo-

sobu generowania iloczynów częściowych. Jednostki, w których iloczyny częściowe są tworzone z

użyciem układów mnȯzących2 · k lub 3 · k bitów charakteryzują się najmniejszym obszarem oraz

iloczynamiAT i AT 2. W zbadanym zakresie zmienności modułu obszar przez nie zajmowany może

być oszacowany przez liniową funkcję szerokości modułu.

Pomimo, i̇z niemȯzliwe jest okréslenie a priori struktury układu ȯządanych parametrachAT , z

przeprowadzonych eksperymentów wynika,że dla czę́sci przypadków mȯzna dósć znacznie ograni-

czyć liczbę badanych struktur. Najprostsze jest to dla zadania polegającego na znalezieniu jednostki o

minimalnym obszarze. Układ taki zawsze znajduje się w grupie rozwiązán, dla których iloczyny czę-

ściowe są obliczane za pomocą układów mnożących2 ·k i 3 ·k bity. Co więcej, ẃsród tych układów z

reguły znajduje się rozwiązanie o opóźnieniu większymod układu najszybszego o kilka–kilkanaście

procent, ale o wielokrotnie mniejszym obszarze. Wytypowanie jednostki o najmniejszym obszarze

może býc przeprowadzone bardzo szybko, ponieważ miary zastosowane w algorytmie pozwalają na

dokładne wzajemne porównanie obszaru jednostek. Dla zbadanych wartósci modułu, znalezienie jed-

nostki najmniejszej wymagało zaimplementowania najwyżej 10 układów. Jeszcze lepsze charaktery-

stykiAT mają jednostki dla modułów o małej wartości okresu potęg 2 modulo. W tych przypadkach

różnica długósci ściėzki krytycznej pomiędzy najmniejszym a najszybszym rozwiązaniem staje się

pomijalnie mała.

Jėzeli konieczne jest znalezienie układu o najkrótszejściėzce krytycznej, nalėzy zbadác znacz-

nie większy podzbiór mȯzliwych konfiguracji. Przeprowadzone doświadczenia pokazały,że w wielu

przypadkach układ najszybszy jest w grupie układów, w których iloczyny czę́sciowe są obliczane

za pomocą pamięci ROM. Wynika to z dużego wpływu generatora wyniku na opóźnienie całej jed-

nostki. Rezultatem obliczania iloczynów częściowych jako reszt modulo jest zmniejszenie szerokości

wektora wej́sciowego generatora wyniku. Przekłada się to bezpośrednio na zmniejszenie głębokości

kaskady reduktorów modulo.

Zaobserwowane zmniejszenie długości ściėzki krytycznej dotyczy jednak wyłącznie przypadków

dla modułów o odpowiednio małych wartościach. Liczba iloczynów częściowych rósnie z kwadra-
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tem szerokósci modułu. Du̇za liczba iloczynów czę́sciowych powoduje zarówno wzrost głębokości

sumatora wstępnego, jak i szerokości wektora wej́sciowego generatora wyniku. Można zatem przy-

puszczác, że dla odpowiednio du̇zej wartósci modułu obliczanie iloczynów częściowych za pomocą

pamięci ROM jest nieopłacalne. Jednostki, w których iloczyny czę́sciowe są wytwarzane za pomocą

układów mnȯzenia2 · k bitów, różnią się między sobą wyłącznie strukturą generatorawyniku. Za-

danie konstrukcji jednostki arytmetycznej dla dużych wartósci modułu mȯzna więc ograniczýc do

poszukiwania odpowiedniej postaci generatora wyniku.

Zalėznósć obszaru jednostek najszybszych od szerokości modułu mȯze býc oszacowana, podob-

nie jak dla układów najmniejszych, funkcją liniową. Funkcja opisująca zalėznósć długósci ściėzki

krytycznej od szerokósci modułu ma charakter logarytmiczny. Obszar zajmowany przez jednostki

najszybsze mȯze býc kilkukrotnie większy ni̇z obszar dla jednostek najmniejszych. Różnica długósci

ściėzki krytycznej pomiędzy układem najszybszym a najszybszym spósród najmniejszych z regu-

ły nie przekracza kilkunastu procent. Jeśli szybkósć układu nie jest więc czynnikiem decydującym,

można znacznie skrócić czas poszukiwania jednostki poprzez badanie tylko tych konfiguracji, w któ-

rych nie są stosowane pamięci ROM w układzie wytwarzania iloczynów czę́sciowych. Sytuacja taka

występuje np. dla jednostek modulo moduły bazy resztowegosystemu liczbowego.́Sciėzka krytyczna

większósci z tych jednostek będzie krótsza odściėzki krytycznej jednostki najwolniejszej.

Z porównania parametrów jednostek zaproponowanych w rozprawie z dotychczasowymi rozwią-

zaniami wynika,że w większósci przypadków stosowanie nowych struktur jest korzystne.Przede

wszystkim, w całym zakresie zmienności modułu zaproponowane rozwiązanie pozwala znaleźć układ

o najmniejszym obszarze oraz iloczynachAT i AT 2. Co więcej, zalėznósć obszaru od szerokości mo-

dułu dla nowych jednostek może býc przybli̇zona funkcją liniową. W porównaniu z dotychczasowy-

mi układami o złȯzonósci wykładniczej, nowa metoda pozwala na stosowanie modułów o znacznie

większych wartósciach bez istotnego wzrostu kosztów całego układu. Przekłada się to bezpośred-

nio na zwiększenie zakresu dynamicznego RNS , umożliwia także wybór modułów o wartósciach

pozwalających na uproszczenie niektórych operacji "trudnych" w RNS. Dodatkowymi zaletami pro-

ponowanych układów są możliwość konstrukcji układu realizującego dowolną kombinacjęmnȯzenia

i dodawania modulo, łatwósć głębokiego potokowania oraz brak ograniczeń na wartósć modułu.

W przypadku poszukiwania układu o najkrótszejściėzce krytycznej dotychczasowe rozwiązania

mogą býc konkurencyjne dla modułów mniejszych od 512. Jednak, stosowanie dotychczasowych

rozwiązán jest korzystne jedynie dla niewielkich modułów (M∗ < 128), gdzie pozwalają one znaleźć
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układ szybszy przy obszarze porównywalnym z obszarem najszybszych jednostek o nowej struktu-

rze. Dla modułów z zakresu(128, 512) szybkósć dotychczasowych układów okupiona jest znacz-

nym wzrostem zajmowanego obszaru w stosunku do jednostek zaproponowanych w rozprawie. W

przypadku większych modułów struktury zaprezentowane w rozprawie są zarówno szybsze, jak i

wielokrotnie mniejsze. Zaletą nowych struktur jest też mȯzliwość znalezienia układu o nieznacznie

większej długósciściėzki krytycznej od układu najszybszego, ale o wielokrotnie mniejszym obszarze.

Długość ściėzki krytycznej dla niewielkich modułów jest jednak rzadko czynnikiem decydują-

cym. W przypadku RNS opóźnienie wprowadzane przez cały torobliczeniowy jest zalėzne wyłącz-

nie od najdłu̇zszejściėzki krytycznej. Z reguły układem o najdłuższejściėzce krytycznej jest układ

dla modułu o największej wartości. Zaproponowana struktura resztowych jednostek arytmetycznych

pozwala na skonstruowanie zestawu jednostek o różnych parametrachAT dla tego samego modu-

łu i wykonywanego działania. Pozwala to na wybranie wersji dopasowanej do reszty układu, co dla

dotychczasowych metod konstruowania resztowych jednostek arytmetycznych było niemȯzliwe. W

omawianym przypadku dla mniejszych modułów można zastosowác układy wolniejsze, ale o mniej-

szym obszarze. Umożliwia to zmniejszenie kosztów całego resztowego toru obliczeniowego bez nie-

korzystnego wpływu na wydajność układu.

Dodatkowe korzýsci mȯzna zaobserwować wskutek wykorzystania okresowości potęg 2 modulo

M∗ w strukturze zaproponowanej w rozprawie. Pozwala to na dodatkowe zmniejszenie opóźnień i ob-

szaru układów najmniejszych, dzięki czemu możliwe staje się skonstruowanie jednostki wolniejszej

od najszybszych o najwyżej kilka procent przy znacznie mniejszym obszarze. Niestety, właściwósć

tę mȯzna wykorzystác jedynie dla modułów o odpowiednio niewielkim okresie pot˛eg 2 moduloM∗.

Konstruowanie resztowych torów obliczeniowych z użyciem HRNS pozwala na zmniejszenie zaj-

mowanego obszaru oraz zwiększenie szybkości. Zaobserwowane zyski zależą od stosunku szerokości

największego czynnika do zakresu systemu i dla zbadanych przypadków mogą przekroczyć 20–30%.

Z przeprowadzonych eksperymentów wynika,że stosowanie HRNS do implementacji w FPGA jed-

nostek arytmetycznych o strukturze opisanej w rozdziale jest uzasadnione, jeśli stosunek zakresu

systemu do szerokości największego czynnika przekracza 8. Wartość ta mȯze býc użyta tak̇ze jako

generalna reguła konstrukcji resztowych systemów liczbowych dla FPGA.

Dla zbadanych układów FPGA, stosowanie RNS o bazie(2k − 1, 2k, 2k + 1) jest w większósci

przypadków nieopłacalne. Jedynie dla zakresu dynamicznego większego od 72 bitów można zaob-

serwowác zmniejszenie długósci ściėzki krytycznej o kilka bądź kilkanáscie procent. We wszystkich
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zbadanych przypadkach jednostki wykorzystujące RNS(2k − 1, 2k, 2k + 1) charakteryzują się obsza-

rem zwiększonym o 30–40% w porównaniu z układami zbudowanymi z użyciem arytmetyki uzupeł-

nieniowej.

Hierarchiczne RNS zostały użyte w zaproponowanej architekturze procesora wspomagaj ˛acego

obliczenia AOG. Architektura ta umożliwia implementację z u̇zyciem arytmetyki resztowej podsta-

wowych zadán wykorzystywanych AOG. Struktura operacji występujących w AOG umȯzliwia wy-

izolowanie działán trudnych w RNS i tym samym skonstruowanie wydajnego układu. Zastosowanie

HRNS w zaprojektowanej architekturze pozwala dla zakresu dynamicznego ok. 54 bitów zwiększyć

częstotliwósć taktowania o ok. 20% w stosunku do układów wykorzystujących arytmetykę uzupeł-

nieniową. Obszar układu w obu przypadkach jest podobny.
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Wnioski i dalsze kierunki badań

Praca obejmuje szereg zagadnień związanych ze sprzętową akceleracją algorytmów oświetlenia glo-

balnego w układach FPGA z użyciem arytmetyki resztowej. Opracowano nową metodę tworzenia

resztowych układów arytmetycznych w matrycach FPGA. Zaproponowano i zbadano nową klasę

hierarchicznych resztowych systemów liczbowych charakteryzujących się niskim kosztem konwersji

pomiędzy RNS a systemem pozycyjnym. Podano nowy, szybki algorytm detekcji znaku dla RNS o

bazie(2k − 1, 2k, 2k + 1). Zaprojektowano tak̇ze architekturę procesora wspomagającego oblicze-

nia w algorytmach óswietlenia globalnego, w którym użycie arytmetyki resztowej powoduje wzrost

wydajnósci.

Nowa struktura resztowych jednostek arytmetycznych dla FPGA umȯzliwia konstruowanie ukła-

dów o obszarze zależnym od kwadratu i opóźnieniach zależnych od logarytmu szerokości argumen-

tów. Co więcej, dla przebadanego zakresu wartości modułów obszar nowych jednostek można z du̇zą

dokładnóscią oszacowác funkcją liniową. Zmniejszenie obszaru i opóźnienia nowych struktur jest

skutkiem wyeliminowania pamięci ROM o dużej pojemnósci na rzecz efektywnego wykorzystania

elementów obecnych w nowoczesnych układach FPGA. Dodatkową zaletą nowej struktury jest moż-

liwość wykorzystania okresowości potęg 2 modulo, co powoduje dalsze polepszenie charakterystyk

AT jednostek o najmniejszym obszarze.

Z przeprowadzonych eksperymentów wynika,że nowa struktura pozwala na zbudowanie ukła-

dów najmniejszych i o najmniejszych iloczynachAT i AT 2 w całym zakresie zmienności modułu i

układów najszybszych dla modułów większych od 512. Układynajszybsze dla modułów większych

od 512 są tak̇ze znacznie mniejsze od dotychczasowych rozwiązań. W przypadku modułów o war-

tościach z przedziału(128, 512), jednostki o nowej strukturze są nieznacznie wolniejsze,ale zajmują

wielokrotnie mniejszy obszar od rozwiązań szybszych. Zasadniczą zaletą zaproponowanej struktury

jest znaczne zmniejszenie obszaru jednostek resztowych, co pozwala na u̇zycie du̇zych modułów w

bazie RNS. Przekłada się to na zwiększenie zakresu dynamicznego RNS oraz uproszczenie algoryt-
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mów konwersji i przeprowadzania operacji trudnych.

Ważną cechą zaproponowanej struktury jest możliwość zbudowania zestawu jednostek o różnej

relacji obszaru i opóźnienia dla tego samego działania i modułu. Pozwala to zmniejszyć obszar toru

resztowego zawierającego zbiór jednostek dla kilku różnych wartósci modułu, poniewȧz dla większo-

ści z nich nie ma potrzeby użycia struktury najszybszej. Możliwe jest tak̇ze dopasowanie charakte-

rystykAT toru resztowego do pozostałej części układu, co powoduje lepsze wykorzystanie zasobów

sprzętowych.

Aby umȯzliwi ć szybki wybór jednostki o poszukiwanych charakterystykachAT , zaproponowano

algorytm automatycznej generacji resztowych jednostek arytmetycznych o nowej strukturze. Pozwala

on automatycznie wytypować strukturę o parametrach zbliżonych do poszukiwanym, lub zbiór ukła-

dów, ẃsród których znajduje się jednostka najlepsza. Złożonósć algorytmu jest wykładnicza, jednak

dzięki zaproponowanym regułom ograniczającym liczność zbioru badanych układów możliwa jest

praca interakcyjna dla modułów stosowanych w systemach DSP.

Idea zaproponowanego algorytmu polega na oszacowaniu parametrów zbioru jednostek, których

struktura jest zalėzna od kryterium wyboru układu najlepszego. W przypadku poszukiwania rozwią-

zania o najmniejszym obszarze pozwala to znacznie ograniczyć liczbę badanych jednostek, co wpły-

wa na zmniejszenie złożonósci obliczeniowej algorytmu. Co więcej, na podstawie analizy struktur

układów o ró̇znych parametrachAT można stwierdzíc, że w wielu przypadkach wystarczająco dobre

charakterystykiAT mają jednostki, w których iloczyny częściowe są obliczane za pomocą ukła-

dów mnȯzących. Ẃsród tych jednostek można często znaleźć układ o opóźnieniu tylko kilka procent

większym od układu najszybszego, ale o znacznie mniejszymobszarze. Dodatkowo, z teoretycznych

oszacowán złożonósci nowych jednostek wynika,̇ze stosowanie pamięci ROM na etapie obliczania

iloczynów czę́sciowych powoduje znaczny wzrost zajmowanego obszaru dla modułów większych od

pewnej wartósci. Problem konstruowania jednostek arytmetycznych dla dużych modułów mȯzna więc

sprowadzíc do problemu konstruowania generatora reszty moduloM∗ dla wektora ok.2m∗–bitowego.

Możliwość konstrukcji resztowych jednostek arytmetycznych o niewielkim obszarze i opóźnieniu

dla du̇zych wartósci modułów pozwala na konstruowanie baz RNS z większych liczb. Na podstawie

porównania parametrów jednostek resztowych z klasycznymiukładami U2 mȯzna stwierdzíc, że dla

układów rodziny Spartan 2 wzrost szybkości przetwarzania jest możliwy, jeśli stosunek liczby bi-

tów zakresu dynamicznego systemu do szerokości największego modułu w bazie przekracza 8. Nie

dotyczy to modułów o postaciach umożliwiających u̇zycie struktur o mniejszej złȯzonósci, np.2k.
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Ograniczenie maksymalnej szerokości modułu w bazie RNS wymusza wzrost liczności bazy, co

komplikuje algorytmy konwersji i przeprowadzania operacji trudnych. Istnieją jednak takie bazy, dla

których mȯzliwa jest prosta konwersja przy dużej liczbie modułów. Przykładem jest zaproponowana

w rozprawie nowa klasa HRNS. Zaproponowane równania konwersji odwrotnej pozwalają na skon-

struowanie konwerterów o niewielkiej złożonósci. Resztowe układy arytmetyczne wykorzystujące

proponowany HRNS są przy tym do 20–30% mniejsze i szybsze odukładów w U2 o tym samym

zakresie dynamicznym. Dodatkową zaletą nowego HRNS jestmożliwość adaptacji efektywnych al-

gorytmów przeprowadzania operacji trudnych w RNS(2k − 1,k , 2k + 1), np. nowej, szybkiej metody

detekcji znaku.

Zaprezentowany w rozprawie HRNS został zastosowany w nowejarchitekturze procesora wspo-

magającego AOG. Architektura ta pozwala na efektywną implementację kluczowych problemów

obliczeniowych w AOG. Dzięki zastosowaniu arytmetyki stałoprzecinkowej jej wymagania sprzęto-

we są ograniczone do poziomu umożliwiającego implementację w układach FPGA. Zasadnicz ˛a zaletą

nowej architektury jest mȯzliwość zwiększenia wydajnósci układu poprzez zastosowanie arytmetyki

resztowej. Nie wymaga to znaczących zmian w strukturze układu, poniewȧz implementowane ope-

racje są łatwo modyfikowalne do postaci pozwalającej użyć arytmetykę resztową. W prototypowym

rozwiązaniu u̇zycie HRNS spowodowało wzrost częstotliwości taktowania o ok. 20% przy podobnym

obszarze układu. Stosowanie arytmetyki resztowej jest wi˛ec mȯzliwe i celowe w układach sprzęto-

wego wspomagania AOG.

Otwarte problemy badawcze

W rozprawie zaproponowano nową strukturę resztowych jednostek arytmetycznych dostosowaną do

implementacji w układach FPGA. Struktura ta jest zbudowanaz elementarnych bloków składowych

układów cyfrowych, mȯzna więc beżzadnych modyfikacji u̇zyć jej w układach ASIC. Teoretyczne

oszacowania charakterystykAT nowych struktur są na tyle dobre,że uzasadnione jest przeanalizowa-

nie przydatnósci nowych struktur do implementacji wydajnych układów ASIC. Wskazane są zarówno

zbadanie parametrów nowych jednostek po implementacji, jak i ewentualne modyfikacje w kierunku

zwiększenia wydajnósci na nowej platformie.

Wzrost wydajnósci jednostek arytmetycznych wskutek zastosowania resztowych systemów licz-

bowych zalėzy od stosunku kosztów konwersji i operacji trudnych do zysków osiągniętych w reszto-
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wym torze obliczeniowym. W rozprawie zaprezentowano nowąklasę RNS, która przy niskim koszcie

konwersji pozwala na konstrukcję układów arytmetycznycho większej wydajnósci od rozwiązán wy-

korzystujących system U2. Uzasadnione jest zatem poszukiwanie innych kryteriów doboru bazy RNS

pozwalających na dalsze polepszanie parametrów układu. Jednym z mȯzliwych kierunków badán mo-

że więc býc analiza innych zestawów modułów pod kątem przydatności do implementacji w FPGA.

Problem ten jet o tyle istotny,̇ze zaproponowana nowa struktura resztowych jednostek arytmetycz-

nych umȯzliwia użycie modułów o znacznie większych wartościach od dotychczasowych rozwiązań.

Wybór struktury resztowej jednostki arytmetycznej o parametrach dopasowanych do pozostałej

czę́sci systemu jest zadaniem nietrywialnym. W rozprawie podano algorytm poszukiwania takich

jednostek i reguły ich konstrukcji dla wybranych przypadków. Niestety, wykładnicza złȯzonósć algo-

rytmu powoduje,̇ze dla du̇zych wartósci modułu znalezienie rozwiązania najlepszego może wymagác

długiego czasu. Wskazane jest zatem poszukiwanie innych metod przeglądania zbioru rozwiązań. In-

teresującym kierunkiem wydaje się zastosowanie metod probabilistycznych czy wykorzystujących

np. algorytmy genetyczne.

Rozprawa zawiera szereg zagadnień związanych z implementacją sprzętową AOG z użyciem aryt-

metyki resztowej. Implementację ograniczono jedynie do tych fragmentów struktury procesora, w

których u̇zycie RNS wymaga wprowadzenia modyfikacji. Interesujących wyników mogłyby tak̇ze

dostarczýc badania kompletnego prototypu, ponieważ sam problem projektowania wydajnych proce-

sorów wspomagających AOG jest zagadnieniem dość nowym.
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[Tom05c] T. Tomczak. Metody i układy sprzętowego wspomagania obliczén w algorytmach

oświetlenia globalnego.Reprogramowalne układy cyfrowe. RUC ’2005. Materiały VIII

krajowej konferencji naukowej, str. 139–148. Szczecin : Instytut Informatyki PSzczec.,

2005.

[Tom06a] T. Tomczak. Residue arithmetic in FPGA matrices.Proceedings of International Con-

ference on Dependability of Computer Systems. DepCoS - RELCOMEX 2006, Szklar-
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