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Wstep

Modelowanie zjawisk fizycznych zachodzacych w rzeczyymséwiecie za pomoca maszyn cyfro-
wych ma niemal tak dtuga historie, jak same maszyny. Baszy od pierwszych ,mdzgow elek-
tronowych” wzywanych do obliczania trajektorii pociskéw balistyczhya karczac na najnowszych
badaniach nad kreowaniem rzeczywsstowirtualnej, podejmowane sa nieustannie prace naea<yfr
wym odwzorowaniem zjawisk zachodzacych w istniejacsmiecie. Poniewa zdecydowana wiek-
szt informacji o otoczeniu uzyskujemy za pomoca wzroku, dositym przyktadem jest tutaj gra-
fika komputerowa. Préby generowania metodami cyfrowymanbw jak najbardziej zitonych do
rzeczywistych widokow, nazywanyabbrazami fotorealistycznymsa przedmiotem intensywnych
prac od lat 80 dwudziestego wieku. Niestety,zindst modeli obliczeniowych wymaga maszyn o
ogromnej wydajnéci, niedostepnych w owym czasie. Dopiero od kilku lat ppdechnologiczny w
dziedzinie wytwarzania uktadéw scalonych wielkiej skalieigracji oraz powstanie wydajnych algo-
rytméw obliczeniowych umdiwity generowanie obrazéw fotorealistycznych na szerekale.

Wytworzenie obrazu fotorealistycznego wymaga zbudowarodeluSwiata, zwanegscena a
nastepnie symulowania rozktadu enegyiiietinej. Niestety, niezwykle skomplikowane opisy zjakwi
zachodzacych podczas propagacji fal elektromagnetytzmymuszaja stosowanie uproszczonych
algorytmow obliczeniowych modelujacych zjawiska zactak podczas propagaciji i odiswiatta.
Algorytmy te nazywane salgorytmami oSwietleniaPierwszymi algorytmami stosowanymi w grafi-
ce komputerowej byty algorytmyawietlenia lokalnego (AOL), w ktérych brano pod uwage jeidy
wzajemne potzenie Gwietlanego obiektu, zrédkwiatta oraz obserwatora. Ich zaleta byt niski koszt
implementacji, natomiast uzyskiwany efekt pozostawialeidozyczenia. Urzadzenia wykorzystu-
jace AOL sa do d& wzywane na szeroka skale w komercyjnych produktach.

Podstawowa wada AOL jest pominiecie wplywgvdetleniaSwiattem rozproszonym i odbitym
od pozostatych elementow wystepujacych na scenie. Réywsiec metody pozwalajace na dosko-

nalsze modelowanie rozkladu energivietinej. Algorytmy te, nazywanalgorytmami oSwietlenia

9



globalnego(AOG), wykorzystuja aparat matematyczny pozwalajacyopes zjawisk zwiazanych z
wzajemnym &wietlaniem sige obiektowwiattem odbitym. Istnieja dwie podstawowe techniki two-
rzenia AOG: rekursywngledzenie promiengng. recursive ray tracing metody energetycznafg.
radiosity). Pierwsza z nich wykorzystuje umowne promiesigatia, ktore podlegaja wszystkim zja-
wiskom zwiazanym z odbiciem, zatamaniem i propagacjazmyéh érodkach. Idea metod energe-
tycznych jest potraktowaniwviatta jako energii wymienianej pomiedzy powierzchniatnektéw na
scenie. Stosowany jest takszereg metod bedacych hybryda obu pomystéw.

Gtéwna zaleta AOG jest naiwoSc modelowania wielu zjawisk wystepujacychawiecie rze-
czywistym, takich jak cienie, odbicia zwierciadlane, evzlnie barwy czy zalamangviatta. Cha
implementacje odpowiednich algorytméw charakteryzigab@rdzo dobra skalowalgoia na ma-
szynach rownolegtych, to wymagaja one ogromnych mocycabhiowych. Dotychczas opracowano
wiele implementacji AOG na mhorodnych platformach, zaczynajac od rozwiawgtacznie progra-
mowych, take komercyjnych, poprzez klastry wieloprocesorowe, legikonfigurowalna, proceso-
ry graficzne &ng. Graphic ProcessingUnit, GPU) az do powstatych w ostatnim czasie procesoréw
specjalizowanych. Najwieksza wydaptmoferuja rozwiazania wykorzystujace wspomaganiegorz
we, niestety sa one bardzo kosztowne. Inne metody zapgvafigt niska wydajngt dla zastosowa
interakcyjnych. Konieczne jest zatem poszukiwanie nowgchnik akceleracji sprzetowej pozwala-
jacych na zachowanie wysokiej wydapu przy niewielkich kosztach.

W ciagu ostatnich lat daje sie zaobserwévzaaczacy postep w dziedzinie wytwarzania uktadow
scalonych pozwalajacy na umieszczanie coraz bardziepeych systeméw cyfrowych w jednym
uktadzie. Wraz ze wzrostem zZondsci systeméw rénie talze czas potrzebny na powstanie projektu
oraz wdraenie produkcji, co stanowi powna bariere hamujaca dalszy rozwéj. Dodatkowym utrud-
nieniem jest konieczr posiadania rozbudowanego zaplecza technologicznegtgaiego jedynie
dla najwiekszych producentéw. W odpowiedzi na te problgawstatyreprogramowalne uktady
cyfrowe ktérych konfiguracja mze byt tatwo zmieniana.

Uktady reprogramowalne zrewolucjonizowaty metodologigjektowania i wytwarzania syste-
mow cyfrowych, umaliwiajac szybkie projektowanie systeméw zémych z milionéw bramek przy
minimalnym ryzyku i kosztach. Szczeg6lnie zve jest skrécenie czasu ,,od pomystu do produk-
tu” (ang. time—to—markgtpozwalajace na dotrzymanie kroku potrzebom rynkuzNMesSt zmian
funkcji uktadu w pracujacym systemie umliwia usuwanie btedéw oraz wprowadzanie dodatkowej

funkcjonalnéci bez potrzeby wykonywania kolejnej wersji uktadu. Cetdéypowodujaze uktady
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reprogramowalne sa coraz épgej stosowane w projektach.

Podstawowa wada uktadéw reprogramowalnych jest mradiszba wytecznych zasobéw w sto-
sunku do ukladdéw specjalizowanycang. Application Specific | ntegratedCircuit, ASIC). Z tego
wzgledu konieczne jest poszukiwanie technik pozwalajama konstrukcje zi&onych systemoéw
cyfrowych o duzej wydajndci przy zachowaniu niewielkich wymagadndnie zajmowanego ob-
szaru. Jedna z nich jest arytmetyka resztowa, pozwaajacekompozycje oblicaena zbidr nieza-
leznych kanatéw operujacych na niewielkich liczbach. Uzysksie dzigki temu zwigkszenie czesto-

tliwosci taktowania uktadu przy jednoczesnym ograniczeniu aajamego obszaru i poboru mocy.
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Rozdziat 1
Definicja tematyki | cel pracy

Tematyka pracy obejmuje szereg zagadreeiazanych z metodami sprzetowej akceleracji operacji
obliczeniowych wykorzystywanych w implementacjach AOGzRBrawa zawiera zardwno analize
samych AOG wraz z przyktadami ich implementacji, jak i wyirbladah nad metodami zwigkszania
wydajnasci cyfrowych uktadoéw arytmetycznych ze szczegolnym uedgleniem arytmetyki reszto-

wej.

1.1 Algorytmy oSwietlenia globalnego i ich realizacje

Generowanie obrazow fotorealistycznych z wykorzystaraggorytmow Ggwietlenia globalnego by-
o przedmiotem badaod 1980 r. Niestety, ogromne jak na mlisrosci éwczesnej technologii za-
potrzebowanie na moce obliczeniowe spowodowzéogopiero kilkanscie lat pézniej pojawity sie
pierwsze proby implementacji tego typu systemow na powszecdostepnych maszynach. Dajacy
sie obecnie zaobserwowgwattowny wzrost zainteresowania ta tematyka spowashywest szero-
kim obszarem zastosowdsymulacja i badania naukowe, wizualizacja danych meuyaz, modelo-
wanie architektoniczne, projektowanie wspomagane koerpwto, zarzadzanie i sterowanie, sztuka,
rozrywka, reklama, itd.), atrakcyjgcia ekonomiczna oraz bardzo wysoka fetia uzyskiwanych
efektow.

Zadaniem AOG jest ok&denie rozktadu energéwietinej w danym otoczeniu. Najczgiej stoso-
wanymi modelami obliczeniowymi sa metody energetyczneMm?2], [CW93] i Sledzenie promieni
[WSO01]. Pierwsza z nich doskonale symuluje efekty zwigzamzajemnym swietlaniem sig przez

obiekty na scenie (np.: rozlewanie barwy), domena druggepatomiast wszelkie zjawiska zwiaza-
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ne z odbiciami i zatamaniami promiegwiatta. Algorytmsledzenia promieni doskonale modeluje
wszelkiego rodzaju odbicia i zalamar§wiatta, nie uwzglednia natomiastwietlenia energia odbi-
ta od powierzchni matowych, co zmusza do stosowania sta@eipnu zwiazanego zSwietleniem
otoczenia i powoduje powstawanie nienaturalnych, ostkyatvedzi cieni. Metoda wyznaczania pro-
mienistéci pozbawiona jest tego mankamentu, jednak w podstawoeejjmogranicza sie do ma-
towych powierzchni lambertowskich i pomija wszelkie zjata zwiazane z odbiciem kierunkowym
badZ przezroczystymi elementami sceny, w tynzéak zaktéceniami&rodka przenoszacego energie
(np. mgty). W systemach oferujacych najeza jak&t stosowane sa rozwiazania hybrydowe.

Modelowanie 8wietlenia w metodzie rekursywne@bedzenia promieni sprowadza sie do sy-
mulacji biegu umownych promier§wiatta i wyznaczeniu obiektow, na ktore te promienie padaj
Podstawowa operacja dla tego algorytmu jest wyznaczauniétu przeciecia potprostej modeluja-
cej promié z najblzszym obiektem. Wymaga to obliczenia wsp6trzednych pumkzeciecia dla
pewnego podzbioru obiektéw wystepujacych na sceniestepaie wyboru punktu najlaiszego ob-
serwatora.

Ograniczenie liczngci podzbioru obiektéw, dla ktérych obliczane sa wspedize punktu prze-
ciecia, pozwala na zmniejszenie zémdci obliczeniowej. Uzyskuje sie to m.in. za pomoca algo-
rytmow hierarchicznego podziatu przestrzeni [Bit99] pakajacych sprowadzimetodesledzenia
promieni do klasy zteondsci O(log(n)). Dla por6éwnania, algorytmy stosowane w rozpowszechnio-
nych systemach grafiki rastrowej majazbmdst O(n). Poniewa jednak koszt pojedynczej operacii
w algorytmiesledzenia promieni jest o wysoki, wzrost wydajngci mazna zaobserwovzadopiero
dla skomplikowanych scen zawierajacyclzeuiczbe elementéw. Istotnym ograniczenigladzenia
promieni jest take ogromne obcienie magistrali komunikacji z pamiecia.

Rekursywnesledzenie promieni posiada wiele zalet w poréwnaniu z klasymi systemami gra-
fiki rastrowej stosowanymi w sprzecie powszechnegygtku. Nalea do nich wspomniane vzgj
znacznie wysza jak8¢ generowanych obrazéw oraz tatséaenderowania skomplikowanych scen
ze wzgledu na logarytmiczna Zon&t obliczeniowa. WieksZ&t umownych promieni jest nieza-
lezna, umaliwia to zatem proste uaktualnianie dowolnego wycinkaaghrwygciowego. Maliwa
jest niezwykle efektywna skalowal&®na maszynach rownolegtych, przy czym stosowane sa dwa
podegcia. Dla scen z niewielka liczba elementéw pojedyncocesor odpowiedzialny jest za obli-
czenia dla pojedynczego promienia, natomiast dla skoroywhkychsrodowisk pojedynczy promie

~wedruje” pomiedzy procesorami odpowiedzialnymi za zmxegolne fragmenty sceny. Wszystkie
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wspomniane cechy, w potaczeniu z mniejszgatuscia obliczeniowa w stosunku do metod energe-
tycznych, powodujaze przezdwiatowych lideréw w dziedzinie produkcji sprzetu grafiego prowa-
dzone sa obecnie intensywne prace nad nowa generagasmaw graficznych wykorzystujacych
rekursywnesledzenie promieni [Gib06], [Hur05], [Sto06].

Idea metody energetycznej polega na wyznaczeniu pronsnigang. radiosity, czyli strumie-
nia energii emitowanego z danej powierzchni, dladego punktu na scenie. W rzeczywistych roz-
wiazaniach sprowadza sie ona do aproksymacji powierzubiektéw na scenie za pomoca ptatéw
elementarnych (najcgeiej ptaskich, np.: trojkatéw) i znalezienia wastd promienistéci dla kade-
go z nich. Wymaga to wyznaczenia wspétczynnikbw sperga @ing. form factory okreslajacych,
jaka cz&t energii opuszczajacej ptatiociera do ptaty. Wartdasci promienistéci dla kadego ptatu
elementarnego sa rozwiazaniem uktadu rovhiaiowych okreslonego przez wektor promienisic
wiasnych ptatow (zrodtawiatta), macierz wspétczynnikdéw odbicia ptatéw oraz reexiwspotczyn-
nikéw sprzgenia [CW93].

Mozna tu wyr@nic dwa podstawowe problemy wymagajaceyith mocy obliczeniowych. Pierw-
szym z nich jest liczba zmiennych w uktadzie roviimaerzadko przekraczajat@®, co czyni klasycz-
ne metody rozwiazywania o zondciO(n?) bezizytecznymi. Maliwe jest jednak zastosowanie re-
laksacyjnych metod rozwiazywania uktaddéw roviinktore dla powstajacych ukladow rownawra-
caja zadowalajace przyh&nie po niewielkiej liczbie iteracji. Drugim powaym utrudnieniem jest
fakt, iz wyznaczenie wspoétczynnikdw spzamia wymaga znalezienia funkcji widocAwg tzn. zba-
dania, czy pomiedzy kala para ptatéw znajduja sie jakiprzeszkody ograniczajace ich wzajemna
widoczndat. Funkcja ta mee byt wyznaczona przyayciu sprzetowych uktadéw bufora gtebdia
lub za pomoca rzucania promieain(g. ray castin[CW93], [Kel97].

Obie zaprezentowane metody generowania obrazow fotstgatnych maja wiele cech wspol-
nych. Pomijajac dza ztawondt obliczeniowa, istotne z punktu widzenia implementagji dobra
skalowaln& na maszynach réwnolegtych i intensywne wykorzystanie zania akumulacyjnego
(ang. multiply—accumulate, MACMnozenie akumulacyjne jest podstawowa operacja wykonywa-
na w procesie iteracyjnego rozwiazywania uktadu rofivoswietlenia opisanego w pracy [CW93].
Takze wsrod wielu algorytméw obliczania punktu przeciecia pepgt trojkatem [Bad90], [BA8S],
[Eri97], [MT97], [SFO1] w co najmniej dwéch [MT97], [SFO1] nozenie akumulacyjne jest podsta-
wowym dziataniem. Pozwala to na adaptacje efektywnychetpwych struktur MAC opracowanych

na potrzeby cyfrowego przetwarzania sygnaténg. Digital Signal Processing, D3P
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Implementacje algorytméw cswietlenia globalnego

Implementacje AOG s&cisle powiazane ze sprzetem. Specyfikowane sa cztery idatiyaciji:

1. wieloprocesorowe superkomputery [HLG99],[Kre97],[PP9],[PMS"99], specjalizowane kar-
ty DSP [HA96] oraz klastry PC [WS01],[WSBWO01],[WSB01],

2. procesory graficznafg. Graphics Processing Unit, GBY[CHHO02],[PBMHO02],[Pur04],

3. specjalizowane procesory - [KiSK1],[KiSS002],[Saa07],[SWS02], jedno komercyjne [H3|01
[CRRO4],

4. logika rekonfigurowalna - [SLO2],[TLO1].

Wykorzystanie maszyn wieloprocesorowych dla potrzeb gemenia obrazéw realistycznych by-
to do niedawna jedyna technika oferujaca wystarezajaoc obliczeniowa. W pracy [Kre97] podano
przeglad takich rozwiaza Ich wspdélna cecha jest przede wszystkim wysoki kosar @mzas reak-
cji pozwalajacy na prace interakcyjna. Sa to jednakwiazania oparte o standardowe, dostepne w
handlu superkomputery, azdice ograniczaja sie do zaimplementowanych algorytr@vieco now-
szych osiagnig w tej dziedzinie warto wspomrieémplementacje na 60-procesorowym superkom-
puterze z wspoétdzielona pamiecia SGI Origin 2000 [PM9]. Wieloprocesorowe superkomputery
sa jednak bardzo kosztowne i dostepne dla waskiego gipythownikéw. Alternatywa mpe byt
zaprezentowany w pracach [WS01],[WSBO01],[WSBWO01] systéodowany z popularnych kompu-
terow osobistych wykorzystujacy obecne w dzisiejszyatpsorach zmiennoprzecinkowe instrukcje
wektorowe [AMDO0O0],[RPKOQ]. Interesujace sa z@kwyniki badéa [CC02] zmierzajacych w kierun-
ku zmniejszenia ziondsci obliczeniowej dzieki uwzglednieniu wtassw percepcyjnych ludzkiego
narzadu wzroku.

Metody polegajace na wykorzystaniu obecnie produkowar@PU @ng. Graphic Processing
Unit) do niedawna nie dawaty zadowalajacych wynikow, zarowaevzgledu na niewielka wydaj-
nosE, jak i niska jak&t otrzymywanych obrazéw, m.in. z powodu zbyt matego zakdgsiamicznego
stosowanych formatow reprezentacji danych. Poprawg@fegrzyniosta dopiero ewolucja architek-
tury GPU w kierunku wydajnych procesoréw wektorowych z nadtavana, ortogonalna lista rozka-
z6w [PBMHO02]. Wyczerpujacy przeglad aplikacji wykorzygcych nowoczesne GPU do implemen-

tacji réznorodnych problemoéw obliczeniowych, w tym AOG, zapregemno w pracy [OLG05].
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Znane sa take préby wspomagania procesu wyznaczania przemiemieni z obiektami przy
uzyciu matryc FPGA [SL02],[TLO1]. Ze wzgledu na niedostegt w owym czasie uktadéw o wy-
starczajacej pojemisgi sa to jednak rozwiazania o niskiej wydageooraz ograniczonym zbiorze
zaimplementowanych operacji.

Najlepsze efekty uzyskano projektujac specjalizowanegsory optymalizowane dla potrzeb al-
gorytméw cGwietlenia globalnego. Gtéwnymi problemami utrudnigjac efektywne implementacije
sa: intensywne zywanie rekursji, dma ilost skomplikowanych oblicZewysokiej precyzji oraz cze-
sty i nieregularny dostep do pamieci wymuszajacy st@sovevmagistral o wielkiej przepustoso.
Mozna tu poréwna nastepujace rozwiazania - uktad SaarCOR opracowahynisersytecie Saar-
land [Saa07],[SWS02], architekture 3DCGIRAM [KiSK1],[KiSSO02] oraz komercyjny procesor
AR350 firmy Advanced Rendering Technology [Hal01], [CRR(ierwsze dwa z powaszych sa
przeznaczone do generowania obrazéw w czasie rzeczywisstatni stzy natomiast jedynie jako
jednostka wspomagajaca tworzenie obrazéw statycznyaleziWjednak zaznaczy ze zaréwno Sa-
arCOR, jak i 3BDCGIRAM nie zostaty zaimplementowane. Dlaagkti SaarCOR wykonano prototyp
0 ograniczonej wydajrizi z wzyciem uktadéw FPGA [Sch06].

We wszystkich przypadkach gtdwnym zadaniem projektowhamyocesorow jest wspomaganie
algorytmow wykorzystujacychledzenie promieni. Podstawowa jednostke stanowi hiligic genero-
wania promieni i wyznaczania ich przecig obiektami. Uktady SaarCOR i 3DCGIRAM obstuguja
tylko tréjkaty, a wycie pamigeci podrecznej uralwia ominiecie ogranicz®@ zwiazanych z obcize-
niem magistrali komunikacji z pamigcia zewnetrznaa Dktadu AR350 istnieje naiwoSt ograni-
czonego wspomagania oblidzalgorytmoéw energetycznych, poniexvgednostka testowania prze-
ciec maze postzyc do wyznaczania wspoétczynnikéw spregia metodami probabilistycznymi. Jest
to jednak algorytm mato efektywny i podatny na zaktocenimufsy kwantyzacji). Lepsze wyniki
uzyskano dla projektowanego uktadu 3DCGIRAM, lecz nie &osh jeszcze zaimplementowany.
Wspomniane wyej procesory mma take tatwo taczg w wieloelementowe siatki, przy czym osia-
gany jest prawie liniowy wzrost wydaj8oi.

Wydajn&t niezbedna do renderingu w czasie rzeczywistym zapggvigalynie implementa-
cje wykorzystujace wieloprocesorowe superkomputerydpbcjalizowane procesory. Przyda&no
praktyczna systemoéw implementowanychzyciem superkomputeréw jest ograniczona, gtéwnie ze
wzgledu na wysokie koszty, wymiary i pob6r mocy unieiwiajace przensndt. Wykorzystanie

AOG na szeroka skale stanie sie wieczinwe w momencie wprowadzenia niewielkich, wydajnych i
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pobierajacych mata moc procesorow dedykowanych.

Jedynym rozwiazaniem o wydajsci pozwalajacej na generowanie obrazéw w czasie rzeczy-
wistym jest procesor opisany w [Sch06], ktéry wymaga impeatacji ASIC. Zaimplementowany w
uktadach FPGA prototyp nie zapewnia wystarczajacej wyaki. Nie istnieje zatem obecnie rozwia-
zanie procesora wspomagajacego obliczenia AOG dosteptia szerokiego kreguzytkownikow.
Ograniczeniem dotychczasowych projektow jegtlieak kompleksowego rozwiazania procesora po-
zwalajacego na wspomaganie obliczaréwno dla algorytméwiedzenia promieni, jak i metod ener-
getycznych. Najwygsza jak&t generowanego obrazu oferuja rozwiazania hybrydoweylstajace z
obu wymienionych metod. Konieczne jest zatem opracowamlenik pozwalajacych na implemen-
tacje uktadow sprzetowego wspomagania AOG bez koniéZnpmsiadania kosztownego zaplecza

technologicznego.

1.2 Uklady reprogramowalne

Uktady specjalizowane (ASIC) unzbwiaja konstrukcje ztaonych systeméw cyfrowych o wysokiej
wydajndasci. Niestety, do ich wytwarzania konieczne jest posiaglai@zwykle kosztownych urzadze

i surowcéw. Co wiecej, dtugi cykl produkcyjny i nieraocst wprowadzania modyfikacji gotowego
produktu przyczyniaja sie do wzrostu ryzyka oraz koszpdojektowych. W zwiazku z tym dosko-

natym rozwiazaniem dla niewielkich jednostek produkoyhadawczych jest stosowanie logiki re-
konfigurowalnej.

Obecnie produkowane uktady reprogramowalne [Xil03a, 30Xil04, Xil05] pozwalaja na
konstrukcje systeméw cyfrowych o zondsci liczonej w milionach bramek i taktowanych czesto-
tliwosciami siegajacymi setek MHz. Dostepne sa dla nich Wiggdklasy narzedzia projektowania
wspomaganego komputerowang. ComputerAided Deisgn, CAD. Istnieje rozwiniety rynek go-
towych podzespotow systeméw cyfrowych w postaci syntehoyeh opiséw, nazywany rynkiem
witasnosci intelektualnyckang. I ntelectual Property, IP). Umazliwia to konstrukcje kompletnych
systemoéw cyfrowych o diej ztazondsci w krétkim czasie i przy zachowaniu niskich kosztéw pkeje
towych. Masowa produkcja uktadéw reprogramowalnych pavj@dpadek kosztéw pojedynczego
uktadu do poziomu unmiwiajacego stosowanie ich w urzadzeniach produkowhrseryjnie. Wiele
uktadéw reprogramowalnych mae byt rekonfigurowanych w pracujacym systemagg.|n System

Programming, ISP, dzieki czemu mana poszerZafunkcjonalngt systemu lub usuviabtedy po-
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wstate w fazie projektowania. Cechy te sprawiag)ogika reprogramowalna jest stosowana @ ré
norodnych aplikacjach.

Uktady reprogramowalne znajduja szczegdlnieelmastosowanie w systemach cyfrowego prze-
twarzania sygnatéw. Sprzetowa implementacja wielu aigodéw pozwala na osiagniecie wydagm
wielokrotnie przewyszajacej najszybsze procesory DSP przy podobnych reattla®zieki tatwéci
stosowania uktadéw reprogramowalnych proces projekt@awsprzetu stat sie obecnie podobny do
procesu tworzenia oprogramowania.

Istnieje wiele odmian uktadéw reprogramowalnyclni@cych sie struktura wewnetrzna i udos-
tepnianymi zasobami. Struktura wewnetrzna wiekstaktadow reprogramowalnych zawiera zbior
jednostek funkcyjnych taczonych za pomoca programogjaieci potacze. W procesie programo-
wania uktadu przeprowadza sie rekonfiguracje sieciquafaoraz funkcji realizowanych przez jed-
nostki funkcyjne. Kada jednostka funkcyjna jest elementem niepodzielnym wade na implemen-
tacje nietrywialnej funkcji logicznej. Z tego powodu kijgzne metody minimalizacji logicznej na
poziomie prostych bramek nie pozwalaja na osiagniggtgroalnej struktury uktadu.

Struktura uktadéw reprogramowalnych z reguty zawiera eletyyumaliwiajace efektywna im-
plementacje wielu podstawowych blokow logicznych (uktadytmetyczne, rejestry, pamigci, itd.).
Proces projektowania efektywnego systemu cyfrowego wynsagsowania tych podstawowych ele-
mentow jako jednostek niepodzielnych. Urliwia to narzedziom syntezyzycie wydajnych imple-
mentacji dedykowanych dla konkretnej rodziny uktadow ogpamowalnych. Struktura, parametry i
ograniczenia podstawowych blokow narzucaja istotnerageania na strukture i parametry systemu
docelowego. Konieczne jest zatem zaprojektowanie konkget systemu w spos6b umliviajacy
efektywne wykorzystanie blokéw logicznych dedykowanyéd kbnkretnej rodziny uktadow repro-

gramowalnych.

1.3 Resztowe systemy liczbowe

Wydajndst systemu cyfrowego implementujacego algorytmy oblieaee zaley od szybk&ci re-
alizacji sprzetowej operacji arytmetycznych. W wiekszicsystemow cyfrowych liczby sa reprezen-
towane za pomoca wektorow bitowych. Liczbe bitbw danegitora nazywa sie jegszerokoscia
Zgodnie z modelem teoretycznym opracowanym przez Winagsagtbk&t wykonywania operacji

arytmetycznych jest funkcja szerda@ operandéw. Zwigkszenie wydapw systemu cyfrowego jest
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zatem maliwe przez ograniczenie liczby bitow wektoréw reprezémtych dane. Jest to mltwve
dzieki uzyciu resztowych systemow liczbowychng. ResidueNumberSystem, RNS

Reprezentacja liczby catkowitej w RNS jest wektor jej tespdulo liczby stanowiacbazesys-
temu, nazywanenodutami Moduly bazy musza hy liczbami wzajemnie pierwszymi. Szerako
przedziatu liczb, dla ktérych istnieje unikatowa repraaefa w RNS, nazywa sigakresem dyna-
micznynsystemu. Zakres dynamiczny jest aslany przez iloczyn modutéw. Waro pojedynczego
modutu mae byt znacznie mniejsza od zakresu dynamicznego catego sysianak zdefiniowanej
reprezentacji dodawanie, odejmowanie i im@oie mae byt wykonywane dla wszystkich reszt row-
noczénie i niezalenie. Umaliwia to dekompozycje pojedynczego kanatu obliczenigaea szereg
réwnolegtych kanatéw operujacych na wektorach o znacam&jszej szerok&ci. Dzieki temu uzy-
skuje sie zwiekszenie szyb&a uktadu przy réwnoczesnym ograniczeniu zajmowanegaashsi
poboru mocy.

Niestety, resztowe systemy liczbowe maja szereg cechnitijacych szerokie stosowanie w sys-
temach obliczeniowych ogoélnego przeznaczenia. Podstgmoproblemami sa koniecz8o stoso-
waniakonwersjipomiedzy RNS a systemem pozycyjnym oraz niezwykle koszéatgorytmy wy-
konywania niektérych operacji arytmetycznych. Kadelyz wycia RNS sa najbardziej widoczne w
systemach, gdzie podstawowa operacja jest wielokretyi@nywane mnaenie akumulacyjne. Przy-
ktadem moga by algorytmy DSP takie jak filtrowanie cyfrowe czy transfotgnaumeryczne.

Wydajnat jednostki arytmetycznej wykorzystujacej RNS jest ogganna przez czas wykonania
operacji w najwolniejszym kanale. Najkrotsze opOzniesgiavprowadzane przez uktady dla modutdw
niewielkich. Istnieja take specyficzne warkzi modutow, np2*, dla ktérych maliwe jest zbudowa-
nie efektywnych uktadéw arytmetycznych pomimozeéjiwartésci modutu. W przypadku koniecz-
nosci konstruowania RNS o dym zakresie dynamicznyneycie niewielkich modutéw powoduje
wzrost liczby modutéw stanowiacych baze systemu. Daalatkwymaganie wzajemnej wzglednej
pierwszaci modutéw znacznie utrudnia wybér bazy spid liczb, dla ktérych znane sa efektywne
implementacje jednostek arytmetycznych.zadiczba modutéw utrudnia tak wykonywanie nie-
ktorych operacji arytmetycznych oraz konwersje ponyeldXlS a systemem pozycyjnym.

Pomystem pozwalajacym na zmniejszenie szesokkanatow obliczeniowych w RNS przy za-
chowaniu prostych algorytméw konwersji jestyeie hierarchicznych resztowych systemoéw liczbo-
wych (ang.HierarchicalResidueNumberSystem, HRNHAJ68], [Yas92], [SA99]. W HRNS kolejne

reszty sa zapisywane zyciem RNS o zakresie dynamicznym znacznie mniejszym ocesakca-
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lego systemu. Konwersja me by¢ przeprowadzana wielopoziomowo, z wykorzystaniem sy§tem
posrednich o matym zakresie dynamicznym i niewielkiej liebiodutéw. Dzieki temu mmiwe jest
zmniejszenie ztpondci konwerteréw. Obliczenia w poszczegdlnych kanatachgnawadzane sa dla
modutéw o niewielkich wartsciach. Niestety, tematyka dotyczaca HRNS jestdabo zbadana, a
dobdr bazy systemu jest problemem nietrywialnym.

Niezalenie od metod wyboru bazy RNS wydagtosystemu mpe by zwiekszona przezay-
cie wydajnych struktur resztowych jednostek arytmetychrgia poszczegdlnych modutow. Problem
konstrukcji wydajnych resztowych jednostek arytmety@miyt przedmiotem intensywnych bada
Gtéwny nacisk potaono na uktady realizujace dodawanie i manie modulo, zaréwno dla dowolnej
postaci modutu, jak i dla przypadkéw szczegoélnych, npzHipostac2” + 1. Niestety, wiekszgt
opracowanych rozwiargiest dedykowana dla uktadéw ASIC i z tego wzgledu ich impatacja w
uktadach reprogramowalnych jest nieefektywna. Ocsgw istnieja publikacje na temat wykorzy-
stania arytmetyki resztowej w uktadach reprogramowalitBGTO01], [RGMBLO02], [RGTLO3],
[Beu03], [Ven96], [BM04], [MFAA98], [Beu02]. Zaobserwowa w nich, ze stosowanie RNS w
uktadach reprogramowalnych pozwala on@imgektore ograniczenia tych uktadéw, zwiek&ayy-
dajndt operacji arytmetycznych oraz zmniejszajmowany obszar.

Podstawowa wada dotychczasowych struktur resztowyahogek arytmetycznych dedykowa-
nych dla uktadéw FPGA jest wykorzystywanie pamieci @ejupojemn&ci. Pomimo fatwej im-
plementacji pamieci w uktadach FPGA wyktadnicza zal&t zajmowanego obszaru od szersgo
wektoréw reprezentujacych reszty powoduje,rozwiazania te sa bardzo kosztowne dla modutéw
o Sredniej i duej szerokéci. Stanowi to powzna barierg utrudniajaca konstruowanie resztowych
jednostek arytmetycznych dla zgch zakreséw dynamicznych. Nalezatem opracowastruktury
resztowych jednostek arytmetycznych przeznaczonychldédaw reprogramowalnych, ktére beda

wolne od tego ograniczenia.

1.4 Tezaicel pracy
Na podstawie analizy dotychczasowych rozwiagprzetowego wspomagania AOG oraz metod zwigk-
szania wydajnsci uktadéw arytmetycznych zaobserwowane,

1. Znane rozwiazania uktadow sprzetowego wspomagania Af@ja zbyt mata wydajris lub

charakteryzuja sie wysokimi kosztami. Zakres realizoyeh zada jest ograniczony do wspo-
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magania algorytmow wykorzystujacystedzenie promieni. Dodatkowo ich implementacja wy-
maga posiadania kosztownego zaplecza technologicznedostepnego dla matycliednich

jednostek produkcyjno—badawczych.

. Algorytmy cswietlenia globalnego sa bardzo dobrze skalowalne naynash rownolegtych.
Korzystne jest zatem denie do zmniejszenia obszaru zajmowanego przez jedraidtkize-
niowe, co pozwoli ha umieszczenie wigkszej ich liczby weaalyinczym uktadzie i w konse-

kwencji spowoduje wzrost wydajsoi.

. Wykorzystanie uktadéw reprogramowalnych wuriiwia konstrukcje ztaonych systemow cyf-
rowych bez konieczriri posiadania kosztownego wypasaia. Powstaty system charaktery-
zuje sie niskim kosztem, podatma na modyfikacje i krétkim czasem od pomystu do projektu.
Uktady reprogramowalne stanowia zatem bardzo atrakgyjatforme dla wielu systemow cyf-

rowych, take o dizej ztazondsci.

. Zasoby udostepniane przez uktady reprogramowalne @laigwna realizacje uktadéw o zo-
nosci liczonej w milionach bramek, jednak w poréwnaniu z ukladil ASIC sa nadal wielokrot-
nie mniejsze. Z tego powodu konieczne jest poszukiwani@dyebzwalajacych na ogranicze-
nie zajmowanego obszaru przy zachowaniu wysokiej wydajn®V uktadach arytmetycznych

mozna to osiagn@przez aycie arytmetyki resztowej.

. Dotychczasowe struktury resztowych uktadow arytmetych w FPGA charakteryzuja sige nie-
efektywna implementacja d&ednich i daych wart@ci modutu, co utrudnia konstrukcje RNS
o duzym zakresie dynamicznym. Zakres dynamiczny wymagany w A&6rzedu kilkudzie-
sieciu bitéw, konieczne jest zatem opracowanie nowyctykievanych dla FPGA rozwiana
sprzetowej implementacji resztowych operacji arytmetych, ktére bedaayteczne w szero-

kim zakresie wartsci modutu.

. Skonstruowanie wydajnej resztowej jednostki arytmatgg wymaga ograniczenia operaciji
kosztownych w RNS (np.: konwersji czy dzielenia) w stosudkuiczby dodawéa i mnazen.
W dotychczasowych konstrukcjach konieczny byt kompronisijgdzy wydajnécia toru obli-
czeniowego W RNS a kosztem operaciji trudnych. Rozwiarammga by HRNS, ktére dzigki
wielopoziomowej, uproszczonej strukturze konwerteréwomiiwiaja uzycie niewielkich mo-

dutéw, dla ktorych istnieja efektywne implementacje jesitek arytmetycznych.

21



7. Dziatania w kanatach resztowych powinnythygraniczone do dodawania i nremia. Wiele
probleméw AOG spetnia te kryteria. W niektorych przypadk&onieczna jest reorganizacja
obliczeh wyprowadzajaca operacje trudne poza tor resztowy, cazliwidch efektywna im-

plementacje przy zachowaniu koggy wynikajacych z stosowania RNS.

Powyzsze wnioski pozwalaja postainteze ze:

Wykorzystanie arytmetyki resztowej w uktadach sprzgfowespomagania obliczeh algorytmow

oSwietlenia globalnego zzyciem logiki reprogramowalnej uraliwia zwiekszenie wydajnosci.
W celu wykazania tezy rozwiazano szereg problemow coastkh, takich jak:

e Opracowanie nowej metody generowania struktur resztoygaiostek arytmetycznych w ukta-

dach FPGA,

e zastosowanie nowej klasy HRNS z bazazoioa z modutdéw postael, 2¢ + 1 w celu uprosz-

czenia struktury konwerteréw przy zachowaniu wysokiej ajpdsci uktadéw arytmetycznych,

e zaprojektowanie architektury uktadu sprzetowego wspgana AOG, w ktorym dzieki wyod-

rebnieniu operacji trudnych w RNS rolawve jest zwigkszenie wydajisei,

e implementacja kilku kluczowych operacji wystepujacyehOG z wzyciem RNS.

1.5 Struktura pracy

Przedmiotem pracy sa techniki sprzetowej akceleradjcadh arytmetycznych z wykorzystaniem
resztowych systemow liczbowych oraz przyktad ich zast@soaw uktadach sprzetowego wspoma-
gania obliczé AOG. Platforma docelowa proponowanych rozwiaza reprogramowalne matryce
bramkowe éng.Field ProgrammableGate Array, FPGA). Eksperymenty przeprowadzono w ukta-
dach rodziny Spartan 2 firmy Xilinx.

Zaproponowano metode konstrukcji resztowych jednostgireetycznych charakteryzujacych
sie wigksza wydajreria oraz mniejszym zajmowanym obszarem od dotychczadowgzwiaza.
Przedstawiono spos6b doboru bazy resztowych systemoéboligrch pozwalajacy na uproszczenie
struktur konwerterow pomiedzy systemem liczbowym resgta a pozycyjnym przy zachowaniu

wysokiej wydajnéci uktadéw arytmetycznych. Podano takprzyktad implementacji kilku istotnych
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operacji wystepujacych w AOG zyciem opisanych technik. Istotna cecha zaprezentogrametod
sprzetowej akceleracji oblicagest ich uniwersalny charakter uzliwiajacy zastosowanie w gho-
rodnych aplikacjach, tale spoza obszaru AOG.

Opis realizacji celu pracy przedstawiaja kolejne rozlyziazprawy. W rozdziale drugim zawar-
to niezbedne w dalszych rozmaniach podstawy teoretyczne z zakresu AOG i arytmetykioesj.
Zaproponowano nowy algorytm szybkiej detekcji znaku didraypej klasy RNS. Przedstawiono ana-
lize wkasndci nowej klasy hierarchicznych resztowych systeméw lerych oraz podano rownania
umazliwiajace konstrukcje konwerteréw o niewielkiej ztandsci. W rozdziale trzecim zaprezento-
wano nowe struktury resztowych jednostek arytmetycznyddwve opisem metody ich tworzenia.
Przedmiotem rozdziatu czwartego jest krytyczna analizaikgw implementacji resztowych jedno-
stek arytmetycznych w FPGA, resztowych kanatow obliczegyih wykorzystujacych nowa klase
HRNS, algorytmu generacji resztowych jednostek arytnmmtych oraz procesora wspomagajacego

obliczenia w AOG.
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Rozdziat 2

Podstawy teoretyczne

2.1 Algorytmy oSwietlenia globalnego

Modelowanie @wietlenia w algorytmach&wietlenia globalnego sprowadza sie do rozwiazania row-
nania Gwietlenia zaproponowanego po raz pierwszy w pracy [Kaj@6jvnanie to jest adaptacja for-
mut stosowanych w zagadnieniach wymiany ciepta [SH81]. Ranie Gwietlenia, nazywane tak
réwnaniem renderingu, jest uproszczeniem w stosunku daadwlaxwella opisujacych propaga-
cje fal elektromagnetycznych i nie obejmuje np. zalgci fazowych. Opisuje ono przeptyw energii
pomiedzy punktami na powierzchniach obiektéw sceny. Wgpdne dowolnego punktu mogady
interpretowane jako wierzchotek wektora o ustalonym pimkaczepienia, dlategozev dalszej cze-

Sci pracy punkty sa traktowane tak, jak wektory. W réwnaiiwietlenia przyjetoze promieniowanie

docierajace z punktA’ do punktuA sktada sie z:
e promieniowania emitowanego z punkAu,
e promieniowania pochodzacego z wszystkich pozostatycikigu A” i odbitego odA’.

Trescia réwnania swietlenia jest okréenienatezenia promieniowanid, nazywanego tatein-
tensywnoscia promieniowani®rzez nateenie promieniowania rozumie sie moc promieniowania
wysytana w jednostkowy kat brytowy. Jednostka zatgia promieniowania jes{t’g—ﬂ . Grafika kom-
puterowa dotyczy zjawisk zwiazanych z propagasjgatta widzialnego, dlatego zenatgenie pro-
mieniowania jest oki&ane dla widzialnej c&ei widma fal elektromagnetycznych i w zwiazku z tym

nazywane niekiedpatezeniem Swiatta
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Zgodnie z modelem zaproponowanym w pracy [Kaj86], batge promieniowania przekazywa-

nego z punktuA’ do punktuA jest opisane jako
1A A) = g(A,A) (& &) + [ F(A AL AL ANA". (2.1)
S

Czynnik g(A, A’), zwanyczynnikiem geometrycznyf@ng. geometric teriy jest funkcja wzajem-
nego potaenia punktowA i A’. Wartcst ¢(A, A’) opisuje nateenieSwiatta emitowanego z punktu
A’. Natgenie to jest réne od zera np. dla zrédgwiatta. Funkcjaf (A, A’, A”) zalezy od natgenia
Swiatta z punktuA” odbitego za psrednictwem punktd’ do punktuA. Catkowanie w rownaniu
(2.1) przeprowadzane jest po wszystkich powierzchniacstgpujacych na scenie.

Rownanie (2.1) opisuje statyczny rozktad enesgiietinej w danym otoczeniu. Analityczne roz-
wiazanie jest mpliwe jedynie w przypadku bardzo prostych scen, stosowestyzatem szereg metod
numerycznych pozwalajacych znatezwiazanie przybkone. W grafice komputerowej stosowane
sa dwie podstawowe koncepcje przybihego rozwiazania réwnanidwietlenia: rekursywnéle-
dzenie promieni i metody energetyczne. Metody te wzajemigi@izupetniaja, dlatego w systemach
oferujacych najwysza jak&t stosowane sa rozwiazania hybrydowe, wykorzystujéie koncepcje

robwnoczeanie.

2.1.1 Rekursywnesledzenie promieni

W algorytmie rekursywnegsledzenia promieni transport energivietinej jest modelowany za pomo-
ca umownyctpromieni Swiatta Promienie te podlegaja zjawiskom odbicia, zalamaniahpaniania
przez otoczenie, co uratiwia modelowanie wielu zjawisk obserwowanych w przyrnednp. odbicia
lustrzane, cienie, mgty). Rekursywakedzenie promieni jest rozwinieciem metdlgdzenia promie-
ni, ktérej podstawy po raz pierwszy sformutowat AlbrechtrBxii malarzzyjacy na przetomie XV i
XVI wieku. Pierwsze doniesienia o wykorzystaniu metélisdzenia promieni w grafice komputero-
wej zaprezentowano w [App68], [Mat68]. W algorytmie rekwsmegosledzenia promieni rozktad
energiiSwietlnej jest obliczany z punktu widzenia obserwatork,wéc zmiana poteenia kamery

wymaga ponownego przeprowadzenia oblitze

Sledzenie promieni

Algorytm §ledzenia promieni powstat jako metoda tworzenia dwuwyomwgch obrazéw tréjwymia-

rowegoSwiata. Idee algorytmaledzenia promieni przedstawiono na rys. 2.1. Obraz wymykjest
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Rysunek 2.1. Idea algorytnilledzenia promieni.

tworzony na dwuwymiarowej rzutni. Przed &tawym algorytmem nalgy wybra potazenie obser-
watora i jego pole widzenia ok&tajace rzutnie. Na rzutni generowana jest siatka punkiireslajaca

rozdzielcz&t docelowego obrazu.

Dla kazdego punktu na rzutni tworzony jest co najmniej jeden pedmozpoczynajacy sie w
punkcie potaenia obserwatora. Pronfigest reprezentowany przez poétprosta o pocz@kiuvekto-
rze kierunkowymK. Dla kazdego promienia wyszukiwany jest zbiér obiektoéw przecjmanprzez
dana potprosta i obliczane sa wspétrzedne punktowgigz@. Spérod wyznaczonych punktéw wy-
bierany jest punkf najblizszy obserwatora. Proces poszukiwania nzgizikgo punktu przeciecia dla

zadanego promienia nazywany jesticaniem promienfang. ray castiny

Po wyznaczeniu punktu przeciecia z nagbliym obiektem generowany jest zbiér promieni z
punktuJ do zrédetswiatta. Stza one do sprawdzenia, czy pomiedzy punktem widzianyrezprz
obserwatora a zrodtansiwiatta znajduja sie jakeeprzeszkody. Po wyznaczeniu wszystkich zrodet

Swiatta Gwietlajacych punki, obliczane jest nakenie Gwietlenial dla tego punktu. Natenie
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oSwietlenia punktul okresla jasn&t odpowiedniego punktu na rzutni (obrazie wynikowym). Z re-
guty natgenie Gwietlenia jest wyznaczane wedtug jednego z klasycznygtgszczonych modeli

oSwietlenia. Jednym z najprostszych jest model dla odbazdpnoszonego
I=p-) (N-L)- I, (2.2)

gdziep oznacza wspotczynnik odbicia materialu, jest wektorem kierunkowym promienia wyzna-
czania cieniaN oznacza wektor normalny powierzchni w punkdiea I; jest natgeniemsSwiatta
(Swiattcscia)i—tego, punktowego zrédBwiatta. Przeglad mnych modeli wietlenia mana znalez
np. w [FvDF01].

W algorytmieSledzenia promieni podstawowa operacja jest wyznaezaspo6trzednych punk-
tow przeciecia potprostych z obiektami na scenie. Czaszpbhy na obliczenia zatg od liczby
potprostych, ztaondsci samej procedury obliczania wsp6trzednych punktu qepga pétprostej z
konkretnym obiektem, oraz liczby obiektéw testowanych kiizdej potprostej. Liczba pétprostych
jest rezultatem przyjetej rozdzielca obrazu wynikowego i liczby zrédéwiatta. Poniewa roz-
dzielcza&t i modelswiata sa ustalone przed wykonaniem algorytmu,ayadzuka& innych sposobdéw

zwiekszania wydajrici algorytmusledzenia promieni.

Wyznaczanie wspotrzednych punktu przeciecia
Wyznaczenie wspotrzednych punktu przeciecia potpjastsiektem nastepuje poprzez rozwia-

zanie uktadu réwna ztozonego z réwnania prostej i réwnania opisujacego powieriecobiektu.
Pomijajac najprostsze ksztatty, np. sfery, analitycovenuty opisujace powierzchnie modelowanych
obiektéw (np. twarz ludzka lub drzewo) sa niezwyklezdoe. Z tego powodu w grafice kompu-
terowej skomplikowane powierzchnie sa bardzo czestoetowehne za pomoca siatek wielokatéow,
najczésciej tréjkatéw. Dotyczy to tatke algorytmoéw éwietlenia globalnego, dlategaztpodstawowa
operacja w algorytmigledzenia promieni jest wyznaczanie wspo6trzednych pupkteciecia potpro-
stej z trojkatem.

Opracowano wiele algorytmdéw wyznaczania punktu wspolpegstej i tréjkata [BA88], [Bad90],
[Eri97], [MT97], [SFO1]. Jednym z najwydajniejszych jesgarytm opisany w [MT97], ktory pole-
ga na zapisaniu pokenia punktu przeciecia w uktadzie wspotrzednych skneym przez dwa boki

trojkata i nastepnie sprawdzeniu, czy punkt przecigeiiera sie wewnatrz badanego tréjkata. W
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Rysunek 2.2. Wyznaczanie punktu przeciecia wedtug atgarg [MT97].
algorytmie tym (rys. 2.2) poétprosta jest opisana rOwnanpamametrycznym
R(t) =0+t K, (2.3)

gdzie O jest punktem poczatkowym K jest wektorem kierunkowym prostej. Badany tréjkat jest
dany przez trzy wierzchotkA, A’, A”. PunktJ przeciecia potprostej i tréjkata jest opisany przez
wspotrzedne barycentrycznev : v > 0,v > 0,u + v < 1 jako kombinacja liniowa wektoréw

okreslonych przez wierzchotkh, A’; A”
Ju,v)=1-u—-v)-A+u-A"+v-A" (2.4)
Punkt wspoélnyd potprostej (2.3) i trojkatad A’A” jest rozwiazaniem rOwnania wektorowego
O+t-K=(1-u—v)-A+u-A"+v-A", (2.5)

gdzieu, v okreslaja jego potaenie, at odlegtdst od poczatku potprosté€). W opisywanym algoryt-

mie réwnanie (2.5) zostato przeksztatcone do postaci

t Q-E;
1
= ) 2.6
u S E, S-T |, (2.6)
v Q- K

gdzieE; = A'—A E;=A"—A T=0-A, S=KxE;, Q=T x E;. Wpracy [MT97]

zaprezentowano tak sekwencje obliczepozwalajaca znalézrozwiazanie uktadu réwima(2.6).
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A(AL, AL AY)

0(0,,0,.0.)

Rysunek 2.3. Wyznaczanie punktu przeciecia wedtug atgory [SF01].

Sekwencja ta przedstawiona jest w alg. 1 na str. 30. Jejacelbhrakterystyczna jest przesunigecie
wszystkich dzielé na koniec algorytmu.

Zaprezentowany algorytm pozwala na efektywne wyznacagsmirzednych punktu przeciecia
prostej z tréjkatem. Dodatkowa jego zaleta jestztivaost okreslenia potaenia punktu przeciecia w
ukladzie wspotrzednych oksnym przez boki trojkata, co jest niezwykle przydatnedimiejszych
etapach tworzenia obrazu, np. przy teksturowanigli jednak nie ma potrzeby obliczenia wsp6t-
rzednych punktu przecigecia, a jedyna interesujaf@mnacija jest to, czy dana prosta przecina lub nie
dany tréjkat, wydajniejszym rozwiazaniem jest zastcmow algorytmu opisanego w [SFO1].

W algorytmie zaprezentowanym w pracy [SFO01] (rys. 2.3) pisfa zastapiona jest odcinkiem
OO'. Podstawowa operacja jest obliczanie oljet@anakowanej czwoszianéw. Objetst znakowa-

na czwor@&cianuOA A’ A" jest zdefiniowana jako

A, -0, A, -0, A, -0,
1
OAA'A"] =2 | A~ 0, A, -0, AL-O. | (2.7)
Al -0, Ay -0, Al-0O,
gdzie(A,, A,, A,) oznaczaja wspotrzedne punkAu

W algorytmie tym wykorzystywany jest fakte znak objetsci zaley od orientacji czworgcianu,
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Algorytm 1 Sekwencja dziafaw algorytmie wyznaczania punktu przeciecia prostej katem
Dane wegciowe: O, K, A, A’ A"

1. E,=A"-A
22 E,=A" - A
33 S=KxE,
4: 0=S"-E;

5. if (6 = 0) then
6:  return

7: end if

8. T=0-A

9 u=T-8S

10: if (v’ < 0) or (v’ > 0) then
11:  return

12: end if

13: Q=T x E;
14: v =K-Q

15: if (v' < 0) or (u/ + " > §) then

16: return
17: end if

18: t =E5 - Q
19: ¢ = %

20: u = %’
210 =%

22: return t,u, v

tj. od kolejnasci trzech wierzchotkéw widzianych z czwartego. CzvsmianOA A’A” jest dodatnio
zorientowany, jéli wierzchotki AA’A” obserwowane z wierzchotk@ sa widziane zgodnie z kie-
runkiem ruchu wskazéwek zegara. kfm wiec okrélic, czy odcinekOO’ przecina tréjkatA A’ A”
badajac znaki objefzi znakowanych odpowiednich czw8amianéw. W [SF01] udowodnionae od-
cinek OO’ przecina trojkatA A’ A” wtedy i tylko wtedy, gdy objetsci czwor&cianowO’AA’O,
O’'A"A’O i O’AA”O sa nieujemne.
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Wybor obiektéw testowanych dla pojedynczego promienia

Wydajnast algorytmusledzenia promieni nama zwiekszg nie tylko przez stosowanie szybkich
procedur wyznaczajacych punkt przeciecia promieniaekibm, ale take przez zmniejszenie liczby
obiektéw testowanych dla pojedynczego promienia. W algoig/sledzenia promieni natg znalek
najblizszy obserwatora obiekt przecinany przez dany pranfi@jbardziej naiwna metoda jest wy-
znaczenie punktow przeciecia dla wszystkich obiektowaeai®, a nastepnie wybranie §péd nich
jednego. Zdecydowana wigksoatestow okae sie jednak zupetnie zbedna, ponieveaeguty poje-
dyncza prosta przecina jedynie niewielki podzbiér wszigstkelementdéw sceny. Korzystne jest zatem
zastosowanie metody wstepnego typowania potencjalngotydatow przekazywanych do procedu-
ry wyznaczania punktu przecg

Czesto stosowanymi metodami eliminacji obiektow przajgoych dana prosta sa algorytmy wy-
korzystujace podziat przestrzeni. W tych algorytmacheptzé& sceny jest dzielona na elementy
(komorki) zawierajace w sobie pewna liczbe sasiedmiblektéw. Punkty przecigecia z prosta dla
obiektow wchodzacych w sktad danej komorki sa wyznaczsomero wtedy, gdy komorka ta jest
przecinana przez badana prosta. Rozmiar koméreterhgt adaptowany do lokalnej gesiti obiek-
tow na scenie, tj. fragmenty przestrzeni z niewielka lecobiektow dzielone sa na komorki o zkj
objetcsci, a fragmenty z dza liczba obiektéw na komorki o niewielkiej objétt. Rozmiar poszcze-
g6lnych komoérek mpe wynika np. z ogranicz@ na minimalna i maksymalna liczbe obiektéw za-
wartych w pojedynczym elemencie.

Z poszczegolnych elementdw przestrzeni buduje sie aapstktury hierarchiczne, w ktérych ele-
menty 0 mniejszej objesxi zawieraja sie w elementach o wigkszej oljetoPowstaje w ten sposob
struktura drzewiasta, w ktorej kolejne poziomy zawiergd@menty o coraz mniejszej objétm. Przy-
ktadem takiej struktury mue byc drzewo binarnego podziatu przestrzeni (drzewo B¥g,. Binary
Space Partitioning trée w ktérym poszczegdlne wezty sa dzielone na dwa elemdsitytna cecha
struktur drzewiastych jest logarytmiczna zailest gtebokdci od liczby lsci drzewa. Pozwala to na
efektywne implementacje algorytméw wyszukiwania w drzsaliektow przecinanych przez prosta.

Algorytm konstrukcji drzewa BSP jest algorytmem rekurgnggn. W wyniku jego wykonania
powstaje drzewo, ktorego korzeniem jest cata przeStsoeny. W pierwszym kroku algorytmu wy-
bierana jest ptaszczyzna dzielaca cata dostepnatmaesceny na dwa elementy. Elementy te staja
sie potomkami korzenia drzewa. Zadym elementem wiazany jest zbiér obiektéw zawierajacyc

sie po odpowiedniej stronie ptaszczyzny dzielacej. Blasie procedura ta jest powtarzana rekuren-
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cyjnie dla kadego powstatego elementu. Warunkiem zakaenia rekursji jest osiagniecie zadane;j
gtebokaci drzewa badz granicznej liczby obiektéw wzkigm elemencie.

Szczegolnym przypadkiem drzew BSP sa drzéwaw ktorych ptaszczyzny dzielace sa zawsze
prostopadte do osi uktadu wspétrzednych. Dzigki temualn@glwarunkow w algorytmach budowania
i przegladania takich drzew me byt przeprowadzane bez koniecagowykonywania kosztownych
obliczen. Z tego wzgledu drzewkd sa chetnie stosowane w sprzetowych implementacjaaimylg
mow cswietlenia globalnego. Przyklad drzewd przedstawiono na rys. 2.4. Przesfrzceny jest

podzielona ptaszczyzrg, a lewy i prawy potomek odpowiednio ptaszczyznaini (2.

=
|
i
|
|
]

Rysunek 2.4. Drzewéd.

W procesie renderingu scen tréjwymiarowych problem buduadrzew BSP mpe zosté po-
miniety, poniewa w duzej czéci przypadkéw drzewo nze zosté skonstruowane na etapie mo-
delowania sceny. Znacznie istotniejszym problemem jesymowanie cel przecinanych przez dany
promien. Opracowano wiele algorytmoéw przegladania drzew BS€zya@ajac od [Arv88]. Bardziej
kompletny przeglad wielu madiwych rozwiaza zaprezentowano w [Bit99]. Jednym z najszybszych
jest algorytm przegladania drzeind z [HKBZ97]. Idea algorytmu polega na sprawdzeniu wzajem-

nego potaenia punktéw przeciecia promienia z ptaszczyznami dgeajacymi dana cele oraz z
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ptaszczyzna dzielaca. Poniexvptaszczyzny sa prostopadte do osi uktadu wspétrzednyiblem
sprowadza sie do poréwnania pojedynczych wspétrzedryodatkowo, kolejn&t testow jest tak
dobrana, aby przypadki wystepujace nagzej byly obstugiwane z najmniejszymi op6znieniami.
Zapis dziatd metody opisanej w [HKBZ97] przedstawiono w alg. 2. Prz8zi A” oznaczono
wspotrzedne punktdéw przeciecia promienia z ptaszczyimgyraniczajacymi badany wezet. Indeks
wspotrzednych zaley od orientacji ptaszczyzny dzielacej komérke — odpalaian osi prostopadte;
do ptaszczyzny dzielacej. Jako' oznaczono punkt znajdujacy sieasj poczatku promienia (punkt
wejsciowy do komorki), jakoA” oznaczono punkt dalszy (wsgiowy). Lewy wezet zawiera obiekty
ponizejptaszczyzny dzielacej, prawy wezet obejmuje obgmavyzejptaszczyzny dzielacej. Przegla-
danie drzewa odbywa sig od korzenia w kierunkaili Korzeéh drzewa zawiera cata przestizeceny.

Na rys. 2.5 przedstawiono schematycznie kilka zliwgych potazen promienia i weztéw drzewa.

Algorytm 2 Przegladanie drzewad wedtug algorytmu z pracy [HKBZ97].
Dane wepciowe: Wspoétrzedne punktow przeciech, A” prostej z ptaszczyznami ograniczajacymi

komorke i ptaszczyzna dzielaca (punki.
1: if (A, < A,)then
2. if (A7 < A,) then
3 Sprawdz lewy wezet

4. else

5: if (A7 = A,) then

6: Sprawdz dowolny wezet

7 else

8: Sprawdz lewy i prawy wezet
9: end if
10:  endif
11: else

12:  if (AY > A,) then

13: Sprawdz prawy wezet

14: else

15: Sprawdz prawy i lewy wezet
16:  endif

17: end if
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Rysunek 2.5. Wybrane patenia promienia przy przegladaniu drzéu

Klasyczny algorytmsledzenia promieni modeluje jedynie przeptyw energii ofidt Swiatta do

oSwietlanych obiektéw pomijajac catkowicie wzajemna w&ng energii pomiedzy pozostatymi ele-

mentami sceny. Poprawne modelowanie rozktadu energiivgediwnania (2.1) wymaga uwzgled-

nienia wptywu égwietleniaswiattem odbitym od elementow nie bedacych zrodtawiatta. Koniecz-

ne rozszerzenia podstawowego algorytmu zaproponowanazgauerwszy w pracy [Whi80].

N»

R; - promien odbity

N; - wektor normalny powierzchni

°
Obserwator

T2

L,

N2
7%

zrodto
Swiatta

L; - promieh wyznaczania cienia

T; - promieh transmitowany

Rysunek 2.6. Idea algorytmu rekursywnegedzenia promieni.
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W algorytmie rekursywnegsledzenia promieni (rys. 2.6) zbior promieni generowarg/phnktu
J jest poszerzony o promieodbity i promié transmitowany (dla obiektow przezroczystych). Dla
kazdego z tych promieni wyznaczany jest naibliy przecinany obiekt, po czym z punktéw dla zna-
lezionych przecie generowane sa kolejne zbiory promieni. Kolejne zbiomynpieni tworzadrzewo
promieni Procedura budowania drzewa promieni jest kontynuowamaatoentu, gdy zostanie spet-

niony jeden z dwéch warunkow:
¢ dla kolejnego promienia nie nzoa znale& przecinanego obiektu,
e osiagnieto zalpona gtebokst drzewa.

Algorytm rekursywnegdaledzenia promieni doskonale modeluje wszelkie zjawiskigazane z
odbiciami zwierciadlanymi. Niestety, nie bierze on pod gggowierzchni matowych, tj. odbijaja-
cychswiatto we wszystkich kierunkach réwnomiernie. Powodajkdnieczn&t stosowania korekcji
zwiazanych zoSwietleniem otoczeniazyli Swiattem odbitym od pozostatych obiektéw. Poprawna
symulacje wymianygwiatta pomiedzy powierzchniami matowymi zapewniajgdadg energetyczne,

niestety ich wada jest wysoki koszt obli¢zdla modelowania powierzchni zwierciadlanych.

2.1.2 Metody energetyczne

Metody energetyczneafig. radiosity wykorzystuja irzynierskie modele wymiany ciepta stosowa-
ne m.in. przy obliczaniu elementéw statkéw kosmicznyclen®sze doniesienia o wykorzystaniu
tych algorytméw w grafice komputerowej zaprezentowano vegeh [GTGB84] i [NN85]. W me-
todzie energetycznej zaktada ste, catkowita energiawietlna emitowana lub odbijana od dowolnej
powierzchni jest absorbowana lub odbijana przez inne paefmie. Rozktad energéwietinej na
scenie jest obliczany niezaleie od pozycji obserwatora, a wiec po jego wyznaczenilidazma jest

odpowiednia projekcja wynikow.

Wprowadzenie

Podstawowym zakeniem w metodzie energetycznej jest potraktowanie wkzyspowierzchni jako
nieprzezroczystych i matowych. Powierzchnie takie ogdgaiatto jednakowo w kadym kierunku,
a wiec niezalenie od kata patrzenia wydaja sie jednakowo jasne. Kostee nazwangowierzch-

niami lambertowskimbdd nazwiska Johanna Heinricha Lamberta, ktéry prowadzitmeni badania
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w XVII wieku. Natezenieswiatta odbitego od powierzchni lambertowskiej jest Gkvaeprawem

Lamberta

I, =1I-p-cos(a), (2.8)

gdzie I, oznacza natgenie Swiatta odbitego zarejestrowane przez obserwathrggst natgeniem
zrodfaSwiatta,p € [0, 1] jest wspoétczynnikiem odbicia, @ katem pomiedzy kierunkiem obserwa-
cji a wektorem normalnym do powierzchni. Dzigki tenag stosunek natgniaSwiatta odbitego
do padajacego zatg wytacznie od kata obserwacji i wspétczynnika odbicrazliwe jest znaczne
uproszczenie rownmaopisujacych przeptyw enerdgivietinej pomiedzy elementami sceny.
Zadaniem metod energetycznych jest wyznaczenie diddgo punktu na scenie jegoomieni-
stoSci(ang. radiosity B(A), czyli strumienia energii emitowanego z danej powierzctiadnostka
promienist&ci, nazywanej take natezeniem wypromieniowanigest [%] . Przy ograniczeniu wszys-
tkich powierzchni na scenie do powierzchni lambertowskiélwnanie (2.1) mana uprécic do po-

staci [CW93]

B(A) = E(A) + p(A) /S B(A)G(A, A')dA, (2.9)

gdzie B(A) i B(A’) oznaczaja odpowiednio promienisStdw punktachA i A’, E(A) oznacza pro-
mienista&t whasna zroédebwiatta, p(A) jest wspoétczynnikiem odbicia, &(A, A’) jest nazywane
jadrem geometrycznym. WalinG (A, A') zaley zarébwno od wzajemnego pa@enia punktowA i

A’, jak i od obecnéci przeszkod pomiedzy tymi punktami.

Dyskretyzacja rownania cswietlenia

Pomimo uproszce analityczne rozwiazanie réwnania (2.9) jestzihee jedynie w bardzo prostych
przypadkach. Stosowane sa zatem metody probabilistyiczneeryczne pozwalajace znatetoz-
wiazanie przybkone. Jedna z najcgeiej stosowanych metod numerycznych jest metoda elementd
skahczonych (MES). Pozwala ona przybjt rozwiazanie réwnania (2.9) rozwiazaniem uktadu row-
nan liniowych.

W metodzie elementéw skazonych skomplikowana funkcja jest aproksymowana suazpma
prostychfunkcji bazowychKazda z funkcji bazowych ok&tona jest na pewnym przedziale wybra-
nym z dziedziny funkcji aproksymowanej. Suma przedziatowktji bazowych musi pokiy cata
dziedzine funkcji aproksymowanej. Wspotczynniki przynkejach bazowych sa dobierane w ten

sposoéb, aby warfzi funkcji aproksymowanej i sumy wanej funkcji bazowych byty sobie réw-
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ne w wybranych punktach dziedziny, nazywanyegtrtami Wartasci wspotczynnikow w weztach sa
niewiadomymi, ktére mena znalez rozwiazujac liniowy uktad réwrfa
ldea zastosowania MES w metodzie energetycznej polegarnksymnacii ciagtej funkcjiB(A)

za pomoca sumy
B(A) ~ Z Bi&i(A), (2.10)

gdzie&;(A) oznaczai—ta funkcje bazowa. Funkcjami bazowymi sa z reguly frjakvielomianowe
przyjmujace wartsci niezerowe jedynie w bliskim otoczeniu danego wezta we@ztami sa wybrane
punkty na powierzchniach wystepujacych na sceniedédunkcja bazowa jest olgna dla pewne-
go przedziatu dziedzingg(A), czyli dla pewnego wycinka powierzchni. Poza wybranym grzatem

wartost &;(A) jest rowna zero. Czestaywana funkcja bazowa jest

&(A) = (2.11)

1 jesli A nalezy do ptatui
0 jesli A nie naley do ptatu: '

Metoda elementdw skazonych pozwala zapisdormute (2.9) jako uktad rowmaliniowych
E=(E-P.F) B, (2.12)

gdzie E oznacza wektor promienistoi wtasnych, elementy macier& sa splotem odpowiednich
funkcji bazowych, macierP jest macierza diagonalna wspétczynnikéw odbicia, madiejest ma-
cierza wspotczynnikéw konfiguracii (ksztattu) zatgch od wspétczynnikéw sprzenia, a wektoB
jest poszukiwanym wektorem promienistd. Dla statych funkcji bazowych macie& jest macierza
jednostkowa, a macier? zawiera wspotczynniki sprzenia. Wektor rozwiazauktadu (2.12) wy-
znacza z zatoonym btedem warfsci promienistéci dla wybranego zbioru punktéw stanowiacych
wezly.

Znalezienie uktadu rownnaliniowych aproksymujacego (2.9) wymaga przeprowadzeaeregu
operacji. Pierwsza z nich jest podziat wszystkich powsbre wystepujacych na scenie na niewielkie
ptaty elementarneDla kazdego ptatu natey wybrat zbiér punktéw bedacych weztami, w ktérych
obliczane sa warfxi promienistéci. Z kazdym weztem naley zwiaza& wybrana funkcje bazowa.
Liczba i potazenie weztéw zaley od postaci funkcji bazowych. Dla statych funkcji bazowyay-
bierany jest zazwyczaj jeden punktgvodku ptata elementarnego. Dlazkiej pary ptatow elementar-
nych naley takze wyznaczg wartst wspotczynnika sprzenia, czyli wielk&ci opisujacej wzgledne
potozenie i obecngt przeszkdd ograniczajacych wzajemna wido&n@najoma&t powyzszych da-

nych jednoznacznie ok&&a wspotczynniki uktadu réwna(2.12).
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Wspotczynniki konfiguracji
Wspotczynniki konfiguracji (ksztattu) okstaja waony wptyw energii emitowanej z dziedziny
pewnej funkcji bazowej na dziedzinge innej funkcji bazow&j najprostszym przypadku sa réwne
stosunkowi energii docierajacej z ptatdo ptatu; do catkowitej energii emitowanej z ptatuWspot-
czynniki ksztattu zaleza wytacznie od odleghei i wzajemnej orientacji ptatéw elementarnych oraz
od istnienia ewentualnych przeszkdd pomiedzy nimi.

Wyznaczenie wspoétczynnika spezamia dla pary ptatéw elementarnych ma dwa etapy. W pierw-
szym wyznacza siunkcje widocznoscWartcse funkcji widocznaci zaley od obecnéci przeszkod
czesciowo lub catkowicie blokujacych wymianeg energii paaizy badanymi ptatami. Z reguty stosu-
je sie dwuwartéciowa funkcje widoczrci rowna 1, gdy pomiedzy ptatami elementarnymi nie ma
zadnych przeszkdd, i rowna 0 w przeciwnym przypadku.

Do wyznaczania funkcji widoczrszi mazna postayc sie algorytmem rzucania promieni. Kon-
struuje sie promie o poczatku na jednym z ptatow elementarnych i skierowanynugi z ptatéw.
Nastepnie poszukuje sie obiektéw przecinanych przeptemien, ktére sa poteone pomiedzy po-
czatkiem promienia a drugim z badanych ptatéw. Wystaremlez jeden taki obiekt, aby oksic
wartost funkcji widocznéci réwna zero. Z powodu logarytmicznej zendsci algorytmu poszuki-
wania obiektéw przecinanych przez promi®zwiazanie to jest di efektywne.

Drugim krokiem procedury wyznaczania wspoétczynnika epenja jest okrglenie jego wartsci
zaleznej od ksztattu i wzajemnego paenia ptatéw elementarnych. Dla niektorych ksztattowdhat
elementarnych znane sa analityczne formuty slajace te wartst, jednak z powodu ich zimndsci
sa rzadko stosowane. Jednym z podstawowych sposobowatkcwart&ci wspoétczynnika ksztattu
jest metoda probkowania potsfery (metoda Nusselta) [CW93]

Idee metody Nusselta przedstawiono na rys. 2.7. Konstnavjest umowna pétsferassodku
potozonym na jednym z ptatéw elementarnych. Drugi z ptatéw jestawany na powierzchnig pot-
sfery, a nastepnie na koto bedace jej podstawa. Wspdhik ksztattu jest rowny stosunkowi pola

zajetego przez rzut do pola catego kota

S
Faa,—aa; = g (2.13)

Metoda Nusselta stanowi podstawe wielu algorytméw. dedmodyfikacji jest metoda prébko-
wania poétszsecianu (rys. 2.8). Potsfera zastepowana jest pétsaaem, ktdreg8ciany sa dzielone

na niewielkie elementy. Z kalym elementem zwiazana jest watgego wspotczynnika ksztattu
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Rysunek 2.7. Wyznaczanie wspotczynnikow ksztattu metddsselta.

wzgledem ptatu/A ;. Nastepnie badany ptafA ; jest rzutowany na powierzchnig potSzéanu i jego

wspotczynnik ksztattu jest obliczany jako suma wspotcikéaw "przykrytych” elementow.

Metoda prébkowania potsgeianu jest szczegoélnie podatna na implementacje z wyktaaiem
klasycznych procesoréw graficznych zawierajacych ragjgzsprzetowa algorytmu wyznaczania obiek-
tow widocznych, np. algorytm—bufora lub inaczej bufora gieboga. Algorytm ten pozwala zrzu-
towat wszystkie elementy sceny na ptaszczyzny wyznaczone griaay poétszgcianu. Przy rzuto-
waniu zachowana jest kolejad obiektéw, tzn. ptaty potoone dalej odscian poétszgcianu zostana
przystoniete przez elementy bdize. Pozwala to na jednoczesne wyznaczenie funkcji widsck
Czas wykonania algorytmu wykorzystujacego bufor gtaidok zaley liniowo od liczby elementéw
na scenie. Szereg implementacji wykorzystujacych idépkpwania poétszgcianu i klasyczne pro-
cesory graficzne zaprezentowano m.in. w pracach [Kel9G487], [NC02], [Lan04], [CHLO4].

Istnieja take inne algorytmy wyznaczania wspétczynnikéw sperga. Przyktadem moga by
roznorakie metody probabilistyczne. Sa one jednak rzadkepstane ze wzgledu na czasochtosino

i niska jakat uzyskiwanych wynikéw. Wspomaganie metod energetyczpyzpuzyciu algorytmow
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Rysunek 2.8. Wyznaczanie wspétczynnikéw ksztattu mefwdakowania potszzianu.

probabilistycznych zastosowano w procesorze AR350 [Hal01

Rozwiazanie uktadu réwnah oSwietlenia

Rozwiazanie uktadu réwiiia(2.12) pozwala na znalezienie watd promienist&ci dla zbioru punk-
tow potazonych na powierzchni obiektoéw wystepujacych na sceMiestety, aby uzyskawystar-
czajaca doktadrit, konieczne jest stosowanie odpowiednio gestej siaizit@wy, czyli odpowiednio
matych ptatow elementarnych. Dla skomplikowanych scerblicptatéw elementarnych e prze-
kroczy¢ 10° elementéw. Dia liczba weztéw, a wiec tale zmiennych w uktadzie (2.12), wymaga
ogromnych mocy obliczeniowych do znalezienia rozwiaaani

Rozmiar uktadu réwnfaoswietlenia powodujeze klasyczne metody (np. metoda Gaussa bato
nosciO(n?)) sa praktycznie bezyteczne. W praktycznych implementacjach stosowanezeyzaaj
relaksacyjne metody rozwiazywania uktadu rownlaedace modyfikacjami metod iteracyjnych Jaco-
biego czy Gaussa—Seidla. Czesto stosowana jest mptogeesywnego ulepszanfang. progressive
refinement[Lan04].

W algorytmie progresywnego ulepszania (alg .3) zdsan ptatem elementarnyirzwiazana jest
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wartcst dotychczas obliczonej promieni§t B; oraz promienistsci, ktéra jeszcze nie zostata wy-
promieniowanal B;. Algorytm ten jest algorytmem iteracyjnym, w ktorym pojedya iteracja skia-
da sie z dwoch etapow. Etap pierwszy obejmuje wyboér elememiajwieksza warfecia niewypro-
mieniowanej energil B;. W drugim kroku energia wszystkich ptatow elementarnyshigiekszana

0 wartast zwiazana z emisja energhiB;.

Algorytm 3 Rozwiazanie uktadu réwiecSwietlenia metoda progresywnego ulepszania.
Dane wepciowe: Zbior wszystkich ptatéw elementarnych, ich wspotczynmikadbiciap; | promie-

nistosci wkasnychF;

1: fori=1tondo

2: Bi = EZ
4: end for

5: while przyblizenie mato doktadndo
6: Wybierz element z najwigksza niewypromieniowana energid,; - A;
7. forj=1tondo
8: Arad = AB; - pj - F;
9: AB; = AB; + Arad
10: B; = B; + Arad
11:  end for
122 AB; =0

13: end while

Podstawowa zaleta metody progresywnego ulepszaniaigbka zbiendst kolejnych rozwia-
zan, szczegolnie dla poczatkowych krokéw. W wielu przypadikevystarczajaca doktadabosiaga
sie po niewielkiej liczbie iteracji. Poniew&azda iteracja wymaga uaktualnienia wszystkich ptatéw
elementarnych, zimndt catego algorytmu progresywnego ulepszaniaenbyc oszacowana jako
O(n), gdzien oznacza liczbe ptatow elementarnych. Dodatkowo dokiatimgynikéw dla poczat-
kowych krokéw mana zwieksz§ wprowadzajac dodatkowa korekcje zwiazangwietleniem oto-
czenia. Na rys. 2.9 przedstawiono poréwnanie btedu ofaigeh wart&ci promienistéci w funkcji

liczby iteracji.
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Rysunek 2.9. Poréwnanie btedu obliczonych wactgoromienistéci w funkcji liczby iteracji dla

réznych metod rozwiazywania ukfadu rowneswietlenia [CW93]

2.2 Resztowe systemy liczbowe

2.2.1 Wybrane zagadnienia teorii liczb
Reszta z dzielenia liczby catkowitgj przez liczbe naturalnd/ > 1 jest oznaczana jakoX|,,

| X|,, jest zdefiniowana jako

X mod M. Wartast resztylW =
(2.14)

X
W=|X|,, = X= {—J M+ W,
M
Z réwnania (2.14) wynikaze wart&c reszty jest nieujemna. Ntbwe jest zdefiniowanie tale reszt

ujemnych, jednak w dalszej cag pracy przypadek ten nie jest rozaay
O dwéch liczbach catkowityclk', Y méwimy, ze saprzystajacgkongruentne) moduld/, je-

Sli réznica X — Y jest podzielna przea/, czyli | X —Y|,, = 0. Relacje kongruencji oznacza sie
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symbolemX = Y mod M. Bezpdrednio z definicji kongruencji wynikae jesli X = Y mod M i
Z =W mod M, to

(X®Z)= (Y ®W) mod M, (2.15)

gdzie ® oznacza jedno z dziagha{+, —, x }. Wlasn&t ta nazywana jestiezmienniczoScigelaciji
kongruencji wzgledem dodawania, odejmowania i zemoa.

Przy wykonywaniu operacji arytmetycznych modulnyteczne jest postugiwanie sie pojeciami
odwrotnosci addytywnej moduloodwrotnosci multiplikatywnej modul®@dwrotndcia addytywna
liczby X modulo)M jest taka liczb&”, ze | X + Y|,, = 0. Odwrotn&t addytywna oznacza sie jako
|—X]1,,- Odwrotndcia multiplikatywna liczbyX modulo M jest taka liczba’, ze | X - Y],, = 1.
Warunkiem istnienia odwrotrszi multiplikatywnej jest wzajemna wzgledna pierwsz& i M. Od-
wrotncst multiplikatywna jest oznaczana jak& |,

Podstawa wielu algorytméw arytmetyki resztowej jest nhaderdzenie Fermata [GKP01, Kob95],

ktore dla liczby pierwsze)/ i liczby catkowitej X wzglednie pierwszej 2/ stanowi
M— _
XM, =1 (2.16)

Poprawn&t (2.16) mana ftatwo uzasadai Poniewa X jest wzglednie pierwsze 2/, to reszty
| X, 12- X5, [(M = 1) - X|,, kolejnych krotn&ci X sa r&ne, czyli tworza permutacje ciagu
1,2,3,..., M — 1. lloczyn reszt tych krotngci bedzie wiec rowny iloczynowi kolejnych elementéw

ciagul,2,3,..., M — 1, czyli (M — 1)!. Wynika stadze
XM= (M —1)! = (M — 1) mod M,

skad bezpsrednio wynika wzor (2.16).

Na podstawie matego twierdzenia Fermatazmowykazé ([Kob95], str. 52-53)ze dla kadej
liczby pierwszejM istniejep (M — 1) liczb naturalnyclhy, dla ktérych reszty kolejnych/ — 1 poteg
sa r@ne, czyli generuja permutacje ciag2, 3, ..., M — 1. Funkcjap(M — 1) jest funkcja Eulera
i jest okreslona jako liczba mniejszych ol — 1 liczb naturalnych wzglednie pierwszych\z — 1.
Liczby g nazywane sgeneratorami grupy multiplikatywneéjVnika stadze znajag dla danega\/
mozna jednoznacznie przeksztaétdiczby catkowite X z zakresul, M — 1] na odpowiadajace im
wyktadniki jx € [0, M — 2], gdzie

X — ‘ng}M. (2.17)

43



Wyktadniki jx nazywane sa taleindeksami tworzagrupe addytywnga cate przeksztatcenie okre-
Slane jestransformacja na izomorficzna grupe addytywigansformacja opisana przez (2.17) po-

zwala na zastapienie mpenia modulaV/ dodawaniem moduld/ — 1 zgodnie z wzorem

|X . Y|M _ ‘g\jX'f‘jY‘Mfl} (218)

M )
gdzieX = [¢X],,, Y = ¢’V |-
Uogodlnieniem matego twierdzenia Fermata jest twierdzénikera, ktére stanowize dla pary

wzglednie pierwszych liczb naturalnydd, X

| XD =1 (2.19)

Konsekwencja (2.19) jest powtarzastaeszt kolejnych pote moduloM z okresem réwnym co
najwyzejp(M). PrzyjmujacX = 2 mozna te widciwost wykorzysta do efektywnego wykonywania
operacji modula\/ dla M nieparzystych nareprezentacjach binarnych, porieesety dla kolejnych
cyfr o wagach2’ beda sie powtarzaty okresowo [Pie94].

Najmniejsza odlegit miedzy identycznymi war&ciami w ciagu reszt dla kolejnych poteg 2 mo-
dulo M nazywana jestkresemOkres istnieje dla kadej liczby naturalnej/ > 1 ijest podzielnikiem
©(M). Dla niektorych wartéci M mozna take wyr@nic p6tokrespoteg 2 modulal/. Pétokresem
jest najmniejsza odlegsd pomiedzy resztami poteg 2, ktore sa odwré&tiami addytywnymi, czyli
ich suma modula\/ wynosi 0. Jéli istnieje pétokres poteg 2 modull, jest on zawsze réwny po-
lowie okresu. Przyktadem wystepowania okresu i pétokmesae byt ciag reszt kolejnych poteg 2
modulo 9:2° mod 9 = 1,2' mod 9 = 2,22 mod 9 = 4,23 mod 9 = 8,2* mod 9 = 7,2° mod 9 =
5,25 mod 9 = 1, .... Okres poteg 2 modulo 9 wynosi 6, a pétokres jest rowny 3.

Resztowy system liczbowy (RNS) [SJJT86], [ST67] jest 8lary przez zbidm wzajemnie

wzglednie pierwszych liczb naturalnydt; > 1. Zakres dynamiczny systemu jest ailiany jako
M =] M. (2.20)
i=1

Reprezentacja liczby catkowiteY w RNS(M;, M,, ..., M,) jest wektor (X, Xo, ..., X,) reszt
X; = |X],,,- Kolejne resztyX; sa talkze nazywane cyframi w RNS. Zgodnie z sbkim twierdzeniem
o resztach Chinese Remainder Theorem, QRAlektor reszt( X, X, ..., X,,) jest niepowtarzalny
dla kazdej liczby z przedzialllZ, Z + M) dla Z catkowitego [Knu02], [Kob95].

Unikalncst reprezentacji RNS nzma wykazé przez zaprzeczenie. Zaidy, ze dla r@nych liczb

XY € [Z,Z+ M) ichresztyX; = |X|,, 1Y; = [Y],, sasobie rowne dla kaegoi € [1,7n]. Na
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podstawie definicji kongruencji wynika staze | X — Y, = 0 dlai € [1,n]. J&li roznicaX — Y
jest podzielna przez kaly modut)/; z osobna, musi liytakze podzielna przez najmniejsza wspoélna
wielokrotndst (NWW) tych modutéw. Poniewamoduty M/; sa wzajemnie wzglednie pierwsze, ich
NWW réwna jest)/, co daje|X — Y|,, = 0. Wynika stadze liczby X i Y musza bg réwne lub co
najmniej jedna z nich musi leyspoza przedziatlfZ, Z + M), co przeczy poczatkowemu zakniu.
Zaleta RNS jest mdiwoSt wykonywania operacj{+, —, x } niezalenie dla poszczegoélnych

cyfr, zgodnie z rownaniem
(XOY)=Wmod M & (X; ®Y;) = W; mod M,, (2.21)

gdzieW; = |W|,, . Pozwala to na dekompozycje operacji na liczbach” na zbidr niezalenych,
rownolegtych kanatow, w ktérych dziatania arytmetycznegmrowadzane sa modulo kolejne moduty
M;. Jezeli wartdsci modutéwl/; sa znacznie mniejsze od wasth X, Y, koszt uktadu arytmetycz-
nego zt@onego z niezalmych jednostek dla poszczegdinych modutéw jest znaczmiejszy od
kosztu uktadu dla liczbX, Y. Niestety, istnieja operacje arytmetyczne, dla ktéryoblementacja w
RNS jest niezwykle kosztowna. Poza tym, w wieksziabecnie stosowanych systeméw cyfrowych
uzywana jest arytmetyka pozycyjna, co wymusza konieszkonwersjipomiedzy RNS a systemami
pozycyjnymi.

Przy analizie resztowych uktadéw arytmetycznych przyegést take pojecickompozyciliczby
naturalnej. Kompozycja € N nazywa sie sposob podziatu liczbyna sume sktadnikow wigkszych
od 0. Cecha kompozycji jest toe kolejn&t sktadnikéw jest istotna. Dwie kompozycje o tych samych
wartcsciach elementéw, ale zdej ich kolejn&ci, sa ranymi kompozycjami tej samej liczby, np:
(2,3)i (3,2) sa r@nymi kompozycjami liczby 5.

NiechT'(k) = {(T"")} oznacza zbi6r wszystkich kompozygjnie zawierajacych elementéw row-
nych 1. Pojedyncza-ta kompozycja jest opisana wektordi przy czymzj 7;'. =ki 7;1 > 1. W
pracy [Gri01] wykazanoze liczba takich kompozycji rowna jest,_,, gdzie F,_; oznaczak — 1)
element ciagu Fibonacciego. Elementy ciagu Fibonaccitgfiniowane sa za pomoca zalesci
rekurencyjnej

Fo=0
=1 . (2.22)
F;=F,_1+F_, daj>1

Wartcst F; mozna talze opis& w postaci zwartej. Zakimy, ze wart&c dowolnego wyrazu; jest
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opisana wyraeniem
Fi=a-p@W+p3-& (2.23)

dlaa, 3, i, 6 rzeczywistych. Ze wzorow (2.22) i (2.23) wynika uktad révina

(

a-p0+5-8° = 0
a-pt+p-8 =1

: (2.24)
a-pr+p-62 =1
\O(,U‘Y_F/B(s] — auy_1+/353_1+auj_2+ﬁ63_2
ktory jest spetniony dla
.
a = —1/V/5
= 1/V/5
& / (2.25)
po= 58
5 = 1+2x/5

Wartast dowolnego elementu ciagu Fibonacciego wynosi zatem

1 145 ’ 1—-+5 ’
FJ@(( > >_< 5 )) (2.26)

Wz6r (2.26) mana przeksztat€ido prostszej postaci. Poniexva

J
lim (1_\/3> =0,
j—o0 2

wiec j-ty element ciagu jest blisk%, gdzie¢ oznacza liczbe Fidiasza, czy#/5. Co wigcej, rénica

pomiedzyF} a% nie przekraczd /2, poniewa dlaj > 0 jest

1 VAN
V5 2
Wynika stadze liczba kompozyciji liczby: nie zawierajacych elementéw réwnych 1 wynosi

k—1
et

/5 2

Najprostsza metoda wyznaczenia zbidik) jest wygenerowanie wszystkich/2 cyfrowych

1

5

IT(k)| = Fr1 = { (2.27)

liczb w systemie pozycyjnym o podstawkei wybor tych, dla ktérych suma cyfr wynogi. Nie-
stety, metoda ta jest niezwykle czasochtonna. Znaczniesggyalgorytm zaprezentowano w pracy

[Gri01]. W algorytmie tym zbiol'(k) dlak > 3 jest okr&lony przez przeksztalcenigk — 1) i
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['(k — 2), przy czymI'(2) = {(2)} i I'(3) = {(3)}. Pierwszym krokiem przeksztatcenia jest dopi-
sanie 2 na ostatniej pozycji kdego wektora ze zbiorli(k — 2). Drugim krokiem jest dodanie 1 do
ostatniej pozycji kadego wektora ze zbiorli(k — 1). Zbiory I'(k) dla kilku kolejnych wart&ci &
przyjmuja wiec posta

re) = (2)

'@y = @

r4) = (2,2),(4) (2.28)
rG) = (3,2),(2,3),(5)

I'e6) = (2,2,2),(4,2),(3,3).(2,4),(6)

2.2.2 Konwersja pomiedzy RNS a systemem pozycyjnym

Konwersja liczby zapisanej w systemie pozycyjnym do RNS wgewyznaczenia reszt modulo ko-
lejne modutyM; stanowiace baze RNS. Konwersja do RNS jest z reguty poreguizana dla liczb
zapisanych w systemach binarnych, za@atem b§ zrealizowana za pomoca wielooperandowego
sumatora moduld/; dodajacego reszty obliczone dla poszczegdlnych bitowemsmtacii binarnej.
Dla niektérych wartéci modutow technika ta pozwala na bardzo efektywna implatacje. Przykta-
dem moga b§ moduty postacR* — 1, gdzie wyznaczenie reszty sprowadza sie do sumowania pol
zawierajacyclk sasiednich bitow reprezentacji binarnej.

Proces konwersji reprezentacji w RNS do reprezentacji iesyi® pozycyjnym nazywany jest

konwersja odwrotnaKlasyczna technika konwersji odwrotnej jest konwemjavrotna wedtug CRT

M —1
(37
Idea rownania (2.29) polega na rozwiazaniu problemu diblreprezentowanych w RNS jakb 0, ...),

. Poniewa

-1
M
M;
M;

kongruencje mpna dodawai mnazy¢, wartdt dowolnej liczby w RNS jest nastepnie dana jako

przeprowadzana zgodnie z wzorem

"M
>

i=1

M;

(2.29)

M

. - . - ya - M
(0,1,0,...) itd. Liczby te nazywane saagamj a ich wart&ci Wynoszay;- -

(X1, Xor ooy Xo) = | X1 (1,0, 000, 0) 4 .+ X - (0,0, 1), - (2.30)

lloczyny reszt z odpowiadajacymi im wagami nazywan@sgekcjami ortogonalnymi
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Druga metoda konwersji odwrotnej jest wykorzystanievstzyszonego systemu z mieszanymi
podstawami [BJ78], [Hua83], [MM98], [GJ99]. Systemy licgke nazywamy stowarzyszonymi wte-
dy, gdy posiadaja identyczna baze lub zbior cyfr. Licabsystemie z mieszanymi podstawarang.
Mixed Radix System, MRBstowarzyszonym z RNS jest reprezentowana przeyfr a,;. Cyfry a; sa
okreslone wzorem

a; = ‘TZ‘MZ y (231)
gdzier; opisane jest zalmadscia rekurencyjna

rn = X
ri o= (ricr —ai—1) - [(Mi—1)™!

(2.32)

M;

Wartdscia liczby w MRS jest

n i—1
X=> a ([[M). (2.33)
i=1 j=1
Reprezentacja w MRS jest szeroko stosowana do detekcjuzmaikrywania przepetnie wy-
krywania i korekcji btedéw itd. Dla reprezentacji w MRS mma wykon& wiele operacii, ktérych
implementacja w RNS jest kosztowna. Pozwala to urikpetnej konwersji do systemu binarnego.
Konwersja odwrotna nue take by przeprowadzona wedtug koncepcji oklanej jako nowe
chinskie twierdzenie o resztach Il [Wan00]. Zgodnie z twierdeen przedstawionym i udowodnio-
nym w [Wan00] konwersja odwrotna dla liczby naturaléje [0, M; - M) zapisanej w RNS o bazie

(M, My) jako (X, Xo) dla X, = |X|,, , X» = |X|,, moze byt przeprowadzona zgodnie z wzorem

X =X +||Mz

1\Ml (X; — Xy) " - M. (2.34)

Wz6r (2.34) umaliwia przeprowadzenie konwersji odwrotnej kakdla RNS o bazie zkmnej z wielu
modutéw. Moduly te sa grupowane w pary i dlazkigj z par przeprowadzana jest konwersja odwrotna
w systemie o bazie okstonej przez te pare. Wynik konwersji dlaZdej z par jest nastepnie trakto-
wany jako reszta modulo iloczyn modutéw wchodzacych wdaldary. Uzyskane reszty sa nastepnie
znbéw faczone w pary, dla ktérych ponownie jest przeprowadZonwersja odwrotna zgodnie z réw-
naniem (2.34). Zaleta metody zaprezentowanej w [Wan@@]ggraniczenie warfzi modutéw, dla
ktérych wykonywane sa operacje modulo.

Oprécz przedstawionych metod istnieje jeszcze szeregcinngzwiaza bedacych modyfika-
cja powyzszych, zaréwno dla dowolnych RNS, jak i dleiSle okreéslonych baz [WSA99], [Pre92],
[Pre95], [Pre04], [CCS03], [WSAWO03], [CRLI8], [WSAWO00]z&zegblnie dma liczba maliwych
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struktur konwerteréw odwrotnych zostata opracowana di&RNbazie ztaonej z modutow(2k —
1,2k 2% + 1) [CN99], [BPS98], [Moh01], [IS88], [Pie95], [Ber85], [VR94[Moh98], [WJIMOO],
[GPS97], [BWAKO4].

Sprzetowe implementacje ukladéw konwersji

W sprzetowych implementacjach uktadéw arytmetyki resejgpojawia sie czesto konieczsmobli-
czania wartéci skomplikowanych wymzen arytmetycznych wymagajacych wyznaczania reszty, od-
wrotnasci multiplikatywnych modulo badz logarytmu dyskretnegedna z mdiwosci implemen-
tacji tych operacji w szybkich uktadach cyfrowych jestyaie pamieci ROM. Wewnatrz pamieci
zawarte sa wyniki danego dziatania dla wszystkich komtjirragumentéw. Z wartsci argumentow
jest konstruowany adres komoérki zawierajacej gotowy \wyMetoda ta pozwala na bardzo szybka
implementacje dowolnej operacji arytmetycznej. Podstagjej wada jest szybki wzrost rozmiaru
pamieci w funkcji maksymalnej wardci adresu pamieci.

W implementacjach konwerteréw wykorzystujacych CRT pernROM moga bg wykorzystane
do wyznaczania warfei projekcji ortogonalnych dla resxt;. Projekcje ortogonalne sa nastepnie su-
mowane za pomoca wielooperandowego sumatora mddulda potrzeby implementacji sprzetowej

wzOr (2.29) jest czesto przeksztatcany do postaci

M MN\"!
X — . _ . . .
> 77 ‘ ( Mi) X, (2.35)
i=1 M; M; |y
-1
W konwerterach wykorzystujacych wzor (2.35) pamieci R@&wieraja wartsci ( J]VVII ) - X
M; M;

Wartcsci te sa znacznie mniejsze od petnych projekcji ortogoyadd okréslonych jakoj\%-

-1
M
M,

X;. Pozwala to na kilkukrotne zmniejszenie rozmiaru pami@cizywicie rozmiar pamieci nadal za-

lezy wyktadniczo od szerolgei poszczegdinych modutéi;, zaréwno dla implementaciji opartych
o wzor (2.29), jak i (2.35).

W przypadku konwerteréw wykorzystujacych MRC pamigciNR€a wykorzystywane do wyzna-
czania wart8cir; oraza,;. Umazliwia to zrealizowanie konwersji z RNS do MRS w postaci akta
potokowego bez dodatkowych uktaddw arytmetycznych.

W konwerterach zaprezentowanych w pracy [Wan00] stosowardrzewiaste struktury zbudo-

wane z sumatoréw modulo. Liczba pozioméw réwna jegt(n), natomiast kady z sumatorow
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wykonuje operacje modulo liczby, ktérych wastorasnie na kolejnych poziomach atl; do ok.
VM. W poréwnaniu z CRT unwiwia to zmniejszenie zioondsci uktadu dzieki wyeliminowaniu
wielooperandowego sumatora modulb

Struktury konwerteréw zaprojektowanych dla wybranygdle okré&slonych RNS moga znacznie
réznic sie od rozwiazauniwersalnych wykorzystujacych be&vednio CRT badz MRS. Konwertery
opracowane dla pojedynczych klas RNS saéakiniejsze i szybsze od struktur, ktérezna zasto-
sowa dla dowolnego RNS. Dla przyktadu, w RNS o bag¥ — 1,2* 2% + 1) osiagniecie dzego
zakresu dynamicznego wymaga stosowania odpowiedzieghk. Wykorzystanie pamieci ROM jest
wiec niepraktyczne ze wzgledu na wymagany rozmiar. Z fem@odu opracowane uktady konwers;ji
odwrotnej dla RNS2* — 1, 2% 2% 4+ 1) z reguty zawieraja wytacznie uktady arytmetyczne [BPIS98
[GPS97], [AA88], [1S88], [Pie95], [Dhu98], [WIMOO], [WSAR].

2.2.3 Resztowe uktady arytmetyczne

Operacje arytmetyczne przeprowadzane na liczbach zagisanRNS dzieli sie na dwie kategorie:
latwe i trudnew zaleznasci od kosztu implementacji. Do operacji fatwych zalicza dodawanie,
odejmowanie i mnpenie, natomiast pozostate dziatania, w tym dzielenielogkanie, wykrywanie
nadmiaru addytywnego i multiplikatywnego i testowaniekinaaleza do kategorii trudnych w RNS.
Operacje tatwe w RNS wykonywane sa dlaz#taj cyfry niezalenie, tak wiec resztowe sumatory,
subtraktory i uktady mnmace sktadaja sie z zestawu odpowiednich uktadéw anymeych wyko-
nujacych operacje modulo poszczegoline moduly

Problem sprzetowej implementacji sumatoréw i uktadéw mawych modulo byt wielokrotnie
poruszany przez wielu autoréw. Zdecydowana wiek§zozwiaza dotyczy jednak struktur dedyko-
wanych do implementacji w uktadach ASIC, w zwiazku z czymimplementacja w uktadach FPGA
jest nieefektywna. C&¢ z istniejacych rozwiazadla ASIC mae jednak zostazaadaptowana na po-
trzeby implementacji w FPGA, jest to jednak mtisve jedynie w szczegdlnych przypadkach, np. dla
specyficznych warei modutu. Przyktadem sa jednostki nmemia modul@” 4 1 opisane w pracach
[Beu02] i [Zim99]. Podstawa konstrukcji obu tych uktaddeef formuta

XY
ok

X—Y:2k{ J+\X-Y\2k (2.36)

wynikajaca bezpgrednio z definicji reszty z dzielenia (wzor (2.14)).
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Algorytm mnazenia modul®* — 1 wedtug pracy [Zim99] jest opisany wzorem

X-YJ

X Y]y, = ‘|X Yy + {2—,6 (2.37)

2k —1

Zgodnie z (2.37) mnzenie modul®@* —1 moze by zaimplementowane za pomoca matrycy Igue]

I sumatora modulo. W pracy [ZIm99] zaproponowano strukfpmzwalajaca na redukcje modulo na
etapie tworzenia iloczynéw c&eiowych, dzieki czemu zmniejszono liczbe koniecznyematorow
modulo. Niestety, rozwiazanie to jest bardzo nieefekiywmplementowane w uktadach FPGA, po-
niewaz wymaga wytwarzania iloczynéw cggiowych dla kadego bitu mnanika osobno. W zwiazku

z tym na potrzeby tej pracy uktady mrenia modul®* — 1 sa implementowane w postaci bez-
posrednio wynikajacej (2.37). Pozwala to na wykorzystarbeanej w FPGA dedykowanej logiki
zwiekszajacej efektywrss implementacji uktadéw arytmetycznych.

Uktad mnazacy modul®® + 1 zaprezentowany w pracy [Beu02] wykonuje operacje

X-YJ

X - Ypey, = '|X-Y|2k - {2—,6 (2.38)

2k 41

Implementacja zaprezentowana w [Beu02] zawiera matryugzata, multiplekser i sumator modulo
2% 1-1. W uktadzie z [Beu02] mzna pominé multiplekser, co pozwala zmniejszgajmowany obszar
i wprowadzane op6znienia kosztem wprowadzenia podwogpepzentacji zera.

W ogoélnym przypadku uktady arytmetyczne dedykowane dlaGAS4 optymalizowane na po-
ziomie wykorzystania pojedynczych ogniw sumatora, bratogicznych badz nawet tranzystoréw
[PKS01]. Metody te nie daja zadowalajacych wynikéw disG2® dlatego té opracowano szereg
rozwiaza dedykowanych dla tej platformy. Paej zostana przedstawione dotychczasowe propozy-
cje resztowych uktaddéw arytmetycznych dla matryc FPGA.

Najprostsza koncepcyjnie metoda implementacji dodéyamiejmowania lub mreenia modulo
jest zastosowanie pojedynczej pamieci ROM zawierajagajiki dla wszystkich kombinacji stow
wejsciowych. Rozmiar pamigci nze zosta zmniejszony dzieki wykorzystaniu technik pozwalaja-
cych znalez optymalna zawar& pamieci dla wystepujacych kombinacji operandéwagiwych,
zaréwno dla uktadéw resztowych [Ven96], jak i w og6inym gragku [Lub03]. Niestety, zakmost
rozmiaru pamieci ROM od liczby bitéwaytych do reprezentacji modutu jest wyktadnicza. Z tego
powodu rozwiazanie to jest stosowane wytacznie dla reidh wartésci modutu.

Dodawanie i odejmowanie modulo e take zaimplementowaza pomoca uktadéw zaprezen-
towanych w [Beu03]. Uktady te sa strukturami dwupoziomawyrys. 2.10). Na pierwszym pozio-

mie znajduje sie zwykly sumator lub subtraktor, zadanieogego poziomu jest znalezienie reszty
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dla sumy lub ranicy obliczonej na pierwszym poziomie. W ogdlnym przypad&szty dla wszys-
tkich wartdsci sumy/r@nicy moga b zapamietane w pamieci ROM (rys. 2.10 a)), leczlivee jest
takze zastosowanie rozwiazania o mniejszegafusci (rys. 2.10 b)). Wykorzystywany jest fakte
dla dodawania lub odejmowania dwuoperandowego wynik nigeyprzekroczy dwukrotnej warkgi
modutu. Mana zatem wytworzy dwa wyniki: pierwszy jest bez@oednim rezultatem dodawania/o-
dejmowania operanddw, drugi wynik jest rezultatem dodaa/adejmowania skorygowanym o war-
toS€ modutu. Spérdod tych dwéch wartei jest nastepnie wybierana ta, ktora guiesie w zakresie
dopuszczalnych warkei dla reszty modulo. Operacje te dla dodawaniamaazapisa jako

X, +Y; dla X;+Y, <M,

|Xi+Y;'|Mi = . (2.39)
X;+Y,—M; dla X;+Y; > M,

2 A ¢

'

'
P

4—5
-

ROM +
| X + Yily,
| Xi + Yil

Rysunek 2.10. Implementacja sumatorow modulo w uktadacbA=P

Dla uktadéw mnaacych opracowano wiele zdorodnych struktur uktadowych. W pracy [Beu03]
mnazenie modulo realizowane jest za pomoca petnej matrycyzgwej, po ktérej nastepuje korekcja
wyniku realizowana za pomoca sumatora modulo i pamiediR@yznaczajacej reszte dla wyzej

czesci wyniku. Schemat uktadu znajduje sie narys. 2.11 a).
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a) A ¢ oy X Y,
e
\
X m -
* v v
ROM ROM
ROM
T [y y e,
n L
I Y
X, - Vil | X - Yilyy,

Rysunek 2.11. Implementacja uktadéw naaoych modulo modulo w uktadach FPGA.

Dla modutéw bedacych liczbami pierwszymi mma wykorzysta wzor (2.18) wynikajacy z mate-
go twierdzenia Fermata (str. 43). Wada tej metody jestrigeanie zbioru modutéw do liczb pierw-
szych oraz wysoki koszt poszerzenia uktadu azliveoSC dodawania. Uktad mraacy zbudowany
zgodnie z wzorem (2.18) zaprezentowano w pracy [MFAA98heBaat uktadu znajduje sie na rys.
2.12. Sktada sie on z dwéch pamieci ROM przekodowujaoydrandyX; i Y; na odpowiadajace im
indeksyjy, jy, sumatora moduld/; — 1, kohcowej tablicy ROM zawierajacej wynik maenia dla
obliczonej sumy indeks6w oraz dwéch dodatkowych detekiaréra dla operandéw wagiowych.

Kolejna metoda pozwalajaca na zastapienie renéa dodawaniem jest wykorzystanie prawa ré

nicy kwadratéw éng. quarter-square multipli@{fMBGTO01]. W metodzie tej mneenie przeprowa-

L

Schemat uktadu realizujacego naemie zgodnie z wzorem (2.40) przedstawiono na rys. 2.11 b).

dzane jest wedtug wzoru

| Xi - Yily, =

H m J (2.40)

M|y,
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X;=0 ROM ROM Y; =0
Jx ﬁ Jy
‘+‘Mi—1
Y
ROM
Y
X, Vil

Rysunek 2.12. Jednostka nmawa modulo wykorzystujaca mate twierdzenie Fermata.

Roéwnanie (2.40) implementuje sig zyciem sumatora i subtraktora binarnego, dwéch pamie®RO

przekodowujacych sume izdice X; i Y; na‘ {Liﬂ;%)w

; oraz kahcowego subtraktora moduld;.
Metoda ta jest pozbawiona wad uktadu z rys. 2.12. Z

Znane sa take resztowe uktady arytmetyczne w postaci struktur potgkbwozwalajacych na
szeregowe wykonywanie operacji [MB01], [BM04]. Charaktarja sie one mniejszym obszarem

przy ograniczonej wydajrsei.

2.2.4 Detekcja znaku w RNS

Z powodu zt@ondsci implementacji operacje trudne w RNS powinnyg lbyyeliminowane z resztowe-
go toru obliczeniowego. Niestety, istnieja zastosow&Nes, w ktorych catkowite usunigcie operacji
trudnych jest niemdiwe. Przyktadem mpe byt arytmetyka doktadnaafg. exact arithmetjclub
geometria obliczeniowaafig. computational geome)ryBEPP97]. Jednym z c&eiej stosowanych

algorytmow trudnych w RNS jest detekcja znaku, ktéra znajdastosowanie zarowno w operacjach
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dotyczacych samego RNS (dzielenie i poréwnywanie licgh)j wielu innych zastosowaniach.

Problem detekcji znaku w RNS byt wielokrotnie poruszanyegrwielu autorow. W najprostsze;j
wersji maze byt zrealizowany poprzez konwersje odwrotna i poréwnatieymanej wartéci z od-
powiednia liczba, zazwyczaj réwna potowie zakresu dyitanego. Znane sa tak inne algorytmy,
pozwalajace na bardziej efektywna implementacje. Wy falIm83] funkcja detekcji znaku jest su-
ma modulo 2 cyfr reprezentacji w stowarzyszonym MRS. Waglmmetody sa ograniczenia na warto-
sci modutéw stanowiacych baze RNS. W pracy [Vu85] znakdicjest okr&lony przez najwyszy bit
wielooperandowej sumy modufy argumentéw uzyskanych z reszt w RNS. Koncepcja zaprezento-
wana w [AM98] wykorzystuje RNS o bazie rozszerzonej o dooatkmodut i wymaga zastosowania
dwdch wielooperandowych sumatoréw modulo i dwéch uktadéworacych modulo. Opracowano
takze szereg algorytmoéw detekcji znaku implementowanychnaragwo, ale charakteryzuja sie one
znacznie wieksza zkmndscia, np.: pomyst opisany w [DJM98] wymaga przeprowadzantilicze
w rozszerzonym RNS o zakresie rownym kwadratowi zakresu pdtiStawowego.

Z uwagi na znaczny koszt uktadu detekcji znaku jego stos@nmarRNS jest nieoptacalne. Wy-
jatkiem sa pewne klasy systemow resztowych, np. RNS- 1, 2%, 2% + 1), dla ktérych maliwa jest
efektywna implementacja niektérych operacji trudnyclezeéntowana pomnéej nowa metoda detekc;ji
znaku w poréwnaniu z dotychczasowymi rozwiazaniami pdawgraniczyg obszar uktadu przy jed-
noczesnym zmniejszeniu dtuggi Sciezki krytycznej [Tom05a]. CharakterystyliT uktadu sa lepsze

od charakterystyk konwerteréw odwrotnych dla RS — 1, 2%, 2% + 1),

Liczby ze znakiem ukrytym w RNS

Niech W oznacza dowolna liczbe catkowita z przedzighy Z + M) dla Z catkowitego. Zgodnie
z chihskim twierdzeniem o resztach istnieje unikatowa reprezgall’ w RNS o zakresie dyna-
micznym M. Konsekwencja jest naiwost wyboru dowolnegaZ, a wiec w szczegolrizi takze
7z = — L%J Dla tej wartéci Z zakres reprezentowanych licily” jest catkowicie symetryczny
wzgledem zera dld/ nieparzystych, natomiast di&/ parzystych nie ma nabiwosci reprezenta-
cji jedynie odwrotn&ci addytywnej dlaV = —&. Uzyskany zakre$V € [— ¥ |, M — [¥])
umazliwia reprezentowanie liczb ze znakiem w RNS.

Reprezentacja dowolnej liczby catkowitéj w RNS jest wektor resztil;, Ws, ..., W,) tej licz-

by modulo kolejne moduhi\/;. Reprezentacja ta jest identyczna z reprezenta€ja X, ..., X,)

przystajacej dd¥ modulo M liczby naturalnejX € [0, M). DlaW € [— %], M — |¥]) relacja
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pomiedzylV i X jest opisana jako

W dia Welo,M— |4
X = _ (2.41)
M+W dla Wel[-|4],0)
W og6inym przypadku zalmast te okresla wzor
W=|X—-Z,+7 (2.42)

Wz6r (2.42) opisuje sposob reprezentacji liczb ze znakikrptym w RNS. Konwersja wégio-
wa sprowadza sie do wygenerowania dla liczbydodatnich reszt modulo modufy/;. Konwersja
wyjsciowa mae byt przeprowadzona w dwdch krokach. Pierwszy z nich obejnmgédezienie war-
toSci X, w drugim uzyskana liczb&  jest konwertowana dd” zgodnie z wzorem (2.42). Waid X
moze byt obliczona z ayciem jednej z opisanych dotychczas metod konwersji otivejo

Dla tak zdefiniowanych reprezentacji badanie znaku liczlogma sprowadzi do zbadania przy-
naleznoscilV lub X do odpowiedniego przedziatu. Dla RNS o symetrycznym zadi(gs = — | ¥ |)

2

funkcja znaku jest

(1) — { 0 for Wel[0,M— [ 0.43)

lub

B )0 for Xe 0, [%])
sgn(W) = sgn(X) = : (2.44)
1 for X e [[&],M)

Roéwnanie (2.44) jest podstawa proponowanego algorytrtekdgznaku dla RN$2F —1, 2% 2% 4-1).
Liczby ze znakiem w RNS(2F — 1,2F 2F 4-1)
Dla RNS o bazig2" — 1, 2% 2% + 1) zakres dynamiczny systemu wynosi

M= (2"=1)-2%. (2" +1) =2° - 2~ (2.45)

PrzyjmujacZ = —23~1 + 2*k=1 przedziat reprezentowalnych licity jest okré&lony jakoW : W €

[—23k=1 4 2k=1 93k=1 _ 2k=1) Funkcja znaku jest

0 for X e[0,2%1 —2t1)
sgn(X) = . (2.46)
1 for X e [2%~1 — 2k 23k _ ok)
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Podziat zakresu dynamicznedd na liczby dodatnie i ulemne nzoa przeprowadzina wiele
innych sposobéw. Jedna z mliwosci jestZ = —23—1 4 2% skad zakres reprezentowalnych liczb

W e [-23%~1 4 2k 2%~1) Funkcja znaku
sgn’ (X) = [X > 2% (2.47)

odpowiada wartsci najwyzszego bituX . Podziat taki ma jednak dwie wady. Po pierwsze otrzymany
zakreslV jest niesymetryczny (rys. 2.13), poniexvaie obejmuje odwrotriei addytywnych dlal
(28%—1 — 2k 281 _ 9+=1) Po drugie, rozmiar konwertera odwrotnego obliczajacEgest wigkszy

od prezentowanego paj uktadu detekcji znaku.

a)

b)

| : =
_23k—1' 1 k-1 0 23k—i _ ok-1

Rysunek 2.13. Zakresy dynamiczne RNS dl&a) —23~1 4+ 2k=1 b) Z = —23k=1 1 2k,

Jako przyktad mpna rozwayc RNS2* — 1,2% 2% + 1). Zakres dynamiczny systemu wynosi
M = 15-16-17 = 4080. Jesli funkcja znaku jest rowna wai§oi najwyzszego bituX, to wartécei X e
[0,2047] reprezentuja liczby nieujemni&’, a wartdci X € [2048,4079] reprezentuja liczby ujemne
W € [—2032, —1]. Dla liczb W € [2033,2047] nie mazna zapisa ich odwrotnéci addytywnych.
Bardziej symetryczny podziat uzyskuje sie dla= —2040. W tym przypadku liczby nieujemne
W € [0,2039] sa reprezentowane prze¢ < [0,2039], a liczbom ujemnymit’ € [—-2040, —1]
odpowiadaja wartsci X € [2040,4079].

Poréwnujac réwnania (2.46) i (2.47) mwa zauwayc, ze funkcjesgn(X) i sgn’(X) réznia sig

wartasciami wytacznie dla argumentow z zakresu
X e [2%F7 —2F 7t 2%ty (2.48)

Obserwacja ta zostata wykorzystana do konstrukcji furiegiku jako modyfikacji rownania opisu-

jacego wartét najwyzszego bituX.
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Algorytm detekcji znaku

Podstawa proponowanego w rozprawie algorytmu detekegjkardla RNS(2F — 1,2% 2% + 1) sa
réwnania konwersji odwrotnej wynikajace z tzw. nowegaehiego twierdzenia o resztach 2 (2.34).
Niech M, = 2" — 1, M, = 2%, My = 2F + 1 orazX; = |X]|,, . Pierwszym krokiem konwersji

odwrotnej wedtug (2.34) jest znalezienie reszty moduto- M3 rownej

(X aryar, = X5+ “Mi’)_l}]\/fl Xy — X;3) y - Ms, (2.49)
po czym wart& X € [0, M; - M, - M3) dana jest jako
_ -1
X=X+ “Mz }Ml'M3 ) (|X|M1~M3 - XZ) My M - M. (2.50)

Po podstawieniu odpowiednich wasts zal/; oraz rozwinieciu we wzorze (2.50) symboli|,, .

wedhug (2.49) wartst X wynosi

X=X+ |2 (X =%+ 27 (=X, - (2 +))| 2% (@50
Dla uproszczenia (2.51) korzystne jest wprowadzenie syimbo
Y = |21 (X = X)), (2.52)
V=X;-X,+Y (2"+1) (2.53)
i
R=|2"-V], . (2.54)

Dzieki temu ostateczna wersja formuty opisujacej Wsrts moze byt zapisana jako
X =X,+2¢ R (2.55)

Poniewa X, < 2, najwyzsze2k bitow X jest zalene wytacznie od?. Najwyzszy bitX moze
wiec byt okreslony jakoMSB R). Wzér (2.54) opisujacy warit R mozna zaimplementovéajako

rotacje cykliczna w lewo & bitow wektora reprezentujacego
|V|22k_1 = V"’C (256)

KorekcjaC wystepujaca w rownaniu (2.56) jest taka krato@2?* — 1, ktéra naley doda& doV/,

aby obliczyt |V, _,. Wartdst C' jest rowna

C=—(2-1)- {%J : (2.57)
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Reprezentacjd/|... , jest wektor bitowy o szerolgzi co najwyej 2k bitéw. Po rotacji cyklicz-
nej w lewo ok bitéw, (¢ — 1) bit wektora reprezentujaceg®|.,.. , stanie sie najwgszym bitem

wektora reprezentujacedge. Korzystajac z (2.53), formute (2.56) rmea rozwing do postaci
Vi =Xz — Xo+ Y +25. YV + C. (2.58)

Wartcst zapisana n& najnizszych bitach wektora reprezentujace§d,.. , jest wiec rownal” +

|Cl, dla

T=X;—Xo+Y. (2.59)

Funkcja okrélajaca najwyszy bitX moze by zatem zdefiniowana jako
MSBX) = MSB(R) = MSB(|T + |Cyx|y) = [|T + |Clyilye > 257"] . (2.60)

Formuta (2.60) pozwala oksé¢ warta&e funkcji sgn’(X') zdefiniowanej wzorem (2.47). Bardziej
symetryczny podziat zakresu zapewnia poszukiwana furgt@éusgn (X ), rézniaca sie odgn’(X)
wytacznie dla argumentéw z przedziatu danego przez (2R8piej zostanie wykazaneg jezeli
wartcst C' zostanie ustalona jako réwfawartdsci funkcji opisanej rownaniem (2.60) ulegna zmianie

wytacznie dla argumentow z przedziatu (2.48). Pozwolidefmiowa funkcje znakugn(X) jako
sgn (X) = [|T| > 257"]. (2.61)

Twierdzenie 2.2.1.Niech.X bedzie dowolna liczba catkowitg liczba naturalna wieksza od X, =
| X|oi_qy Xo = |X|oe, X3 = [ X[y, @M =25 (28 — 1) - (28 + 1). Resztg X |,, jest mniejsza od
[4] wtedy i tylko wtedy, gdy

)Xg — Xy |2 (X - Xg)\Qk_ljzk < ok 1, (2.62)

Dowdd. Lewa strona nierOwrsei (2.62) jest rowna wargei 7' okreslonej przez (2.59), a wiec nie-
rownast (2.62) zaley odMSHE(|T'|,.). Z wzoru (2.60) wiadom@eMSB(|T' + |C|,|,.) = MSBX),
stadMSB(|T'|,.) i MSB(X) sa rowne dl&’' = 0. Nalezy wiec zbadé przypadki, w ktérychC' # 0.

Z wzoru (2.57) wynikaze korekcjaC' we wzorze (2.56) przyjmuje wargai rézne od zera wytacz-
nie dlaV’ ¢ [0, 2% — 1). Zakres maliwych wartdsci V' zdefiniowanego wzorem (2.53) w zatessci

odY jest dany jako:
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1. jeslio <Y <2F—1,toV € [2,2% - 2]:

<
AN

= XS,max - XZ,min + Ymaq: : (2k + ]-)
28 —04 (2" —2) - (2 +1)
2% 9

< <
VAREVAY

<
v

X3,min - X2,mam + Ymm : (Qk + 1)
0—(2F—1)+1-(2¢+1)
2,

v
v

v

v

2. jesliY =0,to0V e (—2F 2]

(a) JélIXE}_XQ >0, to0 <V < 2k,

(b) jesli X5 — X, < 0,t0 —2F < V < 0.

Wartcst C' # 0 wystapi zatem jedynie dla przypadku 2b), w ktorgim= 22% — 1.

We wzorze (2.60) wymagana jest resutd,. = |—1|,, tak wigc dla przypadku 2b) waldo
MSB X) = MSH|T — 1|,.). Reprezentacje binarr®i 7' — 1 r6znia sie jedynie na pozycjach obej-
mujacych ciag najmniej znaczacych zer i pierwszej jédyvektora reprezentujacedb zgodnie z
wzorem

Ce tj+3tj+2tj+11 00... 02 —1=... tj+3tj+2tj+10 11...1 2, (263)
j j
gdziet,; oznacza bit wektord' o wadze2’. Poniewa réznica wartéciT' i T' + |C|,. moze wystapt

wytacznie w przypadku 2b), czyli dlg = 0, warunek

MSB(|T'|,i) # MSB(|T + |Clyxly ) (2.64)
wystapi dla
Xy = Xo=1...10...05 (2.65)
k
lub
X3 —Xo=1...110...05. (2.66)

k
Sytuacja opisana przez (2.65) jest nieaiwa, poniewa

X;5>0N X, <28 = X;— X, # 2" (2.67)
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Wartast réznicy X; — X, = —2F! okreSlona przez (2.66) nke wystapt wylacznie dlaX, <
[2F71,2F —1]. Majac zakres warfxi X, oraz wartét réznicy X; — X,, mazna z wzoru (2.55)

znaleZ zakres wartsci X, dla ktérych zachodzi warunek (2.64):
X=X+ 2" 28 (X3 — Xo) | oy = Xo + 28 |28 (=287 1) |, = X+ 271 =25 (2.68)
Poniewa X, € [2"71, 2% — 1], tak wiec dla
X e [2%F71 — okt 2%t ] (2.69)
warunek (2.64) jest spetniony, czyli M$B') # MSB(|T'|,.). W pozostatych przypadkach M$E ) =
MSB(|T|,). Poniewa MSB X ) = 0 dlaX € [0,2%1), dlaX z przedziatu (2.69) najstarszy Hit

bedzie 1. Wynika stadze wartGc ‘Xs — Xy + |28 (X1 — X3)|, 1‘ _jest mniejsza od*~! dla
o2
X < 231 k-1, 0

Struktura ukfadu

Wartcst funkcji znaku zdefiniowanej (2.61) jest oktena przeZk — 1) bit T opisanego wyrzeniem

(2.59). Na podstawie réowng2.59) i (2.52) wartst 1" jest okreéslona formuta
T=X5—Xy+ |28 (X1 — X3) |, - (2.70)

Wz6r (2.70) mae zosta zaimplementowany za pomoca trzech sumatdrébitowych, z ktérych je-
den jest sumatorem modubb — 1. Poniewa warunkiem poprawrgei prezentowanej funkciji znaku
jestY < 2F — 1, zastosowany sumator modub — 1 nie maze generow@ podwojnej reprezenta-
cji zera. W przypadku zycia sumatora z przeniesieniem akmgm niezbedny jest wiec dodatkowy
komparator wykrywajacy wynik postawg.

Na potrzeby implementacji warto dodkatkowo przeksztatojrazenie (2.52) opisujace wadny
do postaci

Y = ‘2k_1(X1 — XS)}zk_l - )2k_1 ' ‘Xl - |X3|2n_1}2k—1

(2.71)

2k_1

Poniewa 0 > X3 > 2F, wartdt | X3|,._, mozna wyznacz§ zastepujac najmtodszy bit wektora
reprezentujacegd; suma logiczna tego bitu i bitu najstarszego. Nastepdiaice X; — | X3/,
mozna zastadi sumaX; i odwrotndsci addytywnejXs|,. , modulo2* — 1, czyli negacji| Xs|,. ;.
Po wyznaczeniu warfezi \Xl — | Xs]or }216—1’ wartasC Y jest okréslona jako rotacja cykliczna otrzy-
manego wyniku w lewo & — 1 bitéw. Nalezy jedynie pamiet@, aby Wwyniku\Xl — |X3|2,€_1\2k_1

wyeliminowet podwdjne zero.
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Th_ 4 Tp_4 Ty T wl Tp—1 Tp—1 Lo
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Ye—1| Yr—2 = Po
_l’_

\L Sgn(XlaX27X3)

Rysunek 2.14. Schemat uktadu detekcji znaku dla RNS- 1, 2%, 2% 4 1).

Narys. 2.14 przedstawiono schemat uktadu implementg@operacje opisana rownaniami (2.70)
i (2.71). Struktura uktadu zawiera elementy stosowane vblgeh konwerterach odwrotnych dla
RNS(2F — 1,2 2% + 1). Na uktad sktadaja sie dwa pracujace réwnolegle sunpatbliczajace ra-
nice X3 — X, i wartost Y wedtug rownania (2.71) oraz wsgiowy sumator obliczajacy wado 7.
Wszystkie sumatory operuja na wektordekbitowych. Sumator obliczajacy jest petnym sumato-

rem modul®* — 1 z korekcja podwojnej reprezentacii zera.

Struktura uktadu z rys. 2.14 me by¢ w prosty sposéb zaimplementowana w matrycach FPGA.
Jako sumatory.—bitowe naley uzy¢ sumatoréw RCA wykorzystujacych wbudowane w FPGA ka-
naty szybkiej propagaciji przeniesieSumator modul@* — 1 moze zosta zrealizowany jako ka-
skadowe potaczenie dwdch sumatorbwbitowych i dodatkowy komparator wykrywajacy podwaojna
reprezentacje zera. Pierwszy sumator dodaje wektorgreptujaceX; oraz odwrotnéc addytyw-
na|Xsl|,._,, zadaniem drugiego jest dodanie do wektoradeygwego pierwszego sumatora sumy

logicznej przeniesienia z pierwszego sumatora i sygnatnzgaratora.

Obszar zajety przez ukiad z rys. 2.14 jest suma obszartexech sumatoréw—bitowych i kom-
paratora wykrywajacego kombinaci¢ . . . 11 ,. Dla uktadow Spartan 2 implementacja czterech su-
k
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matoréw wymagak tablic LUT. Komparator mpe zosta zaimplementowany jako kaskadowe pota-
czeniek/3 tablic LUT lub w postaci drzewa o gtebogoi [log, (k)] poziomow. Kompilator opisu w
jezyku VHDL maze dodatkowo zoptymalizowastrukture komparatora korzystajac z dedykowane;j
logiki obecnej w FPGA. Dla war&xi &k =~ 30 rozmiar komparatora nie przekracza 10 tablic LUT.
Dhugost Sciezki krytycznej uktadu z rys. 2.14 jest olglena przez sume opo6zmievprowadzanych
przez3 sumatoryk—bitowe i komparator.

Dotychczas opracowane uktady detekcji znaku dla RNS wyjlstiza pamieci ROM adresowa-
ne stowem o szerolszi modutu, tak wiec zajmuja wielokrotnie wiekszy obisad prezentowanego
uktadu. Z tego powodu uktad z rys. 2.14 zostanie porownangreMerterami odwrotnymi dla RNS
(28 — 1,2k 2% + 1). Znak po konwersji mpe zosta zbadany za pomoca dodatkowego komparatora
lub zgodnie z rownaniem (2.47).

Obszar zajety przez najlepszy obecnie konwerter odwrapaipyezentowany w pracy [WSAS02]
jest suma obszaréw sumatdra-bitowego i sumatora modul?* — 1. Stosujac jednakowa posta
sumatora modulo w obydwu poréwnywanych uktadach obszaragany przez konwerter wynosi
6k tablic LUT plus obszar komparatok—bitowego. Op6znienie wprowadzane przez konwerter
odwrotny jest suma opozmelwdch sumatorowk—bitowych i komparatora. Zaprezentowany uktad

detekcji znaku jest wiec mniejszy zapewniajac dodatkewmetrie zakresu reprezentowanych liczb.

2.3 Hierarchiczne resztowe systemy liczbowe

Zyski wynikajace z zastosowania RNS w ukfadach arytmetyclz sa szczegdlnie widoczne w przy-
padku RNS o bazie zimnej z niewielkich modutéw. Niestety, zmniejszenie wacianodutéw po-
woduje wzrost licznéci bazy dla RNS o tym samym zakresie dynamicznynezdliczba modutéw
w bazie RNS komplikuje algorytmy konwers;ji i przeprowadizamperaciji trudnych, ne takze by
przyczyna znacznych edic w ich szeroksci, co jest zjawiskiem niekorzystnym. Konieczny jest
zatem kompromis pomiedzy szyliaa wykonywania operacji arytmetycznych azdadscia kon-
wersji i operacji trudnych.

Pomystem pozwalajacym na zachowanie prostej struktunydesteréw przy niewielkiej wart&ci
modutéw w bazie jest zastosowanie hierarchicznych resatbveystemow liczbowychahg. Hie-
rarchical ResidueNumberSystem, HRNJS Hierarchiczne resztowe systemy liczbowe sa specydiczn ,

klasa RNS. Jdi implementacja przeprowadzana jest w systemach cyftbwyykorzystujacych lo-
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gike dwuwartéciowa, w klasycznych RNS wa#oi cyfr sa z reguly zapisywane za pomoca systemu
naturalnego binarnego (NB). W HRNS wastd wszystkich, lub tylko niektorych, cyfr sa zapisywane
za pomoca RNS mszego poziomu o odpowiednio dobranym zakresie dynamiazRyoces ten mo-
ze byt kontynuowany rekurencyjnie na kolejnych poziomach. &yshinarny jest stosowany dopiero
dla RNS na najriszym poziomie.

Rozré&nia sie dwa podégia do problemu wyboru bazy systeméwsrego poziomu. Pierwsze,
zaproponowane w pracach [AJ68], [Yas92] wymaga, aby zakreemu riszego poziomu byt wys-
tarczajacy do zapisania wynikéw g@dnich, np.: dla pojedynczego nzemia zakres ten musi by
wiekszy od kwadratu warszi modutu w nim zapisanego. Prowadzi to do szybkiego warpakre-
sOw systemoéw iszych pozioméw oraz implikuje koniecZtouzycia wielopoziomowych, rozbudo-
wanych konwerteréw pomiedzy tymi systemami.

Cecha szczeg6lna tego rozwiazania jestzimmst wielokrotnego wykorzystania tych samych
modutéw w r&nych RNS nzszego poziomu. Niech RNSierwszego poziomu zawiera moduty
(17,19, 20,21), a wykonywana operacja bedzie pojedyncze memie. Maksymalna warsd reszt
dla najwigkszego modutu wynosi 20 Slievykonywana operacja jest pojedyncze raenie, wartec
iloczynu dwéch reszt modulo 21 nie przekrocdy’. Zakresy RNS riszego poziomu dla poszcze-
goélnych cyfr musza wiec wynosico najmniejl6 + 1,182 + 1,19% + 1 20% + 1, czyli 257, 325,
3621 401. Dla RNS drugiego poziomu o takich zakresach pomdenie zakresu nie wystapi dla po-
jedynczego mneenia. M@na wiec we wszystkich przypadkachye podobnego zbioru modutéw,
czyli np: RNS = (3,4,5,7) o zakresiel20. Czterokrotne zastosowanie RN&la poszczegdlnych
reszt modulo 17, 19, 20i 21 pozwala na wykonywanie operagiineetycznych w systemie o zakresie
17 -19-20 - 21 = 135660, czyli ponad2'?, przy wzyciu modutéw o szerol&xi nie przekraczajacej 3
bitow. Niestety, podstawowa wada tego rozwiazanialjesteczn&t wykonania konwersji pomiedzy
RNS, a RNS przed i po pojedynczej operacji arytmetycznej

Druga metoda konstruowania systemow hierarchicznych §$Aprowadza sie do wyboru bazy
systemu podstawowego $dd liczb rozktadalnych na odpowiednio mate czynniki, arikth two-
rzy sie nastepnie baze systemasziego poziomu. Wma jej cecha jest niewielki wzrost zakresu
systemow na kolejnych poziomach. Nie mazealpotrzeby czestego przeprowadzania konwersji po-
miedzy kolejnymi poziomami, poniewaakres RNS miszego poziomu jest réwny odpowiedniemu
modutowi wyzszego poziomu. Niestety, zalety te sa okupione tr&digoznalezienia bazy systemu.

W pracy [SA99] rozwiazano ten problem kodujac moduty pog2?* — 1 za pomoca systemu o bazie
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(2¥ —1,2% +1). Pozwala to na zachowanie prostoty zaréwno kanatéw olsliore/ch, jak i konwer-
terow pomiedzy poziomami. Podeje takie ma jednak dwie wady: wastn niektorych modutow sa
zblizone do zakresu dynamicznego catego systemu, a pomiediyssiami poszczegélnych modu-
léw wystepuja dae r&nice. Zjawiska te wynikaja z warunku wzajemnej pierveszanodutéw i sa
szczegolnie niewygodne dla systeméw ayim zakresie dynamicznym.

Ponizej zostanie zaprezentowana nowa propozycja nowej klady$RomO05b]. W klasie tej
baza RNS najwyszego poziomu jest zbior modutd@® — 1,2% 2% + 1), w ktérym moduty2* 4 1
sa rozktadalne na mate czynniki. Zasadnicza zaletagroywanych HRNS jest uproszczenie struk-
tur konwerteréw z/na system pozycyjny przy zachowaniu retiej szerok&ci modutu. Poza tym
mozliwe jest efektywne przeprowadzanie niektérych opetasginych w RNS dzieki mziwosci wy-
korzystania istniejacych rozwiazala RNS2*—1, 2%, 2% +1). Przyktadem mpe byt zaprezentowana
w rozdz. 2.2.4 nowa metoda szybkiej detekcji znaku. Ze aaglna niski koszt konwersji zapropo-
nowane HRNS moga ltyszczegdlnie zyteczne dla krétkich kanatéw obliczeniowych operujdtyc
na liczbach o szerolszi kilkudziesieciu bitow.

Opisywane HRNS s&rodkiem pozwalajacym na zwiekszenie wyddjcigednostki mneenia
akumulacyjnego wykorzystywanej w dalszej seigpracy. Z tego wzgledu w parszym opisie gtéw-

ny nacisk potaony jest na podzbiér HRNS wybrany pod katem wspomnianagtzowania.

2.3.1 Wprowadzenie

W proponowanym systemie zakresy RN@sziego poziomu sa réwne odpowiednim modutonzwy
szego poziomu. Cecha charakterystyczna tego HRNS Igstailiczb postac2® + 1 rozktadalnych
na niewielkie czynniki jako modutéw RNS wegzego poziomu. Zbiér liczb mogacych twotzdyaze
proponowanych HRNS jest ograniczony ze wzgledu na warvoeiadaln&ci modutow2® + 1 na
niewielkie czynniki.

Liczby postac2® — 1 nie sa liczbami pierwszymi, &i & nie jest liczba pierwsza, poniewa
20 1 = (20— 1)(2% 4 2V 42 42U, (2.72)

Istnieja take liczby2* — 1 dla k bedacego liczba pierwsza, ktére nie sa liczbami pszgmni, np.
211 — 1 = 23 - 89. Liczby postaci2® + 1 sa rozktadalne, gd¥ nie jest liczba pierwsza ani potega

dwajki, poniewa dlaj nieparzystego
20 4 1= (24 1)(20 — 28 4 220 — 42U~V (2.73)
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Tabela 2.1. Pary modutdéw postaXti + 1 rozktadalnych na mate czynniki.

modut | czynniki | maks. szefl modut | czynniki maks. szer
2601179 4 24411529113 7
2°4+1 (513 4 21511731151 8
2° -1 |773 7 215411911331 9
29+1 | 1927 5 218 117192773 7
210 1131131 5 218 41151337109 7
2104112541 6 224 115971317241 8
2121157913 4 224 11| 97257 673 10
212 41|17 241 8 239 —11791131151331 9
214 11343127 7 230411 132541611321 11

Sam warunek rozktadalgoi liczb 2% + 1 nie gwarantuje jeszcze utworzenia wydajnego HRNS,
poniewa dla niektérych czynnikéw obszar i opdznienie uktadéwtiagtycznych moga ky zbyt
duze. Przyktadem mze byt liczba2? — 1 = 3 - 22369621. Jednostka mrmaca modulo 22369621

jest bardziej skomplikowana od jednostki nzasej modul®?® — 1.

Przyktadowe wartgci modutow postaci* £1 dlak < 102 przydatnych do konstrukcji baz HRNS
przedstawiono w tabelach 2.1 i 2.2. Tabela 2.2 nie zawiecayinbw odpowiednich par modutéw z
tabeli 2.1. Analizujac kolejne wiersze tabeli 2.2 zna zauwayc, ze systemy te staja sie szczegdlnie
atrakcyjne dla dmych zakreséw dynamicznych. Przyktadem moga impduty25° — 1, 284 — 1 czy

2102 _ 1, dla ktérych mana maksymalne szerakci czynnikdw sa znacznie mniejsze kod

Korzystajac z danych w tabelach 2.1 i 2.2 na budowa hierarchiczne systemy resztowe na
wiele ré&znych sposobéw. Konstrukcja systemu analizowanego w agéprpolega na wytypowaniu
z tab. 2.1 pary modutéw” + 1 i stworzeniu RNS pierwszego poziomu postgei — 1,2%, 2% +1).
Rozwiazanie to pozwala naycie szybkich konwerteréw odwrotnych dla RN — 1, 2% 2% +1).
Korzystna cecha jest tak zastosowanie modutu postatj dla ktérego implementacja operacji aryt-
metycznych jest prosta i wydajna. Dodatkowa zaleta priexeanego HRNS jest nzéiwost skalowa-
nia i detekcji znaku bez konieczea wykonywania petnej konwersji odwrotnej. Tabela 2.1 ey
wszystkie zyteczne bazy dla opisywanych HRNS o zakresie dynamiczryimko 18 do 90 bitow.
Dla pozostatych licz®* + 1 z podanego zakresu de wart@&ci czynnikdw utrudniaja konstrukcije

wydajnych jednostek arytmetycznych.
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Tabela 2.2. Moduly postaél’ — 1 rozktadalne na mate czynniki.

modut | czynniki maks. szer
232 —1 | 3517 257 65537 17
242 1 194349127 3375419 13
24 —1 | 352389397683 2113 12
250 —1 | 31131251601 18014051 12
252 1 | 35531571613 27318191 13
272 -1 | 5713171927 3773109 241 433 38737 16
284 1 1 5913294349113 127 337 1429 5419 14449 15
2100 1 13113141101125251601 18018101 4051 268501 19
2102 1| 79103307 2143 2857 6529 11119 43691 131071 17

Proponowany w rozprawie HRNS jest systemem dwupoziomoviR@szty dla modutdw pierw-
szego poziomu réwnych* + 1 sa zapisywane w RNS o bazach ditomych przez czynniki tych
modutow. Zakresy RNS drugiego poziomu sa identyczne zoseid odpowiednich modutdow na
pierwszym poziomie. Wykonywanie operacji arytmetycznyelRNS drugiego poziomu jest wiec
rownowane wykonywaniu tych operacji modulo odpowiedni modut RN&npszego poziomu. Z
tego wzgledu opisywany HRNS moa take traktowa& jak zwyklty RNS, ktérego baze stanowia
czynniki modutéw2* + 1 i modut2*. Cecha szczegdlna tego RNS jestzinwost konstrukcji kon-
werteréow w postaci hierarchicznych struktur o niskiejzzincci. Konwersja przeprowadzana jest
dwuetapowo: najpierw do Boedniego RN$2* — 1, 2% 2% + 1), a nastgpnie do systemu docelowego.

Dotychczas opracowane struktury konwerteréw dla RYS- 1, 2%, 2% + 1) maja znacznie mniej-
sza ztqonast od konwerteréw dla pozostatych RNS o poréwnywalnym za&régnamicznym. Nie-
stety, niewielka liczba modutéw o daj wartaci zwieksza koszt wykonywania operacji arytmetycz-
nych w RNS(2F — 1,2% 2% 4+ 1). Proponowane HRNS tacza mliwost zastosowania wydajnych
konwerteréw dla RN$2* — 1, 2% 2F 4+ 1) z niska zt@ondscia wykonywania operacji arytmetycznych

dzieki uzyciu modutéw o matej warti.

2.3.2 Konwersja pomiedzy HRNS a systemem pozycyjnym

Ponizej zostana zaprezentowane podstawy teoretyczne stkdiwerteréw pomiedzy HRNS i sys-

temem pozycyjnym. Konwersja przeprowadzana jest w dwookdah. W pierwszym etapie liczby
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sa konwertowane do RNS o bazi#® — 1,2* 2% + 1), drugi krok obejmuje konwersje do systemu
wyjsciowego. Dzigki takiemu rozwiazaniu operacje na lictbbliskich zakresowi systemu sa prze-
prowadzane wytacznie za pomoca niewielkich i wydajnychwerterow dla RN$2* — 1, 2% 2k +1).
Konwersja z HRNS do RN®2* — 1,2*% 2% 4 1) jest oparta na koncepcji zaprezentowanej w pracy
[WanO00]. Konwersja ta przeprowadzana jest dla RNS o zakm®cznie mniejszym od zakresu pet-
nego HRNS, dzieki czemu uzyskuje sie zmniejszenie obisizdiugosci Sciezki krytycznej konwer-
terow. Na potrzeby rozprawy rownania opublikowane w [Wdrkistaty przeksztatcone do postaci
umazliwiajacej zminimalizowanie obszaru zajmowanego prizeawerter. Przeksztatcenia te umo
liwiaja obnizenie kosztu pojedynczego konwertera do poziomu pozacegjo na zycie proponowa-

nych HRNS nawet dla bardzo krétkich kanatéw obliczeniowych

Konwersja z systemu pozycyjnego do HRNS

Konwersja liczby catkowitej do systemu resztowego wymaganaczenia dla tej liczby reszt modu-
lo kolejne sktadniki bazy systemu resztowego. W prezenbgwekonwerterze konwersja z systemu
pozycyjnego do RNS2* —1, 2% 2% 41) nie jest wymagana, poniewaata@ono,ze szerokst operan-
déw wefciowych jest ograniczona dobitéw. Dla szerszych operandéw mma zastosowasumator
dodajacyk—bitowe pola wydzielone z wektora végjowego [Pie94].

Po konwersji do RNS$2F — 1,2% 2% + 1) nalezy dla stowk i (k + 1)—bitowego obliczg reszty
modulo czynniki liczb2* + 1. Struktura generatora reszt zafeod wartéci okresu badz potokresu
poteg 2 modulo rozpatrywany czynnik. Dla czynnikéw aejwartaéci okresu/pétokresu stosowany
jest uktad, w ktorym dla wydzielonych p6l ze stowa ®@pwego obliczane sa reszty za pomoca
pamieci ROM. Reszty te sa nastepnie sumowane w kaskadm@torow szeregowych (sumator z
propagacja przeniesieang. ripple—carry adder, ROAReszta dla wyniku sumowania jest obliczana
przez odjecie krotrgci modutu zalenej od wart&ci sumy. Dla matych szerokoi modutéw (ok.
4-5 bitéw) operacje te nxma przeprowadziza pomoca pojedynczej pamigeci ROM. W pozostatych
przypadkach badanie zakresu wyniku jest realizowane zaparpestawu komparatoréw, a pamie
ROM jest wykorzystywana jedynie do przechowywania odejaoych statych. Przyktadem rne
by€ pokazany na rys. 2.15 generator modulo 109 dla stowa 1&+bgo.

Charakterystyki AT generatora modulo ama zmniejsz§, jesli wartost okresu/pétokresu poteg
2 modulo dany czynnik jest odpowiednio mata. kMwa jest wtedy wstepna redukcja szerékbsto-

wa wefpciowego generatora. Redukcja sze&uigest przeprowadzana wedtug koncepcji wykorzy-
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stujacej mate twierdzenie Fermata (str. 43). Generatpd|edynczego czynnika poprzedzony jest
wielooperandowym sumatorem z przeniesieniem okyg @ng. end—around carry, EAGPie94].

Szerok&t sumatora réwna jest okresowi badz pétokresowi poteg@uio dany czynnik.

Rysunek 2.15. Przyktad uktadu wyznaczania reszty stowdit@+ego modulo 109.

Obszar sumatora z EAC moa dodatkowo zredukowaNiech P(M;) oznacza warts€ okresu
poteg 2 moduladV/;, a H P(M;) wartcst potokresu poteg 2 moduld/;. Wartasci okresow lub poto-
kresow poteg 2 modulo wybrane czynniki lic2b + 1 sa czesto réwne wielokrotdoiom okreséw
lub pétokreséw dla innych czynnikéw. Ntbiwe jest wiec skonstruowanie fragmentéw sumatora EAC
jako wspdélnych dla kilku czynnikow. W tab. 2.3 zamieszczarastdsci okresdéw/potokreséw poteg 2
modulo czynniki wybranych liczB* + 1.

Idea wykorzystania c&gi sumatora jako wspélnej dla kilku czynnikéw zostanie geana na
przyktadzie fragmentu uktadu wyznaczajacego reszaplid 8—bitowej modulo czynniki liczb'® &

1. Jezeli dla modutéw)M,, M, zachodzi zalenast HP(M,) = HP(Ms) lub P(M;) = i - P(M,)
dlai = 1,2,3,..., to sumator redukujacy szerdkooperandu dd’(M;) lub H P(M;) bitbw maze
by€ wspolny dla modutéwh/,, M,. W opisywanym przyktadzie sytuacja taka zachodzi dla maaut
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Tabela 2.3. Wartsci okresow i potokresow poteg 2 modulo czynniki licZo 1

k=18 k=24 k = 30

M; | HP(M;) | P(M;) | M; | HP(M;) | P(M,) M; | HP(M,) | P(M;)
7 3 5 2 4 7 3
19 9 18 7 3 9 3 6
27 9 18 9 3 6 11 5 10
73 9 13 6 12 31 5
5 2 4 17 4 8 151 15
13 6 12 241| 12 24 331 | 15 30
37| 18 36 97 | 24 48 13 6 12
109| 18 36 257| 8 16 25 10 20
673| 24 48 41 10 20
61 30 60
1321 30 60

5,7,13. PoniewaP(13) = 4 - P(7) = 3 - P(5), sumator z EAC dla tych modutéw me zawiera
czest wspllna sktadajaca sie z sumatora redukujacegolsa&roperandu weéiciowego do 12 bitow.

W zwiazku z tym szerolk& stowa wefciowego generatorow modulo mma zmniejsz§ z 18 do

12 bitéw. Podobna sytuacja zachodzizakdla modutéw 19 i 27, gdzie elementem wspdlnym jest
sumator z przeniesieniem okrgym redukujacy szerokb operandu wéiciowego z wykorzystaniem
HP(19) = HP(27) = 9. WtaSciwost ta umaliwia znaczne zmniejszenie obszaru wymaganego

przez generator reszt, szczegolnie dla szerokich opevando

Wykorzystanie czgci sumatora dla kilku modutéw réwnodage jest maliwe takze w sytuacii,
gdy HP(M;) = P(M,). Nalezy wtedy podzielt operand wejciowy na pola o szerokai P(M,)
bitéw i uzyc trzech sumatoréw wielooperandowych. Dwa z nich poestdo obliczenia sum pél o
indeksach odpowiednio parzystych i nieparzystych. Traeohator zostanieayty do zsumowania
zanegowanych pol o indeksach nieparzystych. Nastepodajdc sume pol o indeksach parzystych
do sumy zanegowanych badz nie pél o indeksach niepaxtystizyskuje sie redukcje operandu
modulo odpowiednig2#7M) 1 1) i (2P(2) — 1), Pozwala to zmniejsZyobszar o ok. 25% w

stosunku do uktadu zemnego z dwdch niezataych sumatoréw o szerok&oi P(M;) i HP(M).
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Konwersja dla liczb ze znakiem
Przedstawione konwertery sa tatwo modyfikowalne do pog@owalajacej na wyznaczanie do-
datnich reszt dla liczb ujemnych zapisanych w kodzie U2. ¥iddcja mae dotycz¢ zaréwno su-
matora z przeniesieniem okagym, jak i generatora modulo.
Modyfikacja generatora modulo nie wymaga zmian w struktuktadu. W proponowanym roz-
wiazaniu reszty modulo czynnik dla poszczegdlnych pa@witch sa obliczane za pomoca pamigci
ROM. Wystarczy wiec dla pamieci dekodujacej pole zawj@ce najstarszy bit stowa végjowego

zwraca& reszty dla liczb ujemnych zgodnie z wzorem

k—2
R=|-1-2"" a4+ > 20y (2.74)

j=l M;
gdziex; oznacza kolejne bity pola, & > 0 okresla zawartéC komorki adresowanej wektorem bi-

towym z,_175_o . . . ;. Zawart®&t pamieci zywanej na rys. 2.15 do dekodowania najstarszego pola

pokazano w tab. 2.4.

Tabela 2.4. Zawar&t pamigci dekodujacej pole zawierajace bit 0 wad2é”

Bity adresu| Zawartat komorki
0000 0
0001 214,00 = 34
1000 |—217], 09 = 55
1001 |—217 4 21| =89

Uwzglednienie liczb ujemnych w sumatorach z EAC wymagavieikich zmian w strukturze
potaczé. W sumatorze dodajacym pola o szerskiookresu wykorzystywany jest fakte kolejne
P(M;)-bitowe pola operandu zawieraja bity o tych samych wagamtiulo //;. Operujac na liczbach
w kodzie U2, jedyna rénica dotyczy bitu na najstarszej pozycji, ktérego wagatjgktowana jako
wartost ujemna. Naley zatem dla tego bitu wyznaoczydodatnia reszte moduld/; i zsumowa z
resztami moduld/; dla pozostatych pél operandu v&ejowego.

Jedna z metod jest potraktowanie bitu znaku jako dodatgowsggnatu przekazywanego do ge-
neratora modulo. Dla takiego rozwiazania zmiany w strigdisumatora z EAC nie sa wymagane. W

przypadku stosowania pamieci ROM w generatorze reszhimbit o wadze ujemnej doprowadzio

71



dodatkowej linii adresowej dowolnej pamigeci, a wéitbzapisane w pamieci poszecay dodatkowe
wyniki. Jest to koncepcja prosta i tatwa w implementacjestety wige sie ze wzrostem rozmiaru
pamieci ROM.

Druga metoda pozwalajaca na skonstruowanie uktadliaib w kodzie U2 jest wprowadzenie
modyfikacji do sumatora wielooperandowego. Pierwszym ikrmkpowinno by lewostronne rozsze-
rzenie znakowane stowa végjowego do szerolsti, dla ktorej bit o wadze ujemnej bedzie na pozycji
o jeden wigkszej od wielokrotgaoi okresu/poétokresu. Nastepnie raleauwayc, ze sumatory wie-
looperandowe dodajace pola o szeratiaP(M;) i HP(M;) sa sumatorami moduld”™:) — 1 j
2HP(Mi) 11 Mozna wigc wykorzyst@ajedna z trzech zakadsci

}_1 ) 2j'k‘2k_1 =1, (2.75)
‘_1 ’ 22.j.k‘2k+1 =-1 (2.76)
| =122 =1, (2.77)

ktore sa prawdziwe dlai j naturalnych.

Modyfikacja sumatora wielooperandowego dodajacego pslemk&ci okresu poteg 2 modulo
M; jest przeprowadzana na podstawie (2.75). Uwzgledniahiezbhaku wymaga wiec odjecia war-
toSci tego bitu. Mana to zrealizow&przez dodanie odwrotsoi addytywnej 1 modul@?:) — 1,
Niestety, wymaga to zycia dodatkowego sumatora dodajacego stowo, w ktérynystke bity sa
rowne bitowi znaku.

Korzystniejszym rozwiazaniem me by¢ implementacja wedtug wzoru

gdzieﬁj.p(Mi) oznacza negacje bitu na pozygji P(M;). Wzor (2.78) oznaczae zamiast odjecia
wartcsci bitUx;', POM) odejmowana jest zawsze 1, a dodawany jest bit zanegowamigwaz dodawa-
ny jest tylko jeden bit o wadze 1, mpa go doprowadzido przeniesienia wsgiowego dowolnego
sumatora. Z reguty wybierany jest sumator na pierwszymaoie kaskady RCA, ponievzgprze-
niesienia wegciowe pozostatych sumatoréw sa wykorzystane przez jggienia okrgne. Stata—1
moze byt dodana w dowolnym miejscu catego generatora resztoweganara wiec wkomponowa
w jedna z pamieci ROM stosowanych w dalszejstigeneratora modulo.

Dla sumatoréw dodajacych pola o szers&iogpotokresu poteg 2 nztiwe sa dwa przypadki. 3&

bit znaku znajduje sie na pozycji beArednio nastepujacej pueparzysteyvielokrotndsci pétokresu,
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wykorzystywany jest wzor (2.77). Wystarczy wiec doprowi@dit znaku do przeniesienia végjo-
wego dowolnego sumatora kaskady RCAslUleit znaku jest na pozycji bezpoednio nastepujacej po
parzystejwielokrotndsci pétokresu, modyfikacja sumatora wielooperandowedaoojaesslona przez
wzor (2.76). Uwzglednienie znaku liczby wymaga wiecemmid, bitu znaku. Realizowane jest to po-

dobnie, jak dla sumatoréw dodajacych pola o szesakokresu poteg 2 modulty;.

Struktura ukfadu

Struktura kompletnego konwertera z systemu pozycyjnegdRINS zaley od wzajemnych rela-
cji pomigdzy czynnikami modutéw® + 1. Podanie ogolnych wytycznych gwarantujacych uzyska-
nie optymalnego uktadu jest niezmiernie trudne. Podczastkokciji konkretnego konwertera naje
sprawdzt kilka mazliwych rozwiaza i wybrat to o najbardziej ppadanych parametrach. Bace
pomiedzy rozwiazaniami beda dotyczyly przede wsagstwyboru czynnikow, dla ktérych budo-
wany jest wspoélny sumator dodajacy pola o szesok@kresow lub pétokreséw tych czynnikow.
Przyktad uktadu wyznaczania reszty modulo 5,7 i 13 dla lcebtkowitej X reprezentowanej 18—
bitowym stowem w kodzie U2 przedstawiono na rys. 2.16.

Pierwszym elementem uktadu jest 12—bitowy sumator przegdaajacy wstepna redukcje mo-
dulo 2!2 — 1. Stowo wepciowe jest rozszerzone do szerg&io24 bitdw, a zanegowany bit znaku
doprowadzony do przeniesienia wejowego sumatora. W§giem sumatora jestzuiczba dodatnia,
przy czym w dalszych stopniach uktadu rateastosow@korekcje—1 zwiazana z dodawaniem za-
negowanego bitu znaku zgodnie z wzorem (2.78).38kg 12—bitowego sumatora jest przekazywane
do zestawu uktadéw obliczajacych reszty modulo 5,7 i 1Zd§a tych uktadéw zawiera sumator do-
dajacy pola o szerolszi odpowiedniego okresu badz pétokresu poteg 2 orazgEafROM w stopniu
wyjsciowym. Kada z pamigci przekodowuje stowo 8ejowe na odpowiednie reszty skorygowane o
sume statych wynikajacych z konstrukcji sumatoréw z EACLi Wzory opisujace warkt korekcji
dla zadanej struktury sumatora EAC przedstawiono w [Pie94]

Uktad z rys. 2.16 mpna zbudowa takze w inny sposéb. Stowo w&jiowe mae byt podzielone
na trzy 6-bitowe pola, z ktérych zostana obliczone reszigun 26+ 1. Dla tych reszt mpna nastep-
nie obliczyt wartdsci | X |, i | X|,;. W tym przypadku sumator 12—bitowy mmea zasta@ sumatorem
6—bitowym. Niestety, uktad redukcji modulo 5 bytby catkave niezaleny, a szerokst jego stowa
wejsciowego wzrosta by do 18 bitéw. Konieczne wiec bytolaycie dwédch dodatkowych sumatoréow

4—bitowych w torze redukcji modulo 5. Uktad z rys. 2.16 wyraagec mniejszej liczby ogniw FA.
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Rysunek 2.16. Przykiad uktadu wyznaczania reszty modulo B3 dla stowa 18—bitowego w kodzie

U2. Kolorem szarym oznaczono dodane bity rozszerzeniacavekego.
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Konwersja z HRNS do systemu pozycyjnego

Konwersja z HRNS do systemu pozycyjnego przeprowadzahdyasetapowo. Pierwszy etap obej-
muje konwersje z HRNS do RN&F — 1,2% 2% + 1), drugi etap to konwersja z RNS do systemu
pozycyjnego. W wigksZxi przypadkow konwersja pomiedzy HRNS a RNS oparta jesvieadze-
niu opublikowanym w pracy [Wan00] nazwanym przez autoréwyra chinskim twierdzeniem o
resztach Il. Podstawy teoretyczne konwertera opisano dztdz2 na str. 48. Jako konwerter z RNS
(2% — 1,2% 2% 4+ 1) do systemu pozycyjnego e zosta uzyte dowolne z wielu dotychczas opraco-
wanych rozwiaza, np. uktad zaprezentowany w pracy [WSAS02] zawierajedgn sumator modulo
22k 1,

Konwersja odwrotna wedtug koncepcji z pracy [Wan00] prog@dzana jest zgodnie z wzorem
(2.34). Dla bazy RNS zfmonej z czynnikow liczb postael + 1 mozliwy jest dobor modutéw w pary,
dla ktérych implementacja operacji opisanej przez (2.84) $zczegdlnie prosta. Wynika to zarow-
no z wart@ci modutéw, dla ktérych wykonywane sa operacje, jak i zgaisstatych wystepujacych
we wzorze (2.34). Porej zostana przedstawione przeksztatcenia réwnania é&mjivodwrotnej oraz
wskazéwki dotyczace implementacji dla RNS zdefiniowarga®z czynniki wybranych liczb posta-
ci 2¥ 4+ 1. Przedstawione réwnania byly tworzone z§tayo efektywnej implementacji, dlategazte

nalezy je rozpatrywa w powiazaniu ze sposobem ich sprzetowej realizacii.

Konwersja dla 2 — 1
Czynniki liczby 2'®* — 1 mozna pogrupowaw dwie pary, ktérych iloczyny sa liczbami postaci
294+ 1. Pary te to7 - 73 = 511 19 - 27 = 513. Konwersja odwrotna nie by¢ przeprowadzona za
pomoca dwupoziomowego uktadu. Pierwszy poziom jest odpdmialny za znalezienie reszt modulo

511513 zgodnie z wzorem

|X|511 = |X|73+ }73_1‘7'(|X|7_|X|7g) - 73
N——
5 7 . (2.79)
|X|513 = |X|27+ ‘27_1‘19‘(|X|19_|X‘27) - 27
12
19

Operacje modulo sa ograniczone do matych liczb, dla ktorydpowiednie uktady sa wzglednie

proste. Po obliczeni{X |, i |X|,, wartcst reszty modul@'® — 1 jest okrélona jako

1 Xy = | X515 + \513—1\511 (|1X |5, — [ X|s5)| - 513 (2.80)
N——

256 511
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Wzér (2.80) mae zosta zaimplementowany za pomoca sumatora modulo 511 obdicegp ranice

| X|:,; — | X553 | kohcowego sumatora 18—bitowego. Pozostate operacje spraygasie do odpo-
wiednich obrotow i przesunigbitow. lloczyn||X|;,, — [ X|54]5,, - 266 modulo 511 opisuje rotacje
cykliczna w lewo o 8 bitéw. Mnpenie liczby z zakres(D, 511) przez 513 sprowadza sie do kon-
katenacji dwoéch wektoréw 9—bitowych. Petny konwerterzmaatem zostazaimplementowany za

pomoca kilku sumatoréw modulo mate moduty i niewielkichadéw mnaacych przez state.

Konwersja dla 2'8 + 1
Czynniki liczby2'® 4+ 1 mozna pogrupowaw pary5-13 = 65i 37-109 = 4033. Jeden iloczyn jest
rowny2°+1, iloczyn drugiej pary wynosi'?—2°+2°, co umaliwia efektywna implementacje uktadu
mnazacego. Podobnie jak w poprzednim przypadku, konwersjaatia mae byt przeprowadzona
w dwupoziomowym uktadzie. Zadaniem pierwszego poziomugbkczenie reszt modulo 65 i 4033

zgodnie z wzorem

|X‘65 = ‘X|13+ ‘13_1}5‘<|X|5_‘X‘13) 13
N——
2 5 . (2.81)
|X|4033 = |X|109jL ‘109_1}37‘(|X|37_|X|109) - 109
18
37

Operacje modulo we wzorze (2.81) sa ograniczone do nikieremodutdéw. Nastepnie wargo reszty
modulo2'® + 1 mozna wyznacz§ na podstawieX | i | X|,,,; zgodnie z formuta
‘X‘218+1 = ‘X‘4033 + ‘4033_1}65 '(‘X‘% - ‘X‘4033> ’ 4033 . (2-82)
——

~—

29 5 1111110000012

Wystepujace we wzorze (2.82) nwenie przez stata modulo 65 a® zosté zaimplementowane z
uzyciem sumatora o szerckci pétokresu poteg 2 modulo 65. Mrenie przez stata 4033 sprowadza
sie do wycia pojedynczego subtraktora, poniewa33 = 22 — 2° 4 2°, a wynik mnaenia liczby z
zakresu0, 65) przez2'? + 2° mozna wyznacz§ poprzez ztaenie dwdch wektoréw. Obszar i op6z-
nienie kompletnego konwertera sa w tym przypadku nieceksde ni dla2!® — 1 ze wzgledu na
konieczn&t wyznaczenia reszty modulo 65 dl&]| ., i uzycia szerokiego subtraktora realizujacego

mnazenie przez 4033.

Konwersja dla 224 — 1

Poniewa liczbg2?* — 1 mozna rozt@yc na sz&t czynnikdw, konwersja odwrotna wedtug wzoru
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(2.34) wymaga uktadu trojpoziomowego. Pomimo tego opériiei wprowadzane przez uktad jest
niewielkie ze wzgledu na niezwykle proste operacje dli&tdigych par czynnikow. Czynniki liczby
224 — 1 mozna pogrupowaw trzy pary:5 - 13 = 65, 7-9 = 631 17 - 241 = 4097. Uktad konwersji
odwrotnej sktada sie z kanatu dla pary - 241 oraz pracujacego rownolegle kanatu obliczajacego
reszte modulo 4095 z reszt dla gar13 oraz7 - 9. Konwersja dla pary 7 - 241 przeprowadzana jest

zgodnie z formuta

|X|4097 = |X‘241 + }241_1}17 ‘(|X‘17 o ‘X‘241) ’ \241, : (2-83)
N——

p . 111100012
W implementacji sprzetowej nalg uzy¢ generatora reszty modulo 17 dl¥|,,,, wielooperandowe-
go sumatora obliczajacegozrice | X|,, — | X|,,, przemnaona przez 6 modulo 17 oraz subtraktor
realizujacy mnaenie prze241 = 28 — 23 + 2°, Niezbedny jest tate sumator dodajacy do wyniku
operacji modulo wartst | X |,,; .

W kanale obliczajacym reszte modulo 4095 konieczne jgstiosowanie struktury dwupoziomo-

wej. Pierwszy stopie odpowiedzialny jest za wyznaczenie reszt modulo 63 i 6%lmgnz wzorem

|X‘65 = ‘X|13+ ‘13_1}5‘(|X|5_‘X‘13) 13
2 5 . (2.84)
Xles = [Xlg+ (|97, -(IX]; = [X]g)| -9
4
7

Nastepny krok obejmuje obliczenie reszty modulo 4095 &jwn

|X|4095 = |X|65 + }65_1‘63 '(|X|63 - |X|65) - 6. (2-85)
——
32 63
Wz6r (2.85) mana zaimplementovzaza pomoca jednego sumatora modulo 63 obliczajacegoag

| X |45 — | X g5 1jEDdNEgO SUMatora 12—bitowego. Pozostate dziatania spipaya sie do odpowiednich
przesunié wektoréw bitowych. Ze wzgledu na prostote operacji apish wzorami (2.84) i (2.85),
wartost | X |05 moze byt obliczona rownocAmnie z wart&cia| X |, Wedtug (2.83).

Po obliczeniu reszt modulo 4095 i 4097 waitoeszty modul@?* — 1 dana jest wzorem

[ X g2y = [Xs97 + [ |40977 | 005 (1 X ag9s — [Xlaor)| - 4097. (2.86)
—_——

2M 4095
Rowniez w tym przypadku implementacja wymaga jedynie sumatoraulood095 i kahcowego

sumatora 24—bitowego. Pozostate operacje sprowadzajgosodpowiednich przesuigditowych.
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Kompletny konwerter mee zatem zostabardzo efektywnie zaimplementowany zyaiem kilku
uktadéw wykonujacych mrzenie modulo mate moduty przez niewielkie state oraz killaonatoréw

z przeniesieniem okepym.

Konwersja dla 224 + 1
Liczbe2?* + 1 mozna podzielt na trzy czynniki, tak wigc konwersja wedtug wzoru (2.34)maga
dwdch krokow. W pierwszym na podstawie reszt dla paify 673 = 65281 obliczana jest reszta

modulo 65281 jako

‘X|65281 = ‘X|673 + ‘673_1‘97 '(‘X|97 - |X|673> -673. (2-87)
N——
16 97
Implementacja wzoru (2.87) wymaga generatora reszty nociutilal X |, subtraktora modulo 97,
kolejnego generatora reszty modulo 97 dla przesunietejey | X |,. — | X ., oraz uktadu mneenia

przez stata 673. Po wyznaczenii| .., wartcst reszty modul@®* + 1 dana jest wzorem

|X|224+1 = |X|65281 + ‘65281_1‘257 '(|X|257 - |X|65281) ' @ . (2-88)
N————

%6 . 11111111000000012

W réwnaniu (2.88) operacje modulo sa wykonywane dla moduknego 257, dla ktérego wykorzy-
stuje sie okresowst poteg 2 modulo. Mnzenie przez stata 86 modulo 257 rmezosta zaimplemen-
towane za pomoca sumatora wielooperandowego z EAC duetggaodpowiednio przesuniete pola
wektorow reprezentujacydik |s,-s, i | X|o5;- MNozenie przez staté5281 = 26 — 28 + 2° sprowa-
dza sie do mycia subtraktora, konieczny jest fakkahcowy sumator 24—bitowy. Petny konwerter dla
czynnikéw2?* + 1 wymaga kilku operacji modulo 97, uktadu nremia przez 9-bitowa stata 673 i

kilku sumatoréow RCA.

Konwersja dla 23° — 1
Liczbe 23° — 1 mozna roztayc na 6 czynnikéw 7,9,11,31,151,331. W celu uproszczeniaaspe
cji wystepujacych w ostatnim stopniu konwertera opacyim na liczbach o najwiekszej szerékg
czynniki te pogrupowano w dwie tréjki bedace czynnikaitzih 2'° 4 1. Dzieki temu mana zasto-
sowa szereg uproszcaepodobnie jak w konwerterze opisanym rownaniem (2.86).

Obliczenie wartéci reszty modul@'® — 1 mozna przeprowadziw dwdch krokach. Pierwszy z
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nich obejmuje wyznaczenie reszty dla paryl51 = 1057 wedtug wzoru

|X|1057 = |X|151 + }151_1}7 '(|X|7 - |X|151) - 151 (2-89)
N——

2 7

Znajac|X|,,s; mozna obliczy reszte modul@'® — 1 jako

1057 (2.90)
~~

|X|215_1 = |X|1057 + ‘1057_1‘31 '(|X|31 - |X|1057)
g 100001000015

21
Mnozenie r@nicy | X|,, — |X|,,5, Przez stata 21 modulo 31 moa zaimplementovéaz uzyciem
sumatora z przeniesieniem okrgm dodajacego odpowiednio przesuniete pola wektosfprezen-
tujacych|X|,, i |X|,,5;- MNozenie przez statg057 = 2'° + 2° 4 2° sprowadza sig do konkatenacii
wektora 5—-bitowego reprezentujacego reszte modulo 3zydtkie operacje modulo konieczne do
wykonania w uktadzie wyznaczenia reszty mod2ld — 1 przeprowadzane sa wytacznie dla modu-
téw 7 i 31, dla ktérych maliwa jest efektywna implementacja z wykorzystaniem o&vessci poteg
2 modulo.

Podczas obliczania reszty mod@lé + 1 mozna znacznie zredukowavartésci modutéw, dla ktod-
rych naley wykonywa operacje modulo, kosztem wzrostu zbmdsci statej wystepujacej w ostat-
nim etapie konwersji. Poniewgednak liczba mnoona przez stata jest reprezentowana 4—bitowym
wektorem, mnaenie przez stata nzoa zaimplementowaza pomoca prostego uktadu zémego z
pojedynczych 16—bitowych pamieci nazly bit wyniku. Pamigci takie sa efektywnie implemento-
wane w FPGA. Sekwencja operaciji wymaganych do obliczesigtyanodul®'® + 1 rozpoczyna sie

znalezieniem reszty dla paty - 331 = 3641 zgodnie z formuta

|X|3641 = |X|331 + ‘331_1‘11 '(|X|11 - |X|331) - 331 (2-91)
——
1 11
Implementacja operacji opisanej rownaniem (2.91) wymagganaczenia reszty modulo 11 dls|,,,
i uzycia subtraktora modulo 11 dla obliczenianicy | X |,, — | X|,,,. Jezeli ostatnim elementem sub-
traktora jest pamigROM, jej zawart&¢ maze zosta zmodyfikowana w celu uwzglednienia operacii
mnazenia przez 331. Po znalezieniu wé&db| X |,,,, wartost reszty modul®'® + 1 jest opisana
wzorem
| X gis41 = [ X 3600 + [|364171, (| X g — | X]3601)| - 3641, (2.92)
2
9
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W implementacji wzoru (2.92) wynik operacji modulo m@zosta obliczony z @yciem sumatora
wielooperandowego z przeniesieniem akrngm dodajacego odpowiednie pola wektoréw reprezen-
tujacych| X |, i | X|,4,,- Jezeli ostatnim stopniem sumatora bedzie panR®©M, maze ona zawier@
jednoczénie wynik mnaenia przez 3641.

Po obliczeniu reszt moduf®® — 1i 2% + 1 wartast reszty modul@?” — 1 dana jest wzorem

X 01 = | X gy + (|27 + D7 o, (X gisy = [X]osyr)| - (2P +1).  (2.93)

g

214 215_1
Implementacja operacji opisanej wzorem (2.93)zena@osté przeprowadzona wedtug tych samych

zasad, co dla (2.80) i (2.86).

Konwersja dla 23° + 1
Konwersja odwrotna dla*® + 1 jest najbardziej kosztownym rozwiazaniem z dotychczasbw
Ponizsze wzory opisuja dwa etapy konwersji odwrotnej. Pieyetap sprowadza sie do znalezienia
reszt modul@3025 = 2 + 2% + 11 31513 = 2!% — 28 4 1, drugi etap ma na celu obliczenie na ich
podstawie reszty modul®® + 1.

Wartcst reszty modul@®3025 opisana jest wzorem

|X|33025 = |X|1321 + }1321_1‘25 ‘(|X|25 - |X|1321) - 1321 (2-94)
N———

[§ 25
We wzorze (2.94) konieczne jest zastosowanie generatodalo®s dla| X |, ,,,, petnego subtraktora

modulo i uktadu mneenia przez stata321. Niewielkim udogodnieniem jest niska wastoodwrot-
nosci multiplikatywnej|132171,, = 6.

Wartcst reszty moduld32513 okreslona jest przez reszty dla trzech czynnikdgv 41,61, za-
tem konwersja odwrotna wedtug (2.34) wymaga uktadu dwupuopivego. Maliwe sa dwie se-
kwencje dziata pozwalajace na uzyskanie niewielkich watbodwrotn&ci multiplikatywnych wy-
stepujacych we wzorze (2.34). W pierwszym przypadku zyaleajpierw oblicz¢ reszte modulo
41 - 61 = 2501, natomiast w drugim jako pierwsza wyznaczana jest resz@uiod 3 - 61 = 793.

Konwersja odwrotna wedtug pierwszej sekwencji opisanayesrem

|X|2501 = |X|41 + ‘41_1}61 (|X|61 - |X|41) 41
—
3 61 : (2.95)
|X‘32513 = ‘X‘2501 + ‘2501_1‘13 '(‘X‘13 - ‘X|2501) - 2501
8
13
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druga sekwencja wymaga operacji opisanych jako

‘X|793 = ‘X|61+ ‘61_1‘13'(‘X‘13_‘X|61> - 61
——
3 13 . (2.96)
|X‘32513 = ‘X|793+ }793_1}41'(‘X‘41_‘X|793) - 793
3
41

We wzorze (2.95) konieczne jest naemie przez dza stata2501 = 1001110001015, natomiast mno-
zenie przez jej odwrotrsd multiplikatywna modulo 13 sprowadza sie do zwyktegoastmiecia wek-
tora bitowego. Zaleta (2.95) jest niewielka szergkmeszty modulo 13. Dzigki temu manenie przez
stata mana zaimplementowiaza pomoca pamieci ROM zawierajacej jedna tablice LidTbit wy-
niku.

Stata793 = 1100011001, we wzorze (2.96) jest o0 1 bit mniejsza od 2501, ale ramie przez jej
odwrotndt multiplikatywna modulo 41 wymagazycia sumatora. Dodatkowo, do zapisania reszty
modulo 41 wymagane jest stowo o0 szerskibszé&ciu bitdéw, tak wiec implementacja przy pomocy
pamieci ROM mnaenia przez stata 793 wymaga co najmniej dwdch tablic LUBitaryniku.

Po obliczeniu wartsci reszt modul@33025 i 32513 wartast reszty modul®®® + 1 moze byc
wyznaczona zgodnie z rownaniem konwersji odwrotne]j slioreym przez chiiskie twierdzenie o

resztach. Odpowiednia formuta przyjmuje pd@sta

| X |ys01 = ‘33025. 13302571y g + [ X |som15 + 32513 - [325137" | oo+ [ X |53005 ot (2.97)
J’_
skad po przeksztatceniach
| X|ps04 = '33025 16193 - | X |595153 + 32513 - 16577 - | X 55005 =
23041
= ’(215 + 28+ 1) - (2 =28 4204 1) [ X 505,53+ (2.98)
+(2P =284+ 1) - (2" +2° = 2° 4+ 1) - | X 33095
23041

maozna otrzyma nastepujace réwnanie konwersji odwrotnej

|X|230+1 - '(229 -2 + 2° + 1) ’ |X|32513 + (229 + 2%t — 20 + 1) ’ |X|33025 (2-99)
23041

Réwnanie (2.99) mee zosté zaimplementowane zzyciem wielooperandowego sumatora z prze-
niesieniem okrenym dodajacego odpowiednio przesunigte wektory sundzhicy liczb [ X|,,;,,

| [X |33005- W tym przypadku zaprezentowane réwnanie konwersji odvajopozwala unikn@ ko-
niecznéci wykonywania operacji modulg2513 lub 33025 niezbednych w przypadku korzystania z
(2.34).
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2.4 Podsumowanie

Analiza podstawowych metod tworzenia obrazéw fotoreatimtych pozwala zidentyfikoveach naj-
bardziej istotne wiasrszi wykorzystywane w dalszej cg@ pracy. Podstawowa cecha obu algoryt-
mow jest podatn&t na implementacje na maszynach réwnolegtych. W przypatiidzenia promieni
mozliwe jest przeprowadzanie obligzella kadego promienia niezateie od pozostatych. Co wie-
cej, sasiednie promienie naj&ogej wedruja przez ten sam fragment przestrzeniliwe jest wiec
wykorzystanie rownolegkri na poziomie danychafig. Single Instruction Multiple Data, SIMD
[Sch06]. W metodach energetycznych rzucanie promierzienzosta wykorzystane do wyznaczania
wspoétczynnikOw sprzeenia. Maliwe jest takke zastosowanie maszyn réwnolegtych do rozwiazy-
wania ukfadu réwn@a oSwietlenia. Jednostka sprzetowego wspomagania obliez&OG powinna
zatem by konstrukcja ztaona z pracujacych réwnolegle elementéw obliczeniowyettwaost zréw-
noleglenia obliczé pozwoli take na zmniejszenie kosztéw zwiazanych z przygotowaniemyata
(np. konwersja pomiedzy systemem pozycyjnym a resztoyponiewa dane te beda mogty by
wykorzystane przez wiele uktadow obliczeniowych.

Druga istotna witaciwoscia AOG jest intensywne wykorzystanie nzeaia i dodawania. Udziat
pozostatych dziafa arytmetycznych, w tym poréwnywania liczb i dzielenia,tjeeacznie mniej-
szy. Pozwala to mieuzasadniona nadzieje na zwigkszenie wydagneprzetowych implementacji
powyzszych algorytméw za pomoca arytmetyki resztowej. Kamecbeda pewne modyfikacje do-
tychczasowych rozwiazanp. wyodrebnienie wszystkich operacjznych od dodawania i mzenia
i umieszczenie ich poza torem obliczeniowym. Struktugcpsora pozwalajaca na sprzetowe wspo-
maganie AOG oraz wyniki implementacji kluczowych oper&®)G z wykorzystaniem arytmetyki

resztowej zaprezentowano w rozdz. 4.4.

Resztowe systemy liczbowe uzliwiaja reprezentacije dych liczb za pomoca zbioru reszt o nie-
wielkich wartcsciach. Reprezentacja ta pozwala na implementacje dedawadejmowania i mno-
zenia za pomoca zestawu niewielkich jednostek pracafacdwnolegle i niezalmie od siebie. Prze-
ktada sie to na zmniejszenie rozmiaru uktadéw i poboru nwey zwigekszenie szybkoi. Zyski te
sa szczegolnie widoczne w uktadach rmacych, gdzie rozmiar jednostek w klasycznych systemach
pozycyjnych r&nie z kwadratem liczby bitdw operandéw. Koszywynikajace z zastosowania RNS

w uktadach arytmetycznych rosna wraz ze zmniejszanierwartéci modutéw w bazie.

Pomimo powyszych zalet obszar zastosdwRNS jest ograniczony. Jest to spowodowane przede
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wszystkim wysokim kosztem wykonywania niektorych trudmgpperacji arytmetycznych i konwersiji
z/na system pozycyjny. Stosowanie konwerterow pomiedd$ R systemami pozycyjnymi wynika z
konieczn&ci wspotpracy toréw resztowych z istniejacymi systemayfiiowymi wykorzystujacymi
pozycyjne systemy liczbowe. Poza tym, stosowanie pozycyirsystemow liczbowych jest znacz-
nie bardziej naturalne dla cztowieka, ktéry z reguty jesbiodca wynikéw. Dodatkowa przyczyna
wymuszajaca zywanie konwerteréw jest brak uniwersalnego RNS przydpive wielu zastosowa-
niach, poniewa wybér bazy RNS jest zawsze dokonywany dla 8laaego zakresu dynamicznego i
wykonywanych operacji. Podstawowa wada konwerteronighsnvysoki koszt, szczego6lnie dla RNS
o bazach zteonych z duej liczby niewielkich modutéw. Istnieja niewielkie i waghe uktady kon-
werteréw dla specyficznych zbiorow modutéw, ale zbiory teieaaja niewielka liczbe modutow o
duzych wartaciach, co zwieksza koszt uktadéw arytmetycznych w resatotorze obliczeniowym.

Oprécz stosowania konwerteréw druga wada RNS sa sk&owvpdine algorytmy wykonywania
trudnych operaciji arytmetycznych. Do operacji trudnych MSRzalicza sie dzielenie, poréwnywanie
liczb, wykrywanie nadmiaru multiplikatywnego i addytywgeeoraz detekcje znaku, ktore to operacje
sa istotne w procesorach ogélnego zastosowania. Dla wybhnaklas RNS jest niwe efektywne
przeprowadzanie niektorych operacji trudnych, co zospakazane na przyktadzie nowej metody
detekcji znaku dla RN@* — 1,2% 2% + 1). Metoda ta pozwala na implementacje uktadu detekcji
znaku o znacznie mniejszym obszarze i krot&oggzce krytycznej od dotychczasowych rozwiaza
Niestety, z powodu dzych wart&ci modutéw implementacja maenia i dodawania w RNS* —
1,2% 2% 4+ 1) jest kosztowna.

Dodatkowa wada RNS jest komplikacja jednostek arytn@tych implementujacych dodawanie,
odejmowanie i mnzenie. Operacje te muszayrzeprowadzane modulo poszczegéine moduty bazy
RNS. Opracowano wiele struktur jednostek arytmetycznyolduio, lecz wigkszst z nich jest nie-
efektywnie implementowana w uktadach FPGA. Rozwiazaedy#owane dla FPGA wykorzystuja
pamieci ROM o pojemn&xi zalenej wyktadniczo od szerokeoi modutu, dlatego feich stosowanie
dla modutéw csrednich i daych wart@ciach jest nieoptacalne.

Stosowanie RNS jest uzasadnione jedynie wtedy, gdy zyskiadach arytmetycznych przewa-
za nad dodatkowymi kosztami. Z tego powodu systemy reszgaprzydatne jedynie w sytuacjach,
gdzie po przeprowadzeniu pojedynczej konwersjzmwykona duza liczbe mnaeh i dodawa bez
konieczn&ci przeprowadzania pozostatych operacji arytmetycznjctyktadem jest wiele algoryt-

mow DSP, takich jak filtracja cyfrowa czy transformaty nugczne.
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Hierarchiczne resztowe systemy liczbowe pozwalaja einimgraniczenia RNS spowodowane
wzrostem ztaondsci konwerteréw w miare zmniejszania watomodutéw stanowiacych baze RNS.
W rozdz. 2.3 zaproponowano nowa klase HRNS zbudowangmmadzdw modutow2® + 1 i modutu
2F. Pozwala to na wykorzystanie opracowanych dla RNS- 1,2% 2% + 1) efektywnych konwer-
ter6w i uktadéw realizujacych operacje trudne w RNS. Padaniory modutéw umaliwiajacych
implementacje proponowanych HRNS o zakresie dynamiczagr@0 bitow. Zaproponowano efek-
tywne konwertery wykorzystujace pamieci ROM o niewiejqpojemndéci i sumatory dodajace wek-
tory o szerokéciach rownych okresom/pétokresom poteg 2 modulo mod&)B. Podano réwnania
konwersji odwrotnej meliwe do zaimplementowania za pomoca niewielkich i szghkiktadéw, w
ktérych operacje modulo sa przeprowadzane modulo modwdgznie mniejsze od zakresu petnego
systemu.

Podstawowa zaleta proponowanych HRNS jest znacznezgresie konwersji z i do systemu po-
zycyjnego. Dzieki temu namna mi€ nadzieje naich efektywne zastosowanie nawet dla kridtkidw
obliczeniowych. Niestety, wada prezentowanych HRNSdest duza wart&t niektérych modutéw
ich bazy. Poniewaobszar dotychczas opracowanych dedykowanych dla FPGalat mnaacych
dla dowolnego modutu Bnie wyktadniczo z szeroksia modutu, konieczne jest poszukiwanie no-

wych struktur pozwalajacych na implementacje resztdwyikdaddw arytmetycznych w FPGA.
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Rozdziat 3

Uktady arytmetyki resztowe] w FPGA

Celem rozdziatu jest zaprezentowanie nowych metod zwezkia wydajnéci uktadéw arytmetycz-
nych wykonujacych mnzenie i dodawanie implementowanych w uktadach FPGA [Torh(BbmO06a].
Proponowane techniki moga bytosowane dla wszystkich matryc FPGA zawierajacych pami
0 matej pojemnéci uzywane jako generatory funkcji oraz dodatkowa logikevpalajaca na efektyw-
na implementacje sumatoréw ze s&na propagacja przeniesieuktadéw mnaacych2 x k bitéw.
Wszystkie eksperymenty byly przeprowadzaneydaem uktadéw rodziny Spartan 2 firmy Xilinx.
Rozdziat ma dwie cA&gi. Najpierw zaprezentowano struktury jednostek aryykigesztowej o
ztozondsci mniejszej od dotychczasowych rozwiadaom06b]. Zasadnicza zaleta proponowanych
uktaddéw jest wyeliminowanie pamieci o gych pojemnéciach na rzecz efektywnego wykorzysta-
nia podstawowych elementéw dostepnych w matrycach FPGrozliwia to znaczne zmniejszenie
zajmowanego obszaru przy zachowaniu wysokiej wydsghdodatkowo, prezentowane struktury
pozwalaja na skonstruowanie uktadéw amgm obszarze i opéznieniu dla tego samego modutu i wy-
konywanego dziatania. Dla wielu RNS wptyw na op6znieniega uktadu ma pewien podzbior mo-
dutéw, poniewa diugdst Sciezki krytycznej jednostek arytmetycznych dla pozostatyadmow jest
zdecydowanie mniejsza. Zaproponowana ramowa struktucaliwia zbudowanie jednostek o zbli-
zonej dtugécisciezki krytycznej dla wszystkich modutéw. W przypadku szemodutéw skutkuje to
zmniejszeniem zajmowanego obszaru, ponienia jest konieczneaycie najszybszych rozwiaaa
Konsekwencja jest zmniejszenie obszaru zajmowanega pesatowy tor obliczeniowy bez wptywu
na opOznienie catego uktadu. Dotychczasowe metody komstania uktadow arytmetyki resztowej
definiuja tylko jedna konfiguracje jednostki w ramach efametody uniemnliwiajac dopasowanie

parametrow jednostki do pozostatej szeuktadu.
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W drugiej czéci zaproponowano algorytm konstruowania proponowangsktowych jednostek
arytmetycznych pozwalajacy na znalezienie struktukimlsoptymalnym [Tom06a]. Algorytm auto-
matycznej generacji prezentowanych jednostek sprowag zksvygenerowania pewnego podzbioru
wszystkich maliwych struktur uktadu, a nastepnie wyboru uktadu o wyaragch parametrach AT.
Ztozondst algorytmu jest wyktadnicza, jednak przyjete ograniézera zbiér dopuszczalnych roz-

wiazah umazliwiaja uzyskanie wyniku dla modutéw/, < 10°> w krétkim czasie.

3.1 Jednostki arytmetyczne w strukturach FPGA

Proponowana struktura jednostek arytmetycznych pozwakonstrukcje uktadu obliczajacego ilo-
czyn korygowany suma, czyli waso

l

i=1

: 3.1

M

gdzie liczby naturalneX,, Y., Z! W, € [0, M,), a M, > 1 jest wartdcia modutu. Wszystkie ope-
randy oraz wynik reprezentowane sa w systemie naturalnyariym (NB) za pomoca wektorow
bitowych. Dowolna liczbe naturalnd, € [0, M,) mozna przedstawiw systemie NB jako wektor

binary X, =z, _,,..., x5 0m, pozycjach, przy tym

ms—1
X.=)» 2-af, (3.2)
=0

gdziex; € {0,1}, z&bm., = |log,(M.,)| + 1 jestszerokoscigvektora.

Schemat struktury prezentowanych jednostek przedstamarrys. 3.1. Zawiera on trzy bloki:
uktad wytwarzania iloczynéw cagiowych, sumator wstepny i generator wyniku. Blok wytmear
nia iloczynéw czéciowych realizuje dwa zadania. Pierwszym z nich jest pddzektorow X, i
Y. na pola o szerol&ci co najmniej dwoch bitdéw. Druga operacja jest oblidgeemartdsci iloczy-
néw czgciowych dla wszystkich kombinacji dwuelementowych pokteea X, z polami wektora
Y.. lloczyn j—tego pola wektoraX, z k—tym polem wektordy’, oznaczono symbolem;,. lloczy-
ny czeéscioweo;;, moga by takze obliczone jako reszty modul,, co pozwala uprscic struktu-
re pozostatych blokow jednostki arytmetycznej. Niestetgukcja modulo pojedynczych iloczynow
czesciowych powoduje wzrost zimndsci uktadu wytwarzania iloczynéw cgeiowych.

Wszystkie obliczone iloczyny caeiowe i dodatkowe sktadnikd’ sa akumulowane w sumatorze
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Rysunek 3.1. Struktura resztowych jednostek arytmetyazny

87




wstepnym. WAGciem sumatora wstepnego jest liczba

l
H=Y">op+> Z. (3.3)
7 k =1

Suma wszystkich iloczynéw c&eiowych oraz dodatkowych sktadnikd jest nastepnie przekazy-

wana do generatora wyniku, gdzie obliczana jest v&antoyniku 1V, jako
W, = |H|,,. . (3.4)

Obliczanie resztyH|,, w reduktorze modulo jest przeprowadzane dwuetapowo. Bigmv krokiem
jest redukcja warteci H za pomoca kaskadowego potaczenia reduktoréw modulezsjticych ta-
ka liczbeV na podstawid/, abyV <« U i V = U mod M,. Nastepnie od liczby wgciowejV

ostatniego reduktora odejmowana jest taka krstrd.,., aby wynik byt liczba z zakresjd, M.)

;

1% dla V €0, M,)

V—-M, da Ve[M,2 M)
W, = . (3.5)
V—2-M, dla Ve[2 M,3-M,)

Przedstawiona ogdélna idea dziatania proponowanej jekinasttmetycznej modulo nie zosta
zaimplementowana dowolnie. Zostata ona jednak opracowesiposob umaliwiajacy szczegolnie
efektywna implementacje w matrycach FPGA. Rejzostana przedstawione metody implementaciji
poszczegoblnych poduktadow za pomoca elementow dostppmyuktadach FPGA rodzin Spartan
2/Virtex firmy Xilinx.

3.1.1 Ukiad wytwarzania iloczyndéw czéciowych

Uktad wytwarzania iloczynow cagiowych (UWIC) jest pierwszym blokiem ramowej struktury z
rys. 3.1. Zadaniem bloku wytwarzania iloczynéw szigwych jest podziat wektorowX,. i Y, na
pola bitowe i obliczenie iloczynow;; dla kombinacji tych pol. Wszystkie iloczyny cagiowe sa
obliczane jednoczmie.

Sposob podziatu wektorow ,, i Y, jest wybierany na etapie projektowania jednostki. W dglsze
czesci pracy podziafX, i Y, opisuja wektorya i b wybrane spéréd kompozycjin, nie zawieraja-
cych elementow rownych 1 (rozdz. 2.2.1, str. 45). Dla praglkt, zbiér dopuszczalnych kompozycji
liczby 7toI'(7) = {(2,2,3),(2,3,2),(3,2,2),(2,5), (5,2), (3,4), (4,3), (7) }. Kolejne pozycje;, by
oznaczaja liczbe bitow wchodzaca w skiadego polaX., i k—tego polay, (rys. 3.2).
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as ag ai

Rysunek 3.2. Znaczenie elementow wektara

Znajac sposob podzialX, i Y, mozna opisa wartdsci reprezentowane przez poszczegolne pola
bitowe. Najstarszym bitentego pola wydzielonego X, jest bit na pozycji

J

a(j) => ai—1, (3.6)
=1
a wiec pole to zawiera biWZ(j):a(j)_aj+1- Wartcst zapisana ng—tym polu wynosi zatem
a(j) '
X.()= ) 2 (3.7)
i=a(j)—a;+1
przy czym
j

Analogiczne zalendsci mazna zapisadla wektoréwb i Y.,.

Po podzialeX, i Y, na pola bitowe, wzér (3.1) nzma zapisaw postaci

W=D D> X) Yk +)_ 2zl (3.9)
J k i

M,
Z niezmiennicz&ci kongruencji wzgledem dodawania i nzemia wynika,ze wart@ci wszystkich,
lub tylko niektorych, iloczynéwX.,(j) - Y.(k) mozna zastaj@ wartcsciami ich reszt moduld/.,.

Wartdsci iloczynéw czéciowych sa zatem dane jako

X.(j) - Yi(k)
ok =14 lub : (3.10)
| X (j) - Ya(R)

M*

Wybor metody obliczania iloczyna;;, dla konkretnej paryX.(j), Y.(k) dokonywany jest podczas
projektowania struktury jednostki. W dalszej szgpracy sposéb generowania iloczymy opisany
jest macierzg. Rozmiar macierzy zaky od szeroksci wektoréwa i b. Symbolc;, 0znacza element

znajdujacy sie wi—tej kolumnie ik—tym wierszu. Wartst elementu;;, opisuje metode generowania
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iloczynu czéciowego zgodnie ze wzorem

o { X(i)Yk)  da =1 5
X.() - Yalk)]yy, dla ez =0

Podziat wektorowX , i Y, ha mniejsze pola pozwala na zastosowanie zbioru uktadowvaiel-
kiej ztozondsci obliczajacych warti iloczyndw cz&ciowycho ;.. Dla srednich i daych szerokéci
wektorow X, i Y, suma obszarow zajetych przez uktady obliczajageoraz sumator dodajacy
wszystkie iloczyny czgciowe jest mniejsza od obszaru pojedynczej pamieci ROMnagzajacej
wartcst iloczynu X, i Y, moduloM,. Dodatkowo sumator iloczynéw cgeiowych mae zosta ta-
two poszerzony o mmiwost dodawania dowolnej liczby sktadnikos .

lloczyny o;; moga by obliczane na dwa sposoby: jako wynik begpmniego mneenia od-
powiednich pdl lub jako reszta modul?, dla wyniku mnaenia pél. Sposéb obliczania wasto
o jednoznacznie ok&a, jaki element musi yuzyty do obliczenia danego iloczynu &agowe-
go. Wartcc iloczynu czéciowegoo;;, moze zosta obliczona za pomoca pamigci ROM lub uktadu
mnazacego. Uktady te sa efektywnie implementowanezywanych w pracy matrycach FPGA.

Zaleta implementacji za pomoca pamieci ROM jesttivaost bezpéredniego uzyskania wyniku
w postaci reszty moduld/, . Niestety, rozmiar pamigci ROM zalg wyktadniczo od sumy szeroko-
§ci pol, dla ktorych obliczany jest iloczyn &gowy. Stosowanie pamieci ROM jest wiec optacalne
jedynie dla niewielkich szerolgai tych pol.

Znacznie mniejszy obszar dlazjich szeroksci pél zajmuja implementacje zyciem uktadéw
mnazacych. Uktad mneenia liczb binarnych konstruowany jest z uktadéw mewia2 - & bitow, kto-
rych wyjscia sa nastepnie sumowane. Obszar i op6znienie wneszeaz pojedynczy uktad mna-
cy 2 - k bitéw jest poréwnywalne z obszarem i op6znieniem dla sonadt: + 1)—bitowego. Wada
uktadéw mnaacych jest brak redukcji moduld/, dla wyniku mnaenia pél wektorowX, i Y,.
Powoduije to zwiekszenie wa&o sumyH i w konsekwencji wzrost ztoondsci generatora wyniku.

Struktura podstawowych elementéw obliczajacych powoduje,ze gdyby pola o warziach
X.(j) 1Y.(k) mogly miec szerokéc 1 bitu, elementy te mogty by zostazeésciowo niewykorzystane.
Minimalny rozmiar pamieci ROM to 161 bitdéw, tak wiec suma szerokoi p6l o wart&ciachX,(j)

i Y.(k) powinna wynost co najmniej 4 bity. Uktad mnzacy1 - k bitbw wymaga takiej samej ikxi
zasobow, jak uktad mreenia2 - k bitdw. Stosowanie pél o szeroko mniejszej od 2 bitéw skutkuje
zwigkszeniem liczby uktadéw maacych i sumatoréw w sumatorze wstepnym, a wiec zwigksz

niem ztaondsci uktadu. Ograniczenie minimalnej szerg8kopola do 2 bitéw gwarantuje efektywne
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wykorzystanie podstawowych elementow dostepnych w matly FPGA.

3.1.2 Sumator wstepny

Sumator wstepny jest drugim blokiem struktury pokazareejys. 3.1. Zadaniem sumatora wstep-
nego jest obliczenie wardgi /# danej wzorem (3.3). Sumator wielooperandowyzme zrealizowa
na dwa sposoby: za pomoca sumatora przechowujacegoigsieama (angcarry-save adderCSA
uzupetnionego o wciowy sumator z propagacja przeniésfang. carry propagate adder, CPAub

z uzyciem kaskady sumatoréw CPA.

Sumatory CSA sa powszechnigywane w implementacjach uktadéw ASIC ze wzgledu na re-
gularna strukture i tatwat przetwarzania potokowego na poziomie pojedynczego agsivmatora
petnego &ng. full adde) FA. Uzupetnienie drzewa CSA o szybki sumator CPA pozwalskaastruo-
wanie sumatora wielooperandowego o niewielkim opdzuig@nzy wyciu uktadéw FA zajmujacych
niewielki obszar. Wielopoziomowy uktad CPA o podobnym api@hiu zajmuje znacznie wigkszy
obszar.

W uktadach FPGA rodziny Spartan 2 sumatory CPA sa sumatsaenegowymi RCA (ang.
ripple-carry addej, w ktérych propagacja przeniesi@astepuje poprzez szybkie multipleksery. Po-
niewa czas propagacji przeniesienia pomiedzy sasiednimin@mi FA jest wielokrotnie mniejszy
od czasu propagaciji od wagjia do wygcia LUT realizujacego FA, op6znienie sumatora o szesoko
do kilkunastu bitéw jest poréwnywane z opdznieniem pojerhego ogniwa FA. Niestety, imple-
mentacja ogniwa FA poza dedykowana struktura RCA zajrdujakrotnie wigkszy obszar. Z tego
powodu implementacja sumatorow CSA w strukturach FPGAKesttowna.

W sumatorze CSA skonstruowanym z ogniw sumatora petnegmigdlpncze ogniwo redukuje 1
bit wejsciowy. Dla sumatora wielooperandowego zbudowanego daldaCPA, pojedynczy sumator
CPA redukuje dwak-bitowe wektory nak + 1 bitébw sumy. Jeeli sumatory CPA sa sumatorami
szeregowymi RCA, liczb zytych ogniw FA i op6znienie dla obu struktur sumatoréw lvigeran-
dowych sa poréwnywalne.

Poniewa liczba uktadéw FA wymaganych przez obie struktury sunétowielooperandowych
jest poréwnywalna, sumator zyciem kaskady CPA jest zdecydowanie lepszy w implemeintacj
FPGA. Z tego powodu sumator wielooperandowy realizujgogracje okrglona rownaniem (3.3)

jest zbudowany jako kaskada sumatorow CPA. Liczba poziokeskady, przektadajaca sie na diu-
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gosC Sciezki krytycznej, résnie z logarytmem liczby sktadnikéw réwnania (3.3).

Konstrukcja kaskady sumatoréw

Wektory wepciowe kaskady sumatorow RCA reprezentuja wszystkieylog czécioweos ;, i wszyst-
kie sktadnikiZ:. Wektory reprezentujace iloczyny é&gowe moga znacznie sieaic miedzy soba
szerok&cia i indeksem najaszego bitu. Z tego powodu wybér pary wektoréw sumowanepraqea
pojedynczego sumatora RCA istotnie wptywa na rozmiar acagegnatora wielooperandowego.

Niech LSB(0;;) orazMSB;;) oznaczaja odpowiednio numery pozycji nagiego i najwy-
szego bitu wektora reprezentujacegp. Wartdsci tych indekséw zal® od metody generowania
iloczynu cz@ciowego oraz od zakresu wastd dla X, (j) i Y.(k). J&li iloczyn o, jest obliczany
jako reszta moduld/,, indeks najrzszego bitu wynosi 0. Indeks najegzego bitw;;, moze by
rowny co najwyejm, — 1, gdziem, = |log,(M.,)| + 1. Dla niektérych kombinacji wartxi M, i
przyjetego sposobu podziatu na pola bitowe iloczynmoze wymagé wektora o mniejszej szeroko-
Sci. Niestety, doktadne okstenie maksymalnej wardgi o, wymaga obliczenia reszt dla iloczynow
wszystkich maliwych kombinacji wart8ci X, () i Y.(k). Ze wzgledu na wysoki koszt tej operac;ji
zatazono dalejze dlailoczynu obliczanego jako reszta modilpwartcst MSB(o ;) wynosim,, — 1.

W przypadku obliczania;;, jako zwyktego iloczynuX., (j)-Y.(k) wartosciLSB ;) orazMSB(o )
zaleza od indeks6w najaszego i najwyszego bitu mnponych pél. Najreszym bitem pola o warto-
Sci X..(j) jest bit na pozycjiu(j) — a; + 1, gdziea(y) jest opisane wzorem (3.6). Indeks napgeego
bitu iloczynuo ;. jest rowny sumid SB X, (j)) + LSBY.(k)), czyli a(j) — a; + b(k) — b + 2. In-
deks najwyszego bitw;, zalezy od maksymalnej warzi o;;,.. GOrnym ograniczeniemax(c )
jest iloczyn maksymalnych watdoi pol o wart&ciach X, (j) i Y.(k), tak wiec w prezentowanym
rozwiazaniuMSB(o ;) jest oszacowane za pomoca iloczynux(X. (7)) - max(Y.(k)).

Sposob generowania iloczyndwy;,, opisany jest macierza zgodnie ze wzorem (3.11). Warto-

Sciami indekséw najaiszego i najwygszego bitw ;. sa wiec

0 dla Cjk = 0
LSBoj;) = (3.12)
{ a(j)+b(k) —a; — b, +2 dla c¢j, =1
Ooraz
mye — 1 dla cjr =0
MSBo,;) = . (3.13)
{ [logy(max(X.(j)) - max(Yi(k)))] dla c=1
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Z wzordw (3.12) i (3.13) wynikaze iloczynyo;, moga znacznie @hic sie miedzy soba indek-
sem najrizszego bitu i szerolawia. Minimalna wartst LSBo;;,) wynosi 0. Maksymalna wargo
LSB(o;;) wystapi dla mnaenia dwéch pok;, ... - v: _i.. _, zawierajacych najwasze bity
wektorow X, i Y, przy czym szerok& tych pol musi bg minimalna (2 bity). Maksymalna warto-
SciaLSB(o;) jest wiec2 - m, — 4. Minimalna warté¢ MSB(o ;) jest dana przez minimalna szeréko
pola i wynosi 3 dla mnpenia dwoch pék;,, - yi.,. Kres gornyMSBo ;) jest dany przez wynik mno-
zenia wektoréwX,, - Y, i wynosi |log, (M, — 1)?)].

Dla wektoréw bitowych o tak dzej rozbignadsci indekséw wybdér par sumowanych za pomoca
pojedynczego sumatora CPA ma istotny wptyw na liczbe ogiww catej kaskadzie sumatorow
CPA. Liczba ogniw FA zaley od liczby i szeroksci uzytych sumatoréw. Liczba sumatoréw zajeod
liczby sumowanych sktadnikéw, ale rozmiar pojedynczegoaora mae zmienia sie w szerokich

granicach: od szerokai najweszego z wektoréw do szerdkm sumy wszystkich sktadnikow.

Lemat 3.1.1. Niech/ oznacza liczbe wektoréw o szeroko&ci co najmmiejtow sumowanych w ka-
skadzie sumatoréw RCA jizszerokos¢ sumy wszystkich wektoréw. Istnieje strukiaskady sumato-

réw o liczbie pozioméw nie wigkszejzhig, (1) i liczbie ogniw FA z przedzialgl — 1) - n, (I — 1) - h].

Dowdd. Pojedynczy sumator RCA nae dodé co najmniej dwa wektory. Sumowanie wigkszej licz-
by wektoréw jest meliwe, gdy operandy sumatora beda wynikiem konkatenae}itoréw nie po-
siadajacych bitow o tych samych wagach, ci8B ;) < LSB0,). Pojedynczy sumator zmniejsza
wigc liczbe sktadnikéw sumowanych w kaskadzie o co na@nhj naley wiec wyc co najwyzej

[ — 1 sumatoréw do obliczenia suniysktadnikéw, przy czym zawsze moa skonstruow@kaskade
zawierajacd — 1 sumatoréw. W zatenasci od indekséw bitéw sumowanych wektoréw, liczba ogniw
pojedynczego sumatora rsig sie w przedzialén, h]. Liczba ogniw aytych w kompletnej kaskadzie
sumatoréw naley wiec do przedziatl(l — 1) - n, (I — 1) - h)].

Wszystkie wektory wejciowe kaskady sa dostepne jednd@ie, mana wiec skonstruowiaka-
skade jako uktad, w ktérym kaly poziom zredukuije liczbe operandéw o potowe. Kolejoeipmy
beda wiec zawieraty odpowiedné) ﬁ é ...Sumatorow. Sumowanie jest przeprowadzane do uzy-
skania pojedynczego wektora, a naégm poziomie mana doda liczbe wektoréw bedaca kolejna

potega 2. Liczba poziomdw kaskady wynosi zategy (). O

Liczba ogniw pojedynczego sumatora RCA dodajacego dwaomgkaley od maksymalnej war-

tosci sumy oraz od mnic indekséw najriszych bitow operandéw. Indeks najszego bitu wektora
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reprezentujacego sume liczb naturalnyght- o, wynosi
LSBo; + 09) = min(LSB o), LSB0y)). (3.14)
Indeks najwyszego bitw;, + o, zalezy od maksymalnych warézi sktadnikéw, a wiec
MSB(o; + 07) = |logy(max(oq) + max(os))] . (3.15)

Pojedynczy sumator RCA dodajacy dwa wektory bitowe regmagacer; i 0, wymagamax(MSBo ),
MSB(o;)) — max(LSBo, ), LSBo2)) 4+ 1 ogniw FA. Szerok&t sumy jest okrglona jakoMSB(o; +
02) — LSBoy + 02) + 1 bitow.

Najmniejsza liczba ogniw sumatora zostanayta wtedy, gdy kade z nich zredukuje dwa bity
wejsciowe. Stanie sie tak jedynie wtedy, gdy wagi bitow segwych beda tak dobrane, aby zawsze
mozna byto znale& dwa wektory zawierajace bity na tych samych pozycjachszZ@bkaskady su-
matoréw bedzie najmniejszy,§k wejscia wszystkich ogniw sumatora beda wykorzystanezdéa
ogniwo, ktérego co najmniej jedno végje bedzie miato stata wadn"0", zwigksza koszt kaskady
nie zmniejszajac jednocgeie liczby bitow. Niestety, dla wektorow wsgiowych uktadu wytwarza-
nia iloczynéw czgciowych rozrzut szerolsti i potazenia wektoréw utrudnia lub wrecz unieaiie
wia skonstruowanie uktadu, w ktérym wszystkie &@g ogniw sumatora beda wykorzystane. [dgle
wiec dayc do ograniczenia liczby ogniw z niewykorzystanymi 8@ami.

Niechaf oznacza-ty sktadnik sumowany na-tym poziomie kaskady. Zgodnie z wzorami (3.14)
i (3.15), liczba ogniw w catej kaskadzie wynosi

Sy <maX(MSB(ai(_;i)), MSBo?, ! ) — max(LSBo? L ), LSBo?, ) + 1) . (3.16)

j>1 i
gdzie k(j,1),x'(j,7) oznaczaja funkcje definiujace indeksy skiadnikow sunmgweh w i—tym su-
matorze ng—tym poziomie. Znalezienie takich wasd (7, ), '(j, 7), dla ktérych wart& funkcji
(3.16) jest minimalna, jest trudne. Przyczyna jest wphaeydji podjetych ngi—tym poziomie na
parametry uktadu na wszystkich nastepnych poziomach.ddatpwie analizy zbioréw wektorow su-
mowanych w kaskadzie zaproponowano wiec heurystyczrorgig wyboru wektoréw sumowanych
na poszczegolnych poziomach.

Podczas wyboru pary wektoréw sumowanych za pomoca pojgégo sumatora nag mini-
malizowa liczbe ogniw FA zytych wytacznie do propagaciji przeniesienie zwigksza szerok&ci
wektoréw w kierunku najrszych bitéw. Dodatkowo, poniewdiczba sumatoréw na kalym pozio-

mie kaskady maleje o potowe, najwigkszy wptyw na obszégjdaaskady maja decyzje podjete na
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poczatkowych poziomach. Nie ma jednak potrzeby znaléiezwiazaé optymalnych na pojedyn-

czym poziomie, poniewanie gwarantuje to optymalnej struktury catej kaskady.

) 7 FA b) 7FA
................ ED:DIDw@ e OIITITT
I e (TIII11[1 ./
7FA 7FA
............ [TITITT. i~ S A
....... DIZIZIZIZDJ@T DIDIDJ@T
R 11 FA [
 CTTTITIIITIIT- S TTTTTT]~ 9FA

Rysunek 3.3. Przyktad struktur sumatora wstepnego ajaseiwy dobér wektoréw, b) dobor wedtug

zaprezentowanych regut.

Liczba ogniw wytych wytacznie do propagacji przenigsiealezy od rénicy indekséw najwyg-
szych bitdbw sumowanych wektoréw. Niewielki wzrost szergdiavektoréw na kolejnych poziomach
wystapi wtedy, gdy dodawane beda wektory o najmniejgzajicy najnzszych bitéw. Jako wektory
dodawane w pojedynczym sumatorze sa wiec wybierane wektmajmniejszej ranicy indeksow

najwyzszych bitéw. Jgli istnieje kilka par wektorow o takiej samejadicy [MSB(o]) — MSB(0?)

wybierane sa wektory o najmniejszej szersio Przyktad dwoch struktur sumatora wielooperando-

wego przedstawiono narys. 3.3.

Algorytm konstrukcji kaskady sumatoréw

Kompletny algorytm konstrukcji kaskady sumatoréw (algje$t algorytmem iteracyjnym. Pojedyn-
cza iteracja tworzy jeden poziom kaskady na podstawie danyeektorach z poprzedniego poziomu.
Danymi wegciowymi algorytmu jest zbiér wektorow reprezentujacyezystkie iloczyny czgciowe
oraz dodatkowe sktadniki:. Wynikiem algorytmu jest struktura kaskady sumatoréw R@#aza-
jacej sume wszystkich wektorow végjowych.

Struktura kompletnej kaskady jest opisana za pomoca week@o Kolejnymi sktadowymi tego

wektora sa wektory ; opisujace kolejne poziomy kaskady. Poszczegolne susngtoego poziomu
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sa opisane elementan@gi tworzacymi wektory®;. Kazdy sumator jest opisany przez indeks naj-
nizszego bitu, maksymalna wastoreprezentowanej liczby oraz indeksy sumowanych sktanmik
z wyzszego poziomu. Indeks nahsizego bitu jest oznaczony jak&B6’), natomiast maksymalna

wartcst sumy jakomax(6”).

Algorytm 4 Algorytm tworzenia sumatora wstepnego
Dane wefciowe: ®, : Opis wszystkich wektorow reprezentujacych iloczyny Scewe oy,

i wszystkie sktadnikiz!
1: sortuj rosnaco elementy wektora®, wedtug kryterium:
0, < 0; <= max(f;) < max(6,)
if max(6;) = max(f;) thend;, < 6; <= LSB#;) < LSBY;)
2. 7=0 {indeks poziomu kaskady sumatorow }

3: while |©;| > 1 do

4. fori=1to L'%—”J do

5: Pobierz dwa kolejne sumato#y; i 63, ,

6: Dla pobranych elementéw konstruuj sumaélg)*r1 0 parametrach opisanych wzorami (3.14)
i (3.15)

7. end for

8: if |®;] =1 mod 2 then

9: dopisz ostatni element wekto€,; na na odpowiednia pozycje w wektoreg
10:  endif

11: j7=7 +1

12: end while

13: return © = (0,04, .. .)

Argumentem wejciowym algorytmu jest wektd®, zawierajacy opis wszystkich iloczynéw cze-
Sciowych obliczonych w uktadzie wytwarzania il. &g (rys. 3.1) i dodatkowych sktadnikow:.
Post& kaskady sumatorow jest jednoznacznie élaea przez argumenty vagiowe.

Pierwszym i najwaniejszym krokiem algorytmu 4 jest uporzadkowanie webktowejsciowych
wzgledem szerol&zi i indeksu najstarszego bitu. Posortowanie elementéaraviuje ze dwa kolej-
ne elementy wektor®, spetniaja kryteria pozwalajace ogranicdiczbe ogniw kaskady sumatorow.

Po posortowaniu elementéw wekto&, rozpoczyna sie cZ¢ iteracyjna algorytmu. Wybiera-
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ne sa kolejne pary elementdéw, po czym dla wybranej pary tkoowany jest sumator nastepnego
poziomu. Parametry sumatora i wektora reprezentujacege ©pisane sa wzorami (3.14) i (3.15).
Skonstruowany sumator jest dopisywany na ostatnia pezayektora zawierajacego opis hastepnego
poziomu. Gwarantuje to zachowanie &tavej kolejnéci wektorow na kadym poziomie. Po wy-
czerpaniu wszystkich elementéw na danym poziomie algorgtzpoczyna kolejna iteracje operujac
na elementach kolejnego poziomu. Warunkiem nazenia algorytmu jest zredukowanie liczby su-
matoréw na danym poziomie do jednego.

Kaskada sumatorow jest jedynym elementem bloku sumataigpwsgo w jednostce pokazanej
narys. 3.1. Otrzymana suma jest nastepnie redukowanalmbfijumozna zatem ja na etapie sumo-
wania poszczegolnych sktadnikdw zmniejéayartst sumy przy zachowaniu informacji o reszcie
moduloM.,. W opisywanej strukturze wykorzystano do tego celu okresowoteg modulad\/, wy-
nikajaca z tw. Eulera i matego tw. Fermata (str. 43). $¢hvosC okresow@ci jest wyteczna przy
konstrukcji generatorow modulo dla szerokich wektorowawitch. Wektory te sa dzielone na pola o
szerok&ci rownej okresowi badz pétokresowi poteg 2. Reszty nodla kolejnych bitow w wydzie-
lonych polach sa sobie réwne lub stanowia swoje odwistinaddytywne, mena wiec te pola doda
do siebie otrzymujac wynik o szeroka poréwnywalnej z okresem badz pétokresem. W przypadku
dodawania p6l o szerokoi rownej pétokresowi naly odejmowa od siebie pola zawierajace bity,
ktorych reszty sa odwrotisgiami addytywnymi. Reszta moduld, dla wyniku sumowania pél jest
réwna reszcie moduld/, dla liczby liczby reprezentowanej wektorem weipwym. Jeeli szerok&t
wektora jest znacznie wieksza od watookresu lub potokresu, wykorzystanie okreséeigpozwala
uprascic strukture uktadu obliczajacego reszte modula

Wykorzystujac okresowat w kaskadzie sumatoréw moa zmniejsz§ szerok&t sumy do okresu
lub po6tokresu poteg 2 modully,.. Dzigki temu generator wyniku operuje na wektorze o znsazigfej
szerok&ci. Przeklada sie to bezp@dnio na ograniczenie zajmowanego obszaru i wprowagpane
op6znienia. W zalmnaosci od wart&ci okresu liczba ogniw w sumatorze wstepnynmeasie nieznacz-
nie zmien€. W prototypowym rozwiazaniu obstugiwane sa wytaczmiezypadki, w ktérych okres
poteg dwaojki modulalz, jest o dwa bity wiekszy odh,. Jest to podyktowane tatgoia modyfikacji
kaskady sumatoréw, poniewala zat@onych ogranicz@na minimalna szerolsd pola wydzielone-
go z wektorowX, i Y, fatwo znalez wektory iloczynéw czgciowych, ktérych indeksy najmszych
bitéw sa wielokrotnéciami 2.

Okresowdc poteg 2 modV/, jest wykorzystywana do redukcji szerda obliczonych iloczynow
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Rysunek 3.4. Przykfad struktur sumatora wstepnego a) lykpnaystania okresovéei poteg 2 mo-

dulo M, b) z wykorzystaniem okreso\soi.

czesciowych oraz dla kedej wytworzonej sumy @&redniej (rys. 3.4). Idea polega na przesunieciu bi-
tow 0 najstarszych wagach na najmtodsze, m@ane pozycje wektora. Skeliczba bitbw o wagach
wiekszych nz okres przekracza liczbe dostepnych, wolnych pozyadgiktar pozostaje bez zmian.
Pomimo prostoty rozwiazania pozwala ono na znaczna @gduarametréw AT catej jednostki aryt-

metycznej dla odpowiednich wagoi okresu poteg 2 motl,.

3.1.3 Generator wyniku

Generator wyniku jest ostatnim blokiem struktury przedstaej na rys. 3.1. Jego zadaniem jest
obliczenie reszty dla wektora wggiowego sumatora wstepnego. Generator wyniku sktada pp-
taczonych kaskadowo reduktorow modulo uzupetnionych ockavy uktad odejmujacy niewielka
krotnost M, od wyjscia ostatniego reduktora modulo. 24y z reduktoréw modulo redukuje wasto
liczby wejsciowej zachowujac informacje o jej reszcie modido. Redukcja wartsci jest wynikiem
sumowania reszt obliczonych dla niewielkich p6l bitowycektora wegciowego. Reszty obliczane
sa za pomoca pamieci ROM o matej pojeracio Uktad odejmujacy sktada sie z zestawu komparato-
row ze statymi, pamieci ROM i subtraktora. W dalszeja@goracy uktad odejmujacy jest nazywany
subtraktorem warunkowym

Sposbb implementacji pamigeci w matrycach FPGA rodziny@pe2 ogranicza od dotu szerdio
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adresu do 4 bitow. Stosowanie pol o mniejszej szesokpowoduje nieefektywna implementacje.
Mozliwe jest jednak wkomponowanie pamigeci w inne podstawbleki konstrukcyjne obecne w
FPGA. Przyktadem ne byc wykorzystywana w reduktorach modulo modyfikacja sumaRCA
nazywana w dalszej c&ei pracysumatorem z wbudowana pamiecModyfikacja ta pozwala na

stosowanie pamieci ROM adresowanych stowem o szé&mibitow.

Adres

LUT, LUT! LUT

Rysunek 3.5. Sumator z wbudowana pamigcia.

Sumator z wbudowana pamiecia (rys. 3.5) pozwala oblic@yme wektora binarnego i argumentu
z wyjscia pamieci ROM. Przy jego konstrukcji wykorzystano faet w sumatorze RCA w uktadach
FPGA rodziny Spartan/Virtex bramka XOR wyznaczajacasuomodulo 2 operandow jest implemen-
towana za pomoca 4—-vagjiowej tablicy LUT. Maliwe jest wiec wbudowanie w tablice LUT dodat-
kowej pamieci ROM, ktérej wy§cie jest podane na jedno z s&pramki XOR. Dodatkowa pamie
moze byt adresowana stowem o szer8ko3 bitow. Obszar zajmowany przez tak zmodyfikowany
sumator jest identyczny z obszarem prostego sumatora RCA.

W prezentowanych w pracy jednostkach arytmetycznych sammatvbudowana pamiecia jest
wykorzystywany w dwéch przypadkach. W reduktorach moduhmzliwia on obliczenie sumy wek-
tora binarnego i reszty moduld, dla pola o szerol&i 3 bitéw bedacego adresem pamigeci. Drugim
zastosowaniem jest subtraktor warunkowy, w ktérym w panR®©M znajduja sie odpowiednie krot-

nosci M., a pamig jest adresowana sygnatami z komparatoréw.

Subtraktor warunkowy

Wykorzystanie sumatora z pamiecia w subtraktorze waswykn narzuca ograniczenia na zakres

liczby wejsciowej subtraktora. Poniewg@amig¢ ROM wbudowana w sumator rae mie co najwy-
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zej 3 linie adresowe, naiwe jest zycie co najwyej 3 komparatoréw. Wieksza liczba komparatoréw
wymusza stosowanie dodatkowych pozioméw LUT. Trzy komjmayamoga zbadajedynie, czy ar-
gument jest wiekszy lub rowny/,, 2 - M, i 3 - M,. Zakres argumentu subtraktora warunkowego jest
zatem ograniczony df, 4 - M, ). Mozliwe jest rozbudowanie uktadu w kierunku obstugi wigksze
go zakresu, spowoduje to jednak wzrost wprowadzanegonigidiz i zajmowanego obszaru. Z tego
powodu w prezentowanym rozwiazaniu ograniczono v&mitargumentoéw komparatorow warunko-
wych do4 - M, — 1. Z warunku tego wynika dtugit kaskadady reduktoréw modulo. Redukcja musi
by¢ przeprowadzana do momentu, w ktorym wattwyjScia ostatniego reduktora w kaskadzie jest

mniejsza odt - M,.

Reduktor modulo

Zadaniem reduktora modulo jest zredukowanie wanitbezwzglednej liczby wégiowejU do liczby
wyjsciowejV, przy czym reszty moduld/, dla stowa we§ciowego i wygciowego musza liysobie
réwne. ldea dziatania reduktora modulo polega na podziald¢ava reprezentujacego dana sepwa
na niewielkie pola bitowe, nastepnie obliczeniu wadiaeszt modulo dla pél reprezentujacych liczby
wieksze odV/, i zsumowaniu otrzymanych reszt i pozostatych pél. S¥em pojedynczego reduktora
modulo jest liczba naturaln&. Na jej podstawie obliczana jest wastowyjsSciowal’, przy czym
U > VorazU = V mod M,. Liczby wegciowa i wygciowa reprezentowane sa przez wektory
binarneU i V. Przeksztalcenie wewnatrz reduktora modulo obejmuje kroki: podziat wektora
wejsciowego na pola bitowe, wyznaczanie reszt modulo dlaagz®l bitowych oraz obliczenie sumy
reszt i pozostatych pdl bitowych.

Struktura reduktora modulo jest jednoznacznie 8knea przez sposéb podziatu wektora Soip-
wegoU . Sposéb podziatu wektold na pola jest wybierany podczas projektowania uktadu i opisa
wektoremd. Kolejne elementyl; okreslaja szerokst i—tego pola, analogicznie jak w przypadku

wektorowa, b (wzory (3.6)—(3.8), str. 89). Warko liczby wyjsciowej reduktora modulo wynosi

V=U@1)+> |U(i)

i>1

L (3.17)

Poniewa na wszystkich polach opréez, 1., mozna zapisa wartgci znacznie wigksze otl,,
wartcst liczby wyjsciowej V' jako sumy reszt dla wydzielonych pél jest znacznie ogramezw

stosunku dd/. WarunekV” < U jest spetniony, jgli:
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e wartasci wszystkich pol bitowych, dla ktérych wyznaczane sgtyesa wieksze od/,, czyli
U(i) > [U(0)] . (3.18)
dlai > 1,
e istnieje co najmniej jedno pole bitowe, dla ktérego oblitagest reszta moduldy,.

Uzycie reduktora umdiwia zatem zredukowanie wagoi sumy wytworzonej w bloku sumatora
wstepnego do warfi umaliwiajacej efektywna implementacje subtraktora wewwego. Jgli za-
kres liczby wygciowej pojedynczego reduktora jest nadal zbytydstosuje sie kaskadowe potaczenie
reduktorow.

Szerok&ci pol wydzielonych ZJ podlegaja ograniczeniom wynikajacym ze struktury eletoe
uzytych do implementacji reduktora oraz z koniectizapewnienia warunkii < U. Dla pdl, dla
ktorych wyznaczane sa reszty modulf), za pomoca pamieci ROM, minimalna szerékevynosi
3 bity z powodu struktury elementéveytych do implementacji. Maksymalna szerékpola zaley
jedynie od dopuszczalnej Aondsci uktadu — wymagana pojemsopamieci rénie wyktadniczo z
szerokécia pola. Zupetnie inne warunki ograniczaja rozmiampg), 1.0, dla ktérego nie jest obli-
czana reszta moduld/,. Liczba bitéw polauy, 1.0 musi by tak dobrana, aby zapewinzbieznost
liczb wyjsciowych kolejnych reduktorow modulo w kaskadzie do licayiejszej odt - M.,.

Minimalna szeroké&t polau,, —1.0 wynika z koniecznéci spetnienia warunku (3.18). Minimalna
szerok@&t pola, dla ktérego wyznaczana jest reszta modulo wynosi 3 bity. Spetnienie warunku
(3.18) wymaga, aby reszta dla pola o minimalnej szesokoastepujacego bezgednio po polu
ug, 1.0 byta mniejsza od war€zi zapisanej na tym polu. W sktad pola, dla ktérego jestcabia
reszta, musi zatem wchodzbit o wadze wiekszej od/,, czyli o indeksie> m, + 1. Wynika stad,
ze w poluug, 1.0 musi znajdowa sig bit o indeksien, — 2, a wiec minimalna szerolsd polau,, 1.
wynosim, — 1 bitow.

Maksymalna szerolgs polau,, 1.0 jest okr&lona przez maksymalna wastdiczby wyjsciowej
V. Wartast V' jest okréslona jako suma pola,, 1. i reszt dla pozostatych pol. Kaskadowe potaczenie
reduktoréw modulo ma za zadanie zredukowanie véaiticzby wegciowej do poziomu co najvzgj
4 - M, — 1. Liczby wyjsciowe kolejnych reduktoréw w kaskadzie tworza ciag ra@hg mazna wiec
zatazyc, ze wepciem ostatniego reduktora jest wektor o szesckamaliwiajacej podziat na pole

ug,—1.0 | jedno pole dodatkowe. War$o liczby wyjSciowej ostatniego reduktora jest zatem ograni-
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czona od gory sumay, 1.0 i M, — 1. Wynika stadze wart&cia maksymalna pola,, 1. musi by¢
liczba mniejsza 0@ - M.,. Maksymalna szerol& polau,, 1.0 wynosi wiecm, + 1 bitdw.

Majac dane ograniczenia szeré&kopol wydzielonych z wektora wgiowego reduktora modulo,
mozna doktadnie oki&ic mazliwosci redukcji pojedynczego reduktora i liczbe reduktoréagka-

dzie niezbedna do zredukowania liczby o zadanej sz&egko

Lemat 3.1.2. Niech K oznacza minimalna szerokost p6l wydzielanychzswnsj czesdi—bitowego
wektora wejsciowego reduktora moduloya,,, = m.+11im,,;, = m.,—1 maksymalnai minimalna
szerokoSc pola zawierajacego bit o indeksie 0. Maksyansderokosc wektora wyjsciowego reduktora

modulo jest nie wiekszamin, + [log, (| £=2mn | 4 4)].

Dowadd. Zgodnie z (3.17) wart& liczby wyjsciowej reduktora modulo jest rowna sumie reszt dla
pol wydzielonych z bardziej znaczacej ézgi liczby zapisanej na mniej znaczacej $ziewektora
wejsciowego reduktora modulo. Maksymalna watteumy reszt wystapi dla maksymalnej liczby
tych reszt, czyli gdy bardziej znaczaca &zgvektora bedzie podzielona na pola o minimalnej sze-
rokosci. Maksymalna szerokd sumy jest ograniczona od gory przez sume reszt dla pol iwlgdz
nych z(k — m,;,) bardziej znaczacych bitéw i wektora,,.. bitowego. Najwieksza nmiwa liczba

reszt modulaV/, wynosi Wigcﬁ‘memJ . Maksymalna wartst liczby wyjsciowej reduktora jest wiec

mniejsza nz
k— min
{LJ (M, — 1) 4 2mmes — 1, (3.19)
K
Poniewa 2"mes — 1 = 2™+l — 1 < 4. (M, — 1) dlaM, > 2™~ awiec
k — Mo k — Moy
S i (M, — 1) 4 2mmer — ] S g ) (M, — 1 2
e -1y <(|Fpee| va)-on-n G0

Szerok@&t stowa wygciowego reduktora modulo jest wiec ograniczona od gérgpr

LlogQ (QL;’”"J +4> (M, — 1))J 1= Llogz(M* — 1) +log, Q%J +4)J 41,

Poniewa |log, (M, —1)| + 1 < m,, to maksymalna szeroko stowa wypciowego jest ograniczona

M. + [bgz Q%J +4ﬂ . (3.21)

0

Z gory przez

Z lematu 3.1.2 wynikaze stowo wygciowe reduktora modulo jest szerszerodo co najwyej

[log, (|22 | + 4)] bitow. Niestety, nie gwarantuje to uzyskania wektora szEge o co najwyej
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dwa bity odm,. Nalezy jednak zauwayC, ze ograniczenia przyjete w lemacie 3.1.2 s&tdoie-
doktadne. Jedynym pewnym wnioskiem wynikajacym z lem.23jést to,ze szeroksci wektoréw
wyjsciowych reduktoréw modulo zawsze zageod logarytmu liczby nadmiarowych bitéw. Kaskada
reduktoréw modulo unmdiwia wigc redukcje szerokich wektoréw przy niewielKiezbie poziomaéw.
Doktadniejsza informacje o liczbie poziomoéw kaskady Wezadsci od liczby bitébw nadmiarowych

przy przyjetych ograniczeniach na strukture reduktocalato pozwala okrdic lemat 3.1.3.

Lemat 3.1.3. Niechk > m, + 4 oznacza szerokoS¢ wektora wejsciowego reduktora rapai),, =
m.+11m, = m,—10znaczaja maksymalna i minimalna szerokos¢ polaaajecego bit o indek-
sie 0, aKin = 31 Kyaw € [3, k —m, + 1] beda minimalna i maksymalna szerokoscia pol wydziel
nych z pozostatej czesci wektora wejsciowego. Isttadje konfiguracja reduktora modulo, dla ktorej

szerokoS¢ wektora wyjsciowego jest mniejsza lub rawnaflog, (k — my + 1 + Kpas) — 108o (Knaz ) |-

Dowdd. Dla zadanych ogranicaenak, K, i Knin, mozna zawsze podzi€@ik — m,,;, bitdbw na
P_mifﬂ poél zawierajacych co najmniéf,,;, i co najwyzej K,,.. bitbw kazde. Wynikajaca stad

suma reszt i mniej znaczacej ézgwektora wejciowego jest wiec mniejszani

F{:—m*Jrl

(M, — 1) +2m" -1,
Kmax -‘ ( )+

Poniewa 2™<~! — 1 < M, — 1, ograniczenie to mmna zapisaw postaci

q%w +1) (M, —1).

Szerok&t stowa wyfgciowego reduktora jest wiec mniejsza lub réwna

b (5] ) ) -
— {logQ qk _m*;mt: K’”‘“’D + logy (M, — 1)J + 1.

Nastepnie, poniewa|log, ([«])] = [log, ()] dlaa > 1 (dowdd w [GKPO1], str. 92), gérnym

ograniczeniem szerokoi jest[log, (k — m. + 1 + Kinaz) — 10y (Kimaz) | + |logy (M, — 1) | +1. Po-
niewa |log,(M, —1)| + 1 < m,, to liczba bitéw wygciowych reduktora modulo jest mniejsza lub

rownam,, + [logy(k — my + 1 + Kpax) — 108o (Knaz) |- O
Z lematu 3.1.3 wynikaja dwa istotne wnioski:

e szybkdat zbiezndsci liczb wyjsciowych kolejnych reduktoréw w kaskadzie zatewvytacznie

od maksymalnej szerokoi pdl, dla ktérych sa obliczane reszty modulo,
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e istnieje taka szerold i wektora wegciowego, dla ktorej szeroko wektora wygciowego re-

duktora modulo jest co najviegjm., + 2.

Mozliwe jest wiec zbudowanie kaskady reduktoréw modulo kegicej dowolna liczbe do liczby
mniejszej od4 - M,. Przyktadowe wzory opisujace szerdkd wektoréw wygciowych kolejnych

trzech poziomow reduktoroéw sa nastepujace:

Poziom 1: m, + [logy,(k — m, + C1) + Cs],

Poziom 2 : m, + [log, (logy(k — m, + Cy) + Cy + C) + Cs ],

Poziom 3 : m, + [log, (log, (logy(k — m. + Cy) + Cy 4+ C1) + Cy + Cy) + Cy]
gdzieCy = 1 + Kz, Co = 1 — 10gy( Kz ). W tabeli 3.1.3 umieszczono szerdkd wektorow,
ktére mana zredukowa do stéw(m, + 2)-bitowych za pomoca kaskady reduktoréw o zadanym
poziomie i maksymalnej szero&oi pola réwnej 3 lub 4 bity. Wynika z niege dla praktycznie sto-
sowanych uktadow w zupet8oi wystarcza kaskadowe potaczenie trzech reduktorowuiopd w

wielu przypadkach nawet dwaoch.

Tabela 3.1. Maksymalne szerda wektoréw weciowych redukowalnych do wektofan, + 2)—

bitowego w zalendsci od liczby pozioméw kaskady reduktoréw i szerskiopdl bitowych.

Kopax Liczba poziomow kaskady

1 2 3

3 me+8 | m,+3-2"—4 m*+3.23'27—5_4

4 |m,+11| m,+2B -5 m, +22°-3 _5

Algorytm konstrukcji reduktora modulo
Struktura pojedynczego reduktora modulo jest 8lora jednoznacznie przez sposéb podziatu
wektora wepciowegoU. Poniej przedstawiono algorytm generujacy strukture reoiizgkna pod-
stawie wektordJ reprezentujacego liczbe végjowa i wektorad opisujacego sposéb podzidtilina
pola. Algorytm konstrukcji reduktora modulo sktada sienodh etapow.

Etap pierwszy obejmuje podziat wektora ®e&ipwegolU na pola okrélone przez wektod. Dla
pol, ktére nie zawieraja bitu o indeksie 0, a ich sze&ikest wieksza 1z 3 bity, sa budowane pamigci
ROM wyznaczajace reszty moduld,. Je&li istnieje co najmniej jedno pole o szerdkb 3 bitéw, na
etapie pierwszym konstruowany jest zaksumator z wbudowana pamiecia dodajacy reszte gta te

pola do wart&ci zapisanej na polu,, —1.o.
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Algorytm 5 Algorytm tworzenia wektorap,

Dane wegciowe: U, d

1:

2:

3:

4.

5:

@

10:

11:

12:

13:

14

15:

16:

17:

18:

Stworz wektor, zawierajacy poleu;, 1.9
for j = 1to |d| do
if d; > 3then
Dopisz na ostatnia pozycj¥, wektor reszty dla pola opisanego przgz
Ustaw typ dopisanego elementu @& A

end if

: end for

: for j =1to|d| do

if d; = 3 then
Dopisz na ostatnia pozycj, pole 3-bitowe opisane przez
Ustaw typ dopisanego elementu @#®Y _3
end if
end for
if ostatni elemen® jest typuC' PY_3 then
Zastap pierwszy elemeft, suma pola:,, 1. i reszty dla ostatniego elememiy,
Usun ostatni elemend,
end if

return ¥,

Etap drugi algorytmu obejmuje konstrukcje wielooperamelgo sumatora. W pierwszej kolejno-

Sci dodawane sa reszty dla pol 3—bitowych do wektoréw zajaeych bity o indeksie 0 (np. reszt

obliczonych dla pél o szerokai wigkszej nz 3 bity). Dodawanie reszt dla pél 3—bitowych jest reali-

zowane przez sumatory z wbudowana pamieckli deszystkie pola 3—bitowe zostaty wykorzystane,

sumowane sa wszystkie powstate wektory.

Sumator wielooperandowy jest uktadem wielopoziomowynzi®n: stanowia wektory sum cze-

Sciowych opisane elementamj tworzacymi wektor¥;. Kazdy wektor sumy czZgiowej jest zdefi-

niowany przez indeks najmtodszego bitu, maksymalna \sareprezentowanej liczby, indeksy ope-

randdéw i rodzaj wykonywanej operacji. Struktura sumator@l@operandowego jest jednoznacznie

okreslona przez przeksztatcenia wektoréw pozionma wektory poziomu + 1.
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Wektory na kadym poziomie mana podzielt na dwie kategorie: pola 3—bitowe i wektory zawie-
rajace bit o indeksie 0. Wektor zawierajacy bit o indel®jest reszta moduld?,, polemugy, 1.0 lub
suma, jego szeroksd wynosi wiec co najmniejn, — 1 bitébw. Wektory zawierajace bit o indeksie 0
moga by dodawane do siebie lub do reszt dla p6l 3—bitowych. W altgaig/wektorom zawierajacym
bit o indeksie 0 przyporzadkowany jest typ oznaczony jakoA.

Dla pdl 3—bitowych mana jedynie oblicz§ reszty modulo i dodado wektora typuC P A za
pomoca sumatora z pamiecia. Polom 3—bitowym przymtkaaany jest tyg”’ PY_3. Aby umazliwi¢
szybkie wyeliminowanie wszystkich pdél typllPY_3, nalezy pola te wykorzystywaw pierwszej
kolejnasci.

Kompletny algorytm tworzenia reduktora modulo konstrigkejne poziomy sumatoréw na pod-
stawie opisu wektoréw wggiowych poprzedniego poziomu. Opis struktury reduktesa pkrélony
przez przeksztatcenia wektoro®; w wektory ¥, ;. Pierwszym krokiem algorytmu jest skonstru-
owanie wektorall, zawierajacego poley, 1.0, reszty moduladl/, dla pdl o szeroksci wiekszej o
bitéw i pola 3—bitowe. Elementy wektoM, sa posortowane wzgledem typu: na poczatku znajduja
sie elementy typd' P A, potem elementy' PY _3. Wektor ¥, tworzony jest wedtug alg. 5.

Algorytm tworzenia wektoral, (alg. 5) sktada sie z czterech krokéw. W pierwszym z niahigli
1) na poczatek wektor#, dopisywane jest pole,, ... Nastepny krok (wiersze 2-7) dopisuja do
W, reszty modulal/, dla p6l o szeroksci wigkszej od3 bitow. Trzeci etap (linie 8-13) dopisuja na
ostatnie pozycjal, wszystkie pola o szerokai 3 bitow. W ostatnim kroku algorytmu (linie 14-17)
pierwszy element jest zastepowany suma palg .o i reszty modulaV/, dla 3—bitowego pola.

Dzieki oddzieleniu elementéw typG'PA od elementéw typuCPY 3 mozliwe jest znaczne
uproszczenie i przyspieszenie algorytmu tworzenia remaknodulo poprzez unikniecie koniec&io
ci wielokrotnego przeszukiwani, oraz wszystkich kolejnych wektoréw ;. Jedynymi elementami
sktadowymi reduktora modulo sa pamieci ROM obliczajasezty moduladlZ, dla pél szerszych @i3
bity, sumatory CPA obliczajace sumygrednie dla elementdw tygliP A oraz sumatory z wbudowa-
na pamiecia obliczajace sumygednie dla elementé@ P A i reszt modulaV/, dla p6l 3—bitowych.
Poniewa wszystkie reszty dla pdl szerszyclznizy bity sa wyznaczane w procesie generowania
wektora¥, operacje na kolejnych poziomach ograniczaja sie do dadaw

Uporzadkowanie elementéw wektols gwarantujeze pary zawierajace skrajne elemewty (tj.
pierwszy i ostatni, drugi i przedostatni itd.) beda zaaig element typl' P A i element typuC' PY_3

lub dwa elementy tego samego typu. Dodatkovwsi jeektor ¥, zawiera elementy obu typow, naj-

106



pierw zostana utworzone pary zawierajace elemerayycéh typow, a nastepnie pary elementéw typu
stanowiacego wiekss0. Poniewa wynikiem sumowania elementti? A z dowolnym jest element
CPA, a elementyC’PY_3 sa przekazywane do nastepnego poziomu, najpierw zsthicczone
wszystkie maliwe sumy, a nastepnie niewykorzystane elementy Witk 3 beda przekazane do

nastepnego stopnia. Dzigki temu wektory kolejnych poww takze beda uporzadkowane.

Algorytm 6 Algorytm tworzenia reduktora modulo
Dane wegciowe: U, d

1. Konstruuj wektor&, wedtug algorytmu 5
221=0 {indeks poziomu oraz kolejnych zbioréw }

3: while |¥;| > 1 do

4. forj=0to {%J do

5: if typ(y?}) = CPAand typ(w‘i‘l,i‘_j) = CPY_3then

6: Dopisz do wektoral,  ; wektor sumyzp;i + ¢\i\1’i\—j obliczonej z zyciem sumatora z re-
dukcja

7 Ustaw typ dopisanego elementu @#® A

8: else iftyp(¢;) = CPAand typ(¢fy, ;) = CPAthen
9: Dopisz do wektoraP;, ; wektor sumyzp;i + wfq,”_j obliczonej z @yciem sumatora RCA
10: Ustaw typ dopisanego elementu @#® A

11: else iftyp(v}) = CPY_3 then

12: Dopisz do zbioru®; ., wektoryy; i ¢y, _;
13: end if
14:  end for

15: 1=17+1
16: end while

17: return W = (0o, &y, ..., ¥,

Po utworzeniu¥, rozpoczyna sie iteracyjna c@ealgorytmu. W kadej iteracji tworzony jest
jeden poziom kaskady sumatoréw. W pojedynczej iteracjiiengme sa pary wektoréw i dla kdej z
nich konstruowany jest odpowiedni sumator dodajacy wytyane wektory. Wektory, dla ktérych nie
mozna zbudowa sumatora, sa przekazywane do nastepnego poziomu.yiiggest kontynuowany

do momentu wytworzenia sumy wszystkich elementByv
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Wiasciwy algorytm tworzenia reduktora modulo (alg. 6) sproxasie do iteracyjnego generowa-
nia kolejnych wektoréwl;, ; na podstawial; (wiersze 3-16). Generowanie kolejnego wektdra
polega na wyborze par skrajnych elementdy(linia 4), po czym w zalendsci od typu elementéw
wybranej pary (linie 5, 8 i 11) tworzony jest nastepny elaetm, ;. Jezeli pare stanowia elementy
réznych typéw lub dwa elementy P A, z ich sumy tworzony jest jeden elemenf’ A i dopisywany
na ostatnia pozycj&,,,. Para ztaona z dwdéch elementéW PY _3 jest w cat&ci przekazywana
do nastepnego poziomu. Warunkiem za&penia iteracji jest utworzenie zbioru zawierajacegiefe
element (linia 3). Warunek ten zostanie spetniony po co naz¢){¥,| — 1 iteracjach, poniewaw

wektorzeW¥, znajduje sie co najmniej jeden element typ& A (polewu,, —1.o).

3.1.4 Obszariopdznienie jednostek arytmetycznych

Do najistotniejszych parametréw uktadow cyfrowych zadisie koszt wyprodukowania uktadu i jego
wydajnast, charakteryzowane za pomoca zajmowanego obszamnyprowadzanego opéznienia.
Czesto stosowanymi miarami jea uktadow cyfrowych sa tade iloczyny AT i AT?. W typowych
uktadach FPGA zajmowany obszar opisany jest liczba wylsianych tablic LUT, poniewawraz

z dodatkowymi elementami (przerzutnik, multipleksery)itga one podstawowym blokiem sktado-
wym wiekszych uktadéw. Wprowadzane opdznienie jest c@zane jako liczba poziomow tablic
LUT w Sciezce krytycznej.

W oszacowaniu op0Oznienia prezentowanych uktadéw nie lggingono czaséw wprowadzanych
przez uktady propagacji przeniesiedodatkowe elementy (multipleksery, wbudowane bramkRXO
itp.) oraz potaczenia pomiedzy poszczegolnymi elenmant&townym powodem takiej decyzji jest
trudndast doktadnego oszacowania dhago potacza, ktéra jest zalena od struktury uktadu oraz sto-
sowanego narzedzia syntezy. Pominiecie opdzaiwiazanych z ukladami propagacji przeniésie
wynika z ich niewielkiego wptywu na szybko uktadu dla modutéw o szerokoi nie przekraczajacej
kilkunastu bitéw. Poza tym gtéwnym celem oszacavebugdsci Sciezki krytycznej jest poréwnanie
uktadéw w ramach jednego modutu, dla ktérych szesmksumatoréw i uktadéw mrracych sa po-
dobne. Doktadne parametry jednostki sa 8kaae dopiero po przeprowadzeniu petnej implementacji
w wybranym uktadzie FPGA zayciem konkretnego narzedzia projektowego. Pomimo taiyjne-
go charakteru przyjetych oszacdwpozwalaja one na porownanie uktadéw i wytypowaniesspo

nich niewielkiego podzbioru, w ktérym znajduje sie jedikaso akceptowanych parametrach.
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Podstawowymi elementami sktadowymi przedstawionychgstik arytmetycznych sa sumatory
CPA o strukturze RCA, pamigci ROM oraz uktady nzace. Koszk—bitowego sumatora CPA jest
opisany jako

Acpalk) =k-4r. (3.22)
Topa(k) =1L
gdzie obszar zajety przez jedna tablice LUT wraz z otoieze oznaczono jakd ;, a opoznienie jako
1r.

Pamig€ ROM jest konstruowana z pojedynczych, 4-seg@wych tablic LUT o pojemr&ci 16

bitéw kazda. Dekoder adresu pamigeci jestzalkonstruowany zayciem tablic LUT. Parametry pa-

mieci ROM zawierajacej stow m—bitowych moga b§ wiec oszacowane jako

Agom(k,m) = [2E] . A

. (3.23)
Tron (k,m) = [log,([logy(k)])] - 1%,

W rzeczywist&ci wzoér (3.23) podaje tylko gérne oszacowanie paramett@pamieci ROM, gdy
w zalezndsci od zawartéci ROM narzedzia syntezy moga dokomainimalizacji uktadu. Dla przyk-
tadu dokumentacja kompilatorest podaje,ze pami¢ ROM jest implementowana jako optymalny
uktad zta@ony z tablic LUT, multiplekseréw i bramek XOR.
Dla uktadéw mnaacych naley rozrénic kilka przypadkéw. Najprostszym jest nzenie2 - k

bity o koszcie

Asp(k)=(k+2)- AL

Tor(k) =Ty

(3.24)

Dla mnazenia3 - k bity
Asp(k)=2-(k+2)- AL
Tyn(k) =2-Ty,

(3.25)

Uktady mnaacem - k bitéw dla dowolnegon sa budowane jako odpowiednie kombinacje pawy
szych, uzupetnione o dodatkowe sumatory.

Prezentowana na rys. 3.1 struktura jednostek arytmetgtzmpdulo jest kaskadowym potacze-
niem poszczegolnych blokéw. Obszar i opdznienie komeigaunostki jest wiec rowne sumie obsza-
row i opéznieh uktadéw sktadowych. Podanie doktadnych charakterysiyleat maliwe wytacznie
dla konkretnej struktury jednostki arytmetycznej po jeinegimplementacji. Mana jednak okr&ic
granice parametrow AT dla jednostek konstruowanych wesdtugktury ramowej z rys. 3.1. Podsta-

wowym celem oszacowgprzedstawionych porgj jest analiza parametrow AT w funkcji szerékd
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operandowm,. Pozostate wielksci wystepujace we wzorach opisujacych obszar i omifiai sa
traktowane jak state wybierane przed projektowaniem stiylsamej jednostki. Dobor warkoi tych
statych mae byt jednak przeprowadzony w oparciu o analize ich wplywu nampetry jednostek

okreslone porzszymi zalegnasciami.

Charakterystyki AT uktadu wytwarzania iloczynéw czesciowych

Uktad wytwarzania iloczynéw cagiowych (UWIC) jest pierwszym blokiem w strukturze zapnez
towanej na rys. 3.1. Mze on zawiera zarébwno pamieci ROM, jak i uktady mmace2 - & bity. W
zaleznasci od przyjetych ogranichena rodzaj i parametry zastosowanych element6w, chayesikyéi

AT uktadu wytwarzania iloczynéw cseiowych moga zmiengsie w szerokich granicach.

Lemat 3.1.4. Niechm, > 3 oznacza liczbe bitébw wektora wejsciowego. Istnieje dikgitwarzania

iloczynow czesciowych o strukturze opisanejw rozdzl ®.ibbszarze nie wigkszynz M"ﬂ + m*> .

Ay, i wprowadzanym opéznieniu nie wiekszymh.

Dowdd. Zatézmy, ze iloczyny czéciowe sa wytwarzane wytacznie za pomoca uktadéwzaaygch
2 x m, bitdbw. W tym przypadku tylko jeden z wektoréw véejowych musi b§ podzielony na pola
o szerok&ci dwoch bitéw. Jgli m, jest nieparzyste, nama wektor dzielony na pola rozszetzgy 1
bit. Nalezy zatem ayc [ =] uktadéw mnaacych, z ktérych kady zajmuje obszafm. + 1) - Ay,
zgodnie z wzorem (3.24). Obszar catego uktadu wynosi \M@d - (ms+1) - Ap. Wszystkie uktady
mnazace pracuja rownolegle, opdznienie jest wiec réwnézaeniu uktadu najwolniejszego, czyli

T, zgodnie z (3.24). O

Z lematu 3.1.4 wynikaze jesli do wytwarzania iloczynéw cagiowych wyte zostana wytacznie
uktady mnaace? - m, bitéw, obszar UWIC zaley od kwadratu szerolszi wektoréw wegciowych.
Ograniczenie elementéw UWIC do uktadéw nzacych zwieksza jednak szerdkosumy iloczy-
now czgciowych, co powoduje pogorszenie parametréw AT pozostahokow jednostki z rys. 3.1.
Z tego powodu uktad wytwarzania iloczynéw &pgowych mae take zawieré pamieci ROM ob-
liczajace reszty dla wszystkich, badZ tylko wybranyitbczynéw czé&ciowych. W zalendsci od
pojemndci pamigci, obszar i opéznienie UWIC moga zmiérsee w szerokich granicach. Skrajnym
przypadkiem jest rozwiazanie zawierajace pojedynaaigt ROM adresowana zkeniem wekto-
row reprezentujacych operandy. Zgodnie z (3.23), obs#dejt pamieci jest ograniczony od gory

przez2*™~*.m, - A, a op6znienie mma oszacow@jako [log, (2 - m.,)] - T}.
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Jesli maksymalny rozmiar stowa adresowego pamieci ROM zostagraniczony, zmniejszy sie
takze obszar uktadu wytwarzania iloczynéw sz@wych. Zatamy, ze iloczyny cz&ciowe sa obli-
czane za pomoca wytacznie pamieci ROM. Dla maksymalrasjokdci adresu ROM réwnej 4 bity,
)2

par tych pol. Obszar pojedynczej pamieci wynosi- A;, a wiec obszar catego UWIC jest rowny

nalezy podzielt oba wektory wejciowe na pola 2—bitowe i obliczyiloczyny czéciowe dla( 5

m3
4

Ap. Wprowadzane opdznienie jest w tym przypadku rowpe

Dla innych ogranicze na rozmiar pojedynczej pamieci ROM oszacowanie obszago ukiadu
maze byt trudne. Jgli wszystkie iloczyny czgciowe maja b§ wytwarzane za pomoca pamieci ROM,
nalezy tak wybra& podziaty na pola wektoréw wggiowych, aby suma bitéw dla kdej kombinacji
tych pdl nie przekroczyta maksymalnej szerskioadresu pamieci. Dla maksymalnej szegi{to-
wa adresowego ROM réwnej 6 bitow, jeden z wektorowzeb\c podzielony na pola 2—bitowe, a
drugi 4-bitowe, lub oba wektory natg podzielt na pola 2— lub 3—bitowe. Inne podziaty spowoduja
powstanie niedopuszczalnych szersgicstow adresowych pamieci ROM. Liczba wytworzonych ilo-

czynéw cz&ciowych naley wiec do przedziah.ﬁ%z, %2] . Obszar pamieci wytwarzajacej pojedynczy
iloczyn czgéciowy jest ograniczony z gory prz{fﬁl‘—gﬂ. Problem dodatkowo sie komplikuje S

w tym samym uktadzie mana stosow@ pamigci o ranym rozmiarze i uktady mrmace. Maliwe
jest jednak podanie gérnego ograniczenia obszaru UWIC ezedci od szeroksci adresu pamigci
ROM. Ponkej zostanie wykazanegge wzrost pojemnici pamieci stosowanych w UWIC powoduje

wzrost obszar obszaru tego bloku.

Lemat 3.1.5. Niech uktad wytwarzania iloczyndw czesciowych o stmzietwpisanej w rozdz. 3.1.1
zawiera wytacznie pamieci ROM. JeSli szerokesgednego z pdl wydzielonych z wektora wejScio-
wego UWIC zostanie zwigkszona kosztem szerakpgola szerszego, to gorne ograniczenie obszaru

UWIC zmniejszy sig, gdy: < a; — 1, i pozostanie bez zmian digr = a; — 1.

Dowod. Adres pamieci wytwarzajacej iloczyn &gowy o, jest zlazeniem pola o szerokai a;

i pola o szerokéci b,. Gorne ograniczenie obszaru tej pamieci jest sknee formuta (3.23) jako
’”*1;6“ - 2050k Zakézmy, ze szerok&t a; jednego z pél zostata zwigkszona o 1 bit kosztem szeroko-
Scia;, przy czyma; > a;. GOrne ograniczenie obszaru pamieci ROM, ktorych adresera pole

0 zmniejszonej szerokaoi, zmaleje o potowe. Gbérne ograniczenie obszaru par@d, ktérych
adres zawiera pole o zwiekszonej sze&dipwzranie dwukrotnie. Adresy pamigci 0 zmienionej po-

jemndsci sa ztaeniem jednego z pdl o szerd@achb, i pola o szerokécia; lub ;. Dla pamigci,
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ktérych adres nie zawiera pola o zmienionej szesakmbszar pozostanie taki sam. Nieth ozna-
Cza sume obszaru pamigci o nie zmienionych parametrachafyczny obszar wszystkich pamigeci

przez zmiana szerokoi pol wynosi

MMy * AL )
A=A * 2 +0k 90, +bx 3.26
o e (z D) ) 3.26)

a po przesunieciu bitow

A/ _ Ap + m T L <Z 2a]—1+bk + Z 2aj/+1+bk> . (327)
k k

Zmiana obszaru wynikajaca z przesuniecia bitbwzalgiec od r&nicy

A— A = m*16AL . { (Z 2aj+bk + Z 2aj1+bk> o (Z 2(1]'—1+bk + Z 2aj/+1+bk> } , (328)
k k

k k

ktéra mana uprécic do postaci
A— A/ — CA . ((2aj 4 2aj/) o (2aj—1 + 2aj1+1)> — CA . 9450 . (2aj—aj/ o Qaj—aj/—l o 1)

dlaCy = 24 .S 2%, Wartdst tej réznicy jest dodatnia dla; — a;; > 1. Wynika stad,ze
maksymalny sumaryczny obszar pamieci po przesunietiudioi pola 0 mniejszej szerokoi ulegnie

zmniejszeniu, gdyt; — a;» > 1, i pozostanie bez zmian dig — a;, = 1. O

Z lematu 3.1.5 wynikaze zwiekszanie szerokoi szerokich pél kosztem pél wszych powodu-
je wzrost maksymalnego obszaru UWIC. Nalgeszcze przeanalizowaytuacje, w ktérej zmiana

rozmiaru pol jest wynikiem zmiany ich liczby, tj. dodanidlusunigcia pola.

Lemat 3.1.6. Niech uktad wytwarzania iloczynow czesciowych o stmzitwpisanej w rozdz. 3.1.1
zawiera wytacznie pamieci ROM. Wprowadzenie do jednea@kioréw wejsciowych UWIC 2—

bitowego pola kosztem szerokosci pozostatych pol tegmragkowoduje ograniczenie obszaru UWIC.

Dowdd. Dwubitowe pole mana utworzyg zmniejszajac szeroko jednego z pd6l o dwa bity lub
dwach pol o jeden bit. Niech; > 4 oznacza szerokd pola, ktérego szerokd jest zmniejszana
0 2 bity,a;; > 31 a;» > 3 szerokéci pél zmniejszanych o 1 bit, przy czymy > a;», a Ap sume

obszaru pamigci, ktorych adresy nie zmieniaja sie padadnowego pola. 3 nowe pole powstaje

wskutek zmniejszenia; o 2 bity, to obszary przed i po dodaniu nowego pola wynosza

. m* . AL ) aj+bk
A=Ap+—1 (Zk: 2 (3.29)
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My AL L
A/ — A * X 20,] 24by, 22+bk )
R T: (; + ; ) , (3.30)

aich r@&nica jest réwna

A—A’:CA-G-Q%'—zL), (3.31)
gdzieCy, = m*l;g‘b-zk 2%, Dlaa; > 4 wartcst dana przez (3.31) jest zawsze dodatnia, co oznaeza,
wprowadzajac dodatkowe, 2—-bitowe pole poprzez zmnigjsz&zerokéci pola o szerok&cia; > 4
zawsze uzyskuje sie redukcje maksymalnego obszaru UWIC.

Jesli nowe pole powstaje wskutek zmniejszenia > 3 i a;» > 3 o jeden bit, to maksymalny

sumaryczny obszar pamigci przed zmniejszeniema,;» Wynosi

Ty * AL
A=A - 2% b 2% x 3.32
o (z D) ) 532
a po wprowadzeniu dodatkowego pola
Al _ AP + Ty - AL Z 2aj/—1-i-b/lc + Z 2aj//_1+bk + Z 22-i-l);c ] (333)
16 k k k

Réznica maksymalnych obszaréw przed i po wprowadzeniu dodatgo pola jest rowna

A—A =0, (% (2% 4 2%") — 4) (3.34)

dlaCy, = m*l'g‘L >, 2%. Dlaa; > 3ia;» > 3 wartcst dana wzorem (3.34) jest dodatnia, skad wyni-
ka,ze wprowadzajac dodatkowe, 2—bhitowe pole poprzez znm@ajs szerok&ci pol o szeroksciach

ay > 3ia; > 3 uzyskuje sie redukcje maksymalnego sumarycznego abgzanieci. Maksymalny
obszar UWIC maleje wiec po wprowadzeniu dodatkowego, t2wlEgo pola kosztem zmniejszenia

szerokdci istniejacych pol. O

Whiosek. Z lematéw 3.1.5 i 3.1.6 wynikae zmniejszenie obszaru UWIC ana osiagnac przez
ograniczenie maksymalnej szerokosci adresu pamieci R@¥ez unikanie stosowania pamieci ad-

resowanych stowem o maksymalnej szerokoSci.

W dowodzie lematu 3.1.6 wykazanze redukcja obszaru UWIC jest miowa na skutek dodania
dodatkowego pola do jednego z wektoréw 8epwych UWIC. Co wiecej, badajac wastti réznic
(3.31) i (3.34) mana okrelic, w jaki sposob naley zmniejsza szerok&ci istniejacych pdl, aby

uzyska& najmniejszy obszar ukfadu.Sle
3 1
294 5 . (9% 4 9 3.35
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to mniejszy uktad powstaje po dodaniu 2—bitowego pola lemzszeroksci a; > 4. Nierbwnast

(3.35) mana przeksztat€ido postaci

3
2aju—aj +2(lj/—aj < 57 (3.36)

ktora jest prawdziwa, @i a; i a;» sa mniejsze od,;. Wynika stad,ze dlaa;; < a; i a;» < aj;,
dodanie 2—bitowego pola kosztem pozwala na uzyskanie mniejszego obszaru UWI@,gdyby
dodane pole powstato kosztem szer®k@Ola; i a;r. J&li aj > a; luba;» > a;, to mniejszy uktad
powstaje po zmniejszeniu szer@pola; i a;.

Niestety, zmniejszanie szerdkm adreséw pamigeci na rzecz ich wigkszegdopowoduje zwiek-
szenie liczby iloczyndw c&giowych i w konsekwencji szerokoi sumy tych iloczynéw oraz obszaru
sumatora wstepnego. Poniemjadnak szerok& sumy iloczynéw czgciowych rénie z logarytmem
liczby dodawanych sktadnikéw, liczba ogniw FA w sumatorzetepnym zaley liniowo od liczby
dodawanych sktadnikow (lemat 3.1.1), a obszar pamieci WwOWyktadniczo w funkcji szerokgci
adresu (wzor (3.23)), stosowanie pamieci agjypojemn@ci jest nieoptacalne. Na podstawie lema-
tow 3.1.5i 3.1.6 mana oszacowagorne ograniczenie obszaru UWIC, w ktérym iloczynyscigwe

sa obliczane wylacznie za pomoca pamieci ROM.

Lemat 3.1.7. Niech K > 4 oznacza maksymalna szerokos¢ adresu pamieci ROMwJag&tadzie
wytwarzania iloczynéw czesciowych o strukturze opisaneozdz. 3.1.1 zostanazyte wytacznie

pamieci ROM adresowane stowem co naejyx —bitowym, to obszar uktadu wynosi co napey

2K -5
K-2

-m32 - A, awprowadzane opdznienjeg,(K)] - Ty

Dowad. lloczyny czéciowe sa obliczane diaszystkichkombinaciji dwuelementowych zawieraja-
cych po jednym polu z obu wektoréw vegjowych. Stad, maksymalna szerék@dresu pamieci
ROM wystapi, gdy kombinacja zawiera najszersze pola watdrie z obu operandéw.8lewiec mak-
symalna szeroldt pél jednego z operandéw wynasj,..., to maksymalna szerokopél dla drugiego

z operandéw mze bye co NAJWYZE] byrue = K — Gpas-

Zgodnie z lematami 3.1.5 i 3.1.6, uktad wytwarzania iloamyrczgsciowych zajmie najwiekszy
obszar, gdy szerolsai adreséw pamieci beda najwieksze. Aby tpewndc, ze maksymalna liczba
pamieci ROM bedzie pamieciami adresowanymi stowem osyaalnej szerok&ci, naley kazdy z
wektorow wegciowych UWIC podziefi na pola o takiej samej szerdm. J&li wektory wepgciowe
X.,Y, beda dzielone na pola ozdej szeroksci, kombinacje p6l wektorX, z polami wektoray

takze beda miaty rdne szeroksci.
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Niech szerok&t pdl jednego z wektorow bedzie rowaa,, € [2, K —2], a szerok&t pol drugie-
go wektorak’ — a,,.,.. Liczba pél jednego z wektoréw wyniesie ng};— a drugieg%. Liczba
iloczynéw czéciowych jest wiec réwn%. Dla ustalonegon, maksymalne wargi tej
funkcji wystapia dlaa,,,.. = 2 lub a,,,, = K — 2, a wiec najwieksza liczba iloczynéw c&agowych
powstanie, gdy jeden z wektoréw zostanie podzielony na paaerok&ci 2 bitéw, a drugiK’ — 2
bitéw. Liczba pamigci ROM wyniesie zate - =, a parametry kadej z nich sa opisane wzorem
(3.23). Obszar UWIC jest wiec ograniczony z gory pr;%%) . [2}{1—(?1 - A, a opOznienie przez
[log,(K)]| - Tr.. Poniewa minimalna warté¢ K jest ograniczona do 4, z wzoru opisujacego obszar

mozna usun@ operacje sufitu, skad beZrednio wynika wartst podana w lemacie 3.1.7. O

Z lematéw 3.1.4 i 3.1.7 wynikae maksymalny obszar uktadu wytwarzania iloczynéwscie
wych zaley od trzeciej potegi szerokoi stow wegciowych. Jgli zrezygnuje sie ze stosowania pa-
mieci ROM, mana zalenast maksymalnego obszaru ed, opisa funkcja kwadratowa. Pozwala to
przypuszcza, ze dla odpowiednio diegom, stosowanie pamieci ROM w UWIC powoduje pogor-
szenie charakterystyRT jednostki arytmetycznej. Aby jednak wykdazpoprawn@&ct tego wniosku,

nalezy zbada& parametry pozostatych blokéw struktury z rys. 3.1.

Charakterystyki AT sumatora wstepnego

Struktura sumatora wstepnego jest opisana w rozdz. Fkidda sie on z kaskady sumatorow RCA.
Ztozondst tej kaskady zaley zaréwno od liczby dodawanych sktadnikéw, jak td wag bitéw w
wektorach reprezentujacych sktadniki. Charakterysélksumatora wstepnego zagwiec od struk-
tury uktadu wytwarzania iloczynéw c&eiowych i liczby dodatkowych sktadnikéw sumowanych w
sumatorze wstepnym. Dokftadne oklenie parametréw AT sumatora wstepnego jest niezmiernie
trudne z powodu skomplikowanej struktury wynikajacej zbieznasci wag bitbw w sumowanych
wektorach. Mana jednak wykazg ze w zalenadsci od struktury UWIC, obszar sumatora wstepnego

zalezy odm? lub co najwyzejm?, a op6znienie otbg, (1m.,).

Lemat 3.1.8. Niechl > 0 oznacza liczbe dodatkowych sktadniké{v Jesli w UWIC do wytwarzania
iloczyn6éw czesciowyclzywane sa wytacznie uktady nmage?2 - m, bitdw, to istnieje struktura suma-
tora iloczynow czeSciowych o obszarze nie wieksz'yrémﬁ + m - (2 L+ %) +1- logz(l)) :

Ay, i opdznieniu nie wiekszymziog, (% +1) - T;.
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Dowdd. Jesli w UWIC iloczyny czéciowe sa wytwarzane za pomoca uktadéw mawych?2 - m,
bitow, to sumator iloczynow cagiowych sumujéz- wektorow(m. +2)-bitowych il wektorowm,.—
bitowych. Szerok&t sumy jest nie wieksza nm. + log,(l) bitéw. Charakterystyki AT sumatora
wstepnego sa oksone na podstawie lematu 3.1.1 na str. 93 przyzaaiai,ze obszar pojedynczego
ogniwa FA wynosiA;, a op6znienie sumatora, bitowego jest rowné’;,. Przyjmujacze wszystkie
sumatory maja szeroko réwna szerok&ci sumy wygciowej, gérne ograniczenie rozmiaru sumatora

iloczynéw czéciowych wynosi(Z= + 1) - (2 - m, + log,(1)). Dhugost ciezki krytycznej sumatora

iloczynow czéciowych jest rowna op6znieniu wprowadzanemu przez ksskamatorow dodajaca

me + | sktadnikow, czylilog, (2= + 1) - .. O

Lemat 3.1.9. Niech! > 0 oznacza liczbe dodatkowych sktadnik&{y a minimalna szerokos¢ pél
wydzielonych z wektoréw wejsciowych UWIC bedzie réown#e&li w UWIC zywane sa pamigci
ROM do wytwarzania iloczynéw czesciowych, to istnigjekstira sumatora iloczynéw czesciowych
0 obszarze nie Wigkszyntr@%i + M +2-1-my+1- log2(l)> - Ay, i op0Oznieniu nie wiekszym

nizlog, (’;—22 + l) T

Dowdd. Zgodnie z lematem 3.1.1 obszar zajety przez kaskade sudvatzaley liniowo od liczby
wektorow wegciowych i szeroksci sumatoréw. Liczba i szero&kbwektoréw wegciowych sumato-
ra zaley od sposobu podziatu wektoréw gejowych i struktury UWIC. J&di co najmniej jeden z
iloczynéw bedzie obliczany za pomoca uktadu macego, szerolgd sumy iloczynéw czgciowych
moze osiagn@ wartdst maksymalna oki&ona przez sume iloczynu argumentéw UWIC i dodatko-
wych sktadnikéwZz: (wzor (3.3)).

Poszukiwane jest gérne ograniczenie obszaru sumatoeyiiéa cz&ciowych, mana wiec przy-
jac, ze wszystkie sumatory maja maksymalna szesoko m. + log,(l) rbwna maksymalnej sze-
rokosci sumy iloczynéw argumentéw UWIC i dodatkowych sktadmik&:. Maksymalna liczba
sumatoréw zostaniezyta wtedy, gdy w UWIC powstanie maksymalna liczba ilocaynézescio-
wych, czyli gdy oba wektory wégiowe UWIC zostana podzielone na pola o szesck@ bitow.

Liczba iloczynéw czgciowych wyniesie Wtedy;l—gz. Przyjmujac szerol& maksymaln& - m., +

log, (1) dla wszystkich sumatorow, gérne ograniczenie obszaruskskumatorow wynosé ’;f + l) .

(2-m+log,(l)) - AL na podstawie lematu 3.1.1. Maksymalne opoOznienie wpraaael przez ka-

m2

skade sumatorow jest olgiene na podstawie lem. 3.1.1 jako opdznienie uktadu daegos: + |

sktadnikow. 0
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Z lematu 3.1.9 wynikaze jesliw UWIC stosowane sa pamieci ROM, to obszar sumatorgpve-
go zaley odm?. Jesli w UWIC uzywane sa wytacznie uktady maace2 - m,, bitdw, obszar sumatora
wstepnego zaly odm? (lemat 3.1.8). Dla niewielkichn, uzywanie pamigci ROM mze by ko-
rzystne, poniewaw tym wypadku potegin? i m? sa dzielone przez wiellszi zalene od szerok&xi
adresu zastosowanych pamieci ROM. Natomiast dla szdrakerandéw zajmowany obszar mo-
ze byt zbyt dwey. Jednak, aby oks&ic wptyw struktury UWIC na parametry catej jednostki, rle

jeszcze zbadaostatni stopie ramowej struktury z rys. 3.1.

Charakterystyki AT generatora wyniku

Struktura generatora wyniku jest opisana w rozdz. 3.1.8adsksie ona z kaskadowego potacze-
nia reduktoréw modulo i kacowego subtraktora warunkowego. Zgodnie z lematem 3litZha
reduktoréw w kaskadzie nie przekracza dwoch lub trzech f&aira struktura reduktoréw zale od
szerok&ci sumy iloczynéw czgciowych, na ktéra wptywaja struktury UWIC oraz sumatastep-
nego. Dla uproszczenia rozma mazna jednak generator wyniku rozpatrywjako oddzielny uktad

wyznaczajacy reszte dla stowabitowego.

Lemat 3.1.10. Niech K., € [4,k — m. + 1] 0znacza maksymalna szerokoS¢ pol wydzielonych z
bardziej znaczacej czesci wektora wejsciowego redtakinodulo. Obszar reduktora modulo zdefi-

niowanego w lemacie 3.1.3 jest nie wigkszy ni

k—m.+1 _ k—m,+1
’Vﬁ—‘ . { (2Kmaz 4+1) -m*+log2 <’7W—‘ —|—1) } ‘AL'

Dowdd. Bardziej znaczaca cag wektora we§ciowego jest podzielna n%lww pol zawieraja-

cych co najmniej 3 i co najwaej K., bitobw kazde. Jéli szerok&t pola przekracza 3 bity, zosta-
nie dla niego zastosowana pa®iBOM o obszarze mniejszym lub rownym pamigeci o pojeguno
2Kmaz . bitdw. taczny obszar zajety przez pamieci ROM jest wagganiczony z gory przez

Drugim elementem reduktora jest kaskada sumatoréw oljﬂzicaaume[ww + 1 wektoréw
reprezentujacych liczby mniejsze dd.. Z lematu 3.1.1 wynikaze potrzeba{’“ m@*ﬂ sumatorow,
ktérych szerokét bedzie rosta odn, do m, + [logy(k — m. + 1 + Kax) — 1ogy(Konax )| bitow.
Niechl, = [%W oznacza liczbe sumatoréw w kaskadzie. Gérnym ogranieremibszaru ka-

max

skady sumatorow jest - (m. + log,(ls + 1)) - AL. Obszar catego reduktora jest wiec ograniczony z
gory sumaﬂ’“K’szﬂ - QKmaz—=d g 4 P_Kmifﬂ : (m* + log, q%w + 1))) CAL O
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Niestety, w niektorych przypadkach reduktor zdefiniowanigmacie 3.1.3 jest uktadem o op6z-
nieniu liniowo zalenym od liczby bitéw bardziej znaczacej épgwektora wygciowego. Sytuacja
taka pojawi sie wtedy, gd¥X,.., = 3 i k — m, + 1 bedzie taka wielokrotréxia 3, ktérej nie da sie
podzielic na pola o innej @ 3 szerok&ci. Przyktadem jest wektor zawierajacy 9 bitowsldenini-
malny i maksymalny rozmiar pola wynosi 3 i 4 bity, to jedynaziiwoscia podziatu jest podziat na

trzy pola 3—bitowe.

Lemat 3.1.11.Dla reduktora modulo, w ktérym wszystkie pola bitowe magrakos¢ 3 bitow, zaje-
ty obszar miesci sie w przedziglgE=2+1] . m, - Ay, [E=2=t] L (m, 4 log, ([E=2=H])) - AL], @

wprowadzane opdznienie jest nie wigksze| Fi-2=t+1] - T,

Dowdd. Jesli wszystkie pola bitowe wydzielone z bardziej znaczazsfci wektora wegciowego
maja szeroket 3 bitdw, reszty dla tych pdl sa wyznaczane wytacznie zagua pamieci ROM wbu-
dowanych w sumatory RCA. Konieczne jest wigaycie sumatora dla kalego 3—bitowego pola, przy
czym kolejne sumatory muszabpotaczone kaskadowo. Pierwszy sumator w kaskadzie e oelsg -
te do mniej znaczacej czei wektora wejciowego, konieczne jest wiegyrie [ £=2:1] sumatoréw.
Minimalna szerokécia sumatora jest.. bitéw, a maksymalnau, +log, ([£=2%*1]), skad wynikaja

ograniczenia obszaru podane w lemacie 3.1.11. O

Aby unikna sytuaciji, w ktérej struktura opisana w lemacie 3.1.11zededyna maliwoscia
konstrukcji reduktora modulo, w rozprawie zdecydowarmliczba bardziej znaczacych bitéw wek-
tora wegciowego reduktora dzielona na pola bedzie mogta zmiesig@aw przedzialen, + 1. Zawsze
bedzie wigc istniat podziat, dla ktérego &gdub wszystkie pola wydzielone z \wgzej czgci wek-
tora wepciowego beda miaty szerodowieksza nz 3 bity. Pozwoli to zmniejszy dugdst Sciezki

krytycznej do wartéci zalenej od logarytmu liczby bitéw dzielonych na pola.

Lemat 3.1.12.Niech K,,;,, > 3 0znacza minimalna szerokos¢ pola wydzielonegozszej czesci
k—bitowego wektora wejsciowego reduktora modulep.a— 1 minimalna szerokoS¢ mézej czesci

tego wektora. Istnieje struktura reduktora modulo o disgj&cieki krytycznej nie wigkszejai

(ot + [10g, (| 252 1) ])

Dowdd. W reduktorze o minimalnej szero&oi pola réwnej 4 dla kedego pola mywana jest pa-

miec ROM wyznaczajaca reszte moduld,. Otrzymane reszty i @msza czgt wektora wejciowego
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sa nastepnie sumowane w kaskadzie sumatorow. Opéerjesti wiec rowne sumie opozimiaa;-
wolniejszej pamieci ROM (wz6r (3.23)) i kaskady sumator®a K,,;, > 3 wszystkie wektory
wejsciowe kaskady sa obliczane rownoszie, a wiec zgodnie z lematem 3.1.1 liczba pozioméw
kaskady nie przekroczipg, (L%J + 1). Liczba pozioméw kompletnego reduktora jest wiec

rowna co najwyej [log, (Kin)] + [log2 Q%J + 1)1 O

Charakterystyki AT kompletnej jednostki

Na podstawie zipondsci poszczegoélnych blokéw jednostki skonstruowanej wgdtnuktury ramo-
wej z rys. 3.1 mana oszacow@granice parametréw kompletnego uktadu. Najprostszyraausza-
niem maksymalnego obszaru dla uktadu zawierajacegoggaROM w UWIC jest suma maksymal-

nych wartéci danych przez lematy 3.1.7, 3.1.91 3.1.10 jako

2K—5 1 2Kmaw_4
(F=5+3) mis w2 ) A (3:37)

K-2 2 Kooz

Podobne oszacowanie @ znale dlasciezki krytycznej jako
(logy(m7) + logy(m.)) - Ty (3.38)

Sato jednak parametry dla jednostki, w ktérej stosowastadi@a liczba pamieci ROM o najwiekszej
dopuszczalnej pojemBoi. Znacznie bardziej interesujace sa charaktery#ykiiktadu, w ktorym
pamieci ROM sa stosowane jedynie w nielicznych przypatKap. dla iloczynéw cZgciowych pol

zawierajacych najwasze bity).

Twierdzenie 3.1.1.Niech m, oznacza szerokos¢ wektoréw reprezentujacych operamj§ciowe
X.,Y,, Z¢, al > 0 oznacza liczbe sktadniké# . Istnieje jednostka arytmetyczna o strukturze opisa-
nejw rozdz. 3.1 o obszarze nie Wiekszy'zr<r2i~ m2+ (8+2~l+ +%) -m*> - Ap iop6znieniu nie
wiekszym 1z (log, (my + 2 - 1) + logy (m.. + log, (1) + 5) + 5)-T7,, przy czym z uwagi na ograniczenia

wynikajace ze struktury reduktora modulo musi byt speliwarunek - m, + log, (1) < 22 — 17.

Dowdd. Zatézmy, ze w uktadzie wytwarzania iloczynéw cagiowych zywane sa wytacznie uktady

mnazace2 - m,, bitdw. Zgodnie z lematem 3.1.4 UWIC jest uktadem jednopomarym o obszarze

m2+m.

nie wigkszym nz =

- Ar. GOrne ograniczenie obszaru sumatora iloczynéveacpgvych jest
okreslone przez lemat 3.1.8 jak((mf +2-1-my, + %g?(” +1- logQ(l)> - Ap. Liczba poziomow

sumatora jest zdefiniowana przez lemat 3.1.1 jako(“5* + [).
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Wektor wyjsciowy sumatora iloczynow c&eiowych jest2m. +log, (1) )—bitowy. Niech generator
wyniku zawiera kaskadowe potaczenie dwdch reduktoréwutmav ktérych maksymalna szerodo
adresu pamieci ROM wynosi 4 bity. Z tabeli 3.1.3 wynike, maksymalna szeroéwektora wej-
sciowego reduktora modulo o wektorze wgijowym szerszym o dwa bity ad., wynosim, + 11.
Mniejszy obszar i opdznienie zajmuje reduktofo, + 9)-bitowym stowie wejciowym, mana
wiec przyja, ze bedzie on drugim reduktorem w kaskadzie 2é#a cz&¢ (m.. + 9)-bitowego wek-
tora wepciowego podzielona jest na dwa pola 3—bitowe i jedno 4whtdReduktor sktada sie wiec z
pamieci ROM o obszarze., i trzech sumatoréw, z ktérych dwa sa.—bitowe z wbudowana pamie-
cia, a jeden(m, + 1)—bitowy. Dlugdt sciezki krytycznej wynosi3 - T, (ROM i dwa sumatory). W
pierwszym reduktorze w kaskadzie bardziej znaczacgomektora wejciowego jest podzielona na
pola o szeroksci 4 bitdw, a szerol&t jego wektora wygciowego jest co najvaejm., + 9.

Z ograniczenia maksymalnej szerékbwektora wygciowego pierwszego reduktora da + 9
bitbw mazna na podstawie lematu 3.1.2 wyznatmgaksymalna szeroko & sumy iloczynéw cze-

§ciowych przez rozwiazanie nieréwsm

e

Po usunigeciu funkcji podtogi i sufitu otrzymujemy

k—m,+1+16
logQ( Mt 1T ><10,

4
skad
k—m, <22 —1T7. (3.39)

Obszar pierwszego reduktora modulo jest 8laay wedtug lematu 3.1.10 jako

qm*ﬂoi?(lwﬂ ‘ (2-m*+logqm*+log2il)+l+ﬂ))) A,

Liczba pozioméw pierwszego reduktora modulo jest 8koea wedtug lematu 3.1.12 jako

log, (M. + logy (1) +5) + 2.

W generatorze wyniku natg jeszcze zastosowavyjsciowy subtraktor warunkowy, ktérego ob-
szar jest co najwsej 4 - m,, a opéznienie réwne 2. Catkowity obszar i dhdg&ciezki krytycznej

jednostki jest suma obszaréw i diugpisciezek krytycznych poszczegélnych poduktadéw, czyli

2 « 2 *1 l * * l l * l l
(m*;—m +4~m*+%+m ;gz()er?Jr%o&()‘logz(%og?())+4.m*).AL
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oraz

(1 +3+ logz(% + 1) + log, (m. + logy (1) +5) + 2 + 2) Ty,

skad wynikaja przybfienia podane w tw. 3.1.1. O

Z twierdzenia 3.1.1 wynikaze jest maliwe znaczne zmniejszenie obszaru i op6znienia kom-
pletnej jednostki arytmetycznej w stosunku do oszaco(@a37) i (3.38). Twierdzenie 3.1.1 dotyczy
wytacznie uktadéw, w ktérych w UWIC nie sgywane pamigci ROM. Z dotychczasowych rozaa
wynika jednakze dla niewielkich szerolgzi modutu stosowanie pamieci ROM o matej pojesrio
moze byt uzasadnione. Niestety, skomplikowana naturazrafeci definiujacych strukture i charakte-
rystyki AT jednostki arytmetycznej znacznie utrudnia ragmanie analityczne problemu znalezienia
struktury optymalnej. Nakgy zatem stosowainne metody pozwalajace znatestrukture jednostki o

poszukiwanych parametrach.

3.2 Algorytm automatycznej generacji jednostek arytmetyenych

Dla danego modutu i dziatania mlbwve sa r@ne realizacje uktadu w strukturze podanej na rys. 3.1.
Doktadne oszacowanie parametréw podczas projektowaradulest jednak niezmiernie trudne. W
trakcie projektowania uktadu konieczne jest wiec wietike wprowadzanie zmian i sprawdzanie ich
skutkéw. Korzystne jest wiec zautomatyzowanie tego ppogmzwalajace na od@anie projektanta,
przyspieszenie procesu projektowania i unikniecie @ed

Idea proponowanego algorytmu generowania jednostekzema akumulacyjnego modulo pole-
ga na utworzeniu podzbioru mlwych konfiguracji uktadu, oszacowaniu parametrow padysth
jednostek i wybraniu tej o poszukiwanych parametrach. Vérghgnie badane sa jedynie te jednost-
ki, ktorych struktura podlega ograniczeniom wybranym ndgpawie poszukiwanych parametrow.
Pozwala to wyeliminow@na samym poczatku struktury o charakterystykddhznacznie rania-
cych sie od poszukiwanych. Dla pozostatych jednostekgymeadzany jest nastepnie petny proces
implementacji, po czym wybierane jest rozwiazanie o pataach najbliszych poszukiwanym.

Generowanie zbioru naiwych konfiguracji sktada sie z dwoéch etapéw. W pierwszkroku
tworzone sa konfiguracje uktadu wytwarzania iloczynéwscmwych i odpowiadajace im struktury
sumatora wstepnego. Drugi etap obejmuje konstrukcjgystkich maliwych generatoréw wyniku

dla uzyskanych szerokoi wektoréw wygciowych sumatora wstepnego. Nastepnie zgan zesta-
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wem generatora iloczynéw cggiowych i sumatora wstepnego taczone sa wszystki&tsirgigene-
ratora wyniku operujace na wektorze o sze&Haownej szeroksci sumy iloczynéw cZgciowych.
Po utworzeniu dopuszczalnych konfiguracji jednostek agyyeznych sa one sortowane wzgledem
wybranego kryterium, ktérym nee byt zajmowany obszad, wprowadzane opdznienig lub je-
den z iloczyndwAT czy AT?. Posortowanie wynikoéw unmiwia szybkie wytypowanie podzbioru

jednostek o zbtionych parametrach.

3.2.1 Uklad wytwarzania iloczynéw czéciowych i sumator wstepny

Skonstruowanie uktadu wytwarzania iloczynow &zigwych i sumatora wstepnego wymaga podje-
cia dwoch decyzji okr&ajacych strukture tych blokéw. Pierwsza z nich jestsib podziatu na pola
bitowe wektoréwX, i Y, reprezentujacych czynniki. Druga decyzja dotyczy wybaretody wy-
twarzania iloczynu c&eiowegao ;. dla kazdej pary pol wydzielonych z wektoréX., i Y. Obie te
decyzje okrélaja talze strukture sumatora wstepnego, ktérazgaled postaci iloczynow .

Dla zadanego moduhd/, i liczby I dodatkowych sktadnikéwz?, liczba maliwych szerok&ci
wektora sumyH moze osiagna najwyzej m, = |log,(M,)] + 1 wartdsci: odm, bitéw do 2m,
bitow. Poniewa struktura generatora wyniku zale od szeroksci wektora sumyH, wiec liczba
mozliwych konfiguracji generatora jest funkcja zakresuztiveych szerok&ci tego wektora. Liczba
mozliwych konfiguracji uktadu wytwarzania iloczynéw cgowych i sumatora wstepnego zeo
znacznie przekroctym,. Celowe jest zatem oszacowanie sze&ukbl dla wygenerowanych struktur
uktadu wytwarzania iloczyndéw cgeiowych i sumatora wstepnego.

Wynikiem algorytmu generowania uktadu wytwarzania ilaoay czéciowych i sumatora wstep-
nego sa wiec dwa zbiory. Pierwszy z nich zawiera wybrandigaracje wymienionych blokéw, w
drugim znajduja sie szerokoi wektoraH bedacego wygciem sumatora wstepnego. Konfiguracje
uktadu wytwarzania iloczynéw cgeiowych i sumatora wstepnego sa jednoznacznie opisape-z
moca zdefiniowanych w rozdz. 3.1 wektor@w b oraz macierzyc. Wektorya i b opisuja sposob
podziatu wektorowX., i Y, na pola bitowe. Macierz opisuje sposob obliczania iloczynawy,, dla
wszystkich kombinacji pél bitowych wydzielonychX, i Y.. Zbiér konfiguracji uktadu wytwarza-
nia iloczynéw czéciowych i sumatora wstepnego oznaczony jest jako Zbiét {(a, b, c)}. Zbior

mozliwych szerok&ci wektoraH jest oznaczony przeﬁ .

Pierwszym krokiem algorytmu jest znalezienie wszystkiabzlmvych podziatow wektoran,—
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bitowego na pola o szerokoi minimum 2 bity. W drugim kroku, dla znalezionych podaiattwo-
rzone sa kombinacje dwuelementowe z powtdrzeniami ogésypodziaty wektorévX., i Y,. Trzeci
etap algorytmu obejmuje wybranie metody obliczania ilogay czéciowycho;;, dla wszystkich
kombinaciji p6l bitowych okrglonych przez sposéb podziatu wektor®y i Y,. Ostatnim krokiem
jest zbudowanie n@iwych struktur sumatora wstepnego i znalezienie zbgaerok&ci wektoraH.
Formalny zapis kompletnego algorytmu generowania uktagiwerzania iloczynéw cZAziowych i

sumatora wstepnego przedstawia alg. 7.

Algorytm 7 Algorytm generowania wybranych konfiguracji uktadu wytweamia iloczynow czgcio-

wych | sumatora wstepnego
Dane wegciowe: M, [

1: generuj zbiéd (m,) = {T} kompozycjim. nie zawierajacych sktadnikéw 1
2: for j =0to |I'(m,)| do

33 a=1IY

4. for k=0to |['(m.)| do

5: b=T*

6: Znajdz elementy wedtug réwnania (3.40)

7: Dopisz(a, b, ¢) do zbioruY

8: Znajdz szerokst sumyH dla utworzonego uktadu

9: Jesli obliczona szerol& nie naley do zbioruH, dopisz ja do zbiorud
10:  end for
11: end for

12: return T, H

Uktad wytwarzania iloczynéw czeciowych

Podziaty wektoran,—bitowego sa opisane za pomoca kompozycji liczlyynie zawierajacych sktad-
nikow 1 (rozdz. 2.2.1, str. 45). Po znalezieniu zbibfu, ) zawierajacego kompozycie.., kolejnym
krokiem algorytmu jest utworzenie par wektor@wb jako dwuelementowych kombinacji z powto-
rzeniami elementow zbiorli(m.). Nastepnie dla kadej parya, b wybierane sa metody obliczania
poszczegdlnych iloczynow cgegiowycho .

W celu zmniejszenia liczby konfiguracji uktadu, metoda cdiniac ;. jest uzaleniona od szero-
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kosci pdl, dla ktorych dany iloczyn jest obliczany. Pozwalantowyeliminowanie najbardziej kosz-
townych struktur na poczatku algorytmu. Kryterium wybamatody wytwarzania iloczynéw c&eio-
wych jest szerok& pdl, dla ktérych dany iloczyn jest obliczany. Dla matyclesikdci stosowane
sa pamigeci ROM, dla diych szerokéci tahszym rozwiazaniem jest uktad mrenia2 - k bitow. W
proponowanym rozwiazaniu uktad mrenia2 - k lub 3 - % bity jest wybierany tylko wtedy, gdy jedno
Z p6l ma szerok&t 2 lub 3 bity, a drugie co najmnig{ bitéw. Dla uproszczenia procedury w opi-
sywanym rozwiazaniu przyjetd = m,. W pozostatych przypadkach stosowana jest parR@M.
Funkcja okrélajaca wartsci elementéw macierzy wynosi wiec

1 da (a; € [2,3]Nby > K)U(bg €[2,3]Na; > K)

x(aj, by) = ) (3.40)
0 w pozostatych przypadkach

Uzasadnieniem tej decyzji sa trzy argumenty. Po pierwszdtyce mnaace operandy dowolnej
szerok&ci sktadaja sie z uktadéw mmenia2 - k bitéw oraz sumatoréw CPA, tak wigec po dodaniu
sumatora wstepnego przypadki te powstaja automatycPoielrugie, pominiecie pamigeci ROM dla
szerokich pél nie wptywa na zmniejszenie liczbhgytecznych uktadéw ze wzgledu na wyelimino-
wanie jedynie rozwiazao duzym obszarze. Po trzecie, stosowanie uktadéw ren@?2 - k bitéw
dla waskich pol jest w dzej czesci przypadkéw nieefektywne ze wzgledu naziiwost znacznego
zwiekszenia szerolazi wektoraH i w konsekwencji zt@aondsci generatora wyniku. Przyktadem mo-
ze byt obliczenie iloczynu c&ziowego dla p6l zawierajacych dwa najstarsze Hityi Y,. W tym
przypadku lepszym rozwiazaniem jest zastosowanie @M, w ktérej przy poréwnywalnym

obszarze mmna zredukow@wartcat iloczynu czéciowego moduld/z,.

Sumator wstepny i oszacowanie szerolszi sumy iloczynéw czgciowych

Struktura sumatora wstepnego jest &oma przez postailoczynéwoj, ktéra zaley od wyzna-
czonych dotychczas elementow zbidfu= {(a, b, c)}. Sumator wstepny jest konstruowany wedtug
alg. 4 opisanego w rozdz. 3.1.2 na str. 96. Nastepnie, dlddgp sumatora wstepnego obliczana jest
szerok&t wektora sumyH. Obliczone szerol&i sa dopisywane do zbiot.

Szerok&t wektora zaley od maksymalnej warfzi sumyH. Maksymalna wartst H jest ogra-
niczona od gory przez sume maksymalnych w&etavszystkich iloczynéws;, i sktadnikéw Z:.
Maksymalne wartsci sktadnikowZ’ wynoszal/, — 1. W ten sam sposéb olgmne sa maksymalne

wartosci tych iloczyndw czgciowych, ktére sa wytwarzane za pomoca pamieci ROMilbéaynow
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czesciowych obliczanych za pomoca uktadéw maoych wartécia maksymalna jest liczba repre-
zentowana przez wektor zawierajacy same "1".

Obliczony wedtug powgszej reguty zakres wardoi szerokéci wektoraH wynosi[m., 2 - m, +
log, (I + 1)]. Minimum réwnem,. wystepuje dla = 0 i pojedynczego iloczynu cigiowego obli-
czonego za pomoca pamieci ROM adresowanegjeriéem catych wektoréuX., i Y,. Maksymalna
szerok&t H oznacza liczbe bitbw wymagana w przypadku, gdy wszystkiezyny czgciowe sa
wytwarzane za pomoca uktadéw maraaych2 - k lub 3 - £ bitéw.

Rzeczywista maksymalna waso/ maoze by mniejsza od oszacowania przyjetego jako suma
wartasci maksymalnych wszystkich sktadnikéw. Wynika to z nielmosci funkcji realizowanych
przez pamieci ROM oraz ograniczonego zbioru wect@argumentéwX, i Y,. Poniewa X, i Y, sa
ograniczone do przedziafQ, M,), maze sie zdarz§, ze kombinacje bitbw wymagane do wymusze-
nia wartéci maksymalnych dla wszystkich iloczynéw éz@wych sa poza zakresem wdto.X,

i Y,. Szczegoblnie widoczne jest to w przypadku, gdy&zgpczyndw cz&ciowych jest wytwarza-
na za pomoca pamieci ROM, a &ga pomoca uktadéw mazacych. Wymuszenie maksymalnych
wartosci na wygciach uktadéw mrzacych wymaga podania na ich weja stéw zawierajacych sa-
me "1". Dla pamieci ROM wymagane sa zupetnie inne komhjmamlene od wag poszczegdinych
bitow i modutuM,. Co wiecej, jest mpliwa sytuacja, w ktérej dla zadanych wag bitéw adresowych
niemazliwe jest otrzymanie liczby, ktérej reszta modulh, wynosiM, — 1. Niestety, doktadne osza-
cowanie maksymalnej wagoi H wymaga sprawdzenia wszystkich kombinacji wadicmperandéw

wejsciowych, co jest niezwykle kosztowne.

3.2.2 Generator wyniku

Po wyznaczeniu elementow zbioFimozna wygenerowawszystkie wymagane struktury generatora
wyniku. Struktura generatora wyniku zajeod sposobu podziatu wektoEana pola, ktéry jesécisle
zaleny od szeroksci tego wektora. Dopasowanie poszczegoélnych struktuergéora wyniku do
odpowiedniego sumatora wstepnego dokonywane jest ndgwigsszeroksci wektoraH taczacego
te bloki.

Konfiguracja pojedynczego generatora wyniku jest zdefiaimaprzez sposoby podziatdw na pola
bitowe wektoréw wegciowych kolejnych reduktorow w kaskadzie. Znajac spgsddiziatu wektora

wejsciowego danego reduktora mma jednoznacznie olkC jego strukture na podstawie alg. 6 ze
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str. 107. Spos6b podziatu wektora weipwegoi—tego reduktora jest opisany wektorelh Kolejne
wektoryd’ tworza macierd opisujaca strukture kompletnej kaskady reduktoréw aiedwektory
d’ sa tak dobierane, aby liczby vggiowe kolejnych reduktoréw modulo w kaskadzie tworzykyi
malejacy zbieny do liczby mniejszej od - ..

Wszystkie wygenerowane konfiguracje generatora wynikepgsane za pomoca zbior: {\ =
(D)} macierzy opisujacych kaskady reduktoréw modulo. Dladej szerokéci ze zbioruH moze

powsta& wiele macierzyD opisujacych rane struktury kaskady.

Algorytm konstruowania struktur generatora wyniku

Zadaniem algorytmu konstruowania generatora wyniku @igest zbudowanie kaskad reduktorow
modulo zakéczonych subtraktorem warunkowym. \8keilem kaskad jest wektdd o dopuszczal-
nych szerokéciach zapisanych w zbiorZé. Konstrukcja kaskad dla zadanej szerstiqalg. 9) jest
zrealizowana za pomoca kolejnych iteracji odpowiedzjielinza utworzenie maiwych konfiguracji
reduktorow modulo na tym samym poziomie kaskady. Iteraega kontynuowana do momentu, w
ktorym maksymalne wargei liczb wyjsciowych wszystkich wygenerowanych reduktoréw modulo
sa mniejsze od - M,. Po zakéiczeniu czgci iteracyjnej algorytmu kada kaskada reduktoréw jest
uzupetniana o subtraktor warunkowy. Subtraktor zawiestezekomparatoréw, ktérych liczba zale

od maksymalnej war&zi liczby wyjsciowej ostatniego reduktora kaskady.

Algorytm 8 Algorytm automatycznej generacji wszystkich konfiguragneratora wyniku
Dane wepciowe: Zbiér [ zawierajacy szerokazi wektoréw wygciowych sumatoréw wstepnych

1: fori=1to ‘H‘ do
2:if h; > m, + 3 then
3: Generuj dla zadanej szerd@h; zestaw wszystkich nmhiwych konfiguracji kaskad reduk-

toréw modulo zgodnie z alg. 9

4: Wszystkie otrzymane konfiguracje dopisz do zbidru

5  else

6: Dopisz do zbioru\ macierzD zawierajaca wektod’ = (fLZ-)
7. endif

8: end for

9: return A
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Istotna operacja w alg. 9 jest znalezienie wszystkicbhkstr pojedynczego reduktora modulo
dla zadanej szerokoi wektora wejciowego (linie 1 i 13). Struktura reduktora jest jednozméie
okreslona przez wektod® opisujacy sposéb podziatu wektora wejpwego na pola bitowe. Poszcze-
goélne elementy wektord’ musza by tak dobrane, aby lemat 3.1.3 ze str. 103 byt spetiony; czyl
dy € [m. —1,m, +1]id; > 3dlaj > 0. Gérne ograniczenie wakoi d nie jest wymagane
dla zapewnienia poprawBoi dziatania uktadu. Ma ono jednak istotny wptyw nazio&t catego
ukfadu.

Wszystkie uktady prezentowane w niniejszej pracy sa ptojgane pod katem FPGA. Pamieg-
ci ROM sa tam z reguty budowane z wykorzystaniem elemeptarpamieci o matej pojemisai
(ang. Look—Up Tables, LUT Uzywanie pamigeci adresowanej stowem szerszymagires pojedyn-
czej pamieci elementarnej wymaga konstruowania uktadiezrajacego dodatkowe elementy. Liczba
wykorzystanych LUT zatey wyktadniczo od szerolgzi adresu pamieci, ktéra nalezaimplemento-
wac. W uktadach rodziny Spartan 2/Virtex tablice LUT majagropat 16x 1 bitéw. Wynika stadze
zbudowanie pamieci adresowanej stowem 5-bitowymeneymagéa dwupoziomowego uktadu, ktod-
rego opoznienie bedzie znacznie wigksze od opoznienjedynczej LUT. Liczba wykorzystanych
LUT moze byc dwukrotnie wieksza, midla pamigci adresowanej stowem 4—bitowym. Zatergya-
nie pamigci adresowanych stowem 5-bitowymzeigie ze znacznym wzrostem kosztéw w stosunku
do pamigeci adresowanych stowem 4—bitowym. Dla szerszini adresowych koszty wzrastaja wy-
ktadniczo. Z tego powodu w algorytmach konstrukcji redu&tmodulo przyjeto ograniczenie mak-
symalnej szerolk&xi példj. dlaj > 0 rowne szeroksci adresu LUT, czyli 4 bity.

Ograniczenie maksymalnej szerékd pola do 4 bitéw powodujee jedynymi dopuszczalnymi
szerok&ciami péld;i sa 3 lub 4 bity. Pola te sa adresami pamieci ROM, ktérydrabi wprowadza-
ne opo6znienie sa praktycznie niezale od ich zawarfri. Kolejnat pdl wydzielonych z wektora
wejsciowego reduktora modulo nie ma wiec wiekszego znaazémizna wiec przyja, ze jedynymi

interesujacymi strukturami reduktora modulo sa uktagisane przez wektory, dla ktérych

~

do+3 ks +4-ky=h, (3.41)

gdzieks oznacza liczbe element&y réwnych 3, ak, oznacza liczbe elementéidy = 4. Kolejnost
elementéw!; dlaj > 0 mozna przyjg dowolna, czyli np. elementy o vegzych indeksach przyjmuja
wartost 4, a pozostate 3. Podegjie to pozwala na szybkie wyznaczenieatihwych sposobéw podziatu

wektora o szerokexih, poniewa rozwiazania (3.41) nima znale za pomoca algorytmu Euklidesa.
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Algorytm 9 Algorytm generacji wszystkich kaskad reduktoréw dla zajlaaerok&ci i

Dane wepciowe: Szerok&e h
1: Za pomoca alg. Euklidesa znajdz wszystkie struktury gyapezego reduktora modulo dla zada-

negoh i zapisz je do zbioru\,,,;

2: repeat

3 Ay =10

4:  for D rébwnego kolejnym kaskadom/y,,,; do

5: if wartasC maksymalna liczby wyciowej kaskadyD < 4 - M, then
6: DopiszD do zbioru wynikowega\,

7: else

8: DopiszD do zbioruA,,»

9 end if
10:  end for

110 Apppr =0
12:  for D réwnego kolejnym kaskadom/g,,,,» do
13: Za pomoca alg. Euklidesa znajdz wszystkie struktury gyjezego reduktora modulo dla

wektora wygciowego kaskady opisanej przBz

14: for wszystkich wygenerowanych reduktorale

15: Dodaj bieacy reduktor na koniec kaskaflyi wynik dopisz doA ;1
16: end for

17:  end for

18: until Ay # 0

19: return A,

Procedura wyznaczania wszystkich struktur reduktora neodia zadanej szerokei » moze wiec
zost& zaimplementowana bardzo prosto. Wystarczy dla wszystkartéscidy € [m, — 1, m, + 1]

znaleZ rozwiazania spetniajace (3.41).

Po utworzeniu wszystkich kaskad reduktoréw modulomalezda z nich uzupetgisubtraktorem
warunkowym odejmujacym odpowiednia krofgal/,. Subtraktor warunkowy sktada sie ze zbioru
komparatorow sterujacych sumatorem z pamiecia praedshym na rys. 3.5 na str. 99. Ograniczenie

wartosci liczby wyjsciowej kaskady modulo powodujee wymagana krotrsd mazna znalez za
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pomoca maksymalnie 3 komparatoréw. Bgip komparatoréw nama zatem podabezpérednio na
trzy wejscia adresowe pamieci ROM w sumatorze z pamigcia.

Konstrukcja subtraktora warunkowego jest ;koma wytacznie przez maksymalna wattdicz-
by wyjsciowej kaskady sumatoréw. Z powodu jej prostotyzmawiec zrezygnowaz jakichkolwiek
dodatkowych metod reprezentacji subtraktora warunkow@fystarczy posiadainformacje o mak-
symalnej wartéci liczby wyjsciowej kaskady reduktoréw i na tej podstawigy@ jednego z kilku

predefiniowanych subtraktoréw.

3.2.3 Kompletna jednostka arytmetyczna

Struktura jednostki arytmetycznej powstaje w wyniku pafenia struktur uktadu wytwarzania iloczy-
néw czgciowych i sumatora wstepnego z odpowiednimi generationgmiku. Struktury uktadu wy-
twarzania iloczynow c&ziowych i sumatora wstepnego sa opisane elementamiZbio{ (a, b, c)}.
Struktury generatora wyniku sa opisane elementami zbior§i(D)}. Do petnego opisu kompletnej
jednostki wymagana jest znajostostruktur opisanych zbiorarffi i A. Zbiér wszystkich struktur jed-
nostek arytmetycznych jest oznaczony prez {(a, b, c,D)}. Elementy zbiorowl i A sataczone

na podstawie szerokoi wektora taczacego opisywane przez nie poduktady.

Algorytm 10 Algorytm automatycznej generacji kompletnych jednosigkraetycznych
Dane wepciowe: M, [

1: Generuj wedtug alg. 7 zbior¥f, H opisujace konfiguracje uktadu wytwarzania iloczynéw-cze

Sciowych i sumatora wstepnego

N

. Na podstawig? generuj wedtug alg. 8 zbiék opisujacy konfiguracje generatora wyniku

3: for v reprezentujacego kolejne elemefftydo

4:  for )\ reprezentujacego kolejne elementylo

5: if szerok&t wektora wygciowegaou jest rowna szerol&xi wektora weciowego) then
6: Dopisz do zbioru? potaczenie uktadow i A

7. end if

8: end for

9: end for

10: Sortuj zbiérS2 wedtug wybranego kryterium

11: return €2
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Algorytm tworzenia struktur kompletnej jednostki arytiyenej (alg. 10) sprowadza sie do znale-
zienia wszystkich odpowiadajacych sobie par elementdaraly i A. Po wygenerowaniu wszystkich
struktur obliczane sa ich parametry AT przy pomocy wzor8w22)-(3.25). Nastepnie zbidér rozwia-
zan jest sortowany wedtug wybranego kryterium, ktérymamd\c zajmowany obszad, wprowa-
dzane op6znienié lub jeden z iloczyndwAT lub AT?. Posortowanie wynikow unmiwia tatwy

wybor podzbioru jednostek o poszukiwanych parametrach.

3.2.4 Ziazonast obliczeniowa

Zadaniem alg. 10 jest wygenerowanie zestawu jednostetnatytznych i okrglenie ich charaktery-
styk AT. Ztozondst obliczeniowa algorytmu nee byt wiec opisana liczba tworzonych konfiguracji
jednostek arytmetycznych. Gtéwnymi czynnikami wptywajmi na zt@ondst algorytmu sa zatem
liczba maliwych konfiguraciji bloku ztaonego z uktadu wytwarzania iloczynéw &zgowych i su-

matora wstepnego oraz liczba mtigvych konfiguraciji generatora wyniku.

Liczba konfiguracji uktadu wytwarzania iloczynéw czesciowych

Wszystkie konfiguracje uktadu wytwarzania iloczynéw&zewych i sumatora wstepnego zawarte sa
w zbiorzeY. Kazdy element zbior® powstaje w wyniku wyboru sposobu podziatu operandéw wej-
sciowych i metody generowania iloczynéw ée@wych. Poniewametoda wytwarzania iloczynéw
czesciowych zaley od szerokéci pdél, dla kadej pary podziatéw operandéw véejowych istnieje
tylko jedna metoda generowania iloczynéw &zipwych. Z tego powodu moc zbiofl zalezy wy-
tacznie od liczby maliwych podziatéw wektora o szerokoim, = |log, (M. )] + 1 bitbw. Sposoby
podzialu sa opisane przez zawarte w zbidrZe:,) kompozycje liczbym, nie zawierajace skiad-
nikéw 1. Elementy zbiordl' powstaja w wyniku kombinacji dwuelementowych z powtdiiaem

elementéw zbiord’'(m., ), tak wiec ich liczba jest ok&ona jako

= I (L) +1) .

Zgodnie z (2.27), moc zbiorli(m,) zalezy wyktadniczo odm.., stad liczba maliwych konfigura-
cji bloku ztozonego z uktadu wytwarzania iloczynéw &pgwych i sumatora wstepnego jest rzedu

O(¢*™) dlag = 5,
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Liczba konfiguracji kompletnych jednostek

Okreslenie liczby maliwych konfiguracji generatora wyniku jest siotrudne. Liczba ta zaky za-
réwno od liczby maliwych szerok&cih € H wektora wypciowego sumatora wstepnego, jak i od
wartdsci tych szeroksci. Wartét szerok@ci i jest zalena od metody wytwarzania iloczynéw cze-
sciowych oraz od konstrukcji kaskady sumatoréw w sumatarzigpnym, ktéra ulega modyfikacji
dla modutéw o matym okresie poteg 2 modulf,.. Dodatkowo, dla danej szerakai 2 mozliwosci
konstrukcji generatora wyniku s&cisle zwiazane z ograniczeniem na rozmiar p};jldla ktorych
obliczane sa reszty moduld,. Z powyzszych wzgledéw doktadne zalessci opisujace liczbe nm

liwych konfiguracji kompletnej jednostki arytmetycznegrsa znane.

15000
: _ o

12000 Liczba kompletnych jednostek © n
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%2}
2 9000( .
°
L
S x
2 6000 o T
L
-

3000~ o X N

o X

o—& & & & o ® T | | |
5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Szerok&t modutu [bit]

Rysunek 3.6. Liczba nmiwych konfiguracji jednostki modulo w funkcji szeroka modutum, =

llogy(M.,)| + 1 dlal = 1.

Ztozondst obliczeniowa kompletnego algorytmu mejednak bg oszacowana ze stosunkowo
niewielkim btedem. Naley zauwayc, ze dla zataonych ograniczenad; dlaj > 0 liczba mali-
wych struktur generatora wyniku dla szerékbh < 30 nie przekracza kilkunastu, dodatkowo dla
wielu wartdsci h jest ona dao mniejsza. W zwiazku z tym zZondst catego algorytmu niee byt
przyblizona z doktadngcia do rzedu wielk&ci liczba maliwych konfiguracji uktadu wytwarzania
iloczynéw czéciowych. Na rys. 3.6 przedstawiono zalest liczby konfiguracji uktadu wytwarzania
iloczynéw czéciowych oraz liczby wszystkich wygenerowanych konfigjire@mpletnej jednostki

arytmetycznej od szerokoi modutu. Dane dla wykresu uzyskano poprzez wygener@yadnostek
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dla 10 wart&ci modutu)M, dla kazdej szerokéci m... Wartcsci M, rozmieszczono réwnomiernie
po calym przedzial¢2™~!, 2™+), Mozna zauwayc¢, ze dla pokazanego zakresu modutéw liczba
konfiguracji kompletnego uktadu jest co najey 2-3 krotnie wieksza od liczby konfiguracji uktadu
wytwarzania iloczynéw cZeiowych. Poniewaliczba uktadéw wytwarzania iloczynéw cagowych

zalezy od |I'(m.)|*, wobec tego zlpondst catego algorytmu jest rzedn(¢? ™).

3.3 Podsumowanie

Zaproponowana ramowa struktura jednostek arytmetyczpypaiwala na implementacje dowolnej
kombinacji mnaenia i dodawania modulo. Zasadnicza zaleta rozwiazanporéwnaniu z dotych-
czasowymi uktadami jest wyeliminowanie pamieci ROM aeéupojemn@&ci na rzecz efektywne-
go wykorzystania podstawowych elementéw konstrukcyjnyebtepnych w nowoczesnych FPGA.
Dzieki temu zaprojektowana struktura umlisvia skonstruowanie jednostki arytmetycznej o obszarze
zaleznym od kwadratu szerokoi modutu i opdznieniu zakmym od logarytmu z szerokoi modutu.

Jako przyktad jednostki o nowej strukturze ma przeanalizowapokazany na rys. 3.7 jeden z
mozliwych uktadéw dla)z, = 109. Pierwszym stopniem jednostki jest zbiér trzech uktadévorga
cych obliczajacych 9-bitowe iloczyny cagiowe powstate poprzez wymrenie wektord’, oraz pol
wektoraX,. lloczyny te oraz dodatkowy sktadnik, sa sumowane za pomoca kaskady sumatoréw
RCA. Poniewa na kadym poziomie drzewa liczba operandéw jest redukowana owsmtwyma-
gana jest kaskada dwupoziomowa. Sygnatenseigivym drzewa sumatorow jest 14—bitowy wektor
reprezentujacy sumg.

Z powodu ogranicz@ sprzetowych maksymalna wastoargumentu subtraktora warunkowego
nie powinna przekraczat - M,. Poniewa zakres wartsci sumyH jest znacznie wiekszy, kolejny
stopiéh uktadu dokonuje redukcji/ do 9—bitowej sumyl’. Wyzsza cz&t wektoraH jest dzielona
na dwa pola, 3—i 4—bitowe, dla ktérych wyznaczane sa reaptyulo109 za pomoca pamigeci ROM.
Pami& zawierajaca reszty dla pola 3—bitowego jest wbudowanamesor RCA. Obliczony sygnat
V jest podawany na wggie subtraktora warunkowego ztmego z komparatoréw poréwnujacych ze
statymi 108 i 217 i sumatora. Zadaniem komparatoréw jeshalzacja zakresu warsgi V. Na rys.
3.7 komparatory wytwarzaja dwa sygnaly:> 108 V' > 217. Sygnaly te sa podawane na &ep
pamieci ROM zawierajacej state —109 i —218 w kodzie U2 dodawane dd’/. Po odjeciu takiej

krotnosci 109 odV/, aby otrzymany wynik naleat do zakresyo, 108], jest on réwny poszukiwanej
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Rysunek 3.7. Przyktad jednostki arytmetycznej memmia akumulacyjnego modul®9.

wartesci | X, - Y + Z. |49 -

Proponowana ramowa struktura jednostek arytmetycznyzivagla na implementacje wieluzé
niacych sie charakterystykamil" uktadow realizujacych to samo dziatanie dla tego samegiuhaio
Pozwala to na wybor jednostki o parametrach dostosowanggbodostatej cZi systemu, dzieki
czemu w wielu przypadkach mpa unikng stosowania rozwiazao najwiekszym obszarze badz
op6znieniu. Z drugiej strony, da liczba rozwiaza komplikuje algorytmy wyszukiwania jednostek
0 wymaganych parametrach.

Zaprojektowana struktura jednostek arytmetycznych skkad z trzech blokéw potaczonych ka-
skadowo. Struktura i parametry poszczegélnych blokéwzzabel decyzji podjetych przy konstrukcii
blokéw poprzedzajacych. Utrudnia to znacznie poszukiavaktadéw o zataonych parametraciT’,
tym bardziej,ze formuly opisujace obszar i opdznienie pojedynczegéibka d&t skomplikowane.

Dodatkowo, struktura jednostki jest oktena przez kombinacje kompozycji liczby bitéw wektoréw
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wejsciowych. Poniewaliczba kompozycji zaley wyktadniczo od liczby bitéw argumentéw, wraz ze
wzrostem szerol&ei argumentéw liczba naiwych konfiguracji jednostki arytmetycznejsnie bar-
dzo szybko. Konieczne jest wiec znalezienie metody poaj@egj na szybkie i wygodne wytypowa-
nie struktury jednostki o zalmnych parametrach. Ze wzgledu nadiiczbe maliwych rozwiaza,
znalezienie struktury optymalnej me by¢ niezmiernie trudne. Z drugiej strony, zauliczba struktur
powoduije ze istnieje liczna grupa uktadéw o parametrachzdslych do poszukiwanych.

Aby skrécic czas poszukiwania wybranej jednostki i odwi@ projektanta zaproponowano algo-
rytm automatycznej generacji uktadu o parametraddh mieszczacych sie w zadanych granicach.
Zaprezentowany algorytm urmkiwia wygenerowanie i oszacowanie charakterystyK jednostek
arytmetycznych modulo o strukturze przedstawionej na3yks. Poprzez ograniczenie maksymalne;j
pojemndci pamieci ROM w ukfadzie wytwarzania iloczynow éz@wych i generatorze wyniku nie
sa konstruowane jednostki o zium obszarze. Dla wszystkich utworzonych jednostek séepag
szacowane ich charakterystykil’, co umaliwia wstepny wybér grupy uktadéw o poszukiwanych
parametrach. Wybrana grupa uktadéw jest nastepnie imgriemvana w docelowym uktadzie FPGA
i na podstawie raportéw po syntezie typowany jest uktad tepagych charakterystykachr .

Poniewa w algorytmie konieczne jest sprawdzenie liczby strukiaieznej od liczby kompo-
zycji szerok&ci operanddw, ziondst algorytmu jest wyktadnicza. Dla modutéw o szergkiach
do kilkunastu bitéw liczba kombinacji nie przekracza jekind’, co pozwala na szybkie uzyskanie
wynikéw. Dla szerokich operandéw vegjiowych naley zastosow@inne ograniczenia na strukture
UWIC ze wzgledu na wzrost zZkmndt jednostek arytmetycznych, w ktérych iloczyny seowe sa

obliczane za pomoca pamigci ROM.
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Rozdziat 4

Implementacja

W rozdziale zaprezentowano rezultaty eksperymentéw datych implementacji uktadéw arytme-
tyki resztowej w FPGA i wspomagania obli¢ze algorytmach swietlenia globalnego. Wszystkie
testy zostaty przeprowadzone na komputerze wypmsgm w 1 GB pamieci RAM i procesor AMD
Athlon™64 taktowany zegarem 2,5 GHz z zainstalowanym systememanisiXP. W pierwszej cze-
Sci przedstawiono sposob implementacji algorytmu autgozaego generowania resztowych jedno-
stek arytmetycznych. Druga &ezawiera analize parametrow resztowych jednostek atyttmrych

i ich poréwnanie z dotychczasowymi rozwiazaniami. W &idrzeciej zaprezentowano parametry
resztowych kanatéw obliczeniowych skonstruowanychyciem HRNS zaproponowanych w rozdz.
2.3. W ostatniej cZxi zawarto wyniki implementacji uktadoéw sprzetowego asagania AOG z

wykorzystaniem arytmetyki resztowe;.

4.1 Algorytm automatycznej generacji jednostek arytmetyeznych

Zaprezentowany w rozdz. 3.2 algorytm automatycznej gejieesztowych jednostek arytmetycz-
nych (alg. 10, str. 129) zostat zaimplementowany w jezykud (Powstaty kod mana skompilowa
zarowno wsrodowisku Visual Studio 2005, jak i kompilatorem g++.

Program generujacy jednostki arytmetyczne tworzy icts epijezyku VHDL. Opis ten jest na-
stepnie jest implementowany w uktadzie FPGA XC2S200-68852 wyciem Srodowiska Xilinx
ISE Foundation 7.1i. Dodatkowo dla x@ej wygenerowanej jednostki tworzony jest model zawie-
rajacy pobudzenia testujace (atgstbench Model testujacy pozwala automatycznie zweryfikowa

poprawn&t dziatania za pomoca symulatora ModelSim XE 11l 6.0a. Galyces generowania i im-
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plementacji jednostek jest realizowany za pomoca zestkmptéw dokonujacych automatycznej
generacji, weryfikacji i implementacji uktadéw dla zadamyarametrowlz, i . Zadaniem mytkow-
nika jest jedynie wybor najbardziej odpowiedniego rozaigia.

Zaproponowany algorytm generacji jednostek arytmetycamygodulo miat utatwé eksperymen-
ty dotyczace wyboru modutéw dla resztowego systemu lissym zywanego do zwiekszenia prze-
pustowdci uktadéw mnaenia akumulacyjnegozywanych w algorytmachawietlenia globalnego.
Poniewa zakres dynamiczny poszukiwanego RNS nie przekraczaddiksieciu bitéw, rozmiar po-
jedynczego modutu zostat ograniczony do 16 bitéw. OgramiEzto pozwala naaycie 32-bitowych
liczb do reprezentacji wynikow oblichepcsrednich w prototypowym programie, co begpednio
przektada sie na wysoka szylskodziatania oraz fatwat implementacji. Niestety, uniematiwia to
wygenerowanie poprawnie dziatajacych jednostek dla Advdu/z, > 26,

Algorytm zaprezentowany w rozdz. 3.2 (alg. 10, str. 129)am&rposortowany zbiér wszystkich
wygenerowanych jednostek, z ktérychekia charakteryzuje sie zajmowanym obszareoraz op6z-
nieniemT. Charakterystyki mywane w algorytmie nie obejmuja narzutu na prowadzeniagzen,
ktory jest zwiazany z konkretnym narzedziemywanym do syntezy i implementacji w strukturze
FPGA. Wybor najlepszego uktadu dokonywany jest wiec pogeimplementacji kilku rozwiaza
stanowiacych najltisze sasiedztwo uktadu zwréconego przez algorytm jakepsgy. Liczba do-
datkowych uktadéw jest oketana przez mytkownika — w prototypowym rozwiazaniu wielkoia

wystarczajaca byto 10 dodatkowych jednostek.

4.1.1 Implementacja algorytmu

Kompletny proces generowania jednostek sktada sie zhreepow. Pierwszym z nich jest utworze-
nie opis6w w jezyku VHDL jednostek z otoczenia najlepszemgwiazania okrglonego przez alg.
10. W tym kroku generowane sa fakpliki zawierajace modele testoweywane w kolejnym eta-
pie do weryfikacji poprawr&ci dziatania utworzonych jednostek. Btedy podczas wiesgfi moga
powsta jedynie w razie niewisciwej implementacji algorytmu 10. Po weryfikacji modelstteve sa
usuwane, po czym przeprowadzany jest proces syntezy i mgieacji wszystkich wygenerowanych
uktadow. Nastepnie z powstatych raportow sa wyodrgimiaformacje dotyczace wykorzystania za-
sobéw, z ktérych tworzony jest raport kcowy. Na jego podstawiezytkownik dokonuje wyboru

najbardziej odpowiedniej jednostki.
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Efektywny w implementacji opis jednostek w jezyku VHDL wwge stosowania konstrukciji je-
zyka jednoznacznie ttumaczonych na odpowiednie struksprgetowe. Dla kadego kompilatora
VHDL istnieje zbiér wzorcéw umaliwiajacych jednoznaczny opis wielu podstawowych elette
uktadéw cyfrowych: sumatoréw, multiplekseréw, przerzkénv, pamieci, uktadéw mnzacych itp.
Wigkszat elementéw mytych do konstrukcji jednostek resztowych zaprezentgehnv rozprawie
maoze byt opisana za pomoca gotowych konstrukcji diywanego w rozprawie kompilatora firmy
Xilinx. Wzorzec taki nie zostat jednak zdefiniowany przebgucenta dla sumatora z wbudowana
pamiecia (rys. 3.5, str. 99).

Sumator z wbudowana pamigcia wymaga wkomponowaniagiamitablice LUT bedaca ogni-
wem sumatora RCA. Konieczne jest wiezyaie opisu pozwalajacego na zmiane funkcji realizo-
wanej przez tablice LUT w pojedynczym ogniwie sumatorazklto zosta zrealizowane rnymi
metodami. Sposébaywany w pracy jesécisle zwiazany z mywanym narzedziem, ale pozwala na
prosty, wygodny i czytelny opis. Dzieki temu maa unikn& definiowania sumatora na poziomie
pojedynczych ogniw budowanych z prymitywow dostepnycht@sswanej rodzinie FPGA. Na li-
stingu 4.1 przedstawiono przyktad kodu opisujacego santdidajacy 7—-bitowy wektoX i reszte
R = |yg -2 + ys - 28 + y7 - 27|, dla 3—bitowego pola. Kod z listingu 4.1 jest implementowany
sposoéb pokazany na rys. 3.5 zaréwno przeywanesrodowisko, jak i jego wcAmiejsza wersje

Xilinx ISE Foundation 6.3i.

Listing 4.1. Opis sumatora z wbudowana pamiecia w jez2ykiDL

with Y(9 downto 7) select

R <= "0000000" when "000", — 0 mod 109 =0
"0010011" when "001", — 128 mod 109 = 19
"0100110" when "010", — 256 mod 109 = 38
"0111001" when "011", — 384 mod 109 = 57
"1001100" when "100", — 512 mod 109 = 76
"1011111" when "101", — 640 mod 109 = 95
"0000101" when "110", — 768 mod 109 = 5
"0000010" when "111", — 896 mod 109 = 2

"0000000" when others ;
W <= ("0" &X) + R ;
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Ztozondst zaproponowanego algorytmu generacji resztowych jegk@sttmetycznych jest wy-
ktadnicza. Nie stanowi to jednak problemu dla modutéw stastych w systemach DSP, grylla
modutéw o szerok&ci kilkunastu bitéw czas oczekiwania na wynik pozwala nacprinterakcyj-
na. Na rys. 4.1 przedstawiono zahest czasu wykonania prototypowej implementacji algorytmu od
szerok&ci modutu dla danych jak na rys. 3.6. Czas wykonania byt zoigy jako liczba cykli proce-
sora AMD odczytywana instrukcj@tsc[AMDO6]. Przy pomiarach czasu wykonania fragment kodu
odpowiedzialny za kacowe sortowanie wynikéw zostat usuniety. Sortowanie §w przeprowa-
dzane jest z zyciem algorytmu uogdlnionego ze standardowej bibliotekorcéw @ng. Standard
Template Library, STl jezyka C++. Kompilacja zostata przeprowadzona z wydaymi wszystkimi
opcjami kompilatora dotyczacymi optymalizacji. Nayetutaj zaznaczy, ze opisywana implementa-
cja byta tworzona z m§la o sprawdzeniu poprawsa koncepcji dla matych modutéw, w zwiazku z
czym w wielu punktach jest wysoce nieoptymalna, gtéwnie wqiu nieefektywnego zarzadzania
pamigcia i powielania danych. Pomimo tych ogranicpeototypowy program stanowi wydajne i wy-
godne narzedzie do batlawiazanych z doborem modutéw do resztowych systemowdezch w

zastosowaniach DSP.
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Szerok&t modutu [bit]

Rysunek 4.1. Czas wykonania prototypowej implementagpaitmu dla ranych modutéwiz, w

funkcji szerok&ci modutum, = |log,(M,)] + 1 dlal = 1.
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4.1.2 Parametry generowanych jednostek

Na rys. 4.2 przedstawiono parametry wygenerowanych pmigwany algorytm jednostek mne-
nia akumulacyjnego dla= 1 oraz kilku wybranych warteci /. Wykresy nie obejmuja jednostek o
obszarze wigkszym od 5000 tablic LUT z powodu ograrficz®sowanych uktadoéw FPGA.

Kazdy z przedstawionych na wykresach z rys. 4.2 zestawéw gdkavygenerowanych dla poje-
dynczego modutu mmna podzielt na trzy grupy. Pierwsza z nich obejmuije jednostki o miningad
obszarze, ktére na wykresach tworza pozioma linie pma@ najnzej. W sktad tej grupy wchodza
uktady, w ktérych iloczyny czZgciowe sa tworzone wytacznie za pomoca matryc raegch2 - m,
lub 3 - m, bitébw, w zwiazku z czym struktura uktadu wytwarzania ilgndw czgciowych jest jedna-
kowa dla wszystkich elementéw grupy. Rice w diugéci Sciezki krytycznej wynikaja ze struktury

generatora wyniku.

Druga grupa zawiera jednostki, w ktorych w bloku wytwarzatoczyndw czéciowych znajduja
sie takze pamieci ROM o niewielkiej pojemBai. Jednostki z tej grupy zajmuja obszar bespdnio
nad uktadami z pierwszej grupy i stanowia najliczniejsagzbior wszystkich rozwiazeobejmujacy
uktady, w ktérych oba operandy mpenia sa podzielone na pola.

Ostatnia grupe, zajmujaca prawy gorny obszar wykrésorza uktady zbudowane z pamigci
ROM o dwzej pojemn@&ci. W uktadach tej grupy co najwgj jeden z operandéw mmenia jest po-
dzielony na pola, z ktérych przynajmniej &gest szersza mi3 bity, a drugi operand jest traktowany
jako catat. Jednostki wchodzace w sktad tej grupy charakteryzgjaaéwno daym obszarem, jak
i op6znieniem, co powodujee zadna z nich nie jest interesujaca z punktu widzenia implgacji.
Narys. 4.2 e) oraz 4.2 f) jednostki z grupy trzeciej pontimi@ celu zachowania czytelgoi wykresu

w uzytecznym zakresie.

Przynalgnacst uktadu o najmniejszym obszarze do grupy pierwszermaod@&c tatwo uzasad-
nic. Obszar zajety przez uktad wytwarzania iloczynéwsci@wvych i sumator wstepny jest suma
obszaréw tych blokéw. Obszar sumatora iloczynéwscimvych zaley liniowo od liczby iloczynéw
czesciowych, poniewa na kady iloczyn wymagany jest jeden sumator CPA. Obszar pojez3go

uktadu mnaaceg - % lub 3 - & bitéw jest poréwnywalny z kosztem sumatdrabitowego. Obszar

uktadu wytwarzania iloczynéw cgeiowych i sumatora wstepnego zafeod ";2 lub %2 poniewa
uktady mnaace tej postaci sa stosowane wtedy, gdy tylko jeden zaopénw jest dzielony na pola.

Dla uktadu wytwarzaniailoczynéw c&eiowych zbudowanego z pamieci ROM liczba tych pamieg-
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Rysunek 4.2. Zalnost obszaru od op6znienia dla &), = 47, b) M, = 53, ¢) M, = 67, d)
M, =109, €)M, = 509if) M, = 2039.
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ci oraz obszar sumatora iloczynéw ée@wych zaley od iloczynu liczn&ci dwéch podziatéw. Da-
zenie do zmniejszenia liczby pél powoduje jednak wyktadpniwzrost obszaru zajmowanego przez
pamieci ROM. Z tego powodu najmniejszy obszar zajmujadit w ktorych iloczyny czZgciowe sa
wytwarzane dla pdl 2 lub 3-bitowych (lematy 3.1.5 i 3.1.6, $.1). Pamié adresowana stowem
4/5—-bitowym wymaga 1 lub 2 tablice LUT na bit wyniku, zajmwéec obszar porownywalny z su-
matorem. Poniewajednak obszar uktadu wytwarzania iloczynéw&aewych i sumatora wstepnego
w tym przypadku zatey od (’”7)2 -m, lub (%)2 - m,, uklady z wyciem pamieci ROM sa wigksze

od struktur zawierajacych uktady mrenia2/3 - m, bitow.

Analizujac parametrylT wygenerowanych jednostek najezwrécic uwage na wana ceche two-
rzonych jednostek pokazana na rys. 4.3. Dotyczy ona liej@alezncsci obszaru zajetego przez
kompletna jednostke od obszaru uktadu wytwarzania yinégv czé&ciowych i sumatora wstepne-
go. Przyczyna takiego stanu jest ograniczenie do 3 lub&bsizerok&ci pol starszej cAei wekto-
row taczacych kolejne reduktory modulo. Ograniczenipa@oduja wyeliminowanie diych pamieci
ROM ze struktury generatora wyniku, dzieki czemu jego razrjest zdecydowanie mniejszy od su-
my obszaru pozostatych blokow. W zwiazku z tym obszar ¢gatijostki jest zdominowany obszarem

zajetym przez uktad wytwarzania iloczynéw éz@wych i sumator wstepny.
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a) Obszar UWIC + SW [LUT] b) Obszar UWIC + SW [LUT]

Rysunek 4.3. Zalencst obszaru catej jednostki od obszaru uktadu wytwarzanzzyilnéw cz&cio-

wych (UWIC) i sumatora wstepnego (SW) dlad) = 67 i b) M, = 1321.
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Granice parametrow AT

Spasrod wszystkich wygenerowanych struktur uktaduzme wybr& zestaw uktadéw o @hej re-
lacji zajmowanego obszaru i wprowadzanego opOznieniearfetry wygenerowanych uktadow sa
ograniczone od dotu przez dwa przypadki: uktad o najmny@spbszarze i uktad o najmniejszym
op6znieniu. Na rys. 4.4 i 4.5 przedstawiono zal&t minimalnego obszaru i dtu§oi sciezki kry-
tycznej w funkcji wart&ci modutul/,. Mozna zauwayc, ze parametry te sa podobne w przypadku
jednostek dla modutéw tej samej szerékb Wiasciwaset ta jest szczegblnie widoczna na rys. 4.4,

niemniej mana ja zaobserwovtaakze dla uktadéw z rys. 4.5.
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Rysunek 4.4. Minimalny obszar jednostki w funkcji moduity.

Na rys. 4.6 przedstawiono charakterystyki’' jednostek o najmniejszym obszarze w funkcji sze-
rokoSci modutu. Rysunek 4.6 a) zawiera zalest obszaru zajetego przez najmniejsza jednostke od
szerok&ci modutu. Dla zbadanego zakresu modutéw funkcja taenimyt ograniczona od gory przez

22 - m,. Doktadniejsza interpolacja prowadzi do wielomianu @gat stopnia postaci
A(m,) = —0.458 -m? +17.083 - m? — 251.875 - m? 4 1837.916 - m? — 6616.666 - m,, + 9524. (4.1)
Warto zauwayc, ze najmniejsze uktady dla modutéw o tej samej szesokaharakteryzuja sie po-

dobnym obszarem ze wzgledu na wspdélne cechy struktury ynged¥nica jest postageneratora

wyniku.
Diugost sciezki krytycznej dla uktadéw o minimalnym obszarze przedstamo na wykresie z

rys. 4.6 b). Naley zwrécic uwage na dzy rozrzut opéznie spowodowany rina liczba poziomoéw
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Rysunek 4.5. Minimalna dtugo Sciezki krytycznej jednostki w funkcji moduta/, .

generatora wyniku, ktéry w kalym przypadku jest rozwiazaniem o najmniejszym obszddraga
cecha jednostek o najmniejszym obszarze sa podobne&gadpézni@ dla sasiednich szero&oi
modutu. Powodem takiego zachowania jest koniesznaycia uktadu mneacega - & bity dla mo-
dutdw o szerokéciach nieparzystych, ktory to uktad £ bity wnosi opdznienie dwukrotnie wigksze

od uktadu2 - k bity.
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Rysunek 4.6. Zalencst a) obszaru oraz b) opdznienia od sze&mkanodutu dla uktadéw o minimal-

nym obszarze.
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Druga grupe uktadoéw ograniczajacych parametry twoyzbrjednostek sa uktady o najmniej-
szym opdznieniu. Ich charakterystyKkil” przedstawiono na rys. 4.7. Diugiosciezki krytycznej tych
rozwiaza pokazano narys. 4.7 a). Dla matych sze&manodutu wzrost diugsei Sciezki krytycz-
nej w funkcjim, jest d&t szybki, jednak dlan, > 8 bitbw zaczyna uwidaczngasie logarytmiczny
charakter funkcji. Zwiazany jest on z coraz wiekszym wyyn struktury kaskady sumatorow na

opOznienie wprowadzane przez uktad.
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Rysunek 4.7. Zalnost a) op6znienia oraz b) obszaru od sze&mkanodutu dla uktadéw o minimal-

nym opoznieniu.

Obserwujac wykres z rys. 4.7 a) mma zauwayC znacznie mniejszy rozrzut czaséw w ramach tej
samej szerok&ci m, w poréwnaniu z rys. 4.6 b). Niestety, kryterium najmniejs#tegosci sciezki
krytycznej powoduje konieczi$o stosowania pamieci ROM o dej pojemn@ci, ktéra przektada sige
bezp&rednio na zwiekszenie zajmowanego obszaru. Dodatkaeozut zajmowanego obszaru w
ramach tej samej szerokci modutu jest znaczny (rys. 4.7 b)), poniewdia zywanych narzedzi do

syntezy VHDL parametrnydT pamieci ROM zalea takze od jej zawartsci.

Przeszukiwanie zbioru rozwiazan

Jednostki 0 parametrach zaprezentowanych na rys. 4.5 -egtdty wybrane po zaimplementowaniu
wszystkich struktur wygenerowanych przez proponowangrgtgn. Niestety, pomimo krétkich cza-
sow potrzebnych na wygenerowanie zbioru jednostek (r{3, getna implementacja wszystkich roz-

wiazah dla modutéw kilkunastobitowych wymaga wielu godzin pr&oynputera aytego do testow.
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W czesci przypadkéw maliwe jest jednak znaczne ograniczenie liczby implemeatoyeh jednostek
poprzez wstepna selekcje na podstawie charakterysfykzacowanych w algorytmie (wzory (3.22)
—(3.25) ze str. 109).

Uktad o najmniejszym obszarze znajduje sie w bardzo bhskioczeniu uktadu o najmniejszym
obszarze oszacowanym w algorytmie. Wynika to zejuloktadn&ci oszacowa stosowanych w al-
gorytmie dla uktadéw, w ktérych nie wystepuja pamieci R® duzej pojemné&ci. Dodatkowo, z
powodu przynalencsci uktadu o najmniejszym obszarze do grupy jednostek, wyktdiloczyny
czesciowe sa tworzone wytacznie zyciem uktadéw mnpenia2 - & lub 3 - & bitébw, mazna znacznie
ograniczy w samym algorytmie liczrég zbioru badanych uktadéw dla problemu polegajacego na
wytypowaniu jednostki najmniejszej. Na rys. 4.8 przedstaw zalenost odlegtdcei jednostki naj-
mniejszej po implementacji i jednostki najmniejszej w zk® posortowanym wedtug parametréw
okreslonych w algorytmie. W wigks&zi przypadkow jest to ten sam uktad, a dla wszystkich zba-
danych wartéci modutu uktad o najmniejszym obszarze znajdowat sie legdosci co najwyej 10

pozycji od uktadu wytypowanego przez algorytm.
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Rysunek 4.8. Pozycja jednostki o najmniejszym obszarzenptementacji wzgledem pozycji uktadu

wybranego przez algorytm w funkcji moduld., .

Niekorzystna wtaciwascia wygenerowanych zbioréw jednostek jeszmiéowanie ksztattu krzy-
wej opisujacej zatenast minimalnego opdznienia od zajmowanego obszaru. Dla hdedprzedsta-

wionych na rys. 4.2 uktad o najkrotsZgjiezce krytycznej znajduje sie w grupie pierwszej (rys. 4.2
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d)), w zbiorze najwigkszych lub najmniejszych uktadéw amy drugiej (rys. 4.2 a) lub 4.2 b), e) i
f)), lub w blizej nieokr&lonym podzbiorze grupy drugiej (rys. 4.2 c)). W zwiazkymtwytypowa-
nie podzbioru, w ktérym mze sie znajdow@uktad o najmniejszym opdznieniu, jest niertive na
podstawie informacji o obszarze zajmowanym przez dangogtite lub o jego pokeniu wzgledem
pozostatych. Mana jedynie zauway/c, ze w duzej czesci przypadkéw uktad najszybszy znajduje sie
w grupie uktadéw zbudowanych zyciem niewielkich pamigci ROM. Z tego powodu znalezienie

uktadu o najmniejszej dudmi Sciezki krytycznej wymaga zbadania zej liczby jednostek.

Niemaznast szybkiego znalezienia uktadu o najmniejszym opdézni@muutrudnia jednak wy-
znaczenia uktadu o najmniejszym iloczynie AT. Analizujakresy przedstawione na rys. 4.9 ama
zauwayct, ze uktad o najmniejszym iloczynie AT znajduje sie w zbiotddaddw najmniejszych,
czyli z grupy pierwszej. Wisciwcst ta jest fatwo wyttumaczalna - stosunek obszaru pomigéias u
dami z grupy pierwszej i drugiej wynosi co najmniej 2, a spadieigasci Sciezki krytycznej, o ile
wystepuje, jest rzedu kilkudziesigeciu (dla matych miday) do kilkunastu procent. Stosunek rozmia-
ru wynika z charakteru zatecsci opisujacych obszar uktadu wytwarzania iloczynéwscagwych

dla réznych metod obliczania iloczynéw cagiowych.

Zmniejszenie dtuggci sciezki krytycznej uktadéw budowanych zyciem matych pamigci ROM
ma dwie podstawowe przyczyny. Pierwsza z nich jest upzesre generatora wyniku wskutek zmniej-
szenia szerol&xi wektora wygciowego sumatora wstepnego. Druga przyczyna jesiiastie suma-
toréw RCA pojedynczymi tablicami LUT implementujacymirpgeci ROM. Dzigki temu zé&ciezki
krytycznej zostaja wyeliminowane opdznienia zwiazamwdatkowymi bramkami XOR (wyznacza-
jacymi bity sumy) i propagacja przeniegieN sumatorze RCA do opdznienia wprowadzanego przez
LUT nalezy dod& opdznienia zwiazane z dodatkowymi bramkami XOR orazpagacja przenie-
sien. Nalezy jednak zaznaczy ze wzrost szybkéci spowodowany mnicami w strukturze uktadéw
generujacych iloczyny cagiowe jest kompensowany opdznieniami zwiazanymi z écemdcia su-
mowania wiekszej ich liczby. Dla szerokich modutéw opi@me spowodowane liczba wytwarzanych
iloczyndéw czé&ciowych mae przekrocz§ zyski wynikajace z mycia pamieci ROM zamiast uktadéw
mnazenia2 - ki 3 - k bitébw. Oczywscie liczba iloczynéw cAeiowych mae zostéa zmniejszona na
rzecz zwiekszenia rozmiaru pamieci ROM, ale wtedy ojriie pojedynczej pamigci snie z loga-

rytmem szeroksci stowa adresowego.
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e)

AT [LUT x ns] AT [LUT x ns]

AT [LUT x ns]
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Rysunek 4.9. Zalndst iloczynu AT od obszaru dla a)/, = 37, b) M, = 53, c) M, = 79, d)

M, = 107, €) M, = 263 i f) M, = 509.
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4.2 Jednostki arytmetyczne w strukturach FPGA

Ponizej zaprezentowano poréwnanie charakterystyk resztoyeghitostek arytmetycznych o struktu-
rze zaproponowanej w rozprawie z rozwiazaniami znanynéeatury. Porownanie przeprowadzono
dla uktadéw mnaacych, poniewasa one z reguty najkosztowniejszym elementem jednost&& M
Pozwoli to takze na przebadanie szerszej klasy uktadéwzgdlg niektérych jednostek mmacych

nie istnieja proste metody poszerzenia azfiveos¢ dodania dodatkowego sktadnika.

Poréwnanie parametrow jednostek konstruowanych wediymygimu zaproponowanego w roz-
prawie (alg. 10, str. 129) zostato przeprowadzone z nagepmi rozwiazaniami: ukladami mno-
zenia opartymi o transformacje grupy multiplikatywnejglupy addytywnej [MFAA98], uktadami
mnazenia z korekcja modulo [Beu03] oraz uktadami raenia opartymi o prawo ahicy kwadratéw
[MBGTO1]. Poniewa kazdy z autoréw podaje e miary dotyczace parametréw opisywanych ukta-
déw, dla kadej z metod zostaty wygenerowane opisy jednostek w jeXHDL, po czym jednostki
te zostaty zaimplementowane w uktadzie XC2S200-6FG458yziam narzedzi wspomnianych na
poczatku rozdziatu. Przedstawione wyniki dotycza paméw wygenerowanych w raportach po syn-

tezie i implementacji w uktadzie FPGA.

Podstawowym blokiem uktadow opisanych w pracach [MFAA#BguU03], [MBGTO01] sa pamie-
ci ROM. Efektywna implementacja takich pamigeci jest padaiwym warunkiem uzyskania wiary-
godnych wynikéw. W implementowanych uktadach zawsatpamieci ROM uwzglednia wytacznie
te kombinacje bitéw adresowych, ktére wystapia podczaszenia operandéw z zakre§u M, —1].
Warunek ten dotyczy zaréwno uktadéw konstruowanych wedhtychczasowych metod, jak i we-
dtug alg. 10. Ograniczenie liczby bitéw zawartych w parROM powoduje ze stosowany kompila-
tor VHDL moze wygenerowastrukture o mniejszym obszarze i op6znieniu w stosurkpammieci,

w ktérej wszystkie kombinacje bitdw adresowych sa wykstaye.

Uktady mnaace dla kadej z poréwnywanych metod zostaty zaimplementowane dja sa-
mego zbioru modutéw. Poniewanetoda mnzenia modulo wykorzystujaca transformacje do grupy
addytywnej [MFAA98] mae byt stosowana wytacznie dla modutéw bedacych liczbantiyseymi,
tylko takie moduty zostaty wziete po uwage. W tabeli 4.2qatstawiono zbiér modutéw, dla ktérych
zostaly przeprowadzone testy poréwnawcze. Zbiér ten nggnalje modutéw szerszychnill bi-
tow z powodu wyktadniczej zakmasci obszaru dotychczasowych rozwiazzd szerokéci modutu.

Rozwiazania te wykorzystuja wiekssozasoboéw mywanej matrycy FPGA dla modutéw z tab. 4.1.
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Tabela 4.1. Moduty dla implementowanych resztowych jetktoarytmetycznych.

M Wartost modutuM,

4 11 13

5 19 23 29

6 37 41 47 53 59 61
7

8

9

67 71 79 89 107 109 113
131 137 151 157 173 179 191 211 227 229 233 241 251

263 269 281 311 313 353 401 409 443 487 491 503 509
10 || 521 523 541 593 599 601 653 701 709 751 797 809 853
887 907 947 997 1009 1019 1021

11 | 1031 1033 1153 1163 1291

4.2.1 Charakterystyki AT dotychczasowych rozwiaza

Narys. 4.10 — 4.13 przedstawiono poréwnanie parametrovedmgstek z prac [MFAA98], [Beu03],
[MBGTO1]. Cze&t wykreséw pozwala na dokfadniejsza ocene jednostek dldutdw 4, 5 i 6—
bitowych. Wymienione metody sa rzadko stosowane dla sagéh modutéw ze wzgledu na zy
obszar uktadu. Charakterystyki dla petnego zakresu zrogimodutu stanowia przede wszystkim
materiat ilustrujacy ogolne tendencje dla poréwnywangadtod. W praktycznych uktadach wspo-
mniane metody sa rzadko stosowane dla modutéwzeduartdci.

Uktady mnaenia z korekcja modulo zaprezentowane w pracy [BeuO3jatteryzuja sie naj-
mniejszym obszarem w catym zakresie wadiomodutu, stanowia jednak grupe o najitnejsciez-
ce krytycznej. Uktadami najszybszymi w wiek&obprzypadkow sa struktury wykorzystujace prawo
réznicy kwadratéw opisane w [MBGTO01], zajmuja onezakajwiekszy obszar. Jednostki realizujace
mnazenie przez dodawanie w izomorficznej grupie addytywneppnowane w [MFAA98] sa ukta-
dami o nieco mniejszym obszarze od uktadow z [MBGTO01] przgkszych opdznieniach. Wyjatkiem
sa ukiady dla modutow 5—bitowych, gdzie rozwiazanie z AMP8] wprowadza najmniejsze opoz-
nienia. Rozwiazania z prac [MBGTO01] i [MFAA98] charaktenja sie podobna warsgia iloczynu
AT, jednak stosowanie uktadéw wykorzystujacych transfacje na izomorficzna grupe addytywna
wiaze sige z konieczrizia spetnienia szeregu ograniaze

Poréwnanie iloczynowAT i AT? pokazujeze podstawowym czynnikiem wptywajacym na ich

wartcst sa obszary zajmowane przez poszczegolne jednostkiakirarzalegndsci iloczyndwAT i
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Rysunek 4.10. Poréwnanie obszaru i op6znienia dtayéh struktur uktadéw mrienia modulo.

AT? od wartdci M, jest bardzo podobny za wyjatkiem modutéw najmniejszykh « 2°). Podo-

biehstwo charakterystyk z rys. 4.12 i 4.13 do charakterystyjsz 4.10 wynika z niewielkich nic

w dtugascisciezki krytycznej w stosunku do ahic w zajmowanym obszarze.
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Rysunek 4.11. Poréwnanie obszaru i op6znienia dtayéh struktur uktadéw mreenia modulo.
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Rysunek 4.12. Poréwnanie iloczynu AT dlanich struktur uktadéw mreenia modulo.
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Rysunek 4.13. Poréwnanie iloczymi¥™ dla réznych struktur uktadéw mraenia modulo.
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4.2.2 Charakterystyki AT nowych jednostek

Analiza wptywu struktury jednostek o strukturze ramowegquistawionej na rys. 3.1 na ich cha-
rakterystyki AT jest podstawa ograniczdiczby rozwiaza w algorytmie automatycznego genero-
wania tych jednostek. Z tego powodu éz@®wa analiza parametrov/I” jednostek arytmetycznych
jest zamieszczona w rozdz. 4.1.2. Fmjizamieszczono poréwnanie obszaru i op6znienia jedkost
o strukturze zaproponowanej w rozprawie z uktadami zaprtereanymi w [MFAA98], [Beu03] i

[MBGTO1].

Poréwnanie z ukladami mnazacymi wykorzystujacymi transformacje na izomorficzrg, grupe

addytywna

Schemat opisanego w pracy [MFAA98] ukfadu maeaia wykorzystujacego transformacje grupy
multiplikatywnej na izomorficzna grupe addytywna zna@sie na rys. 2.12 na str. 54. Uklad ten
sktada sie z 3 pamieci ROM adresowanych stowem o szémbkoeodutu i sumatora moduly, — 1.
Dwie z trzech pamigeci pracuja rownolegle, tak wiec aéanie sygnatu jest réwne sumie opdzmie
wnoszonych przez dwie pamieci i sumator modulo. O ile nieiége maliwoSt konstrukcji pamie-

ci ROM jako jednostek potokowych, maksymalna gtetaikpotoku w tym uktadzie wynosi 3 lub
4 etapy, zalenie od postaci sumatora modulo. Istotna wada takiekstry uktadu mnaacego jest
ograniczenie wart&ci modutu do liczb pierwszych.

Na rys. 4.14 przedstawiono poréwnanie obszaru zajmowapeggz ten uktad mrzacy z ob-
szarem jednostek proponowanych w rozprawie. W catym zakvesrtdsci modutu)M, najmniejsze
uktady o strukturze z rys. 3.1 zajmuja mniejszy obszar uktady wykorzystujace transformacje.
Dodatkowo, dla modutéw/, > 128 takze uktady najszybsze o nowej strukturze zajmuja mniejszy
obszar. Jedynie dla modutoW, < 128 jednostki wykorzystujace transformacje mog& loyniejsze
od najszybszych rozwiahavediug nowej koncepcji. Najwiekszeadice sa widoczne dla wagoi
modutu nieznacznie przekraczajagéj

Przyczyna takiego zachowania jeskméca charakteru funkcji opisujacych obszar w funkidj
dla poréwnywanych uktadéw. Obszar uktadu opartego o toansdcje jest zdominowany przez ob-
szar zajety przez pamieci ROM. Poniesygamieci te zawieraja liczbe bitéw zatea od)M.,, obszar
przez nie zajmowany Bmie liniowo z wart&cial/,. Dla uktadéw o nowej strukturze rozmiar pamieci

ROM jest znacznie ograniczony, dlatege tdszar catego uktadu dla modutéw o tej samej szesoko
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Rysunek 4.14. Poréwnanie zajmowanego obszaru z uktademagoym wykorzystujacym transfor-

macje na izomorficzna grupe addytywna.

jest podobny. Funkcja opisujaca zatest obszaru uktadéw proponowanych w rozprawie jest funk-
cja schodkowa, dlategozeadznica jej wart&ci i funkcji liniowej przyjmuje najwieksze warkai w
punktach nieciagici, czyli dla)M, bliskich 2*.

Na wykresach z rys. 4.15 przedstawiono porownanie wproamrezo opdznienia dla ukladow
mnazacych konstruowanych z wykorzystaniem transformacktadéw proponowanych w rozpra-
wie. Najszybsze z nowych struktur maja krotsmezke krytyczna dla modutow/, > 512. W
przypadku modutéw z zakrega’, 2°) op6znienie jednostek maacych wykorzystujacych transfor-

macje przyjmuje wartgci pésrednie pomiedzy dugmiasciezki krytycznej uktadéw najszybszych i
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Rysunek 4.15. Poréwnanie dhgmsciezki krytycznej z uktadem mrzacym wykorzystujacym trans-

formacje na izomorficzna grupe addytywna.

najmniejszych wedtug nowej koncepcji. Poniewabszar dla uktadéw wedtug [MFAA98] jest wiek-
szy niz proponowanych, stosowanie w tym zakresie jednostekzamyezh wykorzystujacych trans-
formacje jest nieoptacalne. Podobna sytuacja wystegigenodutow M, > 512, gdzie uklady z

pracy [MFAA98] sa zarowno wolniejsze, jak i wieksze od nyal jednostek. Jedynie dla modutéw

M, < 128 najszybsze z nowych struktur sa do 10% wolniejsze.

Narys. 4.16 i 4.17 przedstawiono poréwnanie iloczyné#i AT? dla opisywanych jednostek.
Wykresy te sa podobne do wykresu zawierajacegaznabé obszaru od\/, ze wzgledu na podobne

wartcsci opozni@é dla poréwnywanych uktadéw maacych. Podsumowujac, stosowanie jednostek
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mnazacych wedtug koncepcji z pracy [MFAA98] jest korzystnetaoznie wtedy, gdy dla modutéw
M, < 128 wymagane sa krotkigciezki krytyczne. W pozostatych przypadkach jednostki o dticge

z rys. 3.1 charakteryzuja sie lepszymi parametrami ATd&kowymi zaletami struktur prezentowa-
nych w rozprawie sa nmiwost gtebszego potokowania, brak konieczoioograniczenia warfzi

modutu M, do liczb pierwszych i fatwst poszerzenia uktadu o dowolna liczbe sumatorow.
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Rysunek 4.16. Poréwnanie iloczynlil” z uktadem mnmacym wykorzystujacym transformacje na

izomorficzna grupe addytywna.
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Rysunek 4.17. Poréwnanie iloczynli™ z uktadem mnoacym wykorzystujacym transformacje na

izomorficzna grupe addytywna.
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Poréwnanie z uktadami mnazacymi z korekcja modulo

Schemat opisanego w pracy [Beu03] uktadu maego z korekcja modulo znajduje sie narys. 2.11 a)
na str. 53. Ukfady ten zawieraja matryce maoa dwan,.—bitowe operandy, pamieROM oblicza-
jaca wart&c reszty dla wektoran, bitowego oraz sumator modully,. Dtugost Sciezki krytycznej
uktadu réwna jest sumie opézhigyprowadzanych przez wymienione blokisi@amig ROM stano-

wi niepodzielny uktad, maksymalna gtebdékgootoku jest okrglona przez mdiwost potokowania
matrycy mnaacej. Uktady o tej strukturze sa najmniejsze i najwgsze wsrod dotychczasowych

rozwiazan.
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Rysunek 4.18. Poréwnanie zajmowanego obszaru z uktademaoym wykorzystujacym algorytm

mnazenia z korekcja modulo.
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Uktad mnaenia z korekcja modulo jest szczegdlnym przypadkiemdduao strukturze zapropo-
nowanej w rozprawie. Blok generowania iloczynéw&aziewych zawiera wytacznie uktady mrenia
2-k i 3-k bity, nie ma maliwosci dodania dodatkowych sktadnikéw (czi/k= 0), a generator wyniku
sktada sie z pojedynczej pamieci ROM i subtraktora waowdgo. W algorytmie zaproponowanym
w rozprawie (rozdz. 3.2) ograniczenie na maksymalna &o8col wydzielonych ze starszej &g

sumy iloczynoéw czgciowych powoduje pominiecie jednostek o takiej strukéur
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Rysunek 4.19. Poréwnanie diugmsciezki krytycznej z uktadem mnzacym wykorzystujacym algo-

rytm mnazenia z korekcja modulo.

Na rys. 4.18 przedstawiono poréwnanie obszaréw uktadéwzemia z korekcja i nowych jedno-

stek. Dla wszystkich zaimplementowanych wadiomodutu)M/, struktura proponowana w rozprawie
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pozwala na skonstruowanie jednostek o najmniejszym obszd@fynika to z zastapienia pojedynczej
pamieci ROM w bloku wytwarzania i sumowania iloczynéw &zipwych rozwiazaniem o mniejszym
obszarze. Jednostka mraza z korekcja dla modutow/, < 512 zajmuje obszar o warzi pdsred-
niej pomiedzy najmniejszym a najszybszym uktadem o stnzket z rys. 3.1. W przypadku modutéw
0 wartdsciach wigkszych od12 obszar zajmowany przez pari®OM staje sie dominujacy i roz-
miar uktadu mnaacego z korekcja Bmie szybko przekraczajac wasto dla uktadéw najszybszych

0 nowej strukturze.
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Rysunek 4.20. Poréwnanie iloczymI” z uktadem mnaacym wykorzystujacym algorytm mmenia

z korekcja modulo.

Na wykresach z rys. 4.19 przedstawiono disgj@ciezek krytycznych poréwnywanych uktadéw

161



mnazenia. Op6znienie jednostek nraxych z korekcja modulo jest rozwiazanienmspminim po-
miedzy najmniejszymi a najszybszymi uktadami o strukeuzzys. 3.1 dla modutéw o wargoiach
mniejszych od>12. Powyzej tej granicy uktady z pracy [Beu03] sa wolniejsze od nagjszych jed-

nostek o strukturze zaproponowanej w rozprawie.
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Rysunek 4.21. Poréwnanie iloczyri™ z uktadem mnaacym wykorzystujacym algorytm mmenia

z korekcja modulo.

Poréwnanie parametrow AT dla analizowanych jednostekdstaeviono na rys. 4.20. Podobnie
jak dla obszaru i opdznienia, uktady mremia z korekcja sa rozwiazaniamiggednimi pomiedzy
najmniejszymi a najszybszymi jednostkami o nowej strutgubDla modutow)M, > 512 parametry

uktadéw mnaenia z korekcja modulo sa gorsze od parametrow jedndstegtruowanych wedtug
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algorytmu zaproponowanego w rozprawie. Podsumowujdagdykmnaenia z korekcja stanowia roz-
wiazanie p&rednie pomiedzy jednostkami najmniejszymi a najszytmszayedtug nowej koncepcji
dla modutéwM, < 512. Powyzej tego zakres/, struktura opisana w rozprawie pozwala na skon-
struowanie uktadéw o lepszych parametrach AT. Wada uktatidazenia z korekcja mee byt takze

mata gtebok&t potoku ze wzgledu na stosowanie pamieci ROM adresowesgerokim stowem.

Poréwnanie z uktadami mnazenia wykorzystujacymi prawo réznicy kwadratow

Schemat zaprezentowanych w pracy [MBGTO01] uktadéw nemia wykorzystujacych prawozdicy
kwadratéw znajduje sie na rys. 2.11 b) na stronie 53. Sidagla one z sumatora i subtraktora—
bitowego, dwéch pamieci ROM adresowanych wynikami sumgziicy i kohcowego subtraktora
modulo. W5ciezce krytycznej znajduje sie sumator/subtraktorbitowy, pamig¢ ROM i kohcowy
subtraktor modulo. J®li pamieci ROM sa uktadami niepodzielnymi, maksymaitgboka&t poto-
ku wynosi 3 lub 4 etapy. Uktady o tej strukturze sa uktadaajsmybszymi i najwiekszymi &réd
dotychczasowych rozwiaagednostek mnoacych modulo.

Poréwnanie zajmowanego obszaru dla tych uktadéw i jedkasteowej strukturze znajduje sie
narys. 4.22. W catym zakresie wasttd modutu metoda zaproponowana w rozprawie pozwala skon-
struowa uktad o najmniejszym obszarze. Dla modutéw wiekszych 28, take najszybsze z no-
wych struktur sa mniejsze od uktadéw wykorzystujacycmiée kwadratéw. Wynika to z szybkiego
wzrostu rozmiaru pamieci ROM adresowanych wynikami sumdgzinicy argumentéw. W przypadku
modutéw mniejszych od 128, obszary uktadéw wykorzystyghad@nice kwadratéw i najszybszych
wedtug nowej koncepcji sa poréwnywalne. W tym zakresiendéalutow nieznacznie wiekszych od
2"+ najszybsze nowe jednostki sa wieksze, a dla modutow aEzne mniejszych od™ wiekszy
obszar zajmuja uktady wykorzystujaceznice kwadratéw.

Na rys. 4.23 przedstawiono poréwnanie digicGciezki krytycznej dla analizowanych uktadéw.
Dla modutéw szerszych od 8 bitow dtugiosciezki krytycznej uktadéw wykorzystujacych zaice
kwadratow zajmuje warkzi pcésrednie pomiedzy najmniejszymi a najszybszymi uktadamowej
strukturze. W tym zakresie metoda zaproponowana w rozprawzwala z reguty na znalezienie
najszybszego uktadu. e, < 512, opdznienie wprowadzane przez uktady wykorzystujazaird
ce kwadratéw jest mniejsze. Uktady te mogasgczegdlnie przydatne, gdy, < 128, poniewa
pozwalaja wtedy zmniejszydtugt Sciezki krytycznej przy obszarze poréwnywalnym z najszybszy-

mi nowymi strukturami. Powgej 128, skonstruowanie szybkich jednostek wykorzystgh réenice
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Rysunek 4.22. Poréwnanie zajmowanego obszaru z uktadenzaoyim wykorzystujacym prawo

réznicy kwadratow.

kwadratow wymaga znacznie wiekszego obszaru.

Narys. 4.24i4.25 zamieszczono poréwnanie iloczyniii AT? dla badanych uktadéw. Ksztatt
wykresu jest podobny do funkcji opisujacej zajmowany @losy. dla modutow/, > 128 nastepuje
szybki wzrost iloczynu AT jednostek wykorzystujacyclzmice kwadratéw. Podsumowuijac, uktady
0 nowej strukturze maja zdecydowanie lepsze parametrylATnbdutéw M, > 512. W zakresie
M, € (128,512) metoda ranicy kwadratow pozwala na zmniejszenie disgdciezki krytycznej
do 10% kosztem znacznego zwigkszenia zajmowanego ob&2@unodutow M, < 128 diugcst

Sciezki krytycznej uktadéw mnpacych wykorzystujacych prawozdicy kwadratéw jest najmniejsza
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Rysunek 4.23. Poréwnanie diugm Sciezki krytycznej z uktadem mrmacym wykorzystujacym pra-

wo réznicy kwadratow.

przy porownywalnym obszarze. Stosowanie tych uktaddéw kestystne wszedzie tam, gdzie dla
matych modutéw wymagane sa krétldeiezki krytyczne i nie ma potrzeby gtebokiego potokowania
uktadu. We wszystkich pozostatych przypadkach lepszymwiazaniem sa struktury zaproponowane

W rozprawie.

Whioski

Na podstawie powsszego poréwnania dotychczasowych struktur jednostekzamyah modulo z

rozwiazaniem zaproponowanym w rozprawiezma stwierd#i, ze
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Rysunek 4.24. Poréwnanie iloczydd” z uktadem mnaacym wykorzystujacym prawo zdicy kwa-

dratéw.

+ w catym zakresie warfei modutu nowe struktury pozwalaja na skonstruowaniadddv naj-

mniejszych i o najmniejszych waioiach iloczyndwAT i AT?,
+ dla modutéw wiekszych od 512 jednostki wedtug nowej komjigpoga by takze najszybsze,

e jesli wartast modutu naley do przedziatj128, 512], dotychczasowe rozwiazania sa napsy

10% szybsze przy znacznie wigkszym obszarze,

— dla modutéw mniejszych od 128 dotychczas opracowane stryilk szybsze od najszybszych

wedtug nowej metody.
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Rysunek 4.25. Poréwnanie iloczymlil™? z uktadem mnoacym wykorzystujacym prawo zaicy

kwadratow.

Wynika stad ze stosowanie nowych uktadéw jest korzystne we wszystkizipgadkach poza tymi,
w ktoérych dla niewielkich modutéw wymagane sa bardzo kieficiezki krytyczne. Zasadnicza za-
leta struktur zaproponowanych w rozprawie jestziiveoSt skonstruowania niewielkich i szybkich
jednostek dla modutéw kilkunastobitowych i wiekszych.riggstna cecha nowych uktadéw jeskte
mozliwost znalezienia struktury o obszarze bliskim najmniejszempéznieniu gorszym jedynie o
kilka lub kilkanascie procent od rozwiahanajszybszych. Przyktadem mogachgdnostki dla mo-

dutu 1293, gdzie rozwiazanie najszybsze zajmuje obsz&l T i wprowadza opdznienie 38.207

ns, a istnieje take uktad o obszarze 199 LUT i op6znieniu 39.615 ns. Wyboéowdkedniej jednostki
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do konkretnego zastosowania jest wiec zadaniem trudnynogénym przypadku noe wymaga

przeanalizowania parametréw wszystkichzieych konfiguracii.

4.2.3 Wykorzystanie okresow8aci poteg 2 modulo),

Okresow@t poteg 2 moduldl/, moze by potencjalnie myta do redukcji szerolgzi sumy iloczy-
néw czgciowych. Aby zbadaskuteczngt tego rozwiazania, zaimplementowano jednostki r&ao
nia o strukturze przedstawionej na rys. 3.1 w dwoch wersjpotistawowej oraz z uwzglednieniem
okresowdci w strukturze sumatora wstepnego. Wykorzystanie okvesci powoduje zmniejszenie
szerok&ci sumy iloczynéw czZ&iowych, efektem ubocznym jest wiec uproszczenie strykbraz
zmniejszenie liczby maiwych konfiguracji generatora wyniku. Eksperymenty wgkoo dla modu-
tow zestawionych w tabeli 4.2. Poszukiwanymi uktadami bglgnostki o minimalnym obszarze i o
najkrotszejsciezce krytycznej. Wyniki eksperymentéw przedstawiono na #y26 i 4.27. Rys. 4.26

dotyczy poréwnania parametrow uktadow najmniejszychsa4y27 uktadow najszybszych.

Tabela 4.2. Moduty o okresach poteg 2 mad mniejszych o@ - m,.
M, 21|151|73|85|189|91|93|105|117|151|195|217|273| 315| 341

m., |(|S|6 |7 7|7 |77 |7 |7 |88/ 8 | 9] 9|09

Okres| 6 | 8 | 9| 8 (11|12|10| 12 | 12| 15| 12 | 15| 12 | 12 | 10

Analizujac wykresy z rys. 4.26 nzna zauwayc, ze dla wszystkich zbadanych wasth modutu
obszar uktadu najmniejszego zbudowanego z wykorzystaolgesowdci jest mniejszy lub réwny
obszarowi uktadu najmniejszego nie wykorzystujaceg@séwdéci. Najwiekszy zysk rowny1.5%
wystepuje dla modutd/, = 73. Zmniejszenie zajmowanego obszaru dla uktadéw o mininmalny
rozmiarze nie zachodzi jedynie w przypadkach, w ktérycht@@rokresu poteg 2 jest porownywalna
z maksymalna szerokoia sumy iloczynéw c&eiowych (moduty 21, 151 217).

W przypadku uktadéw o minimalnym zajmowanym obszarze wykstanie okresowati powo-
duje we wszystkich przypadkach oprécz jednego zmniejszdinigécei Sciezki krytycznej. Najwigk-
szy zysk rownyl1.8% zaobserwowano dla modutu rownego 51. Jedynym przypadkiektorym
nastapito wydtaeniesciezki krytycznej o niecate 2% jest/, = 151, czyli jeden z modutéw o war-
toSci okresu poréwnywalnej z szerdaa sumy iloczynéw cAgiowych. Ma@na zatem stwierdgj

ze przy kryterium najmniejszego obszaru wykorzystaniaigea okresowsci poteg 2 moduld/,
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Rysunek 4.26. Poréwnanie a) obszaru oraz b) opoznieniatcfumodutu dla uktadéw o minimal-

nym obszarze.

powoduje réwnoczesne zmniejszenie zajmowanego obszgpuowadzanego opdznienia. Zaobser-

wowane zyski w niektorych przypadkach przekraczaja 10%.
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Rysunek 4.27. Poréwnanie a) obszaru oraz b) opdznieniatcfumodutu dla uktadéw o minimal-

nym opdznieniu.

Parametry uktadéw o najkrétszggiezce krytycznej przedstawiono narys. 4.27. W tym przypad-

ku zastosowanie okreso®ti powoduje w wiekszxi przypadkow nieznaczne (rzedu 1-2%) zwiek-

szenie obszaru przy réwnoczesnym minimalnym zmniejszehigaosci Sciezki krytycznej. Istnieja



jednak przypadki, w ktérych wzrost zajmowanego obszartizeaczny, np.: dla\/, = 105 uktad
wykorzystujacy okresowat jest blisko dwukrotnie wiekszy. Przyczyna jest pésiaczynéw cze-
Sciowych. Dla uktadéw o minimalnym opd6znieniu iloczynyesziowe sa obliczane jako reszty mo-
dulo M.,. lloczyny te sa zatem reprezentowane przez wektory o kaecomniejszej od okresu poteg
2 modulo M,. Wykorzystanie okresov&ei nie przynosi wiec znaczacych kogzy dla uktadéw o
minimalnej dtug&ciSciezki krytycznej.

Nalezy jednak zaznaczy ze wsréd uktadéw budowanych z wykorzystaniem okresgsigstnieje
duza grupa rozwiazao op6znieniach poréwnywalnych z uktadami najszybszym, wielokrotnie
mniejszym obszarze. Przyktadem mogd lnktady dla modutéw 273 i 381, dla ktérych najszybsze
struktury wykorzystujace okresos®sa ponad dwukrotnie mniejsze przy jednoczesnym nieznacz
nym skréceniisciezki krytycznej. Réwnie w pozostatych przypadkach mma wsréd jednostek wy-
korzystujacych okresove znalez uktady, ktére przy czasach propagacji wiekszych o ok 1% od
uktadow najszybszych zajmuja obszar porownywalny z n&eeymi rozwiazaniami.

Podsumowujac, wykorzystanie okres@gbpoteg 2 moduld/, nie powoduje znaczacych ko-
rzysci dla uktadéw o minimalnej diugai Sciezki krytycznej. Zaleta rozwiazawykorzystujacych
okresowd@t jest natomiast niwost skonstruowania uktadu o opéznieniu nieznacznie wiglhsad
najszybszego rozwiazania przy zdecydowanie mniejszysnantae. Dodatkowa korggia wynikajaca

z zastosowania okresowai jest niewielki spadek liczby nzéiwych konfiguracji jednostki.

4.3 Hierarchiczne RNS w strukturach FPGA

Ponizej zaprezentowano rezultaty implementacji resztowydaddw arytmetycznych z wykorzysta-
niem HRNS opisanych w rozdz. 2.3. Implementowana jedragstit uktad MAC realizujacy dziatanie
opisane jako

W=X-Y+2, (4.2)

gdzie X, Y, W, Z € C. Jednostka ta jest stosowana w dalszefczgzprawy jako element uktadu
sprzetowego wspomagania algorytmdéswietlenia globalnego (AOG). Specyfika implementowane-
go algorytmu narzuca ograniczenia na zakresy dynamiczeecpegoélnych operandéw. Szerék&o
wektora bitowegdy reprezentujacegb jest dwukrotnie wigksza od szerd@ wektoraX reprezen-
tujacegoX. Szerok&C wektoraZ reprezentujacegd jest rowna szerolk&xi iloczynuX - Y, czyli

trzykrotnie wigksza od szerokoi X. Szerok&t wyniku X - Y + Z maze byt o 1 bit wigksza od sze-
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rokoSci Z, jednak dla uproszczenia uktadu przyjete,szeroket wektoraW jest rowna szerokszi
Z. Oczywiscie wymusza to niewielkie ograniczenie zakresu poszdaggd operandow.

Poréwnanie parametréw jednostek przeprowadzono dlahtra@mnych systeméw liczbowych:
uzupetnieniowego do dwdch U2, RNS o bagé — 1, 2% 2% + 1) i HRNS o bazie zawierajacej czyn-
niki 2¥ +1 i modut2*. Zbudowanie opisywanych HRNS jest alive tylko dla niektorych wartsci k.
Poniewa w AOG wymagany jest dty zakres dynamiczny, zaimplementowano jednostki dlatrze
HRNS o najwiekszym zakresie, czyli dla e {18,24,30}. Zakres operandéw w U2 tak zostat
ograniczony do zbior418, 24,30} bitéw dla wektoraX, co daje szerok&& wyniku réwna odpo-
wiednio 54, 72 i 90 bitéw. Pozwala to na wiarygodne poréwagrdrametrow jednostek operujacych
na liczbach o podobnym zakresie dynamicznym.

Zakres dynamiczny implementowanych RNS i HRNS jest slargy jako23* — 2. Jest on nie-
znacznie mniejszy mizakres oferowany przez system U2 dla wektdrabitowego. Pomimo tego
w ponizszej analizie jednostki pracujace w systemie U2 i systémasztowych sa traktowane jako
uktady o tym samym zakresie dynamicznym. W wigksz@rzypadkéw jest to dziatanie uzasadnio-

ne, gdy réznica w wart&ci zakreséw dynamicznych jest pomijalna, szczegolnieldigch k.

4.3.1 Opis struktury jednostek

Poréwnywane jednostki zostaty zaimplementowaneyciem zestawu narzedzi opisanych na po-
czatku rozdziatu. Efektywna implementacja struktur diéka arytmetycznych wymaga wykorzysta-
nia zaréwno rozwiazawydajnie implementowanych w FPGA, jak i miwosci optymalizacji ukta-
du oferowanych przez kompilator. Wykorzystanie kompilatpozwala te zwolnic projektanta/kon-
struktora z konieczrixi implementowania uktadu z prymitywoéw dostepnych w FR@#é znacznie

przyspiesza i utatwia budowanie systeméw wykorzystujadgNS.

u2

Opis struktur uktadéw mreenia akumulacyjnego dla systemu U2 przedstawiono natlidt.Pakie-
ty importowane na poczatku kodu zawieraja m.in. przamig operatory arytmetyczne. Pozwalaja
one kompilatorowi na optymalizacje uktadu zycie dedykowanej logiki zwiekszajacej wydagao
operacji arytmetycznych. Niestety, doktadne dane na tsaraego procesu syntezy nie sa dostepne.

Oprocz opisu z list. 4.2 podjeto taé préby opisania uktadu nazszym poziomie w celu polep-
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Listing 4.2. Opis jednostki mreenia akumulacyjnego w jezyku VHDL

library IEEE;

use IEEE.STD_LOGIC_1164ALL ;
use IEEE.STD_LOGIC_ARITHALL ;
use IEEE.STD_LOGIC_SIGNEDALL ;

entity MAC U2 is
Port (
X : in std_logic_vector(17downto 0);
Y in std_logic_vector (35downto 0);
Z . in std_logic_vector(53downto 0);
W : out std _logic_vector(53downto 0)
);
end MAC U2;

architecture beh of MAC U2 is
begin
W<=X=xY + Z :

end Behavioral;

szenia parametrow AT. Modyfikacje dotyczylty zmian szegmkavytwarzanych iloczynéw cagio-
wych oraz struktury sumatora iloczynow ézgwych. Uzyskane wyniki byty podobne do wygenero-
wanych automatycznie. W nielicznych przypadkach uktag@my na niskim poziomie wprowadzat
opOznienia mniejsze o kilka procent kosztem kilku lub kitlastoprocentowego wzrostu zajmowane-

go obszaru.

RNS

Implementacja jednostek w RNE® — 1, 2%, 2% + 1) wymaga efektywnego opisu struktury uktadu
dla modutéw2* + 1 dla k rzedu kilkunastu—kilkudziesigciu bitow. Zaimplementme jednostki sa

wzorowane na uktadach meenia modul®@” + 1 zaprezentowanych w pracach [Beu02] i [Zim99].
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Opis jednostek zamieszczono we wstepie teoretycznynafréz2.3, str. 50).

Algorytm mnazenia modul®® — 1 wedtug pracy [Zim99] wymaga poszerzenia oziivost do-
dania sktadnikaZz. Maksymalna wartst wyrazeniaX - Y + Z dla X, Y, Z € [0,2% — 1) wynosi
22k _ 3.2k — 2. Operacja dodawania me byt wiec wykonana bez obawy o zwigkszenie zakresu
wyniku poza warté¢ mazliwa do skorygowania przez kaowy sumator modul®® — 1 dodajacy dwa
k—bitowe pola wyniku. Opis uktadu w jezyku VHDL przedstawiona list. 4.3. Zapis ten urabwia
kompilatorowi VHDL optymalne wykorzystanie uktadéw mraxych? - k bity i sumatoréw CPA.
Struktura potacze po implementacji nie jest doktadnym odwzorowaniem schiameanikajacego
bezp&rednio z list. 4.3. Analiza struktury potaczblokéw wewnatrz uktadu FPGA po implemen-
tacji wykazataze kompilator dokonuje cagiowej redukcji modulo na etapie sumowania iloczynéw

czesciowych.

Listing 4.3. Opis jednostki MAC modul®® — 1

tmpl <=X=xY + Z ;

tmp2 <= (0’ & tmpl(k—-1 downto 0)) +
(0" & tmpl(2+xk—1 downto k)) ;

W <= tmp2 (k-1 downto 0) + tmp2(k)) ;

Jednostka MAC dla moduff + 1 jest implementowana na podstawie uktadu maeego zapre-
zentowanego w pracy [Beu02]. Uktad ten zawiera matrycezac@, multiplekser i sumator modulo
2% 1 1. Mozna w nim pomina multiplekser, co pozwala zmniejszygajmowany obszar i wprowa-
dzane opdznienia za ceng wprowadzenia podwojnej repigzezera. Opis uktadu w jezyku VHDL
przedstawiono na list. 4.4. Réwziev tym przypadku maliwe byto zintegrowanie dodatkowego su-

matora z matryca mrraca, co pozwala przesieciegzar optymalizacji uktadu na kompilator VHDL.

Listing 4.4. Opis jednostki MAC modul®® + 1

tmpl <=X=xY + Z ;
tmp2 <= ("0" & tmpl(k-1 downto 0)) +

("0" & (not tmpl(2xk—1 downto k))) + "1" ;
W <= ("0" & tmp2(k—1 downto 0)) +

("00" & (not tmp2(k)) ) + tmpl(&k) ;
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HRNS

Tor obliczeniowy w opisywanym HRNS skiada sie z zestawungetiek dla wszystkich czynnikéw
liczb 2% + 1 i jednostki modul®*. Jednostki dla czynnikéw sa generowane przy pomocy algory

zaprezentowanego w rozdz. 3.2 (alg. 10, str. 129).

Algorytm 10 generuje dla zadanego modutu zbiér jednostedzoych parametracidT. Wybor
odpowiedniej wersji jednostek dla prezentowanego HRN3ma@rzeprowadzina wiele sposobow.
Dane zaprezentowane paaj dotycza dwdoch przypadkéw. W obu wybér jednostek praepdzany
jest w dwoch krokach. W pierwszym kroku wybierana jest jestka dla czynnika, dla ktérego diu-
gosCt Sciezki krytycznej bedzie najwieksza spdvd wybranych uktadéw. Wybrany uktad wyznaczat
granice szybksci jednostki MAC dla zadanego HRNS.

Po okre&sleniu maksymalnego op6znienia catego uktadu wybierangrsiktury jednostek MAC
dla pozostatych czynnikéw. Wybierane byly jednostki naigsre spérod uktadéw dsciezce kry-
tycznej krétszej od uktadu o najwiekszym wprowadzanymzopeniu. Reguta ta pozwala na skon-
struowanie jednostki o odpowiedniej dhimbSciezki krytycznej przy zachowaniu niewielkiego ob-

Szaru.

Rdéznica pomiedzy zastosowanymi metodami doboru jednosisicdy sposobu wyboru uktadu o
najdtuzszejsciezce krytycznej. W pierwszym przypadku dlazkiego czynnika wybierany jest uktad
najszybszy, po czym spodd wynikow typowany jest uktad najwolniejszy. Dziekirte mazliwe jest

zbudowanie uktadu o minimalnym opo6znieniu.

W wiekszaci przypadkéw ograniczeniem szylskn catego uktadu jest diugo Sciezki krytycz-
nej dla jednostki modulo najwigkszy czynnik lic2b + 1. Jednostka ta zajmuje @y obszar, a jej
znalezienie wymaga sprawdzeniazdjlliczby konfiguracji. Z tego powodu zastosowanazekrugie
kryterium wyboru jednostki ograniczajacej szyb&eaatego uktadu. Dla kalego czynnika wybierano
uktad najszybszy, ale tylko spmd jednostek, w ktérych iloczyny cagiowe obliczane sa za pomoca
uktadéw mnaacych? - k lub 3 - k bitébw. Sp&éréd wybranych uktadéw typowano nastepnie rozwia-
zanie o najdtaszejsciezce krytycznej. Wybrana jednostka zajmowata znacznie jsayeobszar od
uktadu najszybszego dla danego czynnika. W zwiazku z tysaafcatego uktadu ulegt zmniejszeniu

kosztem niewielkiego wzrostu dtugoi Sciezki krytyczne;j.
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4.3.2 Wyniki implementacji

Parametry zaimplementowanych jednostek MAC dla opisywhmRNS przedstawiono w tabelach
4.3 14.4. Tabela 4.3 zawiera parametry jednostek, w ktopgianiczenie szybl&ei catego uktadu
wynika z op6znienia wprowadzanego przez jednostke najejsza spéréd najszybszych dla po-
szczegOlnych czynnikow. W tab. 4.4 zawarto parametry adv ktorych jednostka najwolniejsza
jest jednostka wybrana spiabd struktur, w ktérych iloczyny cseiowe sa obliczane za pomoca ukia-
déw mnaacych2 - k lub 3 - & bitow.

Na kompletny tor resztowy sktada sie zbiér jednostek MA& pibszczegodlnych czynnikow mo-
dutéw 2% + 1 oraz dla modut®®. Wiersze, w ktorych pole modut zawiera wast®@” + 1, zawieraja
sume obszaru oraz najdiszasciezke krytyczna jednostek dla czynnikéw odpowiedniego mod
2F 4+ 1. Wiersze z pogrubionymi danymi zawieraja sume obszan@e najdtizszaSciezke krytyczna
jednostek dla wszystkich modutéw wchodzacych w skiad ga¢RNS.

Jednostki dla czynnikdw liczb* + 1 zostaly wygenerowane za pomoca algorytmu zaproponowa-
nego w rozprawie (alg. 10, str. 129). Wyjatkiem sa ukfaléyrdodutow 5,7,9,13, w ktérych generator
reszty modulo)M, dla sumy iloczynéw cZgciowych sktada sie wytacznie z pojedynczej pamigci
ROM. Dzieki temu uktady te charakteryzuja sie nieznaezapszymi parametrami AT od struktur
wygenerowanych przez alg. 10. Bdce w zajmowanym obszarze nie przekraczaja kilku tdBl,

a dhugat sciezki krytycznej dla tych modutéw jest w obu przypadkach zméemniejsza od najwol-
niejszych uktadow w danym HRNS. W ogolnym przypadku reczoiymalizacja struktury jednostek

dla matych modutow nie jest wiec konieczna.

Rdznice pomigdzy tab. 4.3 i 4.4 dotycza wytacznie przygadidlak € {24,30}. Dla k =
18 uktadem najwolniejszym jest jednostka modulh = 109, dla ktorej w najszybszej strukturze
iloczyny czgciowe sa obliczane za pomoca uktadéw maych. Dane w tab. 4.3 i 4.4 sa niemal
identyczne, poza uktadami dla najwigkszych czynnikbwmioo tego zmiana sposobu typowania

jednostki najwolniejszej ma istotny wptyw na obszar zajraawprzez kompletny tor obliczeniowy.

Ograniczenie jednostek MAC do struktur redeych do grupy pierwszej powoduje zmniejszenie
zajmowanego obszaru o0 20.1% dla= 24 i 22.4% dlak = 30. Wzrost dtug&ci Sciezki krytycz-
nej wynosi 4.5% w obu przypadkach, tak wiec uktady zbudavagednostek nafacych do grupy
pierwszej charakteryzuja sie lepszym iloczyndffi. Z powodu niewielkiego wzrostu dtu§oisciez-

ki krytycznej uktady te moga liyprzydatne nawet w sytuacjach, w ktorych szydik@st czynnikiem
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Tabela 4.3. Parametry jednostek MAC dla HRNS — minimalneojshie

k=18 k=24 k= 30

Modut | A[LUT] | T [ns] Modut | A[LUT] | T [ns] Modut | A[LUT] | T [ns]
7 24 28.106 5 17 18.402 7 24 28.106
19 50 29.181 7 24 28.106 9 28 25.805
27 54 30.134 9 28 25.805 11 35 26.509
73 77 30.384 13 33 24.893 31 47 28.266
o1 1 205 30.384 17 50 28.539 151 119 35.454
5 17 |18402 | 241 124 |35.853 | 331 157 | 34.968
13 33 24.803 | 2% -1 276 | 35.853 | 230 -1 410 | 35.454
37 69 28.842 97 94 34.045 13 33 24.893
109 157 28.317 257 138 35.191 25 52 30.330
218 4+ 1 276 28.842 673 434 37.346 41 72 28.666
918 183 | 26789 | 2**+1 666 | 37.346 61 73 35.324
3 664 30.384 924 316 20.817 1321 587 36.087
> 1258 | 37.346 | 2°+1| 837 |36.087
230 484 31.964
D 1711 | 36.087

decydujacym.

Analizujac dane z tabel 4.3 i 4.4 nalezwrécc uwage na szczegolnie korzystne parametry jed-
nostek MAC dla modut@*. Pomimo jego diej szerokéci, a wiec i daym wptywie na zakres dyna-
miczny systemu, wprowadzane opoOznienie jest zdecyd@waniejsze od uktadow dla najwiekszych
czynnikéw. Obszar zajmowany przez MAC modalojest podobny do sumy obszaréw uktadéw dla
czynnikow modutéwe” + 1. Biorac pod uwage tatwgt konwersji wegciowej, stosowanie modutu tej
postaci jest szczegdlnie korzystnesllenodut2* miatby by¢ sktadnikiem dowolnego RNS, wprowa-
dzane opOznienie jest akceptowalne nawetkdtezykrotnie wiekszego od szeroka najwiekszego
z pozostatych modutéw. Dotyczy to wszystkich jednostekroldgtirze zaproponowanej w rozprawie

implementowanych w uktadach rodziny Spartan 2 i dla przabado zakresu modutéw.

W tabeli 4.5 przedstawiono parametry jednostek MAC dla nibal2* + 1. Podane wyniki po-

176



Tabela 4.4. Parametry jednostek MAC dla HRNS — zmniejsztsy ar

k=18 k=24 k =30

Modut | A[LUT] | T[ns] Modut | A[LUT] | T [ns] Modut | A[LUT] | T [ns]
7 24 28.106 5 17 18.402 7 24 28.106
19 50 29.181 7 24 28.106 9 28 25.805
27 54 30.134 9 28 25.805 11 35 26.509
73 77 30.384 13 33 24.893 31 47 28.266
218 _ 1 205 | 30.384 17 50 28.539 151 113 | 37.584
5 17 18.402 241 119 | 36.935 331 141 | 37.658
13 33 24.803 | 2¥ -1 271 | 36.935 | 2% -1 388 | 37.658
37 69 28.842 97 94 34.045 13 33 24.893
109 100 | 30.533 257 135 | 36.918 25 52 30.330
218 1 1 219 30.533 673 189 39.023 41 72 28.666
918 183 |26.789 | 2*+1 418 | 39.023 61 73 35.324
> 607 | 30533 | 2% 316 | 29817 | 1321 | 225 |37.714
D 1005 | 39023 | 2*+1 455 | 37.714
230 484 | 31.964
D 1327 | 37.714

zwalaja na poréwnanie uktadéw implementowanyctzyaiem HRNS z opracowanymi dotychczas
uktadami arytmetycznymi modul2® & 1. Poréwnanie dotyczy jednostek MAC skonstruowanych z
uzyciem algorytmu mnzenia modul®* + 1 opisanego w pracy [Beu02] oraz algorytmu raania
modulo2* — 1 wedtug koncepcji opisanej w [Zim99]. Dane w tab. 4.5 dotyaktadu modul@” + 1,

w ktérym pominieto multiplekser. Powoduje to zmniejszerajmowanego obszaru i wprowadzanego
op6znienia kosztem wprowadzenia podwojnej reprezentaci. Jednostki implementowane zyu
ciem HRNS sktadaja sie ze zbioru uktadow MAC przedstawobnw tab. 4.3 i 4.4. W ostatnim wier-
szu tab. 4.5 zawarto parametry jednostki MAC wykonujapairacieX - Y + Z dla X, Y, Z € [0, 2%)

w kodzie naturalnym binarnym NB.

Analizujac parametry jednostek z tab. 4.5ana zauwayc, ze podstawowa zaleta stosowania

HRNS jest znaczne zmniejszenia zajmowanego obszaru pinggeesnym spadku diugci Sciezki
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Tabela 4.5. Parametry jednostek MAC realizowanyamydni metodami dla moduto@? + 1
k=18 k=24 k=30

Modut Metoda A T A T A T
[LUT] [ns] [LUT] [ns] [LUT] [ns]

petne 417 | 36.853| 704 | 38.107| 1065 | 43.043

2" —1| HRNSztab.4.3 205 | 30.384| 276 | 35.853| 410 | 35.454

HRNS z tab. 4.4 205 | 30.384, 271 | 36.935| 388 | 37.658

petne 454 | 38.647| 753 | 39.382| 1126 | 42.345

2" +1| HRNS ztab. 4.3 276 | 28.842| 666 | 37.346| 837 | 36.087

HRNS z tab. 4.4 219 | 30.533| 418 | 39.023| 455 | 37.714

MAC NB 381 | 31.112| 656 | 32.169| 1005 | 35.199

krytycznej o kilka procent. ycie HRNS pozwala na ponad dwukrotne ograniczenie zajmega
obszaru w stosunku do petnego uktadu modiflet 1. Szczegdinie dze zyski, zaréwno w zajmo-
wanym obszarze jak i wprowadzanym opo6znieniu, zaobseamnowdla modutéw postad® — 1 i
HRNS optymalizowanego pod katem niewielkich op6éanid/ynika to z maliwosci roztaenia tych
modutéw na niewielkie czynniki.

Dla zbadanych modutéw postati + 1 jeden z czynnikdw jest znacznie wigkszy od pozostatych,
w zwiazku z czym HRNS o najkrétszégiezce krytycznej wymagaaycia jednostki o deym ob-
szarze. Stosowanie HRNS w tym przypadku nadal pozwala gpjeparametry AT uktadu, jednak
zyski nie sa ja tak dwze.

Dla modutéw wchodzacych w skfad opisywanych HRNS zaréwajompwany obszar, jak i dtu-
gost Sciezki krytycznej uktadéw o strukturze proponowanej w rozpimaze byt przyblizona za-
lezncscia liniowa. Zyski wynikajace ze stosowania HRNS saanproporcjonalne do stosunkudo
szerok&ci najwigkszego czynnika. Dla przebadanego zakresu fdwdrzysci wynikajace z zasto-
sowania HRNS byly najmniej widoczne dia= 24, gdzie stosunek do szerokéci najwiekszego
czynnika jest najmniejszy.

Na rys. 4.28 zaprezentowano poréwnanie parametréw jeelkddAC realizujacych operacje
okreslona réwnaniem (4.2) dlazaych zakres6w dynamicznych i struktury uktadu. Poréweatej-
muje uktady zrealizowane w systemie U2, RNS z b&Za— 1,2%, 2% + 1) oraz z @yciem HRNS

z tabel 4.3 i 4.4. Skala dla poszczeg6lnych zakreséw jestivdkana, aby unmiwic poréwnanie
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a)k =18

Obszar

OpOznienie

b) k = 24

Obszar

OpOznienie

)k =30

Obszar

OpOznienie

Rysunek 4.28. Poréwnanie charakterystyk réznych implementacji jednostki maenia akumula-

cyjnego dla zakresu dynamicznego a) 54, b) 72 i c) 90 bitéw.
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zmian parametrow jednostek w stosunku do implementacji wralkdowanej jako punkt odniesienia.

Poréwnujac parametry jednostek w systemie uzupetigmowRNS mana stwierd#, ze sto-
sowanie RNS2* — 1, 2% 2% + 1) jest uzasadnione jedynie w przypadku konie&mamniejszenia
dtugasci Sciezki krytycznej dla daych zakreséw. W omawianym przypadku do wadids = 24
opOznienie wprowadzane przez jednostki w RNS jest wigksla rowne opdznieniu uktadow w U2.
Dla k = 30 zaobserwowano spadek dhaposciezki krytycznej o 9.7%. We wszystkich przypad-
kach uktady wykorzystujace RNS charakteryzuja sie almn wigkszym o ok. 40-50%, przy czym
w miare wzrostuk narzut spowodowany RNS ulega zmniejszeniu.zh wiec stwierdd, ze sto-
sowanie RNS2* — 1,2% 2% 4 1) w uktadach FPGA nie przynosi istotnych kogzy, a wrecz moe

spowodowa pogorszenie parametrow uktadu.

Znacznie korzystniejsza sytuacja wystepuije dla uktadomskruowanych zzyciem opisywanych
HRNS. Jednostki wykorzystujace HRNS sa zarbwno mnigjake szybsze od jednostek w U2. Zyski
zaobserwowano dla obu zaprezentowanych HRNS. Szczegdlaiesujace moga byuktady z tab.
4.4, ktore w stosunku do jednostek wykorzystujacych kdaeg arytmetyke uzupetnieniowa oferuja

jednoczesne zmniejszenie obszaru 0 15-30% i wprowadzap@mieé do 22% dlak = 30.

Nalezy podkreslic, ze korzysci wynikajace ze stosowania HRNS rosna w miare zwighiszza-
kresu dynamicznego i stosunkudo szeroké&ci najwigkszego czynnika. Zaledsc te tatwo uza-
sadn€. Obszar uktadu mrracego wykorzystujacego klasyczna arytmetyke unipeiowa rénie z
kwadratem liczby bitow. Pojedyncza jednostka dla czynnikdhodzacego w sktad HRNS zajmu-
je obszar zateny liniowo od liczby bitéw koniecznej do zapisania tego maika. Zaréwno liczba
jednostek, jak i rozmiar pojedynczej jednostki sa ogramme stosunkiem szeroka najwiekszego
czynnika do zakresu dynamicznego systemu. Suma obszajétyctaprzez wszystkie uktady w ra-
mach HRNS mpe zatem b§ oszacowana na podstawie stosunku szeécikuajwiekszego czynnika
do zakresu systemu.§ledla jednostek o analizowanej strukturze stosunek tenrjaiejszy od 8,

uzycie HRNS nie powoduje polepszenia charakterystyk(przyktad dlak = 24).

Zyski w diugdscisciezki krytycznej takze sa uzaltenione od wspomnianego ilorazu. Wprowadza-
ne op6znienie dla jednostek w arytmetyce uzupetnieniowkjadéw modulo zalezy od logarytmu
szerok&ci operandu. Poniewanajdhzszasciezka krytyczna wystepuje dla uktadu o najwigkszej
szerok&ci argumentow, przyrost szybiei zaley od stosunku szerokoi najwiekszego czynnika do

zakresu systemu.
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4.4 Procesor wspomagajacy obliczeniaw AOG

W poprzednim rozdziale przedstawiono techniki pozwakajaa zwiekszenie wydajgoi jednostek
arytmetycznych wykonujacych operacje mpaia i dodawania. &y/cie hierarchicznych resztowych
systemoéw liczbowych unmiwia zmniejszenie dtuggei Sciezki krytycznej o ok. 20 % w stosunku
do jednostek wykorzystujacych klasyczna arytmetykegpemieniowa. Obszar uktadu w obu przy-
padkach jest poréwnywalny. 2ycie HRNS wymaga jednak stosowania konwerteréw oraz dnika
nia operacji ,trudnych”. Celem tego rozdziatu jest preaejd sprzetowej implementacji zyciem
arytmetyki resztowej podstawowych probleméw obliczenjiolwwystepujacych w AOG. Dodatko-
wo podano przykitad nowej, skalowalnej architektury procasvspomagajacego obliczenia w AOG,
w ktorym zastosowano wspomniana jednostke testowanecgE. Architektura ta jest rozwinieciem
pomystu zaprezentowanego w pracy [Tom05c]. Prezentowamiisra mae by zaimplementowana

z wykorzystaniem arytmetyki resztowej, jak i wytacznigtanetyki uzupetnieniowej. Na przyktadzie
proponowanej struktury zostanie wykazame,stosowanie arytmetyki resztowej jest uzasadnione i

korzystne w uktadach sprzetowego wspomagania algorytosvietlenia globalnego.

Podstawowym celem proponowanej architektury jest analigaiwosci zastosowania arytmetyki
resztowej w uktadach sprzetowego wspomagania AOG. Uldaghbzwala na efektywna implemen-
tacje dwoch istotnych algorytmoéw wykorzystywanych w AC&kedzenia promieni i wspomagania
rozwiazywania uktadéw réwrieoswietlenia w metodzie energetycznej. Opisywana strukiumez-
liwia implementacije tych algorytméw zzyiciem arytmetyki resztowej, co powoduje wzrost czesto-
tliwosci taktowania rzedu 20%. Podczas projektowania uktadaegplna uwage przywiazano do
zachowania cech pozwalajacych na efektywna implemgnfedG. Szczegdlnie istotne jest odizolo-
wanie fragmentéw uktadu wykorzystujacych HRNS od pozgstablokéw procesora. Unmiwia to
wykorzystanie zalet arytmetyki resztowej przy jednocyeszachowaniu mdiwosci wykonywania

operacji trudnych.

Proponowana struktura sktada sie z blokow stanowiacyehosizielne jednostki z prostymi i
wydajnymi magistralami komunikacyjnymi. Zadania wykoraive przez poszczegolne jednostki sa
typowymi zadaniami wystepujacymi w implementacjach A@®danie dodatkowych operaciji, np.:
cieniowania, mana wiec zrealizow@a wprowadzajac do uktadu dodatkowe poduktady realizijac

odpowiedni algorytm.

Przyktad implementacji kompletnego procesora zaprere&aro w pracy [Sch06]. Jest to rozwia-
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zanie przeznaczone do implementacji w uktadach ASIC i ¢ttargzujace sie znacznymi wymaga-
niami sprzetowymi. Standardowa konfiguracja wymaga 1€8qgstek FPU, 822 kB rejestrow i 272
kB pamieci podrecznej. W pracy [Sch06] opisanaz@kkrojona, silnie optymalizowana implementa-
cje prototypu z myciem uktadéw rodziny Virtex 2 firmy Xilinx. Przedstawiometej pracy rozwiaza-
nie oparte o arytmetyke resztowa charakteryzuje sigzmna mniejszymi wymaganiami sprzetowy-
mi. Ograniczenie zajmowanego obszaru pozwala na zastoseszerokiej gamy mnorodnych wer-

sji dostepnych matryc FPGA o mniejszych nimoSciach, a wiec i koszcie. W przypadku implemen-
tacji w uktadach FPGA o wysokiej wydajgoi zastosowanie jednostek wykorzystujacych arytmeetyk,
resztowa umaliwia upakowanie wiekszej liczby jednostek w uktadzie bezpérednio przektada sie

na wydajnéc.

441 Zatwenia

Podstawowym celem prezentowanego uktadu jest wykazamiglaingci arytmetyki resztowej w
sprzetowych implementacjach AOG. Ukfad ten powinien gdcharakteryzowasie cechami poréw-
nywalnymi z dotychczas opracowanymi procesorami wspojaagai. Mazna to osiagn@apoprzez

wykorzystanie podstawowych mechanizmow pozwalajacyglefektywna implementacje AOG. W

opisywanej strukturze przyjeto nastepujace zatoa:

e Opis modeli w postaci siatek trojkatow,

stosowanie drzewd do opisuswiata w metodzigledzenia promieni,

przeprowadzanie oblickerdwnoczénie dla wiazki spéjnych promieni,

zastosowanie arytmetyki statoprzecinkowej,

latwa skalowaln&t,

nieskomplikowana siepotacza,
e przechowywanie lokalnych kopii wielokrotnie wykorzystgmych danych.

Wiekszat dotychczas opracowanych sprzetowych implementacjirgtgéw grafiki kompute-
rowej dotyczy opisdbw modeli w postaci siatek trojkatow.zZRéazanie to pozwala znacznie upro-
scic struktury uktadéw przy zachowaniu miwosci modelowania norodnych bryt geometrycz-

nych. Réwnig w proponowanej architekturze zastosowane uktady pagegiia drzew zawierajacych
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opisSwiata oraz testowania przecigostaly zoptymalizowane pod katem stosowania tréjkgsio
prymitywéw geometrycznych. Poniewgednak jednostki te sa uktadami programowalnymi, igénie

mozliwo&t ich przysztych modyfikacji w kierunku poszerzenia zestalstugiwanych powierzchni.

Drzewakd sa odmiana drzew BSP (rozdz. 2.1, str. 31), w ktérych plagmy dzielace sa prosto-
padte do osi uktadu wspoétrzednych. Pozwala to znacznieSgjaralgorytmy konstruowania i prze-
gladania takich drzew. Szybkie i nieskomplikowane algowy przegladania drzewd mozna zaim-

plementowé za pomoca niewielkich i wydajnych struktur sprzetowych

W pracy [Sch06] wykazan@e sasiednie promienie przecinaja z reguly ten sam zbgataw
drzewakd. Dotyczy to zarowno promieni pierwotnych przechodzacpechez punkt obserwatora,
jak i wtérnych modelujacych odbicia i zatamarswiatta. Celowe jest zatem przeprowadzanie te-
stéw przecié wszystkich promieni z niewielkiej, spojnej wiazki z tyraraym zbiorem tréjkatow.
W prezentowanym ukfadzie zestaw kilku jednostek oblicaeych kontrolowany jest przez jedna
jednostke sterujaca. Kda z jednostek obliczeniowych przeprowadza testy pezembjedynczego
promienia ze zbiorem trojkatéw dostarczanym przez jetkgazarzadzajaca do wszystkich jednostek

obliczeniowych rownocZmie.

Zastosowanie arytmetyki statoprzecinkowej powoduje znazmniejszenie obszaru wymagane-
go przez uktady arytmetyczne w poroéwnaniu z rozwiazaniagkorzystujacymi arytmetyke zmien-
noprzecinkowa. Cecha ta jest szczegoOlnie istotna w pdigpanplementacjiw FPGA, gdzie zasoby
logiczne sa ograniczone. Niewielki koszt uktadow arytyoehych pozwala na zastosowanie wigk-
szej ich liczby. Poniewa AOG charakteryzuja sie bardzo dobra skalowati@ w implementacjach
na maszynach réwnolegtych, zwiekszenie liczby jednostdiczeniowych przektada sie beZred-

nio na wydajn@&c.

Aby zwigkszanie liczby rownolegle pracujacych jednkstewodowato odpowiedni wzrost wy-
dajndsci, konieczne jest zaprojektowanie uktadu w postaci zajsgace] tatwa skalowalrsa. Cha-
rakter implementowanych algorytméw umlisvia uzycie struktury pozwalajacej na tatwa rozbudowe.
Podstawowa cecha urnloviajaca skalowalngt jest wyizolowanie operacji kosztownych (np. dziele-
nie i konwersja pomiedzy HRNS a U2) i ich implementacja wtposblokow wspolnych dla pewnej
liczby jednostek arytmetycznych. Korzystne jestziakastosowanie prostych magistral potaczenio-
wych umaliwiajacych transmisje w trybie rozgtaszania oraz adveania indywidualnego. Dzigki

temu maliwe jest dodawanie kolejnych uktadéw obliczeniowych dedatkowych kosztow.
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Wiasciwascia algorytméw AOG jest intensywna komunikacja z paigi@owodujaca przecza-
nia najszybszych obecnie dostepnych magistral komuypjkgch. Poniewa jednak wigkszgt odwo-
tah charakteryzuje sie dobra lokabma przestrzenna i czasowa, przechowywanie kopiiadkie
wykorzystywanych danych pozwala na znaczne zmniejszdmigsaenia magistral komunikacji z
pamigecia. W prezentowanym rozwiazaniu przechowywapi wykorzystywanych danych realizo-
wane jest na dwdéch poziomach. Darsywane wielokrotnie przez konkretna jednostke sa ptaes
ne jednokrotnie i zapamigetywane w rejestrach lokalnyamegigednostki. Dodatkowo przewidziano
stosowanie pamieci podrecznej uniwiajacej przechowanie pewnego podzbioru najczgj wywa-
nych danych o rozmiarze znacznie przekraczajacym pojétnpiiku rejestrow. Przykladem nze
byt zawart&t kilku pozioméw drzewa opiséwiata, ktéra jest wymagana dlazbego promienia w

algorytmieSledzenia promieni.

4.4.2 Struktura procesora

Na rys. 4.29 przedstawiono schemat proponowanej strukittrgesora wspomagajacego obliczenia
w AOG. Struktura ta jest modyfikacja architektury opisandiflom05c]. Podstawowym elementem
procesora jest zestaw jednostek obliczeniowych JO zajgiBreh uktady mnaenia akumulacyjnego
wraz z zestawem rejestrOw oraz automatem sterujacym.ndattgterujacy zrealizowano jako jed-
nostke programowalna pozwalajaca na implementazearodnych zada Jednostki obliczeniowe
sa wywane jako podstawowe elementy implementujace algorytlyznaczania punktu przeciecia
prostej z trojkatem oraz wspomagania rozwiazywaniaddgaréwnan oswietlenia.

W algorytmie wyznaczania punktu przeciecia zachodzi &cm&t wyznaczenia ilorazu, dlatego
tez dla kilku jednostek obliczeniowych przewidziano potokouktad dzielenia. W zalndsci od
stosunku wydajngci jednostek obliczeniowych do wydagm jednostki dzielenia liczba jednostek

dzielenia mae byt dowolnie zmieniana.

Kazda jednostka obliczeniowa wypasma jest w prosty automat sterujacy zawierajacy zestaw
zaimplementowanych algorytmow. Za wybér odpowiedniegach nraz dostarczenie wymaganych
danych odpowiedzialna jest jednostka zarzadzania abliemi JZO. Jednostka zarzadzajaca jest tak-
ze zrealizowana w postaci programowalnego automatu wyposgo w dodatkowy plik rejestrow.
Wszystkie JO sa potaczone z JZO za pomoca jednej mdgistnazliwiajacej transmisje w trybie

rozgtaszania i adresowania bespedniego.
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Rysunek 4.29. Struktura procesora.

Wyznaczenie punktu przeciecia konkretnego promienia goagednim elementem sceny wy-
maga dwdch krokdw. Pierwszym z nich jest wybor potencjainkandydatow spgrdéd wszystkich
elementow wystepujacych na scenie, drugim krokiem jgginaczenie punktow przedevybranych
elementéw z promieniem i wybér spradd nich punktu najlitiszego obserwatora. Za pomoca JO re-
alizowany jest krok drugi, natomiast wybo6r kandydatow dokeany jest w jednostce przegladania
drzewa JPD.

Zaimplementowanym algorytmem przegladania drzew jegbrgtm zaprezentowany w pracy
[HKBZ97]. Jego cecha szczegoblna jest odpowiednio dabkaiejn&et dziatah pozwalajaca w 75%
przypadkéw na wybo6r odpowiedniego wezta drzewa na podstawytacznie prostych poréwmna
dwdch liczb. W pozostatych 25% przypadkow konieczne jeStoénie punktu przeciecia promienia
z ptaszczyzna dzielaca dany wezet. Z powodu ograngzimzasobdw sprzetowych jednostka prze-
gladania drzewa zawiera wytacznie zestaw komparator@awplajacych na wykonanie poréwna

wspotrzednych. W przypadku koniec&Bwwyznaczenia punktu przeciecia zadanie to jest reafzo
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ne przez jednostki obliczeniowe.

W pracy [Sch06] podan@e w implementaciji algorytméledzenia promieni liczba jednostek
przegladania drzewa powinnabwieksza od liczby jednostek wyznaczania przecW rzeczywi-
stosci z rys. 2.26 na str. 42 w pracy [Sch06] wynika,stosunek koniecznych do wykonania operacji
przegladania drzewa do operacji wyznaczenia punktu jgeieczaley od przyjetej maksymalnej
gtebokdsci drzewa i zt@aondsci sceny. Struktura z rys. 4.29 zawiera taka sama lidedg, jak JO.
Uzasadnieniem takiej decyzji jest kilka argumentéw. Povpsee, JPD sa uktadami uproszczonymi,
awiec cigar obliczé przejmuja i tak jednostki obliczeniowe. Jednostka plig@gnia drzewa jest wy-
tacznie uktadem dodatkowym o niskim koszciezdaym z prostego automatu sterujacego i zestawu
komparatoréw. Po drugie, struktura z rys. 4.29 jest rozaigem bardziej elastycznym, poniendO
sa wykorzystywane tale w implementacji algorytmoéw opartych o metody energetgcPo trzecie,
zwiekszenie liczby jednostek testowania przéeigstosunku do JPD pozwala na zmniejszenie gtebo-
koSci drzewa, co bezoednio przektada sie na tatéojego tworzenia i mpe uprécic generowanie
obrazow dynamicznych.

Komunikacja pomiedzy JPD a JZO zrealizowana jest za pardach kanatéw. Pierwszy z nich
jest kanatem jednokierunkowym z buforem FIF&h§.First In First Out), drugi zawiera magistrale
dwukierunkowa. Pierwszy kanat jest wykorzystywany doegiezywania wspotrzednych trojkatow,
dla ktérych naley wykona testy przecie@ z promieniami. Zadaniem drugiego kanatu jest szybka ko-
munikacja z pominigciem kolejki FIFO umatiwiajaca natychmiastowe obliczenie punktu prze@eci
promieni z ptaszczyzna dzielaca wezet drzéwa

Zaréwno zestaw jednostek obliczeniowych, jak i blok pradghia drzewa wymagaja danych
z pamieci zewnetrznej. W zwiazku z tym konieczny jestat&dwy blok sterownika pamieci oraz
uktad pozwalajacy na komunikacje z systemem nadrzedioma tym przewidziano zastosowanie
pamieci podrecznej, poniewav przypadku implementacji sprzetowej algorytgladzenia promieni
jej stosowanie pozwala znacznie zmniefsmatgenie komunikacji z pamiecia zewnetrzna. Doktadne
struktury sterownika pamieci i sprzegu PCI/AGP nie zlystpracowane ze wzgledu na istnienie
wielu gotowych rozwiazaw tym zakresie, taée komercyjnych.

Uktad przedstawiony na rys. 4.29 umlisvia wykorzystanie maliwosci réwnolegtego przetwa-
rzania w celu zwigkszenia wydajsc na dwa sposoby. Zwigkszenie liczby JO zarzadzanyoezpr
pojedyncza JZO pozwala na zwigkszenie liczby promiemefpvarzanych w ramach pojedynczej

wiazki. Réwnoczénie mana doda dodatkowe zestawy sktadajace sie z jednostek obliomgmih
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sterowanych przez JZO oraz dodatkowych JPD, ktorych zadabedzie prowadzenie oblidgzela
kolejnych wiazek promieni. Jedynymi ograniczeniamiltigzakich blokow sa dostepne zasoby sprze-
towe oraz stopie komplikacji sterownika pamieci i pamigeci podrecznej.

Podstawowym elementem w prezentowanym procesorze jeaiwd® wraz z JZO. Blok ten jest
elementem odpowiedzialnym za przeprowadzanie olliezalgorytmach wyznaczania punktu prze-
ciecia prostej z troéjkatem oraz rozwiazywania uktadwméh oSwietlenia. Pozostate jednostki proce-
sora sa albo uktadami wspomagajacymi o prostej strugflatbo standardowymi jednostkami, np.:
sterownik pamieci czy pamigoodreczna. Poréj zostana opisane wytacznie JO i JZO oraz przykfady
ich wykorzystania do implementacji wyznaczania punktiepigcia i rozwiazywania uktadu réwnha
oSwietlenia. Take prototypowa implementacja zostata ograniczona do dwdgimmnianych jedno-

stek.

Jednostka obliczeniowa JO

Podstawowym zadaniem jednostki obliczeniowej jest im@etacja algorytmu wyznaczania punktu
przeciecia promienia z tréjkatem oraz wspomaganie @weezwiazywania rowrfaoswietlenia me-
todami iteracyjnymi. Poniewapodstawowymi operacjami arytmetycznymi w obu tych zaaeimisa
rézne kombinacje mraenia i dodawania, sa one realizowanezyaiem uktadu mnpenia akumula-
cyjnego. Jednostka obliczeniowa sktada sige z jednostkizemia akumulacyjnegox 2k bitdw, pliku
20 rejestrovBk—bitowych, zestawu multiplekseréw podajacych odpowiedane na wéicia jednost-
ki MAC oraz programowalnego ukfadu sterujacego. Schemigicaér uktadu MAC, multiplekserow

i pliku rejestrow pokazano na rys. 4.30. Zastosowanie \pieftowego pliku rejestréw pozwala na
dostarczenie kompletu danych dla uktadu MAC vzégm cyklu zegarowym. Dzieki temu np.: im-
plementacja algorytmu testowania punktu przeciecia pgoia z tréjkatem wedtug pomystu z pracy
[MT97] wymaga jedynie 27 instrukcji.

Przeptyw danych w strukturze z rys. 4.30 jest sterowanyzopzesty automat sterujacy. Automat
ten jest zrealizowany jako jednostka programowalna z progm zapisanym w niewielkiej pamie-
ci ROM. Liste zaimplementowanych rozkazéw przedstawioniabeli 4.6. Wigksz&t rozkazow to
rozkazy arytmetyczne dobrane w sposéb aliwdgajacy efektywna implementacje algorytmu wyzna-
czania punktu przeciecia promienia z trojkatem.

Wynik kazdego rozkazu z tab. 4.6 jest zapisywany w rejestrze ozngoz®&[rez]. Argumentami

moga by dwa rejestry rdne od rejestru wynikowego oznaczone jako R[dod] i Rimneoakaana z
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Rysunek 4.30. Struktura uktadu arytmetycznego jednodtkezeniowej. Dane wéciowe sa repre-

zentowane jako wektory 18—bitowe w kodZie.

magistrali zewnetrznej, lub trzy rejestry, z ktorych jadgest jednoczenie miejscem przechowywania
wyniku. Rozkaz RDWR oznacza pr&eje do stanu, w ktérym jednostka zarzadzajaca maimosc

zapisu i odczytu poszczegolnych rejestrow JO.

Tabela 4.6. Lista rozkazéw uktadu sterujacego jednaostiigzeniowa

Rozkaz Operacja

RDWR zapis/odczyt pliku rejestrow

MADD R[res] <« danax R[mnoz] + R[dod]
MUL R[res]« danax R[mnoz]

MSUB R[res]« danax R[mnoz]— R[dod]

INV_MSUB R[res]«< — (danax R[mnoz]) + R[dod]

INV_SUB R[res]«< — dana+ R[dod]

MUL_REG R[res] <« R[dod] x R[mnoz]

ACC_MUL_REG || R[res]«= R[dod] x R[mnoz]+ R[res]

Czest kombinacyjna uktadu z rys. 4.30, czyli jednostka MAC wramaltiplekserami, podzie-
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lona jest za pomoca rejestrow na trzy etapy. Na schemaeieaznaczono rejestrow znajdujacych
sie wewnatrz uktadu mmzenia akumulacyjnego ze wzgledu na chx@chowania czytelsai rysun-
ku. Poza tym, doktadne umiejscowienie tych rejestrowzated przyjetej struktury uktadu MAC i
zatazonej szeroksci stowa. Cata JO jest uktadem potokowym o gtelsmigotoku rownej trzy, tak
wigc kazda z instrukcji zamieszczonych w tab. 4.6 wymaga trzechi eggara. Dalsze zwiekszanie
gtebokdsci potoku jest nieoptacalne ze wzgledu na wystepowamzejdiczby konfliktéw danych w

implementowanych algorytmach.

Dodatkowym elementem JO jest zbiér rejestriévbitowych oraz komparatdrbitowy wzywane
w algorytmieSledzenia promieni do wyboru i zapamietania wspétrzetimajblizszego punktu prze-
ciecia z trojkatem. Zadaniem tych elementow jest poravimavyniku zwroconego przez jednostke
dzielaca z najmniejszym wynikiem wytworzonym dotychezasli nowy wynik opisuje punkt bfi-

szy, dotychczas zapamietana wéatt@est zastepowana rezultatemzzieym.

Jednostka zarzadzania obliczeniami JZO

Jednostka zarzadzania obliczeniami realizuje szereghzasliazanych ze sterowaniem i komunika-
cja z jednostkami obliczeniowymi. Sktada sie z zestaweastedw oraz prostego programowalnego
automatu sterujacego, ktorego instrukcje stanowia giéwozkazy transmisji danych. Komunikacja
pomiedzy JZO a JO nze by¢ przeprowadzona w dwéch trybach. W trybie rozgtaszaniysikie JO
operuja na danych dostarczonych przez JZO, np.: zapisigama wartse do rejestru o tym samym
adresie. W trybie adresowania indywidualnego dane praasy$a pomiedzy JZO a pojedyncza JO.

Pozostate JO nie moga w tym czasie korz§stanagistrali komunikacyjne;.

Pojedyncza JZO nae zarzadzZadowolna liczba JO. Poniewgednak komunikacja w trybie ad-
resowania indywidualnego uniemwia korzystanie z magistrali przez pozostate JO, liczBaste-

rowanych przez JZO nie powinnabybyt duza.

Poza zarzadzaniem JO, zadaniem JZO jestetddomunikacja z jednostka przegladania drzewa
oraz pamiecia zewnetrzna. W algorytnsledzenia promieni JZO pobiera dane z JPD na dwa sposo-
by: z wzyciem bufora FIFO lub z jego pominieciem (potaczeniedmérednie). Decyzja o priorytecie
poszczegoélnych kanatdw podejmowana jest przez JZO, co gazma efektywne zarzadzanie za-
sobami obliczeniowymi JO. Poniewaasoby sprzetowe wymagane przez JO stanowia wigkszo

zasobow catego uktadu, niezmiernie istotne jest zapewn@agtej ich pracy.
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4.4.3 Zastosowanie arytmetyki resztowej

Konstruowanie efektywnych uktadéw zyciem arytmetyki resztowej wymaga spetnienia dwoch wa-
runkéw. Pierwszym z nich jest ograniczenie zbioru wykongyeh dziaté w torze RNS do dodawa-
nia, odejmowania i mnzenia ze wzgledu na wysoki koszt implementacji pozostatyweracji. Dru-
gim warunkiem jest deenie do zwiekszenia stosunku liczby wykonywanych ogeaagtmetycznych

w RNS do liczby konwersji pomiedzy RNS a systemem pozyayjypowodu kosztu konwerterow.
Struktura z rys. 4.29 nme zosta tatwo zmodyfikowana do postaci pozwalajacej na wykoinyist

arytmetyki resztowej.

W proponowanym rozwiazaniu arytmetyka resztowa jegtwana wytacznie w jednostkach obli-
czeniowych zawierajacych uktad mrenia akumulacyjnego. Dzigki temu mlve jest zwigkszenie
czestotliwaci ich taktowania o ok. 20%. Poniesw&omunikacja pomiedzy JO a reszta uktadu re-
alizowana jest za pomoca pojedynczej magistrali, wygtamastosowanie jednego konwertera U2
do RNS na kada jednostke JZO oraz konwertera RNS do U2 nedigauktad dzielenia. Przyktad

struktury procesora uzupetnionej o dodatkowe konwertezggstawiono na rys. 4.31.

Wprowadzenie dodatkowych konwerteréw wessie z wydtazeniem potoku o liczbe cykli wyma-
gana do przeprowadzenia konwersji. Opéznienie wnosparez uktady konwersji jest co naj\agj
dwukrotnie wigksze od dtugei sciezki krytycznej jednostki MAC, tak wiec liczba cykli wymaga
nych do przeprowadzenia konwersji pomiedzy HRNS a U2 mxtu 67 taktow zegara. Jednokrotne
wykonanie procedury wyznaczania punktu przeciecia wyargcykli zegara i czasu wymaganego
na wykonanie dzielenia, a dla k@dego promienia testow takich naleprzeprowadi co najmniej
kilka lub kilkanascie, zalegnie od stopnia ztoondsci sceny i jak&ci drzewakd. Oczekiwanie na wy-
petnienie potoku jest wymagane jedynie w momencie zmiangasci rejestréow JO zawierajacych
wspotrzedne promienia. Dodatkowe kilka cykli potrzebmy@ catkowite wypetnienie potoku rae

wiec zost& pominiete ze wzgledu na zwigkszenie czestotigidaktowania o ok. 20%.

Konieczn&t stosowania konwerterow pomiedzy HRNS a U2 powoduje kszienie zajmowa-
nego obszaru, nie sa to jednak wszystkie koszty spowodewaytiem HRNS. W przypadku re-
prezentacji w kodzie U2 liczba bitéw wykorzystywana do sapia konkretnej liczby zatg od jej
wartcsci. Mazliwe jest zatem ograniczenie szer8koczesci magistral potaczeniowych. Dla uktadéw
wykorzystujacych arytmetyke resztowa wszystkie miagis potaczeniowe musza ntieszerok&c

wystarczajaca do przestania liczby o watbomaksymalnej w danym RNS. Wia sie to take ze
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Rysunek 4.31. Struktura procesora wykorzystujacego HRNS

zwiekszeniem szerokai stosowanych multiplekserow. Dla uktadu zaprezentegama rys. 4.30

zastosowanie HRNS powoduje wzrost sze&kovszystkich magistral do 58 bitéw.

Obszar zajety przez resztowa jednostke MAC jest mnyeggr obszaru jednostki w kodzie U2.
Uzycie ok. 10 jednostek obliczeniowych w HRNS kompensujefododatkowego obszaru wyma-
ganego dla konwersji pomiedzy HRNS a U2. Dla mniejszejljc2O wycie HRNS take jest opta-
calne, poniewanarzut w stosunku do obszaru catego uktadu, wliczajgowstgki pamigci i pamié
podreczna, jest rowny co najagj kilka procent. Ze wzgledu na znaczny wzrost wydafipostoso-
wanie resztowych systemow liczbowych w zaprezentowanekistrze jest optacalne i uzasadnione.
W prototypowej implementacji w uktadzie XC2S200-6FG456zyaiemSrodowiska Xilinx ISE Fo-
undation 6.3i zastosowanie resztowej jednostki arytnetgcw uktadzie z rys. 4.30 spowodowato

wzrost czestotliwéci taktowania z 77.3 MHZ do 92.5 MHZ, a wiec o ok. 20%.
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4.4.4 Implementacje algorytméw &wietlenia globalnego

Uniwersalna struktura JO i JZO pozwala na implementagg@atodnych algorytméw obliczenio-
wych. Ponzej zostanie podany przyktad implementacji algorytmu vaczania punktu przeciecia
prostej z trojkatem wedtug koncepcji z [MT97]. Podane ansttake zalecenia dotyczace zastoso-
wania prezentowanej struktury do wspomagania sprzetowakegrytmow wykorzystujacych metody

energetyczne.

Wyznaczanie punktu przeciecia promienia z trojkatem

Wyznaczanie punktu przecigcia promienia z trojkateneprawadzane jest dla wiazki kilku promie-
ni rownoczé&nie. W prezentowanym uktadzieda JO zawiera zestaw rejestréw lokalnych, w kt6-
rych zapamietane sa wspotrzedne jednego promieniavayaiki poSrednie. Nastepnie wspotrzedne
trojkatow wytypowanych w procesie przegladania drzéwaa rozsytane do wszystkich JO réwno-
czesnie. Kada JO zawiera dodatkowo zbiér rejestréw pozwalajacy paméetanie wspoétrzednych
punktu przeciecia promienia z najdizym tréjkatem. Po wykonaniu oblidzella petnego zbioru
badanych trojkatow wyniki te sa przesytane do JZO do @gjszavykorzystania.

Wyznaczanie punktu przecigecia prostej z tréjkatem w gtrzeniR? przeprowadzane jest wedtug
algorytmu z pracy [MT97]. Przykladowa implementacje gagtawiono w rozprawie na stronie 30
(alg. 1). W oryginalnym opracowaniu alg. 1 jest implemerdaaw programowo. W implementacji
sprzetowej proponowanej w rozprawie wprowadzono kilkalyiikacji dotyczacych kolejré&ci wy-
konywania dziata. Podstawowa inica pomiedzy implementacja programowa a sprzatiest prze-
sunigcie wszelkich rozgatezisa koniec procedury. Dzigki temu love staje sie mycie jednostki
potokowej o ustalongjciezce przetwarzania bez koniecawowykrywania sytuacji przedwczesnego
przerwania obliczie. Dodatkowa korz§cia jest przesuniecie wszelkich operacji porownywaaoiza
tor obliczen, co utatwia implementacje czei arytmetycznej uktadu zzyciem arytmetyki resztowej.

Na listingu 4.5 przedstawiono przyktad implementacji ajgmu wyznaczania punktu przeciecia
promienia z tréjkatem. Przed rozpoczeciem algorytmu jesteach RO, R1, R2 musza zostza-
pamigetane wspotrzedndy,, K, K,) wektora kierunkowego promienia, a w rejestrach R12, R13 i
R14 wspotrzedngO,,, O,, O,) punktu poczatkowego promienia. Wynikiem algorytmu sgtosgi
o,u', v, t' zawarte w rejestrach R15, R16, R17, R18. W trakcie wykonyavalgorytmu przez JO

zadaniem JZO jest wystawianie na magistrale danych odubwéh wspotrzednych punktd oraz
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Listing 4.5. Bezp&rednia implementacja algorytmu wyznaczania punktu jgzecpromienia z troj-
katem

S1 : R[8] = danexR[1] /I R[8] +=E2.x *x K.y

S2 : R[7] = danexR[2] Il R[7] += E2.x x K.z

NOP

S3 : R[8] = danex R[0] — R[8] /Il R[8] = S.z

S4 : R[6] = danexR[2] /Il R[6] +=E2.y x K.z

S5 : R[7] = R[7] — dane x R[O0] Il R[7] = S.y

S6 : R[6] = danex R[1] — R[6] /Il R[6] = S.Xx

S7 : R[15] = danexR[6] /I R[15] += E1.x *x S.X

NOP

S8 : R[15] = danex R[7] + R[15] // R[15] += El.y % S.y

NOP

S9 : R[15] += danex R[8] /l R[15] +=E1.z « S.z . 0
S10 : R[3] = R[12] - dane /I R[] = T.x

S11 : R[4] = R[13] - dane /Il R[4] = T.y

S12 : R[5] = R[14] - dane /Il R[B] = T.z

S13 : R[16] = R[3] * R[6] /Il R[16] = T.x % S.X

NOP

S14 : R[16] += R[4] * R[7] /I R[16] += T.y x S.y

NOP

S15 : R[16] += R[5] * R[8] /Il R[16] +=T.z * S.z oou’
NOP

S16 : R[11] = danexR[4] /I R[11] = El.x % T.y

S17 : R[10] = danexR[5] // R[10] = El.x * T.z

S18 : R[11l] = danex R[3] — R[11] // R[11] = Q.z

S19 : R[9] = danexR[5] /Il R[9] = El.y % T.z

S20 : R[10] = R[10]—- dane x R[3] // R[10] = Q.y

NOP

S21 : R[9] = danex R[4] — R[9] /Il R[9] = Q.x

S22 : R[17] = R[0O] * R[9] Il R[17] = K.x % Q.X

NOP

S23 : R[17] += R[1] * R[10] I/l R[17] += K.y * Q.y

NOP

S24 : R[17] += R[2] * R[11] Il R[17] += K.z % Q.z VA
S25 : R[18] = danexR[9] /I R[18] = E2.x x Q.X

S26 : R[18] = danex R[10] + R[18] // R[18] += E2.y % Q.y

S27 : R[18] = danex R[11] + R[18] // R[18] += E2.z « Q.z : t’
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Listing 4.6. Implementacja algorytmu wyznaczania punkizepiecia promienia z trojkatem

S12 : R[5] = R[14] - dane /I R[5] = T.z

S1 : R[8] = danexR[1] /I R[8] +=E2.x x K.y

S2 : R[7] = danexR[2] Il R[7] += E2.x x K.z

S4 : R[6] = danexR[2] /Il R[6] +=E2.y *x K.z

S19 : R[9] = danexR[5] /I R[9] = El.y x T.z

S11 : R[4] = R[13] - dane /Il R[4] = T.y

S3 : R[8] = danex R[0] — R[8] /I R[8] = S.z

S17 : R[10] = danexR[5] /I R[10] = El.x x T.z

S10 : R[3] = R[12] - dane /Il R[] = T.x

S21 : R[9] = danex R[4] — RJ[9] /Il R[9] = Q.Xx

S6 : R[6] = danex R[1] — R[6] /I R[6] = S.Xx

S5 : R[7] = R[7] — dane x R[O0] Il R[7] = S.y

S16 : R[11] = danexR[4] /I R[11] = El.x = T.y

S22 : R[17] = R[0] * R[9] Il R[17] = K.x % Q.x

S25 : R[18] = danexR[9] /I R[18] = E2.x x Q.X

S20 : R[10] = R[10]- dane x R[3] [// R[10] = Q.y

S7 : R[15] = danexR[6] I/l R[15] += E1.x * S.X

S13 : R[16] = R[3] * R[6] /I R[16] = T.x % S.X

S18 : R[11l] = danex R[3] — R[11] // R[11] = Q.z

S23 : R[17] += R[1] * R[10] Il R[17] += K.y * Q.y

S26 : R[18] = danex R[10] + R[18] // R[18] += E2.y x Q.y

S8 : R[15] = danex R[7] + R[15] // R[15] += El.y % S.y

S14 : R[16] += R[4] * R[7] /I R[16] += T.y * S.y

S24 : R[17] += R[2] * R[11] Il R[17] += K.z x Q.z A
S27 : R[18] = danex R[11] + R[18] // R[18] += E2.z «x Q.z : t’
S9 : R[15] += danex R[8] /l R[15] +=El1.z « S.z : ¢
S15 : R[16] += R[5] x R[8] /I R[16] +=T.z * S.z Coou’

wektorowE; i Es.

Implementacja przedstawiona na listingu 4.5 wynika béepanio z algorytmu 1. Poniewged-
nostka obliczeniowa jest uktadem potokowym, be&pdnia implementacja powoduje powstanie du-
zej liczby konfliktéw danych typu odczyt po zapisie. Konieejest wiec wstawianie jatowych cykli
pozwalajacych na propagacje danych do odpowiednicktréj®, z ktérych nastepnie sa odczytywane
w kolejnej instrukcji. Jatowe cykle sa oznaczone jako N@®Ry czym liczba jatowych cykli zaky
od gteboké&ci potoku i miejsca ich wystepowania. W prezentowanynyldedzie liczba ta migci sie

w zakresie od 1 do 3 cykli.
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Wprowadzanie jatowych cykli jest prosta technika pozajgta unikné btedow podczas konflik-
tow typu odczyt po zapisie, jednak vziasie ze spadkiem wydajsci. Korzystniejszym rozwiazaniem
jest zmiana kolejngci wykonywania operacji pozwalajaca na unikniecie k&tdiv danych. Na list.
4.6 przedstawiono przyktad implementacji algorytmu z prdT97], w ktérej zmiana kolejnsci
wykonywania dziata pozwala unikn@wszystkich konfliktow danych. Warunkiem popravéeoko-
du jest ograniczenie maksymalnej gtebskiopotoku do trzech cykli. Wieksze gtebdia powoduja
konieczn&t stosowania dodatkowych instrukcji pustych aajacych wydajngt implementacii.

Po znalezieniu war§eid, v’, v’, ¢’ nalezy jeszcze wykonadzielenia oraz zbadanaki wynikow.
Dzielenie jest przeprowadzane w dodatkowe] jednostcdatag Poniewa w algorytmie z pracy
[MT97] liczba dzielé jest zdecydowanie mniejsza od liczby nzaw i dodawa, jednostke dzielenia
mozna zrealizowa jako uktad wspélny dla kilku jednostek obliczeniowych. df#ynat jednostki
dzielenia musi pozwadi na przeprowadzenie trzech dzieldla kadej JO w czasie potrzebnym na

wykonanie kodu z list. 4.6.

Wspomaganie metod energetycznych

Sprzetowe wspomaganie metod energetycznychemintyczg dwoéch algorytméw: wyznaczania
wspoétczynnikow sprzzeniaF;; oraz rozwiazywania uktadu rowhaswietlenia. W pierwszym z nich
operacja zajmujaca wieksdoczasu jest oki&anie widocznéci pomiedzy ptatami, gdzie mmoa wy-
korzysta& algorytmsledzenia promieni. W celu zapewnienia spéitigenerowanej wiazki promieni
nalezy przeprowadzatest widocznsci pomiedzy zbiorami sasiednich tréjkatow.

Algorytm Sledzenia promieni nee byc wykorzystany take dla obliczania konkretnych warto-
sci wspotczynnikéw sprzenia metoda prébkowania potszéanu (rys. 2.8, str. 40). Dla wybranego
ptatu elementarnego nalg wygenerowa zbiér promieni przechodzacych przez wszystkie elemen-
ty wydzielone zescian pétszgcianu. Z kadym promieniem naley zwiaz& odpowiednia wartst
wspotczynnika sprzenia. Wart&¢ wspotczynnika sprzenia pomiedzy ptatem bedacym poczat-
kiem promieni a dowolnym innym ptateiréwna jest sumie wspotczynnikow dla promieni przeci-
najacych ptat. Znane sa take metody wyznaczania wagti wspotczynnikéw sprzenia z ayciem
metod probabilistycznych, gdzééedzenie promieni odgrywa kluczowa role [Hal01].

Drugim algorytmem implementowanym sprzetowo jest r@ayiyanie uktadu rowrracswietle-
nia. Jakkolwiek przy myciu metod szukania przytnych rozwiaza czas tej operacji jest znacznie

mniejszy od poprzedniej, ze wzgledu na rozmiar spotykamgaena warto rozwayc wspomaganie
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takze w tym przypadku. Wyznaczanie promiengtbodbywa sie wedtug algorytmu progresywne-
go ulepszania [CW93]. Z kalym ptatem elementarnym o indeksiewiazana jest wart energii
padajacejB;, energii niewypromieniowaneh B; oraz wspotczynnik odbicia;. W kolejnym kroku
algorytmu wybiera sie element z najwigksza wacdia A B;, a nastepnie dla wszystkich ptatgwv

nalezy obliczy¢ wartdst otrzymanej energii
AT’CLdj = ABZ cpPj Fji7 (43)

0 wartdt ktorej powiekszaja sid\ B; oraz B;. W ten spos6b po niewielkiej liczbie krokéw e
znalez wart&st promienist&ci dla wszystkich ptatéw z wystarczajaca doktasitia. Algorytm ten
wymaga niestety intensywnej komunikacji z pamigcia ddny co za tym idzie, czestej konwers;ji
w przypadku aycia arytmetyki resztowej. Rozsadna metoda jegozagji wydaje sie b§ wybranie
bloku kilku (zalezy od liczby jednostek pracujacych réwnolegle) kolejngelinnikéwB;, AB; oraz
p;j, anastegpnie zwiekszenig i AB; 0 Arad; wyliczone zgodnie ze wzorem (4.3) dla kilku najwigk-
szych wart&ci A B;. Metoda ta pozwala na zapamigtanie widlgia\ B;, poniewa sa one niezmienne
az do wykorzystania wszystkich elementgwDzigki przeprowadzaniu oblicaew tej kolejndci je-

dynymi danymi koniecznymi do transmisji w trakcie wykonyvieobliczeér beda wspotczynniki;.

4.4.5 Wyniki implementacji

Struktura bloku zawierajacego JO zostata opisana w j@X4KDL i zaimplementowana w uktadzie
XC2S200-6FG456 zayciemsrodowiska Xilinx ISE WebPack 6.3i. Do automatu sterugacdO zo-
staty wpisane programy przedstawione na list. 4.5 i 4.6. ywdezie i implementacji uktad zostat
przesymulowany zzyciem symulatora ModelSimXE |1l 6.0a. Opis w VHDL nie obejja jednostki
dzielacej oraz mechanizmu komunikacji z ta jednostkdndstka zarzadzajaca zostata zaimplemen-
towana bez interfejsu komunikacyjnego ze sterownikiemipenoraz JPD. Jedynym jej zadaniem
jest dostarczanie odpowiednich wspotrzednych do JO. Wisgine te sa zapamietane w rejestrach
lokalnych JZO.

Implementacja pojedynczej JO dla operandéw zapisanych-wbifi8vym kodzie U2 wymaga
2029 tablic LUT, z czego 720 jeskzywanych jako rejestry wieloportowe. Kod programu z lisé 4
zajmuje jedynie 37 tablic LUT, nze wigc by powielony dla kadej jednostki obliczeniowej. Uktad
XC2S200-6FG456 udostepnia 5292 cele logiczne zawieggjadna tablice LUT kada, maliwe

jest zatem upakowanie dwéch JO wraz z JZO w pojedynczym midaliczba LUT zajetych przez
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pojedyncza JO nze zosté zmniejszona, f&i do implementacji rejestréow zostanaye wbudowane
w uktady FPGA rodziny Spartan 2 bloki pamigeci RAM. Niestetyzmiar wbudowanych blokowych

pamieci RAM umaliwia implementacije jedynie c&ei pliku rejestréw pojedynczej JO.

U2 77.3 MHz

Rysunek 4.32. Poréwnanie czestotlseotaktowania rénych implementacji procesora wspomagaja-

cego AOG.

Struktura JO zostata zrealizowana jako jednostka potolmgigbokaci potoku réwnej 3 etapy.
Maksymalna czestotlivat taktowania dla operandéw w kodzie U2 wynosi 77.3 MHz. Po veyne
jednostki mnaenia akumulacyjnego na uktad wykorzystujacy HR(®S — 1,2 218 + 1) maksy-
malna czestotliwgt taktowania wzrosta do 92.5 MHz, co oznacza zysk réwny 19.7%

Uzywajac procedury wyznaczania punktu przeciecia z4ig.mana co 27 cykli zegara wyko-
nywat obliczenia dla kolejnych tréjkatow. Pomijajac czasgatiedne dla zainicjowania rejestrow
JO i zaktadajac czestotlivgo taktowania réwna 90 MHz, nzma osiagn@teoretyczna maksymalna
wydajnat pojedynczej JO na poziomie ponad 3 300 000 testow na sek@muhznienie wynikaja-
ce z koniecznsci inicjowania rejestrow JO nzma poming, poniewa jest wykonywane dopiero po
przetestowaniu petnego zbioru tréjkatoéw dla pojedynozagpmienia.

Prototyp procesora zaprezentowanego w [Sch06] zostalpamentowany w uktadzie FPGA
XC2V6000 rodziny Virtex 2 firmy Xilinx. Uktad ten udoste@i67584 tablice LUT, jest wigc po-
nad dziesigciokrotnie wiekszy od uktadaytiego do implementacji struktury z rys. 4.30. Szacowana
wydajnat procesora z [Sch06] jest rzedu 20 miliondéw testéw na segulVart& ta mae zo-
sta osiagnieta w uktadzie zZimnym z 8 JO, ktére tacznie zajmuja ppej 25% zasoboéw uktadu
XC2V6000. Dodatkowo zycie uktadéw rodziny Virtex 2 unmiwia zwiekszenie czestotlivai tak-
towania. Zgodnie z danymi katalogowymi [Xil03a], [Xil03bjaksymalna czestotlivio taktowania
uktaddw rodziny Spartan 2 wynosi 200 MHz, a dla uktadéw Wir2e420 MHz.

Uktad z pracy [Sch06] jest rozwiazaniem rozbudowanym easyacym zmiennoprzecinkowe jed-
nostki arytmetyczne oraz wykonujacym zestaw wszystkéraciji wymaganych do generacji obra-

z6w metodasledzenia promieni. Zadaniem tego rozdziatu jest prezgntaetod wspomagania ob-
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liczeh w AOG z wyciem arytmetyki resztowej. Petne poréwnanie jest zatamazliwe, poniewa

w rozwiazaniu wykorzystujacym arytmetyke resztowaasgczono sie do implementacji jedynie nie-
ktérych fragmentdéw uktadu. Pozostate bloki moga@rs&rukture poréwnywalna z dotychczasowymi
rozwiazaniami.

Podsumowujac, zaproponowana architekturazlivia implementacje z zyciem arytmetyki resz-
towej kilku operacji wystepujacych w AOG. Dzieki odpaniej strukturze wykonywanych dziata
mozliwe jest odizolowanie operacji ,trudnych” w RNS i tym samgkonstruowanie wydajnego ukta-
du. Zastosowanie HRNS w sprzetowych implementacjach A@Zwvpla zwieksz§ czestotliwgt
taktowania o ok. 20% w stosunku do uktadéw wykorzystujlicgoytmetyke uzupetnieniowa przy
podobnym obszarze. Podane wyniki dotycza poroéwnaniaogeél dla zakresu dynamicznego ok.
54 bitéw. W prezentowanym rozwiazaniu stosowanie aryyRieesztowej wige sie z nieznacznym

zwigkszeniem dtugsci potoku, ktére w wigksAzi przypadkéw mpna poming.

4.5 Podsumowanie

W rozdziale przedstawiono analize wynikow implementaegiztowych jednostek arytmetycznych,
algorytmu ich generacji i kluczowych operacji AOG zygiem arytmetyki resztowej. Zaimplemen-
towany algorytm automatycznej generacji pozwala zrtagtaikture jednostki o poszukiwanych pa-
rametrachAT. Zadanie to realizowane jest poprzez przeglad pewnegohpo wszystkich mp-
liwych konfiguracji jednostki arytmetycznej. Zont algorytmu jest wyktadnicza, jednak pozwa-
la na prace interakcyjna dla modutéw o typowych widkiach stosowanych w algorytmach DSP.
Ograniczenie czasu wykonania algorytmu jest wynikiem ptdaavego wyeliminowania tych konfi-
guraciji, ktérych parametryl7 mozna wstepnie oszacowgako niewyteczne. Wynikiem algorytmu
moze byt niewielki zbiér jednostek, &roéd ktoérych znajduje sie rozwiazanie o parametracikiolis
optymalnym. Dla wygenerowanych jednostek szacowaneltspacametryAT" i tworzony jest opis
struktury w jezyku VHDL. Liczba badanych jednostelsnie wyktadniczo z szerokaia operandéw
wejsciowych, jednak dla modutéw kilkunastobitowych geneagmtnego zbioru rozwiabhavymaga
czasu porrej minuty, co pozwala na prace interaktywna.

Doktadne oszacowanie charakterystyK jest trudne ze wzgledu naich zatest od algorytmow
stosowanych w narzedziach syntezy. Co wiecej, algoryteriyardzo czesto sa niedeterministyczne.

Jest to szczegdlnie widoczne dla uktadéw zawierajacychiga ROM o dwzej pojemn@ci. J&li
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bezwzglednie konieczne jest znalezienie uktadu o naghagscharakterystykach, po wygenerowaniu
opiséw w VHDL konieczna jest petna implementacja pozvedajgoktadnie ok&i¢ charakterysty-

ki AT analizowanych jednostek. Implementacja kompletnegorahiozwiaza jest czasochtonna,
mozliwe jest jednak znaczne skrécenie tej operacji dla problpolegajacego na znalezieniu uktadu
0 minimalnym obszarze. Parametry generowanych jednostelalgne przede wszystkim od spo-
sobu generowania iloczynéw &gowych. Jednostki, w ktérych iloczyny &mowe sa tworzone z
uzyciem uktadéw mnpacych2 - k lub 3 - k bitéw charakteryzuja sie najmniejszym obszarem oraz
iloczynamiAT i AT?. W zbadanym zakresie zmiersw modutu obszar przez nie zajmowanyzeo
by€ oszacowany przez liniowa funkcje szerékbmodutu.

Pomimo, z niemaliwe jest okré&lenie a priori struktury uktadu padanych parametrach’’, z
przeprowadzonych eksperymentéw wynike,dla cz&ci przypadkéw mana d&t znacznie ograni-
czyt liczbe badanych struktur. Najprostsze jest to dla zadpoiegajacego na znalezieniu jednostki o
minimalnym obszarze. Uklad taki zawsze znajduje sie wigrugzwiaza, dla ktérych iloczyny cze-
Sciowe sa obliczane za pomoca uktadéw maeych2 - £ i 3 - k bity. Co wiecej, virod tych uktadow z
reguty znajduje sie rozwiazanie o op6znieniu wieksayaruktadu najszybszego o kilka—kilkestae
procent, ale o wielokrotnie mniejszym obszarze. Wytypaeg@dnostki o najmniejszym obszarze
moze byt przeprowadzone bardzo szybko, poniewaary zastosowane w algorytmie pozwalaja na
doktadne wzajemne poréwnanie obszaru jednostek. Dla nlyaavart&ci modutu, znalezienie jed-
nostki najmniejszej wymagato zaimplementowania na@yL0 uktadéw. Jeszcze lepsze charaktery-
styki AT maja jednostki dla modutéw o matej wasim okresu poteg 2 modulo. W tych przypadkach
roznica dtugéci Sciezki krytycznej pomiedzy najmniejszym a najszybszym razminiem staje sie
pomijalnie mata.

Jezeli konieczne jest znalezienie uktadu o najkrotsmgzce krytycznej, natey zbadé znacz-
nie wiekszy podzbiér madiwych konfiguracji. Przeprowadzone &leiadczenia pokazatge w wielu
przypadkach uktad najszybszy jest w grupie uktadéw, w kildrjoczyny czéciowe sa obliczane
za pomoca pamieci ROM. Wynika to z zikgo wptywu generatora wyniku na opéznienie catej jed-
nostki. Rezultatem obliczania iloczyndéw &ogowych jako reszt modulo jest zmniejszenie szesoko
wektora wegciowego generatora wyniku. Przektada sie to bemmnio na zmniejszenie gtebdad
kaskady reduktorow modulo.

Zaobserwowane zmniejszenie dt@gosciezki krytycznej dotyczy jednak wytacznie przypadkéw

dla modutéw o odpowiednio matych wagtciach. Liczba iloczynéw cagiowych ré&nie z kwadra-
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tem szerokéci modutu. Dza liczba iloczynéw cZgiowych powoduje zaréwno wzrost gtebéko
sumatora wstepnego, jak i szergkbwektora wejciowego generatora wyniku. Mpa zatem przy-
puszcza, ze dla odpowiednio diej wartdci modutu obliczanie iloczynéw c&eiowych za pomoca
pamieci ROM jest nieoptacalne. Jednostki, w ktérych ilogzczeéciowe sa wytwarzane za pomoca
uktadéw mnaenia2 - k bitébw, réznia sie migdzy soba wytacznie struktura generavoyniku. Za-
danie konstrukcji jednostki arytmetycznej dlazgah wart&ci modutu mana wiec ograniczy do
poszukiwania odpowiedniej postaci generatora wyniku.

Zaleznast obszaru jednostek najszybszych od szesokmodutu mae by oszacowana, podob-
nie jak dla uktadéw najmniejszych, funkcja liniowa. Fuaji opisujaca zalnost dtugdsci Sciezki
krytycznej od szerok&ci modutu ma charakter logarytmiczny. Obszar zajmowamgpjednostki
najszybsze nmze byt kilkukrotnie wiekszy ni obszar dla jednostek najmniejszych zZRi¢a dtugéci
Sciezki krytycznej pomiedzy uktadem najszybszym a najszybszpésrod najmniejszych z regu-
ty nie przekracza kilkunastu procentslieszybkat uktadu nie jest wiec czynnikiem decydujacym,
mozna znacznie skréticzas poszukiwania jednostki poprzez badanie tylko tyctiigaracji, w kté-
rych nie sa stosowane pamieci ROM w ukfadzie wytwarzdoynow cz&ciowych. Sytuacja taka
wystepuje np. dla jednostek modulo moduty bazy resztoveggtemu Iiczboweg(Scie'zka krytyczna
wiekszdci z tych jednostek bedzie krétsza &alezki krytycznej jednostki najwolniejszej.

Z poréwnania parametrow jednostek zaproponowanych w asdprz dotychczasowymi rozwia-
zaniami wynika,ze w wigksz&ci przypadkéw stosowanie nowych struktur jest korzysBreede
wszystkim, w catym zakresie zmiensm modutu zaproponowane rozwiazanie pozwala zitalkiad
0 najmniejszym obszarze oraz iloczynath i AT2. Co wiecej, zalenast obszaru od szerokoi mo-
dutu dla nowych jednostek mae by¢ przyblizona funkcja liniowa. W poréwnaniu z dotychczasowy-
mi uktadami o ztaondsci wyktadniczej, nowa metoda pozwala na stosowanie medat@nacznie
wiekszych wart8ciach bez istothego wzrostu kosztéw catego uktadu. Padeksie to bezgred-
nio na zwigkszenie zakresu dynamicznego RNS , zliwaa takze wyb6r modutéw o warfeciach
pozwalajacych na uproszczenie niektorych operacji tiyett" w RNS. Dodatkowymi zaletami pro-
ponowanych uktadéw sa maliwost konstrukcji uktadu realizujacego dowolna kombinaujgazenia
i dodawania modulo, tatwad gtebokiego potokowania oraz brak ogranitoa wart& modutu.

W przypadku poszukiwania uktadu o najkrétsgejezce krytycznej dotychczasowe rozwiazania
moga by konkurencyjne dla modutéw mniejszych od 512. Jednakostasie dotychczasowych

rozwiaza jest korzystne jedynie dla niewielkich modutomw/( < 128), gdzie pozwalaja one znalez
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ukilad szybszy przy obszarze poréwnywalnym z obszarem ytzggych jednostek o nowej struktu-
rze. Dla modutdéw z zakres(128,512) szybka&t dotychczasowych uktadow okupiona jest znacz-
nym wzrostem zajmowanego obszaru w stosunku do jednospk@anowanych w rozprawie. W
przypadku wigkszych modutéw struktury zaprezentowaneozprawie sa zarOwno szybsze, jak i
wielokrotnie mniejsze. Zaleta nowych struktur jest teazliwost znalezienia uktadu o nieznacznie
wigkszej dhug&cisciezki krytycznej od uktadu najszybszego, ale o wielokrotnigeszym obszarze.

Dtugost sciezki krytycznej dla niewielkich modutéw jest jednak rzadkmyonikiem decyduja-
cym. W przypadku RNS opdznienie wprowadzane przez catpliticzeniowy jest zalene wytacz-
nie od najdtzszejsciezki krytycznej. Z reguty uktadem o najdiszejsciezce krytycznej jest uktad
dla modutu o najwiekszej warsai. Zaproponowana struktura resztowych jednostek atytmeych
pozwala na skonstruowanie zestawu jednostekzaycéh parametracidT dla tego samego modu-
lu i wykonywanego dziatania. Pozwala to na wybranie wergpasowanej do reszty uktadu, co dla
dotychczasowych metod konstruowania resztowych jedka@stgmetycznych byto nienmiwe. W
omawianym przypadku dla mniejszych modutéwzna zastosowauktady wolniejsze, ale o mniej-
szym obszarze. Unztiwia to zmniejszenie kosztow catego resztowego toruaziginiowego bez nie-
korzystnego wptywu na wydaji$d uktadu.

Dodatkowe korz$§ci mazna zaobserwovzawskutek wykorzystania okresosei poteg 2 modulo
M, w strukturze zaproponowanej w rozprawie. Pozwala to nattodee zmniejszenie op6zrie ob-
szaru uktadéw najmniejszych, dzieki czemuazinve staje sie skonstruowanie jednostki wolniejszej
od najszybszych o najvgj kilka procent przy znacznie mniejszym obszarze. Nigst#aSciwost
te mazna wykorzysta jedynie dla modutéw o odpowiednio niewielkim okresieqmp® modulal/..

Konstruowanie resztowych toréw obliczeniowychzyaiem HRNS pozwala na zmniejszenie zaj-
mowanego obszaru oraz zwiekszenie sz@ok&Zaobserwowane zyski zakeod stosunku szerog&oi
najwiekszego czynnika do zakresu systemu i dla zbadanmpggtpadkoéw moga przekroczy20—-30%.

Z przeprowadzonych eksperymentéw wynika,stosowanie HRNS do implementacji w FPGA jed-
nostek arytmetycznych o strukturze opisanej w rozdziade yeasadnione, $i stosunek zakresu
systemu do szerokei najwiekszego czynnika przekracza 8. Wattta mae byc uzyta take jako
generalna reguta konstrukcji resztowych systemow liczmhwdla FPGA.

Dla zbadanych uktadéw FPGA, stosowanie RNS o bé2ie- 1, 2%, 2% + 1) jest w wigksz&ci
przypadkéw nieoptacalne. Jedynie dla zakresu dynamicznegkszego od 72 bitéw nmma zaob-

serwow& zmniejszenie diugsti sciezki krytycznej o kilka badz kilkaricie procent. We wszystkich
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zbadanych przypadkach jednostki wykorzystujace RMS- 1, 2%, 2% + 1) charakteryzuja sie obsza-
rem zwiekszonym o 30—-40% w poréwnaniu z uktadami zbudowamyuzyciem arytmetyki uzupet-
nieniowej.

Hierarchiczne RNS zostatyzyte w zaproponowanej architekturze procesora wsporaaggy,
obliczenia AOG. Architektura ta unzbiwia implementacje z zyciem arytmetyki resztowej podsta-
wowych zada wykorzystywanych AOG. Struktura operacji wystepujgttyy AOG umaliwia wy-
izolowanie dziata trudnych w RNS i tym samym skonstruowanie wydajnego uktZ@distosowanie
HRNS w zaprojektowanej architekturze pozwala dla zakrgsachicznego ok. 54 bitéw zwiekszy
czestotliw&t taktowania o ok. 20% w stosunku do uktadéw wykorzystughcsrytmetyke uzupet-

nieniowa. Obszar uktadu w obu przypadkach jest podobny.
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Whnioski i dalsze kierunki badan

Praca obejmuje szereg zagadnmviazanych ze sprzetowa akceleracja algorytméwietlenia glo-
balnego w uktadach FPGA zzyciem arytmetyki resztowej. Opracowano nowa metodgemia
resztowych uktadéw arytmetycznych w matrycach FPGA. Zapnowano i zbadano nowa klase
hierarchicznych resztowych systemow liczbowych chargktgacych sie niskim kosztem konwers;ji
pomiedzy RNS a systemem pozycyjnym. Podano nowy, szylgkiraim detekcji znaku dla RNS o
bazie(2F — 1,2% 2% + 1). Zaprojektowano tate architekture procesora wspomagajacego oblicze-
nia w algorytmach swietlenia globalnego, w ktérymzycie arytmetyki resztowej powoduje wzrost
wydajnasci.

Nowa struktura resztowych jednostek arytmetycznych di@A&ARBmazliwia konstruowanie ukta-
déw o obszarze zateym od kwadratu i op6znieniach zafte/ch od logarytmu szerokoi argumen-
tow. Co wiecej, dla przebadanego zakresu wanitmodutéw obszar nowych jednostek ma z dza
doktadn@cia oszacowafunkcja liniowa. Zmniejszenie obszaru i opdznieniavioh struktur jest
skutkiem wyeliminowania pamieci ROM o dej pojemn&ci na rzecz efektywnego wykorzystania
elementéw obecnych w nowoczesnych uktadach FPGA. Dodatkaleta nowej struktury jest mo
liwo&E wykorzystania okresovéei poteg 2 modulo, co powoduje dalsze polepszenie cleahyk
AT jednostek o najmniejszym obszarze.

Z przeprowadzonych eksperymentéw wynike, nowa struktura pozwala na zbudowanie ukta-
déw najmniejszych i o najmniejszych iloczynadi’ i AT? w catlym zakresie zmien$oi modutu i
uktadow najszybszych dla modutéw wiekszych od 512. Uktadjszybsze dla modutéw wiekszych
od 512 sa take znacznie mniejsze od dotychczasowych rozwia¥d przypadku modutéw o war-
toSciach z przedziatul 28, 512), jednostki o nowej strukturze sa nieznacznie wolniejaiezajmuja
wielokrotnie mniejszy obszar od rozwigzazybszych. Zasadnicza zaleta zaproponowanej stguktur
jest znaczne zmniejszenie obszaru jednostek resztowggipovala na mycie dizych modutéw w

bazie RNS. Przektada sie to na zwigkszenie zakresu dyzaego RNS oraz uproszczenie algoryt-
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mow konwersji i przeprowadzania operacji trudnych.

Wazna cecha zaproponowanej struktury jestztivaost zbudowania zestawu jednostek @amé;
relacji obszaru i op6znienia dla tego samego dziataniaduho Pozwala to zmniejszyobszar toru
resztowego zawierajacego zbior jednostek dla kilkaingeh wart&ci modutu, poniewadla wiekszo-

Sci z nich nie ma potrzebyzycia struktury najszybszej. Nttiwe jest takze dopasowanie charakte-
rystyk AT toru resztowego do pozostatej &zguktadu, co powoduje lepsze wykorzystanie zasobow
sprzetowych.

Aby umazliwi ¢ szybki wyb6r jednostki o poszukiwanych charakterystykd@’, zaproponowano
algorytm automatycznej generacji resztowych jednostgtkreatycznych o nowej strukturze. Pozwala
on automatycznie wytypowvesstrukture o parametrach zindinych do poszukiwanym, lub zbiér ukta-
dow, wsrdd ktérych znajduje sie jednostka najlepszazatast algorytmu jest wyktadnicza, jednak
dzieki zaproponowanym regutom ograniczajacym licnpbioru badanych uktadéw matiwa jest
praca interakcyjna dla modutéw stosowanych w systemach DSP

Idea zaproponowanego algorytmu polega na oszacowanimpt@v zbioru jednostek, ktérych
struktura jest zatea od kryterium wyboru uktadu najlepszego. W przypadkizpkisvania rozwia-
zania 0 najmniejszym obszarze pozwala to znacznie ograniczbe badanych jednostek, co wply-
wa na zmniejszenie zimndsci obliczeniowej algorytmu. Co wiecej, na podstawie eayastruktur
uktadéw o r&nych parametracd7” mozna stwierd#t, ze w wielu przypadkach wystarczajaco dobre
charakterystykiAT maja jednostki, w ktorych iloczyny c&eiowe sa obliczane za pomoca ukta-
dow mnaacych. Wardd tych jednostek nzma czesto znalézaiktad o op6znieniu tylko kilka procent
wiekszym od uktadu najszybszego, ale o znacznie mniejstysnarze. Dodatkowo, z teoretycznych
oszacowa ztozondsci nowych jednostek wynikae stosowanie pamieci ROM na etapie obliczania
iloczyndéw czéciowych powoduje znaczny wzrost zajmowanego obszaru dtéuidw wiekszych od
pewnej wart8ci. Problem konstruowania jednostek arytmetycznychualtgch modutéw mana wiec
sprowadzt do problemu konstruowania generatora reszty mogifildla wektora ok2m,.—bitowego.

Mozliwost konstrukcji resztowych jednostek arytmetycznych o nidkiim obszarze i op6znieniu
dla dwzych wartéci modutéw pozwala na konstruowanie baz RNS z wiekszybliNa podstawie
poréwnania parametréw jednostek resztowych z klasyczmgtadami U2 mana stwierd4, ze dla
uktadéw rodziny Spartan 2 wzrost szylskn przetwarzania jest nabwy, jesli stosunek liczby bi-
tow zakresu dynamicznego systemu do szesoknajwiekszego modutu w bazie przekracza 8. Nie

dotyczy to modutéw o postaciach udliwiajacych wycie struktur o mniejszej zimndsci, np.2~.
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Ograniczenie maksymalnej szerékbmodutu w bazie RNS wymusza wzrost lickgsobazy, co
komplikuje algorytmy konwersji i przeprowadzania operaejdnych. Istnieja jednak takie bazy, dla
ktérych maliwa jest prosta konwersja przy dej liczbie modutéw. Przyktadem jest zaproponowana
w rozprawie nowa klasa HRNS. Zaproponowane rownania kasjin@awrotnej pozwalaja na skon-
struowanie konwerteréw o niewielkiej zondsci. Resztowe ukfady arytmetyczne wykorzystujace
proponowany HRNS sa przy tym do 20-30% mniejsze i szybszek&tlow w U2 o tym samym
zakresie dynamicznym. Dodatkowa zaleta nowego HRNSegtiwost adaptaciji efektywnych al-
gorytméw przeprowadzania operacji trudnych w R{@S— 1,*, 2% 4+ 1), np. nowej, szybkiej metody
detekcji znaku.

Zaprezentowany w rozprawie HRNS zostat zastosowany w nawéjtekturze procesora wspo-
magajacego AOG. Architektura ta pozwala na efektywnalémentacje kluczowych problemow
obliczeniowych w AOG. Dzigki zastosowaniu arytmetykitspazecinkowej jej wymagania sprzeto-
we sa ograniczone do poziomu untiviajacego implementacje w uktadach FPGA. Zasadmizazleta
nowej architektury jest nmiwost zwiekszenia wydajrizi uktadu poprzez zastosowanie arytmetyki
resztowej. Nie wymaga to znaczacych zmian w strukturzadik} poniewa implementowane ope-
racje sa tatwo modyfikowalne do postaci pozwalaja@gfiarytmetyke resztowa. W prototypowym
rozwiazaniu aycie HRNS spowodowato wzrost czestotlisataktowania o ok. 20% przy podobnym
obszarze uktadu. Stosowanie arytmetyki resztowej jestwicliwe i celowe w uktadach sprzeto-

wego wspomagania AOG.

Otwarte problemy badawcze

W rozprawie zaproponowano nowa strukture resztowychgetek arytmetycznych dostosowana do
implementacji w uktadach FPGA. Struktura ta jest zbudowaaskementarnych blokéw sktadowych
uktadéw cyfrowych, mana wiec bezadnych modyfikacji my¢ jej w uktadach ASIC. Teoretyczne
oszacowania charakterystykl’ nowych struktur sa na tyle dobmg uzasadnione jest przeanalizowa-
nie przydatn&ci nowych struktur do implementacji wydajnych uktadow ESWskazane sa zarowno
zbadanie parametrow nowych jednostek po implementakji,gawentualne modyfikacje w kierunku
zwiekszenia wydajrsci na nowej platformie.
Wzrost wydajn&ci jednostek arytmetycznych wskutek zastosowania reyzto systemow licz-

bowych zaley od stosunku kosztéw konwersji i operacji trudnych do Byslosiagnietych w reszto-
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wym torze obliczeniowym. W rozprawie zaprezentowano nklage RNS, ktGra przy niskim koszcie
konwersji pozwala na konstrukcje uktadow arytmetycznyetiekszej wydajnéci od rozwiaza wy-
korzystujacych system U2. Uzasadnione jest zatem posamie innych kryteriow doboru bazy RNS
pozwalajacych na dalsze polepszanie parametréw uktadaydn z maliwych kierunkéw bada mo-
ze wiec by analiza innych zestaw6w modutéw pod katem przydstndo implementaciji w FPGA.
Problem ten jet o tyle istotnye zaproponowana nowa struktura resztowych jednosteknatytz-
nych umaliwia uzycie modutéw o znacznie wigkszych wastiach od dotychczasowych rozwiaza

Wybor struktury resztowej jednostki arytmetycznej o pagtmach dopasowanych do pozostatej
czesci systemu jest zadaniem nietrywialnym. W rozprawie podalgorytm poszukiwania takich
jednostek i reguty ich konstrukcji dla wybranych przypadk®liestety, wyktadnicza zi&ondst algo-
rytmu powodujeze dla dazych warté&ci modutu znalezienie rozwiazania najlepszegaensymaga
diugiego czasu. Wskazane jest zatem poszukiwanie innytbdhpezegladania zbioru rozwiazan-
teresujacym kierunkiem wydaje sie zastosowanie metobalilistycznych czy wykorzystujacych
np. algorytmy genetyczne.

Rozprawa zawiera szereg zagadragiazanych z implementacja sprzetowa AOGyaiem aryt-
metyki resztowej. Implementacje ograniczono jedynie yithtfragmentow struktury procesora, w
ktorych wycie RNS wymaga wprowadzenia modyfikacji. Interesujacyynikéw mogtyby take
dostarczg¢ badania kompletnego prototypu, ponievgam problem projektowania wydajnych proce-

sorow wspomagajacych AOG jest zagadnieniestdmwym.
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