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ROZNE TECHNIKI PREZENTACJI POWIAZAN
KATEGORII ZMIENNYCH NIEMETRYCZNYCH

Streszczenie: Celem artykutu jest zaprezentowanie oraz sprawdzenie uzytecznosci stosowania
jednoczesnie kilku metod wielowymiarowej analizy statystycznej w badaniu powigzan zmien-
nych niemetrycznych. Przy wyborze prezentowanych metod gtéwnym aspektem byta mozli-
wos$¢ znajdowania relacji migdzy kategoriami zmiennych. W artykule oméwiono algorytmy
analizy korespondencji, wykresow mozaikowych, wykresow powiazan oraz drzew klasyfika-
cyjnych. W pracy wyrdzniono aspekt aplikacyjny. Przeprowadzenie badan na rzeczywistych
danych dotyczacych wiedzy i umiejg¢tnosci gimnazjalistow umozliwito sprawdzenie uzytecz-
nosci wspomnianych narzedzi. Dzigki zastosowaniu wybranych metod wyrézniono najbardziej
i najmniej charakterystyczne poziomy wyniku egzaminacyjnego wsrod gimnazjalistow
z uwzglednieniem podziatu ze wzglgdu na pte¢ i miejsce zdawania egzaminu.

Stowa kluczowe: zmienne niemetryczne, wykresy mozaikowe, wykresy powiagzan, analiza
korespondencji, drzewa klasyfikacyjne.

1. Wstep

Celem artykutu jest zaprezentowanie oraz sprawdzenie uzyteczno$ci stosowania
jednoczesnie kilku metod wielowymiarowej analizy statystycznej w badaniu powia-
zan lub zalezno$ci zmiennych niemetrycznych. Analiza powiazan nie bedzie doty-
czyla tylko zmiennych, ale rowniez bedzie poglebiona do analizy wspdtwystapien
kategorii tych zmiennych. W pracy zdefiniowano rdwniez cel metodyczny, a miano-
wicie opis sposobu postgpowania w rzadko opisywanych w polskiej literaturze me-
todach, tj. wykresach mozaikowych i wykresach powigzan. W tej czesci artykutu
beda réwniez zaprezentowane sposoby interpretacji wynikdéw uzyskanych na posta-
wie przeprowadzonych analiz.

W prezentowanej pracy wazny jest rowniez aspekt aplikacyjny. Przeprowadzenie
badan na rzeczywistych danych dotyczacych wiedzy i umiej¢tnosci gimnazjalistow
daje mozliwo$¢ sprawdzenia uzytecznosci wspomnianych narzgdzi.

Przystepujac do przedstawienia proponowanych metod analitycznych, nalezy
omowié, a raczej jedynie przypomnie¢' definicje zmiennych niemetrycznych.

! Stwierdzenie to jest podyktowane duza liczbg opracowan dotyczacych skal pomiarowych, np.
autorow takich jak: S. Mynarski [2000], E. Gatnar [1998], M. Walesiak [1996a; 1996b], K. Jajuga
[1993] czy S.S. Stevens [1959].
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Zmienne niemetryczne czgsto bywaja rowniez nazywane zmiennymi jakosciowymi
1 obejmuja zmienne, ktérych pomiaru dokonano na skalach nominalnej Iub porzad-
kowej. Zmienna zmierzona na najstabszej skali pomiaru jest opisana dwiema lub
kilkoma roztacznymi kategoriami. Jesli w badaniu wystapi obiekt zmierzony na tego
typu skali, to mozna go przyporzadkowac tylko do jednej z kategorii danej zmienne;.
Kategoriom takiej zmiennej mozna przypisa¢ symbole (mozna przypisaé réwniez
liczby, ale w takiej sytuacji uznaje si¢ je za symbole). Na podstawie pomiaru wyko-
nanego na skali nominalnej nie mozna wykona¢ wielu dzialan matematycznych.
Najczesciej dokonuje sie zliczenia wystgpien kategorii, a nastgpnie wyznaczane sg
czestosci lub proporcje dla kazdej kategorii. Miarg potozenia jest modalna. Zmienne
zmierzone na skali porzadkowej to druga grupa zmiennych, ktére zalicza si¢ do
zmiennych niemetrycznych. Skala porzadkowa powstaje przez wzbogacenie skali
nominalnej o relacje porzadku (dla kategorii). Miedzy kategoriami mozna ustali¢
relacje mniejszosci lub wickszosci, jednak nie jest mozliwe okre§lenie wielkosci
réznic miedzy kategoriami. Miara potozenia jest mediana. Skala porzadkowa jest
skala rangowa. Wzmacnianie skal o kolejne relacje powoduje powstawanie skal po-
rzadkowej i ilorazowej, dla ktorych zakres stosowania metod matematycznych czy
statystycznych jest bardzo szeroki.

Wyro6zniajac skale pomiarowe, nalezy pamigta¢ o zasadzie kumulatywnosci skali
1 sposobach transformacji skali. Kumulatywno$¢ dotyczy dostgpnych na skalach
relacji i dziatan. Dziatania mozliwe do wykonania na skali nominalnej sg dost¢gpne na
skalach porzadkowej oraz silniejszych. Natomiast dziatania dostgpne na skali po-
rzagdkowej mozna wykonaé na skalach metrycznych, ale nie mozna wykona¢ na skali
nominalnej. Transformacja skali polega na przeksztalcaniu pomiaru dokonanego na
skali silniejszej na pomiar wykonany na skali stabszej. Dzialanie to jest niezmiernie
uzyteczne w przypadku koniecznosci jednoczesnego zanalizowania kilku zmiennych,
ktore sa zmierzone na réznych skalach pomiarowych. Sprowadzenie wykonanych
pomiaréw do poziomu najnizszego umozliwia taczng analize wszystkich zmiennych.

W literaturze dotyczacej wielowymiarowej analizy statystycznej coraz czesciej
omawiane sg zaawansowane metody analizy zmiennych nominalnych lub zmien-
nych mieszanych, takie jak np. analiza korespondencji czy skalowanie wielowy-
miarowe. Jednak w badaniach praktycznych, aplikacyjnych zainteresowanie bada-
cza ksztaltowaniem si¢ zmiennych nominalnych koncentruje si¢ wokoét rozpozna-
wania zalezno$ci miedzy dwiema zmiennymi albo wokoét jednowymiarowej analizy
zmiennych. Powszechnie znane sg wspotczynniki mierzace zaleznoSci migdzy
dwiema zmiennymi nominalnymi oparte na statystyce x>, np. ¢ Yule’a, /’ Cramera,
0O Kendalla, lub zmiennymi porzadkowymi: wspoétczynnik korelacji rang Spearma-
na, korelacji rang Kendalla, konkordancji Kendalla. Po zastosowaniu tych miar
zaleznosci pozostaje jednak pytanie, czy wystepuja jakie$ relacje miedzy katego-
riami zmiennych oraz czy mozliwe jest wprowadzenie do analizy wigkszej liczby
zmiennych? Prezentowane w tej pracy metody umozliwiaja jednoczesng analizg
dwoch lub kilku zmiennych.
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W celu zobrazowania proponowanych graficznych metod prezentacji zmien-
nych niemetrycznych wykorzystano wyniki egzaminu gimnazjalnego przeprowa-
dzonego w 2010 r. Dane, ktore wykorzystano, dotyczg catosciowych wynikéw
z egzaminu oraz plci i podziatu terytorialnego wojewddztwa dolnoslaskiego.

2. Zrédlo danych i zakres badania

Opis metodologii proponowanych narzedzi analizy danych niemetrycznych bedzie
o wiele bardziej czytelny, gdy bedzie poparty przyktadem aplikacyjnym. W tym celu
wykorzystane beda rzeczywiste dane dotyczace wiedzy i1 umiejetnosci uczniow gim-
nazjum. Zgromadzone dane dotycza wojewddztwa dolnoslaskiego podlegajacego
Okregowej Komisji Egzaminacyjnej we Wroctawiu. Badaniem objeto 15 111 dziew-
czat i 15 058 chlopcow, ktérzy przystapili do egzaminu gimnazjalnego® w 2010 r.
Dane, ktorymi dysponowano, umozliwialy podziat populacji badanej ze wzglgdu na
pte¢, umiejscowienie szkoly, w ktorej uczen przystepowat do egzaminu. Ponadto
dysponowano szczegdlowa punktacja uzyskang przez poszczegdlnych uczniow
z egzaminu. Liczba punktéw uzyskana przez ucznia z egzaminu jest zmienna, ktorej
pomiaru dokonano na skali porzadkowej w przedziale wartosci (0; 100).

W celu przeprowadzenia analiz za pomocg wybranych metod oraz zwickszenia
czytelnosci poréwnan efektow ksztalcenia w obydwu wojewddztwach konieczne
byto zmniejszenie liczby kategorii zmiennej ,,wynik egzaminu”. W tym celu doko-
nano przyporzadkowania uzyskanych przez uczniéw wynikéow z egzaminu do klas
skali staninowej. Skala ta jest stosowana przez Centralng Komisj¢ Egzaminacyjna.
Jest to skala znormalizowana nazywana réwniez ,,standardowa dziewiatka”. Prze-
dzialy skali konstruowane sg wedtug nastepujacego algorytmu, na podstawie uzy-
skanych przez uczniow punktow:

— ustalenie indywidualnej punktacji za egzamin dla uczniow;

— uporzadkowanie niemalejagce wynikdw;

— rozktad liczebno$ci wynikow;

— stworzenie szeregu kumulacyjnego;

— wyznaczenie procentow skumulowanych;

— podzial wynikdéw na 9 przedziatow po: 4, 7, 12, 17, 20, 17, 12, 7, 4 procent
wynikow;

— numerowanie przedziatéw od 1 do 9 (1 — wynik najnizszy, 2 — bardzo niski,

3 — niski, 4 — wynik nizej $redniej, 5 — $redni, 6 — wynik wyzej $rednie;j,

7 — wysoki, 8 — bardzo wysoki, 9 — najwyzszy)°.

Poziomy skali staninowej okreslono na podstawie rozktadu normalnego suro-
wych wynikoéw uporzadkowanych w kolejnosci nierosnacej (rys. 1).

% Dane udostepnita Okregowa Komisja Egzaminacyjna we Wroctawiu.
* Zgodnie z materiatami opracowanymi w Centralnej Komisji Edukacyjnej w 2010 r. [Osigg-
niecia uczniow... 2010].
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Rys. 1. Procentowy rozktad wynikow na skali staninowej

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie [Osiggniecia uczniéw... 2010].

W prowadzonych analizach wykorzystywane b¢da nast¢pujace zmienne:

—  wyniki uczniéw Dolnego Slaska uzyskane z egzaminu gimnazjalnego w 2010 r.
zmierzone na skali staninowej (Wynikl — najnizszy, Wynik2, Wynik3, Wynik4,
Wynik5, Wynik6, Wynik7, Wynik8, Wynik9 — najwyzszy);

— miejsce zdawania egzaminu: GM — gmina miejska, GMW — gmina miejsko-
-wiejska, GW — gmina wiejska, MJG — Jelenia Gora, ML — Legnica, MW —
Wroctaw;

— pte¢: D — dziewczeta, CH — chlopcey.

W prowadzonych analizach uwzglgdniono réwniez zmienng kombinowang miej-
sce zdawania egzaminu/pte¢. Dla tej zmiennej kategorie oznaczono nastepujaco:
GM_D (dziewczgta z gmin miejskich), GM_CH (chlopcy z gmin miejskich),
GMW_D, GMW_CH, GW_D, GW_CH, MIG D, MJ CH, ML D, ML CH,
MW _D, MW_CH.

3. Analiza korespondencji

Analiza korespondencji* nalezy do technik eksploracji danych polegajacych na re-
dukcji wielowymiarowosci. Efektem przeprowadzenia analizy korespondencji jest
prezentacja wspotwystapien kategorii dwoch lub kilku zmiennych nominalnych
w przestrzeni dwu- lub trojwymiarowej. Ocenienie potozenia na wykresie punktow
obrazujacych kategorie zmiennych jest podstawa do wnioskowania o wzajemnych
interakcjach tych kategorii.

* Metodologie analizy korespondencji szczegolowo omawia w swoich pracach M. Greenacre
[1984; 1993; 1994]. Publikacje polskoj¢zyczne przyblizajace algorytm i przyktady aplikacyjne tej
metody to m.in. monografia autorki [Stanimir 2004] oraz jej pdzniejsze opracowania.
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Analiza korespondencji w klasycznej odmianie opiera si¢ na analizie liczebnos$ci
jednoczesnych wystapien kategorii dwoch zmiennych zapisanych w tablicy kontyn-
gencji. W celu dokonania graficznej prezentacji wynikéw analizy w przestrzeni
o niskim wymiarze wykorzystuje si¢ rozktad macierzy wedhug wartosci osobliwych.
Dla dwoch zmiennych A oraz B stworzona bedzie tablica kontyngencji:

N = [ny], (1)

gdzie: n;; — liczebnosci jednoczesnych wystapien i-tej kategorii zmiennej 4 (i =1, ..., r)
Jj-tej kategorii zmiennej B (j =1, ..., ¢).

W analizie korespondencji przeprowadzany jest test niezaleznosci %, by spraw-
dzi¢, czy migdzy zmiennymi wystgpuje zalezno$¢, a nastgpnie na tej podstawie moz-
na okresli¢, jak silna jest ta zalezno$é. W celu przeprowadzenia testu niezaleznosci
niezbedne jest okreslenie hipotezy zerowe;:

Ho: p; = Ppja* Paj>
stwierdzajacej, ze cechy sg niezalezne, oraz hipotezy alternatywnej:
Hl: p]j * p]’o'poj’

ktora wskazuje, ze zmienne sg zalezne. Sprawdzianem hipotezy zerowej jest staty-
styka:

7 Zz(nl, n:Pie- p.,) ’ 2

i=1 j=1 1 Die " Pej
gdzie:

Pie=2 D=2, L ="I {0 czestosei brzegowe wierszy ( Pij =% to czesto-
A A

C
$ci zaobserwowane, 7;, = z n;; liczebnosci brzegowe wierszy);
J=1
Mg _Nej 4
z pij = Z 7 to czgstosci brzegowe kolumn (n, j= anj li-
i=1 i=1
czebnosc1 brzegowe kolumn).
Jezeli liczebnosci oczekiwane rdznig si¢ znacznie od liczebnosci zaobserwowa-

nych, to znaczy, ze cechy sg zalezne. Empiryczna warto$¢ statystyki ;(2 jest porow-
nywana z wartoscig krytyczng }(02{ wyznaczong dla poziomu istotnosci o oraz

(r—1)(c—1) stopni swobody. Jezeli )(2 < }(i, to wskazujgc brak podstaw do od-
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rzucenia hipotezy H,, nalezy stwierdzi¢, ze cechy sa niezalezne. Gdy ;(2 > 102{,

hipoteza H, jest odrzucana na rzecz alternatywnej, a miedzy cechami wystepuje za-
leznos¢.

W nastepnym kroku konieczne jest wyznaczenie macierzy standaryzowanych
roznic:

A=D;"*(P - rc"D,"?, 3)

gdzie: D, oznacza macierz czgstosci wierszowych; D. oznacza macierz czestosci
kolumnowych; P to macierz czgstosci zaobserwowanych; r to wektor czestosci brze-
gowych wierszy, ¢ — wektor czestosci brzegowych kolumn.

Macierz A jest poddawana dekompozycji wedtug wartosci osobliwych:
A=Urv', (4)

gdzie: T" to macierz diagonalna (k x k) niezerowych wartosci osobliwych

(k=1,..., K) macierzy A, wlozonych w porzadku nierosnagcym, K jest rze-

dem macierzy A oraz K < min(r —1;¢—1);

U jest macierza ((r — 1) x k) lewych wektorow osobliwych;

V to macierz ((c¢ — 1) x k) prawych wektorow osobliwych.

Na podstawie wartosci osobliwych, lewych i prawych wektoréw osobliwych wy-

znacza si¢ wspotrzedne rzutowania kategorii zapisanych w wierszach (F) i kolum-
nach (G) tablicy kontyngencji:

F=D;"2ur, ()
G=D,"Vr. (6)

Kolejne kolumny macierzy F (G) zawierajag wspotrzedne kategorii z wierszy (ko-
lumn) tablicy kontyngencji na kolejnych osiach gtéwnych rzutowania. Do oceny
jakosci odwzorowania w analizie korespondencji najczes$ciej wykorzystuje sie
wskazniki oparte na inercji catkowitej /:

2 K
rATA=trAAT =trA =2 = 1= 7. (7)
n k=1

Warto$¢ inercji calkowitej jest suma inercji glownych, czyli kwadratow wartosci
osobliwych wyznaczonych w trakcie dekompozycji macierzy A. Kwadraty wartosci
osobliwych to warto$ci wlasne. Pierwsza o$ gtowna tworzy sie, korzystajac z naj-
wyzszej wartosci wlasnej A;. Zatem jej udziat w wyjasnieniu inercji catkowitej jest
najwiekszy.

Po dokonaniu graficznej prezentacji wynikéw analizy korespondencji oceniane
jest potozenie punktow obrazujacych kategorie zmiennych:
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— Dbliskie polozenie kategorii dwoch roznych zmiennych oznacza, ze ich wspot-
wystepowanie jest znaczace;

— Dbliskie ulozenie na wykresie kategorii nalezacych do tej samej zmiennej wska-
zuje, ze w tablicy kontyngencji mozna te kategorie sprowadzi¢ do wspolnej ka-
tegorii, gdyz ich oceny sg do siebie bardzo podobne;

— punkty potozone blisko centrum rzutowania obrazujg kategorie, ktére w naj-
mniejszym stopniu przyczyniajg sie do odrzucenia hipotezy o niezaleznosci
zmiennych.

Zgodnie z opisanym postepowaniem w analizie korespondencji dwoch zmien-
nych nominalnych mozna przeprowadzi¢ badanie dla wigkszej liczby zmiennych,
ktore zapisano w wielowymiarowej tablicy kontyngencji. Tablica tego typu powstaje
przez dodanie w wierszach badz kolumnach tablicy kontyngencji (dla dwoch zmien-
nych) warstw z kategorii trzeciej zmiennej. Powstajg wtedy zmienne kombinowane.
Warstwy mozna wprowadza¢ rowniez jednoczesnie w wierszach i kolumnach, wtedy
analiza jest wzbogacana o dwie zmienne. Dalsze postgpowanie jest identyczne z
opisanym algorytmem klasycznej analizy korespondencji.

W tabeli 1 zaprezentowano wielowymiarows tablice kontyngencji zawierajaca
liczebnosci jednoczesnych wystapien kolejnych pozioméw wyniku egzaminacyjnego
oraz miejsca zdawania egzaminu w wojewodztwie dolnoslagskim w podziale na pte¢.

Tabela 1. Liczebnosci wynikow egzaminu gimnazjalnego w staninach wraz z podzialem na pleé¢
i miejsce zdawania egzaminu w 2010 r.

Wynik1 | Wynik2 | Wynik3 | Wynik4 | WynikS | Wynik6 | Wynik7 | Wynik8 | Wynik9
GM_D 124 263 473 724 901 831 562 355 150
GM_CH 261 397 556 794 881 789 492 299 127
GMW_D 111 304 491 791 880 769 492 265 115
GMW_CH| 238 430 606 820 769 649 362 226 100

GW_D 81 197 316 570 540 476 383 178 82
GW_CH 134 242 395 546 542 393 225 131 62
MIG_D 22 16 51 65 77 90 76 44 23
MJG_CH 35 36 51 59 78 67 61 44 16
ML D 20 42 45 86 110 99 98 53 39
ML_CH 19 40 68 87 102 89 66 65 37
MW_D 31 88 166 288 402 505 469 424 258
MW_CH 57 112 168 310 447 442 443 347 246

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie danych Okregowej Komisji Egzaminacyjnej we Wrocta-
wiu.

Dla danych zapisanych w tab. 1 wyznaczono warto$¢ statystyki y* = 1988,6. Dla
stopni swobody wynoszacych 88 oraz przy dowolnie wybranym poziomie istotnosci
hipoteze o niezaleznosci zmiennych nalezy odrzucié. Rzeczywista przestrzen wspot-



16 Agnieszka Stanimir

wystgpien zmiennych jest rowna K = min{12 — 1;9 — 1} = 8. Inercja calkowita
A =0,067. Natomiast pierwsza inercja gtdéwna wynosi 0,057 i stanowi 86% inercji
calkowitej, a druga inercja gtdéwna wynosi 0,006 i stanowi 8,8% inercji catkowite;j.
Zatem przy rzutowaniu punktéw na przestrzen dwuwymiarowa zostanie zachowane
95% informacji o rzeczywistych powigzaniach kategorii analizowanych zmiennych.
Rysunek 2 prezentuje wynik przeprowadzonej analizy.
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Rys. 2. Wspotwystapienia osiaganego wyniku z egzaminu gimnazjalnego na Dolnym Slasku
w 2010 r. oraz miejsca zdawania egzaminu z podziatlem na pte¢ — wynik analizy korespondencji

Zrodto: opracowanie wlasne z wykorzystaniem pakietu Statistica 10.

Utlozenie punktow na rys. 2 wskazuje, ze wyniki najwyzsze i bardzo wysokie sg
najbardziej charakterystyczne dla chtopcow i dziewczat z Wroclawia. Dziewczeta
z Legnicy osiagaja wysokie wyniki z egzaminu gimnazjalnego. Wyniki wyzej §red-
niej, Srednie i nizej Sredniej osiagaja dziewczgta z gmin miejskich, miejsko-wiejskich
oraz wiejskich. Niskie i bardzo niskie wyniki z egzaminu gimnazjalnego sg charakte-
rystyczne dla chlopcow z gmin miejskich, miejsko-wiejskich i wiejskich. Punkty
obrazujace dziewczeta z gmin miejsko-wiejskich i wiejskich sa potozone bardzo
blisko siebie. Mozliwe jest zatem ponowne przeprowadzenie analizy, ale dla tablicy,
w ktorej dokonano by sumowania liczebnosci tych dwoch kategorii dla poszczego6l-
nych pozioméw wynikéw egzaminu. Dzigki takiemu postgpowaniu udatoby si¢ jesz-
cze zwigkszy¢ jakos¢ odwzorowania. Do odrzucenia hipotezy o niezaleznosci
zmiennych najbardziej przyczynily si¢ najnizsza i najwyzsza kategoria wyniku eg-
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zaminacyjnego (najbardziej oddalone od centrum rzutowania), a najmniej kategorie:
GM_D, Wynik6, Wynik5 (punkty te sg potozone bardzo blisko centrum rzutowania).

4. Wykresy mozaikowe i wykresy powiazan

W celu przeprowadzenia analizy zmiennych nominalnych za pomoca wykresow
mozaikowych lub wykresow powiazan konieczne jest, tak jak w analizie korespon-
dencji, stabelaryzowanie danych. Wskazane jest zatem zbudowanie tablicy kontyn-
gencji oraz przeprowadzenie testu niezaleznosci .

Wykresy mozaikowe’ sktadaja sie z ptytek obrazujacych wszystkie pola tablicy
kontyngencji. Jako podstawe konstrukcji wykresow mozaikowych mozna uznaé
skumulowane wykresy kolumnowe. Dodatkowo kazdy stupek kategorii jednej
zmiennej takiego wykresu jest podzielony pionowo zaleznie od liczebnos$ci kategorii
drugiej zmienne;.

Pola plytek wykresu mozaikowego sg proporcjonalne do liczebnosci poszczego6l-
nych komorek tablicy kontyngencji (n;). Szerokos$¢ plytek jest proporcjonalna do
liczebnosci brzegowych kazdej kolumny tabeli. Wysoko$¢ plytek jest proporcjonalna
do warunkowych czgstosci wierszy:

W kolejnym kroku budowy wykresu mozaikowego wykonywane jest cieniowa-
nie powstalych ptytek. Wybor koloru i intensywnosci cieniowania zalezy od standa-
ryzowanych odchylen od niezalezno$ci [Friendly 1994], ktore sa obliczane jako:

nij —npj;
mi]' :( J = 1)‘ (9)
/npij

Wartosci m; sa udziatem komorki ij w wartosci statystyki 2. Jesli odchylenia
wyznaczone wzorem (9) uzyskaja w okreslonej komorce tablicy kontyngencji warto-
Sci dodatnie, to cieniowanie wykonuje si¢ kolorem niebieskim. Gdy m;; < 0, cie-
niowanie jest wykonywane kolorem czerwonym. Warto$¢ bezwzgledna odchylen
jest prezentowana intensywnos$cig cieniowania. ,,Komorki o wartosci bezwzglednej
mnigjszej niz 2 sg puste, komorki, gdzie |mij| > 2, sg wypehione, a te, gdzie
|mi ]-| > 4, sa wypelnione ciemniejszym wzorem” ([Friendly 1994], ttum. wlasne).

Na rysunku 3 zaprezentowano wykres mozaikowy stworzony dla danych zapisa-
nych w tab. 1. Dwie ostatnie kolumny odpowiadaja dziewczetom i chtopcom zdaja-
cym egzamin we Wroctawiu. Dla tych ucznidéw najbardziej charakterystyczne sg
wysokie, bardzo wysokie i najwyzsze wyniki z egzaminu (plytki intensywnie niebie-

° Najwigkszy wklad w rozwéj i upowszechnienie stosowania wykresow mozaikowych ma
M. Friendly [1992a; 1992b; 1994 i in.]. W literaturze polskojezycznej mozna znalez¢ opis tej metody
w pracach A. Stanimir, np. [2011].
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skie), natomiast najmniej charakterystyczne sa wyniki nizej $redniej, niskie, bardzo
niskie i najnizsze (intensywnie czerwony kolor plytek). Kategorie wyniku egzaminu:
Wynikl, Wynik2, Wynik3, Wynik4 (czyli nizsze niz $rednie) sa charakterystyczne
dla chtopcow z gmin miejsko-wiejskich. Dla dziewczat z gmin miejskich i miejsko-
-wigjskich oraz chtopcow z gmin miejsko-wiejskich ptytki okreslajace bardzo wyso-
kie 1 najwyzsze wyniki majg intensywnie czerwony kolor, czyli takie wyniki z egza-
minu nie sg charakterystyczne dla tej grupy ucznidow. Najmniej intensywne zabar-
wienie ptytek lub brak zabarwienia mozna zaobserwowac dla wigkszosci kategorii
wynikéw egzaminu w grupie gimnazjalistow z Jeleniej Gory i Legnicy oraz chlop-
cow z gmin wiejskich. Te kategorie w niewielkim stopniu wptywaja na odrzucenie
hipotezy o niezalezno$ci zmiennych.
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Rys. 3. Wykres mozaikowy wynikoéw egzaminu gimnazjalnego oraz pici i miejsca
zdawania egzaminu

Zrédlo: opracowanie whasne z wykorzystaniem programu Mosaic Displays.
Wykresy powiazan (asocjacji)® maja zblizony algorytm do algorytmu wykresow

mozaikowych. Ponownie punktem wyjscia jest zapisanie liczebnosci jednoczesnych
wystapien kategorii zmiennych w tablicy kontyngencji.

® W literaturze angielskojezycznej ta metoda jest okre§lana jako association plot [Friendly
1992a].
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Obrazem poszczegdlnych komorek tablicy sg prostokaty. W celu prawidlowego
okreslenia wielkosci prostokatow konieczne jest wyznaczenie oczekiwanych liczeb-
nosci komorek tablicy kontyngencji:

A

_ A LS ".j_"i.‘”.j
Njj=n-Pijj =N*Pje*Pej=N" : =

(10)

n n n

Pola prostokatéw sg proporcjonalne do rdznic migdzy obserwowanymi i oczeki-
wanymi liczebnoSciami komorek analizowanej tablicy. Wysokos¢ prostokata dla
okreslonej komorki tabeli odpowiada wartos$ci m;; obliczanej zgodnie ze wzorem (9),
natomiast szeroko$¢ prostokata jest rowna \/ﬁ_u .

Na wykresie dla kazdego wiersza umieszczana jest linia oznaczajgca niezalez-
nos¢ kategorii: m;; = 0. Jesli dla rozpatrywanej komorki wiersza n;; > fi;; to czar-
ny prostokat jest umieszczany nad linig. W przypadku przeciwnym czerwony pro-
stokat jest umieszczany pod linia.

Na rysunku 4 zamieszczono wykres powigzan dla danych zapisanych w tab. 1.
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Rys. 4. Wykres powigzan wynikow egzaminu gimnazjalnego oraz plci i miejsca zdawania egzaminu

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Podobnie jak w przypadku wynikow poprzednich analiz réwniez wykres powig-
zan wskazuje, ze wysokie wyniki egzaminu gimnazjalnego sa charakterystyczne dla
dziewczat i chlopcow uczacych siec we Wroctawiu. Dla tej grupy uczniéw wyniki
srednie i nizsze nie sg najbardziej charakterystyczne. Na rysunku 4 wiele czarnych
prostokatow pojawito si¢ w gornym lewym rogu, wskazujac na duze powigzanie
0sob uczacych si¢ w gminach miejskich, miejsko-wiejskich i wiejskich z niskimi
wynikami egzaminu. Z tej grupy ucznidow mozna wykluczyé dziewczeta z gmin
miejskich, gdyz dla nich najbardziej charakterystyczne sg wyniki przecigtne.

Rozpatrujac wielkosc i kolorystyke prostokatow wykresu powigzan, mozna row-
niez stwierdzi¢, ze najmniejszy udzial w odrzuceniu hipotezy o niezaleznosci anali-
zowanych zmiennych miaty kategorie opisujace dziewczgta i chlopcow z Legnicy
i Jeleniej Gory.

5. Drzewa klasyfikacyjne

Drzewa klasyfikacyjne to metoda znacznie rézniaca si¢ od poprzednich trzech omo-
wionych technik. Punktem wyjscia w prezentowanej metodzie jest wskazanie zmien-
nej zaleznej i zmiennych niezaleznych. Nastepnie przystepuje si¢ do podzialu zgro-
madzonych danych na jednorodne grupy ze wzglgdu na wartosci przynaleznosci do
okreslonej kategorii zmiennej zaleznej. Podziat danych ma charakter rekurencyjny,
czyli w kazdym kroku wyjsciowy zbiodr jest dzielony na dwie lub wiecej czesci za
pomoca jednej ze zmiennych niezaleznych [Gatnar 2004; Kurzydtowski 2002]. Na
tym etapie analizy konieczne jest okreslenie skal pomiarowych, na ktorych dokonano
pomiaru zmiennych. Dziatanie to jest istotne, gdyz dalsze postgpowanie zalezy od
rodzaju zmiennych. Jesli zmienna zalezna jest zmienng metryczng, to budowany jest
model regresyjny, ktory reprezentuje drzewo regresyjne. W przypadku, gdy zmienna
jest zmienng nominalng, méwimy o modelu klasyfikacyjnym (dyskryminacyjnym)
z drzewem klasyfikacyjnym.

Poniewaz celem niniejszego artykutu jest zaprezentowanie wybranych metod
analizy i prezentacji zmiennych niemetrycznych, to w centrum zainteresowania
pozostaje mozliwos¢ przypisania obiektow do znanych kategorii nominalnej
zmiennej zalezne;j.

Przedstawiong ide¢ drzew klasyfikacyjnych mozna zapisa¢ nastgpujacym mo-
delem [Gatnar 2004]:

y = Zi=1 il (X; € Ry), (11)
gdzie: — y to zmienna zalezna przyjmujgca wartoscil = 1, ..., L;
- (x5, ..., X, to klasyfikowane obiekty znajdujace si¢ w przestrzeni zmien-

nych X",
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— Ry to roztaczne fragmenty przestrzeni X™; w tych czgs$ciach dzielonej prze-
strzeni znajduja si¢ obiekty nalezace do tej samej klasy reprezentowane;j
przez zmienng zalezna;

— ay to parametry modelu;

1, gdy q jest prawdziwe,
Lg)=I(q) = { 0, w przeciwnym przypadku.
W modelu klasyfikacyjnym parametry sa wyznaczane w nastepujacy sposob:

a, = argmax, (p(lll)}, (12)
gdzie: p(l|k) to prawdopodobienstwo, ze obiekt z fragmentu Ry nalezy do klasy /.

W swojej pracy Gatnar [1998] wskazuje, ze w drzewie klasyfikacyjnym’ ,(...)
wewnetrzne wezly opisujg sposob dokonania podziatu (w oparciu o wartosci cech
obiektow), a liScie odpowiadaja klasom, do ktorych nalezg obiekty. Z kolei krawedzie
drzewa reprezentujg wartosci cech, na podstawie ktorych dokonano podziatu™.

Na rysunku 5 zaprezentowano wyniki analizy przeprowadzonej z wykorzysta-
niem drzew klasyfikacyjnych. Jako zmienng zalezna wybrano wyniki egzaminu (na
skali staninowej).

Z drzewa klasyfikacyjnego zaprezentowanego na rys. 5 wynika, ze niezaleznie
od poziomu drzewa wyniki egzaminu gimnazjalnego rozkladaja si¢ w podobny
sposob. Najwigcej jest wynikow przecigtnych, a najmniej najwyzszych i najniz-
szych. Na uwage zastuguja jednak wezet 12 i 13 odpowiadajace, odpowiednio,
wynikom osigganym przez dziewczeta i chlopcow we Wroctawiu — nastgpito tu
przesuniecie kategorii dominujacych w strone lepszych wynikéw w porownaniu
z sytuacja w pozostalych weztach. Procentowy udzial wynikéw najlepszych jest
w tych dwoch wezlach najwyzszy: 26% dziewczat z Wroctawia i 23% chtopcow
z Wroctawia uzyskato bardzo dobre wyniki z egzaminu (Wynik8 i Wynik9). Dla
poréownania w gminach miejsko-wiejskich i wiejskich 9,1% dziewczat i 7,6%
chtopcoéw uzyskato wysokie wyniki z egzaminu gimnazjalnego. Zupehie przeciw-
na sytuacja wystepuje, gdy analizie poddane zostang wyniki najstabsze z egzaminu
(Wynikl i Wynik2). Najwyzszy procentowy udzial wystapienia tych wynikow
mozna zauwazy¢ wsrdd chtopcow z gmin miejskich, miejsko-wiejskich i wiejskich
(14,3% oraz 15,2%). Natomiast najnizszy udzial wystagpien najstabszych wynikow
odnotowano we Wroctawiu wérod dziewczat.

6. Podsumowanie

Analiza korespondencji, mimo skomplikowanego algorytmu, umozliwia graficzng
prezentacje wspolwystapien kategorii zmiennych zapisanych w nawet bardzo skom-
plikowanych tablicach kontyngencji. Dobierajagc odpowiedni stopien powigzania
zmiennych, mozna uzyska¢ wysoka jako$¢ prezentacji zmiennych (wyrazong np.

"W cytowanym fragmencie okreslenie cecha jest rownoznaczne ze zmienng.
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stopniem wyjasniania inercji catkowitej w wybranym wymiarze). Mozliwe jest tu
wskazanie zarowno kategorii, ktorych wspotwystepowanie jest istotne (por. na rys. 1
punkty blisko potozone na wykresie, np. Wynik9, Wynik8 sa charakterystyczne dla
dziewczat i chtopcow z Wroctawia (MW _CH, MW _D), jak i takich kategorii, kto-
rych wspotwystapienia nie mozna uzna¢ za charakterystyczne (zob. na rys. 1 punkty
bardzo oddalone od siebie, np. Wynik9, Wynik8 nie sg charakterystyczne dla chtop-
cow z gmin wiejskich i miejsko-wiejskich (GW_CH, GMW_CH).

Rozpatrujac wykres powigzan, uzyskuje si¢ podobng informacj¢ jak w przypad-
ku analizy korespondencji. Wysoko$¢ prostokata pokazuje, jak bardzo dwie katego-
rie wplywaja na odrzucenie hipotezy o niezaleznosci zmiennych w tescie y°. Kolor
prostokata odzwierciedla warto§¢ réznicy migdzy liczebno$ciami obserwowanymi
a oczekiwanymi, pokazujac tym samym, czy dwie kategorie réznych zmiennych sa
lub nie sg ze sobg powigzane. Prezentacja powigzan dla wybranego przyktadu okre-
$la, ze najwickszy wptyw na odrzucenie hipotezy o niezalezno$ci majg kategorie
W7-W8 zaobserwowane wsrod dziewczat i chlopcow z Wroctawia, najmniejszy
wplyw na odrzucenie tej hipotezy maja wszystkie kategorie wynikow egzaminacyj-
nych dziewczat i chtopcow z Jeleniej Gory i Legnicy oraz prawie wszystkie wyniki
uczniow z gmin migjskich. Dla chlopcow i1 dziewczat z Wroctawia wystepuje silne
powigzanie z wysokimi wynikami egzaminacyjnymi. Natomiast wyniki niskie sa
najmniej charakterystyczne dla tej grupy uczniow.

Podobng prezentacj¢ do wykresu powigzan mozna uzyskaé, stosujac wykresy
mozaikowe. Latwo zauwazy¢, ktore pary kategorii roznych zmiennych maja naj-
wiekszy i1 najmniejszy wktad w odrzucenie hipotezy o niezalezno$ci. Ponadto wia-
sciwe kolorowanie z wykorzystaniem intensywnosci zabarwienia ptytek rowniez
umozliwia sprawne ocenienie powigzan miedzy kategoriami zmiennych.

Duza niedogodnoscia stosowania wykresOw powigzan i mozaikowych jest za-
cies$nianie prezentacji w przypadku duzej liczby kategorii zmiennych, np. w sytuacji,
gdy tworzona jest wielowymiarowa tablica kontyngencji. Zatem te dwa typy wykre-
sO6w mozna potraktowac jako alternatywe dla analizy korespondencji w przypadku
badania wspolwystapien niezbyt duzej liczby kategorii. Ponadto analiza korespon-
dencji ma jeszcze jedng zalete, a mianowicie umozliwia wskazanie kategorii naleza-
cych do tej samej zmiennej, ktorych wystapienia sa oceniane w podobny sposob
i mozna dokona¢ ich kumulacji w jedna kategorie.

Jednoczesne zastosowanie analizy korespondencji wraz z wykresami powigzan
lub wykresami mozaikowymi utatwia percepcje prezentowanych wynikow, szcze-
golnie gdy w gre wchodzi analiza zmiennych z wieloma kategoriami i poszukiwanie
powiazan kategorii na wykresach jest trudne.

Skalowanie wielowymiarowe pozwala uzupehi¢ analize korespondencji, wy-
kresy mozaikowe oraz wykresy powigzan np. o liczebno$ci wystgpien w kategoriach
zmiennej zaleznej kategorii wyr6znionych w koncowych weztach drzewa.
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Przedstawiony przyktad aplikacyjny wykorzystany w badaniu poziomu osigga-
nych wynikéw egzaminacyjnych przez gimnazjalistow pozwolil zobrazowa¢ sposob
interpretacji wynikow uzyskanych po zastosowaniu opisanych metod.
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DIFFERENT TECHNIQUES OF GRAPHICAL PRESENTATION
OF NON-METRIC DATA CATEGORIES

Summary: The aim of this article is to present and examine the usefulness of several me-
thods of multivariate statistical analysis in the study of dependencies and relationship of
non-metric variables. The main aspect of selection of the presented methods was the possi-
bility of finding connections between categories of variables. The article discusses algo-
rithms of correspondence analysis, mosaic displays, association plots and classification
trees. In the present paper the application aspect is also very important. Conducting re-
searches on real data of knowledge and skills of gymnasium students made it possible to
verify the usefulness of those methods. Thanks to the use of selected methods it was possi-
ble to identify the most and least characteristic levels as a result of the examination among
pupils by sex and place of taking the exam.

Keywords: non-metric data, mosaics displays, association plots, correspondence analysis,
classification trees.



